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1. Mengen und Abbildungen
1.1. Definition: Was ist eine Menge?

Unter einer Menge M versteht man eine Zusammenfassung von unterschiedlichen
Objekten. Diese heil’en Elemente der Menge.

1.2. Beschreibung von Mengen

Durch Mengenklammern: { }, zwischen denen die Elemente angegeben werden. Dabei
kann man Elemente aufzdhlen:

M = {1,3,5,8}

M ={1,2,..,100}

M = {Apfel,Birne}

M ={ }=0 = leere Menge,
oder durch eine charakterisierende Eigenschaft beschreiben:

M = {x | x ist ganze Zahl zwischen 2 und 5 }.

Mengen sind gleich, wenn sie dieselben Elemente enthalten.
Darstellung und Anordnung spielen dabei keine Rolle.

Beispiel
{x | xist Primzahl kleiner 10} = {2,3,5,7} = {3,2,5,7}

Bemerkung
Eine prazise Formulierung des Mengenbegriffs muss vermeiden, dass

Widerspriiche/Anomalien auftreten.

Beispiel
M = {x | x ist eine Menge, die sich nicht selbst als Element enthélt }

Zwei Félle:

1. M € M = nach Definition M ¢ M

2. M & M = nach Definition M € M} Antinomie

Wird vermieden, wenn man mit klar definierter Grundmenge G arbeitet:

M={xeG]|..}
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1.3.

1.4.

Haufig benutzte Mengen

e N={1,23,..} Natirliche Zahlen
e N;,={0123,..} Natirliche Zahlen mit Null
e Z={0,4+1,42,..} Ganze Zahlen

o Q= {Z | PEZqE N} Rationale Zahlen/Briiche

e R Reelle Zahlen (dazu spadter mehr)

e (C Komplexe Zahlen (auch hierzu spater mehr)
Intervalle
Mita,b € R:

{xeER|la<x<b} Abgeschlossenes Intervall
(a,b)={x€R|a<x<b} Offenes Intervall

(a,b] ={x€R|a<x<b} Nachlinks halboffenes Intervall
=[a,b)={x€R|a<x<b} Nachrechts halboffenes Intervall

)

)

[a, b]
la, b{
* lab]
[a, b[

)

An offenen Intervallgrenzen ist auch a = —oo bzw. b = +oo zuldssig.
Zum Beispiel
[0,0[={x€R|x>=0}oder]|—o,+0] =R

Elementare Mengenoperationen
Mit M, N Mengen:

Teilmengen
M heildt Teilmenge von N, wenn x € M = x € N gilt. In Zeichen: M c N.

Nicht € und € verwechseln!
Esgilt 2 € {1,2,3}und {2} c {1,2,3}, 2 c {1,2,3} ist aber falsch.

Mengendurchschnitt
MNN:={x|xeEMAx€EN}
Mengenvereinigung
MUN :={x|xeEMVx€eN}
Mengendifferenz
M\N:={x|x€eEMAx¢&N},MohneN"“
Symmetrische Differenz

PD W. Hoh

MAN = (M \ N) v (N \ M) = {x | xentweder in M oder in N, aber nicht in beiden }

Zwei Mengen heilen disjunkt, wenn M N N = @, sie also keine Elemente gemeinsam

haben.
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Die Bildung von Durchschnitten und Vereinigungen ist auch tber unendlich viele Mengen
moglich. Sei I Indexmenge und fiir jedes i € I eine Menge A; gegeben.

ﬂAi:{xIxeAiViEI}

i€l

UAi = {x | x € A; fur (mindestens) eini € I }
i€l
Beispiel

I:NundernENseiAn={§|kEZ}:
:>UAn=Q
neN

Kathetische Produkte
Sind M und N Mengen, so heit die Menge der Paare M X N := {(a,b) | a € M,b € N } das
kathetische Produkt von M und N.

Allgemeiner
My X My X ...X My, =={(ay,ay,...,ap) la € M;,i=1,..,n}

Gilt My = M, = --- = M,, so schreibt man auch M™.

Beispiel
R"=RXRX..XxR={(ay,ay,..,a,) | a; € R}

n mal

Die Menge der n-dimensionalen (Zeilen-)Vektoren.
1.5. Abbildungen/Funktionen

Definition
Seien M, N nichtleere Mengen:

Eine Abbildung (oder eine Funktion) f von M nach N ist eine Vorschrift

f:M—->N
x = f(x),

die jedem Element x € M genau ein Element f(x) € N zuordnet. Dabei heit M
Definitionsbereich und N Wertebereich von f.
Nicht jeder Wert von N muss von f als Funktionswert angenommen werden:

WS2011/12
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Die Menge f(x) = { f(x) | x € M } heiRt das Bild von f.

Allgemeiner
FirA c M:
f(4) ={f(x) | x € A}Bild von A unter f
Fir B € N:
f~Y(B) :={x € M| f(x) € A} Urbild von B unter f.
Beispiele

(i) SeiM=N-=R:
fR->R
X — sinx
(i) SeiM =N = [0,00[:
f:10,00[ = [0, o]
x - /x
(iii)  Identische Abbildung:
idy: M > M
xXeXx
1.6. Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen

Seien f: M — N und g: N = P. Dann definiert

gof:M—>P
x e g(f(x)

die Hintereinanderausfiihrung oder Komposition von f und g.

Ist h: P — R eine weitere Abbildung, so gilt fiir x € M:

(hog)of()=(hog)(f(0)) =h(g(f())) =h(gef@) =ge(g° )
Das heiRt die Funktionskomposition ist assoziativ, denn es gilt
(heg)ef =he(gef).
1.7. Definition
Sei f:M — N eine Abbildung.
(i)  f heiRt surjektiv, wenn f(M) = N.
(i) f heiRtinjektiv, wenn gilt: f(x) # f(y) = x # y.

(iii)  f heiBt bijektiv, wenn f surjektiv und injektiv ist (Dann bezeichnet man f auch mit
f:M > N).
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Graphische Darstellungen

Surjektivitat (Jeder Wert wird mindestens einmal getroffen)

Beispiele

i) fR->R, x> x? ist weder injektiv noch surjektiv
(i)  f:R-[0,00[, x » x? ist surjektiv, aber nicht injektiv
(i)  f:[0,00[ > R, x > x? ist injektiv, aber nicht surjektiv
(iv)  f:[0,00[ = [0,00[, x > x? ist bijektiv (injektiv und surjektiv)

fx)4

Es gilt: Zu jeder bijektiven Abbildung f: M — N gibt es eine eindeutig bestimmte
Umkehrabbildung f~1: N — M.

1.8. Esgilt
Zu einer Abbildung f: M — N sind dquivalent:

(i)  f ist bijektiv
(ii) Es gibt eine Abbildung g: N = M mit

ge f =idy & fistinjektiv
fog=idy & fistsurjektiv

WS2011/12 6
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1.9. Anwendung: Machtigkeit von Mengen

Definition
Zwei Mengen M und N heil3en gleich machtig, wenn es eine Bijektion von M nach N gibt.

1. Fall
Endliche Menge M: Fiir ein n € N gibt es eine Bijektion {1, ...,n} » M. M hat dannn
Elemente: |M| = n (Machtigkeit/Kardinalitat).

2. Fall
Unendliche Menge M: Es gibt hier unterschiedliche Machtigkeiten:

(i) Es gibt eine Bijektion f: N — M (gleich machtig). M heilt dann abzdhlbar.
(ii)  Andernfalls heilt M iiberabzdhlbar (M hat mehr Elemente).

M abzdhlbar bedeutet, dass man mittels Bijektion f: N — M die Elemente von M
durchnummerieren kann:

M={f(1),f(2),..}
f heillt dann eine Abzdhlung von M.
Beispiele

(i) N ist abzahlbar.
(ii) Ny ist abzahlbar:
f:N>N,
x—=x—1

Hier: N c Ny, N # N,. Somit echte Teilmenge, trotzdem sind N und N gleich
machtig.

(iii) Z ist abzahlbar. Abzahlung: 0,+1,—-1,+42, -2, ...

(iv) Q ist abzahlbar.
Dazu genlgt zu zeigen, dass Q} = {x € Q | x > 0} abzahlbar ist. Betrachte dazu
folgendes Schema:

1 2 3 4 Zahler
1 1/1 - 2/1 3/1 - 4/1
/ Va 7
2 1/2 2/2 3/2 4/2
l 7 / 7
3 1/3 2/3 3/3 4/3
/ 7
4 1/4 - 2/4 3/4 4/4
Nenner

Uberspringt man nicht teilerfremde Briiche, so definiert dieser Weg eine Abzihlung

von Q3.
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(v)

WS2011/12

Betrachte die Menge der 0-1-Folgen, d.h. die Menge aller Folgen a4, a,, as, ... mit
a,, € {0,1}. Diese Menge entspricht der Menge {0,1}" aller Abbildungen

¢:N - {0,1}
ne a,.

Behauptung
{0,13N ist Giberabzahlbar.

Beweis (Cantorsches Diagonalverfahren)

Wir nehmen das Gegenteil an und finden einen Widerspruch. Beweis durch
Widerspruch. Dazu invertieren wir die Annahme: {0,1}N ist abzahlbar.
Dann gibt es eine Abzahlung von {0,1}": ¢, 05, @3, ...

Diese lasst sich als unendliche Tabelle schreiben:

p1(1) ¢9;(2) ¢;(3) .. < erste0-1-Folge
©,(1) @2(2) @2(3) ...« zweite 0-1-Folge
93(1)  93(2) @303) ...  dritte 0-1-Folge

Betrachte Diagonale (¢4 (1), ¢,(2), ¢3(3), ...) in dieser Tabelle und definiere 0-1-Folge
@ durch
_ (0, wenn @, (n) =1,
o) = {1, wenn @, (n) = 0.
Der Vergleich mit jeder Zeile der Tabelle zeigt: Die 0-1-Folge ¢ kommt in der Liste
®1, P2, ... aller 0-1-Folgen nicht vor: Widerspruch.

Also ist {0,1}N Giberabzahlbar.

Folgerung

Die Menge R ist Uberabzdhlbar.

Denn es geniigt zu zeigen, dass das Intervall [0,1] (berabzahlbar ist. Jedes x € [0,1]
lasst sich im Zweiersystem eindeutig im Dualbruch 0, a;a,a, ... mit a; € {0,1} der
nicht in 1er-Periode endet, entwickeln.

[0,1[ ist gleich méachtig wie die Menge der 0-1-Folgen, die nicht in 1er-Periode enden.

Dies sind nur abzahlbar viele.

Daher ist mit {0,1}" auch [0,1[ Uberabzahlbar.
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2. Vollstandige Induktion
2.1. Beispiele

Aussagen, die angeblich fir alle n € N wahr sind:

(i) 1+2+3+---+n:§-n(n+1).

qntio1
(ii) 1+q1+q2+...+qn= a1 ,faIIsq + 1’

n+1,fallsg=1
(i) 12+422+--+n?= %n(n +1)@2n+1).

furqg € R.

Beweise

M 1+ 2 +:-+n
1
n+n—1+---+1=n(n+1):>1+2+---+n=zn(n+1)

(ii) Firg € R:

@-DA+q ++q)=q+q*++q" —1-q—q¢* = —q"
=q1’l+1_1

Falls g # 1: Durch q — 1 dividieren.
Falls g = 1: Trivial.
(iii)  Ausprobieren firn = 1:

1
12=1=g-1-2-30.k.

Idee der vollsténdigen Induktion
Beweise nun, dass aus der Giiltigkeit der Aussage fir ein gegebenes n € N auch die
Gultigkeit der Aussage fur n + 1 folgt.

Voraussetzung

Fir ein beliebiges, aber festes nist 12 + 22 + --- + n? = %n(n +1)(2n+1).

Behauptung

124224+ (n+ 1)? =%(n+1)(n+2)(2n+3)

Beweis

12422+ +n2+(n+1)>? =%n(n+ D2n+1)+ (n+1)>?
= %(n +D[n2n+1)+6(n+1)]
= %(n + D[2n% + 7n + 6]

_ %(n + D) +2)2n+3)

WS2011/12 9
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2.2. Prinzip der vollstandigen Induktion (Ablauf)

Es sei A(n) fur jedes n € N eine Aussage.
Es gelte:

(i)  A(1)ist wahr.
(i)  Wenn A(n) wahr ist, so ist auch A(n + 1) wabhr.
Dannist A(n + 1) wahr fir jedesn € N.

Induktionsanfang
A(1) wird bewiesen.

Induktionsschluss/Schluss von n aufn + 1

Voraussetzung: A(n) ist wahr fur ein gegebenes n € N.
Behauptung: A(n + 1) ist wahr. — Beweis...

Induktionsbeweis fiir (i)
Anfang n = 1 klar.

Schluss Wir setzen voraus, dass 1 + -+ n = %n(n + 1) fur einn € N. Dann:

1+2+---+n+(n+1)=%n(n+1)+(n+1)=%(n+1)(n+2) i

Induktionsbeweis fiir (ii)

Anfangn = 1.
2— —
Linke Seite: 1 + g. Rechte Seite: qq_ll = (q+:)_(z Y richtig.
Schlussvonn aufn + 1
+1 +1 +2 +1 +2
1+q+-+q"+q*t= i _1+q"+1=qn I el i
q-1 q-1 q-1

2.3. Definitionen durch vollstandige Induktion (Rekursion)

(i) Fakultdt n! furn € N:

1':=1
n+D!:=mn+1) -n!
>nl=1-2-...-n

(i)  Summenzeichen fir a;,a,, ..., a, ... € R:

k
Zal- =ay+a;+--+ag
i=1

Definition mittels vollsténdiger Induktion

1 k+1 k
zai = ay, E a; = ak+1+zai
i=1 i=1 i=1

WS2011/12 10
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Beispiele
n

k=1

n

2 _ 12492 4 ... 2_1
kce=14+24+--+n —6n(n+1)(2n+1)

k=1
(iii) Produktzeichen:

=1
oder
1 k+1
| |az =da, | |ai’:ak+1
i=1 i=1

(iv)  Zusatzdefinitionen:
0!

Leere Summe: Z a;

i=1
0

Leeres Produkt: nai =1

i=1
2.4. Satz

1
k:1+2+---+n=§n(n+1)

PD W. Hoh

Gegeben sei eine n-elementige Menge {a4, a,, ..., a,} mit n € N. Dann ist die Anzahl der

Moglichen Anordnungen (Permutationen) der Elemente der Menge gleich n! (vergleiche

Lineare Algebra 1.3).

Beweis durch vollstandige Induktion

Anfangn = 1.

Anzahl der Permutationenist 1 = 1!. O.k.
Schlussvonn aufn + 1

Anordnungen mit a4 an erster Stelle: n! Mdglichkeiten.
Anordnungen mit a, an erster Stelle: n! Moglichkeiten.
Anordnungen mit a, an erster Stelle: n! Méglichkeiten.
= Insgesamt (n + 1) - n! = (n + 1)! Méglichkeiten.

2.5. Definition

Fir n, k € N heildt

Binomialkoeffizient (,n Gber k“).

WS2011/12 11
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2.6.

2.7.

2.8.

Eigenschaften

(i)
(ii)

n
0
Tl)_n n-1 n-2 n—k+1
k)71 2 3 " &

= (" =1und n = 0furk > n.
(n) (i)

Es genigt also, (2) fur 0 < k < n zu studieren.
Dann gilt
(n) _n-(n—l)-...~(n—k+1)
k)~ 1-2-..-k '
Also:
ny n! ..
(iii) (k)_m furn,k e Npjund0 <k <n.
. n o\ _(n
(iv)  Aus (iii) folgt (n _ k) = (k)

Beweis

n—1 n — 1 (i (n—1)! (n—1)!
G )+ ("% )_(k—l)!(n—k)!+k!(n—1—k)!
_k!(n—l)!+(n—k)(n—1)!
B k! (n —k)!

|
o= W

Pascalsches Dreieck

Satz

Seienn € N und k € N,. Dann ist die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-
elementigen Menge gegeben durch (Z) (Also die Anzahl der Mdglichkeiten, aus n Objekten

k Objekte ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge auszuwahlen).

Beweis
Offenbar richtig firk =0, k =nund k > n.

WS2011/12 12
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2.9.

Vollstiandige Induktion nach n

Anfangn = 1.

Schlussvonn aufn + 1

Betrachte (n + 1)-elementige Menge: {1,2, ...,n + 1} und k-elementige Teilmenge A mit
1<k<n.

1. Fall
n+l1¢eAd=>Ac{l,..,n}

n
nach Induktionsvoraussetzung gibt es (k) derartige Teilmengen.

2. Fall
n+led= A\{n+1} c{1,..,n}

hat k—1 Elemente

n
nach Induktionsvoraussetzung gibt es (k _ 1) derartige Teilmengen.

") ;

N
1R

Gesamtzahl: (Z) + (k ﬁ 1)

Binomischer Lehrsatz

Seienn € Ny und x,y € R. Dann gilt:

n

(x + y)n — 2 (Z) xkyn—k

k=0

Zum Beispiel
(x+y)?=1-y*+ 2xy +1-x?
(x+y)3=1-x3+3x%y+3xy2+1-y3
(Gilt fiir x, y in beliebigem kommutativen Ring.)

Beweis: Vollstandige Induktion nach Potenzn

Anfang
0

-0 01— 1.
n=0:(x+y) —1—(0) 1-1.0.k.
Schlussn - n + 1:

(e = NG+ = Gy ) () xkynk

k=0
n

_ z (Z) ktlyn—k 4 zn: (Z) xkynti-k

k=0

= "+l 4 Z et n+1 k4 yn+1 + Z kyn+1—k
=0
n n
n n
= x4 yn+1 Z ( n+1—k + z (k) xkyn+1—k
k=1

k=1

= x"*t1 4 yn+1 i (k E 1 + )] xkyn+1—k

WS2011/12 13
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n
_ n+l,n+1 n+ 1\ k n+i-k
=X y +,Zl( k )xy
n+1 -

_ Z (Tl 7(‘ 1) xkyn+i=k

k=0

3. Diereellen Zahlen

3.1. Definition

Ein Kérper K heillt angeordneter Kérper, wenn gewisse Elemente x € K als positiv

ausgezeichnet werden, also x > 0, so dass die folgenden Axiome gelten:

(i)
(ii)
(iii)

Fir jedes x € K gilt entweder x > 0 oder x = 0 oder —x > 0 (exklusives Oder).
x>0y>0=>x+y>0
x>0y>0=>x-y>0

3.2. Definition

Wir schreiben x < y odery > x, wenny — x = 0.
Wir schreibenx < y odery = x,wenny —x > 0 oderx = y.

3.3. Bemerkung

Q und R mit der tblichen Wahl von positiven Elementen sind angeordnete Korper.
3.4. Eigenschaften (Rechnen mit Ungleichungen)

Sei K ein angeordneter Kérper und x,y,z,a € K:

(i) x<ye-—-y<-—x

Speziell:

x<0&e —x>0,denny—x=—-x—(—y),alsoy—x>0& —x—(—-y) > 0.
(ii)  Transitivitat

x<yy<z=x<zdenn:

x<yey—x>0
y<ze&z—y>0
(i) x<y=>a+x<a+ydenn(a+y)—(a+x)=y—x>0.
ax < ay, fallsa > 0,
ax > ay, fallsa < 0.

3.1ii)
}:ﬂz—x=(z—y)+(y—x)>0(:)x<z

(iv) x<y=>{

Dann:
3.1iii)
Falsa>0:ay—ax< a-(y—x) > 0=ax<ay.
L —————

>0 >0

(i) (i)
Fallsa < 0> —a>0= —ax = (—a)x < (—a)y = —ay$ax > ay.

WS2011/12 14
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(v) x#0=>x2>0.

3.1(j) 3.40) )
Denn:x # 0=x > 0 oder —x > 0 = x* = (—x)~.

Wegen 12 = 1 gilt insbesondere 1 > 0.
3.5. Weitere Eigenschaften (Siehe Ubung)

(i) x<yx <y sx+x'<y+y'
(i) 0<x<y0<sx'<y'>x-x'<y-y
(iii) x>0:§>0

. 1 1
(iv) 0<x<y:>;<;
3.6. Bemerkung

In einem angeordneten Kérper K mit Einselement 1, kann man jeder natiirlichen Zahl n ein
Elementn - 1x = 1 + ---+ 1 € K zuordnen. Dann:
SN—— —_———

n mal

(l) n'1K>0,dalK>0.
(ii) nm<Nm=>n-1Km<Km-1K
Denn:

m'lK—n'lk=1K+"'+1K—(1K+"'+1K)=1K+"'+1K>O

m mal n mal n—mmal

Insbesondere flirn #m =>n - 1y # m- 1, d.h. die Abbildung N - K, n » n - 1y ist
injektiv.

Weiter sieht man:

n-1g)+m-1g)=Ag+ -+ 1)+ Qg+ -+ 1) = (n+m) -1

Addition im Kérper n mal m mal Addition in N
(n'lK)+(m1K) = (1K+"'+1K)+(1K+"'+1K) = (n+m) '1K
Multiplikation im Korper n mal m mal Multipl. in N

Dies rechtfertigt natirliche Zahlen n mit Kérperelementen n - 1, € K zu identifizieren.
= (Kopie von) N erscheint als Teilmenge von (K, +,-). Man sagt ,N c K“ oder ,N ist
eingebettet in K“.

Genauso kann man sehen, dass jeder angeordnete Kérper K (eine Kopie) von (Z, +,-) und
(Q, +,) enthilt:
NcZcQcK

In diesem Sinne ist also der Kérper der rationalen Zahlen der kleinste angeordnete Kérper.
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3.7. Beispiel (Bernoullische Ungleichung)

Sei K angeordneter Korper.
Ista > —1 € K, sogilt
1+a)*=21+n-avne€N,.

Beweis durch vollstdandige Induktion nach n
Anfangn = 0. O.k.
Schlussn - n+1

LV.
A+a)"™'=0104+a)(@+a)*" > (1+a)(1+na)=1+na+a+n?
~_————

20
=1+(n+1)-a+riq_%21+(n+1)-a

=0

3.8. Definition
Sei K angeordneter Kérper und x € K. Dann heif$t

Ix| _{ x,wennx =0,
—x,wennx <0

der absolute Betrag von x.
3.9. Eigenschaften

i) |x|=0:]x]|=0=x=0
(i)  |—x| = |x]|, denn
|—x| = {—x, falls —x >0 x <0,
x,falls —x <0< x>0.

(i) x-yl=Ix|- |yl
‘x| | x| fiir v = 0
—| =1, fur .
yl oyl Y

Denn ohne Beschrankung der Allgemeinheit folgt wegen (ii):

x=0y=20=2>x-y>0}=>|x-yl=x-y=|x| |yl

weiter ist fliry # 0

x
y-—=x=|y|- |;| = |x| = Behauptung

x
y

Dreiecksungleichung

3 b lx +y| < |x]| + |yl
3% Y

ey

X
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(iv)

Beweis
1.Fallx >0,y >0
x+y=20=>|x+yl=x+y=|x|+]|y|
2.Fallx<0,y<0
x+y<0=|x+yl=—-(x+y)=(x)+(=y) =Ix| + |yl
3.Fallx >0,y <0
1.F.
x+y<x=|x| < |x|+|y|
Y 1F Y = x+yl < x|+ |yl
—x+y)=—x—-y<-y=Iyl < [x|+1yl
4. Fallx <0,y=>0
Analog zum 3. Fall.
Es gilt dann auch
lx =yl =lx+ (=) < |x[ + [-y| = |x| + |y]
Also:

[Ix £yl < Ix| + Iyl] O

Dreiecksungleichung nach unten

|lxl = Iyl| < |x +yl
sowiey - —y:
|l = Iyl < lx =yl
denn:
x=x+y)-y
iy X =1 +y) =yl < lx+yl+ 1yl = x| = Iyl < |x + v
= x und y vertauschen ¢ = ||x| — [y|| < |x + y|
Iyl = lx| < |y + x|

3.10. Definition (Vollstandigkeit)

Sei K ein angeordneter Kérper und A c K.

(i)

(ii)

A heifit ,nach unten (bzw. oben) beschrinkt”, wenn es ein x € K gibt mit x < a (bzw.
x = a)Va € A.

x heillt dann untere (bzw. obere) Schranke von A.

x heillt groRte untere Schranke von A oder Infimum inf A (bzw. kleinste obere
Schranke oder Supremum sup A), wenn x untere Schranke von A und fiir jede weitere
untere Schranke y gilt: y < x (bzw. x obere Schranke von A und fir jede weitere
obere Schranke y gilt: y = x).

3.11. Beispiele

(i)
(i)

WS2011/12

Seid = {% | ne N} in K = Q oder R. = A ist nach unten beschrankt mitinfA = 0.

SeiAd ={a € Q, | a? > 2}. = Aist nach unten beschriankt mit zum Beispiel 0.
Fir A als Teilmenge von R gilt: inf A = v/2, aber fir A als Teilmenge von Q gilt: A hat
kein Infimum, da V2 ¢ Q.
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3.12. Definition

Ein angeordneter Korper erfillt das Vollstandigkeitsaxiom, wenn jede nicht leere nach
unten beschrankte Teilmenge ein Infimum besitzt.

3.13. Bemerkungen

(i) R erfillt das Vollstandigkeitsaxiom.

(ii) Man kann zeigen, dass es im Wesentlichen (,bis auf Isomorphie“) nur einen solchen
Korper gibt. Daher ist sinnvoll:

Definition
Der Korper R der reellen Zahlen ist der angeordnete Korper, der das
Vollstandigkeitsaxiom erfullt.

3.14. Folgerungen

(i) R ist ,,archimedisch angeordnet”, das heildt zu x,y > 0 gibt es einn € N mit y < nx.
(i) Zua,b € Rmita < bgibteseinr € Q mita <r <b.

Beweis Vn € N

(i)  Annahme

Wihrenx <y=>n< i—/ = N ist nach oben beschrankt.

Vollst.axiom Lo .
——— Esexistiert M =supNeER=>n+1<M=>n<M-—1,alsoist M — 1

obere Schranke von N = Widerspruch zu ,,M ist kleinste obere Schranke”.
(ii) <hb=>-—-—>0
ii a P
(i)
:EsgibtmeNmitﬁ<m-(1)(:)m-a+1<m-b.
Daher gibtesn € Zmitm-a<n<m-a+1<m-b
n
>a<—<h.
m

Setze alsor == % € Q.

3.15. Satz

Sei (In)nen €ine Intervallschachtelung, das heift I,, = [a,, b,,] € R abgeschlossener
Intervall Vn € N, so dass:

(i) Iwicly
(i) Ve > 0gibteseinn € Nmit|l,| := b, — a, < € und ¢ beliebig kleine, positive Zahl.
Dann gibt es genau ein a € R mit
(n=@

neN
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Zum Beispiel: Dezimalbruchentwicklung. a = 0,7,1,73 ... mit r; € {0, ...,9} definiert
Intervallschachtelung ([a,,, b;,]) ney Mit

by — 10¢)
An =Ty oot Ty st r"'_n:zrk'
10 100 10" & } = ﬂ[an, bn] = {a}.
1 neN
bn._.an-Fiag J

Dies liefert Méglichkeit, R durch Intervallschachtelungen mit Intervallen [a,,, b, ], mit
an, b, € Q zu bestimmen.

Beweis von 3.15
Esgilt: a; < a, < b, < b, Vn.

= { b, | n € N }ist nach unten beschrénkt (durch a,).
= Esgiltb :=inf{b, [ n € N }.

Ebenso:

{ a,, | nN }ist nach oben beschréankt (durch b,).

= Esgilt a = sup{a, | nN}.

Esgilta, < a, Vk,n € N.

Das heilt a - n ist untere Schranke von { b, In € N} = a;, < b Vk € N.
Also ist b die obere Schrankevon{a, |In€ N} = a < b.

Somit gilt a,, < a < b < by, das heit [a, b] C [a,, b,] = I, Vn.

:[a,b]cﬂln und ﬂln;tcz)

neN neN

Annahme
Es gibt

a,a € ﬂln mita’ > a.

neN
Wegen
a,a’ € ﬂln C Iy,
neN

folgt

bp, —ap,=a' —a=ce.
Widerspruch!
Daher ist

a=a' und ﬂln = {a}.

neN
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Komplexe Zahlen
In R liefert die Gleichung

x?=-1

keine Losung (vergleiche 3.4).

Postuliere daher ,imagindre Zahle” i mit der Eigenschaft . i ist die imagindre Einheit.
3.16. Definition
Die Menge
C={z=a+bilabeR}

ist die Menge der komplexen Zahlen.
Fir z = a + bi heiRt

der Realteil von z und

der Imaginarteil von z.
Man identifiziert reelle Zahl a € R mit a + 0i € C, das heilt

R={zeC|Imz=0}cC.

Komplexe Zahlen mit Re z = 0, das heillt z = bi heillen rein imaginar.
Jede komplexe Zahl z = a + bi lasst sich mit Punkt (a, b) € R? identifizieren.
Dies erlaubt die Darstellung von C als komplexe oder GauBsche Zahlenebene.

Imz
Ia+bi

Rez

Addition in C

|(a+bi)+ (c+di) =a+c+bidi=a+c+ (b+dil

Entspricht Addition in R? = (C, +) ist abelsche Gruppe.

Multiplikation in C
(a + bi)(c + di) = ac + cbi + adi + bdi? = (ac — bd) + (ad + bc) i

Realteil Imaginarteil

|(a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + cb)i|
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3.17. Satz

(C, +,) ist ein Korper.
Inverses Element der Multiplikation:

1 a —b

= + fuira+bi #0
a+bi a?+b? a?+ b2

Trick hierzu: ,Nenner reell machen”: Mit a — bi erweitern.

1 a—bi _a—bi  1-bi
a+bi (a+bi)(a—Dbi) a?—(bi)2 a2+ b2

(Dies rechtfertigt die obigen formalen Rechnungen.)
3.18. Definition

Far
z=a+ bi
heil3t
Z=a—bi
die zu z konjugiert komplexe Zahl und
|z] = \Ja? + b2

der Betrag von z.

Es gilt:
1z?| =z Z,
denn
z-Z=(a+bi)(a—bi) =a?— (bi)? =a? +b? = |z|%

3.19. Eigenschaften
Mit z,z4,z, € C:

(i) zntz=71+7
(i) (z1-22)=7"72
(i) 1z = |z|
(iv) 1Zy - 25| = |241] - |25]
(v)  lz1 + 25| < |zq + |25

3.20. Quadratische Gleichungen
x2—c=0mitceR
LFallc>0=x*—c=(x—Vc)(x+Vc) =0 x =VcAx, =—Vc
Zwei reelle Nullstellen.
2FRlc=0=2x2=x-0)x-0=0=x,=x,=0
Eine (doppelte) reelle Nullstelle.
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3.Fallc<0=>x?—c=(x—iv=c)(x+iv—c) =0 x = iV—CcAx, = —iv—c

Zwei rein imagindre Nullstellen.

Sei nun
ax®?+bx+c=0mita,b,c E Runda # 0

eine allgemeine quadratische Gleichung.

Quadratische Ergdnzung

b
0:ax2+bx+c=a(x2+ax)+c

ofer s (2))-efa)
- alr ax 2a a2a ¢

b 1
S (x + ﬁ) =— (b? — 4ac) rein quadratische Gleichung.
\-;(«164 Diskriminante

1. Fall (b%? — 4ac) > 0

Dann:
N b . 1 2 — 4 )_i\/bz—4ac
X724 ™ [aa2 ac) = [2a|
—b ++Vb?% — 4ac —b —+Vb?% — 4ac
= X1 = /\xZ =
2a 2a
Zwei reelle Nullstellen.
2. Fall (b?> —4ac) =0
Dann
(r+5) =0 =
o = Lt = = —
x 2a 1= %2 2a
Doppelte reelle Nullstelle.
3. Fall (b? —4ac) <0
Dann
+b_+ 1 2 — 4 )_ii\/4ac—b2
x 2a 4q? ac) = 2a
—biv4ac — b2 A —b — iv4ac — b?
= X1 =
2a 2a

Zwei komplexe Nullstellen.

In jedem Fall gilt:

ax? + bx + ¢ = a(x — x;)(x — x,) ,Linearfaktorzerlegung”

ax? + bx + c besitzt stets zwei im Allgemeinen komplexe eventuell zusammenfallende
Nullstellen.
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3.21. Fundamentalsatz der Algebra

Jedes komplexe Polynom p(z) = a,z"™ + -+ a,z + a¢ mit ay, ..., a, € Cund a,, # 0 vom
Grad n = 1 besitzt in C mindestens eine Nullstelle (Beweis spater).

Da fur Nullstelle z; € C dann
p(z) = (z—2z) p(2)

gilt, mit  Polynom mit grad p = grad p — 1, folgt rekursiv:
3.22. Korollar

Jedes komplexe Polynom p(z) = a,,z"™" + -+ a1z + a¢ mit ay, ...,a, € Cund a, # 0

besitzt in den komplexen Zahlen genau n (nicht notwendigerweise verschiedene) Nullstellen

Zy, ..., Z_n € Cund es gibt die Linearfaktorzerlegung p(2) = a,,(z — z,)(z — z) ... (z — z,,).
3.23. Beispiel

p(2) =23 -2z +4z—4

Rate Nullstelle: z; =1 = p(z,) = 0.
Dann Polynomdivision durch den zu z; gehorenden Linearfaktor:

(23 =-224+4z-4)+(z-1)=2z%>+4

—(z° - 2%)
4z — 4
—(4z—4)
0
= Somit Nullstellen
z1 =1,z = 2i,z3 = =21

und Linearfaktorzerlegung
p(2) = (z—1)(z - 2i)(z + 20).

3.24. Polardarstellung komplexer Zahlen

z € C |asst sich schreiben als
z=|z|-cosp+i-|z| -sing = |z|(cose +i-sing)

Imz,
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Der Winkel ¢ = argz heifft Argument von z und ist bis auf Vielfache von 2r eindeutig.
Wir setzen

|ei<” =cos@ +i-sing|mitp €R

Eulersche Formel (Begriindung spéter).

Beachte:
|e’?| = 1 = e liegt auf Einheitskretis.
Es gilt
|ei@1t02)| = glo1 . pl02,

Somit Polardarstellung

Geometrische Interpretation der Multiplikation in C:

Seienz; = |z;| - €1 und z, = |z,| - e'?2.
Dann:
7123 = |z - 25| - €191 - €192 = |z4] - |z, | - €/P1¥92) mit @, + @, = argz.
—_—

=|z1-2;|

Also werden komplexe Zahlen multipliziert, indem man ihre Betrage multipliziert und ihre
Argumente (Winkel ¢) addiert.

Beispiele
i-(-1)=?

lil=|-il=1=]i(-)|=1-1=1

. T ( _)_371
argl—zarg i)= >

T 3m
arg(i . (—1)) = §+7 = 2m = 0 mod 21
z8 =1, denn
|28 = |z|® = 1.
Daher
z =el?,
wobei gilt
8=k 2m.
Das heildt

2n
(pk=k-? mit k € Z.
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Einheitskreis

Hierbei ergeben sich fir k = 0, ...,7 alle relevanten Werte.
Allgemein:
z"=1,vneN

. 21
=z =e'%k mit(pk=k-7,k=0,...,n—1

— n-te Einheitswurzeln.

4. Konvergenzen von Folgen
4.1. Definition

Eine mit naturlichen Zahlen indizierte Familie reeller Zahlen a4, a,, ..., a,, kurz (a;)nen

heillt Folge.
Zum Beispiel:
(n®),en: 1,4,9,16, ... Quadratzahlen
(1) _ 111
n/peny 1°2'3"7

4.2. Definition

Eine Folge (a,,)nen heiBt konvergent gegen einen Grenzwert oder Limes a € R, wenn es zu
jedem e > 0 einng = ny(e) € N gibt mit

la, —al <& Vn =n,.

Wir schreiben dann
a = lim a,
n—oo

oder

a, — _a.
(n—~o0)

Eine gegen kein a € R konvergente Folge heilt divergent.
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4.3. Bemerkungen

(i)  Wenn (a,)qen konvergiert, so ist die Limes a eindeutig bestimmt.
(i)  Jede konvergente Folge ist beschrankt:
Es gibtein M > 0 mit |a,| < M, Vn € N.

4.4. Beispiele
. 1
(i) an = n
= lima, =0
n—-oo
Denn:

Sei € > 0 beliebig. Dann gibt es nach 3.14(i) ein ng > é

Und dann gilt fir n = ny:

ap—Ny|=—=<—=<¢
lan = mol = < -
. 1 1 011
(i)  ap=(0C=D" = Also Folge —1,;, —5 18

= lima, =0
n—-oo

Denn:
Zu & > 0 mit ny wie in (i) Vn = n,

|( 1" 1<1<1<
- = -—nyl==<-<—<¢
nz2 T n2Tn"n,

(i)  a, =n? = (ay)ney ist divergent, da nicht beschrénkt (a, — ).
n—-oo

(iv)  a,=0CD"
1$ ° ° °
_1~{ ° ° °
Man sieht:

(an)nen ist beschrankt, aber nicht konvergent. Denn es gilt Va € R

la, —al =1

flr beliebig grof3e n.
Also gibt es keinn € N mit |a,, —a| < 1 furn = n,,.

4.5. Definition

Gibt es fiir jedes (noch so groRe) M > 0 ein ny € N mita,, = M fir n = n,, so heiflit
(a,,)nen bestimmt divergent oder uneigentlich konvergent gegen o,

lim a, = . Analog: lim a,, = —oo.
n—oo

n—oo
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Beispiel
lim n? = o
n—oo
aber
lim (—=1)" - n?
n—-oo

existiert nicht im Sinne von 4.5.
4.6. Satz

Seien (a,;)nen, (br)nen (@n + bn)nen konvergente Folgen und A € R. Dann gelten die
folgenden Grenzwertsatze:

(i) (Aa)nen, (@n + bp)nen und (a,, - by)nen sind konvergente Folgen mit

rllim (Aay) =1 T{im a,
lim (a, + b,) = lim a, + lim b,
n—oo n—-oo n—oo

lim (a, — b,) = lim a,, — lim b,

n—-oo n—-oo n—-oo

lim (a, - b,) = lim a, - lim b,
n—-oo n—-oo n—-oo
Ist
lim b, # 0,

n—-oo

so ist b, # 0 fir hinreichend grof3e n und

lim a
. an n—oo n
lim — = =
n-w b, lim b,
n—oo

(i)  Gilta, < by:
= lim a, < lim b,

n—-oo n—-oo

Vorsicht:
a, < b, # (lim a, < lim b,

n—oo) n—-oo
(iii)
eyl < b, Alimb,=0= limc,=0
n—-oco

n—-oo
(iv)
lim|c,| =00 = lim—=0
n—-oo n—-oo Cn

(v)

1
limc,=0Ac,>0= lim —=o0
n—-oo n—>ooCn
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4.7. Beispiele
(i)
o1 11 1 1
Iim—==Ilim—-—-=Ilim—-lim—=0-0=0
Ebenso:
1 e
llm—k (llm ) =0"=0,vVk €N.
n-oon n—-oon
(i)
) 1 1 ) 1 ] 1
lim [(1 +—> . (5 ——2>] = lim (1 +—>- lim (5 ——2>
) 1 1
= (llm 1+ lim ) (hm 5— lim 2)
=(1+4+0)-(5—-0)=5
(iii)
n 1
lim =lim(1— )—hml—hm =1-0=1
noon+1 mnow n+1 n-o n-oon + 1
(iv)
durch die groRte
Potenz im Nen- 2 7
n3+2n+7  nergeteilt. ) I+—5+ n3
lim ——— = lim —————
noo 213 + n? + 1 noe o 11
+o+=5
n n
. .1 .1
lim1+2-lim—+1-lim—
_ now n—-oo N n-oo N
lim 2 + lim — 1 + lim 13
n—-oo n-oo N n-on
B 1+2-04+7-0 _ 1
2+0+0 2
oder
1 1
. n®+1 . 2 7 _0+0
nl—r}olon7+1_nl—r>lc}ol i 1-|-0
n7
(v)
lim Yn=1
n—oo
Denn
n
n n 9 n TL 2
n=(V0)" = ((-1)" 2 (}) (o) (m-1" n—1) > () (Vn=1)
k=0
Und

@_(%_1)2

2
:(W)Zsm,Vnzz

=>|’{/ﬁ—1|£n’ G 0
n—1n-w

>VYn-1—> 0=>VYn —> 0

n—oo n—oo
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(vi)
0, wenn|q| <1,
q" — 1,wenng =1,
sonst divergent fiir lql >1,q=-1.

Dennfir|g| > 1 mita:=|q| —1>0:

1 1\" 4.6(v)
—=(m) =1+a)">214+n-a - o=q" — 0
n—-oo

qn n-oo

(vii) Sei|x|>1,keN

im ™ = 0
nl—r}t}oxn_
Denn mit
a=|x|-1>0firpeN,p>kundn>2p
gilt:
n
n_ n_ noors (™. 0
x|" =1+ a) —Z(l) a Z(p) a
=0 5o
n-1.m-p+) (3
nn—-1).(n— 5
p! p!

Daher ist nun

n n
n—-p+1>n—-—-+1>-

2 2
und daher
nk n.pl  2P.pl 1 0
X" (E)p . P T qp ol nj)oo
2

4.8. Satz
Ist die Folge (a,),eny monoton wachsend (oder fallend), das heiRt
Any1 = Ay (b2W. apyq < ay),
konvergiert sie genau dann, wenn sie beschrankt ist.

Beweisidee

4.3(ii)
(an)nen Unbeschrankt = (a,,) ey divergent.
Ist (@, )nen beschrankt und monotn wachsend, dann gibt es
a:=sup{a, In €N} = supa,

n—oo

und es folgt nach Definition des Supremumes:
lima, =a
n—oo

(wichtig ist die Vollstandigkeit von R)
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4.9. Beispiele

(i) (l) monoton fallend, (nach unten) beschrankt.
N/ neN

= konvergent, denn

1
lim—-=20
n-oon
(i)  (Aufgabe 22)
1 n
ay = (1 + E)
(ap)neny Mmonoton wachsend und beschrankt.
1 n
= lim (1 + —) =: e existiert.
n—-oo n

Wegen
1

1
a1:(1+I) =2

folgt2 <e <3
e ~ 2,7182818 ...
heil3t Eulersche Zahl.
4.10. Definition

(i) Istny <n, <nz < - aufsteigende Folge natirlicher Zahlen, dann heif$t

(ank)kEN = Qp,,An,y, Apg) -

eine Teilfolge von (a;)nen-
(i)  a € R heift Haufungspunkt der Folge (a,,),en, Wenn es eine Teilfolge (ank)kEN gibt
mit
ny 72, @
Beispiel
a, = (—1)™ = (a,)nen nicht konvergent, aber +1 und —1 sind Haufungspunkte.

Es gilt: Eine Folge ist genau dann konvergent, wenn sie beschrankt ist und genau einen
Haufungspunkt besitzt.

4.11. Satz von Bolzano-Weierstral}
Jede beschrankte Folge reeller Zahlen besitzt mindestens einen Haufungspunkt.

Beweisidee
EsgibtdannalsoM =2 0mit—M <a, <M,vn € N.

Halbiere Intervall I, = [—M, M] in Teilintervalle [—M, 0] und [0, M]. Dann liegen in
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4.12.

4.13.

mindestens einem Teilintervall unendlich viele Folgenglieder a,,.
Wabhle ein solches, genannt ;.
Weiter rekursiv: Halbiere I; und wahle Teilintervall I,, das unendliche viele a,, enthalt.

Dannist I, I, I5, ... Intervallschachtelung

3.15
=| |k ={a}

keN
(wieder wichtig: R ist vollstandig)

Wahle nun aus jedem I, ein Folgenglied a,, . Das gibt Teilfolge (ank)kEN mit Konvergenz

gegen a.
Definition
Eine Folge (a,)nen reeller Zahlen heilt Cauchy-Folge, wenn fir jedes ¢ > 0 einny € N
existiert mit

la, — an| <& Yn,m =n,.

Cauchy-Kriterium

Eine Folge reeller Zahlen ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

Beweis
,=" Sei
lim a, =a
n—oo
Zu ¢ > 0 gibt esny € N mit
£
a, —al <=
n—al <3
firn = ny.
= flirn,m = ng
g ¢
la, —apl =la, —a+a—ayl| <la,—al+|a—a,l <E+E=£
2" (ay)nen ist beschrankt.
Denn mit € = 1 folgt: Es gibt ny € N so dass
la,, —a,| < 1firm,n = n,.
= |am| = |am - ano + anol = |am - anol + |an0| <1+ |an0|

= la,| < max(lall, las], ..., |ap-1],1 + |an0 ), vn €N

Somit besitzt (a,,),ey Mindestens einen Haufungspunkt. Dann bleibt zu zeigen: (a,)nen
besitzt hochstens einen Haufungspunkt.
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Seien a, a’ zwei Haufungspunkte:
Zu € > 0 gibt es dann (hinreichend grolRe) Indizes m,n € N mit

| <=
a, —a -
n m 3
lan —al < =
a, —al <-=
n 3
|y —a'] < =
a, —a -
m 3

Dann:

la—d|=la—a,+a,—a,+a,—a|<|a—a,|+|a, —a,|+la, —a

<s+s+s
—_ —_ —=¢
3 3 3

Da ¢ beliebig=> a = a’'.

(ay)nen: ZuU jedem € > 0 gibt es ny € N mit
lan — aml <é,
falls n,m = ng. Somit: Cauchy-Folge.
4.14. Bemerkung
Man kann zeigen: Fir einen angeordneten Korper K sind dquivalent:
(i) Vollstandigkeitsaxiom

(i) K ist archimedisch angeordnet + Intervallschachtelungseigenschaft (3.15)
(iii) K ist archimedisch angeordnet + jede Cauchy-Folge ist konvergent

5. Unendliche Reihen
5.1. Definition

Sei (a,;)nen €ine Folge reeller Zahlen und

Dann heiBt (s, ),y die zugehorige Partialsummenfolge oder Reihe.
Konvergiert die Folge der Partialsummen (s, ),en, SO heiBt die Reihe konvergent und man
schreibt

[ee]

Z ay == lim s,
n—-oo

k=1
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5.2. Beispiel

(i)  Geometrische Reihe fiir g € R

1.Fallg=1

. 1
Somit ist (5,) ey konvergent & |g| < 1 und zwar gegen e

Also
Geometrische Reihe
(00
2,
k=0
ist konvergent & |q| < 1.
Der Wert der Reihe betrdgt dann

(ii) Die harmonische Reihe

[ee)
1
ist nicht konvergent (bestimmt divergent, mit z " = o0), denn
k=1

N S S S
Sn=qd Ty T3 Y n

Slfoqigigi 1 1y
="'274°4'8 88 8 16 16 16 16 16 16 16 16
s1404 L4 ! + ! +
=T T20 2 2 2

Fir hinreichend grofRe n kann man beliebig Summanden % addieren = unbeschrankt.
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Also:

Sp —
n—oo

Bemerkung
Die harmonische Reihe wachst sehr langsam.
Far

sindn > 1% — 1 = 2,68 - 10*3 Summanden nétig.
5.3. Konvergenzkriterien fiir Reihen

(i) Notwendig dafiir, dass

NgE

ag

&
Il
[y

konvergent ist, ist dass

lim a;, =0

n—oo

(aber nicht hinreichend, vergleiche mit der harmonischen Reihe).
(ii) Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen (das heilft Reihen mit abwechselnd
positiven und negativen Gliedern)

Fur eine Reihe der Form

i(—l)kak

k=1

mit a = 0 gilt:

Ist (ax)ken Monoton fallend mit a; e 0, so ist
—00

i(—l)kak
k=1

konvergent.
(iii) Majorantenkriterium
Ist

ax

NgE

&
1
[y
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eine konvergente Reihe und
|bi| < ay,
so ist auch

konvergent mit

k=1 k=1
Beispiel
-1
=
k=1
Es gilt
1 - 1 1 o firk > 2
K2 k(k—1) k-1 Kk - irr=z
Nun ist
(0.0) (0.0) n
Y= (=) = m Y (=)
W=\ k—1 k) TR L k—1 Tk
k=2 k=2 k=2
= lim ( (1 12)+(1 1)+(1 1)+ +( : 1)
= o 2 3)737 1 n—-1 n
1
= lim (1 — —) = 1 konvergent.
n—oo n
So ist auch
-1
=
k=1
konvergent.
Somit auch

konvergent firn > 2 (da kin <)

Anmerkung: Es gilt
k=1

(Analog gibt es auch das Minorantenkriterium fur | by | = a;).

Durch Vergleich mit konvergenter geometrischer Reihe folgt aus Majorantenkriterium:
(iv) Quotienten-Kriterium
Sei
(e
2, o
k=1
Reihe mit Gliedern a;, # 0.
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Dann gibt es eine Zahl g mit 0 < g < 1, so dass die Reihe bei

a
| 1) < q, VgroRBen k € N
ay
konvergiert.
Beispiel
Betrachte fur x € R die Reihe
k
k=1
das heiflt bei
xk
a =—
KTk
sei ohne Einschrankung x # 0.
xk+1 .
U _ [T L
= = =lx| - —=<|x
e« (BT g 5 <
k <1

Das heiRt mit der Wahl g = |x| folgt fir alle x mit |x| < 1:

oo
>
k
k=1
ist konvergent.

Erganzung
Findet man umgekehrt ein g > 1, so dass

a
> q, VgroBen k € N,
a
divergent.
Im Beispiel: Fur |x| > 1 ist
a
= —— x| > x| >1
ay k+1 k—co
also
Ag+1 >1+|x| -1
a | _2
=:q

flr k hinreichend groR.

© Lk
X
Somit ist Z? divergent fur |x| > 1.
k=1
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SchlieB3lich
Fir x = 1: Harmonische Reihe, divergent.
Fir x = —1: Alternierende Reihe, konvergent.

Esgibtx € [—1,1]
k

X In(1
E iaie n(l—x)
k=1

Aus Beispiel folgt:
5.4. Korollar

Sei a, # 0. Es gilt dann

o)

(< 1, so gilt Z a; konvergent,
] =
L> 1, so gilt Z a; divergent.

k=1

Ak+1
ag

lim

n—-oo

Falls

Ak+1
ay

lim

n—-oo

=1,

so ist keine Aussage moglich.

5.5. Beispiele
(i)

[°9) k2
2.7
k=1

Quotienten-Kriterium:

(k+1)?
Aps1 Sk+1 (k+1)? 1 1 -1
= = —_— —) —
Ay k2 k? 2 k>0 2
2k
Also konvergent.
o 1
Zl.ak+1=k+1= 1
k' ay 1 k+1 k-
k=1 k
(ii)
had 4. 2k+1
2,
k=2
Quotienten-Kriterium:
4 . 2k+2
3k+1 _
Z.oF 3 < 1 = konvergent
3k

WS2011/12 37



Mathematik fiir Naturwissenschaften Analysis | PD W. Hoh

Hier gilt:

Ng
S
+
=
Il
(06}
NgE

U
N
&

Il
=)

I I

co [oe}
T
WIN Wl

6. Stetige Funktionen

Sei M c R und damit
fiM->R
x ~ f(x)

reelle Funktion.

Diese Funktion f heiRt stetig, wenn die Werte f (x) beliebig wenig variieren, wenn x hinreichend
wenig variiert.
Prazise:

6.1. Definition

f:M — R heiRt stetig im Punkt x, € M, wenn fir jedes € > 0 ein § > 0 existiert, so dass
If(x) = fxo)| <&
furx € M mit [x — x| < 6.

Bemerkung
6 hangt natlrlich von ¢ ab. Je kleiner &, desto kleiner muss man im Allgemeinen § wahlen.
g-Umgebung von f (x,), beliebig klein

f(x) vorgegeben.

Zu diesem € > 0 muss es § > 0 geben, so

flxo) +e &
dass

f(x0) _

f(xo)_os Jxg =8, xg +6[NM

durch fin
! ! 1f(x0) — & f(xo) + €[
xo - 6 .xo xo + (S X

abgebildet wird.
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6.2. Beispiele

(i) Konstante Funktionen

fG) =c

sind stetig. Hier gilt
If(x) —f(xo)l=lc—c|=0<c¢

fir jedes € > 0, egal wie § gewahlt.
(i) fR->R, x> c-x,c€R,c#0iststetig(das heilt stetig in jedem Punkt x; € R).

Dennseixy € Rund e > 0. Wahle § = ISTI

Dann gilt firx € Rmit |x — x| < 6 = I_il

&
If(x)—f(xo)l=c-x—c-x_0l=ICI-Ix—xOI<ICI-6=ICI-m=s

(iii) Die Vorzeichenfunktion (sgn: signum = lat. Vorzeichen).

sgn: R - R
1, wennx >0,
x4 0,wennx =0,
—1, wennx < 0.

f (x),

+1

+1

sgn ist unstetig in x, = 0 (aber stetig fiir x, # 0).
(iv) Unstetigkeit muss kein Sprung sein:

1
Flx) = sm;, wenn x #* 0,

0, wennx = 0.

f ()
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6.3. Beispiel
Die Exponentialfunktion.
Es sei exp: R = R definiert durch die Exponentialreihe

K x% X3
= _— = 1 J— JR— oo
exp x Zk! +x+2+6+
k=0
Quotientenkriterium:
xk+1
(k + 1)! |x|
= 0<1
xk k+1 koo
kT

oo
xk
= Z o konvergiert Vx € R
k=0

Es gilt die Funktionalgleichung

lexp(x +¥) = expx - expy|

Beweisidee
°°xk °°xl L xk  ynk
owx-ewy =Y 1w Y (o)
k=0 1=0 n=0 k=0
o] n
1 n k. .n—k
= <EZ(k) Ty
n=0 k=0
=Z(—,-(x+y)")=e><p(x+y)
n=0 )
Lemma
lexpx — 1 — x| < x?fir x| <1,x #0
Denn
" k| x2 o xK absch x2 o /10K 3, 5
-1 = = <. < . )] ==
lexpx x| Zk! =7 Z3k =7 2(3) 3 X <
k=2 k=0 k=0
1.3
172
f(x) 173
1
/
X
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6.4.

6.5.

Behauptung
exp ist stetig.

1. Schritt
Inxy, =0fur|x| <1,x#0.
lexpx —exp0| = |lexpx — 1| = |lexpx — 1 — x + x|
<lexpx —1—x|+ |x|
< x? 4+ x| <2-|x|
()
<|x|

Setze daher fur & > 0: § = min (2, 1).

2. Schritt
X € R beliebig.
Zu & > 0 nach 1. Schritt § > 0 mit

lexpx — 1| < efur|y| <8
= |lexp(x —xg) — 1| < efir|x —xo| <6
Wegen
lexp x — exp xo| = |exp xg| - |exp(x — x¢) — 1| fur [x — xy| < § = Behauptung

Konstante <&

Eigenschaften der Exponentialfunktion

(i)
exp0=1

1= N ! = =1li 1 h'

ew1=) g=e(=lim(1+7))
k=0

(i) exp(x+y)=expx-expy

(iii)  exp(—x) = L =>expx >0

expx
Man schreibt daher auch

Satz

Eine Funktion f: M = R, M C R, ist genau dann stetig in x, € M, wenn folgendes gilt:

Fur jede Folge (X )nen in M mitx,, — x, gilt:
n—-oo

f(xn) e f(xy) (Folgenstetigkeit)
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6.6.

6.7.

6.8.

Bemerkung

Fir stetiges f kann man also ,lim und f“ vertauschen:

lim £ Gey) = f (Jim x,)

Zum Beispiel
2n2 \? 2n2 \?
lim = lim =2%2=4
n—oo <n2 + 3) (n—wo n2 + 3)
lim eV = % VP = o1 = ¢
n—oo
Satz

Sind f,g: M — Rin x, € M stetige Funktionen.
Dann sind auch

f+9f—gf gundfalls g(xy) # 0 auch g

stetig.

Sind f: M — N stetigin x, € M und g: N = R stetiginy, = f(x,) € N, so ist auch
geofiM — Rstetigin x,.

Beispiele

(i)  x — x™ stetig (Produkt stetiger, konstanter Funktionen).
(ii)  Jedes Polynom ist stetig:

— n n—1
p(x) A X" A X"+t ag

stetig stetig stetig stetig stetig
Da x; konstant = stetig.
(iii)  Jede gebrochen rationale Funktion f(x) = % mit p, g Polynome ist auf

M={xeR|qkx)#0}
fOEON

stetig. Zum Beispiel:

1
f:R\{O}%R,xH;
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(iv)
(v)

x — exp (x? — 2x) = stetig (auf ganz R).
m stetig

f:R->R
x2-1
X > m,furx;tl,
2, furx = 1.
ist stetig.
Denn
x> -1 (x+Dkx-1
=( ) )=x+1.
x—1 x—1
Somit

fx)=x+1,VxeR.

Wiederholung
f:M - Rstetiginxy, € M.

36 > 0: |f(x) — fxo)| < efur|x —x| <8, Ve>0
& fir jede Folge x,, 2, Xor flxn) — fxo)

Stetigkeit von Umkehrfunktionen

Ist f:[a, b] = [f(a), f(b)] eine stetige und streng monoton wachsende Funktion, das heift
f(x) < f(y) fur x < y, dannist f umkehrbar und die Umkehrfunktion

fh1f (@), f(B)] - [a, b]

PD W. Hoh

ist ebenfalls stetig und streng monoton wachsend (Gilt analog fiir monoton fallende
Funktionen).

f(x)

6.9. Beispiele

(i)

WS2011/12

exp: R — ]0, oo[ ist streng monoton wachsend und fG)
stetig.

Die Umkehrfunktion In: ]0, co[ — R heiRt (natirlicher) . Inx

Logarithmus und ist streng monoton R

wachsend und stetig. - x
43
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Es gilt:
In1=0
Ine=1

(ii)

In(x-y)=Inx+Iny,x,y >0
X
ln(—) =Ilnx—Iny
y

In(x™) =n-lnx

Fir n € N ist die Potenzfunktion
[0, 00[ - [0, o]
x P x"
stetig und streng monoton wachsend.
Die Umkehrfunktion

/1[0, 00[ = [0, oof
1
X - r{/} =xn
heil’t n-te Wurzel. )
T\l/; _

xn

PD W. Hoh

(iii)

WS2011/12

X X

Fir x > 0 ist auch die Umkehrfunktionvonx » x™" = xi" erklart:

10, 00[ = ]0, 0o
11
XPXx n=-——
Vx

Diese ist streng monoton fallend und stetig.

Seiq=%mitnEZundm€N.

1\ >
=t = () = (V) {2 G 2o
Es gilt
In(x?) =q-Inx,
also auch
xq = 0nx,

Man erklart daher Va € R:

x% = e%Inx x> 0.
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Denn ]0, o[ — ]0, oo ist stetig.
Aber auch fira > 0:
R - ]0, [

x > g¥ = g¥Ina

stetig.

Grenzwerte fiir Funktionen
6.10. Definition

SeiM c R:

(i) Ein Punkt x, € R heiRt Haufungspunkt von M, wenn es eine Folge (x,)nen in M gibt
mit x, — Xg.
n—-oo

Die Menge der Hiaufungspunkte von M heit der Abschluss M.
Zum Beispiel: ]a, b[ = [a, b], [a, b] = [a, b], Q = R).

(i)  Seif:M — Rreelle Funktion und x, € M. Dan heiRt a € R U {+} Grenzwert oder
Limes von f fur x — x,, wenn fur jede Folge (x,)pen in M mitx, — x, gilt:
n—-oo

f(xn) > a
n—oo
Wir schreiben dann:

lim f(x) =a

X—Xg

(iii) Ebenso definiert man

lim f(x) =a = f(a) = a

n—-oo

fur alle Folgen (xp)neny in M mitx,, — oo.

n—oo

Analog:
L

(iv) Manchmal schreibt man die Definitionsmenge von f: M — R bei Limesbildung auf die
Teilmenge D € M ein:

Jim f() =a o fx) = a
xX€D

fur alle Folgen (x;)nen in D mitx,, — x,.
n—-oo
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Insbesondere einseitige Limiten:

lim f(x) = lim f(x) linksseitiger Limes
xTxg X—Xg

X<xO
lim f(x) == lim f(x) rechtsseitiger Limes
xlxg XX

xX>Xq
6.11. Folgerungen

Sei f: M — R Funktion. Dann gilt

(i)
fist stetiginxy € M & lim f(x) existiert (dann gilt llm f(x) = f(x)).

X—Xo
(i) st xy innerer Punkt von M (das heiBt |x, — &, xo + e[ € M fur ein € > 0).

f ist stetig in x, genau dann, wenn

lim £(x) = lim £(x) = f(x)

(iii) Es gelten die Grenzwertsatze:

Wenn
lim f(x)
X—Xg

und auch
lim g(x)
X—Xg

existieren, dann auch
lim (f(x) + g(x)) = lim f(x) + lim g(x),
X—Xq XX X—Xg
lim (a -f(x)) =a- lim f(x),
X—>Xg X—>Xg
lim (f(x) . g(x)) = lim f(x) - lim g(x).
X—Xq X—Xq X—Xg
Falls
lim g(x) # 0,

X—Xg
dann auch

fo Am )

lim
x1—>x0 glx) lim gx)
—Xo

(iv)

xli—gclof(x) =400 = xh_)r)lclof% =0
xli—>r;rc10f(x) =0undf(x)>0=> xh—gflom — 4o
(v)
lim f(x) =0
X—Xq 1 _ 0
lgx)| <M beschrénkt} = om (fx)-g(x) =
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6.12. Beispiele

(i)
_ e +1

. 2 _ 12 _
xll)r}rcloex+1—e +1 =e+1 e 1 e+1
] ) ) = lim — =
lim 5x+2=5-14+2=7+#0 x-xo 5x% + 2 7
X—Xq
(i)
lim sgnx = —1
xTxq
lim sgnx = —1 } = sgn ist nicht stetig in 0.
xlxg
sgn0 =20
(iii)
. 1
lim x - sin—
X—Xg X
x#£0
Wegen
limx=0
XX
x#£0
und
o1
sin—[ <1
x
1
= lim x-sin—=0
X—=Xg x
x#0

(iv)
) 1
lim — = 0,vneN

x—too X

(v)

ox7+2x3 + 4x  1t+tate

lim =— =~ " Jijm — % _X°

x>t 5x7 4 8x xoteo o 8
6

leif;lw(1+%+%)=1+o+0=
lim (5+%) 5+0

Xx—+oo

ul| —

(vi)
n
lim —, n € N, hier lim x™ = o0, lim e* = oo,
x—o0 gX X—Xg X—00

aber dafiirx > 0:

. ixk . xn+1
e* = —_>—
! 1)!
k=0k n+1)
x™ x" (n+ 1)
=>e—xS(n+1)!'xn+1= S x:;O
Also
xn
o =0
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(vii)

e —-1
lim
x—-0 X
hier
lim(e*-1)=¢e°-1=0
x—0
limx=0

x—0

Aber fir |x|] < 1 nach Lemma in 6.3:

e* —1 e*—1—x| |le¥—1—x| x?
x x [x] [x] x—0
also
e -1
lim 1
x—0 X
Wiederholung: Limiten von Funktionen
lim f(x)
X—Xg
Xn = Xo: f () —7?
n—-oo
1 _ox" e —
lim — =0, lim—=20, lim =1
x—+oo xM x—oo eX x—0 X

Im letzten Beispiel gehen Nenner und Zahler gleich schnell gegen 0.

(viii)

Ce*r—-1 e e¥—-1
lim = lim 2 = 2 - lim
x—0 X x—0 X T y->0 y
Da x—y=2x
stetig.
(ix)
Inx 00
lim — (= ,—")
x—-oo xTM [e'e]
e lim Y _ —_—
- yoo (e¥)t y-owe™V
_ 1 1 ny 1 1 z 0
B n'yl—r}oloe"y T n zl—>noloez B
e 1
! X
(x)
. y:% (1 1 o Inyx
lim((x™)- Inx) = lim (—'ln—) =—Ilim—=0
xXx=0 2 —— y—oo \y y y—00 yn

x>0 —0 ——x
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7. Differenzialrechnung

Problem
Bestimme Steigung der Tangente am Graphen einer Funktion:

f(x)

f(xo)|--=--------

/ xo X

Sei I c R offenes Intervall, f:1 = R Funktion und x4 € I.

Idee
Bestimme die Steigung der Tangente als Grenzwert der Steigung einer Sekante:

fG) =

fx) -

N

=
o
R -2

Steigung der Sekante ist gegeben durch Differenzenquotient:

IN{xo} > R
@~ )

X — X
7.1. Definition

Die Funktion f:I = R heift differenzierbar (diff’bar), wenn der Grenzwert des
Differenzenquotienten fir x — x, existiert. Wirschreiben

ey o fim TS G)

X=Xy X — Xg

und nennen f'(x,) die Ableitung von f an der Stelle x.
Weiter Schreibweisen:

iy = _. 4 . Fer
f'(xo) =: d—xo(xo) —-d_xof(xo) =:f(x0) =:Df (x0)

| S —
df nach dxg
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7.2. Beispiele
i) f:R->R, x> x2

Differenzenquotient bei x:

fO) = flxo) _ x*—xf _ (x+x0)(x —x0) oyt
= = = 0

X — X

X — X X — X

M— lim (x + %) = x¢ + x9 = 2%,

N
:f(xo)—ggrgo —xg Al

= f(x) = x? ist auf ganz R stetig differenzierbar mit Ableitung f: R - R, x - 2x.
(i) fR-o>R x+|x|:
f(x)

Differenzenquotient bei x, = 0:

fGx) = f(x) x| —10] |x|_{ 1, wenn x > 0,
B ~ x  =1,wennx <0.

X — X X — X X

Also
xTxo X — Xp L . f(x) B f(xo) - .
= lim ——————= existiert nicht.
L FE) —f ) R X %o
m—= 1
xlxg X — X J

= f(x) = |x]| ist nicht differenzierbar in x, = 0.
(iii) Exponentialfunktion exp: R - R, x — e*:

. exXpXx — expx _ exp(x —xp) — 1
= lim ——— = lim | expxg -
X—Xq X — Xy X=Xg X — Xo
. expy—1
= exp Xp - lim ——— = exp x,
x—0 y

=1

= f(x) = e* ist auf ganz R differenzierbar mit f'(x) = e* = f(x).
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7.4.

7.5.
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Bemerkung
Ist f in x, differenzierbar, so gilt:

- f0) = f(xo)
A A T

li existiert = f(x) — f(xo) — O
XX

X=X X — Xq
N——
— 0
X=X
Also
lim f(x) = f(xo).
X—Xg
Dies zeigt

|f differenzierbar in x, = f stetig in x,

Ableitungen wichtiger Funktionen

Folgende Funktionen f sind auf ihnrem Definitionsbereich I differenzierbar mit Ableitung f':

f(x) I f'(x)
x®",neN R n-x"1
x",n€Z\N, R\ {0} n-x"1
x% 10, 00[ a-x% 1

VE 10, cof .

(0]

x ) Va
exp x R exp x

1

Inx 10, oo[ -

x

Differentiationsregel

Sind f, g: I — R differenzierbar, so sind auch die folgenden Funktionen differenzierbar und

es gilt
@A-f) =1-f AER
Fxg)'=1"tg
-9 =f-g+f-4g Produktregel

falls g(x) # 0 (Quotientenregel)

(g) :f’-gg—zf-g’

Weiter ist flr differenzierbare f:1 = J und g:J = Rauch g o f:I = R differenzierbar und
es gilt

(g ) (x) =g (f(x)) - f'(x) (Kettenregel).

,AuBere Ableitung mal innere Ableitung (Nachdifferenzieren).”
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7.6.

7.7.

Anwendungsbeispiele dieser Regeln

(i) f(x)=2x3-(x*+1Inx),x>0:

1
= f'(x)=2-3x% - (x?+1nx) +2x3 - (2x+;)
= 6x* +6x?% - Inx + 4x* + 2x2
=10x*+x?-(2+2-1Inx)
(i) f(x)=a*a>0x€eR:

= f(x) = exp(Ina*) = exp(x - Ina)
= f'(x) =exp(x-Ina)-[x-Ina]’ =Ina-a*

a* Ina

(iii)  Ableitung von In x:

Es gilt exp(Inx) = x.
Beide Seiten differenzieren:
exp(Inx) - [Inx]' =1
also
1 1

Inx]'(x) =——=-—
[Inx]'(2) exp(Inx) x
Die Regeln von I’'Hospital
Grenzwertbestimmung flir unbestimmte Ausdriicke vom Typ ,,“

iy L0 _ 0.
X—Xq g(x) " 0
das heilSt mit
lim f(x) = lim g(x) =0
X—Xg X—Xgo
Satz

Sei I offenes Intervall und x, ein innerer oder Randpunkt von I (auch +o00 bzw. —oo bei
unbeschrankten I erlaubt), sowie f, g: I \ {0} - R differenzierbar. Ist dann

lim f(x) = xh_)rgog(x) =0 Diese Regel gilt

X—Xg

und existiert insbesondere fiir einseitige

. ') Limiten.

m-—--3

x=%0 g' (X)

so existiert auch Sie darf nur angewendet

lim f(x) werden, wenn die Funktion

- . . Oll
x>%0 g (%) wirklich gegen "y geht.

und es gilt ) ]
Die Quotientenregel hat

@ _ i F®

1 —

= Iim .
x>x0 g(x)  x-x0 g'(x)

aullerdem nichts mit
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7.8. Beispiele

(i)

A | ' 0
chl_r)ri ) ,m,n € N ist vom Typ ,,6”
Es ist
[x"—1] =m-x™ L, [x"—1] =n-x"!
und

(ii)

7.9. Weitere I’'Hospitalsche Regeln

(i) Unter den gleichen Voraussetzungen wie in 7.7 gilt die I'Hospitalsche Regel auch fir
unbestimmte Ausdriicke vom Typ ,,g”, das heil3t wenn

lim f(x) = too, hm gx) =100
X=X

(i) Typ,0 - 0™
lim f(x) =0, llm gx) =t

0 f(x)
= llm (f(x) g(x) = hx g()

- Typ ,,%” — |'Hospital.
(i)  Typ,00 — 0™
lim f(x) = llm gx) =

X—Xg
L __1
gx)  f(x)
llm (f(X) g(.X')) = llm ﬁ
fx) gx)
- Typ ,,%” — "Hospital.
Trigonometrische Funktionen
Rechtwinkliges Dreieck mit Winkel x in Bogenmal3.
Es gelten folgende Verhéltnisse:
. G \)c_,e\/\
sinx = — e Gegenkathete G
H e
[ p— A x
cosx = H Ankathete A
) G sinx
anx = —=
A cosx
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Im Einheitskreis:

54

sin x

WV

sin,cos: R — [—1,1]

cos?x +sinx =1

tan x.

2k+1
tan:]R\{ nlkEZ}—»R

Periodizitat
sin(x + 2m) = sinx, cos(x + 2m) = cosx, tan(x + ) = tanx
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Umkehrfunktionen: Arcus- oder zyklometrische Funktionen

WS2011/12

. T T
arcsin: [—1,2] - [_E'E]
arccos: [—1,1] - [0, 7]
arctan: R - ]—z E[

' 2’2

arcsin xA

arccos x

arctan x,

><\
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Ableitungen
j69) I f(x)
sin x R cos x
CcoS X R —sinx
2k+1 1 )
tan x ]R\{ n‘kEZ} =1+tan“x
2 cos? x
' J-11[ =
arcsin x -1, —_—
V1 — x2
J-11[ =
arccos x -1, o
V1 —x2
1
arctan x R
1+ x2
7.10. Beispiele
(i)
~ sinxpy. . cosx cosO
lim = lim = =
x-0 X x=0 1 1
N e’
0,
Typ "0
(ii)
1
arcsin x y. V1 — 2 1
lim— a lim#=—= 1
x—0 X x—0 1 1
A —
0,
TVP,,ﬁ
(iii)
I 1—cosx .  sinxp. —cosx cosO 1
xl—r}(lJ x2 _xl—r}(lJ 2x _xl—>0 2 2 2
Typ ,,%“ Typ ,,%“
(iv)
| 1 2
nxu. X
lim — = lim %= lim —=0
X—00 \/E X—00 1 X—00 x
Typ 2%
) hT
TYP."
(v)
2
X% I'H. 2X I'H. 2
lim— = lim— = 1lim—=0
x—00 gX x—o0 gX x—o0 gX
[ee] [ee]
Typ n;” Typ ”6”
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(vi)

.1 1 1
. .1 LSy COS TR . 1
lim( x - sin— )= lim = lim—————=~>=limcos—=cos0 =1
x>0 W X x—00 1 X—00 1 X— 00 X
—sin0=0 X X
0.
Typ g
(vii)
) 1 1 . x—sinx
lim{———-) =lim——
xlo\sinx x xl0 x - sinx
Typ ,,00—00" Typ ”%u
I'H. 1—cosx n. . sinx

lim—
xl0 sinx + X - COS X

0.
Typ.g

0
1m - :—:0
xl0 cosx + cosx —x -sinx 2

Kurvendiskussion, Monotonie
7.11. Satz
Seil € Rntervall und f: I — R stetig im Inneren von [ differenzierbar. Dann gilt
(i)  f'(x) = 0firalle x im Inneren von I < f monoton wachsend.
f'(x) < 0 furalle x im Inneren von [ < f monoton fallend.
(i) f'(x) > 0 furalle x im Inneren von I < f streng monoton wachsend.
f'(x) < 0firalle x im Inneren von I < f streng monoton fallend.

7.12. Beispiele

(i) f:R->R,x - arctanx:

£/ =

1T 22 > 0 = arctan ist streng monoton wachsend.
x

(i) fR-oR, x> x3:
= f'(x) = 3x? = 0 = monoton wachsend.

f ist sogar streng monoton wachsend, obwohl f' £ 0 (f'(0) = 0). Das heift, , =" ist
nicht umkehrbar.

Bestimmung von Extremalstellen
7.13. Definition

Sei f: M — R reelle Funktion.
()  xo € M heilt Maximalstelle von f, wenn f(xy) = f(x), Vx € M.

Der Wert f(xy) heift Maximum von f.
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(ii) Xo € M heilt lokale Maximalstelle von f, wenn es ein ¢ > 0 gibt, so dass
f(xo) = f(x), Vx € M mit |x — x| < &.

Der Wert f(x,) heiRt lokales Maximum von f.
(iii) Gilt sogar

f(x0) > f(x), ¥x € M\ {xo} (mit |x — x,| < &),
so heiflt x, isolierte (lokale) Maximalstelle.

Analog werden (isolierte) (lokale) Minima definiert.

Dabei:
Extremalstelle: Maximal- oder Minimalstelle
Extremum: Maximum oder Minimum
f (e
Lokales
Maximum
Lokales
Minimum .
Maximum
\L Lokales
Minimum
Minimum
X
Es gilt nun:

7.14. Satz von Fermat

Seil c Rintervall, f:I - R und x, innerer Punkt von I (liegt nicht am Rand des
Definitionsintervalls).
Ist f in x differenzierbar und nimmt f in x; ein lokales Extremum an, so gilt

f'(xo) = 0.
7.15. Beispiele

(i)  f(x) =x2%, x € R:Klar: Minimum bei x = 0.
= f'(x) = 2x
>fx)=0=x=0
(i) fx)=x3%x€eR:
= f'(x) = 3x?
=>f(x)=0=x=0

Aber: x = 0 ist keine Extremalstelle.
= f'(x) = 0 ist nur notwendig, nicht hinreichend fiir Extremum.
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(i)  f:[-1,1] > R, x - |x]:

f ist differenzierbar fir x # 0 mit f'(x) = sgn x.
= Ableitung ist nirgendwo Null, aber Minimum bei x = 0, wo f nicht differenzierbar
ist. Maximum bei x = +1, das heillt am Rand des Definitionsintervalls.

Hinreichende Kriterien fiir Extrema

Hohere Ableitungen: Ist Ableitung f' einer Funktion f selbst wieder differenzierbar, so heiRt
die Ableitung von f’

fll = (fl)l

die zweite Ableitung von f.

Kann f allgemein n mal differenziert werden, so heilt f n mal differenzierbar mit der n-ten
Ableitung

f(n) — (f(n—l))'_

Sei nun f differenzierbar:
Hinreichend fir isoliertes, lokales Maximum bei x, ist:

f links von x, streng monoton wachsend & f' > 0
f rechts von x, streng monoton fallend & f' <0

f)

Xo X
Dies ist insbesondere erfillt, wenn fir eine Stelle x, mit f'(x,) = 0 gilt

f"(x) <O.

Somit
7.16. Satz

Sei f:1 — R differenzierbar und x; innerer Punkt von I mit f'(x,) = 0.
(i) Ist f sogar zweimal differenzierbar in x,, so gilt:

f"(x9) < 0 = x, istisolierte, lokale Maximalstelle.
f"(x9) > 0 = xq istisolierte, lokale Minimalstelle.
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(i)  Wechselt das Vorzeichen von f' in x,

o Von + nach —= x ist isolierte, lokale Maximalstelle.
o Von — nach += x; ist isolierte, lokale Minimalstelle.

(iii)  Ist f'(x) sowohl links als auch rechts von x strikt positiv oder strikt negativ, so besitzt
f bei xy keine Extremalstelle.

7.17. Beispiele

(i)  f(x)=cosx,x €R.
Ist auf R zweimal differenzierbar:

= f'(x) = —sinx
= f""(x) = —cosx

Mégliche Extrema fur f'(x) = —sinx = 0,dasheiRtx € {k - | k € Z}.
Es ist nun

—1, wenn k gerade,
+1, wenn k ungerade.

£k - ) = —cos(k - ) ={

=>x=2-m-k, k € Zistisolierte, lokale Maximalstelle.
= x = (2k+ 1) -, k € Zistisolierte, lokale Minimalstelle.

(i) f(x)=x3%x€R.
= f'(x) = 3x2, f"(x) = 6x

ffx)=0=x=0
Aber f''(0) = 0 — Keine Aussage moglich.
Jedochiist f'(x) = 3x2 > 0 fiir x < 0 und auch x > 0. Also ist nach 7.16(iii) kein

Extremum bei x = 0.

(i)  f(x)=x*x€eR.
= f'(x) = 4x3, £ (x) = 12x?

f'x)=0=x=0
Wieder f'(0) = 0 — Keine Aussage moglich.

Aber

, 5 (<0, furx <0,
fr(x) = 4x {>O,f[jrx>0.

Vorzeichenwechsel von ,,—“ nach ,,+“ = Minimum bei x = 0.
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8. Integralrechnung
8.1. Das Riemann-Integral

Sei [a, b] beschrénktes, abgeschlossenes Intervall und f: [a, b] = R beschrénkte Funktion

(hier f = 0). £

N

X

Problem

Bestimme Flacheninhalt A zwischen Funktionsgraphen von f und x-Achse.

Betrachte dazu Zerlegung Z des Intervalls [a, b] in Teilintervalle, das heiRt wahle Punkte
a=xyg<a; < <x,=Db,

und bestimme in jedem Teilintervall [x;_1, x;];=1_x kleinste obere Schranke der
Funktionswerte

M= sup f(x),

XE[x1,.0%{]

bzw. groRte untere Schranke der Funktionswerte

m; = _inf f(x).
,...,a,-]

x€la,

Nahere Flacheninhalt A durch Flachen von Rechtecken oben und unten an:

f )

My

my
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f(x) f(x)

QE%%

_

=
N

o

=

k k
02(f) = ) My = xi2) Uz(F) = ) s = %)
i=1 i=1
0,(f) heiRt Obersumme von f bei gegebener Zerlegung Z.
U (f) heilt Untersumme von f bei gegebener Zerlegung Z.

Klarerweise gilt
Uz(f) < A< 0;(f).

Man wahlt nun Folge von Zerlegungen Z,,, die immer feiner werden, das heifl3t fur die gilt

6(Z,) =max(x; —x;_1) — 0,
N —’ n—oo
Feinheit der
Zerlegung Z,

und erwartet, dass
Ozn(f) — Uy, 6D nj)oo 0,
und damit
0z, D) nj;o 4, Uzn(f) nj;) A.

8.2. Definition

Eine beschrankte Funktion f: [a, b] — R heiBt (Riemann-)integrierbar, wenn fir jede Folge
(Z,))nen von Zerlegungen [a, b] mit 6(Z,) — 0 gilt:
n—oo

02,(F) = Uz, () = 0.

Der gemeinsame Grenzwert
lim 07 (f) = lim U, (f)
n—-oo n—-oo

heillt das (Riemann-)Integral

b
f f(x)dxvon f im Intervall [a, b].

a
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8.3. Satz
Jede auf [a, b] stetige Funktion ist Riemann-integrierbar.

Beweisidee
Betrachte

k k
07(F) = Uz (F) 1= ) My = xi-) = ) myCx; = xi-y)
i=1 i=1
k
= Z(Mi —my) (g — Xi-1)

i=1
Nun gilt: Stetige Funktionen auf beschrdnkten, abgeschlossenen Intervallen sind
,gleichmalig” stetig.

lf(x) — f(xD)| < efur|x—x'| <e

Das heilt bei gegebenem & kann fiir alle x dasselbe § gewahlt werden. — ,gleichmaRige
Stetigkeit”.

Feinheit der Zerlegung
Lange des maximalen Teilintervalls.

Ist die Zerlegung Z hinreichend fein, namlich

6(Z) < 6,sofolgt M; —m; < e.
k k
= 0,()=Uz(N < ) el—xi) = ) (i—x) =¢- (b-a),
i 1

=1 i=

denn die Summe aller Teilintervalllangen ist gleich der Lange des Definitionsintervalls.

8.4. Beispiele
(i)  f(x) = a konstant.
Fur jede Zerlegung Z gilt M; = m; = a.
k

= 0,() = Uz ()= ) alii—x ) =a- (b-a)

i=1

b
=>f adx = a(b—a)
a
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(i) Bestimme

1
f xdx .
0

Wihle Folge von Zerlegungen Z,, von [0,1] mit Zerlegungspunkten

Da f(x) = x stetig, ist f integrierbar.
i
x; =—,miti =0,..,n.
n
= Feinheit der Zerlegung 6 (Z,,) = % — 0.
n—->oo

f&)

Somit

(iii) Dirichletsche Sprungfunktion

1g(x):R - [0,1]
{1, wenn x € Q,

1o(x) 0, wennx & Q.

X
Hier gilt fur jede Zerlegung Z von [0,1] M; = 1 und m; = 0:

k
)
0,(f)= ) 1+Ca—x1)=1|
i=1

> = 1q ist nicht Riemann-integrierbar.

k
Uz(F) = ) 0+ (= x11) = 0
i=1

WS2011/12 64



Mathematik fiir Naturwissenschaften Analysis | PD W. Hoh

8.5. Eigenschaften
Seien f, g: [a, b] — R integrierbar. Es gilt:

(i) Linearitat:

b b b
f (f(x)+g(x))dx =f f(x)dx+f g(x)dx
ab b a a
a - f(x)dx =a f f(x)dx,a €R

a
(ii) Monotonie:

b b
ng:)f f(x)dxsf g(x)dx

(iii)  Istc € [a, b], soist

jbf(x)dx = fcf(x)dx + fbf(x)dx

(iv) Man setzt

jbaf(x)dx = —fabf(x)dx, Laf(x)dx =0.

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
8.6. Definition

Sei f:[a, b] — R eine Funktion.
Eine differenzierbare Funktion F: [a, b] - R heiRt Stammfunktion von f, wenn F' = f.

8.7. Bemerkung

Stammfunktion F von f ist nur bis auf additive Konstante eindeutig bestimmt, das heiRt
Stammfunktionen von f sind alle Funktionen der Gestalt

F+ CmitC € R.

Seinun f:[a, b] = R stetig. Dann existiert nach 8.2 fir x € [a, b] das Integral

fxf(x)dx =:F(x).

Untersuche Differenzenquotienten von F an einer Stelle x, € [a, b] (Ohne Einschrankung
sei x > X, analog x < xg).

FO —F&) _ 1 ( [(rew- | xof(x)dx>

X — X X — X

_ 1 -<Lx0f(x)dx+fo(x)dx—onf(x)dx>—

X — Xg

- f FGdx

X — X
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IA

xjx’o f(x0)

X

max f(t) dx = min f(®

telxg,x] te[xg,x] )

X — X

v

><

— Xp

f f(x)dx {{ X — X ,L techaX f(&) dx = I’[[’laX f(tﬂ} f stetig in xq
\

Xo

Alsoist F: [a, b] = R in x, differenzierbar mit Ableitung F'(x,) = f(x,). Das heiBt F ist
Stammfunktion von f.

Wir erhalten
8.8. Hauptsatz

Sei f:[a, b] — R stetig.

(i) Dannist F:[a,b] » R gegeben durch

F(x) =f f(x)dx

eine Stammfunktion von f mit F(a) = 0.
(ii) Ist F Stammfunktion von f, so gilt

b
[ reax =) - F@

Zu (ii): Richtig fir spezielle Stammfunktion aus (i), da

b
f f()dx = F(b) = F(b) ~ F(a).
a =0

= richtig fur beliebige Stammfunktionen, da Konstante C bei Differenzbildung F(b) — F(a)
wegfallt.

8.9. Berechnung von Integralen

Nach dem Hauptsatz muss man zur Berechnung von

jbf(x)dx

eine Stammfunktion F von f finden.
Man fiihrt daher flr die (bis auf Konstante eindeutige) Stammfunktion die Bezeichnung
unbestimmtes Integral ein:

= ff(x)dx+C
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Im Gegensatz dazu das bestimmte Integral:

b
[ reodx =) - F@)

Wir finden Stammfunktion durch Umkehren der Tabelle fiir Ableitungen:

f(x) F(x)
xa+1
x* a€Ra#1 +C
a+1
1
- In|x|+C
X
e” e*+C
sinx —cosx +C
cosXx sinx + C
1
arctanx + C
1+ x2
! inx+ C
arcsin x
V1 — x2
Weiter gilt
f(f(x) +g(x))dx = ff(x)dx + fg(x)dx
fa-f(x)dx = a-ff(x)dx,a ER
8.10. Beispiel

2
f (x3 + 3x%)dx
1

Unbestimmtes Integral = Stammfunktion bestimmen:
3 4

x* X X
f(x3+3x2)dx=jx3dx+3-fx2dx=7+3'?+6=I+x3+C=F(x)
4 2
x+ 3 _16_|_8 (1+1)_43
N R 47 ) T,

2
f (x3+3x%)dx=F(2)—F(1) =
1
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Fortsetzung der Integralrechnung

8.11. Integration mit Substitution

Sei g: [a, b] - [c, d] differenzierbar und f: [c, d] — R stetig (also integrierbar).

Dann ist

b g(b)
[ Fla@)-g@ax= | o

a g(

auf flr unbestimmte Integrale

[ 19 g@ax = [ 10y s

y=g(x)

Merkregel: Mit y = g(x) ist % =g'(x)=,dy=g"(x)dx"
8.12. Beispiele
(i) Bestimme Stammfunktion von sin(2x)

Naheliegende Substitution:

y=9gx)=2x=>g'(x)=2

1
f sin(2x)dx = =- f sin(2x)- 2 dx
2 — -
gx)  g'x)
»ay”

_1 inydy = ! Cc

=5 fsmy y——z cosy +
1

=-5 cos(2x)+ C

(ii)

fsinx' cosx dx
——

[sinx]’

= Substitution y = g(x) = sinx

jw'cosxdx=jydy
y dy

—12+C—1'2 +C

=3Y =5 sin”x
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Genauso:

d y=sinx f d
cosxdx = Y y

= arctany + C
= arctansinx + C

fl+sin2x

(iii)
fx e dx = —l'f(—Zx) ce™ dx
2

——x2 1
y=x—5feydy

- Llevaic

——l-e_x2+C
2

8.13. Partielle Integration

Seien f, g: [a, b] — R differenzierbar mit stetigen Ableitungen. Dann gilt:

b b
ff@}y@ﬁh=f@)gwﬂﬁjfﬂ@)g@ﬁ&

Flr unbestimmte Integrale:

[rogax=r-g-[r-gax

8.14. Beispiel
f X - cosx dx

Wahle

f)=x =fx=1
g'(x) =cosx = g(x) =sinx(+C)

fx-cosxdx=x-sinx—f1-sinxdx

=x-sinx —(—cosx)+C
=x-sinx+cosx+C
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8.15.

$52012

Integration gebrochen rationaler Funktionen

Sei f(x) = %gebrochen rationale Funktion mit p, g Polynome.

Polynomdivision mit Rest liefert

flx) = @ =  Polynom + %

q(x)

Stammfunktion klar
mit Rest r(x), wobei grad r < grad q.

- %: echt gebrochen rationale Funktion

Erinnerung: Linearfaktorzerlegung
Polynom
qx) = apx™+ -+ ag

= an(x —x1) - (x = x3) - s (X = xp)

mit x,, € C Nullstellen von q.

Zwei konjugiert komplexe Nullstellen:
Produkt:

(x — (@ +b))(x — (a — bi))
= (x — a)* + b? = x? — 2ax + a* + b*?

Reelle Produktdarstellung reeller Polynome

q(x) = apx™+ -+ ag

PD W. Hoh

lasst sich schreiben als Produkt von der Konstante a,,, von Linearfaktoren (x — x;)* und

!
quadratischen Faktoren (xz +pix+ qj) .

Dabei sind x; reelle Nullstellen von q(x) der Vielfachheit k und die Nullstellen von Termen

x? + p;jx + q; ein konjugiert komplexes Nullstellenpaar von q(x) der Vielfachheit [.
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8.16. Partialbruchzerlegung

Jede echt gebrochen rationale Funktion f(x) = % l4sst sich als Summe von Partialbriichen

schreiben. Diese sind gebrochen rationale Funktionen der folgenden Form:

(i) Cq C, Ck
x—x;” (e=x)?” " (x—x)k
(") a,x+bq a;x+b;
24, AR [
X2+pjx+q; (x2+pjx+qj)

e Folgender Ansatz flihrt zum Ziel:

fur jede reelle Nullstelle x;, das Nennerpolynoms g setze man die k Summanden vom
Typ (i) an.

e fir jedes konjugiert komplexe Nullstellenpolynom der Vielfachheit [, das die Nullstellen
von x2 + p;jx + q;j bildet, setze man [ Summanden vom Typ (ii) an.

also: reelle Produktzerlegung

/

Linearfaktoren guadratische Faktoren

(x — x;)" (x? +pjx+qj)l

Ansatz:
p(x)
q(x)
|asst sich schreiben als Summe von
C1 C2 C3 Ck
x—=x; (x—x)%" (x—x)%" " (x = xi)k

a;x + by a;x + by
7
X2 +pjx+q; (x2 +pjx +q;)

Beispiele:
p(x) A B C D E F
==+ + + + +
x(x—1)2(x—-2)2 x x—-1 (x—-12 x+2 (x+2)2 (x+e)d

p(x) Ax + B Cx+D Ex+F

= + +
(P+x+DX2+1)2 x24+x+1 x24+1  (x2+1)2
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Bestimmung der Koeffizienten 4, B, ...

1. Methode: Koeffizientenvergleich

rechte Seite auf Hauptnenner bringen, dieser ist gerade q(x).
Dann mit q(x) multiplizieren.
Man erhalt:

auf der linken Seite: p(x)

auf der rechten Seite: ein Polynom mit Koeffizienten, die von 4, B, ... abhdngen.
Durch Gleichsetzen der Koeffizienten gleicher Ordnung erhalt man ein
Gleichungssystem fir 4, B, ....

Beispiel:
2x+3
x% -2

q(x) = x? — 1 besitzt zwei einfache Nullstellen 1 und —1: g(x) = (x — 1)(x + 1)

Ansatz:
2x+ 3 2x+3 A B

= = +
-1 (x-Dkx+1) x—-1 x+1

Auf Hauptnenner
bringen

I AGx+1) B(x—-1) _(A+B)x+A—B
G-Do+D  G-Da+D) -1

mit g(x) = x? — 1 multiplizieren
2x+3=(A+B)x+A—-B
Koeffizientenvergleich:

A+B=2
A—-B=3

Gleichungssystem fiir A und B: Durch Addieren l6sen:

2A=5>A4 >
= = = —
2
B=A 3—5 3= L
a ) 2
2x + 3 > >
X 2 2
N __2 __2
x2—1 x-1 x+1
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2. Methode: Einsetzmethode

Setze fiir x so viele (rechnerisch bequeme) Werte ein, wie unbekannte Koeffizienten
A, B, ... zu bestimmen sind.

Dies gibt ein Gleichungssystem, das nach A4, B, ... aufgeldst wird.

Beispiel:
2x+3 A N B
x2—-1 x—-1 x+1

3 4 +B A—-B 3
X = : —_—— —_ = — =
-1 -1 1
Labziehen
2 1AL B i3t
= —4i— = — —_— =
x 3 371 J

1 5
> -4B=25B=--=>A=B+3=2

3. Methode: Zuhaltemethode (Funktioniert nicht bei Polynomen mit komplexen
Nullstellen!)

Liefert nur Koeffizienten, die bei Linearfaktoren maximaler Ordnung stehen.
Sei x; reelle Nullstelle der Vielfachheit k.

Im Ansatz mit (x — x;)* durchmultiplizieren.

Dann: x = x; einsetzen, d.h.

p(x) _ p(x) A Ay Ay
ORI AL G T D RN TS LA

Terme, deren
Nenner#0
fur x=x;

L P&
g(x)
p(x;) _
q(x;) =4
_ p(x;)
k q(x;)

Ay - (e = xR 1o+ A +7(x) - (x — x)¥

erhalt man, indem man im Ansatz auf der linken Seite
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p(x)
(x —xk - G(x)

den Term (x — x;)* ,zuhilt” und x = x; setzt.

Beispiel:
exts = 4 +B(x+1)
x-Dx+1) x—1°¥

2x+ 3 5

x — 1 zuhalten A = = —

+ 1 x=1 2

2x+3 1

x + 1 zuhalten B = S

- 1 x=-—1 2

8.17. Stammfunktionen der Partialbriiche

Auffinden einer Stammfunktion fir gebrochen rationale Funktion gelingt, wenn man die
Stammfunktionen der Partialbriiche kennt.

1
f dx =In|x — x| + C
X — X

f 1 dx = 1 1
(x — xo)" x_l—n (x —xo) 1

+C
n*1l
Firx?+px+qseiA:=4q—p>>0
J‘ 1 p 2 " 2x+p+C
———  dx = — - arctan
x2+px+q VA VA
J ¥ = inGepxtq) D f L
x> +px+q AR A x> +px+q X
f 1 dx = 2x+p +2n—3 2 1 p
(x2 4+ px + )" x_(n—l)-A-(x2+px+q)"‘1 n—1 A ) (x2+px+qn? *
f x dx = — px + 2q _p(Zn—B). 1 dx
(2 +px+ )" m-1D-A-&Z+px+"t (n—-1-A ) x2+px+qn?
n#1l
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8.18. Beispiel

Berechne

J‘g x* —3x 4
4 X2 —4x+3 *

Polynomdivision:

(x*—=3x)+(x?—4x+3)=x%2+4x+ 13
—(x* — 4x3 + 3x2)
4x3 —3x?> —3x  Rest:37x — 39
—(4x3 — 16x% + 12x)
13x2% — 15x
—(13x%2 — 52x + 39)
37x — 39

Partialbruchzerlegung von
37x — 39

x2 —4x+3

Bestimme Nullstellen von x? — 4x + 3:

4++V16—-12
x1'2=f=2i13x1=1;x2=3

Zwei reelle Nullstellen vom Nennerpolynom der Vielfachheit 1.

= Ansatz:
37x — 39 37x — 39 A B

= fd +
x?2—4x+3 (x—-1Dx-3) x—-1 x-3

Mit Zuhaltemethode erhalt man

_ 37x—39 =2
~ x-3 x=1_—_1_1
37x — 39 72
T TrC1 s 200
und damit
x* —3x "
fmdx=f(x +4x+13)dx+fx_1dx+36-fx_3dx

3
x
=?+2x2+13x+ln|x—1|+36-1n|x—3|+C
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und

f‘ﬁ x14 — 3x dx = F(9) — F(4)
s X2 —4x+3 *=

1 =3-In2
=§-729+2-81+13-9+ In8 +36-In6

1
—(5'64+2-16+13-4+1n3+36-1n1)
=0

1250
=T+39-1n2+35-1n3

Uneigentliche Integrale

Betrachte
f:10,1] » R
1
X e \/—;
1
Vx

///////////////’ 7
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8.19.

$52012

Aber: f(0) ist nicht definiert, f auch nicht stetig fortsetzbar.

Das Riemann-Integral

J:f(x) dx

kann nicht existieren, da Obersumme 0, (f) = +oo fiir jede Zerlegung.

Es gibt aber Stammfunktion F(x) = 2v/x von f und somit findet man fiir h > 0

1

f f(x)dx = F(1) — F(h) = 2(1 — vh)

h

Fir h — 0 gilt
1

liggfhf(x)dx = 2(1—1}%1\/5) =2

Wir definieren daher

11
—dx =2
| =

und nennen dieses Integral ein uneigentliches Integral.

Definition

PD W. Hoh

1. Seia € Rund b > a oder b = +o sowie f: [a, b[ - R derart, dass f auf [a, R] fir jedes

R € [a, b[ integrierbar ist. Falls

R b
lim f 0 dx = f () dx

gilt, so heil}t das uneigentliche Integral

fbf(x) dx

konvergent und andernfalls divergent.
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2. Analogfirb € Runda < bodera = —cound f:]a,b] > R

b b
Lf(x)dx = kigllL f(x)dx

(falls konvergent)

3. Sind schlieRlich beide Grenzen kritisch, so dass a < b, aucha = —o oder b = +
erlaubt und f:]a, b[ - Rso ist

b d X0 d
faf(x)dx=lcigllfc f(x)dx =1gf(1’11£ f(x)dx+ldig’1fxf(x)dx
dth 0

(falls beide Limiten existieren), wobei x, € |a, b[ beliebig wéhlbar ist.

8.20. Beispiele

(i) Berechne

1
f Inx dx
0

Stammfunktion von In x bestimmen.

flnxdx=f1-lnxdx

1
x-lnx—fx-;dx=x-lnx—x+€

Partielle Integration:

1 1
=>f lnxdx=limf Inx dx
o Rl J5

1
= lgig(x . lnx—x)lR

=1-ln1—-1-1lim(R-InR —R)
——— RIl0O

1

InR R
= —1—lim— =— 1 — lim—&—
rlo 1 rRlo 1
R R?

=—-1+IlmR=-1
R0

$52012 78



Mathematik fiir Naturwissenschaften Analysis Il PD W. Hoh

(ii)

f e *dx
° \
1

R
= lim e *dx
R—>oo0
— i [—o=*1R — lim (—p—R -0 _ 1 _|
=pmlmelo = immem ) re =1

=0

(iii)

k+x2dx' k>0

Bestimme Stammfunktion

Vot -t 1
fk+x2dx k f1+(i>2dx P fH(%)Z x/de

vk
_X
y_k—f ! gy tany + C
= - darctan
Vk J 1+y? Y=k Y
L tan——+ C
= - arctan
vk Vk

Somit

! im [ dx+ lim [ ——d
f_mk+x2 a‘i?of k2N | e

1 " C)
——-arctan—
vk

vk
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(iv) Fur welche a > 0 ist

konvergent?

a + 1.

11 11 1-a |1
Jy =, e =),
1 1

0 1-a>0ea<1

_{oo 1-a<0ea>1
Falla = 1:

11 . 11
j—dxzhmf —dx
0 X RlO Jp x

=Ilnl—1limlnR = 4+
RlO

=—00

1
= f x—adx konvergent © a <1
0

dann gilt:

(v) Fir welche a > 0 ist

konvergent?
a+1:
—a R
"L = tim [ L= gim
—dx = lim —dx = lim
x* Roow |, x@ Rool —a
1 1 1
R« 1
= lim -
Rool—q l1—a
o0 1—a>0oa<l
0 1-a<0sa>1
a=1
[e9) R
—dx = 1lim | —dx = limlnx|f = limInR—In1= 4o
1 X R—o00 1 X R—o R—o

=400
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oo
= f — dx konvergent & a > 1
;X

dann gilt:

Anwendung: Integralvergleichskriterium fiir Reihen

Idee:
[oe]
n=1
A

aq

a, T-~""""C

fo PN SRR R R P ————

L e T EEEEEEEE] SRR

1 2 3 4

Interpretiere Glieder a,, einer Reihe als Flache von Rechtecken und suche Funktionen, die die
so gewonnene Treppenfunktion majorisieren bzw. minorisieren und betrachte die Integrale

dieser Funktionen.

8.21. Satz

Sei f:[1, o[ — R monoton fallend. Dann ist die Reihe

> s
n=1

genau dann konvergent, wenn das uneigentliche Integral

floof(x) dx

konvergiert.
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Beweis:

if i[ Fdx < Zf(n— 1) = Zf(n)
n=2 p=2" "t

_fl f(x)dx

fir N - oo = Behauptung, da f monoton.

8.22. Beispiel
Seia > 0.
o1
Z — konvergent & a > 1
na
n=1

denn: setze f(x) = xia

Nach 8.20(v)

*°1
f x—adxc)a>1
1

Exkurs: Approximation durch Polynome

Fur f differenzierbar

f) = fxo) + f'(xg) - (x — x0)

Approximation durch Geradengleichung (Tangente), 1. Ordnung.
Approximation in héherer Ordnung durch Polynom.
fOX) = ag + a;(x — x0) + az(x — x9)* + -+ + ap (x — x)"
Plausible Werte fiir ag, a4, ..., a,,: Falls Gleichheit gilt
f() =ag+ai(x —xp) + -+ an(x —x0)"

f'(x) = ay + 2a,(x — xg) + 3a3(x — x9)? + -+ + na, (x — xo)"* !
f"(x) = 2a, + 6a3(x — xy) + - +n(n— Da,(x —xy)" 2

f(n)(x) ;n(n_ 1) e 2:1-ay,
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Fur x = x, folgt:

1 1
ap = f(xo),aq = f'(x0),az = 2.1 f"(x0),a3 = 1 (x0)s sy = E'f(n)(xo)

3:2-1

8.23. Definition

Falls f n-mal differenzierbar ist, so heilt

L r(k)
= Y T e
k=0

das n-te Taylorpolynom von f an der Entwicklungsstelle x.

Es gilt nun

8.24. Taylorsche Formel

Seil c Rintervallund f: I = R (n + 1)-mal differenzierbar. Dann gilt fur x, x, € I

" (k)
flx) = <Z fk—(!xO)(x - xo)k) + Ryi1(x)
k=0

mit Restglied

FE©)

Dl & %)™

Rpp1(x) =

fur geeignet gewahlte & zwischen x und x.

Speziel:n =0
1 fOO) = fxo) + £1(€) - (x = xo)
67 EEE— .
. i Mittelwertsatz der Differentialrechnung
f(xo) e E i
TR S B

Lasst man formal n > oo, so erhalt man die Reihe

2. £k)
Z : k(!xO) (x = 20)"
k=0
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8.25. Definition

Sei f: 1 — R beliebig oft differenzierbar und x, € I.
Dann heif3t

2 (k)
R
k=0

die Taylorreihe von f mit Entwicklungsstelle x.

8.26. Bemerkung

Die Taylorreihe von f muss fiir x # x; nicht konvergieren. Und wenn sie konvergiert, muss
der Limes nicht f(x) sein.

Ist aber

lim R,,;1(x) =0,
n—-oo

so ist

= £
fay= > L0 e
k=0

8.27. Beispiele

(i)
fx)=e* xeR

e fOx) =e* V,EN
Fir xo = 0 folgt:
fO0)=e=1

= Taylorreihe ist Exponentialreihe

1

vk _— x
Zk!x - €
k=0
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(ii) Trigonometrische Funktionen

f(x) =sinx x€R

= f'(x) = cosx, f'(x) = —sinx, f""(x) = —cosx, f P (x) = sinx

= f® = cosx, ...
Also fir xo = 0 Taylorreihe

X3

5 7 had

N x x N B Z( 1)k x2k+1
SRR TRAN T T4 2k + 1)!
Restglied:
s 1(n+1)
sin
Rus @) = 28 s
(n+1)!
|x|n+1
= [Rpp1 ()] < M+ i 0
Also:
i x2k+1 x3 x5 x7
; — -1 k_~— 0 _ + —-...
s Z( Y 2T "6 T 120 5040
k=0 xeR
Ebenso sieht man:
o X2k x2 x%*  x6
— -1 k =1 —-— —_ —_ e
cosx Z( TS] 2 720"
k=0 xeR

PD W. Hoh

(iii) Man kann zeigen, dass die Reihen fiir e*, sin x und cos x nicht nur fiir x € R, sondern
sogar fur alle x € C konvergieren.

B had (ix)k 3 © (ix)Zk © (ix)2k+1

= eix — T
| | |
Lkl T L@ L2k + D!
i2k=(i2)k=(_1)k i x2k © x2k+1
= (¥ ) (D
L e L 2k + 1)!
= CosSXx

+i-sinx

= |elx =cosx+1i- sinx| Eulersche Formel

$52012
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Taylorreihen sind von der Gestalt

z ar(x — xo)k
k=0
8.28. Definition
Eine Reihe der Form
Z ar(x — xo)k
k=0

heillt Potenzreihe.

8.29. Beobachtung

Sei ohne Einschrankung x, = 0 und die Potenzreihe

k=0
fir x = b konvergent.
Dann folgt fir x mit |x| < |b|
xk x
|aex®| = |axb®| - |E| < C-lql* mit |q| = |E| <1
N e—r’
— 0
k—oo
=beschrankt
] —t [ >
b x x=0 b R
(e
Majorantenkrit. 5.3(iii) k
Z apx"™ konvergent
k=0

Es gibt daher einen kritischen Abstand R von der Entwicklungsstelle x,, sodass
fur |x — xo| < R gilt: Z:’:O a, (x — xo)* konvergent.

fir |x — xo| > R gilt: 2:3:0 ay (x — xo)¥ divergent.
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8.30.

8.31.

$52012

Hierbei ist auch

R = 0 (nur fir x = x¢ konvergent)
R = oo (fur alle x € R konvergent)

moglich.

Definition
Die oben gefundene Zahl R € [0, o] heilt der Konvergenzradius der Potenzreihe.

Die Potenzreihe konvergiert daher in einem Intervall mit Mittelpunkt x,, dem Konvergenz-
intervall.

(Am Rand des Konvergenzintervalls gibt es keine allgemeine Aussage zum Konvergenz-
verhalten.
Man weild aber:

Abelscher Grenzwertsatz:
Konvergiert die Potenzreihe am Rand ihres Konvergenzintervalls, so stellt sie dort die stetige
Fortsetzung ihrer Werte im Inneren dar.)

Es gilt nun:

Satz

(i) Eine Potenzreihe

[oe]

z ar (x — x9)¥

k=0

stellt im Inneren ihres Konvergenzintervalls eine beliebig oft differenzierbare Funktion f
dar.

(ii) Die Ableitungen kdnnen dabei durch gliedweises Differenzieren unter dem X-Zeichen
gewonnen werden, z.B.

= ke = x)?
k=1

Die Potenzreihen der Ableitungen besitzen denselben Konvergenzradius wie die ur-
spriingliche Reihe.
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(iii) Lasst sich eine Funktion f in einer Umgebung eines Punktes x in eine Potenzreihe
entwickeln, d.h.

) =) @ —x0)¥,

k=0

so ist die Potenzreihe durch die Taylorreihe f gegeben.

8.32. Beispiele

(i)

O Lk
X
f@) =) =
k=1
Quotientenregel:
xk+1
T+1 k
| =i
k

konvergent fur |x| < 1

= i =
divergent fiir x| > 1} KonvergenzradiusR = 1

= f:]-1,1[ - R differenzierbar mit Ableitung

fm=iki

k=1

- 1
k _
Zx 1—x

k-1
k=0
Daauch fir g(x) = —In(1 — x) gilt g'(x) = i
=>f(x)=-In(1-x)+C

wobei fiir x = 0 folgt:
0=f0)=—-In(1-0)+C=C=0

= Z?=—ln(1—x) fur |x| <1
k=1

firx -» —1:

i (_;)k =1n2

k=1
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PD W. Hoh
(i) Sei
b . x2k+1
fe) = Z(_l) 2k + 1
k=0
3 5 7

X +x b +
=X —— _ vee
3 5 7
Quotientenkriterium > R =1

= f ist differenzierbar mit

geom. Reihe

= = mitg=-x2 1
f@)=) (= ) (ks

1+ x2

Somit: f(x) = arctanx + C mit C = f(0) —arctan0 =0

t x3+x5 x7+
Slarctanx=x——+———+4+ — -
3 5 7

VA
S e
VA
4| /:
1
A
4
Vs
2
Fur x - —1 erhalt man die Leibnizsche Formel
1 +1 1+ tan 1 n
—=+—-——=—+4—--=arctanl =—
3 5 7 4

ImzaA

Fiir alle Werte im Kreis konvergiert die Reihe.

v

Rez

AP
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1 _ 1
14+x2 (x—0)(x+1)

lim (f—<2 - ;(Z")) = f'(20)

z-2Z,

9. Metrische Rdume
9.1. Definition
Sei X eine Menge. Eine Metrik d ist eine Abbildung

d:XxX >R
(x,y) » d(x,y)

mit folgenden Eigenschaften

(i) dx,y)=0ox=y
(i) dix,y) =d(y,x)x,y € X
(iii) d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) x,y,z € X (Dreiecksungleichung)

X, genauer (X, d) heit dann metrischer Raum.

9.2. Beispiele

(i) X =Rundd(x,y) = |x — y| ist metrischer Raum.
(ii) X Menge ist diskrete Metrik

0x=
d(x,y)={1 xij}; x,y €X

9.1(i), (ii) sind klar.

Dreiecksungleichung 9.1(iii): x,y,z € X

1.Fal:x=y

d(x,y) =0<d(x,z) +d(z,y)
20 >0
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2.Fall: x =y

d(x,y) =1<d(x,z) +d(z,y)

X/

mindestens ein Term = 1,
dax#y=>z+x
oderz #y

(iii) X = R™ = {(x4, ..., x,,)|x; € R} mit euklidischer Metrik

X = (X1, 0, X)),V = (V1) e, V) E R
A V= (1, y2)

>|}’2 — x|

(2

v

9.1(i)(ii) klar, zu zeigen: Dreiecksungleichung
Hierzu:

9.3. Lemma

Firx = (x4, 0, Xp), ¥ = V1, .., ¥n) € R™ gilt

n n Anmerkung: Kann man

2 2 .

i| = in ) Zyi auch schreiben als
i i=1

1y < Mixll- Iyl

Cauchy-Schwarz-Ungleichung.
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Beweis: Quadrieren und rechte Seite minus linke Seite bilden.

n

:E: x?Yf'_ :E: XiYi * Xj¥Yj = :E: L}G :E:X%yi'*73ﬁ
i,j=1 1] 1 L:t] L#]
z xtyf + z x(yj - inyl- " XjYj —inyi " XjYj
i<j i>j i<j i>j
=in2y] Z xfyf —szil’i'xjyj
i<j i<j i<j
2
= Z(xly] - ijl') >0m
i<j

Zu 9.2(iii) Dreiecksgleichung fiir euklidische Metrik

Seienx,y,z € R"

a= (@ a)=x=z_ o

B=0BBr)=2z—y
2.2.
n n n
Z(ai +B)? < Z al + Zﬁiz
i=1 i=1 i=1
=d(x,y) =d(x,z) =d(z,y)
Aber

Z(ai+ﬁi)2 =za§+zzaiﬁi+zﬁ3
22a3+2\/2a3-\/2233+2ﬁ3
(5[5

9.4. Beispiele
(i) A # @ Menge
Menge der beschrankten Funktionen auf A
B(A) == {f:A - R|f beschrankt}

Fur f,g € B(A) setze
d(f,9) = iléglf(x) — gl
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d ist Metrik auf B(A). Dreiecksungleichung: f, g, h € B(A)

A-Ungl.

) f®) =gl < [fG)—=h@)]+[h(x) =gl

inR

Supremum bilden Uber alle x € A

i‘éﬁ'f(x) —g)| =< i‘éﬁ(lf(x) —h()| + |h(x) — g()])
< iléglf(x) —hx)| + iléglh(x) —g)|

d heiRt Metrik der gleichmaRigen Konvergenz.

(i) SeiX = C([a,b]) =={f:[a,b] = R|f stetig}

A

und a b

b
d(f,g) = f f () — gl dx f,g € C([a b))

v

Dreiecksungleichung: Es folgt durch Integration von (*).

9.5. Definition

Sei V ein Vektorraum tber R oder C.
Eine Abbildung

IV -» R
heillt Norm, wenn
(i) lIx]=0ex=0
(i) [ Ax]l = 1Al - lIx]| fur A € R bzw. C
(i) |l + yIl < llx]| + |lv]| A-Ungleichung

V, genauer (V, ||||) heiRt dann normierter Raum.
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9.6. Satz

Sei (V, |I]]) ein normierter Raum.
Dann ist durch

PD W. Hoh

d(x,y) = |lx =yl

eine Metrik auf V definiert.
Diese ist translationsinvariant:

dix+z,y+2z)=d(xy)

Beweis:

(i) dx,y) =0 |x—yll=0=x—y=0x=y
(i) dCe,y) =llx =yl =Il-@=0l = -1 - [ly — x|l = d(y,x)
([idx,y)=llx—yll=llx—z+z-yll <llx -zl + |lz—yll = d(x,2) + d(z,y)

Translationsinvarianz:

dx+zy+z)=x+2) -G+ =lx-yl=dlxy) =

9.7. Beispiele

Bis auf diskrete Metrik leiten sich alle obigen Beispiele von Normen ab:

Zu9.2:

(i) X =Ri|x][=|x|

n

(iii) X = R™: [|x|| = Zizlxiz
Zu 9.4:

(i) X =BQA:lIfll = IIfll = supxeal f(x)]
(i) X = C(a,bD:IfIl = llflly = f:lf(x)l dx

9.8. Bemerkung

$52012

euklidische Norm

Supremumsnorm

Bezeichnet man fur x = (x4, ..., X)),y = V1, ..., ¥p) € R®

(x,y) = z Xi " Vi

mit

i=1

Standardskalarprodukt,
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so lasst sich die Cauchy-Schwarz-Ungleichung schreiben als
[Ce, ) < lxll - llyll, x, ¥ € R®
Andere Normen im R"
9.9. Definition

Seip = 1. Dann heiflt fur x = (x4, ..., x,) € R"

die p-Norm von x.
Fir p = oo setzt man

1]l == max(|xq], ..., [x,])

9.10. Satz

Fir1l <p < oist||-]|, eine Norm auf R™.

9.11. Bemerkung

Fir p = 2 erhélt man

1

lxll, = (iwz)z _

i=1

n

Z x? euklidische Norm

i=1

Die Norm

n
Il = D Il =l + -+ [l
i=1

heilt Maximums-/Supremumsnorm.

Wir bendétigen:
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9.12. Lemma
Seien p, q > 1 derart, dass % + % = 1. Dann gilt fur x,y € R"

16 ) < lxllp - Hlyllq

Hoéldersche Ungleichung (fiir p = g = 2 = Cauchy-Schwarz-Ungleichung).

Beweis: Mittelwertsatz der Differentialrechnung
f:la, b] — R differenzierbar
= f(b) = f(a) + f'(§)(b —a) fur§ € ]a,b[
(vgl. Taylorsche Formel).

Speziell fur

flx) = (1+x)%—1,x2 0

1 1,
= f'(x) = ;(1 + x)P

a=0 1 1_1 b
S A+bP—1=-(1+&P b=~
b=0 —_— D

<1
alsofurr:==1+b > 1:
1 r—-1 T 1 r 1
P < +l=—F1l—-==—+-
p p p p q
Somit fira = f > 0:
1
a'>1 ap<a+1|ﬂ
= — 5> —<—+4— |
> T <
B gp PP a
1 1 a B
SaP 1< —+—
p q

Vertauschen von a und 8, wie auch p und q:

1 1 g B
ap-ﬁqsg+afmallea,ﬁ20

$52012 96

PD W. Hoh



Mathematik fiir Naturwissenschaften Analysis Il

Seien nun ohne Einschrankung x,y # 0:

n
e _ IS vl Nl il
=l 1l Il - vl — Zalixl, Tyl
=1 1 1
=;a5 =ﬁa
S (1 P 1 |ylP
SZ( xlp+_'Lq)
L\p Il Iyl

=1m

1
p
DB 1 e 11
PR

Beweis von 9.10: Nur A-Ungleichung kritisch.
n n

e+ y1I} = Zm +yil? < Zm 3l (fal + D)

Zm - i + i lP” 1+Z|yl - i + 3P

1
. q
Il Z' Ty ||q Z'y‘

PD W. Hoh

912 P | & q | pln q|n
< Z|xi|l’ . lei + yl.|(’P—1).q + Zlyilp . lei + yil(p_l).q
=0 i=0 i=0 i=0

12
= (llxll, +1yllg) - llx + ¥l

wegen(p—1)-q=pq—q= pq(l——) pq—=p

Also
p-P
lx+yll, *<lixll, + 1yl
Aber
r=v(1-7)=r;
p-——=p(l-——|=p-—-=1mn
q q p
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9.13. Definition
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann heiRt

(i) B.(x):={y € X|d(x,y) < r} offene Kugel um x mit Radius r.
Sy (x) = {y € X|d(x,y) = r} Sphidre um x mit Radius r.

(ii) Eine Menge V c X heiRt Umgebung von x € X, wenn es ein € > 0 gibt, mit

B.(x)cV

Umgebung keine Umgebung

(iii) Eine Menge U < X heiRt offen, wenn es fir jedes x € U ein € > 0 gibt, mit
B.(x) c U
(iv) Eine Menge A c X heiRt abgeschlossen, wenn
AC=X\ A
offen ist.

Ebenso:
a) @ und X sind abgeschlossen

o= (Ue) Ure-(e)

i€l i€l i€l i€l
(DeMorgan-Regeln)
b) Beliebige Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.
c) Beliebige Durchschnitte abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.
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9.14. Definition

Sei (X, d) metrischer Raum.
Eine Folge (x,)nen VOn Elementen x,, € X heiBt konvergent gegen x € X, in Zeichen

X, — x, limx, =x

n—-oo X—00
wenn fir alle e > 0 einny € N existiert mit
d(x,, x) < & furn > n,

(d.h. d(xp,x) — 0).
n—-oo

9.15. Bemerkungen
(i) In(X,d) gilt stets
a) O und X sind offene Mengen

b) Beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offen.
c) Beliebige Durchschnitte offener Mengen sind offen.
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(i) Eine ,offene” Kugel B, (x) ist offen.
Dennfiry € B.(x) und € :=r — d(x,y) > 0 gilt

B.(y) € B, (x)
denn:
Z€B,(y)=>d(x,z) <d(x,y) +d(y,z) <d(x,y) — (r — d(x,y)) =r

<&
= z € B.(x)

(iii) In R mitd(x,y) = |x — y| gilt
B.(x) = ]x —&,x + €[ &-Umgebung
Es folgt fira, b € R:
la, b offen

aber auch

Ja,oof = | Jla,nl,1—e0, b[,1=c0, o[ = R offen (()(}b)

neN

Andererseits

[a,b] = R\ (]—20,a[ U |b, [)

offen

abgeschlossen (da Komplement von offener Menge).
Aber auch

[a' OO[ =R \ ]—OO,a[
offen

]—oo,b] = R\]b,oo[

abgeschlossen (da Komplement von offener Menge).

9.16. Bemerkung (Wiederholung zur Konvergenz: x,, — x & d(x,,x) — 0)
n—oo n—-oo

$52012

Fur X = Rmitd(x,y) = |x — y| ist die Konvergenz in (R, d) die Konvergenz reeller Folgen.
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9.17. Satz
Sei R™ versehen mit euklidischer Norm ||-]|.

Eine Folge (xy)ken von Elementen x;, = (x, X7, ..., xjt) € R™ konvergiert genau dann

gegenx = (x1,...,x™) € R®, wenn

xj, — xfuri=1,..,n
k—o0

Beweis
”:Il
n
xi — x| = [(xi —xi)’ < Z(xj —xf)2 = llxg — x|l — 0
k ke - k k—co
=1
”tll
n
2, — x| = Z |x —xi|2 — 0
k L_/ k—co
Jj=1 kj)ooo
n
9.18. Satz

(X, d) metrischer Raum.

A c X abgeschlossen < fir jede Folge (xj)ken in A mit xp, X € X gilt: x € A.

Beweis:
»="Annahme: x € A = x € X \ A offen.
> esgibte > 0mitB.(x) c X\ A4, dh.B.(x)NA=0

Da aber d(x, x) e 0: Es gibt x;, € B.(x).

Widerspruch zu x;, € A.
»<" Annahme: A nicht abgeschlossen & X \ A = A€ nicht offen.

= es gibt x € ACmit B1(x) ¢ ACfirallen € N

)
Bl(x)nA *=0
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Wiabhle daher fir jedesn € N ein x,, € B1(x) N A.

Dann gilt
1 X €A
dx,x)<— > 0>x, > x = x€A
n n—-oo n—-oo  Vorraus.

Widerspruch zu x € A m

9.19. Definition

Sei X c B(A) eine Menge von beschrankten Funktionen f: A — R versehen mit der Metrik
dif,g) =IIf —9gllw = szglf(?f) —g)|
X

Dann heiRt die Konvergenz einer Folge von Funktionen (f;,) ey bezlglich dieser Metrik
gleichmiaRBige Konvergenz.

Im Gegensatz dazu; f,, — f punktweise, wenn fir alle x € A gilt

f) = f@)
wenn f, et f gleichmaRig.
FOOA &-Schlauch
e

ilélglfn(x) - fM<e

bedeutet: Graph von f,, ist im g-Schlauch.

9.20. Satz

Seil c R, f,,,f:1 =R, f, stetigund f,, — f gleichmaRig.
n—-oo
Dann ist auch f stetig.
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Beweis: Seixy €1, >0
Dann gibt eseinnyg € N und § > 0 mit

€
Ifn = flleo < 3 fur [x —xo| < 8 (fy, stetig)

IA

= 1f ) = FGo| < [F G = fog ] + [y ) = iy 0D | + |frry Cr0) — £ (o)
& &

8 ..
3 + 3 + 3 =cfir|x —xp| <o m

IA

9.21. Beispiel
Sei I =[0;1], f(x) = x"

Behauptung: (f;,)nen nicht gleichméRig konvergent.

f()
1 -,

fi
f2
f3
fa fs
_ 1 y
Denn: Gdbe es f mit f, — f gleichmaRig
n—-oo

= f(x) = lim f,(x) furalle x € [0;1]

n—-oo
= f(x) = lim x™ = {(1) 2 = ’1‘ <1 nicht stetig (gleichmaRige Konvergenz impliziert

n—-oo =

punktweise Konvergenz)

daher f,, — f gleichméaRig nicht moglich.

9.22. Bemerkung

Sei A € X eine Menge.
Es gibt eine

o grolte offene Menge, die in A enthalten ist.

(namlich U G)

GCA
G offen

Sie heiRt das Innere A von A (Menge aller inneren Punkte von A).
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e kleinste abgeschlossene Obermenge von A

(némlich ﬂ F)

FDA
F abgeschl.

Sie heiRt der Abschluss A von A (Menge aller Grenzwerte von Folgen in A).

e DieMengedA = A\ A heiRt der Rand von A.

Es gilt dann

x € A © es gibt Folge (x;)ney Mitx, € Aund x,, — x

x € A © xistinnerer Punkt von 4

d.h. zu x gibt es € > 0 mit B;(x) c A.

9.23. Beispiel

Wir wissen:
Kugel B, (x) ist offen.
Kugel B;.(x) ist abgeschlossen.

= B,(x) © B/ (x)

AR

Kleinste Eine
abgeschlossene abgeschlossene
Nharmanaca Nharmanacao

N gt B (v) — R’
In R™ gilt: B.(x) = Br(x) Jeder Punkt auf dem

Rand kann ein

Grenzwert sein
fir beliebige metrische Raume ist dies falsch.

z.B. diskrete Metrik:

Be(x) = {x}fire >0
= jede Teilmenge ist offen
= jede Teilmenge ist abgeschlossen (da Komplement)

= B;(x) ist auch abgeschlossen
= By(x) = By(x) = {x} # X = B1(x)
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10. Stetige Abbildungen
10.1. Definition
Seien (X, d) und (X', d") metrische Rdume. Eine Abbildung
f:X->X
heillt stetig, wenn fir alle £ > 0 ein § > 0 existiert mit
d'(f (0, f(x)) < €
furalle x € X mit d(x,xy) < 9.

f heiBt stetig, wenn f stetig in allen Punkten x, € X ist.

10.2. Bemerkung

Sei X = X' = R mit Gblicher Metrik = alte Definition der Stetigkeit.

10.3. Satz
Seien (X,d) und (X', d") metrische Rdume.
f:X->X

ist genau dann stetig in x,, wenn f folgenstetig in x ist.
D.h. wenn fir alle Folgen (x,;) ey in X mit x,, — x gilt:

f(xn) — f(xo)
Beweis:
2= Xy — X, d.h. es gilt d(x,,, x¢) < 6 fur n hinreichend groR.

Zu € > 0 wahle § > 0 wie in 10.1.
Zu diesem § wahle ny € N mit d(x,, xy) < 6 furn > n,.

= d'(f(xn), f(x0) <&
firn = n,.

D.h. f(xn) — f(xo)
Umkehrung: Siehe Ubung.
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10.4. Bemerkung
Man definiert daher wieder Grenzwert fir Funktionen
f:(X,d) - (X',d")

lim f(x) =y:& Ai_{gof(xn) =Yy

X=X

fur alle Folgen (x,,) ey Mit X, — Xo.

10.5. Korollar

Sei
frX,d) > (RY |||

eine R™-wertige Abbildung, d.h. f = (f3, ..., f,) mit Komponenten f;: X — R.

Dann ist f genau dann stetig (in xy), wenn jede Komponente f; miti = 1 ...n stetig (in xg)
ist.

Beweis:
f stetig & f folgenstetig & f; folgenstetig & f; stetigm

10.6. Korollar

Kompositionen stetiger Abbildungen sind stetig. Seien
f: (X, d) - X', d")
und
g:(xX',d") - (x",d"
stetig.
=>gof:=(X,d) - (X",d") stetig

Beweis: Klar fir Folgenstetigkeit m

10.7. Beispiele

() add:R?> >R ist stetig
(xy)Px+y

Xp — X
Yn —

denn (xn.yn)—>(x.y)=>{ =S Xpty, — x+y

N——
=add(xn,yn) =add(x,y)
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ebenso
sub: (x,y) » x—y
und
mult: (x,y) » x -y
stetig. Und auch
diviR x (R\ {0}) > R stetig

x
(x,y) e~
y

(ii) Folgende Projektionen sind stetig:

R™ - R™

(X1y ey Xp) P (xil, ...,xl-m) mit iy, ..., I, € {1, ...,n}
(iii) Somit erkennt man viele mehrdimensionale Abbildungen als stetig, z.B.

f:R3 > R?
sinarctany
X,V,Z) - —,e"'y'z)
(x,y,2) (1 + x2 + z2
ist stetig, denn
z.z.: Jede Komponente ist stetig.

Zu erster Komponente:
R - R-> R

stetig  stetig | .
(x,y,z) — y > sinarctany stetig

R® - R’ - R? - R - R
stetig stetig stetig stetig

(x,v,2) — (x,z) — (x2,2?) ?xz + z? — 1+ x2 + z? stetig
a a
7\ o x P x?
denn (x, z steti
( ) I\ 7 ZZ g

also auch

sinarctany
1+ x2+ 272

stetig als Quotient zweier stetiger Funktionen mit Nenner # 0.

Zu zweiter Komponente:

mult Xy mult exp
—> u X
(xyz)\)’ ) d ( )'—>x'y'Z'—>ex'y'zstetig
) ) N

Z P Z
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(V) f: R > R
X - y
(9) - flry) = |21 yz ) F 00
0 (x,y) = (0,0)

ist stetigin R? \ {(0,0)}, da Summe, Produkt, Quotient stetiger Funktionen mit

Nenner # 0.
p
S
Stetigkeit in (0,0): R
. . . . Vi ‘-‘“‘i‘ ]
Halte jeweils eine Koordinate fest. i T
i, N
Ao

R
N

N

7
i,
W
0k

N

=N

N

N
S

R
R

N

R
D
N
S

N
N
‘\

R
R

D

X
R
R
2

R
N

R

NN
N

N
2
R

zB.y=0,x#0

N

0 x0 0 0
= = —_—
f(x,0) x2+ 02 x—0

ebensox =0,y #0

0-y
FON =y =03

= f(x,y) stetig als Funktion von x oder als Funktion von y (separat stetig).

Dies impliziert aber nicht, dass f stetig ist.

Vielmehr gilt in diesem Beispiel: f ist nicht stetig.

Denn wiahle z.B. Folge (x,,, yp,) = (%,%) inR%\ {(0,0)}

= (X, Yn) nj;o (0,0), aber

11 &
_ nn __\n _ - = _
f(xnl Yn) - 2 1 2 1 2 = 2 n—>oo) 2 * 0 f(0,0)

(%) () 2 ()

= f nicht stetig in (0,0) und kann durch Abandern von f(0,0) nicht stetig gemacht

werden.
(v) SeiC([a; b]) versehen mit |||/ und

I:C([a; b]) » R
b
fo | reax
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Dann ist I stetig. Denn sei
fo €C([a;h]) unde >0

mit & == ﬁistfur If — follo <&

b b
1(F) — 1(fy)] = f f) dx - f fol) dx

b
< f £ GO — fo(0)] dx

b
f (FOO) — fo0) dx

b
sf If = follwdx = (b —a) - If = follw < (b—a) - 6 = &

Die (Folgen-)Stetigkeit dieser Abbildung I besagt gerade
10.8. Satz

Sei (f,)nen €ine Folge von Funktionen in C([a; b)), die gleichm&Rig konvergiert. Dann:

im [ rax= [ (tim f,00) dx

Eigenschaften stetiger Funktionen
10.9. Satz

(X,d), (X',d") metrische Rdume, f: X - X'.
Dann sind dquivalent:

(i) f iststetig
(ii) Urbilder offener Mengen sind offen

(iii) Urbilder abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen

Beweis:

(i)=(ii):
Sei U’ c X' offenund x € f~1(U")

= Es gibt £ > 0 mit Bg(f(xo)) cU’ .
f stetig = Es gibt 6 > 0 mit d’(f(x),f(xo)) <efurd(x,xy) < 6}( )

(*) = f(x) € Bs(f(xo)) € U’ fiir d(x,x0) < 8
= Bs(xo) € f~1(U") = f~1(U’) offen
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(ii)=(i):
Seixg € Xund e > 0 = U’ := B.(f(x0)) offen im Bildraum X'.

= U= £~ (B.(f(xp))) offenin X und x, € U
also gibt es § > 0 mit Bs(x,) c U
Mit dieser Wahl von & gilt fir x € X mit d(x, x,) < &:
X €Bs(xg) cU=f"(U") = f(x) € U" = B(f (%)) = d'(f(x), f(x0)) < &
= f stetigin x,
(i) (iii):
Folgt aus £~1(AC) == (~1(4)) m
10.10. Beispiele
Seien f, g: X — R stetig, c € R
(i) {f =c}={x €X|f(x) = c}abgeschlossen
denn {f = ¢} = f1({c}) mit {c} abgeschlossen

ebenso {f > c}, {f < c} abgeschlossen

{f <c},{f > c}offen

da Urbilder abgeschlossener bzw. offener durch Intervalle.

2

T fy) =y -2t )\ f={f =0}

(i) {f = g}={x € X|f(x) = g(x)} abgeschlossen
denn{f =g} ={f—-g =0}
ebenso {f < g}, {f = g} abgeschlossen
{f <g}{f > g} offen

Vorsicht: Bilder offener bzw. abgeschlossener Mengen unter stetischen Abbildungen sind
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im allgemeinen nicht offen bzw. abgeschlossen.
zum Beispiel:
f:R — R konstant

X = C

f( R ) = {c} nicht offen

offen

10.11. Definition
Eine Teilmenge K eines metrischen Raums heiRt kompakt, wenn jede offene Uberdeckung

von K eine endliche Teilliberdeckung besitzt, d.h. zu jeder Wahl einer Familie offener
Mengen U;, i € I mit

KCUUL

i€l

gibt es endlich viele Indizes iy, ..., i, € I mit

10.12. Eigenschaften

Jede kompakte Menge K ist beschrankt und abgeschlossen.
Denn z.B. Beschranktheit:

Seix, €X = (Bk(xO))kEN ist offene Uberdeckung von K.
= fur geeignete n,, ..., n; €N

K © By (x9) U ..U By, (xo) = Big’ﬁ?‘k"i(x())
= K beschrankt

In R™ gilt hierzu auch die Umkehrung.
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10.13. Satz von Heine-Borel

Eine Teilmenge K c R" ist genau dann kompakt, wenn sie beschrankt und abgeschlossen
ist.

Zum Beispiel Intervall c R < [ = [a; b], a,b €R
In allgemeinen metrischen Raumen ist dieser Satz falsch.
Wichtig ist (vgl. 4.11)
10.14. Satz von Bolzano-WeierstraR3
Sei K © X kompakt und (x,,) ey €ine Folge in K.
Dann besitzt (x,) ey €ine (in K) konvergente Teilfolge.

Beweis:
Annahme: (x;,)nen besitzt keine konvergente Teilfolge, d.h. es gibt keinen Haufungspunkt.

Zu jedem x € X gibt es Kugel Bg(x)(x) in der nur endlich viele Folgenglieder liegen.
Da aberK c UxEX B.(x)(x) = es gibt endlich viele dieser Kugeln
Bs(xl) (x1)) wor) Bs(xk) (%),
die K (iberdecken.
= (x,)nen besteht nur aus endlich vielen Gliedern.
Widerspruch m
10.15. Bemerkung
Es gilt sogar: K € X ist kompakt & jede Folge in K besitzt in K konvergente Teilfolge
(Folgenkompaktheit).
10.16. Beispiel

Im metrischen Raum C([0; 1]) mit ||-|| ist die Einheitskugel B;(0) = B;(0) beschrankt und
abgeschlossen, aber nicht kompakt (d.h. Analogon zu Heine-Borel gilt nicht).
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Denn mit f,,(x) = x™ folgt wie in 9.22:
0x<1

1x=1 unstetig.

Einzige Moglichkeit von Limes einer Teilfolge von (f,)pen ist f(x) = {

= keine gleichmafige Konvergenz moglich
= (fn)nen besitzt keine konvergente Teilfolge

Bemerkung:
Man kann zeigen:

In normiertem Raum V gilt Heine-Borel & dimV < o
Zentral ist nun:
10.17. Satz
Fir eine stetige Abbildung f ist das Bild f(K) einer kompakten Menge K kompakt.

Beweis:
Sei (U;);¢; offene Uberdeckung von f(K).

= mit U; = f~1(U)) ist (U;);¢; offene Uberdeckung von K
= Es gibt endliche Uberdeckung U; , ..., U, von K
= Uj , ..., Uj, endliche Uberdeckung von f(K) m
10.18. Korollar
Sei f reellwertige, stetige Abbildung auf einer kompakten Menge K.
Dann ist f beschrankt und nimmt Maximum und Minimum als Funktionswert an.

Beweis:
f(K) beschrankt, d.h. f beschrankt
f(K) abgeschlossen

K kompakt = f(K) kompakt = {
Wihle Folge (¥n)nen in f(K) mit yy, oo SUPxek f(x):

= sup f(x) € f(K) = f nimmt Maximum an.

xeK abgeschl.

Fur abgeschlossene Menge/Minimum analog.
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A A
1
flx) ==
flx) =x2 x
auf R auf]0; 1]
> —
1

10.19. Definition

Zwei Normen N; und N, auf einem Vektorraum V heiflen dquivalent, wenn es Konstanten
c1,Cy > 0 gibt mit

i Ni(x) SN,(x) <c,-Ny(x) xe€V

10.20. Bemerkung
N; und N, dquivalent bedeutet
Ni(xp —x9) — 06 Np(xp, —x9) — 0
n—oo n—oo
= Die normierten Rdume (V, N;) und (V, N,) besitzen
e dieselben konvergenten Folgen
e dieselben abgeschlossenen Mengen
e dieselben offenen Mengen
e dieselben kompakten Mengen

e dieselben stetigen Funktionen

Man sagt, (V, N;) und (V, N,) besitzen dieselbe Topologie.

10.21. Beispiel
In R™ sind dquivalent
|I-||» euklidische Norm

Il .o Maximumsnorm
II-[l; Summennorm
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Es gilt:
=n
—_———
xlleo < llxll2 < llxlly < V- llxllz < V- vV llxlle
— ,Kugeln“ bzgl. |||l bzw. |||l im R? sind ineinander geschachtelt.

| B, (0)lIll2
<— B, (0)/Ilo
B 1 (0)Mle
/ B

Es gilt noch mehr:
10.22. Satz

Je zwei Normen im R"™ sind dquivalent.

Beweis:
Zeige: Jede Norm N ist dquivalent zu euklidischer Norm ||-||

- Ix| SN@&)<c-|lx|l x€R™ ¢q,c, >0
oder dquivalent
i <SNx)<c,firx e RY x| =1
Nun gilt:
n

N(x) = N(in : ei) < ilxil N(e;)
1 i=1

1=
< max N(e;) - E |x;| <+/n- max N(e;) - ||x]|
i=1..n i=1.n
=1 =iCy

=llx1lq

svnellxll

Mit A-Ungleichung nach unten

IN(X) = N(xo)| S N(x —x0) S ¢z - llx = %ol 52

X—Xg
bzgl. |-l

alsoist N: (R™, ||-]]) — R stetig.
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Nun ist S;(0) = {x € R"|||x|| = 1} abgeschlossen und beschrankt.

Heine
— S, (0) kompakt.

Borel

= N nimmt Minimum in Punkt x, € S;(0) an.

Nx)=N (x0) =¢; >0 [lx[[=1
—

llxoll=1
=x0#0
11. Differentialrechnung im R"
Eine Funktion von zwei Variablen
xy) e f(x,y)

heilt in (x,y,) partiell differenzierbar nach x, wenn die Funktion

x = f(x,¥0)

differenzierbar ist (y wird als Konstante betrachtet).
Die Ableitung heiRt dann partielle Ableitung nach x

0
7 (to30)

Allgemein:
11.1. Definition

Sei U c R" offen und f: U = R eine Funktion.

f heiRtin x° € U partiell differenzierbar nach x;, wenn die Ableitung

0 0 0 0 0
ey et LO2re 300 58) = S )
L xl'—UC? xl _ x?
xi#Ex?
_ limf(x0 +h-e)—f(x%
h—-0 h

existiert.
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0
Df ) =

() = 2 f(x)
x°) = 6xif X
partiell differenzierbar : & partiell differenzierbar nach allen x;.

Allgemeiner:

fi
f: % — R" ist partiell differenzierbar, wenn jede Komponente von f = ( : ) partiell
cR®
f
differenzierbar ist.

11.2. Beispiel

f:RZ >R
(x,y) » x? + sin(xy)

I + (xy) o’ (xy)
9 = Xty cos(xy ay—x cos(xy

11.3. Definition

Fir eine Funktion f: %n - R partiell differenzierbar heiRt
C

0 0
VF(x) = grad f(x) = <£ ), ...%m)

Nabla

der Gradient von f.

11.4. Bemerkung

Rechenregeln der eindimensionalen Differentialrechnung tibertragen sich:
2 _ 109 0 ey
(I) axi (f + 'g) - axi + 6xi axi (Af) - A 6xi
iy Lr.oa=2L. .99
(“) axi(f g) - axi g +f axi

oder

V(f-g9)=g-Vf+f-Vg
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Was bedeutet differenzierbar?

,differenzierbar = linear approximierbar”|

Eindimensional: Es gibt eine eindeutig bestimmte Tangente am Funktionsgraphen

f)

f(xo)

Xo

fG) = fxo) + f/ () (x — xp) + @ (x)

lineare Approximierung

wobei der Fehler @(x) ,schneller als linear” gegen Null geht.

X

lim (x) =0
xX-Xo X — X;
X#Xo

Fur f(x) = |x| gilt dies im kritischen Punkt x, = 0 nicht:

E4PY x|

p(x)

v
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11.5. Definition

Sei U c R" offenund f: U - R™.

f heiBtin xy € U (total) differenzierbar, wenn es eine lineare Abbildung

I:R" - R™
gibt mit
f(x) = f(xo) + 1(x — x0) + ()
und
lim ﬂ =0
X=X || = x|
X#Xg
11.6. Bemerkungen
(i) Insbesondere gilt dann
lim @(x) =0
X=X

also
xll)rjrcl f(x) = f(xg) + xll)rjrcl [(x — x0) + xll_gcl @ (x) = f(xo)

Also:

|f differenzierbar & f stetig|

fi
(i) Esgilt fur f =( : ):
fm

f differenzierbar © fi, ..., fy, differenzierbar

PD W. Hoh

(iii) Die lineare Abbildung I: R™ - R™ in 11.5 ist eindeutig bestimmt und heiBt die totale

Ableitung oder das Differential von f in x;.
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Darstellende Matrix A € M,, ,,(R) bzgl. kanonischer Basen in R™ und R™:
Wiahlex =xo+h-¢ j=1,..,n

f(x0+h-ej)—f(xo)_l(h'ej)_l_‘p(xo-l_h'ej) — 1(e;)
j

h B h h n-0
:l(ef) nj>00

6f1 0)\

0 0
D) L6 o G0
o1,

= A= a_le(xO)
3f, am
\aixloco) B (xo)/

11.7. Definition

Die die totale Ableitung darstellende Matrix heiBt Jacobi-Matrix D f von f.

D (xo) = <i< 0)> € My n(R)

i=1..
j=1..

11.8. Bemerkungen

(i) Speziell f: % - R,dhm=1
cR"?
= Df = grad f (Zeilenvektor)

(ii) Die Eintrage der Jacobi-Matrix sind die partiellen Ableitungen und es gilt

|f (total) differenzierbar = f partiell differenzierbar

Die Umkehrung ist falsch! Beispiel (vgl. 10.7(iv)):

£iR? > Rmit f(x,y) ={x% +y2 (x, ) # (0,0)
0 (xy)=(00)
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Wegen f(0,y) = f(x,0) = 0 = f partiell differenzierbar in (0,0) mit

of _of _
5 (0,0) = @(0,0) =0

Aber: f ist nicht total differenzierbar, da f nicht stetig in (0,0) ist.
Hinreichende Bedingung fir Differenzierbarkeit:
11.9. Satz

Sei f:U —» R™, U c R" offen, partiell differenzierbar und die partiellen Ableitungen von f
in x € U stetig (f heiRt dann stetig differenzierbar):

Dann ist f in x total differenzierbar.

|stetig differenzierbar = differenzierbar = partiell differenzierbarl

Hoéhere Ableitungen
Ist f in U S R™ partiell differenzierbar mit partiellen Ableitungen

0
—f i=1,..,n
c')xl-
so kann man versuchen, % nochmals zu differenzieren, d.h.
d of . 1
—— i,j=1,..,n
an axi bJ

zu bilden.

11.10. Definition
Sei U € R™ offen, f: U — R eine Funktion, k € N.

f heillt k-mal partiell differenzierbar, wenn die iterierten partiellen Ableitungen k-ter
Ordnung

0 0 0
0x;, 0x;,_, ~0x

f il,iz,...,ik € {1,,1’1}

31

existieren. Sind diese Ableitungen stetig, so heillt f k-mal stetig differenzierbar.
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Schreibweise: Wir schreiben

of 9

0

Diiy_y.isf =

11.11. Beispiel
fiRZ 5 R
(x,y) > sin(xy)
af( )= (xy) af( ) = (xy)
9% x,y) =y -cos(xy 3y x,y) = x - cos(xy
92 f 9% f 9 9 ,
ﬁ(x,y) = (x,¥) —aa(x,y) —y* - sin(xy)

| —
=y-cos(xy)

Oxik 6xi1 6xik 6xl~1

f

PD W. Hoh

2
Z_y}; (x,y) = —x* - sin(xy)

0*f 0 _ . _ .
9x3y (x,y) = EP (x - cos(xy)) = cos(xy) + x - (—y - sin(xy)) = cos(xy) — xy - sin(xy)
a*f 0 B .

Gyax 59 = 3,0 cos(ay)) = cos(xy) — xy - sin(xy)

Bemerkung: Ableitungen der Form

92 9°f
0x2%’ dy?

heilRen reine Ableitungen, Ableitungen der Form

af  of
0x0y’ 0ydx
heilen gemischte Ableitungen.
Man erkennt im Beispiel, dass
0%f _ 0% f
dxdy  dyox

gilt, das heil3t die gemischten Ableitungen hangen nicht von der Reihenfolge der

Differentiation ab.
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11.12. Satz

Sei U € R™ offen, f: U — R k-mal stetig diff’bar.

PD W. Hoh

Dann ist bei der Bildung der partiellen Ableitungen bis zur Ordnung k die Reihenfolge der
Differentiation unerheblich. Das heiRt fiir jede Permutation ©(1),7(2), ...,m(k) von 1, ..., k

gilt

Dipip_yirf = Diyy,msinyf

11.13. Bemerkungen

(i) Satz 11.12 wird falsch, wenn man die Stetigkeit der partiellen Ableitungen weglasst.

(ii)

0%f 0% f

0x10x4 x 0x10x, )
0%f 0% f

Hess f(x) = | dx,0x, ) dx,0x, )
02f 02f

\axnaxl ) 0x,0x, )

heiRt Hesse-Matrix von f (an der Stelle x).

Daraus folgt sofort:
11.14. Korollar

Die Matrix der zweiten partiellen Ableitungen

% f
dx,0xy,
0% f

0x,0x,

0*f

0x,0x,

@)
@) i =<
@) /

92f

6Xl'axj'

(x)> € My(R)
i,j=1.n

Ist f zweimal stetig differenzierbar, so ist die Hesse-Matrix von f symmetrisch.

11.15. Andere Schreibweise fiir h6here Ableitungen

Ein Multiindex ist ein Tupel @ = (ay, ..., a,) € N}

(d.h. a; € Np)

la| ==a; +-+ay

heilt Ordnung von «.

Man setzt
a

0x«

=0 =D =

alalf

X4

n

fur eine partielle Ableitung der Ordnung |a|. Diese Notation ist nach Satz 11.12 sinnvoll,

wenn f |a|-mal stetig differenzierbar ist.
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Lokale Extrema
11.16. Definition

Sei U € R" offen, f: U = R.

Xo € U heilt lokales Minimum, wenn f(x) = f(x,) in einer Umgebung von x,.
Xo € U heillt lokales Maximum, wenn f(x) < f(x,) in einer Umgebung von x,.

Gilt in diesen Ungleichungen die Gleichheit nur fiir x = X, so spricht man von einem
isolierten lokalen Minimum bzw. Maximum.

Lokale Extrema sind lokale Minima oder Maxima.
Ist nun f: U — R partiell differenzierbar und x; ein lokales Extremum, dann besitzt die
Abbildung

Yi=hw f(xg+h-e) (mite; = i-ter Einheitsvektor)

fir jedes i = 1, ...,n ein lokales Extremum in h = 0.

d
> L) =i =0

Somit:

11.17. Notwendiges Kriterium fiir lokale Extrema

Besitzt f: U —» R, U € R" offen, in x, ein lokales Extremum, und ist f in x, partiell
differenzierbar, so gilt:

grad f(xo) = 0

Man kann mogliche Stellen flr Extrema ermitteln, indem man vorstehende (nicht-lineare)
Gleichungssysteme mit n Gleichungen und n Unbekannten 16st.

Wie im 1-Dimensionalen findet man ein hinreichendes Kriterium, indem man zweite
Ableitungen verwendet.

11.18. Hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema

$52012

Sei U € R™ offen, f: U — R zweimal stetig differenzierbar und x, € U ein Punkt mit
grad f(x,) = 0.
Es gilt:
Hess f (x) positiv definit = x, ist isoliertes lokales Minimum
negativ definit = x, ist isoliertes lokales Maximum
indefinit = X ist kein lokales Extremum
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Hess f (xy) positiv semidefinit in einer Umgebung von x, = x ist ein lokales Minimum
negativ semidefinit in einer Umgebung von x4 = x, ist ein lokales Maximum

Anmerkung:

(negativ) (<)
A positiv definit © Firallex = 0 giltxt - A-x > 0

(x,y) o xt - A - yist Bilinearform, A symmetrisch

11.19. Bemerkung
In der linearen Algebra wird folgendes Kriterium fiir Definitheit gezeigt:
Fir A € M,,(R) symmetrisch gilt:
A positiv definit & Alle Eigenwerte 4; > 0
A negativ definit © Alle Eigenwerte 1; < 0
A positiv semidefinit & Alle Eigenwerte 4; = 0

A negativ semidefinit & Alle Eigenwerte 1; < 0
A indefinit & Es gibt Eigenwerte 4; und 4; mit 4; <0Ound 4; >0

11.20. Beispiele

(i) FRZ-R, flxy)=x*+y?

d d
= %(x.y) =2x %(x,y) =2y

= grad f(x,y) = (2x,2y) =0

= Maogliche Extremstelle bei (x, y) = (0,0)

Bestimme Hesse-Matrix: \/

0% f 0% f 0% f 0% f
W x'y)_z a_yz x:Y) =2 axay(xry) _O_ayax(xry)

= Hessf(x,y) = (g g)

ist offensichtlich positiv definit, also ist (0,0) ein Minimum.
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(“) f:quer(x'y)zxz_yz

grad f(x,y) = (2x,2y) = 0
o (x,y) = (0,0)

Hess f(x,y) = ((2) _g)

ist indefinit (auch fur (x,y) = (0,0)).

= (0,0) ist kein Extremum (sondern Sattel- ¢
punkt)

0
il |
i a |
"' 'l'l W
il |
I Ui // I
i i
sy '/'" l///// //W
i) R "’N[ ,l, l/ ////////////// ////
e ’ e
g :
(RSS2 A S
Wiidiii . A "
il

gradfl(xry) = (le 3y2) grade(x'y) = (ZX, 4‘3/3)

Somit:
grad fi,(x,y) = 0 & (x,y) = (0,0)
2 0 2 0
HeSSf1(X;J’) = (0 6y> HeSsz(X,Y) = (0 12y2)
Dann gilt:

Hess f1(0,0) = (g g) = Hess £,(0,0) sind positiv semidefinit

Fir eine Aussage mit dem hinreichenden Kriterium muissen wir also die Umgebung von
(0,0) anschauen.

$52012
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Fur Hess £, gilt:
Hess f,(x, y) ist in einer Umgebung von (0,0) positiv semidefinit (12y? > 0 Vy # 0).

= (0,0) ist lokales Minimum von f5.
Genauere Betrachtung von f liefert:

>0 fallsy >0
— 4,3
[0y =y {<0 fallsy < 0

= In jeder Umgebung von (0,0) gibt es Stellen (x, y) mit positiven und negativen
Funktionswerten, d.h. (0,0) mit £(0,0) = 0 kann kein Extremum sein.

(iv) f(x,y) = %x3 —x +ixy2

of 1, 1,0 1
:a—zx 1+4y 6y_2xy =
y <
@—O@x—OVy—O

. . of _
Eingesetzt in Py 0

— Vier kritische Punkte: P; = (0,2),P, = (0,—2),P; = (\/7, 0),P4 = (—\/E, 0)

Hesse-Matrix:

02f 9 f 1 9f 1 0 1
ox2 " ayZ_Zx (')x(')y_Zy (')y(')x_zy

1

x 3y

= Hessf(x,y) = 1 %
27 2"

= Hess f(P;) = (2 é) = charakteristisches Polynom: A2 — 1 = Eigenwerte Ao =%1

= Hess f(P,) indefinit, P; kein Extremum (sondern Sattelpunkt)
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0 -1

Hess f(P,) = (_1 0

) = charakteristisches Polynom: 1% — 1 = Eigenwerte 4, , = +1

= Hess f(P,) indefinit, P, kein Extremum (sondern Sattelpunkt)

V2
0

0
lﬁ) = Eigenwerte 4; =2, 1, = V2
2

2

Hess f(P3) = <

= Hess f(P3) positiv definit, P lokales Minimum

—V2 0
Hess f(Py) = 1 = | = Eigenwerte ; = —V2, 1, = -1z
0 _E 2 2

= Hess f(P,) negativ definit, P, lokales Maximum

11.21. Bemerkung

Ist grad f(x,) = 0 — Tangential(hyper)ebene liegt horizontal — lineare Approximation
durch Konstante.

Um zu entscheiden, ob ein Maximum oder ein Minumum vorliegt, muss man Terme hoherer
Ordnung betrachten.
Dies gelingt wie im 1-dimensionalen durch

11.22. Satz (Taylorsche Formel)

$52012

SeiU c R"offen,x e U,§ € R",sodassx +t-& € Ufuralle0 <t <1.
Weier sei f: U — R k-mal stetig differenzierbar.
Dann gibt es ein 9 € [0; 1] mit

Df(xo) Df(x + 9%)
fx+¢&) = —l'fa‘l‘ T'fg
la|sk—1 ) la|=k '
Dabeiist @ = (a4, ..., @) € N§ Multindex, |a| = a; + -+ + @, die Ordnung,a! = ;! - ...a,!
und £ = & - L&
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11.23. Folgerung

Ist f: U — R k-mal stetig differenzierbar, so gilt

Da
farn= Y 2T iy

|a|<k Fehler

Approximation durch
Polynom vom Grad k
in n Variablen

mit

(&)
1% =0 °

denn mit Taylorformel sieht man

DG +98) DY@

GBS

Tk al
®(§) 1 . e |
I szk“! (D7 e+ 99) = DGO [iee] 2 stetie
§-o beschrankt

11.24. Bemerkung
Terme bis Ordnung 2 in Taylor-Entwicklung:
Term der Ordnung k:

D)

a!

P)= ) g

la|=k
= Py(¢) = f(x) Konstante
= 9
=P = Za—,]:.(x) & = (grad f(x), §)
j=1

lineare Approximation, wobei grad f (x) = Df(x) Jacobi-Matrix von f.
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k=2la|=2=>Firl<i<j<n

(0,2, ..,0) i=j
@, ...,1,0,...,0,1,..,0) i £

roT

a=ei+ej={

i-te j-te
Position
_ 2i=j
== {1 i
n n
0% f
O CRIN- ERE
= 2(€ a 2( ) El + axiax. X E]
i=1 ij=1 J
i<j
_ 1
_E (X) 61 E] 2 a a E]

li]

i

2.6 axlax]u )

1
2
1
=5+ §t- (Hess f()) - §
1
2

(¢, Hess f(x) - §)

P, quadratische Form mit darstellender Matrix% - Hess f (x).

Beweis von 11.18:
Sei grad f (x,) = 0 — Taylorformel

flo+8) = f(x0) +(gradf(xO) €)+— (§, Hess f (xo +9¢) - §)

Konstante

Hess f in einer Umgebung von x, negativ semidefinit = f(xy + &) — f(xy) < 0 = lokales Maximum
Hess f in einer Umgebung von x, positiv semidefinit = f(x, + &) — f(x) = 0 = lokales Minimum

Weiter gilt nach 11.23: Falls Hess f(x,) positiv definit

flxo+8) = f(xo)—(gradf(x()) f)+— (§,Hess f(xo) - §) + <p(s‘)

>0 ( )
von zweiter Ordnung ||g||2§_,0

— 0

= bestimmt Vorzeichen
fur kleine &

dann heiBt x, isoliertes lokales Minimum (fir negativ definit und indefinit analog). m
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Grundbegriffe der Vektoranalysis

11.25. Definitionen und Beispiele

Sei U c R" offen.

(i) Seif:U — R stetig differenzierbar (so etwas heift auch Vektorfeld).

U
Dann heil3t
. f1 0fn
divf =(V,f) = 6x1 = ox,

die Divergenz vom Vektorfeld f.

(ii) Fur f:U — R zweimal stetig differenzierbar ist

2 2
af +0f

axl 0x2

Af =

A heil3t Laplace-Operator.

(iii) Es gilt
of  of
divgrad f = div (6 o 'a_xn>
d af d af
=A
6x1 6x1 et e, 0x, axn f
Also gilt:

|divgrad f = Af|

(iv) Fir U c R3 offen und v: U — R3 stetig differenzierbar heift

(U X e (6173 dv, dv; 0xz dv, Odv,
rotv= V= 0x, 0x3 0x3 O0x; 0x; 0x,

die Rotation von f.
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Ist f: U = R zweimal stetig differenzierbar, dann gilt

rotgrad f =0

denn zum Beispiel 1. Komponente

0 af 9] af
8x2 6x3 0x30x2

(v) Fur Raumdimensionn = 3 sei

1
f(x):W x € R™\ {0}

f heiRt Newton-Potential.
Dann gilt
Af =0 inR™\ {0}

das heiBt f ist Losung der ,Laplace-Gleichung”, denn

2-n
fO) = lIxll>™™ = (xf + - + x7) 2

af 2-n_, P 2—n
axl > (x1+---+xn)2-2xi=W'xl
das heilt
df 2—n
rad f = - X
8 ER
aZf 4 -n -n 0 -n
a—xi2= (Z—n)-a—xi(xi ™) = @2 =) lx[IT" + x; 'a—xi(IIXII ))

~——— ———

X
[+

= A =z z
f= Lo T 0

2—Tl zl 1xl
=——-|n—-n-————1]=0
[lxI™ ( llxI1?
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11.26. Satz (Kettenregel)
SeiU c R™, V c R™ offen und
fiU->V, g:V-R¥
differenzierbar. Dann ist
gof:U— Rk

differenzierbar und es gilt fiir die Jacobi-Matrizen

D(g° f)(x) = (Dg)(f(x)) - Df (x)

R" R™ Rk
zum Beispiel:

x1(t)

te < : ) B f(x1 (), e, % (D)
X (1)

R-> R" - R

d
%f(xl ®, ..., xn(t)) = D[f(x1 ®, ..., xn(t))]

x1(t)
= (DF) (21 (0), ., 2 (1)) - D( : )

Xy (1)

x1(t)
= (grad ) (x, (), ., %4 (1)) ( : )
Xp (1)

PD W. Hoh

_ % (1 (), s 0 (8)) - X4 (E) + - + g CIORENO)EEAO)
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11.27. Beispiel

Sei Y'(®)
1-1;1 R"
)4 ] [ - ]/(t)
t - y(t)
differenzierbar.

y beschreibt differenzierbare Kurve im R™.

ist Geschwindigkeitsvektor.

Richtung: Tangential zu y an der Stelle y(t).
Ldnge: Geschwindigkeit, mit der die Kurve y durchlaufen wird.

= y durchlduft bei t = 0 den Punkt p := y(0) mit Tangentialvektor v := y'(0).

Sei nun

differenzierbar mitp = y(0) € U

>t f(y(t)) Auswertung von f langs der Kurve y
= %(f 0 y(t))| Anderungsrate von f in p = y(0) langs der Kurve ¥, d.h. in Richtung
t=0
v =y'(0)

Definition:

d
Dof®) =g (Fom)|

heiRt Richtungsableitung von f in p = y(0) in Richtung v = y'(0).
Nach Kettenregel:
f
1-1:1[% v LR
cR

cR™

d
= Dyf(p) = (f°y)

e i
¥ = grad f(p) ' (0) = zvi e ®

=v i=1

t=0

[D.f = (gradf,v)]
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D, f ist Linearkombination der partiellen Ableitungen.
D, f (p) ist nicht von der speziellen Wahl der Kurve y abhéngig, sondern nur von v = y'(0).

Speziell furv = ¢; = D, f = %
L

D, f wird maximal © v hat gleiche Richtung wie grad f

= Gradient zeigt in Richtung des maximalen Anstiegs von f.

12. Satz von der impliziten Funktion

Beispiel: x% + y2 = 1in R?.

Kann man dies nach y auflésen?
Sei (xq,V,) gegeben mitx3 + y2 =1und—-1<x<1,y=0
y =T
In den Punkten (—1,0) und (1,0) ist Auflosen in einer Umgebung nicht maoglich.
Sei U ¢ R™*" offen, f: U - R"

oY) = f(X1, o Xy Y1, 0005 V)
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Y1, -, Yn Unbekannte, x4, ..., x,, Parameter fir Gleichungssystem f(x,y) = 0

d.h.
f1(xq, ...,xm,yl, v V) =0

fa (X1, s X, Y1, 00, Y0) = 0
Nach Wahl der Parameter xq, ..., x;;,: n Gleichungen fiir n Unbekannte y,, ..., ¥,
Gesucht: Abhdngigkeit der Lésung y4, ..., ¥, von den Parametern x4, ..., X,y
d.h. Funktion
g:V > R™ V c R™ offen
mit
flx,g(x))=0 vxeV

Sei nun (x,y,) € U ein Paar mit f(xq,y,) = 0.

Idee: Lineare Approximation

FG) = fGoy0) + D o) (5, 30)

Zerlege Jacobi-Matrix Df in Ableitungen nach x und y:

of of
af axl axm
a_:z : : EMn,m(R)
“ Aok ok
axl axm af af
=01 =(505,)
o O y
3 " 3y
a 1 m
I e i | € Myp(R)
Y o\oh ok
1 Oym J

Dannist

0 0
FG) = [ Goo)]- (= 300 + [ G )] - 0 =300 = 0

=Yy =Y~ [% (xO:YO)]_l : [% (xO:yo)] - (x = xo)

Plausibel: Geht in Ordnung, wenn g—f] (x9,¥p) invertierbar, also wenn det (g—; (xo,y0)> # 0.
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12.1. Satz
Sei U ¢ R™*" offen und f: U - R" stetig differenzierbar mit

f(x0,¥0) =0

fur ein (xy, yy) € U.
Ist dann

d of
et @(xo,yo) #0

so gibt es eine offene Umgebung V' < R™ von x; und eine stetig differenzierbare Funktion
g:V-R"
mit
flx,g(x))=0 vxeV
Anwendung: Extrema mit Nebenbedingung

12.2. Beispiel

Schneide aus kreisformigem Blech vom Durchmesser 1 ein moglichst groRes Rechteck aus.

Gesucht: Maximum von
f,y)=x-y

unter der Nebenbedingung
glx,y) =x*+y2—-1=0
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Fir solche Probleme gilt allgemein:

12.3. Satz

Sei U c R" offen, f, g: U = R stetig differenzierbar.
Es sei a € U ein Punkt, der die Nebenbedingung g(a) = 0 und grad g(a) # 0 erfullt.
Ist a ein lokales Extremum von f(x) unter der Nebenbedingung x € {g = 0}, so gibt es ein

A € Rmit
gradf(a) + A-gradg(a) =0

12.4. Bemerkungen

$52012

(i) A heiRt Lagrange-Multiplikator.
(ii) Die Bestimmungsgleichungen
g@) =0

9 9
T @+1-29 @ =0
Xq dxq

af dg
E )+/1'a(a)—0

(
gradf(a) + A-gradg(a) =0 & !
bilden ein System von n + 1 Gleichungen fiir die n + 1 Unbekannten ay, ..., a,, 1.

Beweis von 12.3:

Wegen grad g(a) # 0, ist

P
%9 @0
0x;

flr mindestens ein i, ohne Einschrankung

9
29 @y =0
dx,

Nach dem Satz von der impliziten Funktion gibt es fiir die Nebenbedingung

g(xq, ., x) =0

in der Nahe von a eine stetig differenzierbare Funktion h(xq, ..., X,—1)

138



Mathematik fiir Naturwissenschaften Analysis Il PD W. Hoh

mit
g(xli o Xn—1, h(xl’ ""xn—l)) =0

Ableiten nach x; liefert mit Kettenregel firi = 1,...,n — 1:

d
0= a—xig(xp ---:xn—l'h(xlr ""xn—l))

n-1
dg 9% g oh

B 8x] axl 6xn dx; ()

j=1 5

_0g 6g dh
ox; 6xn axl

f besitzt lokales Extremum in a = (aq, ..., a,,) unter der Nebenbedingung {g = 0}
bedeutet

f(xp vy Xpoq) = f(xlr s Xp—1, R (xq, ...,xn_l))

besitzt lokales Extremum in (a4, ..., ap—1)

of o
= c’)_xi(al' v, p_)=0fari=1,..,n—1
Also wie oben
of of oh
=5 @+ 5, (@ 5 (@)
L
of (fo(a)
= a(a) agn 'a—(a) (a1,-- ,An—1)
: a—(a)
Xn ®© ag( )

_9of o9
—a—xl(a)-l'la—xl(a)

— Behauptung [ |

12.5. Beispiel
Sei wie am Anfang des Kapitels
f,y)=x-ymitx,y >0

Nebenbedingung: x2 + y? =1
dh. glx,y) =x*+y%2 -1
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Es gilt:
grad f(x,y) = (y,x)
grad g(x,y) = (2x, 2y)
= Gleichungssystem:

[grad fl,y)+A-gradg(x,y) = 0]
g=0
das heil’t

x+1-2y=0
Y x24+y2-1=0

+1-2x=0
Y x . [0=x—4/12x=x(1—4/12)]
x2+y2-1=0

1LFall:x=0->y=0=x2+y2=0=%#1
1
2. FaII:1—4/12=0=>/1=i5:>y=i?f:>y=x Wir erhalten als

extremales Rechteck
hier ein Quadrat.

N | =

Wegen x? + y? = 1folgtx =y =

12.6. Bemerkungen
(i) Merkregel: Bilde Lagrange-Funktion
L(x, ) =f(x)+2-g)

und bestimme die Lésungen des Gleichungssystems

oL of . dg

ox o o 0
grad L(x,)) =0 © a—L=ﬁ+A-a—g=0

dx, 0x, 0x,

JdL

i g = 0]

(ii) Verfahren geht auch bei Extrema mit mehreren Nebenbedingungen.
g1(x)=0
Maximiere f (x) unter Nebenbedingungen : .
gr(x) =0
Bilde Lagrange-Funktion

k
L(X1, i X Ay ooy A) = (X1, 0oy X)) + legj(xl, vy Xp)
j=1
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Ist a ein lokales Extremum unter den Nebenbedingungen {gj = 0} und sind die Vektoren
grad g;(a), j = 1, ..., k linear unabhéngig, so |6st a das Gleichungssystem

gradL =0
d.h.

k
of ag; L o
a—xi+Z)Lja—xi= Ofiri=1,..,nund g; = 0flrj = 1,...k

12.7. Beispiel
Sei A € M, (R) symmetrisch. Bestimme die Extrema der quadratischen Form
q(x) = (x, Ax)
unter der Nebenbedingung ||x|| = 1.
Dann sei

g(x) = ||x||? — 1= grad g(x) = grad(x? + x2 + .-+ x2 — 1)
= (2x9,2x5, ...,2x,) = 2x # 0 fur ||x|]| = 1

n n
2 S = 3 ot
k ki5=1 ij=1

——/
6xlx s 0x;
axk J laxk

n

DRI

J:l =Qaki

=2 -Zakixl- =>gradq(x) =2 Ax

i=1
Somit gilt fur ein Extremum a unter der Nebenbedingung {g = 0}

2:-A-a+A-2-a=0und]la]| =1
sAa=(-1)-a

das heilt, a ist ein normierter Eigenvektor zum Eigenwert u = —A.
Dabei gilt g(a) = (a,Aa) = (a,u-a) = u-|lal|* = u

Somit ist der normierte Eigenvektor zum groRten Eigenwert von A ein Maximum
und der normierte Eigenvektor zum kleinsten Eigenwert von A ein Minimum.
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13. Gewohnliche Differentialgleichungen

13.1. Beispiel (Federpendel)

Newton: Kraft = Masse - Beschleunigung Federkonstante D

Sei:
vy(x) die Position der Masse m zum Zeitpunkt x.

y

y'(x) die Geschwindigkeit der Masse m zum Zeitpunkt x.
y''(x) die Beschleunigung der Masse m zum Zeitpunkt x.

Kraft auf Masse: —D - y(x) (ruckwirkende Kraft)

D
—=|-D - y(x) =m-y”(x)|bzw. yi=——y

Newton

Gesucht ist eine Funktion y = y(x), so dass y und y'’ die obige Gleichung erfillen, d.h. y
soll eine Lésung der Differentialgleichung (Dgl) sein.

y(x) = sin \/g-x

Die hochste dabei auftretende Ableitungsordnung heilRt Ordnung der Differentialgleichung
(hier: Dgl 2. Ordnung).

Hier z.B.

Formal:
13.2. Definition

Sei G € R"*1 offen, f:G - Rstetig, I < R Intervall. Dann heif3t die Funktion
y:I - R
Losung der (gewohnlichen) Differentialgleichung.

y® = f(x,y,y,y", .., y® D)

wenn y(x) n-mal differenzierbar ist und (x,y(x),y’(x), ...,y("‘l)(x)) EGfirallex €1

und Y™ (x) = £ (2,500, y' (), ., y @V (x) ) firalle x € 1.

Ist die Differentialgleichung nicht nach y(n) aufgelost, so spricht man von einer implizierten

Definition, z.B. y,z +y% =
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Auch vektorwertige Differentialgleichungen sind méglich, d.h. y(x) € R™

— System von Differentialgleichungen

13.3. Beispiel/Bemerkung

Losungen von Differentialgleichungen sind nicht eindeutig:
ZB.y' =y
Loésungen sind gegeben durch y = e* oder y = 2e* oder allgemein y(x) = Ce* (C € R).

Faustregel: Fir eine Differentialgleichung n-ter Ordnung benétigt man n Parameter
Cy, ..., C, € R zur Festlegung der Losung.

Dies kann man z.B. tun durch die Vergabe einer sogenannten Anfangsbedingung.

Etwa

Y(x0) = Y0,¥'(x0) = Y1, 0, YV (x0) = Yy

fur ein (xg, ¥1, -+» Yn-1) € G.
Sucht man Losungen einer Differentialgleichung mit gegebenen Anfangsbedingungen, so
spricht man von einem Anfangswertproblem (AWP).

13.4. Geometrische Interpretation von Differentialgleichungen 1. Ordnung

$52012

y' =fxy)

d.h. in jedem Punkt (x,y) € G S R? wird eine Steigung y'(x) durch die Funktion f(x,y)
vorgegeben. — Richtungsfeld

Beispiel: f(x,y) = y — Differentialgleichung y' =y
y

Anfangswertproblem ist eindeutig
[6sbar & durch jeden Punkt

s s A~~~ ~_~ (xy)E G lauft genau eine
ST et Losungskurve (Graph der Losung)
— Yo — — — — — —

X
Xo
JJ 0 oy
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13.5. Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof

Sei f: G = R stetig und erfiille die sogenannte lokale Lipschitz-Bedingung bzgl.
y = (¥, e Y1), d.h. zu jedem (xg, Vg, ..., Yn—1) € G existiert eine Umgebung G S G und
L = 0, so dass

@ — (,® ®
If (e, y D) = fx,y@)| < L+ [|y® — yP|| mit /@ = (y(z) 7EZ) )
e Y

fur alle (x,v;), (x,v,) € G
Dies ist z.B. erfillt, wenn f stetig differenzierbar ist.
Dann gibt es zu jeder Anfangsbedingung

Y(x0) = Yo, 0, YV (x0) = yn_y

genau eine Losung des Anfangswertproblems (mit maximalem Definitionsintervall von y) zu
der Differentialgleichung

y(n) = f(x’ y’y” .__’y(n_l))_

Spezielle Methoden fiir Differentialgleichungen 1. Ordnung
13.6. Trennung der Variablen

Betrachte Anfangswertproblem y’ = f(x) - g(y)
y(xy) = yo wobei f: I = R, g:] = Rstetig, I,] Intervalle in R (hier istdann G = I X J)
1. Fall: g(yy) = 0 = y(x) = y, konstant ist offensichtlich eine L6sung der Dgl.

2. Fall: g(yg) # 0 = g istin einer Umgebung von y ebenfalls # 0 (Stetigkeit!), ohne
Einschrankung g(y) # O furalley € .

,Formale Rechung”:
=L ) g0) o —dy = f)dx"
=—=f(x)- &, ——dy = f(x)dx
y dx g\y 90 y
[soe=1,
s —dt=f f(t)dt
)’Og(t) X0
Oder nach Anfangsbedingung

1

f@dy=ff(x)dx+6
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13.7. Beispiele

i yv=yf=1,g90)=y

4y _ @fld—fhi
dx_y yy_ x

Inly|=x+C
= y(x) = +e**¢ =g-exmit5€R
=:C
(i) y' =y?-x°
dy 2..3
dx y
f Ld f 3
= | =dy=| x°dx
y2
1 1
——=—x*+C=-(x*- ()
y 4c
Sy =7"—3
Definitionsintervalle: I
C<0:I=R
C~ = 0:1= ]_mﬁ_%[f ]_%ﬁ %[1_%100[
y

$52012
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Lineare Differentialgleichungen
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y'=a(x)-y+b(x)

dabei nur linear bzgl. y. a, b mlssen nicht linear sein.

13.8. Homogene Gleichung: b(x) = 0

Typ: Getrennte Variablen

Losung:

13.9. Beispiel

d.h.a(x) =x

d
d—z=a(x)-y

f%dy =fa(x)dx

= In|y| = f a(x)dx + C

y = ieé . efa(x)dx
=:C

y(x) =C. efa(x)dx

y =x-y

1,
=>y(x)=C-e2"

13.10. Inhomogene Gleichung: b(x) + 0

Ansatz: Variation der Konstanten

y'=a(x)-y+b(x)

y(@) = C(x) - el a0

(wére C(x) = C — Lésung der zugeho6rigen homogenen Gleichung)

$52012
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Einsetzen in Gleichung:
Linke Seite:
y'(x) = C'(x) - e 4x 4 ¢(x) . e a@dx . g(y)

Rechte Seite:
a(x) - y(x)+b(x)=a(x) C(x)- efadx 4 b(x)

Gleichsetzen liefert
C'(x) - ef 4% = p(x)

Aufldsen nach C'(x) und Integration liefert C(x):

C'(x) = b(x) - e~ a®)dx

13.11. Beispiel

$52012

y' =2xy+x3 > a(x) = 2x,b(x) = x3

homogene Gleichung:
y' = 2xy

Losung
y(x) = C - el a@dx = ¢ . ¥

Variation der Konstanten, d.h. Ansatz:
y() = C(x) - e*’

y'(x) =C"(x) - eX’ + C(x) - e*’ . 2x
2xy +x3 = 2x - C(x) - e** + x3

=>C'(x)=x3-e

= C(x) = fx3 ce ™ dx

PD W. Hoh

Substitution: u = x2 = & = 2x
dx
1 part. 1 1 2
=>C(x)=—-Ju-e‘“du = .=—=-(14+u)-e*+C=—=-1+x%)-e* +C
2 Int. 2 2
1
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Lineare Differentialgleichungen héherer Ordnung
Betrachte Differentialgleichung vom Typ

YW +ay () -y 4t (0) -y + ag(x) -y = b(x)
mit a;, b: I — R stetige Funktionen, I € R offenes Intervall.

b(x) = 0: homogene Gleichung
b(x) % 0: inhomogene Gleichung

Man kann zeigen: Losungen von y(x) sind auf ganz I definiert.
Sei Ly die Menge aller Losungen der homogenen Gleichung (also b(x) = 0).

(H) y™ + a1 )y 4+ ag(x) -y = 0

13.12. Satz
Ly ist Vektorraum der Dimension n.
Beweis:

Seien y4,y,:1 = R Lésungen

O +y2)™ +ap 1 (x0) - 1 + 7)Y + -+ ag(x) - (v + x3)

=y b a0y e ag () -y Y+ oy (1) YTV gy (1) -y,
= 0 + 0
=0

Ebenso:

YELy=>Ay €Ly
Dies zeigt: Ly ist Vektorraum.

Sei nun x, € I beliebig aber fest.
Zu jedem (yq, ..., Yn—1) € R™ gibt es genau eine Losung von (H) mit

)’(xo). =XYo

Y@ D (xg) = ypy
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Betrachte Abbildung

YR > Ly
(Vo» +r» Yn—1) P diese Losung y(x)

dann folgt:
(i) Wistlinear

(i) W ist injektiv: Verschiedene Anfangsbedingungen liefern verschiedene Losungen
(iii) W ist surjektiv:

Ist y(x) € Ly: Wahle (y(xo),y’(xo), e,y D (xo)) als Anfangsbedingung, ¥ liefert

dann y(x) zuriick.

Somit
(iv) W ist Vektorraum-lsomorphismus (also bijektiv) = dim Ly = dimR™ = n

— Um alle Lésungen von (H) zu kennen, muss man also nur n linear unabhangige Lésungen
kennen, d.h. eine Basis von Ly

— Losungsbasis
Fir inhomogene Gleichungen gilt dann:

Allgemeine Losung der inhomogenen Gleichungen

spezielle Losung der inhomogenen Gleichung
+
allgemeine Losung der homogenen Gleichung (Ly)

Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
YWt an -y Y+t y' +agy = b(x)
mit a; € R.
Betrachte homogene Gleichung: b(x) = 0
Ansatz: Wahle
y(x) = e

furein A € C.

= yr =1- e/lx,yn =)2. e/lx,"_,y(n) =" elx
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Einsetzen liefert

Mmee™pa, AV e ta -1 e tay e
=" +ang A"+t Atag) e

Polynom auf A — Bestimme Nullstellen #0

Also
13.13. Satz

y(x) = e
ist genau dann Losung von
y™ 4+a, y® D 4.tqy-y=0,
wenn A € C Nullstelle der charakteristischen Gleichung
Mta, - A" 4t ap=0

ist.

13.14. Bemerkungen

(i) Gibt es n einfache Nullstellen A4, ..., 4,,, so bilden

e/'llx’ "'e/'lnx
eine Losungsbasis.
Ist A eine Nullstelle der Vielfachheit k, so sind
elx,x . elx’xz . 6lx’ ’xk—l elx

k linear unabhangige Losungen — bilden insgesamt Losungsbasis.
(i) Seid =a+ib € C\ R komplexe Nullstelle

= 1 = a — ib ist auch Nullstelle.

= Linearkombination von e** und e?* sind auch Lésungen:

e/lx + e/lx = g0X . elbx 4 e0x. e—be = g0X . (elbx + e—lbx)

=2.e% .Ree'P* =2.¢% . cos(bx)

e™ —eM™ =... =2i-e™ - sin(bx)
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= Zu konjugiert komplexem Nullstellenpaar a + ib gehoren
e . cos(bx),e™ - sin(bx)

als linear unabhangige Losungen.

13.15. Beispiele

(i) y'=y
d.h. y'" —y = 0, charakteristische Gleichung: 1> =1 =12 -1 =0
>4h4=11,=-1
= el = g%, ¢ 1% = ¢7* Ldsungsbasis

(i) y"' =-y
d.h.y"" + y = 0, charakteristische Gleichung: 12 + 1 = 0
> A =i
= e%%.cos(1-x) = cosx,e’* - sin(1x) = sinx Lésungsbasis

(iii) Federpendel mit Dampfung

k = 0: Keine Dampfung
y”'l'(l)(z)'y:O:)/‘{lrz = ii'(l)o
Losungsbasis cos(wg - x), sin(wg - x)

k> 0:
y'+k-y +wi-y=0

charakteristische Gleichung: A2 + k - 1 + w3 = 0

. k  Jk?2—4-w? k  |k2
27 9 )
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1.Fall: 0 <k < 2w,
2
, k

k
:Aljzz—ziiwmith W} 7

Losungsbasis

k K
e 2% . cos(wx),e 2" - sin(wx)

2.Fall: k = 2w,

k k2
> M= —3 + 7 wg zwei reelle negative Nullstellen

exponentieller Abfall
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