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1. Algebraische Grundstrukturen

Neutrales Element

Das Element, das bei der Verkniipfung keine Wirkung zeigt (Bei Addition/Subtraktion 0, bei
Multiplikation/Division 1).

Zum Beispiel: a * nE = a.

Inverses Element

Das Element, das bei der Verknipfung das neutrale Element ergibt (Bei Addition —a, bei
Subtraktion a, bei Multiplikation a™1, bei Division a).

Zum Beispiel: a * iE = nE.

Beim Rechnen mit Zahlen gelten bekannte Regeln, zum Beispiel

Assoziativgesetz
(a+b)+c=a+ b+
und
(a-b)y-c=a-(b-c).

Kommutativgesetz
a+b=b+a
und
a-b=>b-a.

Die inverse Operation zur Addition: Die Subtraktion b — a.
Dies ldsst sich so umformulieren:
Es gibt ein neutrales Element, genannt 0, mit der Eigenschaft

a+0=04+a=0,
und zu a ein inverses Element, genannt —a, mit der Eigenschaft

(—a)+a=a+(—a)=0.

Dann ist

b—a:=b+ (—a).

Ebenso fiir die Multiplikation:
Es gibt ein neutrales Element, genannt 1, mit

a-1=1-a=0,

.. _ 1 .
und zu a ein inverses Element, genannt a™! oder p mit

Die Division ist dann definiert durch

=aqa- b1

SIS}
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Man betrachtet nun allgemeiner: Grundmenge G mit einer Verknipfung, das heiflt Abbildung

«GXG->G
(a,b) » a=xb.

1.1. Definition

(G,*) heilkt Gruppe, wenn folgende Axiome erfiillt sind:

(i)

(ii)

(iii)

Assoziativgesetz
(axb)xc=a=*(bxc)fiurallea,b,c €QG.

Neutrales Element
Es gibt ein Element0 E G mita*0=0*a =a, Va € G.

Inverses Element
Zu jedem a € G gibt es ein inverses Element —a € G mita * (—a) = (—a) *a = 0.

Die Gruppe heiRt abelsch, wenn zuséatzlich das Kommutativgesetz gilt:

as*b=bxa,Va,b €EG

1.2. Beispiele

(i)
(ii)
(iii)

(iv)
(v)

(vi)
(vii)

(N, +) ist keine Gruppe: Kein Neutrales Element.

(N, +) ist keine Gruppe: Kein Element auRer der 0 besitzt ein inverses Element.
(N,-) ist keine Gruppe: Besitzt neutrales Element 1, aber kein Element auRer der 1
hat ein inverses Element.

(Z,+), (Q,+), (R, +) sind abelsche Gruppen.

(Z,) ist keine Gruppe: Neutrales Element 1, aber auRer zu 1 und —1 kein inverses
Element.

(Q,") ist keine Gruppe: Neutrales Element 1, aber 0 besitzt kein inverses Element.
Mit Q" := Q \ {0}, R* := R \ {0} sind (Q*,-) und (R*,-) abelsche Gruppen.

1.3. Permutationsgruppe

S, mitn € N ist ein Beispiel einer nicht-abelschen Gruppe.

Betrachte: Menge mit n Elementen, zum Beispiel {1,2, ..., n} und alle Permutationen

(Umordnungen) dieser Menge.

Das heilt die Menge aller Abbildungen f:{1,...,n} - {1, ..., n} die umkehrbar, das heiRt
bijektiv sind.

Von diesen Abbildungen gibtesn- (n—1) - (n — 2) - ...- 1 = n! Stlck.
Mogliche Schreibweise bein = 3:

WS2011/12
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Sp = {Alle Permutationen von {1, ...,n}}

Verkniipfung:
Sp XS, = S,
(f,.9)=feg
Komposition:
(f e 9)(x) = f(g(x))
Zum Beispiel mitn = 3:

f, g € S; gegeben durch

Dannist

also ist f o g wieder Permutation (bijektiv, siche Ubung 01).
Dann erfiillt (S,,°) die Gruppenaxiome:

Assoziativgesetz

(feg)eh=fo(geh)
gilt stets flir Kompositionen von Abbildungen (vergleiche Analysis ).

Identische Abbildung (neutrales Element)
id: {1, ...,n} > {1, ...,n}
XX

(alsoid(1) = 1,id(2) = 2, ...,id(n) = n).
=>id€e S,undido f=foid=f

Inverses Element zu f € S,
Umkehrabbildung £~ mit

flref=feoft=id

Kommutativgesetz gilt nicht (nicht abelsch)
Firn > 3 ist S, nicht abelsch, zum Beispiel mit f, g wie oben:

ros=(t 2 Daverger=( 2 3,

S foeg#gef
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1.4. Bemerkung
In einer Gruppe (G,*) sind die Gleichungen
a*x=>b,bzw.y*xa=1D>
stets eindeutig nach x bzw. y |16sbar, namlich durch
x=(—a)*b,bzw.y = b x (—a),
denn
(—a)x(a*x) =(—a)*b
> ((—a)xa)xx=(—a)*b
=>0*x =(—a)*b
=X =(—-a)*b

1.5. Ringe und Korper

Definition
Ein Ring (R, +,°) ist eine Menge R mit zwei Verkniipfungen, genannt

Addition
+:RXR->R
(a,b) »a+b
und Multiplikation
“RXR->R
(a,b) » a-b.

Die folgenden Rechenregeln (Axiome) genligen:
(i) (R, +) ist abelsche Gruppe (mit neutralem Element der Addition)
(i) (R, erfullt:
Assoziativgesetz
(a-b)-c=a-(b-0)
Existenz eines neutralen Elements der Multiplikation
(iii)  Es gelten die Distributivgesetze
1.

a-(b+c)=(@-b)+(a-c)

(a@a+b)-c=(a-c)+(b-c)
R heillt kommutativ, wenn die Multiplikation das Kommutativgesetz a - b = b - a erfiillt.

Ist (R \ {0],-) sogar eine abelsche Gruppe, so heilt (R, +,-) ein Korper.

WS2011/12 5
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1.6. Beispiele

(Z, +,) ist ein kommutativer Ring, aber kein Kérper.
(Q,+,") und (IR, +,-) sind Korper.

1.7. Folgerungen aus den Ring-Axiomen

In jedem Ring gilt

denn
0-a=(0+0)-a=0a+0a
< 0=0a
(1) x=x-(-1)=—x
Beachte

(—1) ist inverses Element beziglich der Addition und das neutrale Element beziiglich der
Multiplikation:

() y=x-(-y)=—-(x-y)
S ()(-y)=x-y

1.8. Restklassen Modulo n
SeineN, z > 2.
Definition
Man sagt: Zwei Zahlen a, b € Z sind kongruent Modulo n, wenn sie beim Teilen durch n
denselben Rest lassen. In Zeichen:
a = bmodn < a — b ist Vielfaches von n.
Oder mit Bezeichnung

nZ={x=n-zfurz€Z} e a—»b eni.

Zu gegebenem n zerfillt Z in n Restklassen, bezeichnet mit 0: Klasse aller z € Z, die beim
Teilen durch n Rest 0 lassen (das heif3t durch n teilbar sind).

Somit analog:
1: Klasse der z € Z, die beim Teilen durch n Rest 1 lassen.

n — 1: Klasse der z € Z, die beim Teilen durch n Rest n — 1 lassen.

Zum Beispiel n = 2:
0: Klasse aller geraden Zahlen.
1: Klasse aller ungeraden Zahlen.

WS2011/12 6
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Odern = 5:
Zur Restklasse 1 gehdren zum Beispiel 1,6,11,16, —4, —9, —14, ...
Zur Restklasse 3 gehoren zum Beispiel 3,8,13,88, -2, —12,—27, ...

Nun gilt

Addiert oder multipliziert man zwei ganze Zahlen aus zwei Restklassen @ und b, so liegt das
Ergebnis stets in derselben Restklasse, unabhangig von der Wahl des jeweiligen Vertreters
aus den Restklassen @ bzw. b.

Beispiel
n=>5:

Es sind 2 und 27 in der Restklasse 2.
Es sind 4 und 9 in der Restklasse 4.
Und essind2 -4 = 8und 27 - 9 = 243 in der Restklasse 3.

In der Tag folgt flir a = b mod n und ¢ = d mod n, dass

a+c=b+dmodn
a-c=b-dmodn.

Dies gilt, weil:
b=a+ki-nd=c+k, n
fur geeignete k4, k, € Z.

=>b+d=a+ky, n+c+ky, n=a+c+(k;+ky)n
€z

b-d=(a+ky-n)-(ct+ky, n)=a-c+a-ky n+ky n-c+kk,n?
=a-c+a-ky+c-ky+kiky, n
€z

Es ist daher sinnvoll, Addition und Multiplikation von Restklassen zu definieren:

17_1 + 17_2 = Ul + Uz
(Das Ergebnis ist die Restklasse des Ergebnisses der Rechnung mit zwei Reprasentanten der
Ausgangsklassen.)

Da sich die Rechengesetze des kommutativen Rings Z auf die Restklassen Z/nZ ibertragen,
gilt:

WS2011/12 7
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1.9. Satz
Z/nZ ist ein kommutativer Ring.
Beispiel
Z/2Z. Dann gibt es 0 und 1.

Additionstabelle

Entspricht dem logischen Operator XOR (exclusive OR).

Rl oll+
Rl ollol
ol Rk

Multiplikationstabelle

Entspricht dem logischen Operator AND.

= ol -
Ol Ol
= Ol =]

Z/4Z.Dann gibtes 0, 1, 2 und 3.

Additionstabelle

wIl NI ol 4+
WI NI =] Ol O
Sl WI NI = =]
= Ol WI NI NI
NI = O Wl Wi

Multiplikationstabelle

WI NI =] Ol

Ol Ol Ol Q|
WI NI = Ol
N Ol NI Ol NI
=N W Ol Wl

In Z gilt stets:

Anders zum Beispiel in Z/4Z: 2 - 2 = 0 mod 4.
Man sagt:

Z./4Z ist nicht nullteilerfrei.
Z und jeder Korper ist nullteilerfrei.

WS2011/12 8
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1.10. Anwendungen

(i)

(i)

Wir hatten gegeben: Z/nZ kann kein Kérper sein, da nicht nullteilerfrei.

Sein = 3.

Es gilt 10 = 1 mod 3.

Lineare Algebra |

=10=10-..-10=1-..-1=1mod3

PD W. Hoh

Liefert fir z € Z in Dezimaldarstellung mit Ziffern a,, a4, a,, ..., a, € {0,1,...,9}

z=a, 10" +a,_;-10" 1+ +qa;-10* + a4 - 10°
ap-1+ap_4-1+-+a;-1+ag
a, +ap_1+--+a;+aymod3

Das heifl3t z und die Quersumme von z lassen beim Teilen durch 3 denselben Rest.

Eine Zahl ist durch 3 teilbar, wenn ihre Quersumme durch 3 teilbar ist.

Frage

Kann die Zahl 1234567 die Summe von zwei Quadratzahlen sein?

Antwort
Nein. Denn:

Rechne mod 4: Esist 1234567 = 3 mod 4.

Nun gilt:

= alle Quadratzahlen sind in 0 oder 1 mod 4.
= Summen von zwei Quadratzahlen sind 0, 1, 2 mod 4, nie 3.

Es gilt allgemeiner:

Ist n keine Primzahl, so gibt es Zahlenr,s E Nmit1 <r,s <n,sodassr-s =n.
Alsoistr - s = 0 mod n und somit Z/nZ kein Korper.

Was passiert, wenn n = p Primzahl ist? Zum Beispieln = 7.
Gesucht: Inverses Element zu 3:

Vielfache von 3:

WS2011/12
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1.11.

1.12.

Es gilt allgemein:
Sei p prim: Suche inverses Elementzul <r<p—-1=1<k<p-—1:

k — r ist kein Vielfaches von p, da k und r teilerfremd zu p sind. Das heilt k - v # 0 mod p.
Ebensogiltfirl < k; <k, <p-—1:

ky-r—ky-3=(k, —ky) rZ0modp,
das heilt
ki -r £k, -rmodp.
Es gilt dabei
1<k —ky)<p—-1.

Also heiRen die Vielfachen1-1,2-3,...,(p —1) - 1.

Zerfallen in p — 1 verschiedene Restklassen, keine davon ist die 0.
Eine muss die Restklasse 1 sein, womit wir das inverse Element r~! gefunden haben.

Somit gilt:
Satz

Z/nZ ist genau dann ein Kérper, wenn n eine Primzahl ist.
Polynomringe

Sein € Nyund ay,aq, ...,a, € Rmita, # 0.
Dann heilSt ein Ausdruck der Gestalt

p=Px) = apx™+amp-pnx" '+ +a;-xt +a
ein Polynom mit Koeffizienten a, ..., a, vom Grad grad p := n.

Nullpolynom
p = 0, alle Koeffizienten Null: grad 0 := —oo.

Wir bezeichnen die Menge aller reellen Polynome mit R[x].
Allgemeiner kann man Polynome mit Koeffizienten in einem beliebigen Kérper K betrachten
und schreibt dann K[x].

Addition:
(apx™+ -+ ayx* + ag) + (bpx™ + -+ + byx' + by)
= (ap + bp)x™ + -+ (ay + by)x' + ag + by
Multiplikation:
(anx™+ -+ a;x’ + ag) - (bypx™ + -+ + byx! + by)
= ap by x™™ + (aybp—1 + Ay 1bp)X™ L + o+ (aybg + agby)x + agby

WS2011/12 10



Mathematik fiir Naturwissenschaften Lineare Algebra | PD W. Hoh

1.13.

1.14.

Satz

([x], +,-) ist ein kommutativer Ring mit Nullelement Nullpolynom und Einselement

p(x) =1.
Wie in Z gibt es in K[x] (dem Polynomring) Division mit Rest.
Zum Beispiel:
(x*+3x34+x2+2x+2) - (x2+x)=x?+2x—1
—(x* +x3)
2x3 + x?
—(2x3 + 2x2)
—x? + 3x
)
4x + 2 < Rest

Das heif3t,

x*+3x3 4+ x2+3x+2=(?+x) - (x2+2x—1) +4x + 2

Das heiRt es gilt:
Satz

Zuf,g € K[x], g # 0 gibt es eindeutig bestimmte Polynome q,r € K[x] mit
gradr < gradg mitf=q-g +r.

Folgerung

Fur f € K[x] und a € K gilt f(a) = 0 genau dann, wenn f durch x — a ohne Rest teilbar ist
(das heiBt f(x) = q(x) - (x — a) fir ein g € K[x]).

Denn:

S

Wenn die Division f(x) = q(x) - (x —a) = f(a) = 0.

N
Esist f(x) = q(x) - (x — 1) + r(x) mitgradr < grad(x — a) = 1. Also r(x) = r konstant.

Aber firx = afolgt0 = f(a) =q(a) - (a—a) +r =r,alsoistr = 0.
Das heiBt, f(x) = q(x) - (x — a) + 0 (kein Rest, Nullstelle).
Wie in Z kann man i K[x] mit Restklassen rechnen.

Sei f € K[x], f # 0 ein Polynom.
Wir sagen fiir zwei Polynome g4, g, € K[x]:
91 = g2 mod f,

wenn g4 und g, beim Teilen durch f denselben Rest lassen.

WS2011/12 11
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Aquivalent: Wenn g; — g, ein Vielfaches von f ist, das heiRt wenn
91=92=q"f

fur ein Polynom q € K[x].

Jede Restklasse besitzt als Reprdsentanten genau ein Polynom vom Grad < grad f.

Anwendung: Codierung mit Polynomen
Zu libertragen: Bitstring der Lange k:

(ml,mz, ...,mk) mit m; € {0,1}

Ubertrage Codewort der Linge n > k, um Ubertragungsfehler zu erkennen (alson — k
zusatzliche Bits, das heillit mit Redundanz).

Bekanntes und haufig verwendetes Verfahren:
Cyclic Redundancy Check (CRC)
Identifiziere hierzu {0,1} mit Z/2Z = Z, und Bitstring mit Polynom in Z,[x]:

m(x) == myx* T+ myxk2 + o+ my_ x +my

vom Grad gradm < k — 1.
Verwende standardisiertes Generatorpolynom g(x) vom Grad grad g = n — k (zum
Beispiel g(x) = x® + x> + x2 + 1 - CRC-16).

Bilde nun

n

x" k. m(x) & (my,my, ..., my,0, ...,0).

Also die Koeffizienten um n — k Stellen nach links schieben und rechts mit Nullen auffillen.
Dividiere dieses Polynom durch g(x) mit Rest, also

X" em(x) = b(x) - g(x) +7(x)

(das heiRt (x) ist Restklasse von x™ ¥ - m(x) beim Rechnen Modulo g(x)) und sende

b(x) - g(x) = x" - m(x) — r(x)
=x"F.m(x) +r(x)
(beachte: InZ, ist 1 = —1).
Sende also den Bitstring (beginnend mit Koeffizient hochster Ordnung)

(my, My, ..., M, 71,7, ey Tni)

Nutzdaten Koeff. von r(x)
=Checksumme

Es sei d(x) das Polynom des empfangenen Bitstrings.

WS2011/12 12
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Berechne f(x) mod g(x). Wenn Ubertragung fehlerfrei, muss der Rest bei Division 0 sein:

1. Fall

d(x) £ 0 mod g(x) = Ubertragungsfehler.

2. Fall

d(x) = 0 mod g(x) = Ubertragung kann, muss aber nicht korrekt sein (sicher richtig, wenn
maximal ein Bit falsch).

Man wahle ein moglichst glinstiges Generatorpolynom, um viele Fehler zu erkennen.

Seinun f € K[x], f # 0. Dann bezeichnet K[x]/fK|[x] die Menge der Restklassen
Modulo f.
Wie fur Restklassen ganzer Zahlen gilt fir Restklassen von Polynomen g4, g,, hy, h, € K[x]:

g1 = g, mod fund h; = h, mod f
=>gl+h1Eh2+h2m0dfundg1'h1Egz‘hzmodf

Sonst: Bezeichnet g die Restklasse eines Polynoms g € K|[x], so definiert

+h

S s
I
Q

g+
g-

I
Q
>

eine Addition und eine Multiplikation auf K[x]/fK[x] und (K[x]/fK[x], +,") ist ein
kommutativer Ring.

Wann ist K[x]/fK][x] ein Kérper?

Was ist das Analogon zu Primzahlen in K[x]?

Definition
Ein Polynom f € K[x] heiRt reduzibel, wenn es zwei Polynome g,, g, gibt mit
grad g = grad g, =1,
so dass
91-92 =1

Ansonsten heiRt es irreduzibel.

Denn wire f reduzibel, so gibe es wegen grad f = 2 zwei Polynome g4, g, € Z,[x] vom
Grad 1, das heifSt
g1 =X~ 01,92 = X — Ay,
so dass
f=91" 92
Dann sind a4, a, Nullstellen von f.
Aber:
fO=0240+1=f1)=1>+1+1=1,

das heif’t, f hat keine Nullstellen.

WS2011/12 13
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1.15. Satz
K[x]/fK][x] ist genau dann ein Kérper, wenn f irreduzibel ist.

Beispiel
WieobenK =Z,, f = x? + x + 1.

Natirliche Reprasentanten der Restklassen sind Polynome vom Grad > 1.
a;x + ay, a; € Z, = {0,1}

— 4 Restklassen:

0 Nullpolynom (= Nullelement von K)

1 Konstant Eins (= Einselement von K)

X und x + 1.

Additionstabelle

+ | 0o | 1 b4 x+1
0 0 1 X x+1
1 1 0 x+1 X
x x x+1 0 1
x+1 x+1 X 1 2
Multiplikationstabelle
- | 0o | 1 % x+1
0 0 0 0 0
1 0 1 X x+1
x 0 x x+1 1
x+1 0 x+1 1 X
Es gilt
xX-x = x? =x?4+x+14+x+1=x+1modx*+1+1
x-(x+1)=x*+x =x2+x+1+1 =1 modx?+x+1

x modx? +x+1

x+1D)-(x+1D)=x?>+x+x+1
K[x]/fK][x] Kérper = f ist irreduzibel.
K =17Z,, f = x? + x + 1 - Kérper mit 4 Elementen 0,1, X, x + 1.
Dieser Kérper heilt iiblicherweise GF (2%) = GF (4) ,,Galois Field“.
Die Auswabhl der Elemente eines endlichen Korpers ist stets eine Primzahlpotenz p™. Man

erhdlt einen solchen Kérper, indem man im Polynomring Z,, [x] ein irreduzibles Polynom f
der Ordnung n wahlt und Restklassen Modulo f betrachtet:

Zylx1/fZplx] = GF(p™)

WS2011/12 14
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Zum Beispielp = 2, n = 8:
In Zy[x]ist f == x8 + x* + x3 + x + 1 irreduzibel.

= Z,[x]/fZ[x] = GF(256) mit p™ = 28 = 256 Elementen (= Restklassen) dargestellt
durch Polynome vom Grad < 7:

a;x” + -+ a;x! + ay mita,, ...,aq € Z, = {0,1} = (a,, ..., a,) Byte.
Anwendung: Reed-Solomon-Code
Zu Ubertragen: Byte-Folge

my, ..., my, mitm; € K = GF(256).

Zugeordnetes Polynom in K[x]:
p(x) = myxk"1 + myxkt + -+ my,

Ubertrage nun nicht my, ..., my, sondern diverse Funktionswerte von p(x):

(p(x1), p(x2), ..., p(xn)) Mit x; € K = GF(256)
und n > k (das heiflit Redundanz von n — k Bytes).
Nun gilt:
Aus je k der Funktionswerte kann das Polynom p(x) (durch Interpolation) rekonstruiert
werden).

— Bis zu n — k Bytes diirfen bei der Ubertragung verloren gehen,

Mehr noch:
Ist die Anzahl der fehlerhaft (ibertragenen Bytes < %(n — k), so lasst sich das korrekte

Polynom zuriickgewinnen. — Fehlerkorrektur-Code (FKC/FCC).

2. Der n-Dimensionale Raum

Descartes: , Identifiziere Punkte in der Ebene mit Zahlenpaaren®. — Algebraisierung der
Geometrie.

x und y heiBen die Koordinaten vom Punkt P.

Die Menge aller Punkte in der Ebene entspricht allen Zahlenpaaren, das heilt
R2=RxR={(x,y) | x,y ER}

ist das Modell der Ebene.

Analog: R3: {(x,y,2) | x,y,z € R} Die Tripel aller reellen Zahlen ist das Modell des
dreidimensionalen Raums.

WS2011/12 15
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Ebenso: R! = R: Zahlenstrahl. Modell der Geraden im eindimensionalen Raum.

Allgemeiner
" ={(xq, .., %) | x; € R} ist n-dimensionaler Raum.

Vektoren im n-dimensionalen Raum:
Freier Vektor

Beschreibt Verschiebung im Raum.
Ortsvektor

An festen Ursprung angeheftet.

Jeder Vektor beschreibt einen Punkt im Raum.

Vektoren kann man durch Aneinanderhangen addieren:

In Koordinaten:
d = (a1,a3), b = (by, by).
i(_l)-l-l_)): (a1+b1,a2+b2)

Im Folgenden wird auf die Vektorschreibweise X verzichtet und als x dargestellt.

Allgemeiner
Addition in R™:
a=(ay,..,a,) ER"
b = (by,...,b,) ER"
>a+b:=(ay+by..,a,+b,) ER"
2.1. Satz

(R™, +) ist eine abelsche Gruppe.

(i)  Assoziativgesetz folgt aus (IR, +).
(i)  Neutrales Element: Nullvektor0 = 0 = 0 = (0,...,0) e R™:
(ag, ...,a,) +(0,..,0) =(a; +0,...,a, + 0)
= (ay, ...,a,) = (0,...,0) + (a4, ..., a,)

(iii)  Inverses Elementzu a = (a4, ..., ay):
—a = (—ay, .., ~ay)

(—a)+a=(-ay,..,—ay) + (ay, ..., ay)
=(-a, +a4,..,—a,+a,) =(0,..,0) = O=a+ (—a)
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(iv) Kommutativgesetz:
(ai, ..,an) + (by,...,by) = (a; + by, ...,ay + by) = (b1, a4, ..., by + ay)
= (blr Ty bn) + (all LA an)

Vektoren kann man mit Skalaren (eindimensionale Korperelemente) multiplizieren. Dies
resultiert in Streckung bzw. Stauchung von Vektoren.

Ist a ein Vektor, so ist flir

A =0, A - a ein Vektor mit gleicher Richtung wie a und mit A-facher Lange,
A < 0: 1 - a ein Vektor mit entgegengesetzter Richtung und |A|-facher Linge.

In Koordinaten mit A € R:
A-(aq,...,a,) = (Aaq, ..., Aay)
definiert Verknipfung

+“RXxR" - R"
(A4,a) » Aa

2.2. Rechenregeln
Distributivgesetze fur A, u € R, a, b € R™:
(i) A-(a+b)=Aa+ b
(i) A+wa=A2ia+pua
(i) A-w-a=21-(u-a)
(iv) l-a=a
2.3. Definition

Seien xq, ..., x; € R™ Vektoren:

(i)  Dann heiBt fur die Zahlen A4, ..., 4, € R™ der Vektor

k
X =Ax1 +Arxy + o+ Apxy = Z’li‘xi

i=1
eine Linearkombination der Vektoren x4, ..., Xj.
(ii) Die Menge aller Linearkombinationen von x4, ..., X
k
lin{xy, ..., x; } = {2/11- x|, ER
i=1

heil’t lineare Hiille von x4, ..., xj.

WS2011/12 17



Mathematik fiir Naturwissenschaften Lineare Algebra | PD W. Hoh

2.4. Beispiele
(i)  Zwei Vektoren x,x, € R? mit x;,x, % O.
1. Fall
X7 und x, zeigen in dieselbe (oder entgegengesetzte) Richtung. x; und x, heillen
dann kollinear.

= lin{x,, x, } beschreibt Gerade durch den Ursprung in diese Richtung.

2. Fall
X1 und x, zeigen in unterschiedliche Richtungen.

= lin{x;, x,} = R?
i Drei Vektoren x, x5, x3 € R3 mit x, x5, x ¢6.
1, X2,X3 1, X2,X3

1. Fall
X1,X5, X3 zeigen in dieselbe (oder entgegengesetzte) Richtung.

= lin{xy, x,, x5} beschreibt Gerade durch Ursprung in diese Richtung.
2. Fall
X1, X5, X3 zeigen in verschiedene Richtungen, liegen aber in derselben Ebene. x{, x,

und x5 heiBen dann komplanar.

3. Fall
X1,X3, X3 liegen nicht ein einer Ebene.

= lin{x;, x5, x5} = R3
2.5. Weitere Operationen mit Vektoren

Skalarprodukt in R".
Seienx = (xq, ..., Xp), Yy = V1, -, Yn) € R™

(x,y) =x-y=x;91+ -+ x,0, ER

Dannist

x| = y/{x, x) =\/xf +x2+-+x2€R

Betrag, Norm oder Ldnge von x (Nach Pythagoras).
In R? und R3 gilt:
(x,y) = |x| - |y| - cos @, mit @ Winkel zwischen x und y.
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Insbesondere fiir x, y # 0:
(x,y)=0ecosa=0=a=90°=x Ly

Vektor- oder Kreuzprodukt in R3:
x = (X1,%2,%3),y = (¥2,¥2,¥3) € R®.

x Xy = (X2)3 = X3Y2,X3Y1 — ¥1Y2 — X2¥1) € R
Dabei steht x X y senkrecht auf x und y.
[x X y| = |x| - |y] - sina, mit @ Winkel zwischen x und y.
Beachte:
y X x = —(x X y) (Antikommutativ)
3. Vektorraume
3.1. Definition

Sei K ein Korper. Ein Vektorraum V Uber K (oder K-Vektorraum oder K-VR) ist eine Menge
V mit

(i)  einer Addition:

+ VXV >V
(a,b) »a+b

so dass (V, +) eine abelsche Gruppe ist.
(i)  einer skalaren Multiplikation:

KXV -V
AXa)»A-a

sodassfirAd,u € Kunda,b €V gilt:

Ala+b) =Aa+ Ab
A+ wa=2a+ ua

A-w-a=21-(u-a)
l-a=a

Die Elemente von V heiRen Vektoren.
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3.2. Beispiele

(i)

(i)

WS2011/12

R™ wie in Kapitel 2 ist ein Vektorraum Gber R.
Allgemeiner fir beliebigen Kérper K:

K" :={(ay,..,a,) | a; EK}
mit Addition
(ai, .,ay) + (by,...,by) = (a; + by, ..., ay + by)
und skalarer Multiplikation

A-(aq,...,ay) = (Aaq, ...,Aa,), L € R.

Somit ist K™ ein Vektorraum Uber K.
Zwei Schreibweisen: ,,“

K" ={(ay,..,ay) | a; € K} ,Zeilenraum“, oder

[

KO = {6} ,Nullvektorraum*
Sei K ein Koérper und M eine beliebige Menge. Dann ist

a; € K} »Spaltenraum®.

Speziell:

K™ := {Abbildungen f: M — K}

ein K-Vektorraum mit Addition
fitfaM =K,

gegeben durch

(i + f)(x) = fi(x) + (%),
und Multiplikation

AftM - K,

gegeben durch

Af)(x) =2 f(x).

Ist speziell M = {1, ..., n} endliche Menge, so ist KM gerade der K™.

f)
Eine Abbildung f: {1, ...,n} = K entspricht ,,Vektor”< : )
f(n)

20
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3.3. Folgerungen aus den Vektorraumaxiomen
() 0-v=0,1-0=0
(ii) A-v=0>1=0vVv=0
(i) Awv—w)=Av—Aw,(1—pwv =Av—puv
(iv) (Dv=-v

3.4. Definition

Sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge W c V heift Untervektorraum, Unterraum oder
Teilraum, wenn

i) wW=090
i) Oew
(i) ww, eW=>w+w,eW
(v A€eK,weW=A-weW

3.5. Satz
Ein Untervektorraum W von V ist wieder ein K-Vektorraum mit induzierter Addition und
skalarer Multiplikation (das heiRt, wenn man die Addition von ¥V X V auf W X W und die

skalare Multiplikation von K X V auf K X W einscrhankt).

Beweis
Aus 3.4(iii) und (iv) folgt:

Addition
WxW->W
(a,b) »a+b
Multiplikation
KxW->Ww
(4a) » Aa

sind sinnvolle Verknipfungen.

(W, +) ist abelsche Gruppe: Assoziativ- und Kommutativgesetz klar (folgen aus V).

0ew:

3.3(i) -
Nach 3.4(iii) existiertw € W = 0-w=0.

Inverses Element:

3.3(v)
SeiweW=-w = (1) wew.,

Rechenregeln fir ,,-“ sind automatisch erflllt, da sie auch fir V gelten.
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3.6. Beispiele
(i) In R3 bilden jede Gerade und jede Ebene durch den Ursprung einen
Untervektorraum.
(ii) Sei V = R die Menge aller Funktionen fiR->R.
V ist ein R-Vektorraum mit zum Beispiel folgenden Untervektorraumen:
{f:R—>R]| f stetig}
{f:R - R | f differenzierbar}
{f:R - R | f dreimal differenzierbar }
{f:R > R f ist Polynomfunktion }
4. Lineare Unabhangigkeit und Basis
4.1. Definition

Sei V ein K-Vektorraum.

(i) Fur A4, ..., 4, € K, v4, ..., v, €V heildt

n
v+ -+ A0, = Z/livi
i=1

eine Linearkombination der Vektoren vy, ..., v,.
(i) Fir W c V heilSt die Menge aller Linearkombinationen von Vektoren aus W

n
linW = {Z Aiw;

i=1

AieK,weW,neN}

die lineare Hille von W.
4.2. Satz
lin W ist kleinster Untervektorraum von V, der W enthalt.

Beweis
lin W ist Untervektorraum, denn

(i)

0
Z/liwi =6EIII’IW¢ Q)

=1
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(ii)

(iii)

Seien

n m
w = Zliwi und w = Z /11171;]
i=1

j=n+1
beliebige Elemente von lin W

m
Sw+w =Z/1iwi ElinW
i=1
Seien A € K und

n n
Aw = A-ZAiwi — Z(A-Ai)wi €linW.
i=1 i=1

Ist X weiterer Untervektorraum von V mit W c X, dann ist zu teigen, dass
linW c X.
Sei dann

n
Z Aiwi €linlW
i=1

beliebiges Element.
Wegen w; € W c X dann auch

n
Z }{iwi € W,
i=1

da X Untervektorraum.
AlsolinW c X.

4.3. Definition

Sei (v;);e; ein System von Vektoren v; in einem K-Vektorraum V mit I als beliebiger,

endlicher oder unendlicher Indexmenge.

(i)
(ii)

(iii)

WS2011/12

(v;)ie; heiBt Erzeugendensystem von v;, wennlin{v; |[i €1} =V.
(vi)ier heiBt linear unabhéngig, wenn fir jede Wahl von endlich vielen Vektoren
Vi1, -, Vik €E{v; | i €1} und A4, ..., 4 € K mit

(das heilt jede Linearkombination, die 0 ergibt) gilt
Al=).2:"':)lk=0,
sonst linear abhangig.

(v;)ie; heiBt Basis von V, wenn (v;);¢; ein linear unabhangiges Erzeugendensystem
ist.
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4.4. Bemerkung

(vi)ie; linear unabhdngig bedeutet:
Die Koeffizienten A4, ..., A, einer Linearkombination

v =0 + o+ Ay,
fur einen Vektor v € lin{ v; | i € I} sind eindeutig bestimmt.

Denn:
Ist
V=gt vy,

weitere Linearkombination fir v, so ist

(A = vy, + -+ (e = Vi, = vy, + -+ Levyy = (vi, + - + vy,
=V-V=0

i
Linearkombination des Nullvektors i l:leéh A=y e A = Ui
In. unabn.

Daher gilt:

Wier

ist Basis von V. Das ist dquivalent zu

Wier

ist System von Vektoren, so dass jedes v € V' eindeutig als Linearkombination der v;
darstellbar ist.

4.5. Beispiele
(i) V = K™ Spaltenraum von K. , Kanonische Basis“:

B ()

e1=|0]e= n |

oo\ Y

ist Basis, denn

A n

V= A:Z EKn@'U:Z/‘liei.
/1' i=1
n
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(i) Im R-Vektorraum der Polynomfunktionen R[x]

fR->R
x P apx™+ -+ axt +ay,a, ER,nEN,

bilden Potenzfunktionen (p;);en,, Wobei p;(x) = x! eine Basis ist.

Denn fir f(x) = apx™ + -+ a;xt + ag ist f = appn + -+ + a1p1 + agPo-
= (pi)ien, ist Erzeugendensystem von R[x].

Lineare Unabhangigkeit
Sei Polynom

apx™ + -+ a;x* + ag = 0, Vx € R (Nullfunktion).
Dannista,, =--=a; = 0.

4.6. Lemma

Ist p € K[x] nicht das Nullpolynom und grad p = n, so besitzt p(x) héchstens n Nullstellen
(Also falls p € R[x] mit p(x) = 0, Vx € R = p ist Nullpolynom).

Beweis von 4.6
Annahme: p besitzt mindestens n Nullstellen x4, ..., x,, (sonst fertig). Folgerung aus 1.13:

=px) = (x —x)pX),

wobeigradp =n — 1und p(x,) = p(x3) = - = p(x,,) = 0.
Rekursion liefert

p(x) = (x —x)(x = x3) - o (X = xn) = Do

mit grad p, = 0, das heiBt p, ist Konstante # 0.
Somit
p(x) =0 x € {xq1, ..., X0},

das heiBt p hat héchstens n Nullstellen.
4.7. Beobachtung

In R?, Vektoren vy, v,, V3, v, wie folgt:
Uy

e

= lin{v,, v,,v3,v,} € R?
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4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

4.12.

4.13.

Man kann zwei geeignete Vektoren wihlen, die Basis von R? sind.
Zum Beispiel v; und v,, oder v; und vs.
Es liefert aber nicht jede Wahl von zwei Vektoren eine Basis ({v3, v,} ist keine Basis, da die
beiden Vektoren kollinear sind).
Mehr als zwei Vektoren sind stets linear abhangig, zum Beispiel v4, v,, v3, weniger als zwei
Vektoren erzeugen R? nicht.
Satz
Fir ein System (v;);¢; in einem K-Vektorraum sind dquivalent:

(i)  (v))ig ist Basis.

(i) (v;)ig ist maximales linear unabhangiges System (das heilt Hinzunahme eines

weiteren Vektors zerstort die lineare Unabhangigkeit).
(iii)  (v;)ig ist ein minimales Erzeugendensystem (das heiRt nach Entfernen eines

Vektors wird V nicht mehr erzeugt).

Es folgt insbesondere:
Satz

Jeder Vektorraum besitzt eine Basis. Genauer:

(i)  Jedes Erzeugendensystem enthilt eine Basis.
(i)  Jedes linear unabhangige System kann zu einer Basis ergidnzt werden.

Bemerkung

Die Schlussfolgerung, dass 4.8 den Satz 4.9 impliziert, bendtigt fir den Fall unendlicher
Systeme (v;);¢; etwas fortgeschrittene Mengenlehre, ist aber auf jeden Fall richtig.

Bemerkung

In jedem Vektorraum (auRer {6}) gibt es viele verschiedene Basen. Wenn ey, ..., e,, und
fi, -, fn Zwei verschiedene Basen sind, ist nach Definition einer Basis nicht klar, dassn = m
ist.

Man kann aber zeigen:
Satz

Jedes Paar von Basen eines K-Vektorraumes V haben gleich viele Elemente.
Definition
Die Anzahl der Elemente einer Basis eines K-Vektorraumes V heilt Dimension dim V.

dim{ﬁ} =0
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4.14. Beispiele

(i) V=K"
1 0
Kanonische Basis: e; = . |een = 0 =S dimK" =n.
0 1

(i) V= R[x]. Polynome (p;);en, Mit p;(x) = x ist Basis
= dimR[x] = o

4.15. Folgerungen
Sei dim V = n. Dann sind dquivalent:
(i) {vi, ..., vy, } ist Basis.
(i)  vq, ..., v, sind linear unabhangig.
(iii)  {vq,.., vy} ist Erzeugendensystem (folgt aus 4.8).
Bestimmung von Basen und Dimension
Seien vy, ..., v, € K™ (nicht notwendigerweise linear unabhangig) Vektoren und

V =lin{vy, ..., v }.

Matrizenschreibweise
4.16. Definition

Seien m,n € N. Eine m X n-Matrix A ist ein rechteckiges Schema bestehend aus m Zeilen

A1 0 Qan
A = ( > = (aij)i=1...m
j=1..n

und n Spalten:

mit Eintragen a;; € K.
Die Menge der m X n-Matrizen mit Eintragen aus K wird mit

Mm,n(K)
bezeichnet.
Speziell:
M, (K) = M, ,,(K) (Quadratische Matrizen)
M, ,(K) (Zeilenvektoren in K™)
M, 1(K) (Spaltenvektoren in K™)

V =lin{vy, ..., v}, v; € K™
ist Untervektorraum.
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Schreibe nun die Vektoren vy, ..., v, € K™ als Zeilenvektoren untereinander:

%1
— k X n-Matrix < : )
Vg

Folgende elementare Zeilenumformungen andern den von den Zeilenelementen erzeugten
Vektorraum nicht (mit A € K):

4.17. Elementare Zeilenumformungen

(Typ I): Multiplikation einer Zeile mit A # 0:
U1 U1
Vi —I) A v

Vi Vi

(Typ I1): Addition des Vielfachen A - v; einer Zeile v; zu einer anderen Zeile v;:

Ui Ui
% %
. I .
H RN H
vj vi+A-v;
Uk Uk

/vl\ /vl\
[ %] 1Y
N )
Vj Ui)
Vg Uk

Man kann eine Matrix nun stets durch elementare Zeilenumformungen auf
Zeilenstufenform (ZSF) bringen, das heilt in die Form

0 = 0 by, .
0 - by,
0 - b,
0

0 bfjg
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4.18. Satz

Die von Null verschiedenen Zeichen bilden eine Basis von V = lin{v, ..., v} }. Die Anzahl £
dieser Zeilen ist die Dimension von V.

4.19. Beispiel

Vier Vektoren in R5.

0 0 0 0

0 1 -1 0

v = 0|,vp=|-21|,v3= 21,v,=10
2 1 1 1

-1 0 —-11 2

0 0 0 2 -1 0 1 -2 1 0
0 1 -2 1 0 l_“) 0 0 0 2 -1
0o -1 -2 1 012210 -1 -2 1 0
0 0 0 1 2 0 0 0 1 2
01 -2 1 0
I 0 0 0 2 -1
_)
323110 O 0o 2 -1
0 0 0 1 2
01 -2 1 0
| 00 0 2 -1
— 00 0 0 0
3.-3.-2 5
4-4-32\0 0 0 0 >
2 2
01 -2 1 0
" 0 0 0 2 -1
— 5
3.4.00 0 0 0 >
0 0 0 0 0

= Basisvon V = lin{v,, ..., v, }:

4.20. Algorithmus zur Umformung auf Zeilenstufenform (GauB-Algorithmus)

1. Schritt: Suche erste Spalte (mit Index j;), die nicht nur aus Nullen besteht und bringe
durch Zeilentauschen (Typ Ill) ein von 0 verschiedenes Element in die 1. Zeile.

2. Schritt: Addiere Vielfache von der ersten Zeile zu allen anderen Zeilen (Typ Il) derart, dass
in den Spalten unterhalb von by ;, Nullen entstehen.

Nun Iteration: Dasselbe Verfahren anwenden auf die dadurch entstandene Untermatrix.

— Nach endlich vielen Iterationen ist die Matrix in Zeilenstufenform.
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4.21. Bemerkungen

(i)

(ii)

(iii)

(iv)

Analog kénnte man die Vektoren vy, ..., v, € K™ als Spaltenvektoren in die Spalten
einer n X k-Matrix eintragen und elementare Spaltenumformungen durchfiihren.
Man definiert:
Die Dimension des von den Zeilen einer Matrix A erzeugten Untervektorraumes
heillt Zeilenrang von A.
Die Dimension des von den Spalten einer Matrix A erzeugten Untervektorraumes
heillt Spaltenrang von A.
Somit:
Der Zeilenrang ist invariant unter elementaren Zeilenumformungen.
Der Spaltenrang ist invariant unter elementaren Spaltenumformungen.
Es gilt sogar:

Zeilenrang von A = Spaltenrang von A
(Begrindung spater)

Seien U; und U, Untervektorrdume von V, so ist U; N U, wieder Untervektorraum (Priife
Bedingungen in 3.4) aber U; U U, ist im Allgemeinen kein Untervektorraum.

Man definiert daher:
4.22. Definition

U1 + U2 = 11r1{U1 U Uz}

heillt die Summe von U; und U, (kleinster Untervektorraum, der sowohl U; als auch U,
enthalt).

4.23. Bemerkung

Ist {vy, ..., Uy} Erzeugendensystem von U; und {wy, ..., w,,,} Erzeugendensystem von U,:

= {vy, ..., Vg, Wy, ..., Wy, } ist Erzeugendensystem von U; + U,.

=>U1+U2={v=u1+u2|u1€U1,u2€U2}

4.24. Dimensionsformel

Beachte:
Istv =uq +u, € Uy + U, mituy € Uy und uy € U,, so gilt flirw € Uy N Us:

v=_~u +w)+ (u, —w)

Das heildt Zerlegung v = uy + u, mit uy € U; und u, € U, ist nicht eindeutig, wenn
dim(U; N U,;) > 1.

WS2011/12
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Ist jedoch dim(U; N U,) = 0, das heilt U; N U, = {6}, so heillt
U]_@UZ = U1+U2

die direkte Summe von U; und U,.
Es gilt dann

5. Lineare Abbildungen
5.1. Definition

Seien V und W K-Vektorrdaume.
Eine Abbildung f:V — W heif’t (K-)linear (Vektorraum-)Homomorphismus, wenn

f+y)=f)+fO),x,yeV
und

fA-x)=2-f(x), €K, xeV
gilt.
Sei
hom(V,W) = {f:V > W | f linear}.

5.2. Beispiele

(i)
]R?’ N RZ
X1
PR (x1 +x, + x3)
X3 X1 — Xg + 2%3
(i) V= R[x] (Menge aller reellen Polynome)

f:v-Vv
prp
oder
g:V-R

1
po fo p(x)dx

(iii)  V = Vektorraum aller konvergierenden Folgen

f:V-NR

(an)nEN ~ lim an
X—00
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5.3. Eigenschaften

(i)

(ii)

(iii)

fa==f)+f=y) =)+ (~=fO) = fx)~ fO).
Insbesondere fiir x = y:
f(0)=0
Ist V' ein Teilraum von V = f(V') ist Teilraum von V.
Denn:

0=,(0)ef"
x',y' € f(V")=>Esgibtx,y € V' mitx' = f(x) undy’ = f(y).

>x'+y' =f)+f)=fx+y)efV)
ev’
und fur 1 € K:

Ax' =2f(x) = f(Ax) € fF(V')
ev’
Ist W' Teilraum von W = f~1(W') ist Teilraum von W/.

Furx,y € f7 (W) = f(O, f() e W'
> fx+y)=fO+fOEW =x+yef W)

undfir A € K:
fAx) =Af(x) eW' = Ax € fFL(W")

5.4. Definition

Fir f:V = W linear ist

im f = f(V)

das Bild von f (Image) und

ker f = f‘l({ﬁ})

der Kern von f.
Nach 5.3(ii) und (iii) gilt:

im f ist Teilraum von W und ker f ist Teilraum von V.

5.5. Satz

PD W. Hoh

Eine lineare Abbildung f ist genau dann surjektiv, wenn im f = W, und genau dann injektiv,
wenn ker f = {6}

Zur Injektivitat:

WS2011/12

fO=fMefx-y=fx)-fO)=0=x—yeckerf
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Lineare Abbildungen kann man addieren und Vielfache bilden:

Seien f,g:V = W linearund 1 € K:

Dann mit
f+g:V->W
x = f(x)+gx)
Af:V->W
x = Af (x)
5.6. Satz

Fur K-Vektorraume V und W ist hom(V, W) ein K-Vektorraum.
5.7. Beobachtung

Sei f:V — W linear und (e;);¢; eine Basis von V.
Kennt man f(e;) fur alle i € I, so kennt man f(x) fur jedes x € V, denn

X = /lleil + -+ lkeik

= ) = f(Ae, + -+ Akey,)
= f(Ae;,) + -+ f(Aes,)
= llf(eil) + -+ lkf(eik)
Dies zeigt:
5.8. Satz

Seien V und W K-Vektorraume, (e;);¢; Basis von V und w; € W fir jedes i € I gegeben.
Dann gibt es genau eine lineare Abbildung

f:Vv-w
mit
fle) =wy, i€l
(das heil3t, eine lineare Abbildung ist eindeutig durch Bilder der Basisvektoren bestimmt).
im f wird von den Bildern der Basisvektoren erzeugt.

5.9. Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen

Sei f:V = W linear.
Dann gilt
dimker f + dimim f = dimV

Folgerung
Seien V und W K-Vektorrdume gleicher Dimension mit Basen vy, ..., v, und wy, ..., wy,.
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Definiere lineare Abbildung f:V — W durch
f('l]i) =w;, i = 1, W, n
= imf = lin{fwy, ..., wp,} =W
Das heildt f ist surjektiv.
= dimker f =dimV —dimimf =n-n=20
Also ist f bijektiv mit linearer Umkehrabbildung
f7fw) =v,i=1,..,n

5.10. Definition

Eine lineare Abbildung f:V — W, die bijektiv ist, heiBt (Vektorraum-)lsomorphismus. IV und

W heiRen dann isomorph.
5.11. Satz

Je zwei K-Vektorraume gleicher Dimension sind isomorph.

5.12. Bemerkung

Kanonischer Reprasentant fiir K-Vektorraume der Dimension n:

1 0
K™ mit kanonischer Basise; =| . |,...,ep = 0
0 1

Ist V ein anderer K-Vektorraum mit dim V = n und Basis B = vy, ..., v, so definiert der
Isomorphismus

GOp:V - K"
mit @ (v;) = e; ein Koordinatensystem, das heillt es gilt gerade
A
CDB(/11U1 + -+ Anvn) = /1161 + e+ lnen = ( : ).
An

Also ordnet ®5 dem Vektor v € V die Koordinaten beziiglich der Basis B zu.
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Beschreibung linearer Abbildungen mittels Matrizen
Matrizen-Kalkiil
Seien A = (a;;), B = (bi;) € Mpn(K), 1€ K.

Addition
A+B = (aj + bij)i=1,.,m
j=1,..,n
Multiplikation mit Skalaren
AA = (}lalj)izl,___,m
j=1,..,n

Das heit M,, ,(K) ist K-Vektorraum isomorph zu K™,

Matrizenmultiplikation
Seien A(a;;) € My, (K) und B = (b;;) € My, (K).
Dann wird
A-B =C(cij) € Mpn(K)

definiert durch
k

Cij = ;ail - byj
()

m Zeilen . } k Zeilen

)

k Spalten
n Spalten

»Zeile und Spalte” (i-te Zeile von A mal j-te Spalte von B) ergibt ¢;;:
1 3
2 1 3 _ (6 11
(4 0 2) (1 i) B (6 14)

Damit erfillt die Matrizenmultiplikation das Assoziativgesetz

(A-B)-C=A-(B-0)
und die Distributivgesetze

A-(B+C)=A-B+A-C
(A+B)-C=A-C+B-C

1 - 0
E=En=<§ S)EMn(K)
0 - 1

Die Matrix

heillt n X n-Einheitsmatrix.
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Es gilt fir A € M, , (K):
En-A=A-E,=A

= E, ist neutrales Element.

Somit

Die quadratischen Matrizen M,,(K) bilden einen Ring mit Einselement E,,, der (firn > 1)
nicht kommutativ ist. Im Allgemeinen:

A-B#+B-A

SeinunV =K", W =K™und f:V - W linear.
Betrachte Bilder der kanonischen Basisvektoren ey, ..., e,:

Vl = f(el)J ""Vn = f(en) € K™

und schreibe sie als Spaltenvektoren in eine Matrix A:

aiq QAin
=>A€Mm,n(K),v1 = v, = :
am1 Amn

X1
FUrx=<5)=x1-el+---+xn-elEK"giItdann
le

fO) =x1-fle)) + - +xn-flen) =X vy + -+ xn - 1y

i Ain
= xl . S + cee + xn . E
am1 Amn

a11 'x1+"'+a1n'xn

ai;; 0 Qin X1
_ | Q21 Xa o F Qo Xy :<; :>-<:>=A-x
An1 " Amn Xn

Ay X1+ o+ A - X
Matrizenmultiplikation:
AEMpy(K),x EMy1(K)=K"=>A-x=Mp,(K)=K™

Das heit jede lineare Abbildung f: K™ — K™ hat die Gestalt

all alTl xl a11 'xl _|_ ...+a1n .xn
f(x):A-x:(f )():( : )
AGm1 " Amn Xn Am1 " X1 T+ Ay * Xy
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5.13. Satz

Sei jeder linearen Abbildung f: K™ - K™ mit v; = f(e;), ..., v, = f(e,) (Bilder der
kanonischen Basisvektoren) die Matrix A = (v, ..., V) mit Spalten vy, ..., v, zugeordnet.
Dann ist
f(x)=A-x,x € K",
und die Zuordnung
My :hom(K™ K™) —» My, ,(K)
frA
ist bijektiv.

Mehr noch:
Ist fur weitere lineare Abbildung g: K™ - K™ f(x) = A-x, g(x) = B - x, dann gilt

F+go@)=fx)+gx)=A-x+B-x=(A+b) x
Q- HE)=A-fx)=A2-A-x=A-4)-x

also
Mn(f +9) = A+ B = My (f) + Min(9)
und
Mm(A-f)=21-A=21-My(f),
das heifdt

Mpy:hom(K™ K™) —» My, ,(K)
ist (Vektorraum-)lsomorphismus.

5.14. Komposition linearer Abbildungen

Seien f: K™ - K™ und g: K™ — K" linear mit zugehérigen Matrizen A € My, ,(K) und
B € My, (K).
Dann ist auch g o f: K™ — K' linear und

e NX=g(f(x)) =B -(A-x)=(B-4) x,
das heiBt die zu g o f gehorige Matrix ist das Matrizenprodukt
B-A€ M ,(K).
5.15. Lineare Abbildungen zwischen beliebigen Vektorraumen
Seien V und W K-Vektorrdume mit Basen By : vy, ..., v, und By,: wy, ..., wy,. Sei weiterhin
f:V = W linear.
Die Basen definieren Isomorphismen (Koordinaten) in V bzw. W, das heiRt also Abbildungen
Gp,:V - K™

Gp,, W - K™
so dass
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®p, (v;) = e; i-ter kanonischer Basisvektor in K™
und
®p, (wj) = &; j-ter kanonischer Basisvektor in K.

f
y————>

A g

f=®p, of o ®p,
f beschreibt lineare Abbildung in den Koordinaten, gegeben durch die Basen B, und Byy,.

Darstellende Matrix A besitzt als Spalten die Bilder der Basisvektoren vy, ..., v,,, dargestellt
in Koordinaten, die durch die Basis By, gegeben sind.
Das heilt fur

fW) =ayj - wi+ -+ amj - Wy = A= (a;;)i=1,.m
j=1,..m

Formaler
Es gilt
A=ML(f) = M3(®p,, o f o D5L) = MEY ().
Somit
Mp" :hom(V, W) - My, (K)
frA

ist Vektorraum-lIsomorphismus, der der linearen Abbildung f die darstellende Matrix A
zuordnet.

Vorsicht: Die darstellende Matrix ist abhdngig von der Wahl der Basen By, und By,.
Verschiedene Basen liefern fiir dieselbe Abbildung im Allgemeinen verschiedene
darstellende Matrizen.

5.16. Definition

Sei f:V = W linear.
Dann heiBt
rang f = dimim f
der Rang von f.
Daim f von den Bildern f(v;), ..., f (vy,) einer Basis vy, ..., v, von V erzeugt wird, gilt der
folgende Satz.
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5.17.

5.18.

5.19.

Satz

Der Rang einer linearen Abbildung f ist gleich dem Spaltenrang der Darstellungsmatrix
(unabhéngig von der Wahl der Bezugsbasen).

Spezialfall
Betrachte lineare Abbildung f:V — W mit dimV = n (beschreiben durch quadratische
Matrix A € M,,(K)).
Dann gilt

rangf =n e imf =V, fist surjektiv & f ist injektiv
dadimker f =n —dimim f = 0.

f bijektiv & es gibt f~1:V - Vlinearmit f~ 1o f =id, = fo f~L.

Ubertragung auf Matrizen
Sei A € M,,(K).

Spaltenrang von A gleich n (das heiRt maximal) < Es gibt Matrix A~ € M,,(K) mit
AL A=A-A"1=E,
Somit ist A~ das inverse Element.

Definition

A~1 heiRt die zu A inverse Matrix, die Matrix A heift dann invertierbar, regulir oder nicht

singular.
Satz
(i) A€ M,(K) invertierbar < Spaltenrang von A = n.
(ii) Invertierbare Matrizen beschreiben die bijektiven linearen Abbildungen.

(iii) Die Teilmenge

GL,(K) ={A € M,(K) | Ainvertierbar}

der invertierbaren n X n-Matrizen bildet bezliglich der Matrizenmultiplikation eine

Gruppe (general linear group) und es gilt
(A-B)"*=B"1.-4"1,A,B € GL,(K).

Dies folgt aus

(feg)t=gtef™
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5.20. Anwendung
Basiswechsel: Sei dim V = n sowie B und B’ zwei Basen in V.

— Zwei Koordinatendarstellungen:

¢)B CDB’

K" » K"
¢B’°q)§1

Mit

Dpr0 Dyl K" - K"
linear, bijektiv.
Der Basiswechsel wird beschrieben durch die Matrix

T € GL,(K).

Somit:
Wenn x € K™ Koordinatenvektor bzgl. Basis B = T - x Koordinatenvektor bzgl. B'.
Wenn y € K™ Koordinatenvektor bzgl. Basis B’ = T~ - y Koordinatenvektor bzgl. B.

5.21. Transformation der darstellenden Matrix beim Basiswechsel

Seif:V = W linear,dimV = nund dimW = m.
Mit Basen By und By, gilt
= A-x=dp, of o dpl(x).

Sind nun By, und By, weitere Basen von V bzw. W, so gibt es Basiswechselmatrizen

T € GL,(K): Py o Pz (x) =Tox,x €K"
und
S € GLp(K): ®py o g (y) =Sey,y €K™

= f darstellende Matrix B bzgl. neuer Basen By, und By, erfillt

B-x= CI)B‘;VofoCD;{j(x)
= (g, © Pg,) © (Pp,, o f o Ppy) o (P, © D)
(@p) oPp,)

=S-A-T1-x

B=S-4-T1

Dabei beschreibt S den Basiswechsel in W und T~ den Basiswechsel in /.
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5.22. Definition
Zwei Matrizen A, B € My, ,(K) heiRen &quivalent, wennesT € GL,(K) und S € GL,,(K)
gibt mit
B=S-A-T1.
5.23. Folgerungen
(i) Eine lineare Abbildung f wird also bzgl. verschiedener Basen gerade durch
dquivalente Matrizen beschrieben.
(ii) Da
rang f = dimim f
nicht von der Wahl der Basen abhangt, gilt fiir eine Matrix A:
Spaltenrang von = Spaltenrangvon B - A - C,
fir B, C invertierbar.
(iii)  Fur A € My, ,(K) lassen sich elementare Zeilenumformungen durch Multiplikation
von links mit geeigneten Matrizen B € GL,,,(K) beschreiben:

A~B-A

(Typ 1): Multiplikation mit der i-ten Zeile A # 0:

Ain i-ter Zeile.

(Typ I1): Addition des A-fachen der i-ten Zeile zur j-ten Zeile:

Ain i-ter Spalte und j-ter Zeile.
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(iv)

WS2011/12

(Typ I): Vertauschen der i-ten und der j-ten Zeile:

k-te Spalte enthélt den k-ten kanonischen Einheitsvektor, aber die Einheitsvektoren
der i-ten und der j-ten Zeile sind vertauscht.

= Unter elementaren Zeilenumformungen ist nicht nur der Zeilenrang, sondern
auch der Spaltenrang invariant.

Bringe A auf Zeilenstufenform A’:

0 « 0 A *
( ’ \

A= |\0 . /I

Die [-Spaltenvektoren an den Zeilenstufen bilden ein linear unabhangiges
Erzeugendensystem des von den Spalten erzeugten Raumes.

= Spaltenrang von A’ = | = Zeilenrang von A’ = Spaltenrang von A'.

Dies zeigt:
Satz: Fir A € M, ,, (K) gilt:

Zeilenrang von A = Spaltenrang von A =:rang A
Sei A € My, ,(K) und
f:K* - K™
x—A-x
sowie
rang f =rangd =r.
Wahle Basis wie folgt:

Esistdimker f =n —dimimf =n—r.
Wahle Basis von K™ durch Ergénzen einer Basis von ker f, etwa

V1, or Upy Upgy ey Upp -
_ =
Basis von Ker f
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0=Awy + -+ 4w, = L () + -+ 4,.f ()
=f(hvy ++ 1) 2 40 + -+ 41 ERer f

Sl ==1=0

Sei
Wy = f(vl)! oy, Wy = f(vr)'

Man sieht, dass wy, ..., w,. linear unabhangig sind.
Ergénze wy, ..., W, zu Basis wy, ..., W;,, von K™.

Darstellende Matrix bezlglich dieser Basis:

Diese Darstellung hangt aber nur von r ab.
Daher ist jede Matrix A mit rang A = r dquivalent zu obiger Matrix.

5.24. Satz
Zwei Matrizen A, B € My, ,(K) sind genau dann dquivalent, wenn
rangA = rangB.

Somit ist rang f die einzige invariante Eigenschaft linearer Abbildungen f unter
Basiswechsel.

6. Lineare Gleichungssysteme
6.1. Definition

Ein lineares Gleichungssystem von m Gleichungen mit n Unbekannten x4, ..., x;, hat die
Folgende Gestalt:

a11x1 + alzxz + -+ alnxn = b1
(*) — az1X1 + AyrX;) + -+ AoynXn = bz

Am1Xy + ApaXy + 0+ App Xy = by

mit Koeffizienten a;;, b € K.

Kompakte Schreibweise mit Koeffizientenmatrix

o
= : : : EMm,n(K)

Am1 ° Amn
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und rechter Seite

sowie Losungsvektor

Dann schreibt sich () kurz als
Interpretation: A beschreibt lineare Abbildung

f:K®™ > K™
x—A-x

Gesucht ist also x € K™ mit f(x) = b.

6.2. Folgerung
Lineares Gleichungssystem A - x = b ist [6sbar, wenn b € im f.
Hierbei gilt:
im f wird von den Spaltenvektoren von A aufgespannt.
Insbesondere:

dimim f = rang A

Homogene Gleichungssysteme
6.3. Definition

Das lineare Gleichungssystem (*) heilt homogen, wenn fiir die die rechte Seite

gilt. Das heif3t

Dann ist

stets Losung, im Allgemeinen gibt es aber weitere Lésungen.
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6.4. Satz

x € K™ Lésungvon A-x = 0 = x € ker f

Die Losungen der homogenen Gleichung bilden also einen Untervektorraum. Es gilt
dimker f =n —dimim f =n —rang4.
Insbesondere: x = 0 einzige Losung © rang A = n.

6.5. Verfahren zu Losung homogener Gleichungssysteme und damit Bestimmung des Kerns
einer linearen Abbildung

a11x1 + e + alnxn = 0
A-x=0& :
Am1X1 + -+ appxp, =0

Beachte: Anwenden von elementaren Zeilenumformungen

A ~» A’ transformiert Gleichungssystem in ein dquivalentes Gleichungssyste
A x= 6,

das heillt mit derselben Lésungsmenge.

Daher:

1. Schritt

Transformiere A durch Gauss-Algorithmus auf Zeilenstufenform

0 - 0 by, *
0 - by,

0 - b
0 | (e ¢ =rangAl)

0 bfjg

Beachte: Zu jeder Spalte korrespondiert eine der Unbekannten x; (< j-te Spalte).

2. Schritt
Wabhle alle x;, die nicht zu Spalten an Zeilenstufen gehoren als freie Parameter A4, ..., 4,,_;
(Beachte: Anzahl dieser xj:n — £ = n —rangA = n — dimim f = dimker f).

3. Schritt

Lése nun rekursiv von unten nach oben, beginnend mit der #-ten Zeile (die letzte Zeile, die
keine Nullzeile ist) die zugehdrigen Gleichungen nach den noch nicht bestimmten
Unbekannten an den Zeilenstufen auf.
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6.6. Beispiele

(i)

WS2011/12

Drei reelle Gleichungen mit drei Unbekannten:

x1_2x2+ .x3=0
_.x1+2x2+2.x3=0
.xl_xZ +4x3=0

1. Schritt
Zugehorige Matrix auf Zeilenstufenform bringen:

S E N
t 14

Stufen Keine Stufen

=>rangA = dimim f = 2
dimker f =3 —dimimf =1

2. Schritt
Setze x3 = A als freien Parameter (da dort keine Stufe in der Zeilenstufenform ist).

3. Schritt
Umgeformtes Gleichungssystem:

x1—2x2+X3 =O
xz +3X3=0
0 =0

Nullzeilen kdnnen ignoriert werden.
Aus zweiter Gleichung

x1=2x2—x3=2(—3/1)—/1=—7/1,/1€]R

-7
= ker f =lin {(—3)}
1
-7

eindimensional und (—3) ist Basis von ker f.
1
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(i) Drei Gleichungen mit vier Unbekannten:

x1+ x2+ X3+ X4:0
4x1+2x2+3x3+ X4:0
ZXZ+ X3+3x4:0

1. Schritt
Zugehorige Matrix auf Zeilenstufenform bringen:

1 111 1 1 1 0
<4 2 3 1>'\7‘<0 -2 -1 —3)
0 2 1 3 0o 0 0 O

t 4t 4

Stufen Keine Stufen

:>rangA = dimim f = 2
dimker f =3 —dimimf =1

2. Schritt
Setze x3 = A; und x4 = A, als freie Parameter.

3. Schritt
Aus zweiter Gleichung:

1 3 1 3
—sz—x3—3x4=0=>x2=—Ex3—§x4=—§/11—512
Aus erster Gleichung:
X1+xZ+x3+x4=0$xl=_XZ_X3_X4_

1 3
=§Al+z/12_ll_ﬂ'2
= 1/1 +1/1
A

= Allgemeine Losung:

A, A, €R

N~~~

+

N

N
/_I_\
R ON|WN|
~N_

=

I

I

N |

Y

SN =
N = |
Ny

N
\_
I

Y

=

(
I

= ker f = lin -5 |
0
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6.7.

6.8.

Inhomogenes Gleichungssystem
A-x=0b
mith € K™, b # 0 und A € M, ,, (K) muss nicht immer |6sbar sein. Genauer:
|6sbar Vb € K™ < rangA =m

Beschreibe inhomogenes Gleichungssystem durch erweiterte Matrix.
Diese entsteht durch Anhadngen von b als (n + 1)-te Spalte an A:

a1z -t Qin
(A|b)==<f O

AQm1  ° Qmn

b,

: ) € My ny1(K)
bm

Sind a, ..., a, € K™ die Spalten von 4, so gilt
A-x = blosbar & b € lin{ay, ...,a,}.
Anders ausgedriickt:

lin{ay, ..., a,, b} Nt lin{ay, ..., a,}
I.

< dimlim{ay, ..., a,, b} = dimlim{a,, ..., a,,}
rang(Alb) rang A

Satz

A-x = blosbar & rang(A | b) =rangA

Ist x Losung von A - x = b, so ist im Allgemeinen x nicht die einzige Losung.

A-y=b(:>A-(y—x)=A-y—A-x=6
=b
& y — x Losung des homogenen Gleichungssystems

Das heilfty — x € ker f.
Satz

Allgemeine Losung des inhomogenen Gleichungssystems = spezielle Losung des

PD W. Hoh

inhomogenen Gleichungssystems + allgemeine Losung des homogenen Gleichungssystems.

Also erhalt man den Lésungsraum des inhomogenen Gleichungssystems durch Verschieben

eines Untervektorraums (ndmlich ker f) um einen konstanten Vektor.

— affiner Unterraum
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6.9.

Verfahren zur Losung inhomogener Gleichungssysteme
A-x=b,A€My,(K),beK™
zugeordnete erweiterte Matrix
(A1b) € Mppnysi(K).

Wieder fiihren elementare Zeilenumformungen von (A | b) zu dquivalentem
Gleichungssystem.

1. Schritt
Transformiere die erweiterte Matrix (A | b) durch elementare Zeilenumformungen (GauR-
Algorithmus)

(A1b)~(A"Ic),

so dass A’ in Zeilenstufenform ist:

0 - 0 by « | O
0 - by,
0 - by
0
0 byj, | ¢
Cov1
0 Cm

Fur cpyq ...y sind die entsprechenden Gleichungen

<0 = C€+1)
0=cp,
2. Schritt

Gleichungssystem l6sbar < ¢ppq = - = ¢, = 0.

Wenn lésbar, dann:

3. Schritt

Wabhle alle ¢;, die nicht zu Spalten an Zeilenstufen von A’ gehéren, als freie Parameter
/11, ey An_[.

4. Schritt
Lése nun rekursiv von unten nach oben, beginnend mit der £-ten Zeile, die Gleichungen
nach den noch nicht bestimmten Unbekannten Xj an den Zeilenstufen auf.
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6.10. Beispiel
X1 + 3x2 + X3 =1
—3x2 + 3X4 =0
_3x1 - 3x2 — X3 + ZX4 =3
_le + 3x2 - 3x3 - 10x4 =1
1. Schritt

Erweiterte Matrix auf Zeilenstufenform bringen:

1 3 1 01 1 3 1 01
0 -3 0 30 ,[0O =3 0 30
-3 -3 -1 2|3 0 0 2 8l6
-5 3 =3 -—-1011 0 0 0 olo

2. Schritt
In der Nullzeile (4. Zeile) von A’ steht in der erweiterten Spalte ebenfalls 0 = |6sbar.

3. Schritt
Waihle x, = A als freien Parameter.

4. Schritt
Aquivalentes Gleichungssystem:

xl + 3x2 + X3 = 1
_3x2 + 3X4 = 0
ZX3 + SX4 = 6

2x3+8/’1=6®X3=3_4/’{
= —3x,+31=0x=41
X1 +31+3—-41=1x,=-2+1

Allgemeine Losung:

-2 1
0 1
= A ,AER

x 3]t M 4
0 1

Ny e N — p—

spez. Lésung Losung des hom.
Gleichungs-

systems ( ker f)

Berechnung der Inversen Matrix
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6.11.

Sei A € M, (K) quadratische Matrix.
Bringe A durch elementare Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform A’.

A invertierbar & A" besitzt keine Nullzeilen
r .

Multiplikation der j-ten Zeile mit

1 <1 *)
—,Jj=1..,nwA" =
by 0 1

Addiere, beginnend mit der n-ten Zeile, Vielfache jeder Zeile zu dariiber liegenden Zeilen, so
dass oberhalb der Hauptdiagonalen Nullen entstehen:

1 0
A~ A = = En
0 1

Nach 5.23(iii) lassen sich elementare Zeilenumformungen durch Multiplikation von links mit
geeigneten Matrizen By, ..., By € GL,,(K) beschreiben. (Matrizen aus GL,,(K) sind alle
invertierbar).

Also
Bk'Bk—l""'Bl.AzEﬂ,

> A 1=By, - By_y1-...-B, (- Ep)
Verfahren zur Berechnung der inversen Matrix
Erweitere quadratische Matrix A € M,,(K) durch Anhdngen von n X n-Einheitsmatrix E,,:
(Al Ep) € My n(K)
Transformiere erweiterte Matrix durch elementare Zeilenumformungen wie oben

beschrieben, so dass vorderer Block zu Einheitsmatrix E,, wird (4 invertierbar &
Zeilenstufenform ist E},):

(En | B)

dannist B = A~ 1.
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6.12. Beispiel
Sei
0 1 —4
A=11 2 -1
1 1 2

Erweitere Matrix und bringe A auf Zeilenstufenform. Wende die elementaren
Zeilenumformungen simultan auf die rechte Matrix an.

01 —4y1 0 O 1 0 0] 5 -6 7
1 2 —1‘0 1 0)~|0 1 Of-3 4 —4|=(E;|A™Y)
11 210 0 1 0 0 1l-1 1 -1

7. Determinanten
Betrachte ,,quadratisches” Gleichungssystem
A-x=0b
mitA € M,(K), b € K™
1.Fall:rangA =n
= dimkerf =n=imf = K"
und
dimkerf =n—dimimf =0=kerf = {6}

— Gleichungssystem ist fir jede Seite b eindeutig I6sbar.

2.Fall: rangA <n
=>imf # K" und kerfi{(_))}

— Gleichungssystem nicht fiir alle rechten Seiten b l6sbar.
Wenn es eine Losung gibt, ist diese nicht eindeutig.

Welcher Fall vorliegt, lasst sich mit der Determinante entscheiden.
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7.1. Satz
Es gibt genau eine Abbildung

det: M,(K) - K
A - detd

mit den folgenden Eigenschaften:
(i)  detistlinear in jeder Spalte a; von A. Es ist

dEt(all e X + y; ey an) = det(all Y an) + dEt(all ---:y; L] an)
und
det(al; IA * Xy ey an) = A ' det(alf s Xy, an)

furallex,y € K*und 1 € K.
(ii) Es andert sich das Vorzeichen, wenn man zwei Spalten vertauscht.
(i) detE, =1

In Worten: det ist normierte, alternierende Multilinearform.
(iii) (ii) (i)

7.2. Definition

Fur A € M,,(K) heiRt

ai; 0 Qi
detA:det( : : >=

An1 " Qpn

die Determinante von A.
7.3. Eigenschaften

(i)  Zwei identische Spalten = detA4 = 0.
Denn beim Vertauschen der Spalten dndert sich nichts bis auf das Vorzeichen.

(i)  Wenn eine Spalte = 0 =detd =0.

(iii) Fur
a;; ot Qip
A= < oo : ) € My (K)

an1  *° Qmn

A1 Ama
At = ¢ : € Mn,m(K)

A1n " Amm

heil3t die Matrix

die durch Vertauschen von Zeilen und Spalten entsteht, die zu A transponierte
Matrix.
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Es gilt

detAd = detAt|, A € M,,(K).

Folglich gelten alle Aussagen, die fir die Spalten von A formuliert wurden, auch fir
die Zeilen, das heif3t
a. detAistlinear zu jeder Zeile.
b. detA wechselt das Vorzeichen bei Vertauschen von zwei Zeilen.
c. Eine Zeile gleich Null = det A4 = 0.
(iv)  Verhalten bei elementaren Zeilen- bzw. Spaltenumformungen:
a. (Typl): Zeile (Spalte) mit A multiplizieren.
= Determinante multipliziert sich mit A.
b. (Typ ll): Vielfaches einer Zeile (Spalte) zu anderer addieren.
= Determinante bleibt gleich.
c. (Typ lll): Zwei Zeilen (Spalten) vertauschen.
= Determinante wechselt Vorzeichen.

Zu Typ II:
det(...,a; ...,a; +1-a;, ...)
= det(...,a;, ..., aj, ... ) + 1 - det(...,a;, ..., aj, ...)
— det(en,apy o ) "
Folgerung

Bring man Matrix A durch elementare Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform A’,
so andert sich die Determinante bei jeder Umformung nur um einen Faktor # 0.

Also
detA #0 & detd' #0
1.Fall:rangA <n
= A’ enthalt Nullzeile = detA’ = 0 = det4 = 0.
2.Fall:rangA =n
A' lasst sich durch elementare Zeilenumformungen zu E,, (vgl. 6.11) umformen:

detE, =1#0=>detA+0

(= Matrix invertierbar < det A # 0)
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7.4. Satz

Sei A € M, (K). Dann sind dquivalent:

(i) rang A = n (maximal)

(i) detA=#0

(iii)  Aistinvertierbar (A € GL,(K))

(iv) Die Spalten von A sind linear unabhangig (das heillt Basis).

(v) Die Zeilen von A sind linear unabhangig (das heiflt Basis).
(vi)  Gleichungssystem

A-x=b
fir jedes b € K™ eindeutig 16sbar (ndmlich x = A1 - b).

7.5. Proposition

Sei A € M, (K) eine obere Dreiecksmatrix

[ A
azz

A= /

0 Ann

n
detd = 1_[ aii

i=1

Dann ist

Beweis

Isteina; = 0,soistrang4 <n = det4 = 0. O.k.

Seien daher alle a;; # 0: Durch elementare Zeilenumformungen (vom Typ Il) kann man A
umformen zur Diagonalmatrix

0 Ann

dabei dndert sich die Determinante nicht:
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a1 * a1 0

az; azz
= det = det
0 Ann 0 Ann
(! ")
n 1
= 1_[ a; - det| |
i=1 \ /
0 1

7.6. Berechnung der Determinante fiir n X n-Matrizen

Bringe Matrix A durch elementare Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform A’'.

7.4
A’ ist obere Dreiecksmatrix = det A’ = det A.

7.7. Beispiel

3210 -1 1 0 1 -1 1 0 1

-3 3 6 2|1e3 -3 3 6 2 |mwel_ 0 0 6 —1

det{ ;7 4 ¢ 1) = 7det| 3 5 4 of T 55 1 3

2 01 0 2 0 1 0 021 2
IR S R W

2ot det 0 21 2 | el det 3 el det 3
- 051 3] 0 0 —— =2 0 0 —— =2

00 6 —1 2 2
00 6 -1 00 0 -9

obere Dreiecksmatrix

3
=(-1-2: (_E) -(=9) = =27
7.8. Spezialfille

2 X 2-Matrizen

det(a11 alz)—a “Qyy —0yq - A
Ay Ao 11 ° A2 21" Q12

A11 Q1 A13\A12 A1
det| 21 @z Az3 JAz1 Ay

a3y 4Gz 4szz/az; dsp

3 X 3-Matrizen

= Q41" QAp2 " A33 T Aqp " A3 " A31 + Q13 * Ap1 " A3 — A3q " App " Q13 — A3y * Ap3 " Q11 — d33 " Az1 " Q12
7.9. Beispiel
0 -2 3 0 -2
det| —2 1 -2]-2 1
3 6 5 3 6

=12-36—-9-20=-53
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7.10. Entwicklungssatz von Laplace
Fur A € M,,(K) bezeichnet
Aij € My_1(K)

die (n — 1) X (n — 1)-Matrix, die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte
entsteht, miti,j =1, ..., n.

Entwicklung nach j-ter Spalte:

n
detA = Z((—l)l-u C Qg detAU)
i=1

Entwicklung nach i-ter Zeile:

n
detA = Z((—l)l-u C Qg detAU)
j=1

Im Beispiel 7.9: Entwicklung nach 1. Zeile

0 -2 3 1 2 -2 2 1
det| — -2]=0-d —(=2)-d 3-d
et( g é é) et(6 5) (-2) et( 3 5)+ et( )

=2[(=2)-5-3-(=2)] +3-[(-2)- 6 -3 ]
=2-(-4)+3-(-15)=-8—-45=-53
Weitere Satze fiir Determinanten
Erinnerung: g € S,, Permutation

0:{1,..,n} - {1, ..., n} bijektiv.

Vorzeichen sgn ¢ einer Permutation:
Jede Permutation o lasst sich bilden durch wiederholtes Vertauschen von je zwei Elementen
von{1,..,n}

__ (+1, wenn Anzahl der Vertauschungen gerade,
Sgno = —1, wenn Anzahl der Vertauschungen ungerade.
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7.11. Formel von Leibniz

Sei A = (a;;) € My (K). Dann ist

detA = Z SgN O * A14(1) * A20(2) * " Ano(n) -

OES,

7.12. Determinanten-Multiplikationssatz

Fur A, B € M,,(K) gilt

|det(4 - B) = detA - detB

(= det A1 = —— fiir A invertierbar).
detA

7.13. Determinanten von Block-Matrizen

Sei A € M,,(K) von der Form
_(B =
A= (0 c)

mit B € M;(K), C € M,,(K) (das heift l + m = n).
Dann ist
detA = detB - detC(C.

7.14. Beispiel

Sei A = (a4, ..., a,) € M, (K) Matrix mit Spaltenvektoren a, ..., a,, und

Ay = (al, ey @1, €4, Ajyq, e, an),

das heiBt der j-te Spaltenvektor ist ersetzt durch den i-ten kanonischen Basisvektor e;.
0
1
det4,, = det| ay,...,a_1,0,@j41, ..., Oy
0
0
= (-1t (=1)/71 - det

Aij = (—1)l+] . detAij

mit A;; Untermatrix nach Streichen von i-ter Zeile und j-ter Spalte.
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7.15. Definition
Die Matrix
A= ((—1)i+j . detAl-j)iJ,=1
heiRt die zu A komplementédre Matrix.
7.16. Lemma
A-A=A-A=det(d) E,

Beweis
Mit Bezeichnungen wie oben berechne Eintrag in Zeile i und Spalte k von 4 - A:

3 a5 e =

j=1

ajk . detZl;

ajy - det(al, ey i1, €, Ajgqy s an)

-
Il
[y

'M: ||M:

n
= det(ay, ..., ai_l,z Ajk * €, Ajt1, r5 Q)
=1
= det(al, ey Ai=1)) Ages Qg1 wov) an)
_ {detA, furk =1,
N 0, fir k # i.

7.17. Satz

Sei A4 € GL,(K).

> A= A
detA

Anwendung
Lineares Gleichungssystem

A-x=b, A€ GL,(K)

>x=A"1-b= :
x detA

X1
= mit Notation wie oben fir x = < : )
xn
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7.18.

7.19.

Lineare Algebra |

,ay)

Dabei ist
n n
! z by = — Z detZ - b
Podetd LY 7 detA 4 E
Jj=1 j=1
n
1
= m . Z b] . det(al, e, i1, e]‘, Ait1y -
j=1
= ot det(aq,...,a;_1,b, j11, .., Ay)
i-te Spalte von A ersetzt durch b
Es folgt
Cramersche Regel
SeiA € GL,(K), b € K™.
X1
Dann ist die Losung x = ( : ) € K™von A - x = b gegeben durch
Xn
X = dEt(ali o Ai—q, bl A1) ey an)
: detA
Beispiel
x1 + x2 = 1
x2 + X3 = 1

3x1+2xZ+X3=0

1 10
=>A=(0 1 1|>detA=1+3+0-0-2-0=2

3 21

)
y

1

O = O

=

IN)

Il

Q.

D

—-
N
O =

NRRPROR RN R R

0
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8. Eigenwerte und Eigenvektoren

8.1. Definition

$S2012

Eine lineare Abbildung f von einem Vektorraum V in sich selbst
V-V

heilt Endomorphismus.
Ist dim V = n < oo und wahlt man eine Basis ey, ..., ey, so lasst sich f durch quadratische

Matrix A € M,,(K) beschreiben:
A1 o Qn
An1 o O

Wobei
n
f(e) = Zau "€
i=1
d.h. fur
n
v = Z Xi " €
i=1
ist
X1 Xq
x,’1 Xn
Koordinatendarstellung von
n
F):f) = ) xi-e
i=1

Beachte: Man wahlt natiirlich dieselbe Basis im Definitions- und Wertebereich, da beide
identisch sind.

Basiswechsel: Wahlt man eine neue Basis in V, so erhdlt man die neuen Koordinaten

V1
y=1: V
Yn q)i/ &B,
mittels Basiswechselmatrix

S

Y1 X1 K" ———— K"
Yn xn

mit S € GL,,(K) invertierbare Matrix.

= Darstellende Matrix B der linearen Abbildung bzgl. der neuen Basis.

IB=5S-A-51]
Basiswechsel Lineare Abbildung Basiswechsel
in alten
alt - neu neu — alt

Koordinaten
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8.2.

8.3.

$S2012

Definition

Zwei Matrizen A, B € M,,(K) heiRen dhnlich, wenn es S € GL,,(K) gibt mit

IB=S-4-571

)

d.h. dhnliche Matrizen beschreiben denselben Endomorphismus bzgl. verschiedener Basen.
Frage: Gibt es besonders ,einfache” Endomorphismen?

,Einfach” ist zum Beispiel, wenn darstellende Matrix Diagonalmatrix ist:

Dann gilt fur die zugehorigen Basisvektoren eq, ... e,:

f(el) = Al t e, "'ff(en) = /111 “€n

und allgemein fir beliebigen Vektor

n
x=§xi-ei
i=1

>0 =D A xi-e
i=1

d.h. f bildet die durch die Basisvektoren e; bestimmten eindimensionalen Unterrdume V;
(= K - e; ,Geraden”) auf sich ab (invariante Teilrdume).

f operiert unabhangig auf den einzelnen ;.
Verdandert man eine Koordinate x; von x, so verdndert sich auch nur die i-te Koordinate
Ai - x; von f(x), die anderen Koordinaten bleiben gleich.

Beispiel
V = R3 mit kanonischer Basis.

f(x)=A-xmitA € M;(R)
wobei

9 2 34
A= (—4 1 —20)
-1 0 -4

Nun Basiswechsel mit Basiswechselmatrix S € GL3(R):

01 —4
S=11 2 -1
11 2
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8.4.

$S2012

Lineare Algebra Il

5 -6 7
St=(-3 4 —4
-1 1 -1

dann gilt

(Nachrechnen zeigt: S - S~ = E)

Neue Matrix nach Basiswechsel
0

B=5.A.5-1=(1

1

Il
VS
w N o
ONOWhH R EFEDNRE
[
DN D
S~
|1

Wahlt man eine geeignete Basis, hier

(D) (D= ()

wird die darstellende Matrix ,,einfach”, d.h. Diagonalmatrix.

Probleme:
Gibt es immer eine solche Basis? (Nein!)

Wie kann man eine solche Basis finden?
Basisvektoren erfiillen gerade (im Beispiel)

fler)=1-ey,f(e) =2-e5f(e3) =3-¢e3
Definition

Sei f:V = V ein Endomorphismus in einem K-VR V.
Ein 4 € K heiRt Eigenwert (EW) von f, wenn v € V mit v # O existiert mit

Jeder solche Vektor v heil3t Eigenvektor (EV) von f zum Eigenwert A.
Ist A Eigenwert von f, so heif3t

EigL, ) ={veV:f(v) =21 v}

der Eigenraum von f zum Eigenwert A.
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Beachte:
v = 0O gehort stets zum Eigenraum, da f(O) = A - 0, heillt aber nicht Eigenvektor.

Ist speziell f: K™ — K™ mit f(x) = A-x, A € M,,(K) und Eig(4, 4) := Eig(4, f) der
Eigenraum von A zum Eigenwert A.

Bestimmung der Eigenwerte:
Sei f Endomorphismus mit darstellender Matrix A € M, (K).

AiStEW & Esgibtx e KM x #Omitd-x=1-x
S Esgibtx e KM x+#0mitA-x—A-E=0
© Esgibtx e KM x#0mit(A—A-E)-x=0
& Es gibt Losung x # O des homogenen, quadratischen Gleichungssystems (A—A-E)-x =0
Sdet(A—A-E)=0
Beachte:
Nach Formel von Leibniz fiir Determinanten ist A — det(4 — 1 - E) ein Polynom in A vom
Grad n.
8.5. Definition
Fur A € M,,(K) heilt P,(1) = det(A — A - E) das charakteristische Polynom von A.
Wir finden somit:
8.6. Satz

Sei A darstellende Matrix vom Endomorphismus f, dann gilt:

Aist Eigenwert von f (bzw. A)
)

A Nullstelle des charakteristischen Polynoms P,
Ist f: K™ — K™ gegeben durch f(x) = A - x, so gilt
Eig(4, f) = Eig(4,A) = ker(A—1-E)

ist Losungsraum des homogenen Gleichungssystems (A — A - E) - x = 0.
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8.7. Beispiel

Sei f(x) = A-x wiein 8.3:

charakteristisches Polynom

9-21 2 34
P =det[ -4 1-2 —20
-1 0 —4-2

=O-DA-D(4-1D+2-20-1+1-(1—-2)-34—(4+21)-4-2
=—(9—-101+2%)(4+21)+40+34—341—32-81
=—36-91+ 401 + 1012 — 412 — 23 + 42 — 422
=-234+612-111+6

Die Nullstellen von P,(A) sind die gesuchten Eigenwerte (hier 1, 2 und 3).
Nullstellen ( = Eigenwerte) von P, (1) bestimmen: Rate P4(1) = 0
=>1,=1
(23 +612-111+6)+(1—1)=—-2>+51—-6
—(=A3 + 22)
512 — 112
—(52%2 = 51)

—64+6
—(=64+6)

0

Bleibt —12 + 51 — 6 = 0 zu I6sen. Nach Umkehrung der Vorzeichen:

A2 -514+6=0

5++25—-24
:12,3:%:12:2; ){3:3

= Eigenwerte 4; = 1;1, = 2; 13, =3
Bestimme Eigenraum zuz.B. 4, =1

Homogenes Gleichungssystem:

9-1 2 34 8 2 34
(A—l-E)-x=( -4 1-1 —20)=<—4 0 —20>-x=0

-1 0 —4-1 -1 0 =5

Anmerkung: Der

Kern dieser Matrix
ist Eigenraum
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8 2 34 1 0 5 1 0 5
-4 0 -20)~|8 2 34)~(0 2 -6
-1 0 -5 4 0 20 0 0 0

x3 = u als freier Parameter

2. Gleichung: 2x, — 6x3 = 0 = x5, = 3x3 = 3u
1. Gleichung: x; + 5x3 = 0= x; = —5x3 = —=5u

-5
Eig(1,4) = {u( 3),;1 ER
1

8.8. Satz

Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhangig.

Beweis: Induktion nach der Anzahl k der Eigenvektoren.

Ak =1:
Eigenvektor # O o.k.

iSck—->k+1:
Seif(v) =24 -vymiti=1,...,.k+1
und
k+1
2 a; - v; = O Linearkombination der Null
i=1
k+1 k+1 k+1
=0=f Zai'vi =Z“i'f(vi)=zai'/1i'vi
i=1 i=1 i=1
aber auch
k+1 k+1
0 =Ak+1'zai aZ :zai(li—lkﬂ)'vi =0
i=1 i=1
Differenz bilden:
k+1 k
z a; (A — Ags1) - Vi =z ai(Ai = A1) v =0
i=1 =0 fur i=1
i=k+1
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Nach i.V. sind v;, ..., vy linear unabhéangig
>a;- (4 —Agy) =0furi=1, ..,k
dad; —Agy; #0furi=1,...,k=>a,=0firi =1,...,k
k
= @k+1 Vk+1 = _Zai'vi =0 =S gy =0

i=1
Vg1 # 0

8.9. Bemerkungen

(i) Der Eigenraum Eig(4, f) zu einem Eigenwert A ist stets ein Untervektorraum.
(i) Fur je zwei verschiedene Eigenwerte A; und A, gilt:

Eig(44, f) N Eig(4,, f) = {0}

(iii) Bei Basiswechsel, beschrieben durch S € GL,,(K), d.h. wenn man Matrix A durch
dhnliche Matrix B = S - A - ST ersetzt, andert sich das charakteristische
Polynom nicht, denn nach Determinantenmultiplikationssatz gilt:

Ps(1) = det(B—A-E) =det(S-A-S~1 — 1 E)
—det(S-A-S1—S-1-E-S7)
=det(S-(A—1-E)-S71)
= det(S) - det(4A — A1 - E) - det(S™1)

— Py(A) - det (S - S™1) = Py(A)
=E

8.10. Satz
Ahnliche Matrizen besitzen dasselbe charakteristische Polynom.

Es ist daher sinnvoll, jedem Endomorphismus f:V — V ein charakteristisches Polynom
zuzuordnen:

Pr(2) = Py(2)
fur eine und damit alle f darstellenden Matrizen A.

Somit:
A Eigenwertvon f < Pr(1) =0

$S2012 67



Mathematik fiir Naturwissenschaften Lineare Algebra Il PD W. Hoh

8.11. Folgerung
Die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms sind daher charakteristische GroRen fir

einen Endomorphismus f.
Fir darstellende Matrix A = (aij)

Py(A) =det(A-1-E) = apA" + a1 AV 1+ + At +aq

Daher ay = P,(0) = detA

an1 e Qpp— A

Formel von Leibniz fiir Determinanten:

detA = Z sgn(0) - A15(1) * A20(2) * " Ano(n)

OESy
In Formel von Leibniz fiir Determinanten sind Potenzen A" und 2*~1 nur im Term

(a1 =A@ =) (@ =) = (D" +ay1 - (D" + -+ app - (=)™ + Rest
= (D" + (D" (a1 + azy + -+ apy) - A+ Rest

enthalten, d.h.a, = (1" a,_; = (D" - (a;; + -+ any)
8.12. Definition

Seid = (aij) € M, (K). Dann heiflt

n
Spur4 = Z Ajj = Aq1 + Ap + 0+ apy
i=1
die Spur der Matrix A.

8.13. Korollar

Ahnliche Matrizen haben dieselbe Determinante und dieselbe Spur.
Daher ist sinnvoll:

8.14. Definition
Sei f ein Endomorphismus mit darstellender Matrix A.

Spur f := Spur A und det f := detA
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8.15. Beispiel (vgl. 8.3)

9 2 34
A=|—-4 1 —-20|=>Spurd=9+1-4=6
-1 0 -4
In der Tat gilt:
1 0
Spur B = Spur 2 =6 = Spurd
0 3

Weiter gilt nach 8.6:
P,(A)=-A3+612-111+6
also Koeffizienten zu 4%2: 6 = (—1)? - Spur 4
8.16. Eigenschaften der Spur
ABeM,(K),A€EK

(i) Spur(A + B) = Spur A + Spur B
(i) Spur(1-A) =A:Spurd

d.h. Spur: M,,(K) — K linear

(i) Spur(A - B) = Spur(B - A)

8.17. Definition
Sei f Endomorphismus mit darstellender Matrix A € M,,(K).

(i) SeiA eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms Py = P, der Vielfachheit k.
Dann heift k die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts A.

(ii) Die Dimension des Eigenraums zum Eigenwert A

dim Eig(4, f)

heillt die geometrische Vielfachheit des Eigenwert A.
Es gilt:

8.18. Satz

Sei A Eigenwert eines Endomorphismus f.
Dann gilt

geometrische Vielfachheit von 1 < algebraische Vielfachheit von 4
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Beweis:
Seir = dim Eig(4, f) geometrische Vielfachheit von A.

Wiéhle Basis vy, ..., v, von Eig(4, ) und ergédnze zu Basis vy, ..., Uy, Uy 41, -, Up VON V
(n =dimV).

Darstellende Matrix bzgl. dieser Basis

2 0
I
a=1"2 A | = P(t) = Py(t) = det(A—t - Ey)
0 A
L (At 0
= det ~det(A' =t - Epp) =(A—=0)" - Py(t)
0 1t

= Aist Nullstelle von Pf der Vielfachheit>r. m

8.19. Definition

Ein Endomorphismus f bzw. die darstellende Matrix A € M,,(K) heiRt diagonalisierbar,
wenn A dhnlich zu einer Diagonalmatrix ist.

8.20. Satz

Ein Endomorphismus f bzw. die darstellende Matrix A4 ist genau dann diagonalisierbar,
wenn es eine Basis aus Eigenvektoren von f bzw. A gibt.

Beweis: f diagonalisierbar

= f wird bzgl. geeigneter Basis ey, ..., e, dargestellt durch

< f(e)) =A;-e;miti =1,...,nd.h. ey, ..., e, ist Basis aus Eigenvektoren.

8.21. Bemerkung

Die Diagonale der darstellenden Diagonalmatrix enthélt gerade die Eigenwerte von f
entsprechend ihrer algebraischen Vielfachheit.

Pe(A) = Pp() =det(D —A-E) = Ay =) - Ay = A) - oo- (A — A)

Linearfaktorzerlegung
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Frage: Ist jede Matrix diagonalisierbar?
8.22. Beispiele

(i)
4= "Hemm

1 0
P =det(? "N =241
() et 1 -2 +

P4 besitzt keine reellen Nullstellen.
= A besitzt keine reellen Eigenwerte und Eigenvektoren
= A kann nicht diagonalisiert werden

(ii)
A= (8 é) € My(R)

-1

Py(1) = det( A

_/11) = A2 doppelte Nullstelle bei 0.

= A besitzt genau einen Eigenwert 4 = 0.
algebraische Vielfachheit = 2
Berechne Eigenraum

(A-0-E)-x=A-x=0

x; =0
X, beliebig

e

= Eig(0,4) = {,u . ((1)),;1 € ]R{}
= geometrische Vielfachheit von Eigenwert A = 0: dim Eig(0,4) =1
= Es gibt keine zwei linear unabhéangigen Eigenvektoren von A.
= A ist nicht diagonalisierbar.

D.h. es gibt zwei Hindernisse fiir die Diagonalisierbarkeit:

(i) Es gibt nicht genug Eigenwerte.
(i) Geometrische Vielfachheit < algebraische Vielfachheit

Es gilt:
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8.23. Satz

Ein Endomorphismus f bzw. die darstellende Matrix A € M,,(K) ist genau dann
diagonalisierbar, wenn gilt:

(i) P, zerféllt in Linearfaktoren
P = =D - A=) - (A — )
(d.h. alle n méglichen Eigenwerte sind in K)

(i) Algebraische und geometrische Vielfachheiten der Eigenwerte sind jeweils gleich.

Beweis:
,,:>” PA = PD

»<=“Aus (i):
r
Po=] [
i=1
mit A4, ..., 4, € K die Eigenwerte von A mit algebraischen Vielfachheiten n;.
>nt+n,+--+n.=n
Aus (i) = Jeder Eigenraum Eig(4, A) Basis
Vit e Vi, E=1,.,7

8.8
= 171’1, ey vl’nl, Uzyl, ey UZ,TLZI ey Uryl, ey vT,Tlr

sind ny + n, + --- + n,. = nlinear unabhdngige Eigenvektoren.

8.20
D.h. Basis aus Eigenvektoren = A diagonalisierbar. m
8.24. Korollar
Besitzt A € M,,(K) genau n einfache Nullstellen, so ist A diagonalisierbar.

Beweis: In 8.23, (i) ist erfullt.
Weiter: A Eigenwert = dim Eig(4,4) > 1

1 < geometrische Vielfachheit von A1 < algebraische Vielfachheitvon 4 = 1
also alles gleich 1 = 8.23(ii) erfillt. m
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8.25. Korollar
Ein Endomorphismus f:V — V ist genau dann diagonalisierbar, wenn
V = Eig(1, f) @ Eig(42, /) @ ... @ Eig(4,, f)
wobei 44, ..., A,- die verschiedenen Eigenwerte von f sind.
Beweis: Folgt aus 8.20.
8.26. Korollar
Fir zwei diagonalisierbare Matrizen A und B sind dquivalent
(i) A und B sind ahnlich
(i) A und B besitzen dieselben Eigenwerte mit jeweils derselben Vielfachheit.
(iii) Py = Py
Beweis: Beachte: A, B diagonalisierbar < algebraische und geometrische Vielfachheiten gleich.

(ii) & (iii): Py = Py < P, und Py besitzen dieselben Nullstellen mit jeweils der gleichen
Vielfachheit.

(i) = (iii): 8.10.

(ii) = (i): Nach Voraussetzung: A und B dhnlich zu Diagonalmatrizen D, und Djp.

(ii) = D4 und Dy besitzen dieselben Eintrdge auf der Diagonalen (in eventuell verschiedener
Reihenfolge).

= Basiswechsel gegeben durch Vertauschen von Basisvektoren zeigt:
D4 dhnlich Dy = A dhnlich B m
8.27. Verfahren zu Diagonalisierung einer Matrix A
SeiA € M, (K)

1. Bestimme charakteristisches Polynom P,(A1) = det(A — A - E)
Bestimme Nullstellen 44, ..., 1, vonPy, d.h. Eigenwerte

Falls weniger als n Eigenwerte (gezahlt entsprechend ihren algebraischen
Vielfachheiten k4, ..., k) d.h. wenn ky + ky + -+ k. <n

= A nicht diagonalisierbar. Stopp.
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$S2012

3. Bestimme Eigenrdume Eig(4;, A) als Losungsraume der homogenen
Gleichungssysteme

(A—2-E)-x=0

Falls geometrische Vielfachheit dim Eig(4;, A) < algebraische Vielfachheit k; fur
mindestenseini =1, ...,7r

= A nicht diagonalisierbar. Stopp.
Sonst: A ist diagonalisierbar.
4. A ihnlich zu Diagonalmatrix D = S-A-S~!

D enthilt die Eigenwerte A; auf der Diagonalen entsprechend ihren
Vielfachheiten

5. Bestimmung der Basiswechselmatrix S

Bestimme fiir jeden Eigenwert 4; eine Basis v; 1, ..., V; x; € K™ des Eigenraums
Eig(4;, A) miti =1, ...,7.

Trage die Vektoren

171’1, ey vl,k1'v2,1' ...,Uzrkz, "'JUT,kr

Basis des K™ aus Eigenvektoren von A

als Spalten in Matrix ™1 € M,,(K)
>5S=E"H1D=5-4-51

Fazit: Eine Matrix A ist diagonalisierbar, wenn das charakteristische Polynom P,(A) in
Linearfaktoren zerfallt und die algebraische Vielfachheit gleich der geometrischen ist.
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Beispiel

0 -1 1
A=<—3 -2 3>EM3(]R)

-2 -2 3

| 1
:>PA(/1)=det(A—/’L-E)=det<—3 —2-1 3 )
-2 -2 3-2

=224+0)B-D+6+6—-22+1)-1-61-33-21)
=QA+25)B-)+12—-4-21-61—-9+31
=61—212+4+312-23-1-521
=-B+212+21-1

P(D)=0=>1,=1

Polynomdivision:

(B+24+21-1D+A-1D=-2+1=-QA-1DA+1)
—(=22+1%)
A-1
—-(1-=1)
0

>P D) =—-@A-12A+1)
Eigenwerte:
A1 = 1 mit algebraischer Vielfachheit 2

A, = —1 mit algebraischer Vielfachheit 1

Eig(1,4): (A—1-E)-x =0

-1 -1 1 -1 -1 1
A—1'E=<—3 -3 3)'\?( 0 0 0)
-2 =2 2 0 0 0

= X, = U1, X3 = U, freie Parameter

—X1 =Xy +tx3=0=>x1 ==Xy + X3 = —q + Uy

—H1 t -1 1
>x = H1 =w!| 1|+u!0
H2 0 1

-1 1
=2V = ( 1).171,2 = (O) Basis von Eig(1, A)
0 1

geometrische Vielfachheit: 2
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Eig(-1,4): (A+1-E)-x=0

1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1
A+1-E=|-3 -1 3]|~»|0 —4 6|~|0 —4 6
-2 -2 4 0 -4 6 0 0 0

= x3 = U3 freier Parameter

3
2 — :0:> = — = —
X2 = X3 X2 =5%3=5Hs
3 1
xl—x2+x3=0:>x1=x2—x3:5#3—u3:§‘u3

1

DUy = (3) Basis von Eig(—1,A4)
2

geometrische Vielfachheit: 1

= A diagonalisierbar, dhnliche Diagonalmatrix

1 0 O
D=10 1 0
0 0 -1
Zugehorige Basiswechselmatrix S € GL;(R)

-1 1 1 -3 -1 3

-1 N
SH=[ 1 0 3]|=>5=(E"")"= 5 -2 =2 4
0 1 2 1 1 -1

V = Eig(1y, 4) @ Eig(A,, A) @ ... ® Eig(1,, 4) = EB Eig(1;, 4)
i=1
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9. Normalform eines Endomorphismus
9.1. Definition

Eine Matrix A = (aij) € M,,(K) heiRt obere (bzw. untere) Dreiecksmatrix, wenn sie von der

Form
A * A 0
A= bzw. A =
0 An * An
ist.
9.2. Bemerkung
Fir Dreiecksmatrix A gilt:
A —4 * n
P,(A) = det - ﬂ(zi )
0 Ap—A41 i=1

d.h. P, zerféllt in Linearfaktoren und die Eigenwerte A; stehen auf der Diagonalen.

9.3. Definition
Eine Matrix A € M,,(K) bzw. der durch sie dargestellte Endomorphismus heift
trigonalisierbar, wenn A dhnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix ist.

9.4. Bemerkung

Wenn ein Endomorphismus f trigonalisierbar ist und A darstellende obere Dreiecksmatrix
ist bzgl. Basis ey, ..., e,,, so bedeutet dies, dass die Teilrdume

V; =lin{eq, ey, ...,¢;} i=1,...,n

(aufsteigende Folge von Teilrdumen in V. Vergleiche ,, Fahne”)
invariante Teilrdume sind.

f) ey
A4 *
| 0 A
denn 4 = hat Blockstruktur.
Aiva *
O .
0 An
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9.5.

$S2012

Nicht jede Matrix ist trigonalisierbar.

Zerfillt aber das charakteristische Polynom P, (A) in Linearfaktoren (Bedingung (i) in 8.23),
so gilt:

Satz

Sei A € M, (K). A ist genau dann trigonalisierbar, wenn das charakteristische Polynom P, in
Linearfaktoren zerfallt, d.h.

PAD)=1t(A—-2)A—-23) .- A= 1p), 4, €K
Beweis:

,=": A dhnlich zu oberer Dreiecksmatrix B

=P, =Py 2+ | (-2
A B 1:1[

,<" Induktion nach n:

Induktionsanfang n = 1: Nichts zu beweisen.

Induktionsschrittn — 1 - n:

Wahle Eigenvektor v4 zu Eigenwert A, und ergédnze zu Basis v4, Wy, ..., w, von I/.

Darstellende Matrix von f(x) = A - x bzgl. dieser Basis

A4 *
e . mit B' € M,,_; (K)

0

A=A *
0

Pg(2) = det | . B —2-E, |= (=) Pyr(D)

: .
0

Andererseits

PB(/D = PA(/U = (/11 —/1)(/12 —A) . (An )
> P = |-
i=2
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9.6.

9.7.

$S2012

B’ beschreibt lineare Abbildung f’ auf den n — 1-dimensionalen Raum
W = lin{w,, ...,w, }
mit

flsw->w

Induktionsannahme: = Nach Basiswechsel wy, ..., w;,, = w3, ..., wy, wird f’ durch obere
Dreiecksmatrix B'' beschrieben.

= Darstellende Matrix von f bzgl. Basis v1, wy, ..., Wy:

o *
(o *
\o Lo

d.h. A ist dhnlich zu oberer Dreiecksmatrix. m

N~——_ —

Aus Fundamentalsatz der Algebra (im Kérper C zerfillt jedes Polynom in Linearfaktoren)
folgt:
Korollar

Jede Matrix A € M, (C) bzw. der durch sie dargestellte Endomorphismus ist trigonalisierbar.

Verfahren zur Trigonalisierung

Sei V ein K-VR mit Basis e, ..., e,, f: V = V Endomorphismus und A € M,,(K) darstellende
Matrix, derart, dass

PAD) = =D (A= A)
in Linearfaktoren zerfallt.
Wahle zu Eigenwert A, einen Eigenvektor v;.

Ersetze dann einen der Vektoren ey, ..., e, durch v;.

n
(genauer: fir v, = Z a; - e; ersetze ein e; mit a; # 0)
i=1

79



Mathematik fiir Naturwissenschaften Lineare Algebra Il PD W. Hoh

Neue Matrix nach Basiswechsel

v *
(o
\s A,
0

mit Ay € My_y (K), Py, (1) = (A = A) - s (A — A).

SN~——]—_ —

= A, beschreibt trigonalisierbaren Endomorphismus f, auf V, := lin{w,, ..., wy, }.
Nun wie oben:

Wahle Eigenvektor v, zu Eigenwert 1, von f5.
Ersetze einen der Vektoren w,, ..., w,, durch v,, so dass neue Basis

vl'UZfWZ:" 'erl
von V entsteht.
Darstellende Matrix

A * kL
/0 Ay I | \

0 mit A; € M,,_,(K)

Dann rekursiv weiter = nach endlich vielen Schritten: Dreiecksmatrix.

9.8. Beispiel
f(x)=A-xmit
3 4 3
A= <—1 0 —1) € M3(R)
1 2 3

charakteristisches Polynom:
3—-1 4 3
P,(1) = det(A — AE) = det -1 -2 -1]=-(1-2)3
1 2 3—1

= (Uber R) trigonalisierbar
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Eigenvektor zu Eigenwert 2 bestimmen:

1 4 3
A-2-E)-x=[-1 =2 —-1]-x=0

1 2 1
1 4 3 1 4 3 1 4 3
-1 -2 -1)—|-1 -2 —-1|—{0 2 2
1 2 1 0 0 0 0 0O
1
= dim Eig(2, A) = 1 und Eigenvektor v; = <—1)
1

Basiswechsel: z.B: (eq,e;,e3) = (v4,€3,€3)
[ ——

kan. Basis

100 1.0 0 2 4 3
Sit=1-1 1 0]=28=( 11 0|=>S5-4-S;'=|0 | 4 2
1 0 1 -1 0 1 0 |-=2.0

Setze A, = (_;L (2)) (beschrankt lineare Abbildung auf lin{e,, e5})

(1 o2 £ . . n_, (1
= P4, (1) = (4 — 2)“ Eigenvektor: Es gilt 4, (_1) =2 (_1)

:172:1'62_1'63:32_33

Basiswechsel z.B. (v4, €5, €3) = (v1,V,,€3)

1 00 100
52-1=(0 10 =>52=(0 10
0 -1 1 0 1 1

2 4 3
S,-lo 4 2)]-S;t=(o0
0 -2 0 00

Basiswechselmatrix

9.9. Bemerkung

Wenn fir A € M,,(K) P,(4) in Linearfaktoren zerfillt, aber fir mindestens einen der
Eigenwerte 14, ..., 1, geometrische Vielfachheit < algebraische Vielfachheit, so folgt

Eig(4y, 4) © Eigllz, 4) @ .. @ Fig(k,, 4) <V

dim<n dimV=n

= A nicht diagonalisierbar, keine Eigenraumzerlegung. Es gibt aber verallgemeinerte
Eigenraumzerlegung.
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9.10. Definition

SeiV K-VR, f:V — V Endomorphismus und A Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit k.
Dann heilSt

Ey = Ex(f) = ker[(f — 1-id)"]
verallgemeinerter Eigenraum oder Hauptraum zum Eigenwert A.
Beachte, dass stets
ker(f — A -id) c ker[(f — A -id)?] € --- < ker[(f — A - id)¥]
also [l [l

Eig(A, f) c E;(f)

Nun gilt

9.11. Satz (Verallgemeinerte Eigenraumzerlegung)

SeiV K-VR,dimV =n, f:V — V Endomorphismus, derart, dass charakteristisches Polynom
P¢(4) in Linearfaktoren zerfillt. Seien A4, ..., A, die Eigenwerte von f mit algebraischen
Vielfachheiten k4, ..., k,-.

Dann gilt:

(i) dimE,ll. =k, i=1,..,r

(i) v = @;lEAi

(iii) Jedes Ej, ist invarianter Teilraum

f(Ey)CEy i=1,..,7
Beweise:

(i) 9.5= f ist bzgl. Geeigneter Basis v, ..., v, dargestellt durch obere
Dreiecksmatrix

A *
* k, Zeilen
4= 0 A
N A
H—J
k, Spalten

mit D € M,_, (K) obere Dreiecksmatrix mit restlichen Eigenwerten auf

Diagonalen.
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Betrachte Endomorphismus

darstellende Matrix

B=A—AfE=| |

e )

und Dy =D — Ay - Ep_g, € My_y, (K) obere Dreiecksmatrix mit von 0

verschiedenen Eintragen auf Diagonalen.
= rangD; =n —kq, Dy € GLy_y, (K)
Somit
(f —2-id)kr = gl

wird dargestellt durch Matrix

Bkl:( W : \
)

aber wegen Gestalt von N, d.h.

g(,) =0,g9(vy) € lin{v,}, g(v3) € lin{vy, v,} ...
g(vkl) € lin{vl, ...,vkl_l}

folgt N¥1 = 0

= rang Bf1 = rangBlk1 =n-—k;
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Daher mit Dimensionsformel

dimE, = dimker[(f — 4 - id)*1] = dim ker g*

=n—dimimght=n—-(n—-ky) =k,

(i) Seien A # A' Eigenwerte und v € E; N Ey
Wir zeigen: v =0

Denn dann:
E11+”.+E/1r = E/H@'"GBEM
e —
Dim: kq+--+k,=n=dimV

:>E11®...®EATZV

Annahme: Es gibt v € (E; N Eyr) \ {0}
Seien k, k' € N minimal mit

(f = 2-id)*w) =0 = (f =2 id)* ()
Ohne Einschrankung k < k'.Setze g = f — 1 -id.

Dann sind v, g(v), g?(v), ..., g*~1(v) linear unabhingig.

Denn
k—1
k—1
i g k-1
a-g'W)=0 = ay- 9" W) =0>ay,=0
anwenden
i=0
also
k-1 _ e
Zai-g‘(v)=0 — a9 W)=0=2>a,=0
anwenden
i=1
usw

0=( -2 -id)* @) = (g+@A—-2)-id)¥ ()

ke AU = 7% A
(" )oK gwm=> (" )a-2¥T . gw
j=0 J ='Ol;i]r j=0 J lin. unabhéangig
j=

=>A—1 =0=> 1= 21" Widerspruch
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(iii) Sei A Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit k und v € E;

(f =2-idD(f @) = f —2-iD*(f - 2- 1)) + (f — 2+ id)* (W)
=(f =4 @) +2- (f —2-id)* ()

=>f(W)EE;, m

9.12. Bemerkung

Sei f wie in 9.11.
Wahlt man Basis, angepasst an verallgemeinerte Eigenraumzerlegung

vlpl, ey vl,kl , 172'1, ey UZ,RZ' ey vrll, ey Ur'kr
—— ~——————
Basis von E 3, Basisvon E,.

So besitzt die darstellende Matrix Blockstruktur

Mit A; € My, (K) und Py, (A1) = (4; — D)*

9.5
= mit geeigneter Basis in jedem E; kann jedes A; sogar als obere Dreiecksmatrix gewahlt
werden.
A *
0
0 A
Ay *
0 Ay
Ay *
0
0 Ay
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9.13. Bemerkung

Sind Matrizen A und B ahnlich, wenn jeweils algebraische und geometrische Vielfachheiten
gleich sind? Antwort: Nein.

Beispiel:

~

Il
cocoo
cocor
cocoo

S

Il
coc oo
cocor
coro
coc oo

= P,(1) = Pg(1) = A* = 1 = 0 Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit 4.

dimEig(0,A) = dimker(A—0-E) =4 — rangA =4—-2=2
=dimimA

dim Eig(0, B) = 2
Wenn nun A4 und B anhlich = A2, B? hnlich (beschreiben f2? = f o f).
Aber wegen

A61 = O,Aez = el,Ae3 = O,Ae4_ = ée3 ﬁAZ =0

0 01 0
— _ _ _ 2_[0 0 0 O
Be, =0,Be, =e,,Be; =e,,Be, =0=>1B 00 0 0
0 0 0 O
= A? und B? sind nicht dhnlich = A und B sind nicht dhnlich
Finde ,,Normalform“ in jeder Klasse dnhlicher Matrizen.
Betrachte dazu verallgemeinerte Eigenrdaume einzeln.
Sei also nach 9.5 ohne Einschrankung
A *
A= < ) € M, (K)
0 A
0 *
> A—-AE = ( )
0 0
dann ist
0 0 x 0 ? 0 *
(A—2E)? = R RC R 0
) 0
0 0 0 0

somit: A — AE nilpotent, d.h. (4 — 1)" = 0.
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Es gibt also (kleinstes) k < n mit (A — AE)* = 0, aber (4 — AE)*~1 = 0.
Wihle einv € K™
e, =v,e, =(A—AE),...,e, = (A—AE)s v =0
Im Beweis von 9.11 haben wir gesehen, dass ey, ..., ex linear unabhangig sind.
Sei U = linfey, ..., ex}
Sei W c K™ ein maximaler Teilraum mit
(i) WnU={0}
(i) (A—AE)W c W (Invarianz)
9.14. Lemma
DanngiltfurU @ W = K™.
Beweis:
SeiB:=A—-1E
Annahme:

UPW +K"=Esgiltv, e K"\ (UP W)

B wiederholt auf v; anwenden:

vy ,Bvq,.., By
e e
euUdW =
=0eUdW

Also gibtesv, € U @ W, aberBv, e UP W

= BUZ = /1161 + - +/1kek + ‘\1’/
eu ew

_ pk. _ pk-1 _ k-1 k-1
0=B"v, =B (Aieq + -+ Agep +w) =14, B ‘e, + B 'w
=0 =ereU ew
ex*0

=>4, =0

Also Bvy = Ayey + -+ Agep +w = B (Ae + -+ Agep_1) +w

=ueu

und mitv:=v, —u

$S2012 87



Mathematik fiir Naturwissenschaften Lineare Algebra Il PD W. Hoh

ue(Upw)

guew
1%:)»UEK”\(UGBW)rwezW,abeer=Bl72—Bu=Bu+W=WEW

Setzt man
W =W @ lin{v},

so folgt fir jedes
wW=w+A-v=wew

Bv=Bw+A1-BvEWcCW
undfirw e W N U

w=w+Adl-v=uel

veUDw
SM=u—-welUPDW—AI=0=>w=weWnU={0}

>w=0
= W erfiillt Vorraussetzungen (i) und (i) im Lemma. Widerspruch zur Maximalitit von W. m

Passe Basis von K™ an die Zerlegung K™ = U @ W an (insbesondere wahle ey, ex_1, ..., €1
als Basis in U).
= darstellende Matrix

0 1 o0 0
0 1
0 k Zeilen
1
0 0
0 B
N\ ),
v
k Spalten

mit B € M,,_, (K) nilpotent.

Verfahren rekursiv auf B fortsetzen:
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= bei passendem Basiswechsel: Zu B dhnliche Matrix der Gestalt
H "\
| [

\o D/l

wobei jedes Kastchen die Form

0 1 0
[1= _
0 0
hat.
9.15. Definition
Eine Matrix
A1 0
Q) = K
k(D) 1
0 A
heiRt k X k-Jordan-Kastchen.
= urspriingliche Matrix
A *
0 A

ist dhnlich zu Matrix

0\
L

)

Fihrt man dieses Verfahren fiir jeden verallgemeinerten Eigenraum durch, so erhalt man:
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9.16. Satz (Jordansche Normalform JNF)
Sei A € M,,(K), derart, dass das charakteristische Polynom
PAD) = (4 =D - (A = DFr

in Linearfaktoren zerféallt. Dann ist A ahnlich zu einer Matrix der Gestalt

0 []
wobei jedes Kastchen |:| ein Jordan-Kastchen Ji (4;) zum Eigenwert A; ist.
Die Anzahl der Jordan-Kastchen J; (4;) der GroRe k X k zu jedem Eigenwert A; ist dabei
eindeutig bestimmt (d.h. JNF ist eindeutig, bis auf Reihenfolge der Kastchen).
9.17. Korollar
Zwei Matrizen sind genau dann dhnlich, wenn sie dieselben Eigenwerte und in der JNF
dieselbe Anzahl von Jordan-Kastchen gleicher GroRRe besitzen.
9.18. Bemerkungen

(i) Seimy(A) :== Anzahl der k X k-Jordan-Kastchen J, (1) zum Eigenwert A.

A1 0
- Jedes (1) = 1 liefert einen Eigenvektor zum Eigenwert A.
0 A

n
= Z m, (1) ist geometrische Vielfachheit vom EW A.
k=1

n
Z k - my (1) ist algebraische Vielfachheit vom EW A.
k=1

(i) Esgilt

lo—A 1 0
Jk(Ao) = AE = Ji(Ag — ) = .
0 Ao — A
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Also:
A# Ay =>rang/,(Ay— A1) =k J,(lg — 4) € GLi(K)

= rang{J, (1o — D]' = k

=22 ko -D=1@=| |2 O

0 0 1 0

|
\

S O

0

|
/

k—-1l1<k

= rang[Jx (' = {* 7 | S

= bildet man aufsteigend Potenzen von A — AE
1.(1) ==rang(4 — AE)* k=0,1,..,n

so reduziert sich in jedem Schritt r,_; (1) — 1, (1) die Anzahl der Jordan-
Kastchen zum Eigenwert 4, die gréRer gleich k X k sind.

11 () = 1) = (D) = (D) = 141 D) = 11 (D) = 21D + 1341 (D)

Somit: Formel zur Berechnung von m (1)

|mk(/1) = rang(A — AE)*~1 — 2 - rang(A — AE)* + rang(4 — )IE)"+1|

Dies zeigt insbesondere die Eindeutigkeit der JNF in Satz 9.16.

9.19. Korollar
Zwei Matrizen A, B € M,,(K) sind genau dann dhnlich, wenn fir alle Eigenwerte A gilt

rang[(A — AE)¥] = rang[(B — AE)*] k=1,..,n
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9.20. Bemerkungen

Mit 75(4) := rang[(A — )LE)j] gilt fur Eigenwert A von A € M,,(K) der algebraischen

Vielfachheit k.
(i) Die Folge

To(ﬂ.) =n, 7"1().), "'!rk—l(/l)lrk(l)

ist streng monoton fallend, bis sie den Wert n — k erreicht.

(iii) Das kleinste jo mit rj, (A1) = n — k ist die GroRe des groRten Jordan-Késtchens
Jjo (D).

(iv) 79(1) — 11(1) = n —rang[(4 — AE)'] = dimker(4 — AE)
Also:

19(4) — 11 (1) = geometrische Vielfachheit des EW A
= Anzahl der Jordan-Kastchen zum EW A4

9.21. Beispiele

(i) Bestimme JNF von

3—-1 -2 1
Py(1) :det< 2 -1-2 1 >

-3 2 -1-2
=@B-D(-1-1)*+4
-3(-1-1)-2B3-1)+4(-1-21)
=GB-AD1+21+12)+10-3-31—4—42
=34+61+312-1-223-23-3-52
= B+2=-201-1)

= A; = 1 einfacher EW = Eig(1,A) = E;(A) eindimensional = m;(1) = 1
A, = 0 doppelter EW = dim E,(4) = 2

Zwei Moglichkeiten

i 0 11 0 0
o |19 b) [0 [0 1

[0] 0 [0 0

(0)=2 m41(0)=0
(=0 m2(0)=1

=>rangA =1 = rangAd =2
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Bestimme Rang von A

3 -2 1 3 _% %
2 -1 1|~10 — —|=>rangAd =2
-3 2 -1 3 3
0 0 o
also liegt Fall b) vor:
1 0 O
:>JNF<0 0 1)
0 0 O
(ii) Sind die Matrizen
1 0 1 0 1 1 -1 1
o110 o 1 o0 1
A4=10 0 1 1/"¥B={o 0 1 1
0 0 0 1 0 0 01
ahnlich?
Esist Py(1) = Pg(1) = (1 — )*
= A = 1 vierfacher Eigenwert
0 010
_ 0 01 0]}_
rang(A — 1E) = rang 00 0 1 =2
0 0 0O
01 -1 1
B 00 0 1)_
rang(B — 1E) = rang 00 o0 1 =2
0 0 0O
(d.h. geometrische Vielfacheit ist jeweils 4 — 2 = 2)
00 1 0\7] 000 1
_ 21 0 010 _ 0 0 0 1)_
rang[(A — 1E)“] = rang 00 0 1 =rang| o o o 4 =1
0 0 0O 0 0 0 O
0 1 -1 1\? 0000
a2t 00 o0 1)|]|_ 000 0)_
rang[(B — 1E)“] = rang 00 o0 1 =rang( o o o o =0
0 0 00O 0 0 0O

also sind A und B nicht dhnlich.
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Jordansche Normalform:

Zu A:
> > >
R =4->rn=2->nr1)=1->r1)=0=n()
4 — 2 = 2 Jordan-Kastchen zum EW 1 grofStes Kastchen
ist3x3
1] 0 0 O
. 0 |11 1 0
|
bleibt nur o lo 1 1
0 |0 0 1
Zu B:
> >
(D =4—>nrn1)=2—>nrn1)=0=r3()= T4(1)
4 — 2 = 2 Jordan-Kastchen zum EW 1 groRtes Kastchen
ist2 X2
0 1|
bleibt nur| —————
0 1 1
0 1
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9.22. Bemerkung
Sei A Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit k.
Frage: Wie viele Moglichkeiten gibt es. Jordan-Kastchen zum Eigenwert A zu verteilen?

Beantwortet auch: Wie viele Klassen ahnlicher Matrizen gibt es, wenn die Eigenwerte mit
algebraischen Vielfachheiten gegeben sind? (d.h., wenn man das charakteristische Polynom

kennt)
k=1 (L) = (2
A ) < 0>
k=2 =
AR 0
Al 1
J2(A) :< >
0
J1(D) 0 0
k=3 J1(D) =| 0 0
A® 0 0
AR =<O .
2
0 0
1 0
J3(A) =({ 0 1
0 0
Tabelle
k my (1) my,(4) ms(A) my(A) %/?glr: Moglichkeiten
1 1 - - - 1 1
2 2 0 - - 2
0 1 : : ) 2
3 3 0 0 - 3
1 1 0 - 2} 3
0 0 1 - 1
4 4 0 0 0 4
2 1 0 0 3
1 0 1 0 2 5
0 2 0 0 ZJ
0 0 0 0 1
5 7
10 42
100 190569292
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9.23. Beispiel
Wie viele ahnliche Matrizen mit dem charakteristischen Polynom
Py(2) = 25 —22° + 2*
gibt es?
Py(A) =2*(A%2 —=21+1) = 21*(1 - 1)?

= Eigenwerte
A1 = 0 mit algebraischer Vielfachheit 4 = 5 Méglichkeiten} insgesamt5-2 =10
A, = 1 mit algebraischer Vielfachheit 2 = 2 Mdoglichkeiten Moglichkeiten

9.24. Korollar
Besitzen zwei Matrizen dieselben Eigenwerte mit denselben algebraischen und

geometrischen Vielfachheiten und sind die algebraischen Vielfachheiten < 4, so sind sie
dhnlich.
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10. Skalarprodukte .
Y
In R?:
X

(*,¥) = 2191 + x2, = X[l - I¥]l - cos

10.1. Definition
Seien V,W K-Vektorrdume. Eine Abbildung
b:VXW =K
heiRt Bilinearform, wenn

b(vy + vy, w) = b(vy,w) + b(vy,w)

b(Av,w) =A-b(v,w)
und
b(v,w; +w;) = b(v,wy) + b(v,w,)
b(v, Aw) =A-b(v,w)
Im FallV = W heil3t
q(v) = b(v,v)

zugehorige quadratische Form.
Fir V = W heilRt b symmetrisch, wenn

b(v,w) = b(w,v)

10.2. Darstellung in Koordinaten

SinddimV ,dimW < cound ey, ..., e, BasisvonV, fi, ..., f,, Basis von W und

n n
v=2xieiEV W=Zy]-f]-EW

i=1 j=1

dann gilt mit den Koordinatenvektoren

X1 V1
X = € Km’ y = € Kn
Xm Yn
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m n m n
b(v,w)=b inei,Zyjfj :zzxi'b(ei’fj)'yj
i=1 j=1 i=1j=1 =ia;j

V1
= (X1, e, X)) - A ( : )
Yn

A= (au)l:}m € Mm,n(K) mit aij = b(ei,f]-)
j=1..n

wobei

|b(v, w)=x"-A4 -yl (xt = x transponiert: Spalten < Zeilen)

Rechenregeln fiir transponierte Matrizen

(A+B)t=A"+B
1-4)0 =21-At
(A-B)t =Bt-At

Es gilt daher:
b symmetrisch © b(v,w) = b(w,v)
oxt-Ay=y-A-x=0QA-x)t=xt- At -y
—
ek=M, (K)
A=At
10.3. Definition
Eine Matrix A € M, (K) heiBt symmetrisch, wenn A = A* (d.h. a;; = a;;).
Es gilt also:

Bilinearform x* - A - y symmetrisch & A symmetrisch

Sei nun V ein R-Vektorraum:
10.4. Definition

Seib:V XV — R eine symmetrische Bilinearform.
b bzw. die zugehdrige quadratische Form g heiflen

positiv definit, wenn qv) >0furv+0
negativ definit, wenn qv) < 0farv+0
positiv semidefinit, wenn qlv) =0

negativ semidefinit, wenn  q(v) <0
indefinit, wenn es vy, v, € V gibt mit g(v;) < 0 < q(v,)

Eine symmetrische Matrix A € M,,(R) wird ebenfalls so bezeichnet, wenn die zugehérige
Bilinearform x - A - y die entsprechende Eigenschaft hat.
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10.5. Beispiel

M 0
Seib(x,y) =x'-D-ymitD = Diagonalmatrix.
0 An
n
b(x,y) = Z Xi - Qij V)
iLj=1

n
= qG) =xt Dy =) Aa?
i=1

alsoist g bzw. D

positiv definit © A; > 0 fir alle i

negativ definit © A; < 0 fir alle i

positiv semidefinit & A; = 0 fur alle i

negativ semidefinit & A; < 0 furalle i
indefinit & 34;,4; mit 4; <0 < 4;

10.6. Definition

Sei V ein R-VR. Ein Skalarprodukt auf I/ ist eine positiv definite, symmetrische Bilinearform:

(2VxXV-oR
(v, w) & (v,w)

Das Tupel (V, (:,)) heiRt dann ein euklidischer Vektorraum.

10.7. Beispiele

X1 V1
(i) V=Rnundx=<5>,y=<5>E]R"
xn yn

Standard-Skalarprodukt

n

(x,y) = z XiYi

i=1
:xt.yzxt.En.y

Bilinearform mit Einheitsmatrix als darstellende Matrix.
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(i) V=C(a;b])und f,g €V

b
(f,g) = f F() - g(x) dx

Bilinearitat und Symmetrie sind klar.
Positiv definit: Sei f > 0
= Es gibt x, € [a; b] mit f2(x) > 0

f stetig 1
= Es gibt Umgebung [c; d] von x, mit f2(x) = Efz(xo) >0

b d dl
=><f,f>=j £2(0) dx zf £200) dxzf ~F2 ) dx >0

b b
Ifll; = j GOl dx, IIfll, = f FGOP da

allgemeiner: fiir Gewichtsfunktion h € C([a; b]) mith > 0:

b
f, 9 = f f(x) - g(x) - h(x) dx ist auch Skalarprodukt.

10.8. Satz

Sei (V, (-,-)) euklidischer Vektorraum. Dann wird durch

vl = (v, v)
eine Norm auf V definiert. Es gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
(v, w)| < [[v] - [lwll

Beweis:

(i) vll=0e (mw)=0e—=v=0
definit

(i) [1Av]l = V(Av, Av) = Y A%(v,v) = |A] - {/(v,v) = |2] - ||vl|
(Cauchy-Schwarz)

(i)
Sei ohne Einschriankungw # 0, w, = ﬁ (; [lwi]l = 1):
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0< ”17 - ('U, Wl) : VVl”2 = (U - ('U, Wl) W, U — (U, Wl) : Wl)
(v, v) = 2- (v, wy)? + (v, wy)? - (wy, wy)
-1
= [lvlI* = (v, wy)

(v,w)

2
= |Iv]I? = (v,wy)? = < ) = (v,w)? < |vll* - lw||?

lwll
= [(w,w)| < vl - llwll

(iii) A-Ungleichung

lv+wl®> = @WH+w,v+w)={v)+2 - (v,w)+ (w,w)
CS-Ungl.
< wlE+2- vl liwll + lIwllz = (vl + llwl])?
m

Sei nun V ein C-Vektorraum.
10.9. Definition

s:VxV->C
heiRt Sesquilinearform, wenn

s(vy + vy, w) =s(vq,w) + s(vy,w)

s(Av,w) =1-s(v,w)
s(v,w; +wy) =s(v,wy) + s(v,w,)
s(v, Aw) =1-s(v,w)

q(v) == s(v,v) zugehdrige quadratische Form mit
qAv) = s(v, ) = 1-1-s(v,v) = |12 - q(v)

In Koordinaten: mit e4, ..., e, Basisvon V

n n
U:zxiei: szyiei
i=1

i=1

Mit al-j = S(el-,ej), A= (aij)i’j=1mn € Mn(«:)

C i
S(U,W): leauij=xtA)7m|ty=<>

ij=1 Yn
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10.10. Definition
Eine Sesquilinearform s heiRt hermitesch [ss'mitf], wenn
s(v,w) =s(v,w)

Dies bedeutet fiir darstellende Matrix A = (aif)ij:1 o

xt‘A‘}_/=yt‘A'f=yt'14_'x=(}_/t'14_'x)b=xt'14_t'}_l

10.11. Definition
Fur eine Matrix A € M,,(C) heiBt
A* = At
die zu A adjungierte Matrix.
A heillt hermitesch, wenn 4 = A*.
Also: Sesquilinearform xt - A - ¥ hermitesch & A hermitesch
Man beachte: s(v, w) hermitesch = q(v) = s(v, v) reell

q() =s(v,v) =s(v,v) = q(v) > q(v) ER

10.12. Definition

Sei IV ein C-VR.
Ein Skalarprodukt ist eine hermitesche Sesquilinearform

(BV XV >C
(v, w) » (v,w)

die positiv definit ist, d.h.
(v,v) >0firv+0

Das Tupel (V, {-,-)) heiRt dann ein unitdrer Vektorraum.
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10.13. Beispiele

(i) Standard-Skalarprodukt in C™

X1 1
Xn Yn

@)=Y - y=xt g =xt By

i=1
d.h. darstellende Matrix ist Einheitsmatrix.
(i) SeiV = C([a;b],C), d.h. Funktionen f: [a; b] — C, stetig

f1 Realteil
f> Imaginarteil

fbfdx = fbfldx +i- fbfzdx

f=fi+i f, }mm

= Skalarprodukt:

b [
<ﬁm=ffa»mmm

oder allgemeiner

b
(f,9)n ==ff(x)-m-h(x)dx h>0

10.14. Satz

Sei (V, {-,-)) unitarer Raum. Dann wird durch

lvll = (v, v)

eine Norm auf V definiert.
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10.15. Beispiele
() V=C(=C"), 2,2 €C

Standard-Skalarprodukt: (z;,z,) = 2z, - 7

= |zl =vz - z = {|z|* = ||

Imz 7

y
4

X Rez

N

allgemeiner: V = C™ mit Standard-Skalarprodukt

“1 . X = Rez;
z=|: |€C" z=xj+ty-i -
Zp y]— ij

n n

llz|l = Z|zj|2 Z(xj2+yj2)

j=1 j=1

= (€ 111D = ®2™ 111D
A

Euklidische
Norm in R?"

(i) V=C([a;b],C)

b I b
Il = f FG) - Fodx = f IFGOI2 dx = Ifll,

[I-||> heiBt Norm der quadratischen Konvergenz.
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11. Orthogonalitit y
Fiir Standard-Skalarprodukt in R? und R3 gilt Ax/

o y) = lixll - llyll - cos

Insbesondere:

x und y stehen senkrecht (orthogonal) aufeinander © a = % o cosa=0 (x,y)=0

11.1. Definition
Sei V ein euklidischer oder unitarer Vektorraum.
x,y € V heiRen orthogonal, in Zeichen x L y, wenn

(x,y)=0

Ein System von Vektoren (v;);¢; in V heiBt Orthonormalsystem (ONS), wenn

Kronecker-Symbol

(d.h. Vektoren sind paarweise orthogonal und haben die Lange 1)

Ein ONS, das eine Basis von V ist, heillt Orthonormalbasis (ONB).

11.2. Beispiele
(i) Kanonische Basen in R™ bzw. C™ mit Standard-Skalarprodukt sind ONB’en.

(i) V = c([0; 1], C) mit

b J—
(f.g) = f () g0 dx

Dann ist {ey } ez Mit e, (x) = e?™k* = cos(2mkx) + i - sin(2mkx) ein ONS.
1

(ej, ex) =f e2mX . g2mkx dyx
0 —e—2mikx

1
=f eZm’(j—k)xdx
0
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j=k:
1
(ej,e) = f edx=1
0
j# k:
1 1
. - = . p2mi(-k)x
o) = om—n .
1 .
— — . (eZm(j—k)l _ 80) =0
27Tl(] —k) j?’ =3
da (j—k)€EZ
siehe Einheits-
kreis

11.3. Bemerkungen

(i) Isteq,...,en, ONSvonV und

n
x:ZAj'EjEV
=1

ein Vektor.
Dann gilt

n n
(x, ei) = (Z A]e] ,ei) = ZA] (ej,ei) = Ai : (ei,ei) = Ai
=1 I

=5i]'

(ii) Seieq,...,e, ONBvonV

(-,-) Skalarprodukt — Bilinearform

Darstellende Matrix A = (aij) bzgl. ONB

ajj = (ei,ej) = 611 > A= En
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Konstruktion von ONB’en:
11.4. Gram-Schmidtsches Orthonormierungsverfahren

V euklidischer oder unitarer Vektorraum.

Seien vy, ..., Vg linear unabhangige Vektoren.

Dann gibtes ey, ..., e, € V, so dass:

€1, ..., € ONS mit lin{el, ...,ej} = lin{vl, ...,vj} furj=1,..,k

Idee: Andere vj um Linearkombination von vy, ..., vj_1 so ab, dass dieser
Vektor 1 lin{vl, s vj_l} ist.

V2
VU3
vz B
(23
121 . V1
Explizit:
Anfang:
Setze ey = — (= |le,|| = 1)
vl
Rekursionsschritt:
Sind ey, ..., €j_4 bestimmt, so setze
j-1
U=y - Z(Uj, e;)e;
i=1
und
i
]
e; = ——
j ~
(Al
denn fiir k < j folgt:
j-1
(17]; ex) = (Vj - Z(Vj: e;)e;, ex)
i=1
j-1
= (vj,e) = ) (v e0) ew ex) = (v, e6) = (v, e1) - 1= 0
i=1 =8ik
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11.5. Beispiele

1 1 0
o verne(g)e=(i) =
1 0 1

vz L (s
oyl = z:e1=ﬁ-<2>

1 1
(1+040) =

(U2'91)=ﬁ ﬁ
()20 (2)
U, =1, —{(vy,e)-e;=[1]—-=-10])==-| 2
2 2 2:€1) €1 . 5 : 5 o
1
17311 =56

<_)
1
1

1
(vs,e1) = ﬁ (v3,€5) = —%

0 1 /1\ 1 /1
i]\gzv3_<v3lel).el_<v3lez>'ez: 0 _5 0 +g 2=
1 1 -1

1
1751 =53

L (7
> @y = —-
3 \/’§ 1
(i) V={f:[-1;1] » R | f Polynomfunktion }
mit Skalarprodukt

w| =

()

1
(f.g>=f_1f-gdx

Dann ist mit f,(x) = x™ n € Ny {f;}nen, Basisvon V.

1 1
(fo,f1)=f11-xdx=f xdx=0=>f,Lf;

-1

1 1 1

1 2
<f0'f2>=f 1‘X2dx=fx2dx=—.x3 =Z£0
-1 -1 3 -1 3

= fo, f> nicht orthogonal
Also {fy}nen, keine ONB.
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Gram-Schmidt-Verfahren auf Folge fy, f1, ... anwenden liefert ONB ey, eq, ...,
wobei
2n+1

én = ) By (x)

mit P, Legendre-Polynom [la'3d:dra] vom Grad n:

1 dar

Pux) = 21! dxm

[(x* = D"]

2.B. Py(x) = 1, Py(x) = x, P, (x) = 3 (3x — 1), Py (x) = (5x° — 3x)

Entwicklung Legendre-Polynome

f Polynom (f = Z(f' en)en)

n=0
mit
2n+1

an =

Af, B
2n+1

f £ - Pu(x) dx

11.6. Korollar

$S2012

Jeder euklidischer/unitadrer Vektorraum besitzt eine ONB.
Sei A = M,,(R) eine positiv definite Matrix. Dann ist

(X, V)a=xt-A-y x,y € R"
Skalarprodukt.

Gram-Schmidt: Es gibt Basiswechsel, beschrieben durch Basiswechselmatrix S € GL,(R), so
dass die neue Basis ONB bzgl. (-} 4 ist.

D.h. {x,y)4 ist in neuen Koordinaten ¥ = Sx, § = Sy beschrieben durch ¢ - E - 7.
Nach Konstruktion ist S sogar obere Dreiecksmatrix.

Alsoxt - A-y=(x,y), =% -=(Sx)t-Sy=xt-5t-S-y
Daher gilt:
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11.7. Korollar
Ist A € M,,(R) positiv definit, so gibt es eine obere Dreiecksmatrix S € GL,(R) mit

A=S-§.

11.8. Anwendung auf lineare Gleichungssysteme

A-x=Db
e St.Sx=b»b
o Sx=cfurStc=bh

Leicht I6sbar, da S und St Dreiecksmatrizen sind.
— Choleski-Verfahren

Orthogonale Abbildungen
Betrachte Drehungen in V = R™ um Ursprung 0.
— Lineare Abbildung f mit der Eigenschaft, dass Ldngen und Winkel erhalten bleiben, also

) (f(), fw)) = (v,w)furallev,w € V

11.9. Definition
Ist f ein Endomorphismus in einem euklidischen Vektorraum mit (), so heiRt f orthogonal.

Ist f ein Endomorphismus in einem unitdren (= komplexen) Vektorraum mit (), so heilt f
unitar.

11.10. Eigenschaften

SeidimV < oo und f orthogonal bzw. unitér.
(i) fW) =0 llfWI=0e{(fW),f()= OQ(v,v) =0ev=0

dim V<o
d.h. f ist injektiv === f auch surjektiv

= unitdre Abbildungen sind bijektiv.
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(i) Fur die Eigenwerte A € Cvon f gilt: [1] = 1
dennwenn f(v) = Av, v # O

W, 0) 2 (F @), f(0)) = (v, vy = -1+ (0,v) = A2 - (4, v)
=il =1

(iii) Darstellende Matrix A bzgl. ONB von V

()
V1, ., Vy ONBvonV = f(v,), ..., f (v,) auch ONB von V.

= Spaltenvon 4 = (aij) sind ONB von R™ (bzw. C"), d.h.

n

n
konjugieren
Agi - g, = Ojj iy - Akj = Oy

k=1 k=1

oderAt -A=E=A"-A=E

11.11. Definition
Eine Matrix A € M,,(R) heiRt orthogonal, wenn
At-A=E(dh At = A7)
Eine Matrix A € M,,(C) heilt unitdr, wenn
A" A=E(dh A" =471
11.12. Satz

Fur eine Matrix A € M, (R) (bzw. M,,(C)) sind dquivalent
(i) A orthogonal (bzw. unitér)
(i) A'“A=E (A*-A=E)
(i) A- At = E (A-A* = E)
(iv) A € GL,(R) und A~ = At (bzw. A € GL,(C) und A™1 = A%)
(v) Spalten von A bilden ONB
(vi) Zeilen von A bilden ONB

Beweis:
def
(i) =(ii)
(i) (ii)=(iv)wegenA™1-A=A- A1 =F
(i) (iv) Siehe oben
(iii)=(vi) gleiches Argument auf Zeilen, d.h. At anwenden
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Ist A unitér (insbesondere wenn A orthogonal ist)
= detA = A, - ...- A, Produkt der Eigenwerte und |1;| = 1
Es folgt:
11.13. Satz
Ist A unitér, so folgt |det A| = 1.
Ist A orthogonal, so folgt detA = +1.
Nun sind Produkte von orthogonalen/unitaren Matrizen wieder orthogonal/unitér:
ATt = A7 A7 =4

(A At =M1 AF = AL - AT = (A Ap)' = (A A)" = (Ay - Ap)"

Somit bilden die orthogonalen bzw. unitdaren Matrizen Untergruppen der invertierbaren

Matrizen.

Man setzt:
11.14. Definition

U(n) :={A € GL,(C) | A unitar} unitire Gruppe
0(n) :=={A € GL,(R) | A orthogonal } orthogonale Gruppe
SO0(n):={A€0(n)|detd=+1} spezielle orthogonale Gruppe

11.15. Beispiel 0(2)
L (A11 A1z
Sei (a21 azz) € 0(2)

> v, = (a 1),172 = (Z;z) bilden ONB von R?

“ _ (COos@
vy V1= (simp)

__(—sing
V2 = ( cos <p)

V2

4 S
€1

— Drehung um Winkel ¢ gegen den Uhrzeigersinn

4= (cosqo —sin@

— a2 L2
sin ¢ cos<p)=>detA_COS @ +sinp=1=>A4€S50(2)
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2. Fall:

“ cos ¢
V1= (sin go)

_ sin ¢
V2 = (— cos <p>

U1

€1

7]

— Spiegelung (an Achse, die mit e; den Winkel % einschlielt)

A= (cos 0] sin @

— 2 _ cin? —
sin ¢ —cosqo)z)detA_ cos® ¢ — sin“ ¢ 1=A4A€0(2)\S0(2)

Diese Unterteilung gilt allgemein im R™.
A€ S0(n) beschreibt Drehung im R™ (um Ursprung)

A€e0n)\SO(n) beschreibt Dreh-Spiegelung, d.h. Drehung + Spiegelung
(an Hyperebene durch Ursprung)

z.B. Hintereinanderschalten von zwei Spiegelungen A und B (an verschiedenen
Hyperebenen) liefert Drehung, denn

det(B - A) = detB -detA = (—1)(—1) = +1

11.16. Beispiel

1 —V2 1
A==-2 0 —V2|= wy,v,v3)
1 \/E 1 Spaltenvekt.

N| -

Nachrechnen zeigt: (v;, v;) = §;;
Somit A € SO(3)

Charakteristisches Polynom:
1\3 1-22 —V2 1
det(a—2E) = (5) -det| Vi 21 -2
1 V2 1-22

Py(1)
=-B+212-21+1
= detA =P,(0) =1 = A € SO(3) Drehung

Eigenwerte: P,(1) =01, =1
(B+2-2A+D+A-D=-A-1=A3==i
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= reeller Eigenwert: 4; = 1
Zugehorige Eigenvektoren bilden Drehachse:
A-x =1-x — invariant unter Drehung
Eigenvektoren zu A; = 1 bestimmen
-1 —vV2 1

1
(A—lE)-x=5- V2 -2 2 |x=0
1 V2 -1

1
E-x/i—z-z 0 -4 0
1 V2 -1 0 0 0

-1 V2 1 -1 V2 1
A
X3 = u freier Parameter
5x,=0x;=u

1
>x=u-10
1

1
= Richtung der Drehachse <0>
1

Drehwinkel a:

0
Wahle Vektor in Ebene L zu Drehachse, z.B. y = (1) = « ist Winkel zwischen y und 4 - y
0

0\ ; [—V2
({1 5 o))
= cosa = {.4-y) = 0 V2 Sa=2=
iyl - 114 -yl 1-1 2

Es gilt auch:
SpurA =2 -cos(a) +1
11.17. Bemerkung
Ist A € 0(n) = fur Eigenwerte L € C, |A| =1
Falls n ungerade: Das charakteristische Polynom hat mindestens eine reelle Nullstelle.

= mindestens ein Eigenwert +1 oder —1.
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Seien A4, ..., 1, die Eigenwerte von A.

Wennd, ER= 1, = +1
Wenn 4, € C = A, = e'?k und 1 = e~“? auch Eigenwert.

DadetA =A; - ..- A, und A - A, = |42 =1

= Produkt der reellen Eigenwerte = det A

€{+1;—1}, auch
ungerade viele

Daher: Wenn A € SO(n) = detA = +1 = mindestens ein Eigenwert = +1

= In ungeraden Raumdimensionen besitzt eine Drehung eine invariante (Dreh-) Achse.

11.18. Normalform fiir orthogonale Abbildungen

Man kann zeigen: Zu jeder orthogonalen Abbildung gibt es eine ONB vom R", so dass die
darstellende Matrix die folgende Gestalt hat:

1 Wobei 4; € SO(2)
. 0 1
1 beschreibt invarianten Teilraum
-1 1
A; beschreibt Drehungen

-1 in 2-dimensionalen Unterrdumen
-1 ) jedes Paar von Eigenwerten — 1
’ _1 beschreibt 180°-Drehung

0 Eventuell Gbriger EW —1 liefert Spiegelung

Somit: A € SO(n) © Anzahl der Eigenwerte —1 gerade.

11.19. Bemerkung

Somit fur A € SO(3) Drehmatrix.

1 0 0
NormalformA=( 0 |cos¢ —sing
0 [sing cos @
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Charakteristisches Polynom:

Dl — 1. cosp —A1 —sing
Py() = Pi(A) = (1 — A) det(sin(p o /1)

=1 —=2)[(cosp —2)? +sin? @] = (1 — 1) - [(cos? ¢ — 24 cos ¢ + A% + sin? @]
=(1-2)A%—-2Acosp +1)

= A; = 1 — Drehachse

2-cos@t+/4—4-cos?@
2

tip

Ayz = =cospti-sinp=e

Liefert Moglichkeit, Drehwinkel zu bestimmen.

In Beispiel 11.18 hatten wir gefunden:

/11 = 1,12'3 = il =e

Im
i

Re

Allgemein, wenn A, =ati-b=>tang = Z.
Orthogonale Zerlegungen
11.20. Definition

Sei V euklidischer/unitarer Vektorraum und U < V Untervektorraum.

Dann heif3t
Ut :={weV|{v,u)=0firalleu € U}

der zu U orthogonale Unterraum.
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11.21. Bemerkungen

U+ ist offensichtlich Unterraum.
EsistUN UL ={0}und U @ Ut =V orthogonale Zerlegung.

Insbesondere gilt (UYL = U
Jeder Vektor v € V besitzt daher eindeutige Zerlegung:

v=u+u, mtu€lUundu, € U+

11.22. Definition
Die Abbildung
Py:V->UcV

v=u+tu, ~u

heillt orthogonale Projektion.

11.23. Bemerkungen v W

(i) Istv Lw v

Sllv+wl?=@w+w,v+w)=(vv)+(v,w)+ {w,v)+ (w,w)
——————
=2-Re(v,w)
= |lvll> + 2 - Rew, w) + [w]|* = [lv]I* + [Iw]|?
=0
(Satz von Pythagoras)

D.h.firv=u+u, undw e U

we llv—wli?=llv-w+u, I? (= @-w) Lu)
ev eut
v —wil? = [lv = wll* + llulI?

Wird minimal, wennw = u = Pyv
U
= Pyv Punkt auf U mit minimalem Abstand zu v.
(i) Bestimmung der Orthogonalprojektion:
Ist ey, ..., €, ONB und U = linf{ey, ..., e}

= Ut =lin{egyq, ..., €n}
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Danngiltfirv eV

n k n
v = Z(v, eje; = Z(v, ep)e; + Z (v, e;)e;
i=1 i=1
€U

i=k+1
eut

d.h.
k
Pyv = Z(U: e;)e;
i=1

Daher: Ist U = lin{vy, ..., v} }: Ohne Einschrankung vy, ..., v linear unabhéangig.

Bestimme mit Gram-Schmidt ONB ey, ..., e, von U

K
= Pyv = Z(v, e;)e;
i=1

(iii) Orthogonale Projektionen auch in co-dimensionalen Rdumen wichtig als beste
Approximation, z.B. V = €([0; 1], C):

1
<f,g)=J;f-g‘dx

ONS: e, (x) = e?™k* ke
Sei V,, = lin{ey| |k| < n}.

Beste Approximation von f,, € Vy:

n
L= ) o et
k=—-n
mit

1 .
ce = f e) = fo £(x) - -2k gy

Speziell, wenn f reellwertig

n
z [ay - cos(2mkx) + by, - sin(2mkx)]
k=0
mit
Ck + C_k

Cr — C_g
ap = 2 —_—

b, =
k 2i
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Es gilt mit
1
£l =V = || IrCorax
0
lf = fullz = min||f — gll
gen
und sogar

If = fallz = 0, fu = fin|ll-Norm

12. Selbstadjungierte Abbildungen
12.1. Definition
Sei VV ein endlich dimensionaler euklidischer/unitdrer Vektorraum.
Ein Endomorphismus
fiVv-Vv

heiRt selbstadjungiert, wenn

(fw),w)=(v,f(w)) v,weV

12.2. Bemerkung (Matrixdarstellung bzgl. ONB)

Sei A € M,,(R) bzw. A € M,,(C). Dann gilt stets

(Ax,y) = (Ax)" -y = x* - AT = x" - Aty = x* - A"y = (x,A"y)

[(Ax,y) = (x,A"y)|

Ist daher A darstellende Matrix von selbstadjungiertem Endomorphismus, so gilt

(Ax,y) = (x, Ay)
das heil3t:
A=A

also ist A hermitesch bzw. symmetrisch.

12.3. Satz

PD W. Hoh

Ein Endomorphismus ist genau dann selbstadjungiert, wenn die darstellende Matrix bzgl.

ONB hermitesch im Komplexen oder symmetrisch im Reellen ist.
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12.4. Bemerkung

Sei f selbstadjungiert und A € M,,(R) symmetrisch bzw. A € M,,(C) hermitesch.
Dann sind alle Eigenwerte reell und fiir das charakteristische Polynom gilt:

Pr(A) =P, =QA;1—1) - A—D) .- (A —A)mit}; ER
denn sei A Eigenwert und v # O Eigenvektor zu A:
Mo, v) = (Av,v) = (f(v),v) = (v, f(V)) = (v, lv) = Kv,v)

21=1=2>1€R

12.5. Satz
Sei f selbstadjungiert. Dann besitzt f eine ONB aus Eigenvektoren (Basis aus Eigenvektoren
& diagonalisierbar).
12.6. Satz
Es gibt also eine ONB, beziiglich der f durch Diagonalmatrix dargestellt wird.
f heillt daher orthogonal diagonalisierbar.
12.7. Korollar
Symmetrische bzw. hermitesche Matrizen sind (orthogonal) diagonalisierbar.
Beweis von 12.5:
Induktion nach Dimension nvon V.
n = 1: nichts zu zeigen.
,m —1 - n“: Sei v, Eigenvektor von f zu Eigenwert 1; € R.
W =lin{fv;}=2V=wowt
= firw € Wt

(f(W),U1> = (W,f(v1)> = (W, /11171) = /T(W, 171)

=0

= f(w) e wt flwt:f
= f: W+ - W invarianter Teilraum und fly+ selbstadjungiert eingeschrankt auf
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= Nach Induktions-Annahme existiert ONB wy, ..., w,,_; von W+ aus Eigenvektoren von
f = v, Wy, ..., Wwy_; ist gesuchte ONBvonV m
12.8. Korollar

Sei s symmetrische Bilinearform (hermitesche Sesquilinearform) auf n-dimensionalem
Vektorraum V mit darstellender Matrix A bzgl. Basis A.

Dann gibt es eine andere Basis B von I mit

(i) Darstellende Matrix von s bzgl. B ist diagonal

(i) Der Basiswechsel von A auf B ist orthogonal/unitar.
(iii) A4, ..., 4, sind die Eigenwerte von A.
Beweis:
A symmetrisch/hermitesch = orthogonal diagonalisierbar.
D.h. es gibt S € 0(n) (bzw. U(n)) mit
Y 0

S-A-§71= A; Eigenwerte von A
0 A,

Beachte nun nur: Neue Matrix von s nach Basiswechsel — neue Koordinaten:

xt-Sy=(TDA-STH =% (EH-A-5-F

d.h. neue darstellende Matrix:
(S—l)t A S—l

DaaberSEO(n)=>St=St=ENHt=S

A 0
> HA.51=5-4-5"1= [
0 1,
A 0 n
xt- -x=z/1i-xl-2
0 An i=1

$S2012 121



Mathematik fiir Naturwissenschaften Lineare Algebra Il PD W. Hoh

12.9. Korollar
Eine symmetrische Matrix ist genau dann

e positiv definit, wenn alle Eigenwerte 4; > 0
e negativ definit, wenn alle Eigenwerte 4; < 0
e positivsemidefinit,  wenn alle Eigenwerte 4; = 0
e negativ semidefinit, wenn alle Eigenwerte 4; < 0
e indefinit, wenn es Eigenwerte 4; und 4; gibt mit 4; < 0 < 4;

12.10. Bemerkung

Bei beliebigen (nicht orthogonalen) Basiswechseln bleiben die Eigenwerte nicht invariant, es
gilt aber:

Sylvestersches Tragheitsgesetz
Sei s symmetrische Bilinearform. Dann ist die Anzahl der positiven Eigenwerte, der
negativen Eigenwerte und der Eigenwerte = 0 der darstellenden Matrix unabhangig von der
Wabhl der Basis.
— Normalform flr symmetrische Bilinearformen:

+1 0

+1
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