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Vorab:

Dieses Skript entstand im Rahmen des Auffrischungskurses zur Vorlesung “Mathematik fiir Natur-
wissenschaften II” nach dem Sommersemester 2013 an der Uni Bielefeld. Diese Veranstaltung diente
dazu, die Studierenden auf die Nachklausur vorzubereiten. Dieser Kurs ist eine MaBBnahme im Rah-
men des Programms “Richtig Einsteigen” der Universitit Bielefeld.

An den Leser:

Dieser Kurs (“Auffrischungskurs Mathematik fiir Naturwissenschaften II"’!) ist ein Zusatzangebot zur
Vorlesung “Mathematik fiir Naturwissenschaften II?). Der Kurs dient dazu, Sie auf die Nachklausur
vorzubereiten. Die Teilnahme ist freiwillig.

Es wird Wert gelegt auf das Einiliben der Rechentechniken. Das Beherrschen dieser Techniken dient
auch dem tieferen Verstdndnis des Themas, denn Mathematik betreiben hat mehr mit Kénnen zu tun
als mit Wissen. Daher ist dies ausdiicklich keine Ersatzvorlesung. Im Kurs wurden immer wieder
Gelegenheiten gegeben, konkrete Aufgaben selber zu rechnen.

Das Ziel ist, dass Sie die Nachklausur bestehen. Dazu konnen Sie selbst am meisten beitragen.
Es reicht nicht die Teilnahme am Kurs allein, es ist unumgénglich, selbstidndig weiter zu iiben. Das
kann mittels der Aufgaben aus diesem Skript geschehen, mit den Aufgaben aus der ersten Klausur,
mittels der Aufgabensammlung von Kai-Uwe Bux und Martin Fluch sowie mit den Biichern von
Lothar Papula (siche Literaturliste, online iiber die Unibib erhéltlich) und weiteren Ubungsbiichern.

GEFORDERT VOM

Bundesministerium
72 fiir Bildung
und Forschung

1 http://ekvv.uni-bielefeld.de/kvv_publ/publ/vd?id=39663308
Zhttp://ekvv.uni-bielefeld.de/kvv_publ/publ/vd?1d=37051003



Part I

Lineare Algebra

1 Intro

Man muss eigentlich nur drei Begriffe wirklich verstanden haben, um fast den kompletten Lineare-
Algebra-Teil der Vorlesung zu verstehen. Das sind:

e ihnlich
e Eigenvektor
e orthogonal

Um diese Begriffe zu verstehen, muss man allerdings weitere Begriffe verstanden haben. Das sind:

Vektor, linear unabhingig (lin.u.), Matrix, Determinante, Rang, (Spur,) charakteristisches Polynom,
Eigenwert, Vielfachheit eines Eigenwerts, Diagonalmatrix, Jordansche Normalform, orthogonale Vek-
toren, orthogonale Matrix, unitdre Matrix.

Diese Begriffe wollen wir im Folgenden so knapp wie mdglich und so prézise wie notig erldutern.

1.1 Vektoren

Ein Vektor ist einfach eine Tabelle mit einer Spalte, deren Eintrdge Zahlen sind. Zum Beispiel

10
1 2
2
4 oder -0,1 oder oder- -
-2
-2 T

Als Werte fiir die Zahlen lassen wir hier alle reellen Zahlen zu. Die Menge aller Vektoren mit n Zeilen
bezeichnen wir als R”. (Eine Zeile ist immer horizontal, eine Spalte immer vertikal.) Interessant
wird es, weil man: erstens mit Vektoren Ortskoordinaten beschreiben kann. Ein Vektor in R? kann die
Position eines Punkts in der Ebene beschreiben. Ein Vektor im R3 kann die Position eines Punkts im
Raum beschreiben. Zweitens kann man mit Vektoren rechnen: man kann sie addieren, subtrahieren
und mit einer reellen Zahl multiplizieren. Letzteres heifit Skalarmultiplikation. Eine echte Multip-
likation (Vektor mal Vektor) gibt es nicht, auf jeden Fall nicht so, dass in natiirlicher Weise wieder ein
Vektor rauskommt. Addieren, subtrahieren und sklar-multiplizieren geht z.B. so:

1 5 6 1 5 —4 1 2
2161 =8 ] |2[—|6[=]|-4]| 2|2|=]4
3 7 10 3 7 —4 3 6



Bei Addition und Subtraktion von Vektoren miissen beide Vektoren natiirlich die selbe Linge haben.
X1
X2

Schreibt man allgemein einen Vektor x aus R” so: x = ( . ) , dann geht Addition, Subtraktion und

%

Skalarmultiplikation so:

x1 Vi X1 +y1 X Vi X1 —y1 X Ax;

Xd Yn Xn+Yn Xd Yn Xn —Yn Xn Mn

1.2 Matrizen

Eine Matrix ist einfach eine Tabelle mit n Zeilen und m Spalten, deren Eintrige reelee Zahlen sind.
Zum Beispiel sind

5 © -0,1 12

1 2 3
, |7 1000 —33 |, und |3 4

—2 12 23
6 8 —10 00

Matrizen. Auch Matrizen lassen sich addieren und subtrahieren, wenn sie das selbe Format haben.
Zum Beispiel®

1 -32) (035 140 =343 245 107
12 7 2 1 -1 142 241 74(=1) 33 6

Die Menge aller Matrizen mit n Zeilen und m Spalten, deren Eintriige reelle Zahlen sind, bezeichnet
man als R"*™, Matrizen werden wir hier oft mit GroSbuchstaben A, B, ... benennen. Die Eintrige der

Matrix A in Zeile i und Spalte j bezeichnen wir mit g; ;. So ist zum Beispiel in der Matrix (jz 122 2?’3

etwaa = 1,a;3 =3 und ax» = 12. Wenn die Zahl der Spalten und Zeilen (wie hier) klein ist, dann
lassen wir das Komma zwischen i und j weg. Also ay; statt a; ». Manchmal ist es praktisch, statt der

.....

.....

1 -3 2 5.1 5-(=3) 52 5 =15 10
1 2 7 5-1 52 57 5 10 35

Im Gegensatz zu Vektoren kann man Matrizen auch miteinander multiplizieren, also “Matrix mal
Matrix”, nicht nur “Zahl mal Matrix”. Zumindest, wenn ihr Format passt. Genauer:

3Dieses und viele weitere Rechenbeispiele in diesem Abschnitt sind aus wikipedia iibernommen (Stand Dez 2012):
de.wikipedia.org/wiki/Vektor, de.wikipedia.org/wiki/Matrix_ (Mathematik)
de.wikipedia.org/wiki/Falksches_Schema



Zwei Matrizen konnen multipliziert werden, wenn die Spaltenanzahl der
linken mit der Zeilenanzahl der rechten Matrix libereinstimmt.

Ist also A aus R“ und B aus R”*", so kann man “A mal B” rechnen. Nennen wir das Ergebnis C,
alsoC=A-B, soist
cij = anbij+anbsj+ -+ aimbp;.

Ein Beispiel:
6 —1
1 23 1-64+2-3+3:0 1-(—=1)+2-2+3-(-3) 12 -6
13 2 |= =
4 5 6 4-6+5-3+6-0 4-(—1)+5-2+6-(-3) 39 12
0 -3

Es soll das Produkt C = A - B ermittelt werden. C ist eine 3 x 2-Matrix. Zunichst wird das Falk-
Schema aufgestellt, indem die Matrizen hthenversetzt nebeneinander geschrieben werden (in der ur-
spriinglichen Ausrichtung, also ohne Kippen oder Drehen). Hier also:

(Spalte 1) | (Spalte 2)
-1 1
1 -2

(Zeilel) 1 4

(Zeile2) 2 5

(Zeile3) 3 -6

Die erste Zeile von A wird elementweise mit der ersten Spalte von B multipliziert: 1-(—1)+4-1=3,
ergibt also ¢1; = 3. Analogistcjp =1-1+4-(—2) = —7. Insgesamt ergibt sich

(Spalte 1) | (Spalte 2)

-1 1

1 2

(Zeilel) 1 4 3 -7
(Zeile2) 2 5 3 -8
(Zeile3) 3 -6 -9 15

3 -7
Also C = ( 3 78>.
-9 15



Aufgabe 1.1. Berechnen Sie fiir A = (%
A-A-A-b(alsoA>-b),undA-A-A-A-A

g) und b = (é) die Ausdriicke A-b, A-A - b (also A2 - b),
(also A*- D).

St oo

Aufgabe 1.2. Berechnen Sie fiir A = (1, 32 %), B= (3¢),C= (? 1) die Ausdriicke AB, BA, AC,

CA, BC,CB, ATC, CTA, ABC und CBA, falls es moglich ist.

Spiter (spitestens bei orthogonalen Matrizen) brauchen wir einen weiteren Begriff: Die Transponierte
einer n x m-Matrix A = (a;;) ist die n x m-Matrix AT = (a;;). Das heiBt: Zu

Clll Cllm Cl11 Clnl
A=| + .. ist AT =

apl - dupm Aim -+ dupm

die Transponierte. Man schreibt also die erste Zeile als erste Spalte, die zweite Zeile als zweite Spalte
usw. Das ist ein sehr einfaches Konzept. Am besten sieht man es vielleicht an einem Beispiel:

T
T 1 4 1 2 3 1 4 7
1 8 -3
=| 8 -2, oder 4 5 6| =2 5 8
4 -2 5
-3 5 7 89 369

Eine Matrix heit symmetrisch, falls A” = A ist. Dazu muss A eine quadratische Matrix sein, also
eine n x n-Matrix. Z.B. sind

1 30

15
3 2 6 und

5 7
0 6 5

symmetrische Matrizen.

Eine Matrix heit orthogonal, falls A”A = E ist. Orthogonal sein heiBt, dass die Spalten der Matrix
eine ON-Basis sind, siehe Kapitel 6.2. Die Eigenwerte einer orthogonalen Matrix haben alle den
(komplexen) Betrag 1.

Der entsprechende Begriff fiir Matrizen {iber den komplexen Zahlen C ist unitédr: Eine Matrix heilt
unitiir, falls ATA = E. (Dabei heiBt A, dass elle Eintrige von A komplex konjugiert werden, vgl.
Abschnitt 3.1.2.

2 Determinanten und Rang von Matrizen

Ab jetzt betrachten wir nur noch quadratische Matrizen, also nur
noch Matrizen aus R"*".




Einige Typen von Matrizen spielen eine wichtige Rolle. Eine ist die Einheitsmatrix:

1 0 0

0 1 0
E =

0 0 1

Die besondere Eigenschaft von E in R"*" ist, dass fiir jede Matrix A in R"*" gilt: A-E = A, und auch
E -A = A. (Probieren Sie es an Beispielen aus!)

Die Einheitsmatrix ist der Spezialfall einer Diagonalmatrix. Eine Diagonalmatrix ist eine quadratis-
che Matrix, bei der alle Elemente auf3erhalb der Hauptdiagonale Null sind. Also haben Diagonalma-
trizen die Form

d 0 - 0
B 0 d
N 0
0o -+ 0 d,
Kurz kann man eine Diagonalmatrix auch so schreiben: D = diag(d;,da, . ..,d,).

Eine (obere) Dreiecksmatrix ist eine Matrix, be der alle Eintrige unter der Hauptdiagonalen O sind.
Z.B. sind

3 2 3 4
11 12 13

0556
0 22 23 und

0O 0 0 7
0O 0 33

0O 0 0 9

obere Dreiecksmatrizen. Ist nur von einer “Dreiecksmatrix” die Rede, ist fast immer (in diesem Skript:
immer!) eine obere Dreiecksmatrix gemeint.

Oft (aber nicht immer) gibt es zu einer Matrix A eine inverse Matrix A~!. Das ist die (eindeutige)
Matrix mitA-A~' =A~!.A = E. (E ist die Einheitsmatrix.)

Ob eine gegebene Matrix A eine Inverse besitzt, kann man auf viele Weisen berechnen. Ein Weg ist,
zu priifen ob die Determinante einer Matrix ungleich Null ist.

2.1 2 x2-und 3 x 3-Determinanten

Besonders einfach lassen sich 2 x 2- und 3 x 3-Determinanten berechnen. Achtung: fiir Determinan-
ten groferer Matrizen braucht man andere Methoden!

Die Determinante einer 2 x 2-Matrix (ff 3) ist einfach ad — bc. Man schreibt:
a b 1 6 1

det —ad —be, 7z.B. det —1-17—=-6=17—3=14.
¢ d 17 2

=



. . . . ail a2 a3z .
Die Determinante einer 3 x 3-Matrix (gzl a2 223) ist
31 432 433

apy app a3
det | ary ax axz | = anaxass +anaxasz +aizaras — aziaxnaiz —azazian;.
aszy as ass

Dazu gibt es ein Merkschema, die Regel von Sarrus. Man schreibt die Matrix hin und rechts daneben
nochmal die ersten beiden Spalten.

A1 y2 Qa3 |d11 g2
21 Ggp a3 | Qg1 a2

asz1. asz2 a33 [(d31 432

Damit kann man zum Beispiel det (;1‘ § %) so berechnen:
4 5 1\4 5
1 02|t o0 : 401+523+1-1-4-3-0-1-4-24-1-1-5=0+304+4-0-32-5=-3.

34 1/3 4

2.2 Determinanten von n x n-Matrizen

Die Determinante einer n X n-Matrix ldsst sich durch “Entwickeln nach einer Zeile oder Spalte”
berechnen. Die beiden Formeln lauten

n
detA = Z(— l)iﬂ -ajj-detA;; (Entwicklung nach der j-ten Spalte)
i=1

n
detA = Z (—1)"*/.q;;-detA;; (Entwicklung nach der i-ten Zeile).
j=1

wobei A;; die (n — 1) x (n— 1)-Untermatrix von A ist, die durch Streichen der i-ten Zeile und j-
ten Spalte entsteht. Das braucht uns hier nicht weiter zu beschiftigen. Wir lernen gleich eine viel
effizientere Methode kennen.



Rechenregeln fiir Determinanten

1. det(A) = det(AT)

2. Ist B die Matrix, die aus A durch Vertauschen zweier Zeilen von A (bzw zweier Spalten)
entsteht, so ist det(B) = —det(A).

3. Ist B die Matrix, die aus A durch Multiplizieren aller Elemente einer Zeile (bzw Spalte) von
A (bzw zweier Spalten) mit einer Zahl A entsteht, so ist det(B) = Adet(A).

4. Esistdet(A) = 0, falls einer der folgenden Punkte zutrifft:

e Alle Elemente in einer Zeile (bzw Spalte) sind Null.

Zwei Zeilen (bzw Spalten) sind gleich.

Zwei Zeilen (bzw Spalten) sind Vielfache voneinander.

Eine Zeile (bzw Spalte) lasst sich als Summe/Differenz von anderen Zeilen (bzw Spal-
ten) schreiben.

5. det(A-B) = det(A) - det(B).

6. Die Determinante einer Dreiecksmatrix ist das Produkt der Elemente auf der Hauptdiago-
nalen: det(A) = a1 -ax - au.

7. Der Wert einer Deternminante bleibt gleich, wenn man zu einer Zeile (oder Spalte) ein
beliebiges Vielfaches einer anderen Zeile addiert.

Mit diesen Regeln kann man Determinanten von Matrizen mit vier und mehr Zeilen recht einfach
berechnen.

2 1 -1 4
32 1 1
Beispiel 2.1. A = . Wir berechnen det(A).

1 1 3 1

23 1 0
21 -1 4 1 1 3 1
32 1 1 32 1

det = —det (Regel 2)
1 1 3 1 2 1 -1 4
23 1 0 23 1 0

Und jetzt wenden wir wiederholt die Regel 7 an:

10



Hlﬂﬂlliy?
3 2 1 1<+
2 1 -1 4 +
2 3 1 0 +
[0 18 2]
0 -1-7 2=+
0 1-5 -2 +
[0 o 1 4@
0 0 -13 -4 <1+
[0 0 0 4g
11 3 1 11 3 1
32 1 1 018 2
Also det(A) = —det = —det =—(1-(—-1)-1-48) =48..
21 -1 4 001 O
23 1 0 000 —4
Aufgabe 2.2. Berechnen Sie die folgenden Determinanten:
-2 3 6 -2 sin(x)  cos(x)
det det det
-1 5 -3 1 —cos(x) sin(x)
3 10 1 1 -1 0 1 2
det| —1 2 4 det|[2 -3 1 det|0 -1 2
4 1 5 2 1 -1 3 =2 4711

Aufgabe 2.3. Berechnen Sie die folgenden Determinanten mdglichst geschickt:

1200 3 -1 0 2 1 01 2
21 20 0 -2 15 1 2 3 4
det det det
021 2 0O 0 1 4 4 3 2 1
00 21 0 0 06 2140
-1 2 4 3 1 2 0 -1
2 -4 -8 -6 31 -1 2
det det
7 1 5 0 2 2 0 1
1 5 0 1 -2 1 1 2
2.3 Rang, Kern und Bild einer n x n-Matrix
Erinnerung: Vektoren vi,v;,...,v, heifien linear abhéngig, falls es Zahlen A1, A,,..., A, gibt, die

nicht alle gleich 0 sind (!), so dass

Avi+2Avy + -+ A, = 0.

11



Aquivalent dazu ist, dass sich einer der Vektoren als Linearkombination der n — 1 anderen schreiben
lasst. Wenn das nicht der Fall ist, heilen vi,v,...,v, linear unabhéngig. Auf einem Logiklevel
hoher kann man die erste Bedingung auch so ausdriicken: Aus

Mvi+Mvy+ -+ A0, =0

folgt, dass alle A; gleich O sind (i = 1,2,...,n). Das ist eine sperrige Definition. Praktisch testet
man die Vektoren vy,vy,...,v, auf lineare Abhéngigkeit so: Man schreibt die Vektoren als Zeilenvek-
toren in n Zeilen hin. Dann wendet man darauf das Gauss-Verfahren an. Die Vektoren sind linear
unabhingig, falls n Zeilen iibrig bleiben (d.h. keine ist eine Zeile, in der nur Nullen stehen).

1
Beispiel 2.4. Gegeben seien v; = (é),vz = (%) ,V3 = ( 61). Gauss-Verfahren anwenden:

1019
2 3 1 -
1 6 -1 -
1 0 1
0-3149
0 -6 2 -
1 0 1
0 -3 1
0 0 0

Wir sehen eine Nullzeile, also sind vy, v»,v3 linear abhingig.

Ein ganz dhnlicher Begriff ist der Rang einer n X n-Matrix: Es ist die Zahl der linear unabhéngigen
Zeilen. Praktisch berechnet man den Rang ganz wie oben: Man schreibt die Matrix hin, wendet das
Gauss-Verfahren an, um Stufenform herzustellen. Der Rang der Matrix ist dann die Zahl der Zeilen,
die keine Nullzeilen sind.

1
61> = 2, denn es gilt Fakt 1 von den Rechenregeln fiir Determinanten oben. Diese

1
Matrix ist die Transponierte A7 der Matrix A aus Beispiel 1.

Fakten zum Rang, Kern und Bild von n x n-Matrizen:

12



1. Rang(A) <n < det(A) =0 (& A~! existiert.)
2. Immer gilt 0 < Rang(A) < n.

3. Die Menge {Av|v € R"} heifit Bild von A oder kurz Bild(A).
Seien vi,va,...,v, die Spalten von A. Der von vy,vs,...,v, aufgespannte Unterraum ist
gleich Bild(A).

4. Die Dimension von Bild(A) ist Rang(A).

5. Die Menge {v € R"|Av = 0} heisst Kern von A oder kurz Kern(A). Das ist die
Losungsmenge des LGS Av = 0.

6. dimKern(A) + dimBild(A)=n.

Bemerkung zum letzten Fakt: Wenn A eine Matrix ist, dann ist Ax = 0 ein lineares Gleichungssystem.
Das merkt man, wenn man das ausmultipliziert:

anxy +apxy +-- tapx, =0

anxy “axnxy +--- +awx, =0
Ax=0 &

anx1  +apxy +-o- +agx, =0

Aufgabe 2.6. Bestimmen Sie Rang, Bild und Kern der folgenden Matrizen:

1 0 3 2 =3 1 1 3 =2
4 1 2 3 4 =2 0 2 4
011 5 1 -1 0 0 -1

NSO D O

3

0
2 1 2 =2 2 01
-2 -1 1 2 0

3 Eigenwerte und Eigenvektoren

Ist A eine n x n-Matrix, und ist v ein Vektor, so dass Av = Av gilt (A ist hier irgendeine reelle Zahl),
dann heifit A Eigenwert von A, v heiit Eigenvektor von A (zum Eigenwert A, wenn man’s prézisieren
mochte).

Beispiel 3.1. Sei A= (3 %). Esist (3 %) (}) = (). und (]) ist kein Vielfaches von (]). Also ist
(}) kein Eigenvektor von A. Vereinbarung: Der Nullvektor « (alle Eintridge gleich 0) erfiillt immer
Au = Au, fiir jedes A. Das ist witzlos. Also legt man fest: Der Nullvektor ist nie Eigenvektor.

13



Weiter ist (3 %) (3) = ('2), und ('?) ist genau 5 mal (}). Also ist (}) ein Eigenvektor von A zum
Eigenwert 5.

3.1 Eigenwerte berechnen

Wie berechnet man alle Eigenwerte einer Matrix? Man kann sich iiberlegen:
Av=A & Av=AEv & Av—AEv=0 <& (A—AE)v=0.

Die letzte Gleichung, aufgefasst als lineares Gleichungssytem, soll eine Losung v haben, die nicht
der Nullvektor ist. Dazu muss gelten: Rang(A —AE) < n (vgl. “Fakten zum Rang von Matrizen”
im letzten Kapitel). Also muss gelten det(A —AE) = 0. Man beachte, dass wir A (und E) kennen,
das A ist die Unbekannte. (Das sie A heiBt und nicht x oder ¢ oder so ist nur Tradition. Sie kénnen
die Unbekannte gerne x nennen, falls Sie keine griechischen Buchstaben mogen.) Wir miissen jene A
finden, die die Determinante zu Null machen.

Anstatt die obige Uberlegung verstanden zu haben, kann man sich auch einfach merken:

Die Eigenwerte der Matrix A sind genau die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms det(A — AE) (mit Vielfachheiten).

Dabei ist A unbekannt. Die Determinante ist daher keine feste Zahl, sondern ein Ausdruck, in dem A
oder auch A? auftreten kann. Dieser Ausdruck heiBt daher charakteristisches Polynom.

Beispiel 3.2. Alle Eigenwerte der Matrix (Z fs) aus dem Beispiel oben:

3 4 1 0 3—A 4
det( "y ):det —(3-M)(=3-1)—16
4 -3 0 1 4 3.2

=—9_3L+3A+A%—16=2A%—25.

Also ist A> — 25 das char. Polynom der Matrix. Seine Nullstellen sind 5 und —5, das sind die beiden
Eigenwerte der Matrix.

1 11
Beispiel 3.3. Alle Eigenwerte von A = (71 1 i i) Berechne mit Sarrus das char. Polynom, also die

Determinante von A — AE.:

-1 -1 1

= M43 —3A+1-54+30 =LA +30% 4.

Jetzt haben wir ein Problem. Quadratische Gleichungen (d.h. die hochste Potenz, in der die Un-
bekannte — hier A — auftritt, ist zwei) kann man schnell mit der p — g-Formel 16sen. Fiir kubische
Gleichungen (hochste Potenz der Unbekannten ist drei) oder Gleichungen hoheren Grades wird das im
Allgemeinen sehr schwierig bis unmdoglich. Man muss dann im Allgemeinen auf Ndherungsmethoden
zuriickgreifen. Aber fiir uns gibt es einen effizienten Trick: Raten.

14



3.1.1 Nullstellen von Polynomen

Hat ein Polynom nur ganze Zahlen als Koeffizienten, ist der hochste
Koeffizient £1, und hat es eine ganze Zahl k als Nullstelle, so gilt: & ist
Teiler des konstanten Koeffizienten des Polynoms.

Das Polynom von oben, —A> +3A? — 4, hat ganze Zahlen als Koeffizienten (also nicht % oder T oder
0,23). AuBerdem ist der hochste Koeffizient —1 (der von A*). Wenn wir also mal kiihn annehmen,
dass das Polynom eine ganzzahlige Nullstelle hat, so kommen nur Teiler des konstanten Koeffizienten,
hier 4, in Frage. Obacht: auch negative Zahlen gelten hier als Teiler.

Es kommen also in Frage: 1, —1,2, -2, 4, —4.
Probieren wir 1: —13+3-12—4 = —1+3—4 = —2. Also ist 1 keine Nullstelle.

Probieren wir —1: —(—1)>+3-(—=1)2—4 = —(—1) +3 -4 = 0. Also ist —1 eine Nullstelle, somit
ein Eigenwert. Yippie!
Wir wollen noch die anderen Eigenwerte. Das Gute ist, dass wir mit der Kenntnis, dass -1 Nullstelle

des Polynoms ist, das Polynom vereinfachen konnen. Ein Faktor des Polynoms ist der Linearfaktor
(A—(—1)), also (A+1). Also Polynomdivision! (Aus technischen Griinden mit x statt mit A.)

(—x3+3x2 —4):(x+1):—x2+4x—4
¥+ x?
4x?
—4x> —4x
—4x—4
4x+4
0

Die Nullstellen von —A? 44\ — 4 bestimmen wir mit der p — g-Formel als 2 und 2. Denn wegen —A> +
302 —4 = (A+1)(A—2)? ist 2 doppelte Nullstelle des char. Polynoms. Das ist oben mit “Vielfachheit”
gemeint: Die gefundenen Nullstellen sind die Eigenwerte von A. Also hat A als Eigenwerte —1
(einfach) und 2 (doppelt).

3.1.2 Komplexe Zahlen

Es ist drgerlich, dass eine quadratische Gleichung, also etwa eine der Form x? + px + g, entweder
zwei Losungen hat, oder eine, oder keine. Es wire schoner, wenn es immer zwei Losungen gibe
(oder meinetwegen immer eine, oder immer keine). Dieses Problem stellt sich nur innerhalb der
reellen Zahlen, also in R. VergroBert man R zu dem Zahlbereich der komplexen Zahlen, kurz C,
dann hat eine quadratische Gleichung immer zwei Losungen.

Dazu fiihrt man die “Zahl” i ein mit der Eigenschaft i> = —1. Dann ist die Menge der komplexen
Zahlen

C={a+bila,b e R}.
Z.B. sind 2 + 31, % — i, 3+ 0i = 3 und 0 — 2/ = —2i komplexe Zahlen.
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Gerechnet wird mit komplexen Zahlen so, wie man sich das denken wiirde: Z.B.ist 1 +2i + 34+4i=
(143)4+(2+4)i=4+6i,und

(1420)-(3+4i) =1-241-4i+2i-3+2i-4i =2+ 4i+6i+ 82 =2+ 10i — 8 = —6+ 10i.

Dividieren ist etwas kniffliger. Dazu brauchen wir den Begriff der konjugiert komplexen Zahl. Die
konjugiert komplexe Zahl 7 zu z = a + bi ist 7 = a — bi. Der Witz ist, dass z-Z immer eine reelle Zahl
ist:

z-72= (a+bi)(a— bi) = a* — b* + abi — abi = a*> + b*.

Das niitzt beim Dividieren, bzw zum Vereinfachen des Ergebnisses in die Form a + bi. Der Trick ist
immer: x/z mit der konjugiert komplexen Zahl Z erweitern. So z.B.:
(1-7i)(1+2i) 15-5i

(1—7i)/(1—2i):(1_21,)(1“1,)7 =3

Mit der Einfiihrung der komplexen Zahlen hat jetzt jede quadratische Gleichung genau zwei Losungen!
Allgemeiner gilt:

Ein Polynom vom Grad » hat in C genau n Nullstellen (mit Vielfachheit
gezihlt, z.B. ist 0 dreifache Nullstelle von p(x) = x*). Komplexe Null-
stellen tauchen immer paarweise auf: Ist a+ bi Nullstelle des Polynoms,
so auch a — bi.

0 -1 1
Beispiel 3.4. Alle Eigenwerte von A = ( 41 (1) —04) berechnen. Das charakteristische Polynom von A
ist
A -1 1
det| 4 —n —4|=-2 -9

Offensichtlich ist 0 eine Nullstelle, also ein Eigenwert von A. Die anderen sind nach der p — g-Formel
v —3 =3iund —/—3 = —3i. Das sind keine reellen Zahlen. Also hat A nur einen reellen Eigenwert.
Aber insgesamt hat A die drei Eigenwerte 0, 3i, —3i.

Aufgabe 3.5. Berechnen Sie die Eigenwerte der folgenden Matrizen:

510 1 2 3 113 2 0 0 2 3 1
2! 1 50 2 -4 =2 1 51 0 2 0 2 1 -1
bl 0 0 8 3 -2 1 311 -3 -3 -1 -6 -3 -5
2 01 2 01 1 01 2 0 1 2 01
-1 3 1 -1 3 0 -1 0 2 -1 0 O -1 2 2
-1 1 1 -1 1 1 2 21 -1 -1 1 -1 3 1

(zur Kontrolle: hier kommen nur reelle ganze Zahlen raus.)
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Aufgabe 3.6. Berechnen Sie die Eigenwerte der folgenden Matrizen:

2 01 2 0 1 1 0 1 1 0 1 2 0 1

-1 3 2 -1 3 -1 -1 0 -1 -1 0 3 -1 1 3

-1 11 -1 1 1 2 3 1 2 -1 1 -1 -1 1
2 01 2 0 1 2 0 1 1 01 2 01
-1 2 0 -1 -1 1 -1 1 3 -1 2 1 -1 1 0
-1 1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 2 11 -1 3 1

3.2 Eigenvektoren berechnen

Wenn wir die Eigenwerte kennen, kdnnen wir zu ihnen auch die Eigenvektoren berechnen.

Die Eigenvektoren von A zum Eigenwert A sind Losungen v des linearen
Gleichungssystems (A —AE)v = 0.

Hier ist nun A keine Unbekannte mehr, sondern wir setzen die gefunden Eigenwerte fiir A ein. Dann
miissen wir so viele lineare Gleichungssysteme losen, wie es Eigenwerte gibt.

Beispiel 3.7. Wir berechnen Eigenvektoren zu den Eigenwerten aus Beispiel 3.3. Zunichst suchen
wir einen Eigenvektor v = (E%) zum Eigenwert —1. Dazu 16sen wir das lineare Gleichungssytem
(A—(-1)E)v=0:

151 @J
1122
0 -3 -3
0O 0 O
Also ist ein v; frei wihlbar, z.B. v3 = 1. Wegen 3v, 4 3v3; =0istdann v, = —1. Wegen 2v; — vy +v3 =
~1
0 ist dann v; = —1. Also ist ein Eigenvektor von A zum Eigenwert —1 etwa v = (—11 )

(Machen Sie eine Probe: Berechnen Sie Av und (—1) - v und vergleichen Sie!)

v
Jetzt suchen wir einen Eigenvektor v = (f}%) zum Eigenwert 2. Dazu l6sen wir das lineare Glei-
chungssytem A —2F = 0:

(L1 1]
-1-11j
1011 <+
0 0 0
0 0 0
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Hier bleibt nur eine Zeile iibrig, die keine Nullzeile ist. Also sind zwei v; frei wéhlbar, etwa v, und vs.

. . . . 1
Wegen —v; — v, +v3 = 0 ist dann v; = v, — v3. Eigenvektoren zum Eigenwert 2 sind dann z.B. ( (1) )
—1
oder ( (1) )

Das letzte Beispiel zeigt zweierlei. Erstens: Jedes Vielfache eines Eigenvektors ist wieder Eigenvek-
tor, zum selben Eigenwert. Hétten wir oben beim Eigenvektor zum Eigenwert —1 etwa vz =2 gewihlt,

. . -2 . 1000 . .
hitten wir den Eigenvektor (—22) erhalten. Genauso ist ( 1?880) Eigenvektor zum Eigenwert —1.

Zweitens sehen wir bei den Eigenvektoren zum Eigenwert 2, dass es auch mehrere Eigenvektoren zu
einem Eigenwert geben kann, die nicht Vielfache voneinander sind. Das kann genau dann passieren,
wenn wir einen Eigenwert mit Vielfachheit grofler als 1 haben. (Hier: 2 war doppelte Nullstelle des
char. Polynoms, also Vielfachheit 2.)

Vielfachheit: Diese Effekte haben Namen. Falls ein Eigenwert A k-fache Nullstelle des char. Poly-
noms ist, sagen wir, A hat algebraische Vielfachheit k. Im obigen Beispiel ist die algebraische
Vielfachheit des Eigenwerts —1 eins, die des Eigenwerts 2 ist zwei. Die Zahl der linear unabhiingigen
Eigenvektoren zu einem Eigenwert heillt geometrische Vielfachheit. Im obigen Beispiel ist die ge-
ometrische Vielfachheit des Eigenwerts —1 eins, die des Eigenwerts 2 ist zwei. Hier stimmen also
geometrische und algebraische Vielfachheit tiberein. Das ist nicht immer so. Allgemeiner gelten
folgende Eigenschaften.

Fakten zu Eigenwerten und Eigenvektoren:

1. Zu jedem Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit k gibt es mindestens einen Eigenvektor,
und maximal k linear unabhéngige Eigenvektoren. In anderen Worten: Die geometrische
Vielfachheit ist mindestens 1, maximal k. (Insbesondere ist die geometrische Vielfachheit
immer kleiner oder gleich der algebraischen.)

2. Zwei Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind immer linear unabhingig.
3. Sind alle Eigenwerte verschieden, so gibt es also n linear unabhéngige Eigenvektoren.
4. Das Produkt aller Eigenwerte von A ist gleich det(A)!

5. Die Summe aller Eigenwerte von A ist gleich spur(A). (spur(A) ist die Summe der Eintrige
auf der Hauptdiagonalen von A. Die Spur ist also sehr leicht auszurechnen.)

6. Ist A symmetrisch (also A = A7), so hat A n reelle Eigenwerte, und n linear unabhiingige
Eigenvektoren.

7. Das char. Polynom von A hat immer die Form (—1)"A" 4+ (—1)"spur(A) 4 - - - + det(A).

Fiir Kapitel 5 brauchen wir noch den Begriff des Eigenraums: Der Untervektorraum, der von allen
Eigenvektoren zu einem Eigenwert A aufgespannt wird (das ist die Losungsmenge des Gleichungssys-
tems zur Bestimmung der jeweiligen Eigenvektoren), heifit Eigenraum zum Eigenwert A. Hat A die
geometrische Vielfachheit k, so ist die Dimension des Eigenraums zum Eigenwert A gerade k.

Hat man die Eigenvektoren berechnet, so hat man automatisch die Eigenrdume berechnet: Der Eigen-
raum zum Eigenwert A ist Eig(A,A)=spann(vy,...,v), wenn vy, ..., v die Eigenvektoren zu A sind.
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Aufgabe 3.8. Berechnen Sie Eigenvektoren und Eigenrdume der Matrizen aus Aufgabe 3.5. Machen
Sie eine Probe, in dem Sie fiir jeden gefundenen Eigenvektor v zum Eigenwert A der Matrix A die
Ausdriicke Av und Av berechnen und vergleichen.

4 Diagonalisierbarkeit

Zwei Matrizen A und B heifen sihnlich, falls es eine Matrix P gibt mit P~'AP = B.

Fakt: Ahnliche Matrizen haben dieselben Eigenwerte. Also auch dieselbe Determinante, denselben
Rang, dieselbe Spur, dasselbe char. Polynom. (Achung: Nicht unbedingt dieselben Eigenvektoren!)

Quizfrage: Wann ist eine Matrix A dhnlich zu einer Diagonalmatrix?
Falls das der Fall ist, so heifit A diagonalisierbar.

Antwort: Genau dann, wenn fiir alle Eigenwerte von A gilt: die algebraische Vielfachheit ist gleich
der geometrischen Vielfachheit. (Das ist unter anderem immer der Fall, wenn A symmetrisch ist, vgl.
Fakt 6 auf Seite 18.)

Hier ist das Rezept zum Diagonalisieren einer Matrix A (und zum Priifen, ob A iiberhaupt diagonal-
isierbar ist).

Diagonalisieren einer n x n-Matrix A:

1. Eigenwerte von A bestimmen (falls Anzahl < n: A nicht diagonalisierbar).

2. n linear unabhingige Eigenvektoren bestimmen (falls es nur weniger als n gibt: A nicht
diagonalisierbar).

3. Die Matrix P hinschreiben: Ihre Spalten sind die Eigenvektoren aus Schritt 2.

4. P~'AP hat Diagonalgestalt.

Obacht: Wir haben in diesem Kurs nicht besprochen, wie wir die Inverse P~ ausrechnen! Das
geschieht in Mathe 1.

2 -1 2
Beispiel 4.1. Ist A = <—21 22 32) diagonaliserbar? Wenn ja, bestimme man eine Matrix P, so dass
P~ AP Diagonalgestalt hat.

1. Eigenwerte berechnen: Das char. Polynom ist

2—A -1 2
det| —1 20 —2 [=Q-A*(5-AN)+4+4-42-2)—-42-1)—-(5-L1)=--

= A +9\%— 150 +7.

Wir raten die Nullstellen: 7,1,1, das sind dei Eigenwerte. (1 ist doppelte Nullstelle, also hat der
Eigenwert 1 die algebraische Vielfachheit 2).
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vy —2v3

1 -1 2
2. Losen des Gleichungssystems (A —1-E)v = 0, also Sl L2 liefert ( v2 ) Also (wihle zum
— 3
Beispiel v3 = 0,v, = 1) ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 etwa (é) Mit vz = 1,v, = 0 ist ein

. . . -2
weiterer Eigenvektor zum Eigenwert 1 ( (1) )

-5 -1 2 1
Losen des Gleichungssystems (A —7 - E)v = 0, also S 32 liefert etwa (—21) als Eigenvektor
zum FEigenwert 7. Damit haben wir drei linear unabhéngige Eigenvektoren gefunden. A ist also
diagonalisierbar.

1-2 1
3. Wir schreiben die Eigenvektoren in die Spalten von P, also P = ( (1) (1) 5 1 )

4. Esist P7IAP = (é 2 g). (Diagonalgestalt!)

Aufgabe 4.2. Bestimmen Sie eine Matrix P, so dass P~!AP Diagonalform hat, wobei A jeweils eine
der Matrizen aus Aufgabe 3.5 ist. Machen Sie jeweils eine Probe, indem Sie P~'AP berechnen und
priifen, ob dies wirklich Diagonalform hat. (Benutzen Sie z.B. Wolfram Alpha (online), um die In-
verse P~! auszurechnen: inverse (((1,-2,1) (1,0,-1) (0,1,2)) berechnet die Inverse von P aus
dem Beispiel oben.)

Mit Hilfe der Diagonalisierung kann man manchmal die Quadratwurzel aus einer Matrix ziehen. Die
Quizfrage ist: Gegeben A, gesucht B mit B> = A. (B heift natiirlich B - B). Dazu diagonalisiert man
A, also findet P mit P~!AP = diag(Ai,...,A,). Dann hat D = diag(v/A1,...,\/A,) die Eigenschaft
D? = P~'AP (wegen der speziellen Form von D ist das leicht zu sehen, probieren!). Also ist

A=PD*P' =pPDP'PDP™!, also (PDP™')* =A.

Achtung: 1. Beim Diagonalisieren ist die Reihenfolge P~!AP, beim Quadratwurzelziehen aus Ma-
trizen dagegen PDP .

2. Das ganze geht natiirlich nur gut, falls A diagonalisierbar ist. Selbst dann kénnen im Allgemeinen
komplexe (nichtreelle) Zahlen auftreten: wenn ein Eigenwerte A; negativ ist, dann ist v/A; € C\ R.
Die Aufgabenstellung gibt oft einen Hinweis.

Aufgabe 4.3. Bestimmen Sie B mit B> = A fiir A =

7 10 3 2\ (=3 =2\ [i 3i

15 22) \=1 2 )\ o)\ L
9 10 10 16 30 30 1 6 6
8 20 190, |15 31 30|, |-5 —14 —18
_8 —16 -1I5 _15 —30 —29 5 10 14

(Benutzen Sie z.B. wieder Wolfram Alpha (online), um die Inverse P~ auszurechnen und die Matrix-
produkte auszurechnen.)
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5 Jordansche Normalform

Nicht jede Matrix ist diagonalisierbar. Das Zweitbeste, was man haben kann ist die Jordansche
Normalform (kurz: JNF).

Fakt: Falls A diagonaliserbar ist, P~ AP = D, so ist D die INF von A.
In dem Fall stehen auf der Hauptdiagonalen von D die Eigenwerte von A (vgl. Bsp. 4.1!)

Im allgemeinen sieht die JNF einer Matrix A so aus:

Ji

Ip

wobei die J; wiederum Matrizen sind (die sogenannten Jordanblocke):

Leere Positionen in dieser Matrix sollen Nullen sein. Die A; sind Eigenwerte der Matrix A. Die
Jordanblocke kénnen auch 1 x 1-Matrizen sein. In dem Fall stehen da dann also einfach Zahlen. Nur
falls ein Eigenwert mehrfach vorkommt, stehen da wirklich Blocke.

Eigentlich ist die Reihenfolge egal. Um die JNF eindeutig zu machen, sortieren wir die Jordanblocke
nach der GroBe der Eigenwerte (aufsteigend). Gibt es zu einem Eigenwert mehrere Jordanblocke, so
sortieren wir diese der Gréfe nach (absteigend).

Hier ein konkretes Beispiel: Die 7 x 7-Matrix A habe die Eigenwerte 2 (5-fach), 3 und 5 (je einfach).
Dann kann die JNF von A so aussehen:

2 10
0 2 1
0 0 2
21
0 2
3
5

Wieder sollen an den leeren Stellen in der Matrix Nullen stehen. Wir sehen hier oben links einen
Jordanblock der Grofle 3 x 3, dann einen der GroBe 2 x 2 (je zum Eigenwert 2), dann zwei Blocke der
Grofle 1 x 1 (zu den Eigenwerten 3 bzw 5).
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Fakt: Die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts A sagt uns, wie oft A auf der Hauptdiagonale
der JNF auftaucht.
Die geometrische Vielfachheit von A sagt uns, wieviel Jordanblocke es gibt, die A enthalten.

Oft reichen diese Informationen aus, um die JNF einer Matrix konkret hinzuschreiben. Wenn wir
wissen, dass A die Eigenwerte 2 (algebraische Vielfachheit 5, geometrische Vielfachheit 2), 3 (alge-
braische Vielfachheit 1, also geometrische Vielfachheit auch 1) und 5 (algebraische Vielfachheit 1,
also geometrische Vielfachheit auch 1) hat, dann gibt es nur noch wenige Mdoglichkeiten: Die JNF
muss aussehen wie oben, oder so:

2100
0210
00 2 1
000 2
2
3
5

Betrachten wir ein anderes Beispiel.

Beispiel 5.1. Wir bestimmen die JNF von
—-30 —144 —-51 -48

-10 =32 —-11 -4

Fiir das char. Polynom erhalten wir (nach miihseliger Rechnung) (A —24)(A — 12)(A — 4)2. Die
Eigenwerte sind also 24, 12 und 4 (2-fach). Damit ist bereits klar: Die JNF von A sieht so aus:

24 0 00
0 12 0 0
0 0 4 7?
0 0 0 4

Nur der Eintrag mit dem ? ist jetzt noch unbekannt. Dazu miissen wir die geometrische Vielfachheit
des Eigenwerts 4 bestimmen. Ist sie 1, dann steht bei dem ? eine 1. Ist sie zwei, dann steht bei dem ?

eine 0.
—34 144 —51 —48
Wir 16sen das Gleichungssystem (A —4-E)v =0, also ¥ $ 17 18 . Die allgemeine Losung ist

—-10 =32 —11 -8

2vy

-3
< 2 ) Es gibt nur einen frei wihlbaren Parameter: v, also ist die geometrische Vielfachheit 1
—3v;
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(also die Dimension der Losungsmenge 1, also die Dimension des Eigenraums 1). Somit gibt es nur
einen Jordanblock zum Eigenwert 4. An Stelle des ? steht oben eine 1.

Falls die Aufgabe lautet: “Bestimmen Sie eine Matrix P, so dass P~'AP die Jordansche Normalform
von A ist” (oder so), geht man dhnlich wie beim Diagonalisieren vor (siehe Kasten auf Seite 19).
Es wird aber etwas ldnglich, falls man keine n Eigenvektoren findet (falls also bei mind. einem
Eigenvektor die algebraische Vielfachheit groBer ist als die geometrische). Dann geht man so vor (A
sei der Eigenwert mit zu wenig Eigenvektoren):

Vorgehen fiir den Fall, das zu A nur ein Jordanblock GroBe 2 oder mehr hat Zum Bestimmen
der Eigenvektoren zu A hatten wir das LGS (A —AE)v = 0 gelost. Wir 16sen nun nacheinander die
LGS (A—AE)*>v =0, (A—AE)3v = 0 usw. bis eines dieser LGS, sagen wir (A —AE)* = 0, genau
die richtige Anzahl von linear unabh. Losungsvektoren hat. (Also genau “algebraische Vielfachheit”
viele.) Nun suchen wir aus diesen einen Vektor v aus, der nicht in der Losungsmenge von (A —AE)<~!
liegt. (Das kann knifflig sein!) Dann sind v, (A —AE)v,..., (A —AE)*~!v die gesuchten Vektoren, die
uns P liefern: Die Spalten von P sind die so erhaltenen Vektoren, evtl. zusammen mit weiteren (linear
unabhingig dazu gewihlten!) Eigenvektoren.

Die Reihenfolge, in der wir die Vektoren in P schreiben ist

(A—=AEY1v, .. (A—AE)v,v,Rest

Das k aus dem letzten Abschnitt liefert die GroBe des groBten Jordanblocks zum Eigenwert A.

Vorgehen fiir den Fall, das zu A mehrere Jordanblécke Grofie 2 oder mehr haben (Dann nur,
falls diese gleich groB sind) Sagen wir, es gibt ¢ Blocke der Grofie k. Wie oben, bis “Nun suchen wir
aus diesen...”, da geht’s weiter mit:

Nun suchen wir aus diesen ¢ Vektoren v,w, ... aus, und berechnen v, (A —AE)v,..., (A —AE)< 1y, w,
(A—AE)w,...,(A—AE)* 1w usw. Das sind die Vektoren, die uns P liefern. Die Reihenfolge, in der
wir die Vektoren in P schreiben ist

(A—AEY N, . (A=ME)v,v,(A—AE)*w,... (A —AE)w,w,Rest.

“Rest” steht wieder fiir weitere Eigenvektoren, die wir eventuell hinzunehmen miissen.
Alle Fille die dariiber hinaus gehen werden hollekompliziert.
[xxx Beispiel]

Bemerkung 5.2. Im allgemeinen reicht das obige Rezept noch nicht zur genauen Bestimmung der
JNF einer wirklich groSen Matrix! Fiir die weitereren Details siehe wikipedia, oder Lehrbiicher zur
Linearen Algebra. Wir beschrinken uns hier auf das oben geschilderte, denn das reicht praktisch fast
immer fiir das aus, worum es hier geht, nimlich fiir konkrete Beispiele mit Matrizen mit bis zu 5 oder
6 Zeilen. Vgl. dazu auch Aufgabe 5.7.

Genauer: die Infos, die wir nun mit unseren Mitteln berechnen kénnen (Wie oft steht A auf der Haupt-
diagonale der JNF? Wieviele Jordanblocke gehoren zu A? Was ist die GroBe des groBten Jordan-
blocks zu A?) reichen aus zur eindeutigen Bestimmung der JNF, falls alle algebraischen Vielfachheiten
kleiner als 7 sind.

Beispiel 5.3. Hat eine 5 x 5-Matrix die Eigenwerte 17 (einfach) und 44 (algebraische Vielfachheit:
vier), dann kriegen wir durch Berechnung der Eigenvektoren die geometrische Vielfachheit raus.
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Sagen wir, die wiére eins. Dann wissen wir, es gibt nur einen Jordanblock zum Eigenwert 44, fer-
tig. Oder sagen wir, die geometrische Vielfachheit wire zwei. Also zwei Jordanblédcke: die miissen
dann entweder GroBe 3 und 1 haben, oder 2 und 2. Jetzt priifen wir, ob (A —4E)? = 0 vier Losungen
hat. Wenn ja, so hat der grofite Jordanblock die Grofe 2 (also 2 und 2, fertig). Wenn nein, dann ist
der groBte Jordanblock groBer als 2, also 3, also 3 und 1, fertig.

Beispiel 5.4. Hitte die Aufgabe im Bsp 5.1 gelautet “finden Sie eine Matrix P, so dass P~!AP die
JNF von A ist”, so wiirden wir anfangen wie dort. Da hatten wir bereits die Eigenwerte mit ihren
Vielfachheiten sowie einen Eigenvektor zum Eigenwert 4 ermittelt. Jetzt betrachten wir die anderen
Eigenwerte 24 und 12, dazu 16sen wir die LGS (A —24E)v = 0 und (A — 12E)v = 0, und erhalten

9 -7
Eigenvektoren (g) (zu 24) und < ! ) (zu 12).
1

1

Also haben wir momentan je einen Eigenvektor zu den Eigenwerten 24, 12 und 4. Der Eigenwert 4
hat aber algebraische Vielfachheit 2, also fehlt hier noch etwas. Wir 16sen das LGS (A —4E)?v =0
und erhalten die allgemeine Losung 323%2_332 . Das sind zwei freie Parameter, das ist gut! Die
reichen uns aus, denn die algebraische Vi‘zlfachheit von 4 ist zwei. Nun miissen wir einen Vektor
in der Losungsmenge von (A —4E )2v =0, also einen der Form <3v3§33vv: ) , finden, der nicht in der

V4

—3v
Losungsmenge von (A —4E)v = 0 liegt, also nicht von der Form ( ZVVZZ ) ist. Probieren wir einfach
—3v
3 -3
v3=0,v4 = 1, wirerhalten v:= | ! |, der hat nicht die Form zvvzz . Also sind wir fast fertig: Wir
—3w

0
1
-6
berechnen noch (A—4E)v=| 7 |, und liefern die Antwort:
-6

9 -7 -6 3
-3 1 2 —1
P=
-2 2 4 0
1 1 -6 1
Eine Probe bestitigt:

24 0 0 0
i 12 0 0

P AP =
0 0 41
0 0 0 4



Aufgabe 5.5. Bestimmen Sie die Jordansche Normalform der folgenden Matrizen:

39 12 6 9 —-15 6 9 7 —10
5 1 =5 1 2 4

1 3 -4 =2 -2 8 =2 3 0o =2
-3 0 4 2 1 2

-2 -2 10 4 1 -1 1 0 4 -14
3 2 =2 4 2 1

2 2 8 =2 -1 16 2 0 -5 24

Manchmal kommen Aufgaben zur JNF auch verklausuliert daher, wie in der folgenden Aufgabe (Die
Aufgabe ist ja gelost, wenn man wie im Beispiel 5.4 vorgeht).

Aufgabe 5.6. Bestimmen Sie unter den Matrizen aus Aufgabe 3.5 diejenigen, die sich nicht diago-
naliseren lassen. Bestimmen Sie fiir jede dieser Matrizen — nennen wir sie A — jeweils Matrizen P,
so dass P~'AP Dreiecksgestalt hat.

Aufgabe 5.7. Wie sieht die Jordansche Normalform einer Matrix aus, deren charakteristisches Poly-
nom lautet:

(@ (A+3)(A=2)(A-1)(A—4).
(b) (A+1)2(A—1)(A+2), und es gibt keine zweidimensionalen Eigenriume.

(¢) A>(A—3)(A—2), und es gibt einen zweidimensionalen Eigenraum.
(d) A2(A—1)(A—2)(A—3), und es gibt nur eindimensionale Eigenriume.
(e) (A —1)3, und es gibt keine zweidimensionalen Eigenriume.

(f) A*(A— 1), und es gibt einen dreidimensionalen Eigenraum.

(Bei Aufgabe (e) gibt es zwei Moglichkeiten. Dank an Walter Hoh fiir die schone Idee und die
Aufgaben (d), (e) und (f).)

6 Metrik und orthogonale Matrizen

In diesem Abschnitt behandeln wir zwei Themen: Metriken, sowie Orthonormalbasen (ON-Basen)
und das Gram-Schmidt-Verfahren.

6.1 Metrik

Wenn man in Vektorrdumen (etwa R3) Geometrie betreiben will (etwa fiir Computerspiele oder Bild-
bearbeitung), braucht man Begriffe wie “Winkel”, “Abstand” usw. Der “normale” Abstand zweier
Punkte (x1,x2,x3) und (y1,y2,y3) im R? — der mit unserer Wahrnehmung der realen Welt iibereinstimmt
— ist der euklidische Abstand. Bezeichnen wir die Abstandsfunktion mit d, so ist der Abstand d(x,y)
zwischen den Punkten x € R? und y € R? gleich

d((x1,%2,x3), (y1,52,3)) = \/(x1 —y1)2 4 (2 —y2)% + (13 — y3)%

Mag kompliziert wirken. Dass das die richtige Idee ist, sicht man vielleicht eher am Abstand in R:
Fiir x,y € R? ist

d((e1.32), (1,32)) = 1/ (a1 =312 + (2 = y2)2.

25

~ N O O



Das liefert wegen des Satzes von Pythagoras den iiblichen Abstandsbegriff.

Manchmal wiinscht man sich andere Abstandsbegriffe. Daher fordert man einige sinnvolle Eigen-
schaften und nennt jedes d, dass diese Eigenschaften hat, eine Metrik.

Definition 6.1. Eine Abbildung d : R" — R heil3t Metrik auf R", wenn fiir alle x,y,z € R" gilt::

1. d(x,y) >0 und d(x,y)=0 genaudann, wennx =y
2. d(x,y) =d(y,x) (Symmetrie)
3. d(x,y) <d(x,z)+d(z,y) (Dreiecksungleichung)

Aufgabe 6.2. Priifen Sie, ob die folgenden Definitionen jeweils eine Metrik definieren oder nicht.
Wenn ja, beweisen Sie es. Wenn nicht, geben Sie an, welcher Punkt der Definition einer Metrik
verletzt ist (evtl mit einem Gegenbeispiel).

@ dxy)=—-yn| @=@,x),y=01,n)cR?.

b d(xy) =22 xyeR").

© d(xy) =l —y|+al+h2l), @=@Lx),y=01,y) R
@) d(xy)=lxi—yi|+2 =), &= (x1,x),y=(1,y) €R).
@ d(xy)=lxi—x|+yi—yl). @¢=0,x),y=01y) R

(f )dxy) =l —2y1|+ =2y, «=@,x),y=01,y)cR?).

d
(® dxy)=max(lxi —yif,[x2—yl), (= (x1,0),y=(1,52) €RY.
Aufgabe 6.3. Zeigen Sie, dass fiir eine Metrik gilt (a)  d(x,y) > |d(x,z) —d(y,2)]

(b) d(x,y)—d(z,w) <d(x,z) +d(y,w)

6.2 ON-Basen und das Gram-Schmidt-Verfahren

Vi
Definition 6.4. Die Léinge (oder (euklidische) Norm eines Vektors v = ( : ) ist

Vn

Il = /34443

(Also gerade /d(x,y), wenn d den euklidischen Abstand bezeichnet.) Der Winkel zwischen zwei
Vektoren ist
(v, w)
vl

arccos , wobei (v,w) = viwy + -+ v,wy,

Auch diese Definition liefert fiir die Ebene R? oder den Raum R?® genau das, was wir auch mit dem
Lineal oder dem Winkelmesser messen wiirden.

~1
Beispiel 6.5. Seien u = (11 ) , V= (é) und w = (é) Dann sind die Langen

v = V12422432 =+/14=3,7416--- und |w| =1/22+22=+8=2,8284..,

der Winkel zwischen v und w ist

(v,w) 1-24+2:0+3-2 8 0.7137
arccos ———-— = arccos = arccos =0, .
[VIHiwl] V8V14 V112
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im Bogenmal3. Also %0,7137 -+ =40,893---°. Der Winkel zwischen v und u ist

arccos ) _ arccos Zlo2hs arccos0 = =
vl el V143 2

im BogenmaB, also genau 90°. Die Vektoren u und v stehen also genau senkrecht zueinander!

Fakt (und Definition): Zwei Vektoren v und u sind orthogonal
(senkrecht zueinander) genau dann, wenn (v,u) = 0.

Oft mochte man “schone” Basen finden. Eine schone Basis wire z.B. eine, in der je zwei Vektoren
senkrecht zueinander sind, und jeder Vektor genau Liange 1 hat. Solche Basen haben einen Namen:

Definition 6.6. Eine Basis des R” (oder eines Unterraums davon) hei3t Orthonormalbasis (kurz:
ON-Basis), wenn alle Vektoren orthogonal zueinander sind, und alle die Lénge 1 haben.

Das O steht fiir die eine Eigenschaft: orthogonal; das N steht fiir die andere Eigenschaft: normal, also
alle haben Linge 1. Ein Beispiel einer ON-Basis kennt jeder:

1 0 0
e1=101], e=]|1|, e=1]|0],
0 0 1

also die Standardbasis des R3. (Man checke dies!)

Das Gram-Schmidt-Verfahren liefert zu einer gegebenen Basis (des R” oder eines Unterraums
davon) eine ON-Basis, die den gleichen Vektorraum bzw Unterraum erzeugt. Genauer:

Zu gegebenen Vektoren vy, ..., v, findet es eine ON-Basis wy, ..., w,,, die denselben Raum aufspannt.

Rezept Gram-Schmidt:

<

uip ="y, w1 = T
o fw) _ o w
U2 = V2 ) M1 W2 = ]
. fwpvs) o (ipvs) _
3=V ) (uz ) 127 W3 = Tl
(u1,vi) (u2,vi) (u—1,v%) . U

Up = Vg — — Uy — v o — iRy, Wi =
k k™ Tuur) (ur,u2) 2 () k=1 k= T

bis ein u; = 0 ist, dann war der Input vy, ..., v,, linear abhiingig (also keine Basis).

Man macht solange weiter, bis k = m ist, dann hat man eine ON-Basis w1, ...w,, gefunden. Oder solange

—4
Beispiel 6.7. Wir wenden Gram-Schmidt auf die Vektoren v; = <§>’ vy = (—13) und vz = (—?2) an.
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6
0
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4
5
—4 —4 0 0 —4 0 —4
-9 4
IR SRR R R A H A
4 4 4 9
1 1 3 3 1 3 3
—4
—12
> —4
9 5
== |
144 81
75
— —4
2 2 0 0 2 — —
N IR IR AR A
4 4 9 9
1 1 5 5 1 % %
2 0 2 1110
7 1
— _ i _ ;12 e — —— .
21+ %5 55| 3 o5 | 1184
—8 9
1 5 = 488

125
Wy = ——Uj3.
> 228721

Das Beispiel zeigt, dass die Zahlen sehr unschone Werte annehmen konnen. Dabei hatten wir hier
noch Gliick, erst im dritten Schritt — bei w3 — treten Wurzeln auf, die nicht verschwinden. Die
folgenden Ubungsaufgaben gehen weitaus glatter auf.

Aufgabe 6.8. Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis zu dem von den folgenden Vektoren aufgespan-
nten Rdumen:

1 0 0
@vi=|1|,m=]1|,m»=1]0
1 0 1
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0 0 0

2 1 0
(b)vi = , Vo= , V3=

0 0 3

0 1 0

-3 5 4

-3 -5 -2
©v= , V2= , V3=

3 7 0

3 7 6

Aufgabe 6.9. (a) Erginzen Sie v| = (%, %, %) zu einer Orthonormalbasis von R3.

(b) Ergénzen Sie v| = (%, %, %, %) , V= (%, %, —%, —%) zu einer Orthonormalbasis von R*.

Es gibt auch Vektorrdume, deren Elemente keine Vektoren im obigen Sinne sind, sondern Funktionen.
Die Menge aller Polynome vom Grad kleiner oder gleich 7 ist ein solcher Vektorraum. Die Addition
ist dann einfach die Addition zweier funktionen, und die Skalarmultiplikation die Multiplikation eines
Polynoms mit einer Zahl. Z.B. fiir p(x) = x> +x+2, g(x) = 2x> + 5 ist

p(X)+q(x) =32 +x+7,  5p(x) =5 +5x+10

Eine naheliegende Wahl fiir die Basis ist p1(x) = 1, pa(x) = x, p3(x) = x%,..., pa(x) = x"~ 1. ZB. ist
{1,x,x%,x%} eine Basis des Raums der Polynome bis zum Grad 3.

Auch hier kann man sich fragen, wie eine ON-Basis aussieht. Dazu brauchen wir noch ein Skalarpro-
dukt. Statt dem von oben (recall: (v,w) = viw; + ---+ v,w,) ist hier ein geeignetes (dem Datentyp
angepasstes) Skalarprodukt etwa

1 I i
<P761>:/0 p(x)q(x)dx, oder <P761>=;/_1p(x)q(x)dx, oder (p,q):/_lp(x)q(x)exdx, oder-. ..

wenn p und g Polynome (oder allgemeiner irgendwelche Funktionen) sind.

Nun brauchen wir noch eine Norm. Ein Skalarprodukt liefert immer eine zugehdrige Norm durch

Ipll=+/(p,p)

Damit konnen wir nun Gram-Schmidt auf Vektorraume mit Funktionen als Elementen anwenden: Wir
benutzen das selbe Rezept wie oben, nur haben jetzt (p,q) und ||p|| eine andere Bedeutung.

[xxx Beispiel]

Aufgabe 6.10. Berechnen Sie aus den folgenden Basen des Vektorraums der Polynome vom Grad
< 2 eine ON-Basis.

@ {1,xx*} mit (p,q) = [!| p(x)g(x)dx

(b) {1,14x,1+x2} mit (p,g) = [} p(x)q(x)dx
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(©) {1,14+x,14+x*} mit (p,q) = folp(x)q(x)dx
(d) {1,x,2°} mit (p,q) = [5" p(x)gq(x)e dx

(e) {1,1+x,1+x} mit (p,q) = Jo p(x)g(x)e *dx

(Tipp: Das Normalisieren, also das Berechnen von w; = HZ—’H kann sehr aufwendig werden. Falls es
1
zu schlimm wird, authéren, oder Computereinsatz.)

Aufgabe 6.11. Wenden Sie Gram-Schmidt an auf v; = 1, v, = sin(x) und v3 = cos(x), wobei

(p.q) = 1 / i p(x)q(x)dx.

TJ-m/2
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Part I1

Analysis

Der Analysisteil der Veranstaltung umfasst drei gro8e Themen: (Extrema von) Funktionen mit mehreren
Variablen, Differentialgleichungen, mehrdimensionale Integrale.

7 Extrema von Funktionen mit mehreren Variablen
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