Panorama der Mathematik und Informatik
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Recall: Reihenfolge in Mathe | Analysis:
» Konvergenz von Folgen: lim a,
n—oo

» Konvergenz von Reihen

» Stetige Funktionen: f stetigin a & )I(Ta f(x)=f(a)

» Differenzieren und Integrieren' Hauptsatz: f(x) = | f'(x) dx
bzw f(b) f f'(x

» Potenzreihen

11: Geschichte VI: Der Funktionenbegriff Panorama der Mathematik und Informatik



Geschichtliche Reihenfolge
» Konvergenz von Folgen: lim a, .... Gauss? Cauchy?
n—o00

» Konvergenz von Reihen: Gauss 1813
» Stetige Funktionen: Cauchy Cours d’Analyse 1821

» Differenzieren und Integrieren:
Newton, Leibniz u.a. um 1680-1700

» Potenzreihen

...und was ist eigentlich eine Funktion?
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Was ist eine Funktion?

INPUT x
7

FUNCTION f:

OUTPUT f(x) -

v

Etwas, das "einem Funktionsgraph entspricht / ihn erzeugt”

v

Eine GroBe (y als " Funktion” von x)

Eine "Maschine”: Input x, Output y
» von der reellen Achse auf die reelle Achse
» ...von Mengen in Mengen

v

> ...wobei jedem x hochstens ein y zugeordnet wird
> ...oder mehrere y?
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Ein langer Weg . ..

v

Antike: gebogene Kurven,

v

geradlinig und krummlinig
eingeschlossene Flachen,

Winkel” funktionen”
(Wertetabellen)

aber: Kein Funktionsbegriff, _
kein Integralbegriff! : B

Links: Keilschrifttafel “Plimpton 322" (ca 1800 v.Chr.) Liste von

pythagoriischen Tripeln a, b,c € N mit a® + b*> = .

v

v
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Bei Nicolaus von Oresme (1323-1382)

3mm]
Erste “Funktionsgraphen”:
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René Descartes (1596-1650): entwickelte (nahm vorweg) das
cartesische Koordinatensytem, also:
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T-azis
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10

o+

(0,0)

origin

v

Auch:
> X,y,z als Variable (!).
» Ableiten durch Kreis (statt

» Sowie Schreibweise a2, x*, .
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Problem der Dido

Karthago wird neunten oder achten Jahrhundert v. Chr. von
phonizischen Siedlern aus Tyros gegriindet. Der Sage nach von
Konigin Dido. Zerstort um 146 v.Chr. von den Romern.

Problem der Dido: Welche ebene Form der Flache 1 hat den
kleinsten Umfang? OK, Kreis. Klar(?) Beweis erst durch Jakob
Steiner (1796-1863)
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Die Bruder Bernoulli

1697: Das Isoperimetrische Problem (Problem der Dido)

Jakob (Jacques) Bernoulli (1654-1705) Johann Bernoulli (1667-1748)
» Brider "in Konkurrenz”
» (Noch) keine Funktion
» Statt dessen " Verhaltnis” (Exponent) von PZ zu BF bzw. PF
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Johann Bernoulli und die Funktion

Im Briefwechsel Leibniz — Johann Bernoulli zwischen 1694 und
1698: functio oder fonction, zunachst ohne Definition.

Johann Bernoulli tiber das Isoperimetrische Problem in den
Memoires de I'’Académie des Sciences (1706):

Ceft 14 1o Problémie que feu M. Berfioulli propofa en .

1697. M. Bernoullifon frerc qui écoit particulicrement dé- Fig. 1.
fi¢, non Téulement le réfolut, maisle réfolut aprds lavoiy
rendu encore &alus gencral, & par confequetit plus diffici-
le. Il changea les puiffaiices des Appliquées en cequ’il ap-
pelle fonétions. Les fon&ions d’une Appliquée compren-
nent, outre toutes les puiffances, foit patfaites, foit im-
parfaites, ot Fon peut I'élever, toutes fes multiplications
ou divifions que I'on enpeut faire par des grandeurs con-
ftantes, ou par les Abcifles levées aufli 4 telle puiffance
qu’on voudra ; de forte, par exemple , que le produit
d'unc Appliquée élevée au cube & d'une grandeur con-
ftante, divife pat le quarrédel'Abfcifle , clt une fon&tion
del’Appliquée. Les puiffances ne font qu'une efpece dont
fonltion cft lc genre.
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Johann Bernoulli und die Funktion

Im Briefwechsel Leibniz — Johann Bernoulli zwischen 1694 und
1698: functio oder fonction, zunachst ohne Definition.
Johann Bernoulli iiber das Isoperimetrische Problem in den

Memoires de I’Académie des Sciences (1706):

Dies ist das Problem, das der verstorbene M.

Bernoulli im Jahre 1697 vorgestellt hat. M.

Bernoullis Bruder, an den es insbesondere adressiert - -
war, hat es nicht nur geldst, sondern gelost, nachdem '
er es noch allgemeiner (und damit noch schwerer)
formuliert hatte. Er veranderte Potenzen von Werten
[Appliquées] zu etwas, was er Funktionen nannte.
Die Funktionen von Werten umfassen, neben allen
Potenzen (perfekten und nicht perfekten) alle Multi-
plikationen oder Divisionen mit irgendeiner Konstan-
ten oder einer Abszisse in einer Potenz nach Wahl.
So stellt beispielsweise das Produkt eines Wertes,
der zum Kubus erhoben wurde, mit einer konstan-
ten GroBe, geteilt durch das Quadrat der Abszisse,
eine Funktion des Wertes dar. Die Potenzen sind also
nur ein Spezialfall der allgemeineren Funktionen.
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Johann Bernoulli und die Funktion

1718: Zusammenfassung des Isoperimetrischen Problems durch
Joh. Bernoulli. Darin folgende:

DEFINITION.

- On appelle ici Fondtion dune grandeur variable, une quan-
tité compofée de quelque maniére que ce foit de cette grane
deur variable & de conftantes.

» Keine Unterscheidung zwischen Methode und Grofe.

» Aber: Primar als GroBe gedacht

> Im gleichen Aufsatz: ®Rc fiir Auswertung der Funktion ® an
der Stelle (Strecke) Rc.

Bisher: " Alles, was ich aus der Variable x bauen kann durch
Potenz, mal Konstante, plus, geteilt, Wurzel..."
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Leonard Eulers Definiton IA

Leonhard Euler (1707-1783): Schiiler von Johann Bernoulli.
...einer der bedeutendsten Mathematiker. (ever!)

Geboren in Basel, wirkte in St Petersburg und Berlin.
Introductio in Analysin Infinitorum. Tomus Primus
(1748):

4. Punctio quantitatis variabilis est expressio amalytica quomodocunque compo-
sita ex illa quantitate variabili et numeris sew quantitatibus constantibus.

Omnis ergo expressio analytica, in qua praeter quantitatem variabilem 2z
omnes quantitates illam expressionem componentes sunt constantes, erit functio
ipsius 2z Sic

a+ 8z, az—4sz, az+bV(ea—2z), ¢ et

sunt functiones ipsius 2.
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Leonard Eulers Definiton IA

Analysis des Unendlichen Band | (fehlerhafte Ubersetzung):

§ 4 -

. SEine Sunftum einer vetanbetl;d;m oﬁroﬁe 11't em ale
s ggbtmfd)et 2(u«bruck oex: auf irgend eine 2(1:t aus btxg&c
“peranocrlichen (Exoﬁe und gus bl o%t_beﬂa i j{g?
Grofen sufammengefent ift. i,
. Gin jeder algebraifcher Qlusbtud‘, Dett aufer der | ver
b wbechd)en Grdfe z Iaum: beftanbtge @Sréﬁen enthalt, tf” 9
‘eme Funftion diefer 2 : 60 find at3z; az—4zz; az}
bf (aa — z2); ¢* j u. f.f %unftancn bon 7,

G o

i 3 ., ‘ 3 : . § 5‘ 3 4 g 13 \Aj.,vm:’)
g giebt mbeﬁ auch !(uﬁbtudc, btc,
ob fie gleich dem Seheine nach ju den GunFtionen gc[)isce)t,
Denniody nidhyts anders alé beftandige Srofien find, “weil fie |
bey allec %ecanmuﬂg Dev in ihnen og;femmmhmﬂw ‘
+ Deslichen @)céf;e ungxg; einen tmbvbenfg{b‘ Werth Mﬂ#

By

e
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R
e 4auptunteéfd)iea der SunFrionen berubet éuf oer
2£rt und Wexje, wie fie aus der vetanocrud)m uno aus
be‘ﬁanmgen (Eroﬁ-m 3ufammengefe13t find.
. Gr bangt alfo pon den Operationen ab, durdh toelche
@mfgen mit emanbec vechunden werden Fonmen, als der
ﬁbbmon, Gubtraction, Multiplication, Divifion, Erhes
Bung 3 ‘Dotcftatm @Ltractmn ver Turzeln, fo wie aud
der Aufldfung der @Iud)ungvn. ufer dicfen fogenannten
algebraifchen Operationen giebt ¢§ noch eine Menge andes
ger, telche Den Bepnamen der teanfeendenten firhren, wnd
“wobin die Formation der Erponential: und der logavithmiz
fdhen Grofen und umahlige andeve gehbren, meld;e die
Cnfegral: é)(ed)nung af f*xe Hand qxcbt. 19

eI e
b - i

\a“ig
10

AL e 2t?lru ETTRET S A

"an ibéﬂt‘ die Sun&wnen in ﬁlgcbrmfd)c und Emn.
Fcehi‘)ehte citr; umtee jenen vecftebt man die, in weidyen
“Blofs dic wlgebeaifchen, unter diefen aber die, in weldyen
teanfeendente Operationen vorfommer,

2 SR
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Leonard Eulers Definiton IA

» Funktionen werden als algebraische Ausdriicke gedacht...
> ...die sich aber mit x verandern.

» Aber: Euler hat (in seinem Sinne) stetige Funktionen im Kopf,
d.h. in einem geschlossenen Ausdruck formulierbare. Funktion

—x, fallsx <0
Fx) = { x, falls x>0

ist fir Euler (noch) keine Funktion.
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Leonard Eulers Definiton IB

Aber: Analysis des Unendlichen Band Il (1748):

= B g X ,l.‘ ".__". 3 Waeds @Qﬁf\
ﬁunﬂ;wn wm ¥ guf u'ganp. em Wm eine gerade
Det oder eine Fruaime, -und ungetehrt 185t fich xm rums
me Sinie auf eine Funftion sueheffiipen,

» Ganz neue Sicht! Funktion als Graph
» Eulers Funktionen jetzt "stetig differenzierbar”
» Angeregt durch Differenzialgleichung (D'Alembert)

Panorama der Mathematik und Informatik
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Leonard Eulers Definition 1l

Nochmals eine Wende: Institutiones calculi differentialis (1755):

Sind nun Srdfen anf die Art von einander abhangig, daf
Feine davon cine Beranderung ecfahren fann, ohne jugleich
eine Beranderung it der andern 3t betvicfen: fo nennt man
diejenige, Deren Beranderung man al8 die Wirkung von , |
der BVeranderung der andern betradhtet, eine Funftion von
diefer; eine Benennung, die fich fo weit evfreects, daf fie alle
Scten, toie ¢ine Grdfe durch andere Deftimmt weeden Lann,
unter fich begreift *). Wenn alfo x eine nér&no;tlid)e BGudfe
bedeutet, fo Beifen alle Seofen, toelche auf frgend eine At
“von x abhangen, obet Daduteh befrimmt werden, GunPtionen
_von x: 3 B. das Quadrat xx, und jede Poteny von x, fo

tie aud nﬁ§ daraus euf irgend eine Art jufommengefetite, ;
 ja felbt die teanfeendenten, und alfo iiberhaupt alle Srofen,

weldhe auf die Art von x ablangen, daf jede Verdnderung

bhfetx eine %eranbewng in ihnen nad) fid gieht.

» Algebraische Ausdriicke nicht notig, um Funktion zu definieren

11: Geschichte VI: Der Funktionenbegriff Panorama der Mathematik und Informatik



Andere ldee:

Bei Euler: Funktionen auch als Potenzreihen (vgl. Vorlesung 7)

oo
1
eX:ZHX”:1+X—|—x2/2+x3/6+x4/24+---
n=0

Schon bei den Bernoullis: auch trigonometrische Reihen

Ao + Z(A,, cos nx + By, sin nx).

n=1

Konnte man also sagen: Funktion = Potenzreihe? Oder Funktion
= trigonometrische Reihe?
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Bsp:

(smt+3S|n3t+75|n5t+7S|n7t+---) (1)

%Z sin ((2k — 1)t) 2)
k=1

f(t) =

=m>

2k—1

Das ist die Rechtecksfunktion:
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Problem: Klappt das auch wirklich, f so darzustellen? Also

» Konvergieren die Reihen?

» Wo genau?

v

Was heiBt hier Konvergenz?
Welche f lassen sich darstellen? (stetige? diff-bare?)

v

Darum kiimmerten sich nachfolgende Generationen. (Siehe auch
Mathematische Methoden fiir Biowiss. 1l1) Insbesondere:
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Augustin Louis Cauchy (1789-1857)

COURS D’'ANALYSE

DE
L’ECOLE ROYALE POLYTECHNIQUE;

Par M. Aucusmin-Louis CAUCHY,
. i, .
Membre de TAcadeac des seences, Chevalir de o Légion dhomncur.

1 PARTIE. 4NALYSE ALGEBRIQUE.

AT, // DE L'IMPRINERIE ROVALE.

Chez DEstRE fréves, Libraires du Roi et de la Bibliothéque du Roi,

% 5 éydb«, @ ruc Serpente, n.° 7.

1821
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ustin Louis Cauchy (1789-1857)

Allgemeine Betrachtungen iiber die Funktionen.

Wenn verinderliche Zahlgrdssen in solcher Weise unter einander
zusammenh#ngen, dass man aus dem gegebenen Werte von einer Ver-
inderlichen die Werte aller ibrigen herleiten kann, so denkt man sich
gewohnlich diese verschiedenen Zahlgrissen vermittelst jener einen aus-
gedriickt. Jene eine nimmt dann den Namen: unabhéingige Verinder-
liche an, wihrend die iibrigen, die mittelst der unabhingigen Veriinder-
lichen ausgedriickten Zahlgrossen, sogenannte Funktionen jener einen
Verinderlichen sind.

Hier auch: stetige Funktionen als:
Ist a winzig (infinitesimal) so ist auch f(x 4 a) — f(x) winzig.

Das heute gelehrte € — §-Kriterium:
Vxe€DVe>03>0:VyeD: [x—y|<d=|f(x)—f(y) <e

bei Bernard Bolzano (1781-1848).
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Joseph Fourier (1768-1830)

En général, lafonction f représente une suite de valeurs
ou ordonnées dont chacune est arbitraire. L'abscisse « pou-
vant recevoir une infinité de valeurs, il y a un pareil nombre
d’ordonnées . Toutes ont des valeurs numériques ac-
tuelles, ou positives, ou négatives, ou nulles. On ne suppose
point que ces ordonnées soient assujetties 2 une loi com-
mune; elles se succedent d’une maniére quelconque, et cha-
cune d’elles est donnée comme le serait une seule quantité.

(1822) "Im Allgemeinen
reprasentiert die Funktion x eine
Folge von Werten oder
Ordinaten, von denen jeder
beliebig ist. Die Abzisse x kann
eine unendliche Zahl von Werten
annehmen, [und] gibt es eine
entsprechende Zahl von
Ordinaten fx. Alle haben
bestimmte Zahlenwerte, die
positiv, negativ oder Null sind.
Man nimmt keinesfalls an, dass

N
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Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859)

§ L

Man denke sich unter @ und b zwei feste Werthe und unter & cine ver-
#nderliche Grosse, welche nach und uach alle zwischen « und & liegenden
Werthe annchmen soll.  Entspricht nun jedem 2 ein ecinziges, endliches y, und
zwar so, dass, withrend 2 das Intervall von @ bis b stetig durchlinit, y = f(z)
sich ebenfalls allmihlich veriindert, so heisst y eine stetige oder continuirliche®)
Funetion von & far dieses Intervall. s ist dabei gar nicht nothig, dass y in
diesem ganzen Intervalle nach demselben Gesetze von & abhingig sei, jo man
braucht nicht einmal an eine darch mathematische Operationen ausdrivckbare
Abhiingigkeit zu denken.  Geometrisch dargestellt, d. h. @ und y als Abscisse

- und Ordinate. gedacht, -erscheint eine stetige Funetion als cine zusmmmenhiin- -
- gende-€urve, vorr der jeder zwischen @ wiid b eiithalténen Abscisse mur éin
Punkt . entspricht.  Diese Definition sehreibt -den einzelnen Theilen der Curve
kein gemeinsames Gesetz vor; man kann sich dieselbe aus den verschieden-
artigsten Theilen zusammengesetzt oder ganz gesetzlos geacichnet denken, Es

*) Dn im Folgendent nur von stetigen. Functionen die Rede sein wird. so kann der Zusatz oline
Nachtheil wegbleiben.

Aus: Uber die Darstellung ganz willkiirlicher Funktionen durch Sinus- und Cosinusreihen (1837).
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Richard Dedekind (1831-1916)

Was sind und was sollen die Zahlen
(1893):

§. 2
Abbildung eines Syftems.

21, Grffiving*). Unter einer ALHildDung ¢ eines Syitems
S witd cin Gefes verftanden, nad) weldem ju jedem beftimmien
Glement s von S ein eftimmies Ding gehiort, weldjes bas Bild
von s Beifit und mit @ (s) beseidhnet wird; wiv jagen aud), dap
@ (s) bem Glement s entfpridht, dap @ (s) durd) die ALbildung
@ aus s entfteht oder erzeugt wird, baf s durd) die Abbildung
@ in @ (s) iibergeht. Jft nun T irgend ein Theil von S, fo
ift in ber ALbildung @ bvon S jugleic) eine beftimmte ADbildung
von 7 enthalten, welhe der Ginfachheit wegen tohl mit demfelben
Beiden @ Dbezeichnet twerden darf und davin bejteht, daf jedem
Glemente ¢ bes Syftems 7' dafjelbe Bild @ (f) entjpricht, weldhes
t al3 Glement on S Defist; jugleid joll dag Syjtem, weldhes aud
allen Bildern g (f) befteht, das Bild von 7' heifen und mit ¢ (7)
bezeichnet werden, todurd) auch die Bedeutung von @ (S) evflirt
ift. A5 ein Beifpiel einer ALbilbung eines Spjtems ift jdhon die
Belegung feiner Clemente mit beftimmten Jeihen oder Namen an=
jujehen. Die einfachite ADbildung cines Syftems it diejenige, durch
weldge jedes feiner Glemente in fic) felbft iibergeht; fie foll bdie
ibentifdye Abbilbung bes Syjtems heiften. :
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Dennoch dachte man lange bei “Funktion” etwa an stetige
Funktion; und dass stetige Funktionen fast iiberall differenzierbar
sind; und als trigonometrische Reihe oder Potenzreihe geschrieben
werden konnen.

Heute:
relation between a set of inputs and a set of permissible outputs
with the property that each input is related to exactly one output .

INPUT x
\/

FUNCTION f:

OUTPUT f(x)
Warum so?
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Boses Gegenbeispiel 1 von Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859):
f(x): R — [0,1], definiert durch

F(x) = { 0, falls x € Q

1, sonst.

ist nicht als trigonometrische
Reihe darstellbar (1829) (gut,
und erst recht nicht stetig). Ist
aber eine Funktion, die man “als
algebraischen Ausdruck”
hinschreiben kann:

_ . LA
f(x) mIinO<> n|I_>rT;O(COS ml7x)
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WeierstraB-Monster

Boses Gegenbeispiel 2: Karl WeierstraB (1815-1897, geb. in
Ennigerloh): Eine Funktion, die iiberall stetig, aber nirgends

differenzierbar ist: f(x) = > a" cos(b"7x)
n=

f(x)
s
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"Pathologische Sonderfalle”

" Jetzt erleben wir, wie eine ganze
Masse grotesker Funktionen
auftaucht, die sich alle Miihe zu
geben scheinen, den anstandigen
Funktionen, die zu etwas nliitze sind,
so wenig wie méglich zu hneln. [...]
Wenn friiher eine Funktion erfunden
wurde, geschah dies im Hinblick auf
einen praktischen Zweck; heute
erfindet man sie absichtlich nur dazu,
die Argumentation unserer Vater zu
widerlegen, und zu etwas anderem
werden sie nie taugen.”

Jules Henri Poincaré (1854-1912), 1899
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Ubersicht Funktionen

Euler: ,Verinderliche GréBen" (1755)
Cauchy: ,Mehrwertige Funktionen® (1821)
Euler: ,Methode" (1748\ Fourier: ,, Abbildungen zwischen Mengen" (1822)

LR O | LR e A | LR O | LN O | |
-7986 0 1014 1914 2004 2013
Euler: ,Graph” (1748) Bourbaki (1970)
Dirichlet: Funktion ohne trig. Reihe (1829)
Dirichlet: Auch stiickweise definiert (1837)
Dedekind: Abbildungen zwischen Mengen (1893)

(aus: A. Loos, G.M. Ziegler: Panorama der Mathematik, > 2015)
Der “naive” Begriff (Funktion = stetig und differenzierbar, oder
Funktion = algebraischer Ausdruck) wurde durch den modernen
Begriff abgelost.
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Eine sehr kurze Geschichte der Mathematik

(aus: Panorama der Mathematik, A. Loos und G.M. Ziegler)

» Bis 500 v.Chr.: “Wissenschaft von den Zahlen”, dominiert von
praktischer Anwendung.

> 500-300 v.Chr.: Griechische Mathematik nimmt Zahlen als
(Langen-)MaBe wahr. Die Griechen finden einen geometrischen
Blick auf die Dinge. Anwendungen sind nicht mehr der einzige
Grund, um Mathematik zu studieren: Sie wird zu einer
intellektuellen Beschaftigung, die religiose und asthetische Elemente
in sich vereint.

» 17. Jahrhundert: Die Entwicklung der Differential- und
Integralrechnung fiihrte zu einem neuen, gewaltigen Schub in den
Anwendungen, denn nun konnen erstmals nicht-statische Probleme
angepackt werden. “Nach Newton und Leibniz wurde Mathematik
zu einem Studium von Zahlen, Formen, Bewegung, Anderung und
Raum.”
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Eine sehr kurze Geschichte der Mathematik

> 18./19. Jahrhundert: Die Mathematik beginnt sich in der Folge von
der Physik abzulésen und zu einer eigenstandigen Wissenschaft zu
entwickeln, die die mathematischen Werkzeuge untersucht, die in
der Zeit zuvor entwickelt wurden.

» 20. Jahrhundert: Es findet eine Wissenexplosion statt. Neue Gebiete
(Kategorientheorie, Kombinatorik, Theoretische Informatik...)
Manches ist “abstract nonsense” und wird vergessen; manches ist
abstract nonsense und nttzlich, manches ist von Vornherein nutzlich
(“Angewandte Mathematik”: Optimierung, Biomathe,...).
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Verallgemeinerungen |: Distributionen

» Oliver Heaviside: Ableitung der Sprungfunktion (1893)

» Paul A.M. Dirac: é-Funktion (1920er Jahre)

» Sergei Sobolev (1908-1989) und Laurent Schwartz
(1915-2002): Theory of Distributions (1950), Erweiterung des
Differentialoperators auf Distributionen.

15. The 3 function
f S(x)de =1
8(z) = 0 for x # 0.
The exact shape of the
function inside this domain does not matter, provided there are no
unnecessarily wild variations (for example provided the function
is always of order ~?). Then in the limit e —+ 0 this function will go
over into 8(z).

8(z) is not a function of x according to the usual mathematical
definition of a function, which requires a function to have a definite
value for each point in its domain, but is something more general,
which we may call an 'improper function' to show up its difference
from a function defined by the usual definition. Thus 8(z) is not a
quantity which can be generally used in mathematical analysis like
an ordinary function, but its use must be confined to certain simple
types of expression for which it is obvious that no inconsistency
can arise.

(2)
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Problem: wir brauchen (fiir Physik) die §-Funktion mit
5 R =R, 5(x) =0 fiir x # 0, / 5(x)F(x)dx = £(0).
R

Daraus folgt [ §(x)dx =1 12
R
(setze f(x) =1). o

Klappt mit tblichem
Funktionen- bzw
Integralbegriff nicht.
Intuitiv: 0 Grenzwert von
immer schmaleren
Funktionen f, mit

J fa(x)dx = 1.
R
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Distributionen, aka verallgemeinerte Funktionen

Vorteil:

> Einheitliche Behandlung von MaBen und Funktionen

> Alle Funktionen sind differenzierbar

» Einfachere Behandlung von Fouriertransformation
Formale Definition:

> Sei S die Menge aller rapidly decreasing functions, oder

Testfunktionen. D.h.

» ¢ € S beliebig oft differenzierbar
» ¢ € O(x") fiir alle n € N
(" f fallt schneller als jedes Polynom fiir x — +00")

—x2n

Bsp: ¢(x) = e~ ist Testfunktion, oder " Polynom mal e

Definition: Jede lineare Abbildung von S nach R heiBt
Distribution.
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Praktisch: Schreibe (g, ¢) fir " g angewandt auf ¢". (g ist die
Distribution, ¢ ist die Testfunktion)

» Definiere § durch (4, ¢) = ¢(0) (ist linear)

» Definiere 0, durch (3, ¢) = ¢(a)

> f ”normale” Funktion (z.B. Polynom):
= Jp F(x)o(x)dx (ist endlich, da ¢ rapidly decreasing!)
> [ Ihr Llebllngs—(wahrschemI|chke|ts—)maB.
¢> = fR (b(X)dM.
Jetzt muss man alles aus Analysis hierfiir erneut machen:
Ableitung einer Distribution definieren, Ableitungsregeln,
Integral,... alles von vorn!
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Z.B. die Ableitung der
Heaviside-Funktion h(x),
aka Sprungfunktion:

h(x):{ 1 firx>0

0.8

0.6

0 firx<0

H(x) =7
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H(x) =7
W, ¢) = [z h(x)- d(x)dx

= (h(9()| = Ji x)¢/ (<)
=0 -0 — (J5°¢/(x)dx)

)= ~(68(e) — 6(0) = ~0+ 6(0) = $(0)

= (6, ¢).
Also h' = §. Magic.

Aus der Rechnung oben erhalten wir:

Lemma: (f' ¢) = —(f,¢').
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Ableitung der 0-Funktion: (¢, ¢) = ¢'(0).

So leitet man nun Ableitungsregeln her, Ableitungen von
Polynomen, Kettenregel, (Produktregel,hm)..... sowie
Fouriertransformierte, Laplacetransformierte...

Es geht aber auch etwas verloren:

» Einfacher Zugang. Schulmathematik reicht nicht aus.

» Produkte von Distributionen sind nicht unbedingt wieder
Distributionen.

Daher z.B. in “Mathematische Methoden der Biowissenschaften
11" keine Distributionen, sondern herkommliche Funktionen.
Eine andere Verallgemeinerung:
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Kategorientheorie

» Saunders MaclLane, Samuel Eilenberg
(1945)

> Kategorientheorie: Erweiterung der
Algebra
» Kategorien
» Klasse C von Objekten

Saunders Mac Lane
> Kilasse von Pfeilen (Morphismen) e
; Categories for
(Elemente von Mengen zu jedem Paar the Working
von Elementen aus C) Mathematician
» Abgeschlossene Verkniipfung von Second Edition

Pfeilen: f o g ist Pfeil
» Assoziative Verkniipfung von Pfeilen:

fo(goh)y=(fog)oh QW
> |dentitatspfeil: VA € C: ida(x) = x ist !
Pfeil

» Funktoren: strukturerhaltende
Abbildungen zwischen Kategorien
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Kategorie:
» C : Klasse von Objekten, hier:
{A, B, C}.
» Klasse von Pfeilen:
{idA, de, idc, f,g, h}
Kann z.B. sein:

» A B, C Vektorraume, f, g, h
lineare Abbildungen

» A, B, C Gruppen, f,g, h
Homomorphismen

» A, B, C Zahlen, Pfeil fiir < (hier:

A< B<()

» A, B, C Haskell-Programme, idy ist
id :: A->A. Undf :: A->B
usw.
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Kategorie:
» C : Klasse von Objekten
» Klasse von Pfeilen
Kann z.B. sein:
> Kategorie K-Vekt alle
Vektorraume liber K mit lin. Abb.
» Kategorie Grp: alle Gruppen mit
Homomorphismen.
» Kategorie Z: (Z,<).
» Kategorie Hask: alle Haskell-Typen
mit allen Haskell-Programmen
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Funktoren sind nun (strukturerhaltende) Abbildungen zwischen
Kategorien. F : X — Y ist Funktor, wenn:

» Objekte werden Objekte

» Pfeile werden Pfeile

> F(idA) = idF(A) fur alle Ae X

» F(gof)=F(g)o F(f) fiir alle Pfeile f, g
Damit lassen sich Ergebnisse aus dem einen “Reich” (z.B.
Gruppen) in Ergebnisse aus einem anderen “Reich” (z.B.
topologische Rdume) libersetzen. Insbesondere hilfreich bei “was
sind die richtigen Definitionen?”

f:M— Nyx— f(x)

INPUT x
N/

Sowohl Distributionen als auch Pfeile
und Funktoren sind also
Verallgemeinerungen von “Funktion”.
Es gibt noch andere
Verallgemeinerungen des
Funktionenbegriffs, mehr oder weniger A
erfolgreich. OUTPUT f(x)

FUNCTION f:
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