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Kapitel 1-9 sind fast komplett aus seinem hervorragenden Skript iibernommen. Perfekte Dinge kann

und soll man nicht verbessern.
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bin ich dankbar.



1 Einfithrung

9. April Wissenschaftliches Rechnen ist nicht scharf definiert, aber es liegt an der Schnittstelle zwischen Natur-
und Ingenieurswissenschaften, Informatik und Mathe. Es benutzt Methoden der Informatik und ange-
wandten Mathematik. Allgemein werden oft Simulation und Modellierung darunter verstanden. In-
nerhalb der Mathematik gibt es den Zweig der Numerik, der sich dem niherungsweisen Berechnen
von allem Mdglichen widmet. Ziel: moglichst genau, effizient und stabil.

Ausgehend von einem realen Problem ist der Ablauf oft so:

¢ Das Problem in ein mathematisches Modell iibersetzen.

* Das Modell diskretisieren (d.h. endlich machen); dies liefert ganz oft ein lineares Gleichungssytem
(LGS).

¢ Ein effizientes Computerprogramm schreiben bzw. nutzen, um das effizient zu lsen.

* Den Programmlauf beschleunigen durch kluges Programmieren und Compilieren, Parallelisieren
usw.

Oft lduft es also auf effizientes Losen von LGS hinaus. Das wird das erste grole Thema. Zwei
Themenfelder, wo dies Anwendung findet, sind Interpolation und Approximation von Funktionen
sowie (indirekt) die diskrete Fouriertransformation (DFT). Das sind die beiden anderen groflen
Themen. Da ich selbst leider nur Experte fiir die Theorie bin, aber nicht fiir schnellen Code, wird der
vierte Punkt von oben hier nicht behandelt. Dafiir werden die Videos von Prof. Mario Botsch (der fiir
alles hier Experte ist) zu diesem Punkt zur Verfiigung gestellt.

Es gibt Prasenziibungen sowie drei kleine Programmierprojekte in C++. Wer die letzteren macht und
bei mir einreicht sowie die Klausur am Ende besteht, bekommt die Vorlesung mit 5 LP angerechnet.

2 Mathematische Grundlagen

Wegen des oben Gesagten ist es sinnvoll, die wichtigsten Begriffe und Konzepte aus der linearen
Algebra kurz zu wiederholen und zu interpretieren.

2.1 Notation

In dieser Vorlesung werden hauptséchlich reellwertige Vektoren und Matrizen betrachtet. Der Vektor-
raum ist also (fast) immer R”. Die Matrizen sind (fast) immer R™*". Die Skalare werden meist mit
griechischen Buchstaben bezeichnet: o, 3, A.... Die Vektoren sind Spaltenvektoren:

Vektoren heilen meist p,q,v,w... oder auch mal vy,v;... (falls keine Verwechslungsgefahr besteht),
oder vV v . (falls doch).



Die wichtigsten Rechenoperationen fiir Vektoren (und Skalare) sind diese:

e Zahl mal Vektor:

oy,

Vektor plus Vektor:
Vi +wi
Vo +Wwa

V+w=

Vo +wy

Linearkombination von m Vektoren v(!) ... (™)

Z (x,'v(i), bzw. ovt!) + -+ 4 a ™
i=1

Skalarpodukt (aka Innenprodukt):

n

T
v .W:vl.wl+...+vn.wn:Zviwi

i=1

* Linge (oder Norm) eines Vektors:

n
Wl =vvrv= [} v
i=1

vl w viow
=__———  also o =arccos
[V IHlwl [[v[Hlwl

¢ Winkel o0 zwischen v und w:

cos(at)

Insbesondere ist der Kosinus des Winkel o zwischen zwei Vektoren v,w der Linge 1 gerade das
Skalarprodukt v7'w.

Matrizen werden mit lateinischen GroSbuchstaben bezeichnet: A, B € R™*", Dabei ist m die Anzahl
der Zeilen und n die Anzahl der Spalten. Der Eintrag in Zeile i und Spalte j von A heilt a;;, oder auch
(A);;j. Die Matrix als Ganzes heilit ja A; aber manchmal ist auch praktisch, die Matrix als (a;;);; zu
schreiben. Also ist

air aip - daip

azl azp -+ A4y
A = (aij)ij =

Aml Am2 - Amn

Eine Matrix konnen wir natiirlich auch als n Spaltenvektoren nebeneinander auffassen.

Folgende grundlegende Operationen sind auf Matrizen A, B € R™*" machbar.



Multiplikation mit einem Skalar: 0A.
* Addition zweier Matrizen: A + B.

* Linearkombination: aA + B+ ---.

* Matrix-Norm: spiter.

+ Transponierte Matrix: A”. Zeilen werden zu Spalten, Spalten zu Zeilen:
T
(A7)ij = (A)i
* Inverse Matrix A~!, siehe unten.

Anders als Vektoren kann man Matrizen miteinander multilizieren, so dass wieder eine Matrix rauskommt.
Genauer: A aus R und B aus R"*", so kann man A mal B berechnen. Nennen wir das Ergebnis C,
alsoC =A-B, soist

Cij = ai1b1j —i—aizsz + - +Climbmj.

Ein Beispiel:
6 —1
12 3\ 3 9 | = 1-64+2-3+3-0 1-(=1)+2-2+3-(=3)\ _ (12 -6
4 5 6 0 -3 \4:6+5-3+6:0 4-(—1)+5-2+6-(-3)) \39 -—12

Die Rolle des neutralen Elements beziiglich der Matrizenmultiplikation spielt die Einheitsmatrix

g |01
o
0 0 1

Fiir die giltimmer £-A =A-E = A.

Im Allgemeinen ist A-B # B - A, auf mathematisch: Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ.
Immerhin giltA- (B-C) = (A - B) - C, also ist Matrizenmultiplikation assoziativ.

Wichtige Regel: Es ist (A-B)" = BT - AT, und (A-B)™! = B~!.A~!. Letzteres kann man sich so
merken: die umgekehrte Operation von “Socken anziehen, dann Schuhe anziehen” ist nicht “Socken
ausziehen, dann Schuhe ausziehen”, sondern “Schuhe ausziehen, dann Socken ausziehen”.

Ubersicht der zentralen Begriffe in Linearer Algebra:
Fiir Details siehe das Skript des Auffrischungskurses zu Mathe 1:

* Untervektorraum (UVR, auch: Unterraum): eine Teilmenge eines Vektorraums, die
selber Vektorraum ist. Formal ist U C V ein UVR, falls

-0e€eU (das folgt auch aus Punkt 3, also eigtl iiberfliissig)
-YwwelU:v+welU



-YaeR,velU: avelU

linear unabhiingig: die Vektoren vy,...,v,, heilen linear unabhingig, falls sich keiner als
Linearkombination der anderen darstellen ldsst. Formal kann man das auch so formulieren:
Aus ayvy +---+ o, v, =0 folgtay =0,...,0,, =0.

Linearkombination (von Vektoren vy, vs,...,v,): jeder Ausdruck der Form

01V + 0V + -+ + Oy Vi

Spann (aka lineare Hiille) (vy,...,v,,) (oder (vi,...,v,)r) von vi,...,v,: Menge aller Linear-
kombinationen der vy, ..., V.
Erzeugendensystem: eine Menge {vy,...,v,} von Vektoren in einem (U)VR V, so dass sich

jedes v € V als Linearkombination der v; schreiben ldsst. Also formal: fiir jedes v € V gibt’s
ai,...,0, € R sodass
V=014Vv]+ -+ 0pVy.

Basis: linear unabhingiges Erzeugendensystem eines VR.
Dimension (eines VR V): Zahl der Basisvektoren irgendeiner Basis von V.

Kern (einer Matrix A, auch ker(A)): Menge aller Vektoren, die von A auf den Nullvektor abge-
bildet werden. Formal also {v € R"|Av = 0}.

Bild (einer Matrix A, auch im(A)): Menge aller Vektoren, die als Ergebnis Av auftreten. Formal
also {w|w = Avfiir einv € R"}.

Rang (einer Matrix A): Dimension des Bildes von A.
lineare Abbildung: Eine Abbildung f:V — W mit

- Vu,veV: flu+v) = f(u)+ f(v).
- WweV,aeR: fow)=of(v).

Zentrales Resultat: Matrizen sind lineare Abbildungen und umgekehrt.
Genauer: jede lineare Abbildung f : R” — R” ist von der Form f(x) = Ax, mit A € R™*"; und
jedes f: R™ — R" mit f(x) = Ax ist eine lineare Abbildung.

Inverse (einer n x n-Matrix A): die Matrix A~!, so dass gilt: A~!A = E, (falls es so ein A~!
gibt).

Determinante (einer n x n-Matrix A): eine wichtige Kennzahl einer Matrix. Berechnet wird sie
durch wiederholte Entwicklung nach der k-ten Zeile (bzw Spalte), oder Dreicksform herstellen,
oder bei 3 x 3-Matrizen mit der Sarrusregel (siehe [WIK] oder [2]).

Eigenwerte (ciner n x n-Matrix A): jene A € R, fiir die es einen Vektor v gibt mit Av = Av.
Dieses v heit Eigenvektor (von A zum Eigenwert A). Ist v Eigenvektor, so auch —v, oder 2v,
oder..., also sind Eigenvektoren nicht eindeutig.

Berechnet werden Eigenwerte, indem man sich das Polynom det(A — AE) besorgt. Dessen
Nullstellen sind die Eigenwerte (mit Vielfachheiten, konnen auch komplexe Zahlen sein, wenn
man Pech hat). Mehr dazu in [2].



15. April

2.2 Orthogonale Vektoren und Matrizen

Wir brauchen im Folgenden oft nur den Sonderfall, dass v und w senkrecht (orthogonal”) zueinander
sind (also der Winkel 7/2 ist).

Definition 2.1. Zwei Vektoren v und w sind orthogonal zueinander, wenn v - w = 0.

Eine Menge {q1,...,qx} von Vektoren ist orthogonal, wenn alle Vektoren paarweise orthogonal sind
(also, wenn ¢! -q; =0 fiiralle 1 <i< j <k).
Eine Menge von Vektoren {qj,...,qx} ist orthonormal, wenn sie orthogonal ist und alle Vektoren

Lénge 1 haben (also, wenn q,-T -gi=1firalle 1 <i<k).

Es ist leicht zu sehen, dass eine Menge orthogonaler Vektoren linear unabhéngig sein muss.

In Kapitel brauchen wir den Begriff des orthogonalen Komplements w: ist w € R™, dann ist das
orthogonale Komplement alles, was senkrecht zu w ist:

wh={veR"|wl.v=0}

Man mache sich das im R fiir w = (1,0,0)7 deutlich!)

Zusitzlich zu orthogonalen/orthonormalen Vektoren benotigen wir noch orthogonale Matrizen.

Definition 2.2. Eine Matrix Q € R™*™ heift orthogonal, falls Q7 Q = I ist.

Orthogonal sein heifit, dass die Spalten der Matrix alle orthonormal zueinander sind. (Dann sind es
auch automatisch die Zeilen). AuBBerdem gilt fiir orthogonale Matrizen automatisch 00" =1.

Die Eigenwerte einer orthogonalen Matrix haben alle den (komplexen) Betrag 1. Daher hat die De-
terminante einer orthogonalen Matrix immer den Wert 1 oder —1.

Eine der wichtigsten Eigenschaften orthogonaler Matrizen ist, dass sie winkelerhaltend sind: Der
Winkel zwischen v und w dndert sich nicht, wenn beide mit einer orthogonalen Matrix Q multipliziert
werden:

()T - (Ow) =vT- QT -Qw =T -w.

Da das Skalarprodukt auch die (quadrierte) Linge eines Vektors misst (sieche oben), werden Lingen
ebenso erhalten.

Die geometrische Interpretation der Winkel- und Léangenerhaltung ist, dass orthogonale Matrizen
ausschlieflich Rotationen, Spiegelungen oder Kombinationen dieser beiden Transformationen darstellen
konnen.

Obacht: Orthogonale Matrizen sind per Definition quadratisch. Gibt es auch nicht-quadratische
Matrizen A, so dass AT - A = E? (Antwort in der Ubung.)

3 Interpolation von Kurven

Als motivierendes Beispiel betrachten wir in diesem Kapitel das Problem der Kurveninterpolation.
Hierbei wird das Aufstellen linearer Gleichungssysteme demonstriert und die Frage der Losbarkeit
solcher Systeme diskutiert.



Betrachten wir zunéchst ein einfaches Interpolationsproblem: Finde eine Kurve f: R — R, die die
Werte y; an den Punkten x; fiir i = 1,...,m interpoliert; das heifit, es soll gelten f(x;) = y; fiir i =
I,...,m.

Kurveninterpolation findet bei zahlreichen Problemen Anwendung:

» 1D: Fitting von gemessenen Daten
* 2D: Zeichenprogramm

* 3D: Animationspfade, Kamerafahrten

Der Einfachheit halber beschrinken wir uns zunichst auf den eindimensionalen Fall. Bei genauerer
Betrachtung ist die oben formulierte Problemstellung noch nicht prizise genug: Es ist offen, ob nach
genau der Kurve mit f(x;) = y;, oder nach irgendeiner Kurve mit dieser Eigenschaft gesucht werden
soll. Wie man schnell sieht, gibt es unendlich viele Kurven mit f(x;) = y; . Man benétigt also eine
Methode, um den Losungs- oder Suchraum einzuschrianken.

3.1 Diskretisierung

Die grundlegende Idee bei der Diskretisierung ist, die Kurve mit einer endlichen Zahl von Parametern
zu beschreiben. Die Kurve wird dazu mittels Basisfunktionen p; : R — R und Koeffizienten f; € R
dargestellt:

flx)= i‘,lfjpj(x)-

Als Basisfunktionen kommen dabei verschiedene Arten von Funktionen in Frage: Die Monom- Basis

x! fiir Polynome, die Legendre-Polynome, die Tschebyscheff-Polynome, oder die Bernstein-Basisfunktionen
B! (x) fiir polynomielle Bezier-Kurven, Spline-Basisfunktionen, oder sin/cos-Schwingungen fiir Fouri-
ertransformationen. Die letzteren sehen wir vielleicht im zweiten Teil der Vorlesung.

In dieser Vorlesung betrachten wir ansonsten nur die Monome als Basispolynome, also

n—1

pl(x):xO: l,pg(x):xl,...,pn(x):x

Beziiglich dieser Basis wird f dargestellt als
n
&)=Y fi = At foxt P4
j=1

9



Da f ein Polynom vom Grad n — 1 ist, gibt es n Freiheitsgrade fi,..., f, (“Degrees of Freedom”,
DoF). Aus der Diskretisierung ergibt sich somit eine veridnderte diskrete Problemstellung: Finde Ko-
effizienten fi,..., f,, so dass

n .
fe) =Y fix" =y, i=1,..m
=1

Daraus ergeben sich m Gleichungen mit » Unbekannten (Obacht, die f; sind hier die Unbekannten,
die x; und y; sind ja gegeben):

fA+ xS =
A A+ xS =,
A fixn 4 B+ e+ g =
Da die Funktionswerte f(x;) linear von den Koeffizienten f,..., f, abhingen, konnen die m Gle-

ichungen zu einem linearen Gleichungssystem zusammengefasst werden:

1 ox o x! h V1

1 Xm x:,l;l fn Ym

3.2 Allgemeine Formulierung

Mit einer allgemeinen Polynombasis {pj,...,p,} sieht das so aus:
n
fi) =Y fipi)=yi, i=1,....m.
=1

Daraus ergeben sich m Gleichungen mit n Unbekannten:

fipi(x) 4+ fpr(x) + o+ fupa(x1) = oy,
firi(x2) +  fap2x) 4+ -+ fapa(x2) =y,
fipi(m)  + fop2(on) + o A fuba(m) = Y
Da die Funktionswerte f(x;) immer noch linear von den Koeffizienten fi,..., f, abhingen, kénnen

die m Gleichungen wieder zu einem linearen Gleichungssystem zusammengefasst werden:

pi(x1) - palxr) fi i
: : | =1 : |, oderkurz:
p1(xm) - pa(xm) In Ym
A-x=b, mitAeR™" xeR"beR" (3.1)

Dies fiihrt zu der Frage, wann ein Gleichungssystem Ax = b (eindeutig) 16sbar ist. Dafiir ist die
Dimension der Matrix A von entscheidender Bedeutung:

10



* Wenn m = n: A ist quadratisch. Wenn A zudem vollen Rang hat, gibt es eine inverse Matrix
A~!, 50 dass eine eindeutige Losung x = A~'b existiert.

* Wenn m > n: Das System hat mehr Gleichungen als Unbekannte, es ist iiberbestimmt und daher
im Allgemeinen nicht exakt 1sbar. (Fast immer.)

e Wenn m < n: Das System hat zu viele Unbekannte, es ist unterbestimmt. Es gibt keine ein-
deutige Losung, sondern einen ganzen Raum von moglichen Losungen. (Praktisch immer, bis
auf “dumme” Ausnahmen wie x; +x; +x3+x4 =0 A xa =1 A x4 =2.)

3.3 Ein Spielzeugbeispiel

Um die Dinge oben zu illustrieren betrachten wir das Beispiel f(0) =1, f(1) =0, f(2) = 1. (Also
(Xoa)’O) = (07 1)7 (xlayl) = (170)7 (x27y2) - (27 1))

A

1o o

0

—Q
N_._

Fiir m = 2,n = 2 ergibt sich das LGS

10\ (A)_ (1

1 1) \x) " \o)
Die eindeutige Losung ist f; = 1, f» = —1. Also ist f(x) = 1 —x, siche Abbildung 1]links.
Fiir m = 3,n = 2 ergibt sich das LGS

0 1
iy _

1]- 5= 0
2 z 1

Das LGS ist liberbestimmt und hat keine Losung. (Klar, es gibt kein Polynom vom Grad n —1 =1,
dass alle drei Punkte trifft).

Y

of 1 '2 - / ] l2

Figure 1: Fiir m = n = 2 ergibt sich die Losung f; = 1, f, = —1, also das eindeutige Interpolation-
spolynom x — 1 (links). Fiir m = 2,n = 3 sind hier zwei Losungen (von unendlich vielen) gezeigt,
—x*+1undx®> —2x+1.
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Fiir m = 2,n = 3 ergibt sich das LGS

G0 (2)-6)
11 1) 22 \o)
/3
Das LGS ist unterbestimmt. Die (unendlich vielen) Losungen sind f; = 1, f> beliebig, f3 = —1— f>.
Zwei Losungen sind z.B. f(x) = 1 — x? oder auch f(x) = x> —2x+ 1, siehe Abbildungrechts.

34 DerFallm=n

Die Frage, wann eine quadratische (m x m)-Matrix vollen Rang hat, ist von entscheidender Bedeutung
fiir die Losung des linearen Gleichungssystems. Betrachten wir dazu die Matrix fiir die Monombasis
noch einmal genauer:

1 x; x% x’lﬂfl
X2 x% x’znfl
2 n—1
A=11 x3 x3 ... x5 ) (3.2)
2 -1
1 xu x;, ... xn

Die Matrix hat keinen vollen Rang, wenn: x; = x; fiir irgendwelche i # j: die Zeilen i und j sind dann
identisch. Also kein voller Rang, also keine Inverse, Matrix singulér.

Daraus folgt, dass die x; unterschiedlich sein miissen. Man kann zeigen, dass es bei unterschiedlichen
x; ein eindeutiges Polynom vom Grad < m — 1 gibt, das die Werte y; an den Punkten x; interpoliert.
Wir skizzieren den Beweis hier nur kurz:

Seien f,g Polynome vom Maximalgrad m — 1 mit f(x;) = g(x;) = y; fir i = 1,...,m. Dann ist auch
h = (f — g) ein Polynom vom Maximalgrad m — 1. Aber & hat m Nullstellen x;,x5,...,x,. Das geht
nur fiir h =0, also f = g.

Die Tatsache, dass es ein eindeutiges Polynom gibt, bedeutet, dass es eine eindeutige Losung des
linearen Gleichungssystems gibt. Daher muss die m x m-Matrix A vollen Rang haben. Beweisskizze
Ende.

Man kann mit linearer Algebra zeigen, dass

det(A) = H (Xj —x,-).

0<i<j<n
Das ist aufwindiger, siche wikipedia. Insbesondere erhilt man aber, dass

Vi# j:xi#xj < det(A) # 0 < A hat vollen Rang.

4 LU-Zerlegung

Fiir die Polynominterpolation oben miissen wir nun also ein LGS 16sen. Im Prinzip konnen wir das ja:
erstes Semester, Zeilen-Stufen-Form herstellen, bzw auf vornehm: Gauf3sches Eliminationsverfahren.
Wie bringen wir das einem Computer bei? Dazu benutzen wir die sogenannte LU-Zerlegung (fiir
lower und upper, aka LR-Zerlegung, fiir links und rechts).

12



Sei Ax =b mit A € R™ und b € R™. Gesucht ist ja x € R™ Der Trick ist, zwei Matrizen L,U mit
A = L-U zu finden, so dass L eine untere Dreiecksmatrix (lower) ist und U eine obere Dreiecksmatrix
(upper). Dann ist ja

Ax=b <& LUx=b.

Nun lisst sich das urspriingliche Gleichungssystem in zwei Teilprobleme aufteilen: (1) Lose Ly = b
und (2) 16se Ux = y. Das ist jeweils einfach, weil L und U ja jeweils schon Dreiecksgestalt (Zeilen-
Stufen-Form!) haben. Ein solches Gleichungssystem lésst sich leicht durch schrittweise Substitution
16sen. Sei L € R™*™ eine untere Dreiecksmatrix und y,b € R™:

i 0 - 0 ,
y1 1

by Ay A I
: o : :
y b
by oo e L " "

¢ Ausschreiben der ersten Zeile liefert /11y, = by, also y; = ;Tll

¢ Ausschreiben der zweiten Zeile: ¢51y) + £20y2 = by, also y, = é(bz —la1y1).

* Generell kann nach Bearbeiten der ersten (i — 1) Zeilen die Unbekannte y; aus der i-ten Zeile
und den nun bekannten y;,...,y;—; wie folgt berechnet werden:

1 i—1
ylzg—<bl—2£,]y]) furz:1,2,,m
ii j=1

Diese Vorgehensweise wird auch Vorwirts-Substitution genannt. Das ist schon sehr dhnlich dem, was
wir beim Berechnen eines LGS von Hand tun. Das néchste ist exakt das, was wir beim Ldsen eines
LGS von Hand tun.

Sei also nun U € R™**" eine obere Dreiecksmatrix und x,y € R™,

uilz U2 - Ulm
X1 V1
0 uxp .
S Xin Vi
0 cee 0 wum

Dann konnen die x; von unten nach oben berechnet werden:

* Aus der letzten Zeile folgt x,, = 2.

umm
* Dann kann x; aus der i-ten Zeile und den schon bekannten x;1,...,x, wie folgt berechnet
werden:
1 m
x,-:—(y,-— Z Lt,'jx]') fl’jri:m—l,...,l.
Uii J=it1

Diese Vorgehensweise wird als Riickwérts-Substitution bezeichnet.

Bei der GauB-Elimination wird die (m x m)-Matrix A nach und nach in eine obere Dreiecksmatrix 22. April
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U transformiert. Wir werden nun sehen, dass die Transformationen, die wir dabei durchfiihren, die
Matrix L liefern.

Denn: es werden, von Spalte 1 bis Spalte m, schrittweise Nullen unterhalb der Haupt-Diagonalen
eingefiihrt. Dies geschieht durch das Subtrahieren von Vielfachen der i-ten Zeile von den unteren
Zeileni+1,... ,m. Das lasst sich durch die Multiplikation mit einer einfachen unteren Dreiecksmatrix
L; beschreiben.

Bei einer 4 x 4-Matrix sieht das Ganze ja typischerweise so aus:

*x X K x * Kk K Kk *x X K * *x X K *
* X K X . 0 % % % - 0 x % % . 0 x % %
* x x x 0 %« % % 0 0 « % 0 0 « %
*x X K * 0 % % % 0 0 % 0 0 0 %
A LA LA L3141 A

Die resultierende Matrix auf der rechten Seite ist dann die gewiinschte obere Dreiecksmatrix U. Mit
L' = I31,L; istalso L'A = U, also mit L := (L3L,L;) ! ist A = LU. Bingo. Obwohl: Zunichst sieht
das mit der Inversen ja abschreckend aus. Wir werden uns im Folgenden aber iiberzeugen, dass dies
Inverse sehr leicht zu berechnen ist. Zunéchst aber ein konkretes Zahlenbeispiel zur Illustration.

Beispiel 4.1. Wir nehmen

2110
4 3 31
A_8795
6 7 9 8

Im ersten Schritt werden die drei Eintridge in der ersten Spalte unter der 2 zu 0 gemacht. Als Ma-
trixoperation sieht das so aus:

1 000 2110 2110
LA— -2 1 00 4 3 31 _ 01 11
-4 01 0 8 7.9 5 0 355
-3 0 0 1 6 7 9 8 0 4 6 8

Also —2mal die erste Zeile plus die zweite usw. Schritt 2 ist dann:

1 0 00\ /2110 2110
0 1 o0oflo 1 11 01 11
LLA=10 5 1 ofllo 355! oo 22
0 -4 0 1/\0 4 6 8 00 2 4
Und zuletzt:
10 0 0\ /2110 2110
o1 0 oflflo 1 11 01 1 1
BLLA=14 0 1 ollo o 22| oo 2 2]7Y
00 —1 1/\0 0 2 4 000 2

Man beachte, dass die Matrix U genau das ist, was das Gaussverfahren uns als Zeilen-Stufen-Form
liefert. Wir brauchen noch das L:

L= (L:LL) ' =L7'Ly 'Ly
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Das sieht zunichst abschreckend aus. Es zeigt sich aber, dass aufgrund der sehr speziellen Form der
L; die Inversen und Produkte sehr leicht zu berechnen sind (siehe Ubungsblatt 2). Z.B. ist

-1

1 000 100 0
;|2 to00] _f2100
= l=4010|] “|4010

-3 00 1 300 1

Das ist ein allgemeines Prinzip: Um die Inverse Ll‘_1 von L; zu erhalten, dndert man einfach alle
Vorzeichen der Eintrdge unter der Hauptdiagonale.

Genau so einfach (wieder aufgrund der speziellen Form der L;) ist das Ausmultiplizieren: Im Beispiel
ist
0

0
—1y-17-1 1
L=L{'L;'L;' = ;

W N -
—_ = O
— o O O

4

Das Produkt ergibt sich also einfach durch Kopieren-und-Einfiigen der Eintriige der L, ! (Obacht:
die Reihenfolge ist wichtig! Z.B. sieht (L1L,L3)~ ! = Ly 1Lg 1Lf1 ganz anders aus und lésst sich nicht
durch Kopieren-und-Einfiigen berechnen!)

4.1 Der LU-Algorithmus

Sei A®) die Matrix Ly_1---LiA, die sich nach k — 1 Iterationen der GauB3-Elimination ergibt. Die
(k)

Eintrige von Ay sind ¢;;". Dann ergibt sich Ly als

1
1 agk)
Ly = mit f = %X i=k+1,....m. 4.1)
L1k 1 a,(c],?
Lk 1

Die Inversen Lk_1 und die Produkte derselben werden wie im letzten Beispiel berechnet.

Fasst man alle Schritte kompakt zusammen, ergibt sich der Pseudo-Code in Algorithmus [I] fiir die
LU-Zerlegung (ohne Pivotisierung, dazu spiter). Dabei werden fiir die Matrizen L und U jeweils nur
die relevanten Eintriige gespeichert (fiir L: /;; miti > j, fiir U: u;; mit i < j). Intern kdnnten also auch
beide Matrizen in einer einzelnen Matrix (z.B. A) gespeichert werden.

4.2 Stabilitit

Vielleicht haben Sie es schon bemerkt: In der bisher dargestellten Form ist die GauB3-Elimination nicht
zur Losung allgemeiner linearer Gleichungssysteme geeignet. Fiir bestimmte Matrizen scheitert der
Algorithmus génzlich, da es zu einer Division durch Null kommen kann. Bei der Matrix

=)
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Algorithm 1 LU-Zerlegung ohne Pivotisierung. Eingabe: Matrix A. Ausgabe: Matrix L, Matrix U.
U=A
fork=1...m—1do
fori=k+1...mdo
1[i, k| = uli,k]/ulk, k]
for j=k...mdo
u[i7j] = M[i,j] - l[l7k]u[k7 J}
end for
end for
end for

wiirde die GauB3-Elimination bereits im ersten Schritt fehlschlagen. Weitere Schwierigkeiten ergeben
sich durch die Gleitkomma-Arithmetik. Die Gau-Elimination der Matrix

e 1
= (0)
ergibt formell die LU-Zerlegung

1 0 € 1
: 1 0 1—¢

Fiihrt man die LU-Zerlegung allerdings numerisch durch und wihlt € als sehr kleine Zahl, z.B. 1072,
ergeben sich Abweichungen. Das Ergebnis der Zerlegung ist dann

.~ 1 0 10-20 1
L'U_<1020 1)( 0 —1020>

Im Eintrag 7i», ergibt sich —10%° anstatt des korrekten Ergebnisses 1 — 102°. Auch wenn der Fehler
auf den ersten Blick sehr klein erscheint, kann er dennoch schwerwiegende Folgen haben. Betrachten

wir dazu die Matrix "
- e 10~ 1
A=L-U= ( | 0)

Im Vergleich zur urspriinglichen Matrix A sollte der Eintrag d@,, eigentlich 1 und nicht O sein. Der
kleine Fehler in U fiihrt also zu einem groBem Fehler in A. Die Losung des Gleichungssystems
LUx = b wiirde sich gravierend von der Losung von Ax = b unterscheiden. Zum Beispiel wire fiir b =
(1—¢,0)7 die korrekte Losung x = (—1,1)”, das numerische Resultat ergibt allerdings = (1 —¢,0)7.
Es stellt sich also die Frage, warum aus 1 — 10 plotzlich —10%° wird. Zur Beantwortung dieser Frage
muss man verstehen, wie Gleitkommarithmetik im Rechner realisiert ist. Das lernen Sie eigentlich
alle in Rechnerarchitektur (?7), also reden wir in der Vorlesung nur kurz dariiber. Hier folgt eine
ausfiihrlichere Zusammenfassung (in blau gesetzt, nicht klausurrelevant).

4.3 Gleitkommaarithmetik
Gleitkommazahlen werden im Rechner mittels Vorzeichen S, Mantisse M, Basis B und Exponent E
wie folgt dargestellt:

S-M-BE
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sign exponent (8 bits) fraction (23 bits)

| [ I 1
[ofo[1][1]1]1]1]o[o]o] 1]o]o]o]0[o[o[o]o]o]0]o]o[o[o[o]o]0]o]o]o[o] = 0.15625
3130 2322 (bit index) 0

exponent fraction
sign (11 bit) (52 bit)

T T 1
o o o
63 52 0

Figure 2: Gespeicherte Binirziffern bei float (oben) und double (unten). Das float zeigt die Zahl
35—2 = % =0,15625. In der Mantisse steht (implizit) bindr 101, das wird gelesen als 1,01, also 1+ A%,
also %. Im Exponenten steht 127 — 3 = 124. Das wird interpretiert als 273 = é Passt.

Betrachten wir folgendes Beispiel fiir den Fall B = 10:
123 =123-10° = 1,23-10* = 12300-10~2.

Die Darstellung der Zahl ist offenbar nicht eindeutig. Abhilfe schafft dabei die normalisierte Darstel-
lung. Man einigt sich auf:

1. Die erste Ziffer von M muss ungleich O sein.

2. Das Komma muss nach der ersten Ziffer folgen.

Beispiele fiir normalisierte Darstellungen sind 1,23 - 10> und 4,56 - 10~3. Wihrend der Mensch
iblicherweise mit dem Dezimalsystem (B = 10) arbeitet, werden Zahlen im Rechner meistens im
Binérsystem (B = 2) dargestellt:

1,0101-2> =101,01-2° = 10101-27% (= 5,25 in dezimal.

Bei der normalisierten Darstellung im Binérsystem ist das erste Bit von M immer 1 und muss de-
mentsprechend nicht explizit gespeichert werden. (Quizfrage: wie speichere ich dann eine 0?)

Die Darstellung von Zahlen im Rechner ist diskret. Es gibt eine feste Anzahl von Ziffern fiir die
Mantisse M und den Exponenten E. Nach dem IEEE Standard for Floating-Point Arithmetic (IEEE
754) sind die Datentypen fiir einfache und doppelte Prizision (float und double in C++) aufgebaut wie
in Abbildung 2]

Die Anzahl der Ziffern der Mantisse bestimmt dabei die Genauigkeit, die des Exponenten die (be-
tragsmifBig) kleinste bzw. grofite darstellbare Zahl. Der Exponent ist biased, soll heiflen: eigentlich
nimmt er Werte von 0 bis 255 an. Aber da wir ja auch kleine Zahlen wie 0,00000125 speichern
wollen, brauchen wir auch negative Exponenten. Daher wird der Wertebereich als —127,...128 aufge-
fasst (00000000 = —127,00000001 = —126 usw). Dabei sind aber —127 (nur Nullen) und 128 (nur
Einsen) Sonderfille. Der Wertebereich ist also —126 < E < 127.

Die Frage nach der Genauigkeit von float und double ist tricksig. Natiirlich kommt es auf die Gro3e
der Zahl an: selbst eine natiirliche Zahl n € N wird nicht mehr genau als float oder double dargestellt
wenn sie nur geniigend groB ist (vgl. Ubung). Die Sonderfille (wikipedia: subnormal numbers)
machen die Frage nach der Genauigkeit noch viel komplizierter.
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Ein MaB fiir die Genauigkeit ist das Maschinen-Epsilon: g, ist die Differenz zwischen 1 und der
nichstgroBeren Gleitkommazahl. Bei p Ziffern fiir die Mantisse M (unter Beriicksichtigung der im-
pliziten 1 vorne) und der Basis B ergibt sich €, als

1,0...01-B° = 1,00...0-B° = 0,0...01-B = 1-B 7 =: ¢,,.
—— —— \ ,
p p P

Praktischer Hinweis: In C++ konnen die Eigenschaften der verschiedenen numerischen Zahlentypen
mittels numeric_limits<xxx> ermittelt werden. Fiir float kann z.B. mittels
numeric_limits<float>::epsilon() das Maschinen-Epsilon fiir float-Typen abgefragt werden.
Ebenso existieren die Funktionen numeric_limits<xxx>::min () und numeric_limits<xxx>::max (),
um die kleinste und grofite darstellbare Zahl abzufragen.

Im Folgenden betrachten wir die Addition zweier Gleitkommazahlen genauer:
M, -BE' + M, - BE2, mit 0.B.d.A. E; > E».
Der Ablauf ist wie folgt:
1. Die kleinere Zahl auf gleichen Exponenten bringen:
Ey = Ey+ (E1 — Ey) = By,

M5 = M, /BEI—E)

2. Die Mantissen addieren: M = M, +M§.
3. Das Resultat M - BE! normalisieren und runden.

Beispiel 4.2. Dezimalbasis B = 10 und p = 7 Ziffern fiir M. Zu addieren sind die Zahlen 123456,7
und 101,7654:
1,234567-10° +1,017654 - 10

Auf den gleichen Exponenten bringen:
1,234567-10° 4+ 0,001017654 - 10° = 1,235584654 - 10°

Da die Mantisse nur sieben Ziffern hat (p = 7), ist das Ergebnis im Rechner 1,235585-10°. Die letzten
drei Ziffern 6, 5 und 4 gehen verloren.

Es sind insbesondere solche Operationen von dieser Art Fehler betroffen, bei denen der Unterschied
im Exponenten sehr grof3 ist. Die Addition einer sehr kleinen und einer sehr gro3en Zahl ist ein

Beispiel. Auch im vorherigen Beispiel zur LU-Zerlegung war dies die Ursache fiir das falsche Ergeb-
nis (1 — 10% wird zu —10%).

4.4 LU-Zerlegung mit Pivotisierung

Durch eine einfache Modifikation der in Algorithmus [I] beschriebenen GauB-Elimination kann die
Instabilitdt der LU-Zerlegung kontrolliert werden. Die Idee besteht darin, durch Permutation der
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Zeilen der Matrix A fehleranfillige Rechenoperationen zu vermeiden. Dieses Verfahren wird auch
Pivotisierung genannt. Betrachten wir den k-ten Schritt von Algorithmus 1:

*x X * % *x  x  * %
a(k) *  * a(k) *  x
kk — kk
*  x x 0 % *%
*  * % 0 *x %
Ly LA Li--LiA

(k)

Die Matrizen L; sind definiert wie in (4.1), d.h., mit Subdiagonal-Eintréigen £;; = % in der k-ten

ke
Spalte. Wenn die a,(c],? sehr klein sind, werden die £; sehr grof3. Durch die Gleitkomma-Arithmetik

ergeben sich dann Fehler bei der GauB3-Elimination. Der Ansatz bei der Pivotisierung ist, die Zeilen
von A zu vertauschen, um ein numerisch stabileres Diagonal-Element zu finden. Der Ablauf ist wie
folgt:

1. Finde i € {k,...,m}, so dass |a§,’f)\ maximal ist.
2. Vertausche die Zeilen i und k mit einer Permutationsmatrix P (s.u.).

3. Elimination mittels Matrix L.

Diese Schritte sind in folgender Abbildung verdeutlicht:

*x  x Kk x * X Kk % *x X x %
(k) (k) k
ay * x . a; Kx x . a](ck) * *
* x % * K *x 0 x %
ag: ) *  x a,(f,? *x % 0 * %
A PAK Ly P AK)

Obacht: Zum Losen von Ax = b berechnen wir nun also eine Losung von PAx = Pb. Das ist wichtig
in der Implementation!

Man spricht von partieller Pivotisierung, wenn nur innerhalb der Teilspalte a,({l;z,a,(ﬁ Lo ,a,(:; )k der
betragsgrofite Eintrag gesucht wird. Sucht man dagegen innerhalb der ganzen Untermatrix unterhalb
und rechts von ag, also in (a; j)k<i<m k< j<n. SPricht man von voller Pivotisierung. Die Permutation-
smatrix P ist liberall 0 abgesehen von einer 1 pro Spalte und Zeile. Sie wird konstruiert, indem man
mit der Einheitsmatrix E startet und anschlieBend Zeilen vertauscht. In der Ubung sahen wir bereits:
Fiir eine Permutationsmatrix P gilt: P-A vertauscht Zeilen von A, A - P vertauscht Spalten von A, und

pl=pr
4.5 Rechenaufwand
Betrachten wir den Rechenaufwand fiir das Losen von Ax = b mittels LU-Faktorisierung. Die Anzahl

der Operationen sind in FLoating point OPerations (FLOP) angegeben. Es sind drei Arbeitsschritte
zu betrachten:
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1. Faktorisierung PA = LU: Die dreifach geschachtelte for-Schleife im Algorithmus deutet auf
kubischen Aufwand O(m?) hin. Zahlt man genauer, erhilt man %m3 FLOP fiir die GauB-
Elimination.

2. Losen von Ly = Pb: O(m?) FLOP fiir die Vorwirts-Substitution.

3. Losen von Ux = y: O(m?) FLOP fiir die Riickwirts-Subsitution.

Die LU-Zerlegung kann auf verschiedene Weise optimiert werden. Wir erwéihnen hier zwei Ansitze
nur kurz:

* Genaues Hinsehen liefert, dass wir die a;; mit den £;; und u;; iiberschreiben kdnnen: Die be-
nutzten a;; werden spéter nicht mehr gebraucht. Also konnen wir alles in einer Matrix A spe-
ichern (Algorithmus von Crout). Dadurch reduziert sich insbesondere bei grolen Matrizen der
Speicherverbrauch deutlich (Faktor 2).

* Das P hat als Matrix sehr viele Nullen, das speichern wir daher als Permutations-Array.

5 Kurven-Approximation

29. April Bei der Kurven-Interpolation kommt es in verschiedenen Situationen zu Oszillationen der Interpola-
tionskurve. Diese Schwankungen sind oftmals so groB3, dass die Kurve keine sinnige Représentation
der interpolierten Daten mehr ist (sogenanntes over-fitting). Ist z.B. die Anzahl der Interpolation-
spunkte — und dem entsprechend der Polynomgrad — zu hoch, so kommt es zu starken Schwankun-
gen der Kurve. Abbildung [3] zeigt ein Beispiel fiir ein Polynom vom Grad 7. Auch bei wenigen
Interpolationspunkten ist das Verhalten der Kurven nicht optimal: Insbesondere an den Enden des
Intervalls treten Oszillationen auf, wie Abbildung 3] zeigt.

Ein weiteres Problem der Kurven-Interpolation ist die Empfindlichkeit gegeniiber verrauschten Daten.
Uberlagert man die Interpolationspunkte mit einem Rauschen, so wie es bei realen Messdaten etwa
der Fall ist, fiihrt dies ebenso zu starken Schwankungen. Eine bessere Mdoglichkeit zum Fitting von
Daten ist die Approximation mit einem Polynom niedrigeren Grades.

Wir wollen also Messpunkte {(x1, i), .-, (Xm,Ym) } mit groBem m durch ein Polynom f(x) =Y}_, f, L
mit kleinem Grad n < m approximieren. Das liefert das iiberbestimmte LGS

1 x x% . x’l’f1
2 -1
I x x5 ... x) fi Y1
1 x3 x% ... xg’*l =1
. . fn Ym
1 x, X2 xn
A X b

Die Matrix A hat mehr Zeilen als Spalten. Das Gleichungssystem Ax = b hat keine exakte Losung,
da A nicht invertierbar ist. Wir wollen daher versuchen, das Gleichungssystem so gut wie moglich zu
16sen:

Finde x € R" so dass das Residuum r = b — Ax so klein wie moglich ist. Das
heiBt, ||r|| = ||Ax — b|| minimal.
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Figure 3: Interpolation (links) versus Approximation. Bei der Interpolation werden die Punkte genau
getroffen, aber dazwischen oszilliert der Graph stark. Bei der Approximation verzichtet man auf die
Forderung, die Punkte genau zu treffen. Dadurch (a) schwankt die Kurve nicht so stark, und (b) wir
kommen mit einem Polynom von niedrigerem Grad aus. (Links ist der Grad 7, rechts 4.)

Hierbei stellt sich die Frage, welche Norm || - || fiir die Minimierung von ||| verwendet werden sollte.

Definition 5.1. Fiir p > 1 € N, x € R" ist die p-Norm definiert als

m
Ixll,, = g/zw = (Je1 [P+ JealP - o)V
i=1

Hiufig verwendete Beispiele fiir p-Normen sind:

m
lxlly =} lxil
i=1

m
el = [ Y7
i=1

x| = max{|x;| | i =1,...,m}

Da das analytische Minimieren einer Norm das Verschwinden der ersten Ableitung erfordert, benotigen
wir eine differenzierbare Norm. Von den Beispielen oben ist nur die 2-Norm differenzierbar. (Genauer:
wir minimieren ||x||3, das ist differenzierbar.) Die Verwendung der 2-Norm hat viele Vorteile.

* Die quadrierte 2-Norm ||r||3 ist differenzierbar.

* Die Ableitung der quadrierten 2-Norm ||r||, ist eine lineare Funktion, was am Ende zu einem
linearen Gleichungssystem fiihrt.

* Die 2-Norm ||r||» erlaubt geometrische Interpretationen, da sie dem euklidischen (also in un-
serer Welt dem realen) Abstand entspricht und einen direkten Zusammenhang zum Skalarpro-
dukt und daher zu Winkeln zwischen Vektoren herstellt.

Aus diesen Griinden wird im folgenden die 2-Norm fiir die Minimierung des Residuums verwendet.
Soweit nicht anders erwihnt, sei mit der Vektor-Norm || - || ab jetzt die 2-Norm bezeichnet. Die
Minimierung von ||r|| = ||Ax — b|| wird Methode der kleinsten (Fehler-)Quadrate (im Englischen least

squares) genannt und geht auf GauB3 (1809) zuriick.
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5.1 Methode der kleinsten Quadrate

Die Kurven-Approximation lisst sich wie folgt als Least-Squares-Problem formulieren: Finde x € R"

50, dass ||b— Ax||3 minimal wird. (Damit wird dann natiirlich auch ||Ax—b||» = 1/ ||b — Ax||3 minimal.)
Oder anders formuliert: Minimiere die (reellwertige!) Funktion

R:R" R, R(x)=|b—Ax|>

Recall Mathe 2: Eine notwendige Bedingung fiir ein Minimum ist, dass der Gradient O wird; dass also
die ersten partiellen Ableitungen beziiglich aller x; verschwinden:

Da R eine quadratische Funktion in den Variablen x; ist, gibt es genau ein Extremum, an dem die
ersten partiellen Ableitungen verschwinden. Da unsere Fehlerfunktion nach oben nicht beschrinkt
ist, muss es sich bei dem Extremum um ein Minimum handeln. Formell bedeutet dies, dass die
zweiten Ableitungen von R positiv sein miissen, d.h., dass die Hesse-Matrix positiv definit sein muss.

Wir werden im Folgenden drei verschiedene Herleitungen der Losung des Least-Squares-Problems
vorstellen. Die ersten beiden finden analytisch die Nullstelle der ersten Ableitung, die dritte Methode
verwendet eine geometrische Herleitung. Das resultierende lineare Gleichungssystem ist bei allen
Methoden das gleiche.

1: Herleitung mit Analysis. Das Residuum ist

r b]*Z?:lalij'
b—Ax=| : | = :
I'm bm — Z,]':l AmjXj
Dann ist R(x) = Y™, 7. Die moglichen Extrema von R sind die Nullstellen des Gradienten von R,
also des Vektors der ersten partiellen Ableitungen von R(x):
d d
R, LR ) _
<8x1 (x) 0x;, (x)

Berechnen wir erstmal

J 2_ 9 Zau N 2(Kette§regel) Z ajx; Z aijx;) =2ri=— Za, iXj).
8

8xk axk
Wegen b b; = 0 (Konstante!) und - X = = 0 fiir k # j bleibt nur iibrig
2riaka ( — a,-kxk) = _Zriaixkaika = —Zaikrl-

Die partielle Ableitung %R(x) ergibt sich damit als

J R i ri2 = i —2ajri = —ZZa,k< Z a,JxJ)

Oxg oxi 1= = oxe i—1



Da alle partiellen Ableitungen verschwinden miissen, erhalten wir die n Bedingungen

m n
Y ai (bi -Y aijxj> =0, also
i=1 =

m n m
Zaik Z a;jjXj = Zaikbi, (k=1,...,n)
=1 j=1 i=1

Durch scharfes Hingucken erkennt man, dass jede Bedingung j = 1,...,n einer Zeile des folgenden
(n x n)-Gleichungssystems entspricht:
ATAx=ATb. (5.1)

Die Losung x dieses linearen Gleichungssystems liefert also das gesuchte Minimum.

Die Gleichungen (5.1) werden auch Normalgleichungen (oder Normalengleichungen) genannt (en-
glisch normal equations). Sofern AT A invertierbar ist (das heiBt, wenn A vollen Rang 7 hat), Lisst sich
die Losung schreiben als x = (ATA)"!ATb =: A™b.

Die Matrix A" = (ATA)~'AT heiBt Pseudoinverse von A. Das ist ein Notbehelf, falls eine Ma-
trix A keine Inverse hat. Es gibt verschiedene solcher Pseudoinversen, aber das hier ist eine sehr
gebriuchliche. Denn sie passt ja unter Anderem prima zur Situation hier: x = A~'b geht nicht, das
nichstbeste ist x = ATb.

2. Herleitung mit Vektor-Analysis. Im letzten Abschnitt haben wir eine skalare Gleichung fiir
jede partielle Ableitung aufgestellt und diese dann wieder in Matrix-Notation zusammengefasst. Mit
ein paar einfachen Ableitungsregeln fiir Matrizen und Vektoren lassen sich die Normalgleichungen
mit deutlich weniger Aufwand herleiten. Wir fiihren eine kompakte Schreibweise ein: fiir x =

(x1,...,x,)T € R st
dR(x) [ d d T
= (a;R<x>,-~,ER<x>) ,

und ag‘—xx ist die Matrix (agjf)i )ij» also die Jacobimatrix Die Ableitungsregeln, die wir brauchen, sind:

o OTx _ b _
ox = b, ox =b

T
BAJ—A, axA_A

ox ox

. angx _ (A+AT)X

Die kann man sich im Prinzip mit dem, was man in Mathe 2 iiber partielle Ableitungen gelernt hat,
selber herleiten. Es ist mathematisch dasselbe, nur eine effizientere Schreibweise. Denn nun kdnnen
wir z.B. den Gradient von R(x) so berechnen: wir benutzen ||r||5 = r” r. Damit

R(x)=||b—Ax|3 = (b—Ax)T (b—Ax) =x"ATAx —xTATH —bT Ax + b7 b
= xTATAx—2xTATb+b"h  (dennx” Ab = bTAx € R)
(vgl binomische Formel!) Mit Hilfe der obigen Ableitungsregeln (wobei die symmetrische Matrix

ATA = (ATA)T hier die Rolle von A oben iibernimmt), kénnen wir den Gradienten von R sehr einfach
berechnen als

o)
. (x"ATAx—2x"ATb+b"b) = (ATA+ (ATA)")x — 24T b = 24T Ax — 24" b.
X
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13. Mai

r Bild(A)

Figure 4: Das y, das ||Ax — b|| minimiert, ist die orthogonale Projektion von b auf Bild(A).

Die Bedingung, dass das 0 wird, fiihrt direkt zu den Normalgleichungen.

3. Geometrische Herleitung. Abbildung [ liefert die Grundlage fiir die geometrische Herleitung
der Normalgleichungen. Das LGS Ax = b kann nicht exakt gelost werden, da b nicht im Bild von A
liegt und es daher kein x gibt, fiir das Ax = b gilt. Geometrisch ist klar (und mit Linearer Algebra
recht einfach zu zeigen), dass y als orthogonale Projektion von b auf das Bild von A die beste Ap-
proximation ist. Das heif3t, dass das Residuum r = b — Ax minimal wird, wenn r orthogonal zum Bild
von A ist. Wir suchen also x, so dass Ax =y. Ausgehend von dieser Beobachtung ergeben sich die
Normalgleichungen wie folgt:

Wir erinnern uns, dass das Bild von A von den Spalten ay,...,a, von A aufgespannt wird. Es ist also
r orthogonal zum Bild von A genau dann, wenn r orthogonal zu allen g; ist. Das heif3t:

alr=0 firi=1,....n & ATr=0 o AT(b—Ax)=0 = ATAx=ATb.

6 Cholesky-Zerlegung

Mit den Normalgleichungen haben wir das urspriingliche, liberbestimmte LGS in ein quadratisches
LGS tiberfiihrt. Die Normalgleichungen konnen also z.B. mit dem uns bereits bekannten LU-
Loser aus Kapitel 4 gelost werden. (Das AT b der Normalgleichungen ist dann das b bei dem LU-Loser,
das lasst sich mit Aufwand O(n?) berechnen, also schneller als die LU-Zerlegung.) Wir werden im
nédchsten Kapitel sehen, dass das nicht optimal ist. Die LU-Zerlegung verlangt keine spezielle Struktur
der Matrix. Aber unsere Matrix A”A (mit A € R™", fiir m > n) hat doch eine spezielle Struktur:

 ATA ist symmetrisch: (ATA)T = ATA (Warum genau?)

» Wenn A vollen Rang (also n) hat, dann ist AT A invertierbar. (Dies folgt z.B. aus der Tatsache,
dass es dann ein eindeutiges x gibt, so dass Ax =y.)

« Wenn A vollen Rang hat, dann ist AT A positiv definit, d.h.,
x"(ATA)x >0 fiir alle x # 0.

Wenn nimlich A vollen Rang hat, dann gilt fiir x # 0 auch Ax # 0. Daher gilt 0 < ||Ax||> =
(Ax)TAx = xTAT Ax .
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Insgesamt erhalten wir fiir eine Matrix A mit vollem Spaltenrang eine Matrix AT A der Normalglei-
chungen, die symmetrisch, positiv definit und invertierbar ist.

In diesem Kapitel stellen wir daher ein Verfahren vor, dass auf symmetrisch positiv definite Matrizen
abgestimmt ist: Die Cholesky-Zerlegung. Im Gegensatz zur LU-Zerlegung, die beliebige m x m
Gleichungssysteme Ax = b 16sen kann, ist die Cholesky-Zerlegung auf symmetrisch positiv defi-
nite Matrizen spezialisiert. Die spezielle Struktur dieser Matrizen fiihrt dann zu einem effizienteren
Loser als die LU-Zerlegung. Wie oben diskutiert, sind die Normalgleichungen A7 Ax = ATb eines
iiberbestimmten Gleichungssystems Ax = b ein Beispiel eines symmetrisch positiv definiten Systems.
Viele weitere in der Praxis hidufig vorkommende und sehr relevante Probleme fiihren ebenso auf sym-
metrisch positiv definite Matrizen, z.B. die Minimierung quadratischer Energien aus physikalischen
Simulationen, oder Kovarianzmatrizen in der Stochastik.

Die wesentliche Idee der Cholesky-Zerlegung ist wie folgt: Wenn B symmetrisch positiv definit ist,
dann existiert die Cholesky-Zerlegung B = LL”, wobei L eine untere Dreiecksmatrix ist. Ahnlich zur
LU-Zerlegung teilt sich das Losen des Gleichungssystems Bx = b in folgende drei Schritte auf:

1. Cholesky-Zerlegung: B = LL .
2. Lose Ly = b durch Vorwirts-Substitution.

3. Lose LT x = y durch Riickwiirts-Substitution.

Da die Schritte 2 und 3 analog zur LU-Zerlegung erfolgen (siehe Kapitel ), wird in diesem Kapitel
nur die eigentliche Zerlegung B = LLT diskutiert.

6.1 Symmetrisch Positiv Definite Matrizen (SPD)

Bevor wir die Cholesky-Zerlegung darstellen, prizisieren wir zunédchst die Definition einer sym-
metrisch positiv definiten Matrix und betrachten einige der daraus folgenden Eigenschaften.

Definition 6.1. Eine Matrix B € R”™*" heilt symmetrisch positiv definit (kurz: SPD), wenn B = B”
(symmetrisch) und xT Bx > 0 fiir alle x € R mit x # 0.

Ubrigens heiBt B positiv semidefinit, falls oben nur x” Bx > 0 gilt, und analog negativ definit, falls
oben x” Bx < 0 fiir x # 0, sowie negativ semidefinit, falls nur xI'Bx<0.

Eine symmetrische reelle Matrix B € R"™ " hat m reelle (!) Eigenwerte und ist diagonalisierbar.
Sie ist positiv definit genau dann, wenn alle ihre Eigenwerte positiv sind. (Analog: alle Eigenwerte
nichtnegativ g.d.w. positiv semidefinit, alle Eigenwerte negativ g.d.w. negativ semidefinit usw.)

Folgende Figenschaften einer symmetrisch positiv definiten Matrix B € R™*"™ werden wir bei der
Konstruktion der Cholesky-Zerlegung ausnutzen:

1. Istm > n, so ist fiir eine Matrix M € R™*" von vollem Rang die Matrix M’ BM ebenfalls SPD.
2. Jede der Untermatrizen By ¢ k.c = (aij)i<i j<¢ Von B ist ebenfalls SPD.

3. Insbesondere ist jeder Eintrag auf der Hauptdiagonalen eine positive reelle Zahl.
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Die Untermatrizen By, aus Punkt 2 heilen Hauptminoren. (Ein Hauptminor ist eigentlich etwas
allgemeiner definiert, aber das hier sind alles welche.) Die Aussagen oben lassen sich alle fix herleiten
mit etwas Linearer Algebra.

Zu 1.: Die Matrix MTBM ist symmetrisch, weil (M"BM)T = MT"B"M = MTBM. Sie ist positiv
definit, da bei vollem Rang von M fiir x # 0 auch Mx # O (hier brauchen wir m > n, sonst ist das
falsch), und somit x” (M BM)x = (Mx)" B(Mx) > 0.

Zu 2.: Der Hauptminor By ¢ ldsst sich in der Form M” BM schreiben, wenn wir M geeignet als m x n
Matrix mit je einer 1 in jeder Spalte und Nullen {iberall sonst wéhlen. Das sieht man vielleicht am
Besten an einem Beispiel:

1 2 3 4 00
01005 6 7 38 1ol (6 7
<0010>' 9 10 11 12| |0 1 _<10 11)
13 14 15 16/ \0 0

Daraus folgt nach Eigenschaft 1, dass jedes solche By ¢ positiv definit ist.

Zu 3.: Das Diagonalelement ist die 1 x 1-Matrix By x+1 = a. Wegen positiv definit gilt xax = ax* > 0.
Eine positiv definite 1 x 1-Matrix ist also eine positive reelle Zahl.

6.2 Choleskyzerlegung theoretisch

Die formale Grundlage der Cholesky-Faktorisierung ist Satz [6.2] unten. Der Beweis ist vollstiandige
Induktion iiber m, wobei B € R™*". Dazu iiberlegen wir uns zunéchst, wie sich Matrizen

a 0 : m—1 pf (m—1)x(m—1)
B= v B mita e R,ve R" " B €R

multiplizieren. Wir brauchen es hier so:

a 0 ' b wh _ (ab aw’
v B 0 C) \bv B-CH+v-w
Das iiberlegt man sich sich blockweise. Ganz oben links etwa hat man
ab+0-0+---+0-0=a-b

usw. Unten rechts ist es am schwierigsten zu sehen: Klar steht da schon Mal B’ - C’, und in Zeile i und
Spalte j kommt noch genau einmal v; - w; dazu. Also der Eintrag m; ; der Matrix M = v - w! . Damit
konnen wir nun zeigen:

Satz 6.2. B € R™™ ist symmetrisch positiv definit genau dann, wenn es eine Faktorisierung B = LL"
gibt, wobei L eine untere Dreiecksmatrix ist. Mit der Forderung ¢;; > 0 ist L eindeutig.

Proof. Vollstindige Induktion tiber m:

Induktionsanfang: m = 1: Dann ist B = (a;;). Weil B symmetrisch positiv definit ist, gilt ja xa;;x =
ay1x2 > 0 fiir alle x € R mit x # 0. Daraus folgt a;; > 0. Dann ist L = (¢11) = (\/a11).
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Induktionsschluss: Wir nehmen an, der Satz gilt fiir m — 1. Sei B € R™"™,

_[(an W
5= 5)
Wir konnen B schreiben als

B— \/all ) 1 0 . \/all (IIHWT
- \/lew E 0 B’—%w-wT 0 E ’

Ly B LT

mit B’ € RO"=1x(m=1) Denn Ausmultiplizieren liefert

Lo -LT)= [ Y 0) (Ven TR B NI
: t TV E 0 B —-Lwwl w B/’

vergleiche die Uberlegung vor diesem Satz.

Da L, vollen Rang hat, folgt wegen B = LlBlLlT dass
— _ - T
B =L;'B(L))"" = (L;H") B
Aus Eigenschaft 1 vom Anfang dieses Abschnitts folgt dann, dass By symmetrisch positiv definit ist

(mit M = (L;")T. Aus Eigenschaft 2 folgt dann, dass auch B = B’ — a—w-w' als Untermatrix von B

symmetrisch positiv definit ist. Nach Induktionsannahme gilt dann B = LI fiir eine Dreicksmatrix
L. Daraus folgt:

B [V 0 .<1 ~(~)T>. Vai \}VTTT _(Van 0) (+an \ZVTTT
NG E 0 LL 0 E van L 0 LT

O
Hier sieht man auch, dass die Idee eine symmetrische Variante der LU-Zerlegung ist: wir multi-

plizieren nun von links und rechts mit L; (bzw LiT), bis in der Mitte nur noch die Einheitsmatrix steht.
Also...

6.3 Choleskyzerlegung praktisch

... berechnet sich die Choleskyzerlegung in der Praxis sehr einfach: Wir stellen Zeilenstufenform her,

wobei wir immer ¢ = 1 benutzen, zum Beispiel fiir B = (% é 1%1 ) :
1 00 4 2 2 4 2 2
—L 10|12 2 2)=(01 1], also
-5 01/ \2 2 11 0 1 10
4 2 2 1 00 4 2 2
22 2|=|3 10 01 1], und
2 2 11 5 01/ \0 1 10
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4 2
2 2
2 2 11

2 00 1 00 4 2 2 00 4
2 | = 1 0J-10 1 O)-{O0O 1 1]= 1 0]-10
0 1 01 1 0 09 11

NI—=— =
D= =

1
\ Qkk
eren: wir nehmen in der rechten Matrix der k-ten Zeile ein /ay; weg und spendieren das der k-ten

Spalte der linken Matrix (wegnehmen heif3t: durch ,/ay teilen, und spendieren heifit: mal | /ag.)

Das ist nicht ganz korrekt (eigentlich miissten wir immer £, = benutzen), aber leicht zu repari-

1 0 0\ /4 22 1 00y /2 00\ /211 2.0 0\ /211
I'1rofl-fo1 1|=|% 1o] (o1 o] {01 1]=(110]-{0 11
5 11) \0 09 ; 11) \oo 3 \oo03 113/ \0 03

Der Pseudo-Code fiir die Cholesky-Faktorisierung ist in Algorithmus |2| wiedergegeben. Er lduft nach
folgendem Schema ab: B = LlBlLlT, B = LszLg ,.... Dieser Prozess wird rekursiv wiederholt, bis
sich ergibt:

B:Ll...Lm.E.LZ...LIT_
Das Produkt der unteren Dreiecksmatrizen L; kann dabei analog zur LU-Zerlegung einfach bestimmt
werden.

Vorsicht: ¢y wird in der drittletzten Zeile iiberschrieben, daher sollte \/Léﬂ vorher berechnet und gespe-

ichert werden.

Algorithm 2 Cholesky-Zerlegung. Eingabe: Matrix B. Ausgabe: Matrix L mit B = LL” .
L = B, setze oberes Dreieck von L auf 0.
fork=1...mdo
for j=k+1...mdo
fori=m...jdo
(i, j] = €li, J] - €li, K
end for
end for
fori=m...kdo
i k] = L[i k] /\/C[k, k]
end for
end for

]

6.4 Rechenaufwand und Stabilitéit

Die Berechnungen fiir die Cholesky-Faktorisierung werden von den Operationen in der inneren Schleife
dominiert. Die Ausfiihrung von £[i, j] = [, j] — £[i, k] % (i und j sind die Schleifenindizes) fiir i von
m bis j benétigt eine Division, m — j 4 1 Multiplikationen und m — j + 1 Subtraktionen, insgesamt
also etwa 2(m — j) FLOP. Diese Berechnung wird fiir jedes j von k + 1 bis m wiederholt. Die dufiere

Schleife wird fiir jedes k von 1 bis m wiederholt. In der Summe ergibt sich daraus

m m m m m—1
Y Y 2m-j)=2Y jz22%((m—k)2—(m—k)):Z(iz—i)
k=1 j=k+1 k=1 j=0 k=1 i=0
1 1
= 6(m— Dm(2m—1) — 5 (m= 1)m ~ §m3 FLOP.
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Die Cholesky-Faktorisierung bendtigt also nur halb so viele Operationen wie die LU-Faktorisierung.
Gleiches gilt aufgrund der Symmetrie der Matrix auch fiir den Speicherverbrauch.

Zur Stabilitét: Prinzipiell gibt es zwei Stellen, an denen der Algorithmus fehlschlagen konnte:

1. Die Berechnung von % konnte fehlschlagen, wenn f; < €.

2. Die Berechnung von /¢y konnte fehlschlagen, wenn £ < 0.

Da aber B symmetrisch positiv definit ist (und damit auch die B;), folgt, dass 1. nach der Zusatzauf-
gabe von Blatt 3 die betragsgrofiten Elemente von B; auf der Hauptdiagonalen liegen (das sind ja die
L), und 2. die Diagonalelemente ¢y alle positiv sind. Somit ist fiir die Cholesky-Faktorisierung auch
gar keine Pivotisierung notig.

Um zu verstehen, warum auch die Cholesky-Zerlegung nicht perfekt ist (denn sie ist numerisch nicht
stabiler), brauchen wir den Begriff der Konditionszahl.

7 Konditionszahlen

7.1 Kondition von allgemeinen Problemen

Das zu untersuchende Problem sei abstrakt als eine Funktion f : X — Y modelliert, welche bei Eingabe
y die Ausgabe f(y) liefert. Das Problem gilt als gut konditioniert, wenn eine kleine Anderung in y
auch nur eine kleine Anderung in f(y) bewirkt. Umgekehrt ist ein Problem schlecht konditioniert,
wenn eine kleine Anderung in y eine deutlich groBere Anderung in f(y) zur Folge haben kann. Ist y
das korrekte y, und y der abweichende y-Wert, dann suchen wir also die Zahl ¥, > 0, so dass

1/ O) =)

150 = £l < =l atso LBI=T I'< ..

Wir denken uns das ¥ nah an y. Falls das f differenzierbar ist, erhalten wir im Grenzwert K, =

LFO)=/ O f'(y). Das ist schon, denn das liefert eine einfache Formel fiir die Kondition. Aber

lim =7
Gy Iyl
damit messen wir ja nur den absoluten Fehler. Wenn f(y) astronomisch hoch ist, dann liefert ja eine
Abweichung von 0,000001% ja immer noch ein sehr hohes x,. Die relevante Zahl ist eher die, die wir
fiir den relativen Fehler erhalten:

IFE) =D _ 5=l

<K

(VA I

(Abweichung geteilt durch || f(y)|| bzw ||y||). Anschaulich soll also die Kondition nicht von der
Lingeneinheit, in der wir messen, abhdngen: ob wir in Millimeter messen oder Kilometer soll nichts
ausmachen. Umstellen nach ¥ und substituieren dy := y — y liefert

SO +3y) =Sl Il

. <K
13| 1F W]
Ist f wieder differenzierbar, erhalten wir also als Konditionszahl
o WO+ 1O Il DA
80 13| (a6l LF O]
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Das D heiBt Ableitung von f. Fiir f: R — R ist also Df einfach f’. Fiir f: R™ — R™ ist Df die

Jacobi-Matrix J; = %ﬁ = (g‘)’j"_)]<l.j<m
J xbJ/x

Ein Problem gilt nun als gut konditioniert, wenn ¥ klein ist (Faustregel: 10° bis 10?). Ein schlecht
konditioniertes Problem liegt vor, wenn K groB ist (Faustregel: ab 10° oder besser, 1/ kommt in die
Néhe der Rechengenauigkeit).

Wir wollen ja eigentlich die Kondition von Matrix-Vektor-Multiplikationen betrachten. Dafiir wéhlen
wir als Problemfunktion f(y) = Ay (Denn die Eingabe y ist hier ja b, Ausgabe ist A~!'b). Da die
Ableitung Df bzw. die Jacobi-Matrix J; die Matrix A selbst ist (siche Kapitel “Herleitung mit
Vektoranalysis™) gilt fiir die Kondition dieses Problems

_ Al
s

Wenn wir das ansehen, sind die Normen |/x|| und ||Ax|| ja bereits bekannt: wir kénnen uns eine p-
Norm aussuchen, etwa die 2-Norm. Allerdings miissen wir ja noch kldren, was die Norm ||A|| einer
Matrix A sein soll. Wir machen das im Folgenden alles fiir quadratische Matrizen A € R™*"™. Das
geht auch allgemeiner, aber es wird technischer und uniibersichtlicher.

7.2 Matrixnormen
Fiir eine Matrix-Norm || - | auf R”*” muss (wie fiir jede Norm) gelten:

1. JA| >0, und |A] =0 < A =0,

2. ||aA|| = |a] - ||A]], und

3. A+B[ < [|All +B]]

Ein sehr hiufig verwendete Matrix-Norm ist die Frobenius-Norm, welche analog zur 2-Norm von
Vektoren die Wurzel der Summe der quadrierten Elemente berechnet:

m m
IAllF = [} ) a
i=1j=1

Ziel bei alldem ist ja, die Fehler abzuschétzen. Damit die Fehlerschidtzungen Sinn ergeben, miissen
sich Vektornorm und Matrixnorm “vertragen”. Eine Matrixnorm fiir A € R™*"™ heifit daher vertriglich
mit einer Vektornorm, falls

|Ax|| < [JA]l-||x||  fir allex € R™, A € R™™.

Daher werden oft induzierte Matrix-Normen verwendet, welche liber Vektor-Normen in Definitions-
und Bildbereich von A definiert sind; und zwar gerade so, dass sie vertriglich sind.

Definition 7.1. Sei A € R"™*" und sei || - || eine Vektor-Norm auf R™.. Dann ist die durch || - || in-
duzierte Matrix-Norm
A
P L L —y
0 X id=

30



max{ |Ax|}
/ ) A /
\/ > / >

Figure 5: Die von der 2-Norm (fiir Vektoren) induzierte Matrixnorm von A ist die maximale Streckung
des Einheitskreises durch A.

Fiir quadratische Matrizen ist die induzierte Matrixnorm automatisch vertréglich mit der Vektornorm.
(Fiir nichtquadratische Matrizen auch irgendwie, nur ist das aufwindiger zu definieren, da man zwei
Vektornormen beriicksichtigen muss.)

Die zweite Gleichung oben gilt, da Skalare (hier ||x||) aus Normen herausgezogen werden konnen
(siehe zweite Eigenschaft von Matrix-Normen). Damit ist

jax] Il 1A gy
[ x]] [ x|

)

X
— A=
H [l

wobei 0 # x € R, also durchlduft Hi—” alle Vektoren der Linge 1. Die von der 2-Norm induzierte
Matrixnorm heiflt Spektralnorm.

Satz 7.2. Ist A diagonalisierbar (also z.B. falls A symmetrisch), dann ist die Spektralnorm der Betrag
|A| des betragsgrifiten Eigenwerts A von A. Ansonsten ist sie der betragsgrofite Singuldrwert von A,
das heipt, die Quadratwurzel \/|\| des Betrags des betragsgrifiten Eigenwerts ) von AT A.

Wir bezeichnen auch die Spektralnorm mit || - ||». Fiir diese kann man sich die geometrische Bedeutung

sehr schon klar machen: sie misst die maximale Streckung des Einheitskreises, siche Abbildung [3]
Die Spektralnorm ist eben deshalb aufwindig zu berechnen, hat aber andere Vorteile (siehe unten).

Die von den anderen uns vertrauten p-Normen induzierten Matrixnormen sind:

* fiir [| - | ergibt sich [|A[|eo = max;=1 Y} |a;j| (Zeilensummennorm).

o fiir || - ||; ergibt sich [|A]|; = maxj—i, .Y/~ |aij|. (Spaltensummennorm).
Niitzliche Eigenschaften all dieser Matrix-Normen sind:

* |[Ax|| < ||A||||lx]]  (vertréglich, klar, wegen induziert),

* |AB|| < ||A]|-]|B||  (submultiplikativ).
Nur fiir || - || und || - || gilt auBerdem:
* ||QA|l = ||A]| mit Q orthogonal.
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* [lA] = ]AT].
Nur fiir || - ||, gilt fiir orthogonale Matrizen Q sogar ||Q||> = 1. Punkt 4 wird fiir || - ||; bzw || - || zu
|AT||; = ||Al| und umgekehrt. (Das sieht man direkt an den Formeln oben).

Die Bedeutung der Frobeniusmnorm liegt darin, dass man damit die (schwerer zu berechnende) Spek-
tralnorm abschitzen kann:
[All2 < [|A]lF-

Der Zusammenhang zwischen der Spektralnorm und || - ||} bzw || - || ist nicht so einfach. Es gilt
b
Vm

R

lA[l1 < ||All2 < V/nl|A]|1 und 7

1Alleo < llAll2 < Vml|A]lo-

AuBerdem gilt

1A]l2 < VIIA[1 - 1Al

7.3 Konditionszahl von Matrizen

Fiihren wir die Uberlegung von oben fort: wir wollen die Kondition des Problems "16se Ax = b”

messen durch k = ”ﬂ)‘lﬁ” . Wenn wir weiterhin annehmen, dass die Matrix A invertierbar ist, dann gilt
= lA"TAx]| < ||A Y| |IA also [l <|1A7Y).
]l = |A™" Ax|] < [JA7[][[Ax]], A S A=l

Also ist K = Hﬁﬂﬁ” < ||A]f HA_l ||. Betrachten wir nun diese obere Schranke ||A|H|A_1 || als MaB fiir

die Kondition des Problems f(x) = Ax, dann hat das offenbar den Nachteil, das wir die Kondition des
Problems nicht mehr so genau messen. Dafiir hat das aber mehrere Vorteile:

1. Die Kondition ist nicht mehr vom Punkt x abhéngig.

2. Es macht keinen Unterschied, ob man die Multiplikation mit A oder A~! untersucht. Daher hat
das Problem f(b) = A~'b, was ja auch die Losung x liefert, die gleiche Kondition.

Daher ist ||A[|[|[A~!| eine niitzliche Zahl und bekommt einen Namen.

Definition 7.3. Die Konditionszahl einer invertierbaren Matrix A ist definiert als k(A) = ||A[|[|A~].

(Nebenbei: Fiir nicht-quadratische Matrizen A € R”*" von vollem Rang nimmt man die Pseudoin-
verse AT statt A~!, siehe Kapitel Dann muss man aber die Matrixnormen fiir nichtquadratische
m x n-Matrizen definieren, dass haben wir hier nicht getan.)

Die Konditionszahl hidngt nun immer noch von der gewihlten Matrixnorm ab. Die 2-Norm wird oft
benutzt, da sie die geometrische Interpretation in Abbildung [5|hat: die 2-Norm ist einfach der grofte
Streckungsfaktor. Das ist dann fiir diagonalisierbare Matrizen einfach der grofite Eigenwert. Fiir die
Konditionszahl ergibt sich also “grofter Streckungsfaktor von A mal gréBter Streckungs-Faktor von
A1, Der groBte Eigenwert von A~ ! ist einfach der Kehrwert des kleinsten von A. Das heiBt, falls A
diagonalisierbar: k(A) gleich groBter Eigenwert von A geteilt durch kleinster Eigenwert von A.

AuBerdem verhiilt sich die 2-Norm brav beziiglich orthogonaler Matrizen (siehe oben); und sie erlaubt
mit obiger Uberlegung auch, die Konditionszahl fiir nicht-invertierbare Matrizen zu berechnen:
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Definition 7.4. Die Konditionszahl einer nicht invertierbaren Matrix A ist definiert als k(A) = <t

o,
wobei sigma; der groBte Singuldrwert von A ist und G, der kleinste.

Die Singulirwerte sind die Eigenwerte von AT A, die ungleich 0 sind, vergleiche Satz auf Seite

Insgesamt erhalten wir nun folgende Resultate fiir die Fehlerabschitzung (der Einfachheit halber
nur fiir quadratische Matrizen, das geht auch allgemeiner, aber schon die Formulierung wird dann
sehr technisch). Die Idee ist, die Abweichung Ax von der korrekten Losung x zu Ax = b messen
in Abhingigkeit von Ab, der Abweichung von b (z.B. dem Fehler in einem gerundeten b), bzw in
Abhingigkeit von AA, der Abweichung von A (also z.B. dem Fehler in einem gerundeten A). Hier
ist aber die Eingabe b, bzw (A, b) (nicht x), und die Ausgabe das x. Also nennen wir der Konsistenz
halber die Ausgabe v (statt x).

Satz 7.5. Seien A,AA € R™"™, A sei invertierbar und b,Ab,v,Av € R™. Mit || - || bezeichnen wir
sowohl eine Vektornorm als auch die induzierte Matrixnorm.
Fehlereinfliisse in b: Es gelte

Av=>b und A(v+Av)=(b+Ab).
Dann gilt fiir den absoluten und den relativen Fehler

[Av]
< K(A)
vl

Fehlereinfliisse in A und b: Es gelte ||AA|| < ||A~1|| ™! sowie
Av=>b und (A+AA)(v+Av)=(b+Ab).

14D

lav] < [~ - |ab]), :
11]

Dann gilt fiir den relativen Fehler

lav _ ka)  lAAll | lab]
S 1_K<A>|AA|< )

Proof. Wir zeigen nur den ersten Teil. Wegen Av =bund A(v+Av) = (b+Ab) ist AAv = Ab, also
Av=A""Ab, also ||Av|| = ||[A~' Ab||. Wegen der Vertriglichkeit der Normen folgt ||Av|| < [|[A~"||||Ab]|.
Damit erhalten wir auch direkt

[Avl] < fla-y1ael 1Ab]] _ -t Jall- o] 1Ab][ - [[2]] av=b 1Ab]| [lAv]]

ja-t 1420 1A} ATV 1 Ab]]
vl vl [1B[I{v] 1Bl vl

DA
]

<A™

Neben diesen exakten technischen Resultaten hilft Aufgabe 1 von Blatt 5 zu sehen, wann eine Matrix
A schlecht konditioniert ist, also K(A) groB ist: ndmlich wenn die Spalten “fast” linear abhéngig sind.
Die Matrix A in Abschnitt[4.2] hat eine besonders hohe Konditionszahl, wenn € sehr nah an 1 ist. (Die
Probleme fiir € nah in 0 in Abschnitt [4.2] liegen an den Rundungsfehlern bei der Gleitkommaarith-
metik; das misst die Konditionszahl nicht.)

Damit erklért sich nun auch, warum die Choleskyzerlegung nicht die beste Methode ist, um die Nor-
malgleichungen (5.1)) zu I6sen: Das Losen von AT Ax = b hat die Konditionszahl k(ATA) = x(A)>.
Falls schon k(A) grof ist, wird die Fehleranfilligkeit bei Cholesky nochmal quadriert. Aber die Kon-
ditionszahl gibt uns auch eine Idee, wie wir ein stabileres Verfahren finden: wegen || OB||,» = ||B||» fiir
Q orthogonal konnten wir versuchen, das A als Produkt QR einer orthogonalen Matrix Q und einer
Dreiecksmatrix R zu schreiben.
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3. Juni

Figure 6: Orthogonale Projektion von p auf den Spann (g) von q.

8 Orthogonale Zerlegungen (QR-Zerlegung, SVD)

In Abschnitt[5.1] hatten wir uns die Normalgleichungen (siche Abbildung [4] auf Seite [24)) hergeleitet
mit der Uberlegung, dass ||r|| = ||Ax — b|| minimal wird, wenn r orthogonal zu Bild(A) ist. Also
suchten wir das x, das das tut. Das war gerade die Losung der Normalgleichungen A” Ax = A7 b.

Nun ist unser Ansatz etwas anders: wir projizieren das b orthogonal auf Bild(A). Nennen wir das
Ergebnis davon y. Dann 16sen wir anschlieBend Ax = y. Das geht, denn nun liegt ja y im Bild von
A. Daher miissen wir uns nun mit orthogonalen Projektionen beschiftigen und uns an orthogonale
Matrizen und Vektoren erinnern.

8.1 Orthogonale Projektionen

Fangen wir klein an: wie projizieren wir einen Vektor p € R™ auf den Spann (g) eines Vektors g € R™
der Linge 1? Der Spann des Vektors g ist gerade das Bild der m x 1-Matrix g. Das Ergebnis p’ ist ja
von der Form c¢ - ¢ mit ¢ € R. Was ist das richtige ¢? Wegen Dreiecksgeometrie ist ¢ = || p|| cos(a).
Wegen Vektorgeometrie (Kapitel 2)) ist

T T
ap _4qvp
(@)

~lalllpll el

also [ p| cos(c) = ¢ p.

Damit ist
p'=q-(lpllcos(e)) =q-(¢"-p)=(q-q") - p-
Die orthogonale Projektion auf (g) wird also bewirkt von der Matrix gq” .

Nebenbei ist r = p — p’ = (E — qq" ) p, also bewirkt E — gq” die orthogonale Projektion auf das or-
thogonale Komplement ¢ von g.

Betrachten wir nun die orthogonale Projektion von p auf den von den orthonormalen Vektoren ¢y, ..., g
aufgespannten Unterraum (g, ...,qx). Der projizierte Punkt p’ ist die Summe der einzelnen Projek-
tionen auf die (g;), siche Abbildung |7} Also ist die orthogonale Projektion von p auf (g,...,q)
gleich

k k
P=Yqiq p= (Z%‘%T)P = QxQip, wobei Ox = (q1|q2| - |qk)-
= i=1
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Figure 7: Orthogonale Projektion von p auf den Spann (g;,q>). Dabei denken wir uns g; und ¢; in
der Bildebene und den Punkt p selbst als irgendwo dariiber.

Fiir das letzte = kann man sich m.E. am besten von rechts nach links iiberzeugen: es ist z.B.

)
T
q @1 D o @
(qilg2)- | — | = qgl) qgl) ’ q%]) ‘1(12)
T q q .o
9 : : 2 2
qﬁ(lz) qﬁll))) + qé;)) q%) qg) qg + q%;q(zz
— | ¢4 +dPd) ¢Pd? +dPdY | =gl +apdb.

Allgemein ist also QxOF = qiq] +- -+ quql -

Also tut QkQ[ das, was es soll: die orthogonale Projektion auf (qi,...,qx). Die Matrix heifit daher
auch orthogonaler Projektor auf (qi,...,q).

Analog wie oben ist £ — QkQ,{ die orthogonale Projektion auf das orthogonale Komplement von
(@1, qx).

Man kann sich auch iiberlegen, was fiir k = m passiert: dann bilden die ¢y, ..., g, ja eine Basis des
R™, ihr Spann ist also ganz R™. “Projizieren” auf R™ heifit dann ja einfach nichts tun. Also ist
p=7p = 0,0%Lp fiir alle p € R™. Es folgt, das Q,,Q! = E, also (wieder), dass Q,, eine orthogonale
Matrix ist — genauer: ‘wére’, denn im Folgenden ist ja im Allgemeinen k < n < m. (Beachte: eine
orthogonale Matrix ist nach Definition [2.2] quadratisch. Fiir unsere Zwecke ist das gesuchte Q mit
A = QR im niichsten Abschnitt das Q = Q,, € R™". Auch hier gilt 97 Q = E, aber weil Q € R™"
gilt, ist O keine orthogonale Matrix im Sinne der Definition.)

8.2 QR-Zerlegung

Fiir ein iiberbestimmtes Gleichungssystem Ax = b (A € R™*" mit n < m) wollen wir also nun b orthog-
onal auf das Bild von A projizieren (siche Abbildung[]auf Seite[24)). Diese Projektion ist schwierig zu
berechnen, wenn die Spalten a; nicht orthogonal sind: y = (ATA)~'ATb (vergleiche Pseudo-Inverse
in Abschnitt[5.1} insbesondere miissten wir eine im Allgemeinen aufwindige Inverse berechnen).

Die Idee ist daher, zunichst eine orthonormale Basis {qi,...,¢,} von Bild(A) zu konstruieren, und
dann die Projektion wie im letzten Kapitel als y = 0,07 b darzustellen. (Wegen n < m ist Q,, keine
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Figure 8: Der gesuchte Vektor ¢ entsteht durch Normieren von g5, wobei ¢4 = a» — p', = a2 — q141 ax.

orthogonale Matrix.) Dazu lernt man in Mathe 2 das Gram-Schmidt-Verfahren. Das kann man jetzt
vielleicht besser verstehen:

Das Bild von A ist der Spann der Spaltenvektoren von A. Sei also a; die i-te Spalte von A.
Die Konstruktion der Basisvektoren g; aus den a; erfolgt Schritt fiir Schritt:

* Finde ¢} , so dass (a1) = (¢}); das g; ergibt sich durch normieren: ¢; = ¢} /||¢} |-

* Finde ¢}, so dass (a1,a2) = (q1,¢5); dann normieren: ¢» = ¢5/||g5||; und allgemein

* Finde g , so dass (ay,...,ax) = (q1,-..,qk—1,q}); dann normieren: gx = ¢, /||q||

Mittels Gram-Schmidt wird das nach dieser Idee berechnet: wenn p} = (14! )a, die orthogonale
Projektion von a, auf (g;) ist, ist ja ¢, das was iibrigbleibt:
¢ =ay—py =a— (q1q] a2

(siehe Abbildung(8). Offenbar ist dann auch (a1, a2) = (¢}, ¢5). Damit ist ¢} orthogonal zu (g1 ), muss
aber noch normiert werden: ¢» = ¢5/||¢5||. Analog ist ¢4 das, was von a3 iibrigbleibt, wenn man ihm
die g;- und g,-Anteile wegnimmt. Das fiihrt zu folgendem Verfahren:

Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren: Eingabe: linear unabhingige Vektoren

ai,...,a, € R™
/ il
gy =ar; 9= ]
r T, .. =4
q, = az —q14; az; 92 = \Iq’;H
r T T, . =4
¢s = a3 —qiq} a3 — qaqh as; B =14
/ T T T 4%
Qe = Ak — 4191 Gk — 4292 Wk = G191 % Gk = ]

Man macht solange weiter, bis k = n ist, dann hat man eine ON-Basis g1, ... g, gefunden. Oder solange
bis ein g; = 0 ist, dann war der Input a1, .. .,a, linear abhiingig (also keine Basis).

Man beachte: das qlqlTaz konnen wir lesen als (qlqlT)ag (Matrix mal Vektor) oder als g; (qlTaz) (Vek-
tor mal Zahl), je nachdem, was gerade giinstiger ist.
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Das liefert die Matrix Q. Die Matrix R bekommen wir so: Der Vektor ¢; ist ja darstellbar in der Basis
ai,...,aj. Umgekehrt ist der Vektor a; darstellbar in der Basis qy,...,q;j, fir j=1,...,n. Im zweiten
Fall ergibt sich:

a) =riiqi

a) =r2q1 +rng

Ay =Tr1pq1 +rmq2+ -+ rudn

Da steht eine Matrixgleichung, und rechts steht das Produkt QR einer (oberen) Dreicksmatrix R €
R™" mit einer Matrix Q = (q1,...,q,) € R™", wobei Q7 Q = E. Also gilt QTA = R, und R ist
eindeutig.

Wir kennen nun die a; und g;, wir brauchen noch die r;;. Vergleichen wir diese Formeln mit den
Formeln im Gram-Schmidt-Verfahren, sieht man doch

a1 = |4} [lq1
a> = (q] a2)q1 + || 45142

an = (q1 an)q1 + (g5 an) g2+ -+ (a1 1an)qn—1 + ||| gn

Wegen der Eindeutigkeit von R sind die r;; eindeutig. Bestimmt man also die Matrix Q aus Gram-
Schmidt und die Matrix R aus den Gleichungen oben (also r; = ||¢}|| und r;; = ¢! a;), so ergibt sich
fiir A € R™" mit m > n die QR-Faktorisierung A = Q- R mit Q € R™"* R € R"".

Bemerkung 8.1. Wir wollen hier Q € R™*" und R € R"*", da muss man weniger rechnen. In der
Literatur findet (und braucht!) man auch oft Q € R™*™ (so dass Q wirklich den Namen ’orthogonale
Matrix verdient) und R € R™*", Dazu fiillt man Q mit weiteren orthogonalen (Spalten-)Vektoren auf
und R mit Nullzeilen.

Eigenschaften

* Die QR-Zerlegung existiert, wenn m > n und A vollen Rang # hat.
* Ansonsten benutzt man die Singuldrwertzerlegung, siche Abschnitt
* Die Normalgleichungen werden ja nun zu
ATAx=A"b < R'Q'ORx=R'Q"» < Rx=0"b
Die Losung x berechnet sich also durch

1. Berechne Q und R,
2. berechne y = Q7b,

3. 16se Rx =y durch Riickwértssubstitutieren.
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10. Juni

Figure 9: Beim Anwenden von Gram-Schmidt entsteht der Vektor ¢}, durch Projizieren von a, auf das
orthogonale Komplement von ¢;. Das Ergebnis ist ein sehr kurzer Vektor ¢b.

+ Die Kondition der Normalgleichungen ist nun nur noch «(A) statt k(A)?, denn (zumindest fiir
die Spektralnorm || - ||2) gilt:

K(R) =x(QR) = x(A).
» Fiir die Pseudoinverse A" = (ATA)~'ATb gilt: AT =R™'QT.

* Der Rechenaufwand ist etwa 2mn* FLOP (Gram-Schmidt) bzw. 2mn?* — %nS FLOP (mit House-
holdertransformationen, siehe niachster Abschnitt).

e Also kann man die QR-Zerlegung auch nutzen zum Losen von m x m Gleichungssystemen
(Aufwand doppelt so grofl wie LR-Zerlegung).

8.3 QR mit Householdermatrizen

Aus Griinden numerischer Stabilitdt und Effizienz ist Gram-Schmidt nicht immer gut. Wann ist das
nicht gut? Abbildung [9] zeigt eine solche Situation: wenn die Vektoren a; und a; einen sehr kleinen
Winkel bilden (also die Konditionszahl der Matrix (a;|a) groB ist). Ein kleines Wackeln an a, bewirkt
dann eine (prozentual) groe Anderung am projizierten Vektor .

Daher ist die Methode der Householder-Transformationen vorzuziehen, die ist immer stabil. Wir
geben hier nur die Idee wieder (siehe auch Abbildung[10).

Statt a; einfach nur zu g; zu normieren, ’projizieren” wir nun jeweils alle aj,a»,...,a, auf die
Koordinatenachsen, also auf die {(e;), (e2),...,(e,) (Wobei ej,e,...,e, die Einheitsvektoren e; =
(1,0,...,0)7 usw bezeichnet). Statt a; orthogonal darauf zu projizieren, spiegeln wir a; an der Winkel-
halbierenden zwischen a; und e;. Das heif3t

* Seiw) =a;—q; =a;— ||a;||e;, und w; = 1,; i

il Wi
* Die Matrix H; := E —2ww! spiegelt a; auf {e;).
Abbildung (10| zeigt die Wirkung von Ha. Es ist ja E — wow! die Projektion auf wy. Also kann man

sich vielleicht vorstellen, das E — 2w2w§ den Vektor a, um die doppelte Strecke bewegt, also eine
Spiegelung an w5 bewirkt.



Figure 10: Beim Anwenden von Householdermatrizen entsteht der Vektor ¢ durch Spiegeln von a,
an der Winkelhalbierenden (w,) von a; und e;.

Nach dem ersten Schritt erhalten wir

o * -0 %
0

Hi-A= &
0

Wir machen dann analog weiter mit der (m — 1) x (n— 1) Matrix A’ usw. Am Ende steht rechts ja eine

obere Dreiecksmatrix, die ist unser R. Das Q erhalten wir — dhnlich wie bei der LU-Zerlegung — als

Q= (Hy—y--Hy-Hy) ' =H[ -H] ---H]_|.

Das war jetzt nur eine grobe Beschreibung der QR-Zerlegung mit Householdertransformationen, um
die Idee deutlich zu machen. Zu den genauen Details siehe z.B. wikipedia.

8.4 Singularwertzerlegung (SVD)

Der wesentliche Vorteil der QR-Zerlegung ist, dass die Matrix Q aufgrund ihrer orthonormalen Spal-
ten eine einfache Projektion auf das Bild von A ermdglicht. Die Dreiecksmatrix R erlaubt dann ein
effizientes Berechnen der Losung von Ax = b (bzw der Least-Squares-Losung) durch Riickwirtssub-
stitution. Die Singuliirwertzerlegung (singular value decomposition, SVD) geht noch einen Schritt
weiter und zerlegt A in noch einfachere Faktoren.

Die Idee ist eine Verallgemeinerung des Konzepts der Eigenwerte bzw der Diagonalisierung von Ma-
trizen. Letzteres klappt selten (z.B. nicht, wenn A nicht quadratisch, oder es gibt komplexe Eigen-
werte, oder zu wenige Eigenvektoren,...), die SVD klappt immer. Grundlage ist folgendes Resultat.

Satz 8.2. Fiir eine Matrix A € R™" mit m > n existiert die Singulirwertzerlegung (SVD)
A=UxVT,  wobeiU € R™™ und V € R™" orthogonal,

O

und L e R™", L= G, , mite; =--->0,>0.
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lv* TU M=U3YX-V"

Figure 11: Darstellung einer Scherung als Kombination von Drehen, Skalieren, Drehen.

Falls A € R™*™ diagonalisierbar ist, dann ist £ ist die Diagonalmatrix mit den Betragen |A;[, ..., |Au|
der Eigenwerte A1, ..., A, von A auf der Hauptdiagonale.

Im Allgemeinen sind die o; die Quadratwurzeln der Eigenwerte von ATA. Letztere sind ja immer
nicht-negativ (warum nochmal?)

Die SVD ist zwar am aufwéndigsten zu implementieren, und nicht gerade schnell: sie braucht etwa
2mn® + 11n> FLOP. Aber sie ist die “eierlegende Wollmilchsau” unter den LGS-Losern.

+ Losung der Normalgleichungen A7 Ax = AT b (iiberbestimmtes LGS):

1. Berechne die SVD A =UXV7,

2. berechne ' = UTb,

3. 16se Ly = b’ (trivial, da Diagonalgestalt),
4. berechne x = Vy.

Wie bei der QR-Zerlegung bleibt die Konditionszahl des Problems bei k(A) (statt k(A)?).

+ Die Pseudoinverse A von A ist VE~!UT. Dabei ist erstens ! trivial wegen Diagonalgestalt.
Zweitens ist ¥ ja nicht unbedingt invertierbar, also ist Z~! so zu verstehen: ¢; > 0 wird zu 1/c;,
und o; = 0 bleibt 0.

* Damit kann mittels der SVD auch fiir A € R”*" mit Rang(A) < n die Pseudoinverse definiert
werden.

Zusitzlich liefert die SVD noch eine interessante geometrische Interpretation einer linearen Abbil-
dung f:R™ — R", f(x) = Ax: Die Matrizen U und V sind orthogonal, beschreiben also Drehungen
oder Spiegelungen. Die Diagonalmatrix X entspricht einer Skalierung des R”, welche jede Achse e;
um den Faktor o; streckt/staucht.

Satz[8.2]sagt daher aus: jede linare Abbildung von R"™ nach R” ist eine Kombination von Spiegeln oder
Drehen, Skalieren entlang der Achsen e; und nochmal Spiegeln oder Drehen. Das ist in Abbildung
illustriert fiir die Scherung M = (} 1).
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9 Uberblick: Loser fiir LGS

Wir sahen nun schon einige Loser (d.h., Losungsmethoden) fiir LGS, wie sie in der Praxis eingesetzt
werden: LU-Zerlegung, Cholesky, QR-Zerlegung und Singulidrwertzerlegung. Dies sind gebrduchliche
Verfahren fiir allgemeine LGS. In der Praxis tauchen allerdings auch hiufig sehr diinn besetzte LGS
auf, d.h. solche, wo fast iiberall Nullen stehen. Fiir diese gibt es andere Verfahren, die das ausnutzen
und fiir diese LGS effizienter sind, und die wir hier nicht behandelt haben.

ja Cholesky

. Kleine
ja Normalen- " Kondition?}—2ei® QR, SVD
LGS dicht—— | gleichung?

besetzt?

nein

nein (andere Verfahren)

Figure 12: Ubersicht

Alle oben genannten Verfahren sind exakte Verfahren, d.h. sie liefern die Losung im Prinzip beliebig
genau (aber...). Daneben gibt es noch approximative Verfahren. Diese liefern nur eine Ndherungslosung,
sind dafiir aber noch schneller, und daher in der Lage, noch gréere LGS zu behandeln. Zwei Beispiele
sind das/die CG-Verfahren (conjugate gradients, konjugierte Gradienten, 1952) oder das/die GMRES-
Verfahren (generalized minimal residual method, 1986).
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10 DFT und FFT

17. Juni Erinnerung: die Menge C der komplexen Zahlen ist C = {a+ bi | a,b € R}. Dabei ist i> = —1. Ein
paar wichtige Begriffe und Konzepte:

* Das konjugiert komplexe X von x = a+ bi ist X = a — bi.

* Die (N-ten) komplexen Einheitswurzeln sind die Losungen von xV = 1. Fiir N = 2 sind das
gerade 1 und —1 (langweilig!), aber fiir N > 2 wird die Sache interessant, siche Abbildung[I3]
Wegen der Eulerschen Identitit sind die N-ten Einheitswurzeln eXik/N k=0,1,...,N—1).

e Falls XV = 1, aber x* # 1 fiir 1 < k < N — 1, so heifit x primitive komplexe Einheitswurzel.

AuBerdem gilt die Eulersche Identitit:

™ = cos(x) +isin(x). (10.1)

Figure 13: Die komplexen N-ten Einheitswurzeln, fiir N = 3 (hellblau), N = 4 (knallrot), N = 6
(hell- und dunkelblau), N = 8 (knallrot und dunkelrot), N = 12 (violett und knallrot und hell- und
dunkelblau).

10.1 Fourierreihen

Folgendes Problem ist ein Klassiker in der Elektrotechnik: gegeben ein stetiges Signal — also z.B.
eine Funktion f : R — R, oder f : [a,b] — R — oder ein diskretes Signal — also eine Wertetabelle

einer Funktion, also z.B.
x [0 1 2 3 4 5

f(x)‘2,4 2 15 1,3 14 19

oder aber eine Reihe von Messwerten zu verschiedenen Zeitpunkten. Unser Ziel ist wieder eine
Interpolation oder Approximation von f. Diesmal wollen wir aber nicht Polynome nutzen, sondern
Sinus- und Kosinusfunktionen. Genauer: trigonometrische Polynome, das sind Funktionen der Form

N
f(x)=ao+ Y (ancos(nx) +b,sin(nx)). (10.2)

n=1
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Ein Beispiel:

Der schwarze Graph ist die Funktion f : [0,27] — R, f(x) = sin(x) + § sin(3x) + 15 sin(10x). Also ist

hier einfach b1 =1, b3 = %, bip = %, und alle anderen a; und b; sind 0.

Aus organisatorischen Griinden springen wir nun sofort zum Thema:

10.2 Diskrete Fouriertransformation (DFT)

Angenommen, wir betrachten Funktionen, die als Definitionsbereich nicht R oder [—, 7] haben, son-
dern welche mit einem endlichen Definitionsbereich:

f:{0,1,...N—1} > C

So eine Funktion kann man sich einfach als N-Vektor vorstellen: Die Funktion ist komplett beschrieben
durch die Angabe all ihrer Funktionswerte, das sind N Stiick. Also schreiben wir auch einfach
f="(fo,f1,-.-,fn-1), mit f,, = f(n). Dafiir konnen wir diskrete Fouriertransformation (DFT)

definieren.

Definition 10.1. Die DFT von f = (fo, f1,..., fy_1) istd = (do,d\,....,dy_1 ) mit

lel B
di= Y fre kN (k=0,1,....N—1)
j=0

Schreibweise: f: d,oder DFT(f) =d. Je nach Kontext schreiben wir statt d auch f: (fo,ﬁ yee ;E\/—l ).
Guckt man sich die Formel an, so sieht man, dass da ein Matrix-Vektor-Produkt steht (mit § = e2mi/N )

dy 1 1 1 1 fo
d gt g g (V-1 h
d> 1|1 g g g20=1) S 1 —
d= ds = vl @73 5;6 §73(N71) 13 = ﬁvﬁ (10.3)
dn—1 1 E-W-1) g2N-1) . g-(N-1)? Fv-1

wobei

1 .
V= ﬁ(gjk)ogj,ng—l‘ (10.4)

Den Vorfaktor % haben wir in zweimal \LW aufgespalten, damit gilt:
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Satz 10.2. Die Matrix V ist unitir. d.h. VV' = E.

Dabei bezeichnet E die N x N-Einheitsmatrix.

Erinnerung: Eine Matrix M € R¥*N heiBt orthogonal, falls MMT = E. In R? oder R sind das gerade
die Matrizen, die eine Drehung oder eine Spiegelung bewirken. Orthogonale Matrizen bewirken
abstands- und winkeltreue Abbildungen. Fiir das Standardskalarprodukt v’ -v in R¢ driickt sich das
so aus: V ist orthogonal, genau dann wenn

HV)CH2 = (Vx)T Vx=x - x= HxH2

Also: “Die Linge von Vx ist gleich der Linge von x”.

Eine Matrix M € C¥*N heiBt unitir, falls MM' = E. Fiir relle Matrizen heift das dasselbe wie
orthogonal. Fiir das Standardskalarprodukt im C¢ driickt sich das so aus: V' unitir, genau dann wenn
(vx)T - Vx=x-x.

Proof. WegenV = VT ist V' = V. Also wiire es hier auch egal, ob wir Zeilen oder Spalten benutzen.

Wir zeigen das zeilenweise. Es muss gelten: k-te Zeile mal k-te Zeile = 1, und k-te Zeile mal m-te
Zeile = 0 fiir m # k. Bezeichnen wir mit Vj, die k-te Zeile von V. Dann gilt:

T\ T 11\/21 KETR 11\12_’1 Chg—tk lNi*’l (t—0)k 1Ni"l
A R M S M DI L
N = N = N = N =
und fiir k # m:
L 1 N—1 1 N—1 1 é(kfm)N_l
Vo (V T _ lkg—tm _ k—mfzii'
k( m) N[g(,)g E.v N[g(,)(a ) N ék—m_l

Der Zihler im letzten Term ist 1 — 1 = 0, da & eine komplexe N-te Einheitswurzel ist. Der Nenner ist
ungleich null, da —N < k—m < N und k —m # 0; aber &" wird nur 1, falls n Vielfaches von N ist.
Also ist fiir m # k

Vie(V)" =0
und die Behauptung ist bewiesen. O
Bemerkung 10.3. Wegen dieses Satzes ist V! = v’
berechenbar.

= V. Die Inverse von V ist also effizient

Die Umkehrung der DFT, die inverse DFT, ist definiert durch
IDFT(d)=d = V/NVd

Damit bekommt man (natiirlich!) aus jedem d = fdas f zuriick. Hier sind’s ja nur Matrix-Vektor-
Multiplikationen, um Existenz von Integralen braucht man sich keine Sorgen zu machen.

Satz 10.4. Fiir V wie oben gilt: V* = E, wobei E die Einheitsmatrix bezeichnet.

1
:ﬁf

SN

Daraus folgt direkt:
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Also liefert (wie auch spéter im kontinuierlichen Fall) die viermalige Anwendung der Fouriertrans-
formation das f zuriick, bis auf einen Vorfaktor (spiter 27, hier eben #).

Weiterhin gelten etliche weitere Beziehungen (spéter sehen wir deren Entsprechungen auch im kon-
tinuierlichen Fall). Zum Beispiel gelten fiir f = (fo, f1,...,/v-1) € CN, g = (g0,81,---,8v-1) €CV
und deren DFTs f = (fo, f1,...,fv—1), & = (80,81, --,8v—1) folgende Aussagen:

1. Faltungssatz: f;g = NfA- g. Dabei ist

lel
fxg) ==Y fignk  (0O<n<N-1)
Nk:O

Der Index n — k von g,_; kann negativ werden, also legen wir hier fiir 1 <k < N —1 fest:

88—k = &N—k-
2. Satz von Parseval:
Yk =LY e
|dn| = fn
n=0 N n=0

3. Satz von Plancherel:
NoL_ 1 N=l
Z fngn = N Z fngn
n=0 n=0
4. Darstellung als FR: Die Fourierreihe (FR) von f beschreibt f:

N—1
fo= Y ™ = ¥ ( Frcos(2mikn/N) + fiisin(2mikn/N)
k=0 k=0

Zu den Beweisen der ersten beiden Aussagen: Ubung. 24. Juni

Zur letzten Aussage liberlegt man sich: Es gilt f: ﬁv f, also

f=VNV 'f= VNV,

das heiBt fiir den n-ten Eintrag f, = YN ! fe?m*n/N,

11 Bildkompression

Erinnern wir uns an Bemerkung (aus der Zukunft): Ist f gerade, so fallen alle Sinusterme in der
Fourierreihe weg. Hier gilt analog:

Falls wir statt f: {0,1,...,N — 1} — C den Definitionsbereich symmetrisch machen, z.B. so:
f:{_k7"'7_17071727"'7k}_>(C7 f<x>:

klappt alles ganz analog (mit N = 2k+ 1). Analog zu Bemerkung [I4.6| oben ("Darstellung als FR”)
fallen die Sinusterme - - - isin(-) weg. (Das ist an dieser Stelle nicht offensichtlich, nur plausibel. Dazu
muss man sich eigentlich mehr iiberlegen, aber es ist wahr.) Wenn auflerdem f reell ist, werden die
Koeffizienten fk auch reell sein. (Dito... plausibel, aber ...) Daher gilt:

Satz 11.1. Die DFT einer geraden Funktion f : R — R enthdlt nur noch Cosinusterme mit reellen
Koeffizienten.
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11.1 Diskrete Cosinus-Transformation (DCT)

Wir wollen nun Satz gewinnbringend einsetzen, mit einer noch etwas anderen Uberlegung als
oben. Bisher war unser f auf {0,1,2,...,N — 1} definiert. Genausogut kénnen wir das so skalieren,
dass wir immer im Intervall [0, 1] liegen:
1 2 N—-1
f: {O,N,N,..., N }—=C.

Daher konnen wir f zu einer geraden Funktion fortsetzen, indem wir f auf { ey %} definieren
durch f(x) = f(—x). Dann werden in obigem Ansatz alle Sinuskoeffizienten zu Null, nur die Cos-
inusterme iiberleben, und wir erhalten die (oder besser eine) Diskrete Cosinus-Transformation
(DCT). Wir haben aber noch weitere Variationsmdglichkeiten: Eben haben wir die fo, f1, f2,..- fv—1
als Funktionswerte an den Stellen O, %, %, ey NTfl interpretiert. Das ist etwas unsymmetrisch: der
linke Rand ist drin, der rechte nicht. Also konnen wir es auch symmetrischer machen, indem wir die
Werte um ﬁ verschieben: fy, f1,f2,...,fnv—1 sind dann die Funktionswerte an den Stellen ﬁ, % +
ﬁ, % + ﬁ, ey % + ﬁ Das liefert zwei Wahlmoglichkeiten. (Bzw vier, da wir die Option “Rand
drin” fiir den rechten und den linken Rand unabhingig treffen konnen. Aber meist macht man es
rechts und links gleich.)

—N+1
N

Wir kdnnen auch noch festlegen, ob die Funktion nach rechts gerade oder ungerade fortgesetzt wird,
siehe Bild[T4] Das liefert also vier Ansitze, die DCT zu berechnen.

1 N2 T
DCT I: ak:E(fo—k(—l)kﬁv—l)%—};f,,cos (Nlnk> k=0,....N—1. (11.1D)
Nl T 1
DCT II: ak:ngbfncos <N <n+2> k> k=0,...,N—1. (11.2)
DCT 1M Ly +Nif T (et L k=0,... N—1 (11.3)
. ay — — COS| —n - = — 1. .
k ) 0 = n N ) ’ )

N—1 1 1
DCT IV: ak:r;)fncos<;<n+2><k+2>> k=0, . N—1. (114

Dabei ist hidufig DCT II gemeint, wenn von “der DCT” die Rede ist. Die inversen DCTs sehen wie
folgt aus:

o °
09%0,0 OOO

N=11 o *
|
00° %0,
o 0% _o0% 090 _0%0 . L4 °
o o -
3 40%%%°%%_ 40°%969%% DCT-III:
Oo OO OO OO OD
DCT.I 90009 9900° == A -
B o o £0°° %04,
0 10 o° o, It
06,.0%40°
o 0©
0% _ 0%
{o} o 0, [o} o oo o
09790027 097900°7% o° %
% o° % 0° ? o° %0
oY 00 (o1 00 o0 %0
0000 0000

DCT-1V:

DCT-II: |

B B o o o o o
o o
00° %00
°

o )
©060°%040°

Figure 14: Vier Moglichkeiten zur Definition der DCT. (Quelle: [WIKI])
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Figure 15: Ein Bild mit 300 mal 400 Pixeln, links das Original, rechts das nach unserer Methode
komprimierte. Das Bild rechts ist klar unschirfer, aber das Motiv mit allen Details ist zu erkennen.

¢ Die inverse DCT I ist DCT I mal %

* Die inverse DCT II ist DCT III mal %
* Die inverse DCT Il ist DCT Il mal %.

* Die inverse DCT IV ist DCT IV mal %.

11.2 Bildkompression mit DFT allgemein

Die Idee zur Bildkompression ist diese: Wegen des Satzes von Riemann-Lebesgue (sieche wikipedia)
erwarten wir, dass ay — 0 fiir kK — co. Die Werte von a; werden also klein, wenn k grof3 ist. Nehmen
wir an, wir haben ein Schwarzweif3bild (also eigentlich ein Grauwertebild), dann nehmen wir eine
einzelne Bildzeile und interpretieren die Grauwerte des k-ten Pixels als Funktionswert f;. (Oft gibt es
256 mogliche Grauwerte). Jede Zeile hat N Pixel, also bekommen wir einen Vektor f € RY.

Auf das so erhaltene f wenden wir DCT an. Von DCT(f) speichern wir nur die ersten 20 % (oder
s0) der Werte. Zum Angucken berechnen wir die inverse DCT, und hoffen, dass (da die letzten 80%
nahe an Null sind, also fast Null, also nix ausmachen sollten) das so erhaltene Bild sehr nah am
urspriinglichen Bild ist. Das klappt. Ein Spielzeugbeispiel: Unsere Bildzeile sehe so aus:

BT T 51.101,151,201, 151,101, 51)

Rechts steht der Vektor der Grauwerte (O=schwarz, 255=weif3). Darauf wenden wir die DCT II an und
erhalten (auf ganze Zahlen gerundet) (808, —128,—315,45,0,—30,—22,25). Setzen wir die letzten
vier Werte auf 0 und berechnen die inverse DCT davon, erhalten wir (gerundet)

(6,42,102,161, 186,160, 100, 50).

Stellen wir das nun wieder als Graubild dar, so sehen wir praktisch keinen Unterschied.

Wieso ist das eine Bildkompression? Das, was wir speichern, ist das Ergebnis der DCT II, ohne die
Nullen. (Also nur 20% des Speicherbedarfs.) Wenn wir das Bild in einem Bildbetrachter 6ffnen, dann
weil} dieser, dass jeder gespeicherten Zeile 80% Nullen anzuhéngen sind. Also kommen wir mit etwa
einem Fiinftel des eigentlichen Speicherbedarfs aus. Das Ergebnis sehen wir in Abbildungen [I5]und
16
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8. Juli

Figure 16: Ein Bild mit nur 100 mal 100 Pixeln, links das Original, rechts das nach unserer Methode
komprimierte. Es gibt deutliche Fehler: die schwarzen Flecken links oben auf dem Ball, sowie eine
Art Wellenmuster, das das Bild iiberlagert (auler in den grauen Zeilen ganz oben!).

11.3 Jpeg

Die Vorgehensweise von jpeq ist natiirlich etwas komplizierter. Statt pauschal 80% der Werte auf
Null zu setzen, wird etwas kliiger gerundet. AuBlerdem gibt es Qualititsprobleme, falls in einer Zeile
“hohe Frequenzen” auftauchen, das heifit hier: hdufiger Wechsel von Hell zu Dunkel u.U. in kurzen
Abstiinden (vgl. das Wellenmuster in Abbildung [I6] rechts). Man beachte auch, dass die obersten
Bidzeilen (einfarbig grau) keine Fehler aufweisen. Auch diese Probleme werden in jpeg klug geldst.

Die Schritte in jpeg zum Komprimieren eines Farbbilds:
» Bearbeite jeden der drei Farbwerte einzeln (RGB bzw. YCbCr)
* Unterteile das Bild in 8 x 8 Felder (evtl am Rand mit Nullen fiillen)
» DCT fiir jedes einzelne Feld, erst zeilen- dann spaltenweise
* Quantisieren der DCT (s.u., dies ist die einzige Stelle, wo Information verloren geht)
* Run-length encoding

e Huffman encoding

Ergebnis ist je eine Integer-Sequenz fiir jedes 8 x 8-Feld. Deren Linge liegt deutlich unter 256
Byte. Diese Sequenzen werden als jpeg-file gespeichert. Beim Angucken eines jpg-files werden
die umgekehrten Schritte ausgefiihrt: Huffman-encoding riickwiirts, run-length-encoding riickwiérts
(beides verlustfrei), IDCT, zusammensetzen der 8 x 8-Felder und der drei Farbwerte zum Gesamtbild.

Zu den einzelnen Schritten: die ersten beiden bediirfen keiner weiteren Erkldrung. Die Unterteilung in
8 x 8 Felder verhindert eine Fehlerausbreitung wie in dem Wellenmuster in Abbildung[I6} eventuelle
Welleneffekte sind auf ein 8 x 8-Feld begrenzt.
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Bei dem dritten Schritt machen wir in der Tat mehrere DCT II auf einer 8 x 8 Matrix, und zwar
einmal zeilenweise (jede der 8 Zeilen einzeln), und dann fiir das Ergebnis davon spaltenweise (jede

der 8 Spalten einzeln). Wir erhalten so wieder eine 8 x 8 Matrix.

Quantisieren heifit hier: Die Eintrige der Matrix werden auf die nédchste ganze Zahl gerundet, aber
beziiglich einer Quantisierungsmatrix Q: Der Eintrag an der Stelle k,m wird durch QO , geteilt und
dann gerundet. Unten ein Beispiel: Das erste ist die DCT fiir ein Feld. Der Eintrag oben links, also
-415, wird durch 16 geteilt: -25,9375, und dann gerundet: -26. Die Matrix Q ist so gewdahlt, dass
links oben, wo die Koeffizienten mit niedrigem Index stehen, relativ genau gerundet wird, und unten
rechts, wo die Koeffizienten mit hohem Index stehen, recht grob gerundet wird. Hier eine typische
8 x 8-Matrix, wie sie nach der DCT entstehen konnte.

[ —415
4
—47
—49
12
-8
~1
0

DCT :

-30 -61 27
—-22 -61 10
7 177 =25
12 34 -15
-7 —13 -4
3 2 -6

0 0o -2

0o -1 -4

—1
-1

Deren Eintridge runden wir bzgl der Quantisierungsmatrix Q:

[ 16
12
14
14

0= 18

24

49

72

Das ergibt in diesem Beispiel:

11
12
13
17
22
35
64
92

10
14
16
22
37
55
78
95

S OO O W

16
19
24
29
56
64
87
98

S OO O == =N

24
26
40
51
68
81
103
112

SO OO = =1

40
58
57
87
109
104
121
100

cleoNeBeoBoNeolol

20 -2
-7 -9
10 5
6 2
2 -3
1 4
3 4
0 1
51 6117
60 55
69 56
80 62

103 77

113 92

120 101

103 99 |
0 0]
00
00
00
00
00
00
0 0 |

D = D WO O

Wenn der Rechner jemanden fragt, wie hoch der Kompressionsgrad sein soll, so wéhlt man damit eine
grobere (hohe Kompression) bzw feinere Matrix Q aus. Diese Matrizen sind feste Bestandteile von

Jpeg.

Run-length enconding (RLE). Nach dem Quantisieren steht da eine Matrix, die tendenziell unten
rechts nur Nullen enthélt. Auf diese Matrix wenden wir RLE an, indem wir sie diagonal durchlaufen,

nach dem folgenden Schema.
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RLE ist so ein einfaches Konzept, dass ein Beispiel geniigen soll: Wollen wir die Zeichenkette
00000000000000000011111111111111111100000000000011111000000000

naiv speichern, so schreiben wir achtzehn Nullen hintereinander, dann achtzehn Einsen, dann zwolf
Nullen, dann fiinf Einsen, und zuletzt neun Nullen. Also insgesamt 62 Zeichen bzw Byte.

Speichern wir das aber als 18 Oen, 18 len, 12 Oen, 5 len, 9 Oen, also etwa als
(18,0,18,1,12,0,5,1,9,0),

so sind das im Idealfall nur 10 statt 62 Zahlen bzw Zeichen. Eventuell brauchen wir Trennzeichen
(die Kommas) und ein Endezeichen, sowie mehr als ein Zeichen pro Zahl (z.B. 18), aber dann sind es
hier immer noch nur 23 statt 62 Zeichen.

Obwohl die Idee so simpel ist, ist RLE wichtiger Bestandteil von jpeg. Gerade hier (nach dem
Runden) kommt das Ergebnis kommt mit bedeutend weniger Speicherplatz aus als das urspriingliche
Bild.

Huffman Encoding. Das Problem bei RLE ist noch, dass wir eine 0 mit einem ganzen Byte speichern
(8 bit), und fiir eine 12 sogar mit zwei Byte (16 bit). Wenn wir wissen, dass unsere Zeichenkette nur

TRt

wenige Zeichen enthilt (die zehn Ziffern und “,”), dann geht es viel besser.

Die Idee beim Huffman-Coding ist, hdufige Zeichen mit wenigen bit zu speichern. Insbesondere
brauchen wir nur wenige bit pro Zeichen, falls insgesamt wenige verschiedene Zeichen vorkommen.

Die genauere Idee ist, alle vorkommenden Zeichen mit ihren Héufigkeiten als die Blitter eines noch
zu konstruierenden Bindrbaums zu betrachten. Angefangen bei den seltensten Blittern (Zeichen)
werden je zwei Blitter mit einem neuen Knoten (als Vorfahr) verbunden. Dieser erhilt die Summe
der Haufigkeiten der beiden Kinder als Eintrag. Repeat.

Ist der Baum fertig, so wird jedes Blatt als 0-1-Wort kodiert, wobei das 0-1-Wort dem Pfad von der
Wuuzel zu ihm entspricht. (0: rechts 1: links). Wieder mal wird das ganze vielleicht an einem Beispiel
am klarsten.

Beispiel 11.2. : Nachricht: 11112233455555666666.
Naiv brauchen wir 20 Zeichen, also 160 bit.

Etwas cleverer wire: es gibt hier nur sechs verschiedene Zeichen. Es sind also nur drei Bits pro
Zeichen notig. Also 20 -3 = 60 bit Speicherbedarf (plus einen konstanten Anteil fiir Metadaten oder
Syntax).
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p,=0,1 /
p,=0,2

Figure 17: Der Baum zur Huffman-Kodierung. Wir starten mit den Blittern (links). Die seltensten
Zeichen bzw. Knoten bekommen einen gemeinsamen Vorfahr. Der erhilt die Summe der Haufigkeiten

der beiden Kinder. Hier beginnt es so: als erstes liefern 3 und 4 einen neuen Elternknoten (mit Eintrag
0,15). Im néchsten Schritt wird dieser mit 2 zu einem weiteren neuen Knoten (mit Eintrag 0,25), usw.

Huffman-Kodieren ist noch effizienter. Dazu erstellen wir den Baum in Abbildung Damit wird
11112233455555666666 so gespeichert:

1111]11]11]101]101]1001]1001|1000|01/01]01]|01]01]00]00|00|00|00|00

Hier brauchen wir — trotz der verschiedenen Langen — keine Trennzeichen! (Die | miissen also nicht
gespeichert werden.) Wir lesen immer, bis wir an einem Blatt ankommen. Danach beginnt ein neues
Zeichen. Also miissen wir real nur dies speichern:

111111111011011001100110000101010101000000000000

Der Speicherbedarf ist
4.242-34+2-44+1:445-246-2=48

Also 48 bit Speicher, statt 60 bit. Das sind im Schnitt 2,4 Bit pro Zeichen.

12 FFT

Weil die DFT viele Anwendungen hat, ist es wiinschenswert, sie effizient zu berechnen. Das geht so.  25. Juni

Satz 12.1. Aus den DFTs von (fo, fi1,---,fn—1) und (fn, fn+1,---, fan—1) erhalten wir die DFT von

DFT (fo, fn, f1, fn+1, /2, [n42, -+ fn—1, fon—1) (Linge 2N) so: Mit
1 .
dk == E(DFT(fOLf]a"'7fN—1)+eimk/NDFT(fN7fN+17'"7f2N—1))k (0 g k < N — 1)
1
2

dyik = = (DFT (fo, fi,- ., fu-1) — e "™ DFT (fy, fys1,- .. fov-1)), (O<k<SN—1)
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ist dann
DFT (fo, fn, f1, fn+1, 2, fng2, -, [n—1, fon—1) = (do,dh, . .. ,dan—1)

Proof. Fiir den k-ten Eintrag (0 <k <N —1) gilt:
1A T = 2mi(2n-+1)k/2N
dk:ﬁ(ane_ mi(2n)k/ +ZfN+ne_m(n+)/ )
n=0 n=0
1 N-1 ' ~N-1 ,
_ ﬁ( Z fn672mnk/N+efmk/N Z fN+n672n1nk/N)
n=0 n=0

- %(DFT(anfla--wafl) +e ™ INDET (fiy, fusts - fov-1))

(1. Gleichung: Def DFT, und Aufteilen in zwei Summen, in einer die geraden (2n), in einer die
ungeraden (2n+ 1).) Fiir den k + N-ten Eintrag (0 < k < N — 1) erhalten wir ganz analog

1 N—1 —omi(on N—1 —omi(on
doy = ﬁ( Y e ENENN Y b 2w kN 2N
n=0 n=0
1 2mtin(k+N) /N (NN 2i(k+N)n/N
= ﬂ( Y fre2minlkr N 4 o= mi(k+N)/ Y fune 2k Jn/NY
n=0 n=0

1 Nt . . . N-l . .
_ ﬁ( Z fn872mnk/N€72mn + efmefmk/N Z fN+n672mkn/N672mn)
n=0 n=0
1

N—1 N—1
= ( Z f o~ 2Rink/N _ —imk/N Fyin e—ZTtikn/N)
n=0

n=0

= %(DFT(fmfl,---,fN—l) — e "NDFT (fy, fus1s- - fon—1)),

O]

Dieses Ergebnis liefert einen divide-and-conquer-Algorithums zum Berechnen der DFT in O(nlogn)
Schritten. (Hier nur fiir N = 29.) Dazu muss das Problem aufgeteilt werden in das Berechnen zweier
DFTs, die dann wieder aufgeteilt werden in 2 mal 2 usw.; bis jeweils N Stiick DFTs der Linge 1
berechnet werden miissen. Die miissen dann in der richtigen Reihenfolge kombiniert werden. Hier
das Schema (fiir N = 8):

Jo Ja ) Je S fs /3 J7
| | | | | | | |

DFT(fo) DFT(fs) DFT(f,) DFT(fs) DFT(f1) DFT(fs) DFT(f3) DFT(f7)
N v N v N v N\ v

DFT(fo, ) DFT(f2, fs) DFT(f1,fs) DFT(f3, f7)
N\ v N\ v
DFT(f01f2?f47f6) DFT(f17f3af57f7)
¢ v

DFT(f07fl7f2’f3’f47f57f67f7)
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Das einzige Problem ist nun, wie bringen wir die f, in die richtige Anfangsreihenfolge? Die richtige
Reihenfolge erhalten wir einfach durch Bitumkehr:

000 — 000, 001 — 100, 010 — 010, 011 — 110, 100 — 001, usw

Also (im Falle N = 8) muss an der O-ten Stelle f stehen, an der ersten Stelle f4, an der zweiten f>
usw. Natiirlich héngt die Bitumkehr von N = 29 ab. Fiir N = 16 ergibt sich etwa

0000 — 0000, 0001 — 1000, 0010 — 0100, 0011 — 1100, 0100 — 0010, usw

Algorithmus (FFT): Sei N =29. Sei g = (g0,&1,---,8v—1) der Vektor, den man durch Umnum-
merierung mittels Bitumkehr aus f = (fo, f1,...,fv—1) erhdlt.

Starte mit den Vektoren der Linge 1: d0/) = (gj) (j=0,...,N—1). Berechne in Schritt » (r > 1) die

297" Vektoren der Linge 2"
d[nO] b d[nl] PR ’d[r72q7r_1] .

aus den Vektoren im r — 1-ten Schritt gemif

ril 1 r—12j] 0 g/l lr—1.2j+1
d = 2 (@ ek g (12.1)
il L or—12j] gkt lr-12j+1]
dyli =5 (d 7 —e mk[2 g I (12.2)

Dabei lduft (innerste Schleife) k =0,1,...,2"~! — 1, und (zweitinnerste Schleife) j=0,1,...,297"—1,
sowier =1,2,...,q.

Bemerkung 12.2. Der obige Algorithmus erlaubt mit wenigen Anderungen auch die Berechnung
der IDFT: Der Faktor % in (6.5) und (6.6) fillt weg, und aus e~ ™*/2"" \wird in beiden Gleichungen
emk/zf”'

Aufwandsbetrachtungen: Die Matrixmethode braucht O(N?) Rechenoperationen: Mindestens schon
%(N —1)? Multiplikationen, und N> Additionen. Andererseits gilt: Der FFT-Algorithmus (fiir N = 29)
braucht g = log N Schritte (groBe Schritte, r 1duft), und in jedem Schritt N Additionen und N /2 Mul-
tiplikationen. Also gilt:

‘ Der FFT- Algorithmus berechnet die DFT von f in O(NlogN) Schritten. ‘

(Das Umordnen durch Bitumkehr diirfen wir vernachldssigen, das ist fiir groBe N billig: O(N) oder
weniger.) Die folgende Tabelle gibt einen Uberblick iiber das Verhiltnis des Aufwands beider Algo-
rithmen (aus [AHKKLSI):

Aufwand
N normale DFT FFT prozentual
4 28 12 42,857%
16 496 96 19,355 %
64 8128 576 7,087%
256 130816 3072 2,348%
1024 2096128 15360 0,733%
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18. Juni

Auch falls N keine Zweierpotenz ist, lassen sich gute Verfahren angeben. Im Wesentlichen geht es nur
darum, N = nN in n kleinere Datensiitze der Linge N aufzuteilen. Immer wenn N viele kleine Prim-
faktoren besitzt, geht das gut. Falls N grofle Primfaktoren besitzt, muss man auf andere Algorithmen
zuriickgreifen.

13 Schnelle Multiplikation

Eine Anwendung der DFT ist schnelle Multiplikation von groen Zahlen. Wir schildern hier ein
Spielzeugbeispiel, dass das Prinzip in weiten Teilen verdeutlicht. Der wirkliche Algorithmus ist der
Algorithmus von Schonhage-Strassen. Der arbeitet in endlichen Zahlringen: Zy = {0,1,2,...,N—1}
mit Addition und Multiplikation mod N. Auch dort gibt es n-te Einheitswurzeln (Losungen von
x*—1=0). Das werden wir spiter ansehen. Die Grundidee wird zunichst anhand der “normalen”
DFT illustriert. Zum Vergleich betrachten wir zunichst zwei andere Methoden zur Multiplikation: die
normale aus der Schule, und den Karatsuba-Algorithmus.

13.1 Schulmethode

Wenn wir zwei n-stellige Zahlen multiplizieren, miissen wir jede Ziffer der ersten mit jeder Ziffer der
zweiten multiplizieren:

1 23 - 456
4 5 6

9 1 2

1 3 7 8
56 0 8 8

Und dann noch ein paar Additionen durchfiihren. Bisher hatten wir Additionen und Multiplikationen
als gleich teuer aufgefasst. Fiir Ziffern stimmt das ja auch (bindr: XOR ist im Wesentlichen plus,
AND ist im Wesentlichen mal, Ubertriige miissen aber noch beriicksichtigt werden).

Schon an diesem Beispiel wird aber doch klar, das Multiplikationen langer Zahlen O(n?) Elementar-
operationen (hier: Multiplikationen von Ziffern) bedeutet, wihrend die Addition nur O(n) Elementar-
operationen (hier: Additionen von Ziffern) braucht.

13.2 Karatsuba-Algorithmus

Daher ist die Idee beim Karatsuba-Algorithmus diese: Wir fiihren die Multiplikation zweier Zahlen x
und y der Lange 2m auf nicht 4 Multiplikationen von Zahlen der Linge m zuriick, sondern auf nur 3
Multiplikationen. Wir handeln uns dafiir mehr Additionen von m-stelligen Zahlen ein, aber das macht
uns nichts aus, wegen des oben Gesagten. Das liefert dann einen divide-and-conquer Algorithmus.

Sei B also die Basis unseres Zahlensystems. Dann kdnnen wir unsere beiden Zahlen der Linge 2m
darstellen als

x=x1B"+x0, y=y1B"+yo.

(mit xg < B™ und x; < B™). Das Produkt ist dann
x+y = (x1B" +x0)(y1B" +y0) = x1y1B>" + (x1y0 +X0y1)B" + X0o.
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Und jetzt beobachten wir:

X1Y0 + Xoy1
=X1Y0 +X0Y0 + X0Y1 +X1Y1 — X1Y1 — X0Y0
=(x1 +x0)yo + (X0 +X1)y1 — X1¥1 — XoYo
= (1 +x0) (Yo +y1) —X1y1 — XoY0

Beispiel 13.1. Wir berechnen 12345 mal 6789, mit B = 10 und m = 3. “Mal 1000” zihlt hier nicht
als Multiplikation, denn wir schieben die Ziffern ja nur um drei Positionen.

12345 = 12-1000 + 345
6789 =6-1000+ 789

Wir fiihren drei (statt vier) Multiplikationen von Zahlen der Léange drei durch:
22=12-6=72
70 = 345-789 = 272205
71 =(124345) - (64+789) — 20 — z0 = 357 - 795 — 72 — 272205 = 283815 — 72 — 272205 = 11538.

Wir erhalten das Ergebnis durch Addieren der drei (geeignet verschobenen) Teilergebnisse.
Ergebnis: 72 - 10002 4- 11538 - 1000 + 272205 = 83810205.

Fiir den eigentlichen Karatsuba-Algorithmus wenden wir das nun rekursiv an. Zum Multiplizieren
zweier Zahlen der Linge n = 2% brauchen wir 3 Multiplikationen von Zahlen der Linge 2!, also 32

Multiplikationen von Zahlen der Linge 2€~2, also ...., also 3* Multiplikationen von Zahlen der Linge
eins.

Es ist k = log, (n), also brauchen wir
3k — glog:(n) — (210gz(3) )logz(n) — (210g2("))10g2(3) — plog2(3) 5,158
Miissen wir uns um die Additionen sorgen? Nein: in jeder Runde sind es O(n) viele. Es gibt

log,(n) Runden, also O(nlog(n)) Additionen insgesamt. Der dominierende Teil ist also das n'-8.
Also Laufzeit insgesamt O(n'%).

13.3 DFT-Algorithmus zur schnellen Multiplikation

Die im Folgenden gezeigte Methode ist effizient, weil sich die DFT von f € RY (oder f € CV) in
O(NlogN) Schritten berechnen lésst, siche Kapitel

Schnelle Multiplikation von Polynomen

Wollen wir zwei Polynome vom Grad M — 1 multiplizieren, etwa p(x) = x> +x*> +x+ 1 und g(x) =
x® +x% 4 1, dann brauchen wir naiv M> Multiplikationen (hier M = 4):

P+ +x+ D+ + D) =+ ' + 2+ 0+ + 3+ P+ 2 x4
=042+t 438 428 x4 1
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(hier ein paar weniger, da ein Koeffizient O ist).

Erinnern wir uns an die Definition der Faltung auf Seite 45}

1N—1
frgm)==Y fign-k (0<n<N-1)
Nk:O

Wieder gilt: Der Index n — k von g,_ kann negativ werden, also legen wir hier fiir 1 <k <N —1 fest:
g—k = gn—r. Stellen wir die Polynome als Koeffizientenvektoren p und ¢ dar (also pg + p1x+ p2x2 +
-« = (po,P1,D2,--.)), so ist der Koeffizientenvektor des Produkts der Polynome gegeben durch M-
mal die Faltung der Vektoren: Mp % q. Wegen evtler Ubertriige miissen wir den Koeffizientenvektor
mit N = 2M Koordinaten darstellen. (Also, damit etwa der O-te Eintrag nur von fy und go abhéngt,
und nicht auch von f] und g_; = gy etc) Fiir unser Beispiel also

8-(1,1,1,1,0,0,0,0)x(1,0,1,1,0,0,0,0) = (1,1,2,3,2,2,1,0).

Jetzt haben wir folgende tolle Idee:

[Np+q=NIDFT(5-3) —IDFT(N 5-3) |

In Worten: Die Faltung mal N (also das Produkt der Polynome) berechnet sich nach dem Faltungssatz
als inverse DFT des N-fachen des Produkts der DFTs von p und g. Wir nehmen hier an, dass wir die
DFT und IDFT effizient berechnen. Obacht: Was bedeutet das Produkt? Ein Polynom ist gegeben
durch seinen Koeffizientenvektor. Jedes Polynom vom Grad N — 1 ist aber auch eindeutig gegeben
durch N Funktionswerte. Die DFT von p ist gerade (1 /N mal) der Vektor der Funktionswerte an den
(komplexen) Stellen 1,&,E2,...EN~1. Also:

1

ﬁ: N(p(l),p(ﬁ),p(ﬁz), . 7P(E.aN71))T

Den Koeffizientenvektor von p bekommen wir dann als (N mal) die IDFT von p zuriick.

Die Funktionswerte des Produkts pg an den Stellen 1,&, ... &N ~1 ist der Vektor der Funktionswerte

(pa(1), pg (&), pa(E""1)" = (p(1)g(1), p(&)g(&),..., p(EV 1)g(EV"1))".

Den kénnen wir aus p und g einfach berechnen: elementweise multiplizieren. Dessen IDFT liefert
dann also die Koeffizientendarstellung von pg ! Nun ist pg ein Polynom von héherem Grad (2N — 2).
Daher brauchen wir mindestens 2N — 1 Funktionswerte. Es bietet sich an, mit Koeffizientenvektoren
der Liange 2N zu arbeiten. Also:

Algorithmus (schnelle Multiplikation nach Hausfrauenart)

Gegeben zwei Polynome p,g vom Grad N — 1. Seien p und ¢q ihre Koeffizientenvektoren der Lénge
2N. Berechne p und g mittels FFT. Berechne dann die IDFT des Vektors

2N(po-qo,P1°q1s- - Dan—1"Gon—1)
Ergebnis ist der Koeffzientenvektor von pgq.

Beispiel 13.2. (Etwas anders als das oben) Sei p(x) =x> +x> +x+1, g(x) = x> + 1. Also N = 4, also
arbeiten wir mit Vektoren der Lange 8:

p:(1?1717170707070)7 q:(1707170?0707070)
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FFT liefert

(4,1 = (14v2)i,0,14 (14 v2)i,0,1 — (1= v2)i,0,1+ (1 +v2)i)"

p=

(2,1-0,0,140,2,1—i,0,1+i)"

1
1=3

Damit ist

857 — (1,1(1—i>(1—(1+ﬁ)>,o,é(1+i)(1+(1+ﬁ)),o

. lu—au—u—vayméu+gu+u+v®DT

'8
und die IDFT dieses Vektors ist (1,1,2,2,1,1,0,0)7. Also ist

P+ +x+ D+ 1) = +x 423 2% +x+ 1.

Schnelle Multiplikation grofSer Zahlen

Das ist nun einfach: Statt des Koeffizientenvektors eines Polynoms sei der Vektor nun die Binérdar-
stellung der Linge 2N zweier Zahlen mit der Linge N. (Man iiberlege sich: wenn (pg,p1,p2,..-)
die Bindrdarstellung ist, und p das Polynom zu diesem Koeffizientenvektor, was ist dann p(2)?) Ein
Beispiel:

15=(1,1,1,1,0,0,0,0), 5=(1,0,1,0,0,0,0,0)

Ganz analog wie oben wenden wir den Algorithmus an. Dann ist
15-5=(1,1,2,2,1,1,0,0)

Das ist so keine Binirzahl, aber Abarbeiten der Ubertriige (von links nach rechts) liefert die korrekte
Binarzahl:

(1717272717170’0) % (1’1707371717070) % (17170?1?2717070) % (171707170727070)
—(1,1,0,1,0,0,1,0) =75 = 15-5

Aus organisatorischen Griinden sehen wir erst im nichsten Kapitel, wie die DFT mit einem divide-
and-conquer-Ansatz in O(NlogN) Schritten berechnen kann. Dennoch hier schon Mal eine Vergleich
der Kosten zwischen Schulmethode und DFT-Methode. Ein Blick in Tabelle auf Seite [53] ergibt: Fiir
Zahlen mit 1024 Bit lohnt sich’s schon: Statt (i.Wes.) 10242 = 1.048.576 Operationen fiir “naive”
Multiplikation brauchen wir (i.Wes.) nur drei DFTs der Lange 2048, also weniger als 180.000 Oper-
ationen. (Sehr grob grechnet: Fiir DFT der Linge 1024: 15.360, fiir eine der Linge 2048 dann wohl
sicher weniger als 60.000.)

13.4 Algorithmus von Schonhage-Strassen

Sehr viele Aussagen und Eigenschaften der DFT bleiben wahr, wenn wir iiber anderen Korpern als
C arbeiten, in denen es Einheitswurzeln gibt. Wir wiirden gerne mit ganzen Zahlen arbeiten statt mit
komplexen Einheitswurzeln: Die ersteren sind ganzzahlig und reell (integer), die letzteren weder noch
(Briiche, Wurzeln, imaginédre Anteile). Das erste ist numerisch einfacher und stabiler.

Daher betrachten wir Einheitswurzeln im Ring (Zy,+,-). Wir erinnern uns:

57



Definition 13.3. Ein Paar (G,®) heit Gruppe, falls G eine nichtleere Menge ist, @ eine binire
Verkniipfung auf G (vornehm: @ : G x G — G, auf deutsch: fiir alle a,b € G soll a ® b wieder ein Element
von G sein), sowie

1. Va,b,c€G: (a®b)®c=a®(b®c) (Assoziativitit)
2. de€eG: VYaeG: abe=a (neutrales Element)

3.VaeGIa ' eG:adal=e (inverses Element)

Eine Gruppe heifit abelsch (oder kommutativ) falls auch gilt Va,b € G: a® b = b & a. Ein Tripel
(G,®,®) heibt Ring, falls (G, ®) abelsche Gruppe ist, fiir (G, ®) das Assoziativgesetz gilt und auBer-
dem

Va,b,c€G: a® (b®c)=(a®b)®(a®c)und (bBc)®a=(b®a)® (cOa) (Distributivgesetz).

Falls es ein Element e € G gibt mit Vg € G: e® g = g = g @ e, dann heilt (G, D, ®) ein Ring mit 1.

Beispiel: (Z,+,-) istein Ring mit 1. (Q,+,-) und (R,+,-) und ({0, 1}, XOR, AND) sind auch Ringe
mit 1. Die letzten drei sind sogar Korper, d.h. es gibt inverse Elemente beziiglich der Multiplikation.
Fiir uns wichtig ist dieser:

Definition 13.4. Z, = ({0,1,...,n— 1},+ mod n,- mod n) ist ein Ring mit 1, der Restklassenring
(von Z mod n). Dabei ist a “plus” b =a+ b mod n, und a “mal” b = a-b mod n.

Also ist z.B. fiir n = 5 der Restklassenring Zs = ({0,1,2,3,4},+ mod n,- mod n). Darin ist z.B.
344=2(denn3+4=7mod5=2)und4-4=1(denn4-4=16 mod 5 =1.).

Auch in Z, sind N-te Einheitswurzeln die Losungen x von xV = 1. Z.B. ist 4 eine zweite Ein-
heitswurzel in Zs, denn 42 = 4-4 = 1 in Zs, sieche oben. Und 2 und 3 sind primitive vierte Ein-
heitswurzeln in Zs (denn 2! =2 #1,22=4#1,23=3#1).

Damit kénnen wir die DFT genauso definieren wie zuvor, siche Gleichungen und (10.4), wobei
hier nun & eine primitive N-te Einheitswurzel ist. Besonders glatt klappt das falls N = n — 1 mit
n = 2% 41 ist. Das nutzt der Algorithmus von Schonhage-Strassen. Die zentrale Idee dessen ist
einfach alles wie oben, nur iiber Z,. Das stellen wir hier daher nur an einem Beispiel vor. Genauere
Details in von zur Gathen und Gerhard: Modern Computer Algebra, siehe auch wikipedia. Wieder
berechnen wir p mal ¢ als

N p*q =N IDFT(p-§) =IDFT(N p-q) \

und verrechnen am Ende eventuelle Ubertriige.

Beispiel 13.5. Wir nehmen n =N + 1 =5 =224 1, also N = 4. Eine primitive vierte Einheitswurzel
istzB.£=3.Da3-2=1inZsist "' =2. Damit ist

—_
e
NCTN NG FORSN
= B~ =
W AN =
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Die richtige Entsprechung zu V ist hier durch & ~+ £~! gegeben (dann ist wieder V “unitir”, also
V-V =E). Damit ist DFT(p) = 1V p.

Nun berechnen wir 2 mal 3. In binér also (0, 1,0,0) mal (1,1,0,0), also
4(0,1,0,0) % (1,1,0,0) = 4 IDFT(DFT(0, 1,0,0) - DFT(1,1,0,0)).

EsistDFT(O ,o 0)=1v(0,1,0,0)” = 1(1,2,4,3)" und DFT(1,1,0,0) = 1V(0,1,0,0)” = 1(2,3,0,4)".
Weiter ist 1(1,2,4,3)7 - 1(2,3,0,4)7 = %(2,1,0 2)T. AbschlieBend ist

1
4IDFT1£(2,1,0, )" 41622V(2,1,0 )7 = (0,4,4,0)T =(0,1,1,0)7,

also 6. Wow. (Anmerkung: es ist hier besser, die Briiche wie % und zlt usw. erst am Ende zu verrechnen.
Noch schlauer kann man es realisieren, indem man nur mit den ganzzahligen Matrizen rechnet und
das Endergebnis durch N teilt.)

Obacht: ”durch N teilen” heit: mit dem multiplikativen Inversen N =1 yon N in Z, malnehmen. In
dem Beispiel ist wegen 4-4 mod 5 = 1 also “durch 4” dasselbe wie “mal 4”. Das gilt sogar fiir
allgemeines N, denn: Esistjan =N+1, alsoist N4+ 1 mod n = 0. In Z, ist also N = —1, also ist
N-N=(-1)-(-1)=1.

Auch hier miissen am Ende Ubertréige verrechnet werden. Das sieht man nicht im Beispiel oben, aber
schon z.B. fiir 3 mal 3.

14 Approximation von periodischen Funktionen

Wir erinnern an das urspriingliche Problem: approximiere eine beliebige (stetige? differenzierbare?)
Funktion durch — zunéchst — unendlich viele trigonometrische Polynome (falls nétig). Das heift,
wir betrachten sogennante Fourierreihen (kurz: FR). Das ist eine dhnliche Idee wie Taylorreihen in
Mathe 1. Das hier ist analog, nur mit trigonometrischen Polynomen anstelle von echten Polynomen.

Auf mathematisch iibersetzt sich das erste Beispiel (stetiges Signal) also so: Gegeben eine Funktion
f:[—m, 7] — R. Gesucht a,, b, so dass gilt:

?0 Z ancos(nt) + by, sin(nt)) (14.1)

Beachte: im Gegensatz zu Interpolation und Approximation von Kurven wollen wir hier f nicht
niherungsweise darstellen,, oder nur in einzelnen Punkten exakt, sondern ganz f exakt! Und zwar
mit einer unendlichen Reihe. Es stellt sich also die Frage nach Konvergenz.

Damit tritt hier weitere Problem auf: ist die Reihe iiberhaupt konvergent? Wenn ja, wo? Und was
heiBBt “konvergent” iiberhaupt bei Funktionen? Wir sehen spiter, welcher Begriff von “konvergent”
hier sinnvoll ist, bzw machbar.
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Warum wir hier 9 schreiben und nicht ag wird spiter deutlich. TRICK: Es gilt

(L
/ cos(nt)sin(mt)dt =0 (m,n € Ny) (14.2)
-
T 0 :m#FneNy
/_ncos(nt)cos(mt)dt = { T nemeN (14.3)
T . 0 :m#neN
/4: sin(nt) sin(mt)dt = { T nemeN (14.4)
(Beweis: Ubungsaufgabe). Damit erhalten wir aus (T4.1)):
ao - .
f(t)cos(mt) = Ecos(mt) + Z (an cos(nt) cos(mt) + b, sin(nt) cos(mt)) (14.5)
n=1
T T ap had
= [ f(t)cos(mt)dt = Ecos (mt)+ Y (ancos(nt)cos(mt) + b, sin(nt) cos(mt))dt (14.6)
- - n=1
had T
= a—zo cos (mt)dt + Z / cos(nt) cos(mt)dt +by, | sin(nt)cos(mr)dr)
—n n=1 -
14.7)

Hier brauchen wir gleichmifBige Konvergenz: Dann ist es erlaubt, Summe und Integral zu vertauschen.
Das Schone ist nun: Wegen (14.2)), (14.3)), (14.4) werden fiir fast alle Werte von m die Summanden zu
Null. Die Integrale, die beides, also sowohl sin- als auch cos-Terme, enthalten, werden alle zu Null,
von den anderen {iberleben nur die mit m = n. Also erhalten wir fiir m = O:

T T
f( )cos(0)dt = / %COS(O)d[ = % ldt = apm,

—T —T
und fiir m > 1 (mit n = m):
T T
f(t)cos(nt)dt = / ay cos(nt) cos(nt)dt = a,T.
—T

—T

Damit haben wir eine einfache Darstellung fiir die a,,. Mit einer komplett analogen Rechnung (Mult.
mit sin(mt) statt cos(mt)) erhalten wir die b,, und insgesamt:

an = % _T; F(t)cos(nt)dt (ne€Ng) b, f( Jsin(n)dt  (n € N)

Definition 14.1. Sei f : [-n, 7] — R. Die a,, b, oben heillen Fourierkoeffizienten von f, die Reihe

% + i (ancos(nx) + b, sin(nx))

n=1

heit Fourierreihe (kurz: FR) von f.

(Zu Herrn Jean Baptiste Joseph Fourier s. [WIK].) Die Frage der Konvergenz der Fourierreihe ist
immer noch offen; bisher wissen wir also nicht, ob gilt, ob also die Fourierreihe von f wirklich
(und fiir alle s bzw x) gegen f konvergiert. Aber falls es klappt, dann ist diese Funktion ja auf ganz R
definiert. Genauer: Wegen sin(x) = sin(x+ 2nm) und cos(x) = cos(x + 2nx) fiir alle x € R, n € Z ist
dann auch f(x) = f(x+ 2nn) fiir alle x € R, n € Z. Das heif}t, die Funktion ist 2n-periodisch:
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Definition 14.2. Gegeben eine Funktion f : R — R.

(a) f heiBt T-periodisch, falls fiir alle x € R gilt: f(x) = f(x+T). Das (betragsmifBig) kleinste solcher
T hei3t Periode von f.

(b) f heilt gerade [bzw ungeradel], falls f(—x) = f(x) [bzw — f(—x) = f(x)].

Beispiel 14.3. Die Sinusfunktion ist 2t-periodisch und ungerade (blauer Graph):

/

Die Cosinusfunktion ist 27t-periodisch und gerade (griiner Graph).

Satz 14.4. Jede Funktion f : R — R (oder f : [—a,a] — R) lisst sich als Summe g+ h einer geraden
Funktion g und einer ungeraden Funktion h darstellen.

Proof. Sei g(x) = %(f(x) + f(—x)) und sei h(x) = %(f(x) — f(—x)).

Nun konnen wir einfach nachrechnen: g ist gerade, denn

1 1

8(=x) = 5 (f(=x) + f(=(=x))) = 5 (f(=2) + f(x)) = g(x).
Analog ist & ungerade, denn
M) = 3 (£~ F(~(=2))) = = 5 (~F(=) + F(x)) = h(x)
Und f = g+h, denn
8(3) +h(x) = 3 (70 + (=) + 5 ()~ £x) = £(2).

O

Richtig rund wird die Sache, wenn wir alles in C machen. Falls also f : [-7n, ] — C, dann konnen
wir wegen der eulerschen Identitit (I0.1)) die Fourierkoeffizienten a; und by (jetzt komplexwertig!)
geschickt aufteilen, so dass die FR zu

f) =Y ce™, (14.8)
k=—oc0
wird, mit
1 /™ ,
cr=— / f(t)e™dr. (14.9)
TJ-n
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Figure 18: Approximationen der Dreiecksfunktion (a) durch die ersten 2 Terme seiner Fourierreihe
(b); bzw die ersten 4 Terme (c); bzw die ersten 9 Terme (d).

Die FR (14.8)) muss nun von —eo bis e laufen, sonst klappt es nicht. Falls aber f(x) = f(x) fiir
alle x € [—m,m| (z.B. falls f(x) € R), dann gilt c_; = ¢, und dann reicht die Summe von 0 bis co.
Umrechnung:

ay = Cx — C—p, by =i(cr—c—x)

In (I4.9) steht schon fast die eigentliche (kontinuierliche) Fouriertransformation. Genauer ist das

= [ sy ar

Das ist ein eigenes Thema fiir mehr als eine Vorlesung (“Fourieranalysis” oder “harmonische Anal-
ysis” oder Funktionalanalysis.) Das sei hier nur fiir das Gesamtbild erwéhnt, das behandeln wir hier
nicht. Wichtig wird fiir uns die diskrete Fouriertransformation, siche unten.

Nun wenden wir die Uberlegungen aus dem letzten Kapitel auf die Approximation von Kurven an
(also ndherungsweise, siche Abschnitt [3)).

Also: eine gegebene 2m-periodische Funktion soll durch einfache Funktionen approximiert werden.
Einfache Funktionen sind z.B. Polynome. Leicht iiberlegt man sich aber, warum Polynome hier
ungeeignet sind (warum?). Geeignet sind trigonometrische Polynome, siche Gleichung (10.2)) auf

Seite

(Ein Ingenieur wiirde das Problem so formulieren, dass er ein vorgegebenes Schwingungsmuster [z.B.
Sigezahnschwingung, Rechteckschwingung] durch Uberlagerung “reiner” Schwingungen erzeugt,
oder zumindest annédhert. Ein Musiker wiirde sich dafiir interessieren, welche hochfrequenten Tone
(Obertone) er durch gleichzeitiges Erklingen lassen von Grundténen erzeugen kann; s. [WIK].)

Und da haben wir ja bereits eine mogliche Losung (bis auf die immer noch offenen Konvergenzfra-
gen): Wir nehmen die ersten N Summanden der Fourierreihe von f. Probieren wir es einfach mal
aus:

Beispiel 14.5. Sei f: [-%,7t] — R, f(x) = |x|; und sei f die 2n-periodische Fortsetzung von f auf
ganz R (“Dreiecksfunktion”, siehe Fig.[18](a)).
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Figure 19: Approximationen der Rechteckschwingung (a) durch die ersten 4 Terme seiner Fourier-
reihe (b); bzw die ersten 16 Terme (c); bzw die ersten 30 Terme (d).

Die Fourierkoeffizienten sind

4 .
0. a— { ——4 ¢ nungerade
0 : mgerade

N _ .
also ist f(x) = |x| = § —|—n);1 %. (Zu Details s. Ubungsaufgaben.)

Einige approximierenden Funktionen sind in Bild |18|dargestellt: Fiir N = 1 (also 5 — %cos(x), also

zwei Summanden), N = 3 (4 Summanden), N = 8 (neun Summanden).

Insbesondere fillt im letzten Beispiel auf: Die zu approximierende Funktion war gerade, und die
Koeffizienten b,, der (ungeraden) Sinusfunktionen sind alle 0. Das ist ein allgemeines Phanomen:

Bemerkung 14.6. Ist f eine gerade Funktion, so gilt fiir all seine Sinus-Fourierkoeffizienten b, = 0.
Ist f eine ungerade Funktion, so gilt fiir all seine Cosinus-Fourierkoeffizienten a, = 0.

14.1 Gibbssches Phinomen

Die Funktion im letzten Beispiel war stetig, und die Approximation hat offenbar gut geklappt. Betra-
chten wir mal ein Beispiel mit einer unstetigen Funktion, der “Rechteckschwingung” (s. Fig.[19|(a)).
Dazu sei

1 x>0
fil-mm =R, f(x)= 0 :x=0,
-1 :x<0

und f sei seine 27t-periodische Fortsetzung auf ganz R.
f ist ungerade, also sind alle a, = 0, und es ist

b 1 [ . d 2 [, d 2 T
n= 7nf(x) sin(nx)dx = £/0 sin(nx)dx = —Ecos(nx) .

0 : ngerade

- _%(cos(mt) —cos(O)) = %(1 - (—l)n) = { 7?7 : nungerade

Also ist f(x) (hoffentlich) gleich seiner Fourierreihe 2 (sin(x) + sin(3x) + L sin(5x) +---). In Fig.
[19]sind die Approximationen mittels der ersten 4 bzw 16 bzw 30 Termen der FR dargestellt. Offenbar
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nihert sich das insgesamt unserem f an. Aber an den Sprungstellen will es nicht richtig konvergieren:
Es gibt immer “UberschieBer” um etwa 0,2. Diese riicken zwar immer niher an die Sprungstelle
heran, aber niedriger werden sie nicht! Dies beschreibt die folgende Bemerkung.

Bemerkung 14.7 (Gibbssches Phianomen). Ist f eine 2n-periodische Funktion, und hat f eine Sprung-
stelle bei x, und die Hohe des Sprungs ist a. Dann schieft die N-te Fourierreihen-Approximation von
f in der Néhe von x um a - 0,08949... iiber den wahren Funktionswert hinaus. Dieses Maximum wan-
dert mit wachsendem N immer nédher gegen x, aber die Hohe bleibt dieselbe, unabhingig von N. (Fiir
UnterschieBer analog mit Minima).

(Der allgemeine Beweis ist sehr technisch. Der Beweis fiir unser Beispiel steht auf [WIK]].)

Im Beispiel oben ist die Sprunghéhe 2, also sind die Werte der Maxima (= die Hohe der Spitzen) etwa
0,18. Nun kann man sich fragen: Ist das nun konvergent? Oder nicht?
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