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Aufgabe 1

Sei V' ein euklidischer oder unitéarer Vektorraum, und seien die Vektoren xz1,...,x; € V nicht
trivial und paarweise orthogonal, d.h., z; # 0 und (z;,z;) = 0 fiir i # j. Zeigen Sie, dass
Z1,..., 2 linear unabhéngig sind.

(2 Punkte)

Aufgabe 2
Auf dem Vektorraum V' iiber R sei ein inneres Produkt (-,-) definiert. Dann ist duch ||z :=

(z,r)'/? eine Norm auf V definiert. Zeigen Sie, dass diese die folgende Eigenschaften besitzt:
a) llz|* = lyl* = (z +y, 2 —y),

b) Nz = yll* = ll=[I* + llylI* — 2(z, ),

d) lz +yl* + [lz — ylI* = 2/|=[1* + 2[ly[*

)
)
¢) llz+yl* = llz — yl* = 4(z, y),
)
e)

Man konnte nun auf die Idee kommen, den Spiefi umzudrehen und auf einem normierten
Raum durch (c) ein inneres Produkt zu definieren. Zeigen Sie, dass dies im Allgemeinen
nicht moglich ist, indem Sie als Gegenbeispiel eine Norm finden, die (d) verletzt.

(141414142 Punkte)

Aufgabe 3
Sei V' ein normierter Vektorraum mit Norm || - ||. Zeigen Sie, dass fiir alle z,y € V

[zl =yl < [l =yl

gilt. Schlieflen Sie daraus, dass
Tim [, | = [lo]

gilt fiir jede gegen x konvergente Folge (x,,)nen-

(241 Punkte)

— bitte wenden —



Aufgabe 4
Sei V' ein euklidischer Vektorraum. In Aufgabe 2(d) wurde gezeigt, dass die Parallelogramm-
gleichung

lz +yll* + [lz = ylI* = 2[|z[* + 2[|y || (1)

erfiillt ist, wenn die Norm duch ein inneres Produkt erzeugt wird, d.h., wenn ein inneres Produkt
existiert, sodass ||z = (z,y)"/? gilt. Zeigen Sie die Umkehrung, also dass

1
(.y) = (e +yl* = llz —yl*)

ein inneres Produkt definiert, falls (1) erfiillt ist.

Hinweis: Zum Beweis der Linearitit zeigen Sie zuerst die Additivitat, d.h.

{2,y +2) = (z,y) + (z,2)

durch geeignetes Anwenden der Parallelogrammgleichung. Sie konnen dazu die Gleichung
2 2 o 1 o 1 2
lz+y + 2" = llz =y =2l = { llz +y + 2" + Sz +y = 2" + Slle —y + =]
o 1 2 1 2
(e =y =2+ Glle—y+ 2P+ Glle by — =)

verwenden. Zeigen Sie danach die Gleichung (z, cy) = ¢(x,y) zuerst fiir ganzzahlige ¢, dann fiir
rationale ¢, und schlieflen Sie dann mit Hilfe von Aufgabe 3 auf den Fall ¢ € R.
(5 Punkte)

Abgabe bis Freitag, 8.12.2017, 16.00 Uhr, in den Postfichern der jeweiligen Tutoren
im Kopierraum V3-126/128



