Prof. A. Grigoryan, Analysis I WS 2024 /25

Blatt 10 - Abgabe bis 20.12.2024

Zuséatzliche Aufgaben sind mit * markiert

71. Beweisen Sie die folgende Identitéat fiir alle komplexe Zahlen z # w:

e (242 - wf? — 2P

w—z |w—z|2'

72. Fixieren wir eine natiirliche Zahl ¢ > 1. Als g-adische Ziffern gelten alle ganze Zahlen von 0
bis ¢ — 1. Fiir jede endliche Folge {z;};_; von g-adischen Ziffern definieren wir die g-adische
Kommazahl

n
0,2129...2p 1= szq_k.
k=1
(Z.B. wenn q gleich zehn ist, so bekommen wir die iiblichen dezimalen Kommazahlen).

Sei {21 }ro eine unendliche Folge von g-adischen Ziffern. Man definiert die unendliche g-adische
Kommazahl 0, z125...... mit
0, z120...... ;= lim 0, z129...2,,. (23)
n—oo
(a) Beweisen Sie, dass der Grenzwert in (23) existiert und im Intervall [0, 1] liegt.

(b) Beweisen Sie, dass fiir jedes n € N

0,2122..2n < 0,2129...... < 0,2129..2n +q "

Hinweis. Verwenden Sie die folgede Formel aus der Aufgabe 31b:
+1

iak:% (a #1). (24)

k=0
73. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Fir allen e Nund 0 < 2 < 1/n gilt

1
1—nx

(14z)" <

1—22
l—x

Hinweis. Benutzen Sie die Identitat 1 + x =
(b) Es gilt

und die Bernoullische Ungleichung.

1 n
n—oo mn
74. Fixieren wir eine reelle Zahl ¢ > 1 und eine natiirliche Zahl m.

(a) Beweisen Sie, dass fiir alle natiirliche n > 2m + 2 gilt ¢" > en™*!, wobei ¢ eine von ¢ und
m abhéngige positive Konstante ist.

Hinweis. Setzen Sie ¢ = 1 4+ a mit a > 0 und benutzen Sie den binomischen Lehrsatz.

(b) Beweisen Sie, dass



75. * Der Zweck dieser Aufgabe ist den Wert des folgenden unendlichen Kettenbruches zu bestimmen:

(25)

Dafiir definieren wir eine Folge {x,}, .y per Induktion wie folgt:

r1=1lund z,11 = fir alle n € N,

1+,
insbesondere
1 1 1 1
To = ——, I3= , Xy=————, I5= ,  uUsw
T4 T 1y 4 T I L STy 1
T+1 I+ T+
1

Der Wert von (25) wird als lim z,, definiert, vorausgesetzt dass der Grenzwert existiert.
(a) Beweisen Sie, dass fiir alle n € N gilt § <z, < 1.
(b) Beweisen Sie, dass fiir alle n,m € N gilt
1
|$n+1 - xm+1‘ < 5 |l‘n — Tm] -
(c) Beweisen dass fiir alle n,m € N mit n > m gilt
|Ty — T | <27

Datfiir verwenden Sie Induktion nach m.
Beschlielen Sie daraus, dass {z,} eine Cauchy-Folge ist und somit konvergiert.

(d) Bestimmen Sie x = lim z,,, was der Wert des Kettenbruches (25) ist.
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