Prof. A. Grigoryan, Analysis I WS 2024 /25

Blatt 3 - Abgabe bis 01.11.2024

Zusétzliche Aufgaben sind mit * markiert

Bei den Aufgaben mit reellen Zahlen diirfen Sie nur die Aziome von R und ihre Folgerungen
verwenden, die in den Vorlesungen bewiesen wurden.

16. Beweisen Sie folgendes.
(a) Fir alle a,b € R gilt — (a+b) = —a —b.
(b) Fiir alle a,b € R\ {0} gilt (ab) ™' =a"'b~1.
(c) Die Gleichung az = b fiir a € R\ {0} und b € R hat genau eine reelle Losung z = a~1b.

17. Fir alle a,b € R mit b # 0 definieren wir den Bruch
—:=b la.
Beweisen Sie die folgenden Identitéten fiir beliebige reellen Zahlen a, b, ¢, d mit b,d # 0.
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19. Fiir jedes x € R definieren wir den Betrag |z| durch

| = x, fallsz >0,
= —z, falls z <O0.

Beweisen Sie die folgenden Eigenschaften des Betrages.

(a) |z +y| <[z|+y|
(b) [z +yl = ||| — [yl
(c) [yl = Ifﬂlly\

)

(d) 15

= falls y # 0.



20.

21.

22.

23.

* Betrachten wir eine Menge K = {0, 1} die aus zwei verschiedenen Elementen 0 und 1 besteht,
und definieren in K die Operationen + und - wie folgt:

O+xz=2z+0=2z, 14+1=0,
O-x=x-0=0, 1-1=1,
fiir alle z € K.
(a) Beweisen Sie, dass K ein Korper ist. Dieser Korper wird standardméfig mit Fo bezeichnet.
(b) Beweisen Sie, dass in Fy die folgenden Identitédten gelten:
r+x=0 und x-x=u=x.

* Sei X eine Grundmenge. Fiir jede Teilmenge A C X definieren wir die Indikatorfunktion
14:X — Fy mit

1, x€e A
1A($)_{ 0, € A

Bewiesen Sie die folgenden Identitdten fiir beliebige Teilmengen A, B von X.

Bemerkung: Die Operationen + und - mit Funktionen f, g : X — Fy werden wie folgt definiert:
(f+9)(z) = flz) +g(x) und (f-9)(z) = f(z)g(x).

* Mit Hilfe von Indikatorfunktionen der Aufgabe 21 beweisen Sie die folgenden Identitéten fiir
die Mengenoperationen:

(a
(b
(c
(d

) (ANB)NC =AN(BNC)

) (AUB)NC =(ANnC)u(BNC)
) (AAB)NC=(ANnC)A (BNCQC)
) (AUB)“ = A°N B¢

Hinweis. Sie kbnnen annehmen, dass die Mengen A, B, C' Teilmengen einer Grundmenge X sind
(zB. X = AUBUC). Um die Identitat zweier Mengen M, N C X zu beweisen, reicht es zu
zeigen, dass 1) = 1y.

* Sei X eine Grundmenge und F eine Menge von Teilmengen von X, d.h. F C P (X). Definieren
wir den Durchschnitt von allen Mengen A € F mit

(N A={reX:VAecF gitowecA},
AeF

und die Vereinigung von allen Mengen A € F mit

JA={reXx:34cFmitacA}.
AeF

Beweisen Sie die Formeln von De Morgan fiir ﬂ und U:

(ﬂA)C:UAC und (UA)C:(]AC. (3)
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