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Chapter 1

Mengen und reelle Zahlen

09.10.2024 Vorlesung 1

Die zentralen Objekte im Kurs Analysis /11 sind der Begriff von Funktion und die Oper-
ationen mit Funktionen, insbesondere Differenzieren und Integrieren. Somit besteht der
Kurs Analysis I/II aus zwei Bestandteilen: Differentialrechnung und Integralrechnung.
Diese sind mathematische Werkzeuge fiir Untersuchung von Funktionen, die in Anwen-
dungen in Physik, Technik und Wirtschaft weit benutzt werden.

Diese Theorie wird rigorous eingefiihrt d.h. alle wichtige Eigenschaften werden logisch
bewiesen. Dariiber hinaus machen die Beweise einen grofien Teil der Theorie aus.

Um mit dem Begriff einer Funktion arbeiten zu konnen, miissen wir zuerst die The-
orie von reellen Zahlen entwickeln, die die Grundlage der Analysis bildet. Diese sind
Kommazahlen die alle Menschen jeden Tag benutzen, aber fiir Anwendungen in Analysis
benotigen wir einige grundlegende Eigenschaften von Zahlen die auflerhalb der Mathe-
matik kaum bekannt sind.

Die Theorie von reellen Zahlen wird axiomatisch eingefiihrt, d.h. man formuliert einige
Axiome die wir ohne Beweis annehmen, und alle weiteren Eigenschaften werden aus den
Axiomen hergeleitet. Um diese Theorie entwickeln zu konnen, brauchen wir zunéchst die
Mengenlehre: die Theorie von Mengen, die die Sprache der gesamten Mathematik ist.
Die axiomatische Darstellung von Mengenlehre ist ziemlich lang und basiert auf Mathe-
matischer Logik. Wir benutzen stattdessen einen intuitiven Ansatz zur Mengenlehre und
Mathematischen Logik bei dem die Axiome implizit verwendet werden.

1.1 Mengen und Operationen auf den Mengen

Elemente von Mengen. In Mathematik arbeitet man mit verschiedenen Objekten.
Aus Objekten macht man Mengen.

Eine Menge ist eine Sammlung von anderen Objekten, die selbst als ein Objekt
betrachtet wird.

Somit besteht jede Menge M aus bestimmten Objekten, die die Elemente von M heiflen.
Ist = ein Element von M, so schreibt man

reM
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(“x ist Element von M”, “x gehort zu M”, “x ist in M7, “x liegt in M”, “M enthélt z”).
Ist = kein Element von M, so schreibt man

Es gibt eine Menge, die keine Elemente besitzt. Diese Menge heifit die leere Menge und
wird mit dem Zeichen () bezeichnet (eine durchgestrichene Null)

Fiir Mengen benutzt man haufig eine graphische Darstellung. Man zeigt eine Menge
als eine Figure auf der Ebene und ihre Elemente — als die Punkte von der Figure.

Eine Menge kann explizit angegeben werden wie folgt. Zum Beispiel, die Menge M,
die aus den Elementen (Buchstaben) a,b, ¢, d besteht, bezeichnet man mit

M ={a,b,c,d}

(d.h. alle Elemente von M in den geschwungenen Klammern). Das bedeutet, dass die
Elemente von M die Buchstaben a, b, ¢, d sind, und nichts anderes. Zum Beispiel, a € M
wéhrend e ¢ M. Noch ein Beispiel: die Menge M = {a} besteht nur aus einem Element
a.

Die Elemente diirfen selber Mengen sein. Zum Beispiel, die Menge M = {0} besteht
aus einem Element (). (Die Menge {(} soll mit der Menge ) nicht verwechselt werden: die
erste Menge hat ein Element, wiahrend die zweite Menge hat kein Element).

Teilmengen und Inklusion.

Definition. Zwei Mengen A und B heiflen gleich oder identisch wenn
reEAsreB,

wobei der Doppelpfeil < bedeutet “aquivalent”, “genau dann, wenn”. In diesem Fall
schreibt man A = B.

Definition. Menge A heifit Teilmenge von Menge B und wenn
r€A=1x€ B,

wobei das Zeichen = (der Pfeil) bedeutet: “impliziert”, “ergibt”, “aus ... folgt ...”. In

diesem Fall schreibt man
ACB

(“A ist Teilmenge von B”). Die Beziehung C zwischen zwei Mengen heifit Inklusion. Eine
aquivalente Notation: A C B.

Zum Beispiel, es gilt immer ) C A. Es ist klar, dass A = B genau dann gilt, wenn
AC Bund B C A.

Mit Hilfe von den logischen Symbolen ‘=’ und ‘<=’ kénnen wir die Definitionen von
Inklusion und Identitat von Mengen so umschreiben:

A=B & (re As e B), ACB & (r€eA=2€B).

Behauptung. Die Inklusion von Mengen ist transitiv, d.h.

ACB und BCcC = AcC.
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Beweis. Da A C B, so gilt
r€eA=x€ B,

und nach B C C gilt
reB=xe(C.

Es folgt, dass
reA=>2xel

und deshalb AC C. m

Durchschnitt und Vereinigung. Jetzt definieren wir einige wichtige Operationen
auf den Mengen. Haufig ist eine Menge M durch eine Figenschaft E von Elementen
angegeben, d.h.

reM & xerfillt F,

was bedeutet: M ist die Menge von den Elementen x mit der Eigenschaft E. In diesem
Fall schreibt man auch

M ={x:zerfillt E} oder M ={z | x erfillt E}.

Definition. Der Durchschnitt zweier Mengen A und B ist die folgende Menge
ANB={z:z€AundzeB}={zx:x €A N z € B},

wobei das Zeichen A (der Keil) bedeutet “und”.

Die aquivalente Definition ist:
r€eANB & v€A N zeB.

Die Mengen A und B heien disjunkt wenn AN B = ().
Definition. Die Vereinigung zweier Mengen A und B ist die folgende Menge:

AUB={z:x€Aoderx € Bf={z:x€ AV x € B},

wobei das Zeichen V bedeutet “oder”.
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AUB

Die aquivalente Definition ist:

reAUB&sxe AV € B

Beispiel. Es folgt aus den Definitionen, dass
ANBCACAUB

und
ANBcBcCc AUB.

Gelten die Inklusionen A” C A und B’ C B, so erhalten wir
ANB CcANB

und
A UB c AUB.

Auch gelten die Identitéiten
ANA=A=AUA

und

ANP=0, AuUd=A.

Die Gesetze von den Operationen N, U.

Satz 1.1 Die Operationen N und U sind kommutativ und assoziativ, d.h. die folgenden
Identitdten gelten fir alle Mengen A, B.

(a) (Kommutativgesetze)

ANB=BNA und AUB=BUA

(b) (Assoziativgesetze)

(ANB)NC=An(BNC) wund (AUB)UC=AU(BUC).
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Das Wort “kommutativ”’ bedeutet, dass die Operanden A und B vertauschbar sind.
Das Wort “assoziativ”’ bedeutet, dass das Ergebnis zweier Operationen unabhéangig von
der Reihenfolge der Operationen ist.

Beweis. (a) Es ist klar, dass
reANBSrcANzeEB & veB ANoveceAsreBnNA
woraus die Identitit AN B = BN A folgt. Die zweite Identitat beweist man analog:
reAUB&SrcAVreB & rxeBVaeecAsre BUA
(b) Nach den Definitionen erhalten wir

re(ANB)NCwze ANB AN zel
SxeANzxeB) Nzel
sSreAANzeB ANxel.

Gleichfalls erhalten wir

re AN(BNC)sze AN zeBNC
sreAN(xeB AN zel)
sSreAANzeB AN xel

woraus die erste Identitat folgt. Die zweite Identitat beweist man analog:

re (AUB)UCswzxe€A V zeBV z2€C&re AU(BUC)

[ ]
Man definiert den Durchschnitt der Mengen A, B, C' durch
ANBNC:=(AnB)NnC.
wobei das Zeichen “:=" bedeutet “ist definiert durch”, und die Vereinigung dreier Mengen
A, B, C durch

AUBUC:=(AUuB)UC.

Es folgt aus dem obigen Beweis, dass

reANBNCwzecANzeB ANzel
r€e AUBUC e AV zeéB VvV ze(.

Satz 1.2 (Distributivgesetze) Es gelten die Identitdten
(ANB)UC =(AuC)Nn(BUC) (1.1)

und

(AUB)NC =(ANnC)u(BNC) (1.2)
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Das Wort “distributiv” bedeutet, dass C' auf A und B distributiert (verteilt) werden
kann.

11.10.2024 Vorlesung 2

Beweis. Beweisen wir zunéchst (1.1). We haben nach Definition

re(ANB)UC sz (ANB) Vzel
SxeANzxeB) Vel

und
re(AUC)N(BUC) = (x€e AV xzelC) N (xeB V xel).

Betrachten wir die folgenden Aussagen:
A=(re€eA), B=(xeB), C=(xel).
Dann bleibt es zu zeigen, dass
AANBVC & (AVC) AN (BVC, (1.3)

d.h. das Distributivgesetz fiir Aussagen.

Vor dem Beweis von (1.3) besprechen wir die Ergebnisse von Operationen A und V
mit Aussagen. Jede Aussage kann wahr oder falsch sein, wir schreiben entsprechend w
oder f. Dann gelten offensichtlich die folgenden Regeln:

wAW=w
wAf=fANw=Ff
fNF=T

und
wVw=uw
wV f=fVw=w
fvri=17,

die in der axiomatischen Mathematischen Logik als Axiome angenommen werden.
Um (1.3) zu beweisen, betrachten wir zwei Félle.
Fall 1. C = w. Dann sind die beiden Seiten von (1.3) wahr, und die Aquivalenz gilt.
Fall 2. C = f. Dann erhalten wir

AANB VC & ANANDEB
und
(AVC) AN BVCesANDES,
woraus (1.3) folgt.
Analog ist (1.2) dquivalent zum zweiten Distributivgesetz fiir Aussagen:
AV B ANC & (ANC)V (BAC). (1.4)

Fall 1. C = f. Dann sind die beiden Seiten von (1.4) falsch.
Fall 2. C = w. Dann sind die beiden Seiten von (1.4) dquivalent zu A V B, woraus
(1.4) folgt. m
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Subtraktion von Mengen.

Definition. Die Differenzmenge A\ B zweier Mengen A, B ist definiert wie folgt:

A\B:={z:x€ A N x ¢ B}.

Die aquivalente Definition ist
reA\BerecA N x¢B.

Das Zeichen \ (umgekehrter Schrégstrich) heifit “Mengenminus” oder einfach “Minus”.
Es folgt, dass A\ B C A, wahrend A\ B und B disjunkt sind. Zum Beispiel, A\ A = ()
und A\ ) = A.

Potenzmenge. Betrachten wir jetzt nur die Teilmengen einer Grundmenge X.

Definition. Die Menge von allen Teilmengen der Menge X heifit die Potenzmenge von
X und ist mit P (X) (oder 2%) bezeichnet. d.h.

AeP(X)e ACX.

Mit anderen Worten die Elemente von P (X) sind alle Teilmengen von X. Die Opera-
tionen U, N, \ mit den Elementen von P (X) ergeben offensichtlich wieder Elemente von
P (X). Es gilt immer ) € P (X) und X € P (X).

Beispiel. Fir X = 0 gilt P (X) = {0} . Fir X = {a} gilt

P(X) ={0,{a}}.

Fir X = {a,b} gilt
P (X) = {(Z)’ {CL} ) {b} ) {CL, b}} :
Fir X = {a,b,c} gilt

P(X) ={0.{a} {0} . {c},{a, b} {a,c} . {b,c} {a,b,c}}.
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Komplement. Fiir die Elemente von P (X) gibt es noch eine Operation, die “Komple-
ment” heifit.

Definition. Fiir jede Menge A € P (X) definieren wir das Komplement A¢ durch

A°= X\ A

Aquivalent haben wir: fiir all z € X,
re A xd A (1.5)

Man benutzt fiir das Komplement A¢ auch die Notation CA (wobei ‘C” aus dem englischen
Wort “Complement” stammt).
Es folgt aus (1.5), dass
(A9)° = A.

Satz 1.3 Die folgenden Identititen gelten fiir die beliebigen Mengen A, B € P (X):

A\ B=AnNDB* (1.6)
(AN B) = A°U B° (1.7)
(AUB)" = A°n B (1.8)

Die zweite und dritte Identitaten heilen De Morgan Formeln. Diese Formeln lassen
sich als die folgende Regel formulieren: das Komplement der Vereinigung ist der Durch-
schnitt der Komplementen, und umgekehrt.

Beweis. We haben fir alle z €¢ X

reA\BerecANx¢B
sSreA N xe B
S rxe AN B

woraus (1.6) folgt.
Um die zweite Identitdt (1.7) zu beweisen, schreiben wir zuerst

re€(ANB) < x¢ ANB.
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Nun brauchen wir die Negation (Verneinung) der Aussage x € A N B. Die Negation
bezeichnet man mit dem Zeichen —, so dass

r¢ ANB& ~(re ANB)& - (x €A N z€B).
Fiir beliebige Aussagen A, B gelten die folgenden Regeln:

- (A und B) & —A oder =B
- (A oder B) & = A und -B ’

d.h. “und” und “oder” verwandeln sich ineinander unter der Negation. Diese Regeln
lassen sich wie folgt umschreiben:

(A AN B)e-AV B
AV B)e-A AN B

Zum Beweis soll man verschiedene Kombinationen von w und f fiir A und B tiberpriifen.
Zum Beispiel, wenn A und B wahr sind, so gilt

“(wAw)=—-w=f und ~w V-w=fVf=/f
wenn A = w und B = f so gilt

CWAf) = f mw wnd ~w Vof = fVw =,
wenn A = f und B = f so gilt

~(fAf)=-f=w und ~f Vof =wVw=uw,

so dass in alle Fallen

(AN B)e-AV B

Analog beweist man die zweite Regel
“(AV B)e-A AN B
Es folgt, dass

re€(ANB) < -(r€A N x€B)
S a(xeA) vV - (reB)
sr¢ AV réB
SrecA°V e B
S e A°U BY
woraus die Identitdt (AN B)® = A°U B¢ folgt.

Analog lésst sich auch die dritte Identitédt (1.8) beweisen. Alternativ beweist man
(1.8) mit Hilfe von (1.7) und der Identitat (A°)° = A wie folgt:

(A°N B9 = (A9)°U(B°)" = AU B,

woraus A°N B¢ = (AU B)* folgt. m
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Symmetrische Differenz.

Definition. Die symmetrische Differenz A A\ B zweier Mengen A, B wird wie folgt
definiert:

AAB=(A\B)U(B\A).

Es folgt daraus, dass
r€eAANBs (xreANx¢B)V (xeB Nax¢A),

d.h. z € A A B gilt genau dann, wenn x genau zu einer Menge von A, B gehort.
Fiir symmetrische Differenz gelten die folgenden Identitaten.

1. Alternative Definition (Aufgabe 10):

AAB = (AUB)\ (AN B).

2. Kommutativgesetz (offensichtlich):

AANB=BAA.

3. Assoziativgesetz (Aufgabe 2):
(AAB)AC=AA(BAC).

4. Distributivgesetz beziiglich N (Aufgabe 3):

AN(BAC)=(ANB)A(ANC).

Kartesisches Produkt.

Definition. Fiir je zwei Mengen A, B definieren wir kartesisches (direktes) Produkt A x B
der Mengen A, B wie folgt: die Menge A x B besteht aus allen geordneten Paaren (z,y)
wobei x € A und y € B:

AxB={(z,y):x €A, yeB}.

Das geordnete Paar (z,y) ist ein neues Objekt, das man aus den Elementen von A und B
erstellt. Zwei Paaren (z,y) und (2/,y’) sind gleich genau dann, wenn x = 2’ und y = ¢/'.
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Beispiel. Fiir die Mengen A = {a,b} und B = {0, 1} erhalten wir nach Definition

Ax B ={(a,0),(a,1),(b,0),(b,1)}.

Beispiel. Sei X eine waagerecht Gerade in der Ebene und Y — eine senkrechte Gerade.
Dann kann das Produkt X x Y als die Ebene dargestellt werden.

YA
XY

y (x 2y )

Kartesisches Produkt ist nicht kommutativ, aber assoziativ. Beachten wir, dass
(Ax B)x C={((x,y),2):x € A,y € B,z € C}

und
Ax (BxC)={(z,(y,2)) :x € A,y e B,z C}.

Nun identifizieren wir die Paaren ((x,y),z) und (z,(y,2)) miteinander und mit dem
geordneten Tripel (z,y, z) nach Definition:

((z,9),2) = (z,(y,2) = (z,y,2).
Dann gilt fiir kartesisches Produkt das Assoziativgesetz:
(AxB)xC=Ax(BxC).
Dartiber hinaus definieren wir kartesisches Produkt A x B x C' dreier Mengen A, B, C' mit
Ax BxC:={(z,y,2):x€ A,ye B,z€ C},
und erhalten, dass
(AxB)xC=Ax(BxC)=AxBxC.
Kartesisches Produkt erfiillt auch das Distributivgesetz:
(A1 x Ay) X B=(A; x B)x (A3 X B)

wobei * irgendeine Mengenoperation N, U, \, A bezeichnet (Aufgabe 12).
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16.10.2024 Vorlesung 3

1.2 Abbildungen

Gegeben seien zwei Mengen X,Y. Eine Abbildung (=Funktion) f von X nach Y ist
eine Zuordnung (Vorschrift, Regel) = +— y, die jedem Element z € X genau ein Element
y € Y zuordnet. Die Abbildung wird wie folgt bezeichnet:

F:X Y oder XLV

Wenn dem Element z € X das Element y € Y zugeordnet ist (d.h. x — ¥), so heifit
y der Wert von f an der Stelle z (oder das Bild von z) und wird mit f (x) bezeichnet.
Sprachweise:

x auf y (oder auf f(z)) abgebildet wird.

Man bezeichnet die Abbildung auch mit

f: X—=Y
z— f(x)

oder mit

Xszm f(x) €Y.
Die Menge X heifit der Definitionsbereich (oder Definitionsmenge) von f, die Menge Y

— der Wertebereich (oder Zielmenge).

Zwei Abbildungen f : X — Y und g : X’ — Y’ heiflen gleich oder identisch wenn
X=X,Y=Y"und f(x) =g(x) fir alle z € X.

Jetzt besprechen wir, was genau eine Zuordnung z +— y bedeutet. Unterhalb benutzen
wir die folgenden logischen Symbolen ( Quantoren):

V bedeutet “fiir alle”, “fiir jedes”,
4 bedeutet “es existiert”, “es gibt mindestens ein”, “fiir mindestens ein”,

3! bedeutet “es gibt genau ein”, “es existiert genau ein”.

Das Zeichen V stammt aus dem umgedrehten Buchstabe “A” (Alle) und heiit Allquantor.
Das Zeichen 3 stammt aus dem umgedrehten “E” (Existiert) und heifit Ezistenzquantor.

Jetzt geben wir eine genaue Definition was eine Zuordnung ist.

Definition. Eine Zuordnung = — y (wobei x € X und y € Y)) ist eine Teilmenge G von
X x Y mit der folgenden Bedingung:

Vee X 3dlyeY mit (z,y) € G. (1.9)

Jede solche Teilmenge G C X x Y heifit ein Graph.
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XxY

(x.y)

Die Eigenschaft (1.9) erlaubt jedem z € X genau ein y € Y zuordnen, was eine
Abbildung
f: X—=Y
x ey = f(z)
bestimmt. Eine Zuordnung ist somit ein Graph.
In Bezug auf die Funktion f konnen wir den Graph G wie folgt darstellen:

G={(z,f(z) e X xY :zeX}.

Die Menge G heifit dann der Graph der Abbildung f.
Jetzt konnen wir eine richtige Definition von Abbildung angeben.

Definition. Eine Abbildung f ist ein Tripel (X,Y,G) von dem Definitionsbereich X,
Wertebereich Y und einem Graph G C X x Y.

Beispiel. Die Abbildung f : X — X mit f(x) = x heifit die Identitatsabbildung der
Menge X. Man bezeichnet die Identitétsabbildung von X mit Idy, so dass Idx (z) = =

fir alle € X. Der Graph von Idx besteht aus den Paaren (z,x), die die Diagonale von
X x X formen.

Beispiel. Betrachten wir eine beliebige Menge X und die Menge Y = {0,1}, die aus
den Symbolen 0,1 besteht. Sei A eine Teilmenge von X. Definition wir eine Funktion
1,: X — Y mit

1, z € A,

1,4(90):{ 0, x € A-.

Der Graph von 14 besteht aus den Paaren (z,1) mit z € A und (x,0) mit x € A°. Die
Funktion 14 heifit die charakteristische Funktion oder die Indikatorfunktion von A.

Urbild.
Jede Abbildung f : X — Y induziert eine Abbildung f~!: P (Y) — P (X) wie folgt.
Fiir jede Teilmenge A C Y, definieren wir das Urbild f~' (A) von A durch

fHA)={ze X f(z) € A},

d.h. fiir jedes z € X gilt
ref (A e f(r) e A (1.10)
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f: X=Y
\
i)
1P = PRY) .

Nach Definition ist f~! (A) eine Teilmenge von X, und somit bestimmt die Zuordnung
A f7H(A)
eine Abbildung von P (Y') nach P (X). Diese Abbildung

P ) =P )
A fH ()

heif3t die Urbildabbildung von f.

Satz 1.4 Die Urbildabbildung f~' : P(Y) — P (X) ist mit den Mengenoperationen
N, U, \ vertauschbar:

Beweis. We haben nach (1.10)

r€f'(ANB)& f(r) e ANB
s f(r)e AN f(x)eB
sref A Axef (B
szef 1 A)nf (B

woraus die erste Identitat folgt. Die anderen Identitaten werden analog bewiesen. m

Komposition von Abbildungen. Seien X,Y, Z beliebige Mengen.
Definition. Gegeben seien zwei Abbildungen

x4y Lz

die Komposition (Verkettung, zusammengesetzte Abbildung) von f und g ist eine Abbil-
dung f o g von X nach Z die wie folgt definiert ist:

(fog)(x)=flg(x)),
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Mit anderen Worten, die Komposition ist die folgende Abbildung:
fog: X —2Z7
z— f(g(z)).

Schematisch kann man die Komposition so darstellen:

x-&y /Loy
Jog

Beispiel. Fiir jede Abbildung g : X — Y ist die Komposition Idy og auch eine Abbildung
von X nach Y, was aus dem folgenden Diagram klar ist:

XLy%y

und es gilt
Idy og = g. (1.11)

In der Tat, fiir jedes x € X gilt
(Idy og) (z) = Idy (g9 (x)) = g (),

woraus (1.11) folgt. Analog gilt
goldx =g.

Man muss betonen, dass die Komposition f o g nur dann wohldefiniert ist, wenn der
Wertebereich von ¢ im Definitionsbereich for f liegt so dass f (¢ (x)) definiert ist. Daraus
folgt, dass g o f nicht unbedingt wohldefiniert sein soll, sogar wenn f o g wohldefiniert ist.
Insbesondere kann man nicht erwarten, dass die Komposition kommutativ ist. Aber die
Komposition ist immer assoziativ.

Satz 1.5 (Assoziativgesetz fiir Komposition) Fir je drei Abbildungen
xhyszLhy

gilt die Identitat
(fog)oh=fol(goh).

Beweis. Bemerken wir zunéchst, dass die beiden Verkettungen (f o g)oh und fo(goh)
von X nach U abbilden, wie man auf den folgenden Diagrammen sieht:

(fog)oh

fog
Y hys. 7z Ly
goh

fo(goh)
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Fiir jedes x € X gilt

((feg)oh)(z)=(fog)(h(x))=[(g(h(x))

und analog
(felgoh) (x)=f(lgoh)(x))=f(g(h(z))),
woraus die Identitat (fog)oh = fo(goh) folgt. m

Das Assoziativgesetz erlaubt uns die Verkettung dreier Abbildungen zu definieren wie
folgt:
fogoh:=(fog)oh.

Schematisch sieht die Komposition f o g o h so aus:

Y Lys. 7z Ly
Jogoh

18.10.2024 Vorlesung 4

Satz 1.6 Gegeben seien zwei Abbildungen
x%tyLz
Die folgende Identitat gilt fur die Urbildabbildungen:
(feg) =g lof (1.12)

Beweis. Nach Definition haben wir das folgende Diagramm von der Urbildabbildungen
f~tund g7t

PX) < ) L= )
glof!

Somit ist g~' o f~! wohldefiniert als eine Abbildung von P (Z) nach P (X). Es folgt
aus X 1% 7 , dass auch
0a) !
Px) L p(z).

Insbesondere kénnen wir die Abbildungen (f o g)~" und g~ o f~! vergleichen. Es gilt fiir
jede Teilmenge A C Z

z€(fog) ' (A) & fog(z)eA
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flg(z ))EA

g(z) e [T (A)

TeEyg (f (A))

reg! (A)
(

woraus (fog) " (A) = (g o f~1) (A) folgt und somit auch (1.12). m

1111@1}

Inverse Abbildung. Gegeben seien zwei Abbildungen X Ly % X. Dann sind die
beiden Kompositionen

fog:Y =Y und gof: X —-X

wohldefiniert.

Definition. Eine Abbildung ¢ : Y — X heifit die inverse Abbildung (Umkehrabbildung,
Umkehrfunktion, inverse Funktion) von f : X — Y, wenn

fog=Idy und gof=Idx.

In diesem Fall ist f auch die inverse Abbildung von g.
Die inverse Abbildung ist eindeutig bestimmt: gibt es zwei inverse Abbildungen ¢,
und g9 von f, so erhalten wir

gl:gloIdY:glo<fog2):(glof)og2:IdXog2:92-

Wir besprechen jetzt die Bedingungen fiir Existenz der inversen Abbildung.
Definition. Eine Abbildung f : X — Y heifit bijektiv wenn

VyeY JlzeX mit f(z) =y, (1.13)

d.h.
Yy € Y gibt es genau ein z € X mit f (z) = y.

Definition. Eine Abbildung f : X — Y heifit surjektiv wenn
VyeY dreX mit f(z) =y,

d.h.
Vy € Y gibt es mindestens ein x € X mit f (z) = v.
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Definition. Eine Abbildung f : X — Y heifit injektiv wenn

1 # Ty = f(71) # f(72)

was aquivalent zu
f(21) = f(x2) = 21 = 22,
d.h.
Yy € Y gibt es hochstens ein z € X mit f (z) = y.

x L. vy x L. vy X L. vy
\ ]
[
bijektiv surjektiv injektiv

Es folgt, dass eine Abbildung f bijektiv genau dann ist, wenn f surjektiv und in-
jektiv ist. In der Tat, die Existenz von x in (1.13) folgt aus der Surjektivitéat, und die
Eindeutigkeit von x — aus der Injektivitat.

Satz 1.7 FEine Abbildung f : X — Y hat eine inverse Abbildung genau dann, wenn f
bijektiv ist.

Beweis. Hat f eine inverse Abbildung g, so gelten f o g =1Idy und go f = Idy, d.h.

flagy)=y VyeYy (1.14)

und

g(f(@) =2 VoeX (1.15)

Es folgt aus (1.14), dass f (x) = y fiir = g (y) erfiillt ist. Somit ist f surjektiv. Zeigen
wir jetzt, dass f injektiv ist. Gilt f (x1) = f (x2), so erhalten wir aus (1.15)

z1 =g (f (1)) = g (f (22)) = 2.

Somit ist f injektiv und auch bijektiv.
Umgekehrt, ist f bijektiv, so definieren wir die Abbildung ¢ : ¥ — X wie folgt: fiir
jedes y € Y gibt es genau ein x € X mit f (z) = y, so setzen wir g (y) = x. Dann gelten

(feg)y)=flgWw)=[f(z)=y

und

(gof)(x)=9g(f(zx) =gy =,
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woraus fog=Idy und go f = Idx folgen. Damit hat f die inverse Abbildung. =

Existiert die inverse Abbildung von f, so bezeichnet man sie mit £, d.h.

fof'=1Idy und f'of=1Idy.

Warnung. Man soll die inverse Abbildung f~' :' Y — X mit der Urbildabbildung
[P (Y) — P(X) nicht verwechseln, obwohl sie identisch bezeichnet werden.

Bemerkung. Sei f : X — Y bijektiv. Dann fiir jedes y € Y besteht das Urbild f~! ({y})
aus einem einzigen Element z € X, d.h. f~' ({y}) = {z}. Nach Definition der inversen
Abbildung f~!, we haben in diesem Fall auch f~!(y) = .

Satz 1.8 Gegeben seien zwei bijektive Abbildungen X Y L. 7. Dann ist f og auch
bijektiv und die folgende Identitdt gilt fir die inversen Abbildungen

(feg) =g lof (1.16)

Beweis. Wir haben Z L Y L X und
fog: X —Z und glof':7Z—X.
Mit Hilfe von dem Satz 1.5 (Assoziativgesetz fiir Komposition) erhalten wir
(977 e f)e(feg)=((9 o f)of) ey
=(97 o (fof))oy

= (gfl o Idy) og

=g log=1Idx

und analog

(fog)o(g7tof™) =1ds.
Somit ist g~ o f~! die inverse Abbildung von f o g. Folglich ist f o g bijektiv nach dem
Satz 1.7. m

1.3 Axiomensystem von reellen Zahlen

Sei M eine beliebige Menge. Eine (zweistellige) Operation * auf M ist eine Abbildung
Mx M — M
(z,y) — z*y

so dass x x y ein Element von M fiir alle z,y € M ist. Eine Relation < auf M ist eine
Abbildung

M x M — {w, f}
(z,y) =2 <y
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so dass x <1 y zwei Werte annimmt: wahr oder falsch.

Zum Beispiel, sei M = P (X) fiir eine Grundmenge X. Dann sind der Durchschnitt N,
die Vereinigung U und die Mengendifferenz \ die Operationen auf M, und die Inklusion
C ist eine Relation auf M.

Hier definieren wir axiomatisch die Menge von reellen Zahlen. In dieser Menge sind
zwei Operationen definiert: Addition + und Multiplikation -, sowie eine Relation Ungle-
ichung <.

Definition. Eine Menge R heifit die Menge von reellen Zahlen und ihre Elemente heiflen
reelle Zahlen wenn in R zwei Operationen Addition + und Multiplikation - und eine Re-
lation < definiert sind, die die folgenden vier Gruppen von Axiomen (insgesamt vierzehn
Axiome) erfiillen.

I. Axiome der Addition.

1. (Das Nullelement) Es existiert eine Zahl 0 € R, so dass fiir alle z € R

r+0=04+2==x.

2. (Das Negative) Fiir jedes = € R existiert eine Zahl —z € R (das Negative von z), so
dass
r+ (—z)=(—2)+z=0.

3. (Assoziativgesetz fiir +) Fiir alle z,y, z € R gilt
(z+y)+z=z+(y+2).
4. (Kommutativgesetz fiir +) Fiir alle z,y € R gilt

TH+Yy=y+zx

Die Zahl x 4 y heifit die Summe von z,y.
Eine Menge K mit Operation + die die Axiome 1.1-3 erfiillt, heifit eine (additive)
Gruppe. Wenn auch das Axiom 4 erfiillt ist, so heiflit die Gruppe K kommutativ.

II. Axiome der Multiplikation.

1. (Das Einheitselement) Es existiert eine Zahl 1 € R\ {0}, so dass fiir alle z € R

2. (Das Inverse) Fiir jedes x € R \ {0} existiert eine Zahl z=! € R (das Inverse von
x), so dass

3. (Assoziativgesetz fiir -) Fiir alle z,y, z € R gilt

(z-y)-z=2-(y-2).
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4. (Kommutativgesetz fiir -) Fiir alle z,y € R gilt
ZI/‘ . y _= y . :L'.
5. (Distributivgesetz) Fiir alle z,y,z € R gilt
(x+y)-z=z-2+y- =z
Die Zahl z - y heiit das Produkt von x,y. Man schreibt auch zy anstatt z - y.
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Eine Menge K mit Operationen + und - die alle Axiome der Gruppen I und II erfiillen,
heifit Kérper. Die Gruppen I und II von Axiomen heiflen auch Kdérperaziome. Insbeson-
dere ist R ein Korper. Es gibt auch andere Beispiele von Korper, die wir spater besprechen.

II1. Anordnungsaxiome. Die folgenden Eigenschaften gelten fiir alle x,y, z € R.

1. (Vergleichbarkeit) Es gilt genau eine der folgenden Relationen: = < y oder y < x
oder x = y.

2. (Transitivitat)
r<y Ny<z =<z

3. (Beziehung zur Addition)

r<y =r+z<yt+=z

4. (Beziehung zur Multiplikation)

O<z ANO<y=0<x-y.

Die Relation x < y wird aquivalent als y > x geschrieben. Eine Zahl x heifit positiv
falls > 0. Nach dem Axiom III.4, das Produkt zweier positiven Zahlen ist positiv.

Eine Relation < auf einer Menge K heifit (totale) Ordnung wenn sie die Anordnungsax-
iome 1-2 erfiillt. In diesem Fall heifit die Menge K (total) geordnet. Die Axiome 3 und 4
etablieren die Beziehung zwischen der Ordnung und den Korperoperationen. Ein Koérper
K der auch die Anordnungsaxiome erfiillt, heit angeordneter Korper. Somit ist R ein
angeordneter Korper.

Wir definieren auch die unechte Ungleichung: = < y (oder y > x) gilt genau dann,
when entweder z < y oder x = y gilt, d.h.

rly&sr<y Vr=y.

IV. Vollstandigkeitsaxiom. Seien A, B nichtleere Teilmengen von R mit der Eigen-
schaft
Yae A Vbe B gilt a <b.

Dann existiert eine Zahl ¢ € R so dass

Vae A Vbe B gilt a <c<b.
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Man sagt, dass die Zahl ¢ die Mengen A und B trennt (oder ¢ zwischen A und B liegt).

Man stellt die reellen Zahlen grafisch dar als die Punkte auf einer waagerechten Gerade
— Zahlenachse. Die Punkte am links sind immer kleiner als die Punkte am rechts. Das
Vollstandigkeitsaxiom bedeutet folgendes: liegt eine Menge A links von B, so existiert ein
Punkt ¢ zwischen A und B. Man kann es auch so vorstellen, dass die Zahlenachse keine
Liicke enthalt.

A B
a c b R

Wir werden sehen dass alle wesentlichen Ergebnisse der Analysis auf dem Vollstandigkeitsaxiom.
Natiirlich stellt sich die Frage, warum es eine Menge R gibt, die alle diese Axiome

erfiilllt. Mit Hilfe von Mengenlehre kann man eine Menge R konstruieren, die alle Axiome

von reellen Zahlen erfiillt, was die Existenz von R beweist. Wir werden diese Konstruktion

spater kurz besprechen.

1.4 Folgerungen aus den Korperaxiomen

Folgerungen aus den Axiomen der Addition. Jetzt zeigen wir, wie man aus den
Axiomen die iiblichen algebraischen Regeln bzw die weiteren Eigenschaften von reellen
Zahlen gewinnt.

[1] Das Nullelement ist eindeutig bestimmdt.

Seien 0 und 0" zwei Nullelemente. Nach Definition erfiillen 0 und 0’ die folgenden
Identitaten, fiir alle x € R:
r+0=0+z=2

und
x4+0=0+2z=n=x.

Einsetzen in der ersten Identitdt = = 0’ ergibt
04+0=0+0=0
und in der zweiten Identitat x = 0 ergibt
04+0=0+0=0,
woraus 0" = 0 offensichtlich folgt.

2] Das Negative von © € R ist eindeutig bestimmd.

Seien y und z zwei Negative von z. Nach Definition erfiillen y und z die folgenden
Identitaten:

r+y=y+x=0

und
r+z=z+x=0.
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Es folgt nach Axiom I.1
y+(z+2)=y+0=y

und nach Axiomen [.3 und I.1
y+(@+2)=Wy+a)+z2=0+z=z,

woraus y = z folgt.
3] Es gelten

und

fur alle x € R.

Da nach Axiom I.1 gilt 0 + 0 = 0, so sehen wir, dass 0 die Definition von —0 erfiillt.
Nach [2] beschliefen wir, dass —0 = 0. Bezeichnen wir mit y das Negative von —z, d.h. y
erfiillt

(—2)+y=y+(—x)=0. (1.17)

Da nach Definition von —zx gilt
r+ (—x)=(—x)+2=0,

so folgt es, dass die Identitédten (1.17) fiir y = z erfiillt sind. Nach der Eindeutigkeit des
Negatives erhalten wir, dass das Negative von (—z) gleich x ist.

[4] Fir jede a,b € R hat die Gleichung x4+ a = b eine eindeutige Losung x = b+ (—a).
Die Zahl = b+ (—a) erfiillt die Gleichung, weil
r+a= b+ (-a)+a=b+((—a)+a)=b+0=0.

Andererseits folgt es aus der Gleichung = + a = b, dass

(z+a)+ (—a) =b+ (—a),

r+(a+(=a)) =b+(=a),

r=0b+(—a),

so dass x = b+ (—a) eine eindeutige Losung ist.

Definition. Die Summe b + (—a) wird auch mit b — a bezeichnet und heifit die Differenz
von b und a. Die Operation (a,b) — b — a heifit Subtraktion.

Folgerungen aus den Axiomen der Multiplikation. Die Beweise der folgenden
Eigenschaften [5] — [8] sind analog zu [1] — [4] und werden hier nicht angegeben.

[5] Das Einheitselement 1 ist eindeutig bestimmdt.
[6] Das Inverse von x € R\ {0} ist eindeutig bestimmd.
[7] Es gelten 17 =1 und (z71) "' =z, fir alle z € R\ {0}.

8] Fir jede a € R\ {0} und b € R hat die Gleichung ax = b eine eindeutige Losung
xr = a b (Aufgabe 16 (c)).

Definition. Das Produkt a~'b heifit der Quotient von b und a und wird mit b/a oder g
bezeichnet. Die Operation (a,b) — b/a heifit Division. Insbesondere gilt a=* = 1/a.
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Folgerungen aus dem Distributivgesetz.
9] 20 =0x =0 fir allex € R
Setzen wir a = x0. Da 0 + 0 = 0, so erhalten wir aus dem Axiom II.5
a=20=2x(0+0)=20+ 20 = 20 + a.
Es folgt aus [4], dass
20 =a+ (—a) =0.

[10] zy=0 < =0 V y=0.

Ist z =0 oder y = 0, so gilt xy = 0 nach [9]. Beweisen wir, dass zy = 0 ergibt x = 0
oder y = 0. Nehmen wir an, dass x # 0. Losen der Gleichung zy = 0 beziiglich y mit
Hilfe von [8] ergibt y = 270 = 0, wobei wir [9] benutzt haben.

11] (-1)z=—=x
Mit Hilfe von Axiomen II.1, I1.5, 1.2 erhalten wir

z+(-Dez=lz+(-Dax=(1+(-1)z=0x=0,

wobei die letzte Identitét nach [9] gilt. Somit erfiillt (—1) 2 die Definition des Negatives
von x, und nach [2] beschlieflen wir, dass (—1)z = —x.

[12] (=1) (=2) = .
Wir haben nach [11] und [3], dass

[13] — (z+y) = —z —y (Aufgabe 16 (a)).

[14] = (-y) = —(zy)
Nach [11] und Axiomen II.3, I1.4 erhalten wir

[15] (—z) (—y) = zy. Insbesondere (—1) (—1) = 1.
Einsetzen in [14] (—x) statt = ergibt

Fiir x = y = 1 erhalten wir
(-)(-1)=1-1=1.

[16] Bezeichnen wir2=1+1,3 =241 und

.132 = T, .T3 = .TQJI = TxI.

Dann gilt fir alle z,y € R
(z+y)* =2 + 2zy + 1>
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und
(z+y)° = 2% + 322y + 3xy® + ¢°

(Aufgabe 18).

Bemerkung. Obwohl wir die Zahl 2 definiert haben, es ist noch nicht klar ob 2 von 0
und 1 abweicht (bemerken wir, dass 1 # 0 nach Axiom II.1 gilt). Die Korperaxiome allein
implizieren die Existenz von Zahlen aufler 0 und 1 nicht. Zum Beispiel, betrachten wir
die Menge K = {0, 1}, die aus zwei Elementen 0 und 1 besteht, und definieren Addition
und Multiplikation in K mit

0+0=0, 0+1=14+0=1, 14+1=0

und
0-0=0-1=1-0=0, 1-1=1.

Dann werden alle Axiome von Addition und Multiplikation erfiillt, so dass K ein Korper
ist (Aufgabe 20). Dieser Korper with mit Fy bezeichnet. In Fy gilt offensichtlich 2 = 0.
Dass in R gilt 2 # 0 ist eine Folgerung von Anordnungsaxiomen unterhalb.

1.5 Folgerungen aus den Anordnungsaxiomen

17 z<y Ny<z=zx<zundrx<y N y<z = <z

Ist y < z, so folgt die erste Aussage aus dem Axiom II1.2. Ist y = z so ist die
Implikation trivial. Die zweite Aussage wird analog bewiesen.
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18] z<y Ny<z = x<z
Der Fall x = y = z ist trivial. Im Fall x < y oder y < z folgt x < z aus [17].
19] z<y ANy<zx = z=y

Nach Axiom III.1 gilt immer genau eine von drei Moglichkeiten = < y, x >y, x = v.
Da x < y im Widerspruch zu y < z steht und x > y — im Widerspruch zu x < y, so bleibt
es nur die Moglichkeit x = y.

20] 2 <y = a+z2<y+=z

Im Fall x < y folgt aus dem Axiom IIL.3, dass 4+ z < y + z, im Fall x = y erhalten
wirr+z=y+z.
21] <y ANa<b =z+a<y+b

Mit Hilfe von [20] und Axiom IIL.3 erhalten wir
r+a<yt+a=a+y<b+y=y+0o,

woraus = + a < y + b nach [17] folgt.
22 <y AN a<b =x4+a<y+b

Im Fall x < y oder a < b erhalten wir aus [21], dass  + a < y + b, im Fall = y und
a=bgiltr+a=y+0.
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Definition. Eine Zahl z € R heif3t positiv wenn x > 0 und negativ wenn x < 0.

Nach dem Axiom III.1, jede Zahl z € R ist entweder positiv, oder negativ, oder Null.

(23] Die Summe von positiven Zahlen ist positiv, die Summe von negativen Zahlen —
neqgativ.

Falls © > 0 und y > 0, so erhalten wir nach [21], dass z +y > 0+ 0 = 0. Der Fall von
negativen x,y ist analog.

[24] Die folgenden Aquivalenzen gelten:
r<y <& y—xr>0%& —xr>—y (1.18)

und
r<y & y—z>0& —x>—y. (1.19)

Addieren (—x) zu den beiden Seiten von x < y ergibt nach Axiom III.3
r<yert+(-r)<y+(—z) e 0<y—=x
Analog erhalten wir
—z>-y e (—r)+y>(—y)+ty S y—x>0

Der Beweis von (1.19) ist analog und erfolgt mit Hilfe von [20] .

[25] Fir alle x € R gelten
T negativ < —x positiv, (1.20)

x positiv & —x negativ. (1.21)

Wir benutzen [24]. Setzen wir in (1.18) y = 0 und erhalten
r<0& —x >0,
was aquivalent zu (1.20) ist. Setzen wir in (1.18) x = 0 und erhalten
O0<y&0>—y,

was dquivalent zu (1.21) ist.
[26] Sind die Zahlen x und y gleichzeitig positiv oder negativ, so ist xy positiv. Ist eine
Zahl von x,y positiv und andere negativ, so ist xy negativ.

Im Fall z,y > 0 ergibt das Axiom II1.4, dass xy > 0. Im Fall x,y < 0 erhalten wir
nach [25] dass —z und —y positiv sind, und nach [15] und Axiom III.4
vy = (—x) (=y) > 0.

Im Fall x > 0 und y < 0, erhalten wir nach [25] dass —y > 0 und nach [14] und Axiom
II1.4 dass

—(2vy) = 2 (~y) >0,
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woraus nach [25] folgt xy < 0. Der Fall x < 0 und y > 0 ist analog.
27] Fiir alle z € R\ {0} gilt 2* > 0.

Da x # 0, so ist x entweder positiv oder negativ (Axiom III.1), und in den beiden
Fallen gilt nach [26] dass 2? = zz > 0.
28] 1> 0 und —1 < 0.

Nach Axiom II.1 haben wir 1 2 0 und 1 =1-1. Da 1-1 > 0 nach [27], so folgt es,
dass 1 > 0. Es folgt aus [25], dass —1 < 0.

Definieren wir die weiteren Zahlen 2 =1+1,3 =2+ 1,4 =3+ 1 usw. Es folgt aus
1 > 0 mit Hilfe von Axiom IIL.3, dass 2 > 1, 3 > 2,4 > 3, d.h.

0<l<2<3<4d<.... (1.22)

29] Istx >0, soist x=' > 0. Ist x <0 so ist 71 < 0.
Da zz™! =1 > 0, so gilt x7! # 0 nach [9]. Nach [26] sind die beiden Zahlen x und

27! gleichzeitig positiv oder negativ, was zu beweisen war.
[30] Seix <vy. Fir alle a > 0 gilt ax < ay, und fir alle a <0 gilt ax > ay.

Die Bedingung = < y ergibt nach [24] dass y — z > 0. Falls a > 0, so erhalten wir
nach Axiomen II.5 und III.4

ay —ar =a(y —x) >0,
woraus az < ay folgt. Im Fall a < 0 erhalten wir (—a) > 0 und somit

—(ar) = (=a)z < (=a)y = — (ay)

woraus folgt — (ax) < — (ay) und nach [24] auch ax > ay.
[B31] FallsO <z <y und0<a<b, sogilt ax < by.

Mit Hilfe von [30] erhalten wir
ar < ay = ya < yb = by,

woraus ax < by folgt.
32] Falls0 <z <y und0<a<bso giltaxr < by (Aufgabe 18).

[33] Fiir allex >y >0 gilt 0 <z7! <yt

Da x~! positiv nach [29] ist, ergibt die Multiplikation der Ungleichung y < x mit 2~

nach [30] dass

1

vy <otz =1.

1

Als néchstes multiplizieren wir mit diese Ungleichung mit y~ und erhalten

(z7y)y <1y =yl (1.23)

Es bleibt zu bemerken dass

(xily) yfl — xfl (yyfl) — xfll — 2771
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was 71 < y~! ergibt.
Insbesondere erhalten wir aus (1.22) und [33], dass

1 1 1
I1>=>=->->..>0.
>2>3>4> >

Definition. Fiir jede reelle Zahl z € R definieren wir den Betrag von x wie folgt:

|IL‘| L x, xr 2z 07
Tl -z, 2 <0,

Nach Definition gilt es |x| > 0 fiir alle x € R. Der Betrag erfiillt die folgenden
Eigenschaften (Aufgabe 19):

o |zy| = |z||y| (Multiplikativitit). Insbesondere gilt 22 = |z|*.

o [z +y| <|z|+ |y| (die Dreiecksungleichung).

1.6 Teilmengen von R

Intervalle

Fiir je zwei reelle Zahlen a,b mit a < b definieren wir die folgenden Intervalle:

(a,b) ={x € R:a <z <b} — offenes Intervall,

[a,b] = {zr € R:a <z <b} — abgeschlossenes Intervall,

(a,b] ={x € R:a <z <b} — halboffenes (linksoffenes) Intervall,
[a,b) ={z € R:a <x < b} — halboffenes (rechtsoffenes) Intervall.

(1.24)

Die Zahlen a, b heiflen die Grenzen des Intervalls.

Satz 1.9 Jedes Intervall mit den Grenzen a < b ist nichtleer.

Beweis. Es reicht zu beweisen, dass (a, b) nichtleer ist. Das Intervall (0, 1) ist nicht leer,
da 0 < % < 1 und somit % € (0,1). Fiir beliebige a < b zeigen wir, dass die Zahl

1
c::§(a—|—b)

in (a,b) liegt, was insbesondere ergibt, dass (a, b) nichtleer ist (die Zahl ¢ heiit Mittelpunkt
von (a,b)). Es folgt aus a < b, dass

a+b<b+b=1b+1b= (1+1)b=2b,

woraus folgt

1 1

d.h. ¢ < b. Analog beweist man dass ¢ > a und somit ¢ € (a,b), was zu beweisen war. m
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Infimum und Supremum

Sei M eine nichtleere Teilmenge von R.

Definition. Eine Zahl a € R heifit untere Schranke von M wenn gilt x > a fir alle
x € M. Eine Zahl b € R heifit obere Schranke von M wenn gilt x < b fir alle x € M.

a b R

a ist eine untere Schranke von M und b ist eine obere Schranke von M

Beispiel. Fiir jedes Intervall I mit den Grenzen a < b ist a immer eine untere Schranke
und b — eine obere Schranke. Jede Zahl a/ < a ist auch eine untere Schranke von I, und
jede Zahl &/ > b — eine obere Schranke von 1.

Definition. Sei M eine nichtleere Teilmenge von R. Eine Zahl a € R heifit das Minimum
von M (oder das minimale Element von M) und wird mit min M bezeichnet, wenn a das
kleinste Element von M ist, d.h. a € M und = > a fiir alle x € M. Mit anderen Worten,
min M ist eine untere Schranke von M die in M liegt.

Wenn das Minimum von M existiert, so ist es eindeutig bestimmt: sind a und o’ zwei
Minima von M, so gelten die beiden Ungleichung a < a’ und o’ < a woraus a = a’ folgt.

Definition. Eine Zahl b € R heifit das Mazimum von M (oder das mazimale Element
von M) und wird mit max M bezeichnet, wenn b das grofite Element von M ist, d.h.
be M und x < b fir alle x € M. Mit anderen Worten, max M ist eine obere Schranke
von M die in M liegt.

Wenn das Maximum von M existiert, so ist es eindeutig bestimmt

Beispiel. Sei a < b. Das abgeschlossene Intervall I = [a, b] hat offensichtlich min I = a
und max [ = b.

Zeigen wir, dass das offene Intervall I = (a,b) weder ein Maximum noch ein Minimum
hat. Existiert max ] =: ¢, so gilt ¢ € (a,b), insbesondere ¢ < b. Das Intervall (c,b)
nichtleer ist, sei x € (¢,b). Dann gilt x € I und = > ¢ so dass ¢ kein Maximum von [ ist.

1

Analog beweist man, dass (a,b) kein Minimum hat.
Das rechtsoffene Intervall I = [a,b) hat min/ = a und kein Maximum, und das
linksoffene Intervall I = (a,b] hat max I = b und kein Minimum.
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Beispiel. Fiir die Menge M = {a, b} aus zwei reelle Zahlen a, b gilt

a, fallsa>1b
max {a, b} = { b, falls a < b

und
b, fallsa >0b

min {a, b} = { a, fallsa <b

Man kann zeigen, dass

a+b+2\a—b\ und max{a,b}:a+b_2|a_b‘.

max {a,b} =

Weitere interessante Eigenschaften von max {a, b} und min {a,b} werden in Aufgabe 25
angegeben.

Definition. Sei M eine nichtleere Teilmenge von R. Eine Zahl a € R heifit das Infimum
von M (oder untere Grenze) und wird mit inf M bezeichnet wenn a die groBite untere
Schranke von M ist. Eine Zahl b heiit das Supremum von M (oder obere Grenze) und
wird mit sup M bezeichnet wenn b die kleinste obere Schranke von M ist.

Untere Schranken von M M Obere Schranken von M
-

inf M sup M R

Es ist klar aus den obigen Definitionen, dass
Vee M infM<zxz<supM,

vorausgesetzt, dass sup M und inf M existieren.

Beispiel. Nehmen wir an dass die Menge M das Minimum a = min M besitzt. Dann gilt
auch inf M = a da a eine untere Schranke ist und fiir beliebige andere untere Schranke
x von M die Ungleichung = < a gilt (da a € M); d.h. a ist die grofite untere Schranke.
Analog gilt sup M = max M wenn max M existiert.

Andererseits, Supremum und Infimum koénnen existiert auch wenn es kein Maximum
oder Minimum gibt. Die Begriffe von Supremum und Infimum ersetzen gewissermafien
die Begriffe von Maximum und Minimum when letztere nicht existieren.

Satz 1.10 Sei I ein Intervall mit den Grenzen a < b. Dann gilt

infl=a wund supl =b.

Beweis. Beweisen wir, dass inf I = a. Nach definition von [ ist a eine untere Schranke
von I. Zeigen wir, dass a die grofite untere Schranke ist, d.h. fiir jede andere untere
Schranke a’ von [ gilt ' < a. Nehmen wir im Gegenteil an dass es eine untere Schranke
a’ von I mit @’ > a gibt.
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Sei zuerst a’ < b. Nach dem Satz 1.9 gibt es ein ¢ € (a,a’), woraus folgt dass auch
a < ¢ < b, insbesondere ¢ € I. Zusammen mit ¢ < a' fiihrt dies zum Widerspruch, da
nach Voraussetzung a’ eine untere Schranke von [ ist und somit gilt o’ < c.

Sei jetzt o' > b. Dann wihlen wir ein ¢ € (a,b) .Es gilt ¢ € I und ¢ < o’ was wieder
den Widerspruch ergibt. Somit beschliefen wir dass a die grofite untere Schranke von [
ist, was zu beweisen war.

Die Identitat sup I = b wird analog bewiesen. =

1.7 Folgerungen aus dem Vollstandigkeitsaxiom

Existenz von inf und sup

Definition. Eine Menge M C R heiflit nach unten beschrankt wenn M eine untere
Schranke hat. Die Menge M heifit nach oben beschrankt wenn M eine obere Schranke
hat. Die Menge M heifit beschrankt wenn M nach unten und nach oben beschrankt ist.

Satz 1.11 Sei M eine nichtleere Teilmenge von R. Ist M nach unten beschrankt, so hat
M das Infimum. Ist M nach oben beschrdnkt, so hat M das Supremum. Ist M beschrdnkt,
so hat M das Infimum und das Supremum.

Beweis. Sie M nach oben beschrankt. Bezeichnen wir mit N die Menge von oberen
Schranken von M die somit nichtleer ist. Fiir alle z € M und y € N gilt nach Definition
xr < y. Das Vollstandigkeitsaxiom ergibt: es existiert eine Zahl ¢ € R, die M und N
trennt, d.h.

Vee M Yye N gilt x <c<uy.

Da x < ¢ fiir alle z € M, so ist ¢ eine obere Schranke von M und deshalb ¢ € N. Da
c <y fir alle y € N, so ist ¢ das kleinste Element von N. Nach Definition erhalten wir
sup M = ¢ so dass sup M existiert.

Die Existenz des Infimums von den nach unten beschrankten Teilmengen wird analog
bewiesen. m
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Quadratwurzel

Satz 1.12 Fiur jede nmichtnegative Zahl a > 0 existiert genau eine nichitnegative Zahl
r € R mit 2° = a.

Definition. Die eindeutige nichtnegative Zahl x mit 2% = a heifit die Quadratwurzel aus
a und wird mit y/a bezeichnet.

Beweis. Fiir a = 0 ist die Behauptung trivial: fiir z = 0 gilt 22 = 0 und fiir > 0 haben
wir 22 > 0 und somit 22 # 0. Somit /0 = 0.

Sei a > 0. Jede nichtnegative Losung = von x? = a muss positiv sein (sonst 2% = 0).
Die Eindeutigkeit der Losung x folgt aus der Implikation

;p2 :y2 :}1‘::% (125)

2 2

fir positive z,y € R da z < y impliziert 2> < y? und x > y impliziert 22 > y%. Der

alternative Beweis von (1.25): es folgt aus 2% = y? dass

0=2—y’=(z+y)(z—y)

was x —y = 0 ergibt da z +y > 0.
Beweisen wir jetzt die Existenz der Losung von 2?2 = a. Dafiir betrachten wir zwei
Mengen
Az{mEO:x2<a} und B:{y201y2>a}.

Die Menge A ist nichtleer da 0 € A. Die Menge B ist nichtleer da a + 1 € B:
(a+1)7=d’>+2a+1>a

Fiir alle x € A und y € B gilt 22 < y? woraus folgt x < y, da im Fall > y gilt 22 > 3.
Somit erfiillen die Mengen A und B die Voraussetzungen des Vollstandigkeitsaxioms. Wir
beschlieflen, dass es eine Zahl ¢ zwischen A und B gibt, d.h.

r<c<y firallexz € Aund y € B.

1 1 gy,
e e }

y R

O-
= &+
(9

Insbesondere ist ¢ eine obere Schranke von A und eine untere Schranke von B. Wir
beweisen, dass ¢* = a d.h. ¢ die Quadratwurzel aus a ist. Dafiir zeigen wir dass ¢ ¢ A
und ¢ ¢ B, woraus folgt dass ¢ > a und ¢® < a so dass ¢ = a und somit ¢ = /a.

Warum ¢ ¢ A? Nehmen wir an, dass ¢ € A, d.h. ¢* < a. Zeigen wir, dass es eine
Zahl ¢ > ¢ gibt mit

(d)? < a.
Daraus wird folgen dass ¢ € A was im Widerspruch zur Bedingung steht, dass ¢ eine
obere Schranke von A ist.
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Wir finden ¢ in der Form ¢ = ¢+ ¢, wobei ¢ die folgenden zwei Bedingungen erfiillen

muss:
0<ex<l (1.26)

und
(c+¢)’ <a. (1.27)

Fiir jedes € € (0, 1) haben wir
(c+e)f = +2ce+e> < +2ce+1le =4 (2c+1)e.

Es reicht € so zu wahlen dass

A+ 2c+1)e<a
was aquivalent zu
a—c®
2e+1
Da d > 0, so gibt es nach dem Satz 1.9 eine positive Zahl ¢ < min(1,d) die somit (1.26)
und (1.28) erfiillt, woraus (1.27) folgt.

Warum ¢ ¢ B? Nehmen wir an, dass ¢ € B d.h. ¢ > a. Zeigen wir, dass es eine
positive Zahl ¢ < ¢ gibt mit (¢/)* > a. Dann liegt ¢ auch in B, was im Widerspruch zur
Bedingung steht, dass ¢ eine untere Schranke von B ist.

Wir finden ¢ in der Form ¢ = ¢ — ¢, wobei ¢ die folgenden zwei Bedingungen erfiillen
muss:

e<

(1.28)

O<e<ec (1.29)
und
(c—¢e)” > a. (1.30)
Fiir jedes € € (0, ¢) haben wir

(c—e) =c2 =2+ > — 2e.

Es reicht ¢ so zu wahlen, dass
& — 2ce > a,

was aquivalent zu
2 —a

€< =:d. (1.31)

2c
Da d > 0, so gibt es nach dem Satz 1.9 eine positive Zahl ¢ < min (¢, d) die somit (1.29)
und (1.31) erfiillt, woraus (1.30) folgt.
Somit ist die Existenz von der Quadratwurzel bewiesen. m

Erwéhnen wir die folgenden Eigenschaften von Quadratwurzel (sieche Aufgabe 27).
1. Fur alle 0 < a < b gilty/a < V.
2. Fiir jedes z € R gilt V22 = |z,
. . _ . : T \a
3. Fiir alle a,b > 0 gilt Vab = \/av/b und fiir b > 0 gilt VE= N

4. Fiir jedes a > 0 hat die Gleichung x? = a genau zwei reellen Losungen: x = y/a und

xr = —y/a.
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1.8 Die Zeichen +0co und —o¢

Nach Satz 1.11 existiert sup M bzw inf M fiir jede nach oben bzw nach unten beschrankte
nichtleere Menge M C R. Es gibt jedoch Mengen die keine reellen oberen bzw unteren
Schranken haben. Zum Beispiel, fiir M = R gibt es keine obere Schranke, da fiir jede
Zahl b € R immer eine grofere Zahl b+ 1 € R existiert. Ebenso hat M = R keine untere
Schranke. Deshalb sup R und inf R existieren nicht (als reelle Zahlen).

Um die Existenz von sup M und inf M fiir alle Teilmengen M € R zu sichern, erweitern
wir die Menge R indem wir zu R zwei unendliche Elemente hinzufiigen.

Definition. Die erweiterte Menge R von reellen Zahlen ist die geordnete Menge
R =RU {+00, —c},

wobei 400 und —oo neue Elemente sind, und die Ungleichung < wird auf R wie folgt
erweitert: fiir alle x € R gilt immer

—o0 < x < +o00.

[ ] L 2 > @
—00 €T +00

Die Elemente +0o und —oo heiflen Unendlichkeiten oder unendliche Elemente.
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Die Definition (1.24) von Intervallen gilt auch wenn die Grenzen a, b des Intervalls die
Elemente von R sind da diese Definition nur den Begriff von Ungleichung braucht. Zum
Beispiel, fiir a € R, haben wir

[a,400) ={zeR:a<z<+0}={zeR:z>a}

(a,400)={z€eR:a<z<+x}={zeR:z>a}

[a,400] ={z €R:a <z < +oo} = [a,+00) U {+oo}

(—o0,al={z€eR:—co<z<a}={zeR:z<a}.
Auch gelten (—00,4+00) = R und [—o0, +00] = R.

Die Begriffe von oberen bzw unteren Schranken und somit sup und inf definiert man
fiir nichtleere Teilmengen M von R genau so, wie fiir Teilmengen von R. Insbesondere ist

400 immer eine obere Schranke von M und —oo ist eine untere Schranke von M. Satz
1.10 gilt auch in diesem Fall: fiir das Intervall I mit den Grenzen a,b € R, a < b, gilt

inf/ =a und supl =b.
Fiir die leere Menge M = () nehmen wir folgendes nach Definition an':
supl) = —oco, inf) = +oo.

Satz 1.11 lasst sich wie folgt verallgemeinern.

IDie Motivation dafiir ist wir folgt. Fiir die leere Menge sind alle Elemente von R die obere und untere
Schranken. Deshalb ist —oco die kleinste obere Schranke und +oo die gréfite untere Schranke.
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Satz 1.13 Fiir jede Teilmenge M von R existieren sup M und inf M (als Elemente von
R).

Beweis. Sei M nichtleer. Ist +00 € M, so gilt sup M = +oo. Besteht M aus einem
Element —oo, so gilt sup M = —oo. Sonst ist die Menge M’ = M \ {—oco} eine nichtleere
Teilmenge von R. Ist M’ nach oben beschriankt, so existiert sup M’ nach dem Satz 1.11,
und dann gilt sup M = sup M’. Ist M’ nach oben unbeschrinkt, so ist +oo die einzige
obere Schranke von M’ woraus folgt sup M = sup M’ = +oo. Analog beweist man die
Existenz von inf M. m
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Chapter 2

Ganze Zahlen und vollstandige
Induktion

2.1 Naturliche Zahlen und Induktionsprinzip

In diesem Abschnitt definieren wir die Menge N von nattirlichen Zahlen. Man erwartet,
dass N aus den Zahlen 1,2,3,4, ... usw. besteht. Wir werden unterhalb die genaue Be-
deutung von “usw” etablieren.

Definition. Eine Menge S C R heifit induktiv wenn sie die folgenden zwei Bedingungen
erfillt

elcS

e x € Sergibt x +1 € S (die Zahl z + 1 heiBt Nachfolger von x).

Zum Beispiel:

e R ist induktiv;

e [1,00) ist induktiv;

e [0,2] ist nicht induktiv.

Bezeichnen wir mit F das Mengensystem (die Menge) von allen induktiven Teilmengen
von R. Das Mengensystem F ist nicht leer da R € F.

Definition. Die Menge N ist der Durchschnitt von allen induktiven Mengen, d.h.
reNsSrzes VSekF. (2.1)

Schreibweise fur den Durchschnitt:

N= )]s (2.2)

SeF

Die Elemente von N heiflen natirliche Zahlen.

37
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Satz 2.1 Die Menge N ist induktiv, d.h. 1 € N und x € N ergibt x +1 € N. Dariber
hinaus ist die Menge N die kleinste (im Sinn von Inklusion) induktive Menge.

Beweis. Da 1 € § fiir jedes S € F, so gilt nach (2.1) dass 1 € N. Jetzt beweisen wir,
dass ¢ € N ergibt xt +1 € N:

zeEN=zcS VS e F
=z+1€8 VSeF
=x+1e€N.

Somit erfiillt N die Definition von induktiven Mengen, und somit N € F.
Die Menge N ist die kleinste induktive Menge da die Inklusion N C S nach (2.2) fiir
jedes S € F gilt. m

Beispiel. Das Intervall [1,+00) ist offensichtlich induktiv. Es folgt aus (2.2), dass N C
[1,400). Insbesondere ist 1 die kleinste natiirliche Zahl, d.h. 1 = min N. Da 1 € N, daraus
folgt auch2 =1+1€ N, 3=24+1 € N, usw.

Um die Eigenschaften von natiirlichen Zahlen beweisen zu konnen, brauchen wir das
folgende Induktionsprinzip.

Satz 2.2 (Induktionsprinzip) Sei A (n) eine von n € N abhangige Aussage, d.h.
A : N — {wahr, falsch} .
Nehmen wir an dass A die folgenden zwei Bedingungen erfillt:
(1) A(1) ist wahr;
(i7) Fiir jedes n € N gilt A(n) = A(n+1).

Dann ist A (n) wahr fir alle n € N.

Beweis. Bezeichnen wir mit S die Menge aller n € N, fiir die A (n) wahr ist. Nach dem
Induktionsanfang gilt 1 € S, und nach dem Induktionsschritt gilt

neS=n+1e€S8.

Somit S ist induktiv, und wir erhalten N C S. Folglich ist A (n) wahr fiir alle n € N. =

Die Beweismethode, die das Induktionsprinzip benutzt, heifit die wvollstandige Induk-
tion. Nach dem Satz 2.2, um eine Aussage A (n) fiir alle n € N zu beweisen, muss man
die folgenden zwei Behauptungen beweisen:

(7) Induktionsanfang (1 A): die Aussage A(n) gilt fiir n = 1;

(77) Induktionsschritt (1.5): die Giiltigkeit von A (n) impliziert die Giiltigkeit von A(n + 1).

vV Vv
Induktionsvoraussetzung Induktionsbehauptung
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Im Induktionsschritt nennt man A (n) die Induktionsvoraussetzung und A (n + 1) die
Induktionsbehauptung.

Intuitiv bedeutet diese Beweismethode folgendes: aus der Giiltigkeit der Aussage fiir
n = 1 folgt die Giiltigkeit fiir n = 2, daraus folgt die Giiltigkeit fiir n = 3 usw. Die genaue
Bedeutung von “usw” ist der Induktionsschritt.

Der folgenden Eigenschaften von natiirliche Zahlen werden mit Hilfe von der vollstandigen
Induktion bewiesen.

Satz 2.3 Fir alle n,m € N gilt:

(@) n+meN

(b) nm € N.

Beweis. (a) Fixieren wir ein m € N und beweisen per Induktion nach n, dass n+m € N.
Dafiir bezeichnen wir mit A (n) die Aussage, dass n +m € N.

(7) Induktionsanfang A (1).

Aussage A (1) bedeutet, dass 1 + m € N, und das ist wahr, weil die Menge N nach
dem Satz 2.1 induktiv ist.

(77) Induktionsschritt A(n) = A(n+1).

Die Induktionsvoraussetzung A (n) ist: n+m € N.
Die Induktionsbehauptung A (n + 1) ist: (n+ 1) +m € N.
Angenommen, dass A (n) wahr ist, d.h. n +m € N, so erhalten wir (n +m) +1 € N,
woraus folgt
(n+1)+m=(n+m)+1eN.

Somit ist die Implikation A (n) = A(n+ 1) bewiesen. Nach dem Induktionsprinzip
beschliefen wir, dass A (n) fir alle n € N gilt, d.h. n+m € N fiir alle n € N, was
zu beweisen war.

(b) Fixieren wir ein m € N und beweisen per Induktion nach n, dass nm € N.

(7) Induktionsanfang. Fiir n =1 gilt nm =1-m =m € N.
(77) Induktionsschritt von n nach n + 1.
Angenommen dass nm € N, so erhalten wir nach (a)
(n+1)m=nm+méeN,

da m € N nach Voraussetzung und nm € N nach der Induktionsvoraussetzung gilt. m

Satz 2.4 Fir allen,m € N mitn >m gilt n —m € N.
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Beweis. Wir benutzen hier Doppelinduktion: nach m und nach n.
Beweisen wir per Induktion nach m die Aussage
Vn € N mit n > m gilt n —m € N. (2.3)
Induktionsanfang fiir m = 1 bedeutet dass

VneNmitn>1giltn—-1eN. (2.4)

Um den Fall n = 1 auch einzuschliefen, beweisen wir eine allgemeinere Aussage: fiir alle
n € N gilt
n—1€NU{0}, (2.5)

woraus (2.4) folgen wird da im Fall n > 1 gilt n — 1 # 0 und somit n — 1 € N.

Die Aussage (2.5) wird per Induktion nach n bewiesen.
(7) Induktionsanfang. Fliirn=1giltn—1=0¢€ NU{0}.
(77) Induktionsschritt von n nach n + 1. Es gilt
(n+1)—1=neN
und somit auch (n+1) —1 € N U{0}.

Nach dem Induktionsprinzip gilt (2.5) fiir alle n € N. Somit haben wir auch den
Induktionsanfang fiir m = 1 abgeschlossen.
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Fiithren wir jetzt den Induktionsschritt von m nach m + 1 durch. Angenommen, dass
(2.3) fiir ein m € N gilt, wir miissen beweisen, dass

VneNmitn>m+1giltn—(m+1)eN.
Bemerken wir, dass
n—(m+1)=n+(-1)(m+1)=n+(—m)+(-1)=(n—m)— 1L

Da n > m, so erhalten with nach der Induktionsvoraussetzung, dass n — m € N. Da
n >m+ 1, so gilt n —m > 1 und somit nach (2.4) dass (n —m) — 1 € N, woraus folgt
n—(m+1)eN =m

2.2 Summe und Produkt endlicher Folgen

In diesem Abschnitt benutzen wir das Induktionsprinzip um rigorose Definitionen von
Begriffen von Summe und Produkt von mehreren reellen Zahlen anzugeben.
Fiir jede natiirliche Zahl n betrachten wir die Menge

E,={keN:1<k<n}=[L,nNN
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von natiirlichen Zahlen zwischen 1 und n. Die Menge &, wird héufig auch mit {1,... n}
bezeichnet. Man sagt dass &, eine endliche Menge von n Elementen ist.

Definition. Eine endliche Folge von n Elementen ist eine Abbildung a : £, — R. Man
bezeichnet den Wert a (k) auch mit ay.

Andere Schreibweisen fiir die Folge a: {ay},_, oder {ay} oder {ay, ...,a,}. Alle Zahlen
ay heiflen die Glieder oder die Elemente der Folge a.

Definition. Definieren wir die Summe Y ,_, a; einer Folge {ay} per Induction nach n
wie folgt:

(7) Induktionsanfang fiir n = 1:
1

> o=

k=1

(77) Induktionsschritt von n nach n + 1:

Zak = (Z ak> + Ayt - (2.6)

k=1 k=1

Nach dem Induktionsprinzip ist die Summe > 7, ) fir alle n € N definiert. Das
Zeichen ) ist ein griechischer Grossbuchstabe namens “sigma” (was sich auf den Buch-
staben “S” von “Summe” bezieht). Das Zeichen k heifit der Index der Summierung.

Man schreibt auch

Zak:a1+(l2+"'+an

Zum Beispiel,

3

2
g ar = aj + as, g ar = (a1 + az) + az = a; + as + az, usw.
k=1 k=1

Noch ein Beispiel: sind alle ay gleich a, so gilt

n
E ai = na,
k=1

was man leicht per Induktion nach n beweist.

Beispiel. Beweisen wir, dass fiir alle n € N

Zk— n+1) (2.7)

Induktionsanfang fir n = 1:

. (1+1)
>ok=1=

k=1



42 CHAPTER 2. GANZE ZAHLEN UND VOLLSTANDIGE INDUKTION

Induktionsschritt von n nach n + 1. Angenommen, dass (2.7) fiir ein n gilt, beweisen wir
die Induktionsbehauptung:

_(n+1)(n+2)
Nach (2.6) gilt
nZk Zk+ (n+1) (n2+1)+(n+1):(n+1)<g+1>:(n+1)2(n+2),

was zu beweisen war.

Weitere ahnliche Identitaten befinden sich in Aufgabe 35.
Die folgenden allgemeinen Eigenschaften der Summe ) lassen sich per Induktion

beweisen: Ckz: 0 = kz: (car)
() () £o
(£4)(£2) £ (E)-$ (5 00)

k=1 k=1 =1 k=1

(siche Aufgabe 37).
Definition. Definieren wir das Produkt [];_, ai einer Folge {ax} per Induktion nach n

wie folgt:
1
H ar = ax (2.8)
k=1

und

H ap = (H ak) (pit - (2.9)

k=1

Das Zeichen [] ist ein griechischer Grossbuchstabe namens “pi” (was sich auf den
Buchstaben “P” von “Produkt” bezieht). Man schreibt auch

n

H A = A149...Qyp.

k=1

Zum Beispiel, definieren wir n! (n mit dem Ausrufezeichen, Sprachweise: n Fakultdt oder
n Faktorielle) wie folgt: fir n € N

und 0! = 1. Insbesondere gilt 1! = 1 und (n 4 1)! = n!(n + 1) fir alle n € NU{0}.
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Betrachten wir die Folge {ay},_, mit a;, = a € R fiir alle k¥ und definieren die Potenzen
von a mit

a”:IHa:a-a-...-a,
= n mal
fiir alle n € N. Es folgt aus (2.8) und (2.9) dass
a' =a und "™ =a"a fiir alle n € N. (2.10)

Im Ausdruck a™ heifit die Zahl a die Basis und n —der Exponent. Man beweist per
Induktion die folgenden Identitaten:

ata™ — an—i—m’ (an)m =", (ab)n =a"b", (211)

fir alle n,m € N und a,b € R (siche Aufgabe 33).
Beispiel. Beweisen wir die letzte Identitét in (2.11) per Induktion nach n. Induktionsan-
fang fiir n = 1:
(ab)' = ab = a'b'.
Induktionsschritt von n nach n + 1:

(ab)”Jrl = (ab)" (ab) = (a"b") (ab)
= (a"a) (b"b) = a™ 1",

Beispiel. Beweisen wir fiir alle n € N die Identitat

PPAETARES (2.12)
k=1

d.h.
24224 . 4ov=9o"tl _9

Induktionsanfang. Fiir n = 1 ist die linke Seite von (2.12) gleich

iZ"" =2l =29
k=1

und die rechte Seite gleich
21t 92=2.2-2.1=2.-2-1)=2-1=2,

so dass (2.12) gilt.
Induktionsschritt von n nach n + 1. Angenommen, dass (2.12) fiir ein n € N gilt, so
erhalten wir

n+1 n
Z 2k — Z 2k 4 2n+1 — (2n+1 _ 2) 4 2n+1
k=1 k=1

— 2 . 2n+1 . 2 — 2(n+1)+1 o 2

Y

d.h. (2.12) auch fiir n + 1 anstatt n gilt. Nach dem Induktionsprinzip beschlieen wir,
dass (2.12) fiir alle n € N gilt.
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2.3 Ganze Zahlen

Definition. Die Menge Z von ganzen Zahlen wird wie folgt definiert:
Z:={0}UNU (—-N),

wobei —N := {—n : n € N} die Menge von den Negativen von natiirlichen Zahlen ist. Die
Elemente von Z heiflen ganze Zahlen.

Es folgt, dass
r€l & —xe€Z und ze€Zundzx>0< x e N

Viele Eigenschaften von den natiirlichen Zahlen lassen sich auf ganze Zahlen verallge-
meinern.

Operationen in Z
Satz 2.5 Fir alle x,y € Z sind x +vy, x — vy, xy auch in Z.
Beweis. Da z —y = 2 + (—y) und (—y) € Z, es reicht zu beweisen, dass xy und = + y

ganze Zahlen sind. Ist x = 0 oder y = 0, so ist die Aussage trivial. Sonst gibt es natiirliche
Zahlen n,m mit x = +n und y = +m.

Betrachten wir, zum Beispiel, den Fall + = n und y = —m. Dann nm € N und
xy =n(—m) = —nm € Z. Beweisen wir jetzt, dass x + y = n — m ist eine ganze Zahl.
Ist n=mdannn—m =0 € Z. Ist n > m dann n — m € N nach Satz 2.4. Ist n < m,
dannm—-—neNundn—m=—(m—n) € Z

Die anderen Falle von Vorzeichen von z und y werden analog betrachtet. m

Korollar 2.6 Fir x,y € Z ist die Bedingung x > y dquivalent zu x > y+ 1. Folglich, fir
jedes n € 7 enthdlt das Intervall (n,n + 1) keine ganze Zahl.

Beweis. Sei x > y.