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Chapter 1

Mengen und Zahlen

Das Hauptziel dieses Kapitels ist die rigorose Entwicklung der Theorie von reellen Zahlen.
Obwohl man die reellen Zahlen jeden Tag im wirklichen Leben trifft und benutzt, bedeutet
es nicht, dass man wirklich versteht, was die reellen Zahlen sind und mit welchen Eigen-
schaften der reellen Zahlen man in der Mathematik immer rechnen kann.

Theoretisch kann man die ganze Mathematik als eine axiomatische Theorie darstellen.
Das bedeutet, dass die Mathematik eine Sammlung von Aussagen (Sdtze) und Begriffe
ist, wo die neuen Aussagen aus schon bestehenden Aussagen mit Hilfe von logischer Argu-
mentation (Beweis) erhalten werden, und die neuen Begriffe durch Definitionen erstellt
werden.

Es muss allerdings etwas am Anfang der Theorie geben. Die axiomatische Theo-
rie beginnt mit einer Liste von den Grundbegriffen und Aziomen. Die Axiome sind die
Aussagen, die man ohne Beweis akzeptiert und die die Eigenschaften der Grundbegriffe
darstellen. Dazu gehoren auch die Regeln von logischer Herleitung, die man in den Be-
weisen benutzen darf.

Die reelle Zahlen gehoren zu den Grundlagen der Mathematik, und die Theorie von
reellen Zahlen befindet sich sehr nahe zum axiomatischen Anfang der Mathematik. Ganz
am Anfang stehen die Mengenlehre und die Mathematische Logik. Im ersten Abschnitt
beschiftigen wir uns mit den Begriffen der Mengenlehre, obwohl ohne richtige Axioma-
tisierung. Der Zweck davon ist, die auf der Mengenlehre basierende Sprache der Mathe-
matik zu lernen. Danach fithren wir die Axiome von reellen Zahlen ein und gewinnen aus
den Axiomen alle wesentlichen Eigenschaften der reellen Zahlen.

1.1 Grundbegriffe der Mengenlehre

1.1.1 Mengen und Operationen auf den Mengen

Alle Objekte, die man in Mathematik trifft, sind entweder Mengen oder FElemente von
Mengen. In axiomatischer Mengenlehre sind diese die Grundbegriffe, die man nicht
definiert. In dieser Einfiihrung benutzen wir keine axiomatische, sondern “naive” Men-
genlehre, wo wir uns auf unserem intuitiven Verstéindnis von Objekten verlassen, das aus
unserer Erfahrung stammt.

Der Begriinder der Mengenlehre — der deutsche Mathematiker Georg Cantor (1845-
1918), erkléirte den Begriff von Menge in 1895 wie folgt:

1



2 CHAPTER 1. MENGEN UND ZAHLEN

“Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von bes-
timmten wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens
(welche die Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen.”

Obwohl sie keine mathematische Definition ist, hilft diese Erklirung die bestimmten
Eigenschaften der Mengen zu etablieren. Sobald die Haupteigenschaften der Mengen
angegeben sind, kann man die Mathematik, insbesondere Analysis, weiter nur mit rig-
orosen logischen Methoden entwickeln.

Fiir Mengen benutzt man héufig eine graphische Darstellung und zeigt sie als Figuren
auf der Ebene. Diese sollen nicht als rigorose Methode angenommen werden, insbesondere
als der mathematische Begriff von Ebene viel spiter definiert werden wird. Die graphis-
chen Darstellungen soll man nur als Illustrationen auffassen, die enorm helfen die Beweise
bzw Begriffe zu verstehen.

Elemente von Mengen. Jede Menge M besteht aus bestimmten Objekten, die die
Elemente von M heiflen. Ist x ein Element von M, so schreibt man

reM

(“x gehort zu M7, “x ist in M7, “z liegt in M”, “x ist ein Element der Menge M”). Ist
x kein Element von M, so schreibt man

Es gibt eine Menge, die keine Elemente besitzt. Diese Menge heifit die leere Menge und
wird mit dem Zeichen () bezeichnet.

Eine Menge kann explizit angegeben werden wie folgt. Zum Beispiel, die Menge M,
die aus Elementen a, b, ¢, d besteht, bezeichnet man mit

M = {a,b,c,d}

(d.h. alle Elementen von M in den geschwungenen Klammern). Das bedeutet, dass die
Elemente von M die Buchstaben a, b, ¢, d sind, und nichts anderes. Noch ein Beispiel: die
Menge M = {a} besteht nur aus einem Element a.

Die Elemente diirfen selber die Mengen sein. Zum Beispiel, die Menge M = {0}
besteht aus einem Element 0[]

Teilmengen und Inklusion.

Definition. Menge A heifit Teilmenge von Menge B wenn aus x € A folgt x € B. Man

schreibt in diesem Fall
ACB

(“A ist eine Teilmenge von B”). Die Beziehung A C B zwischen den Mengen A und B
heiflt Inklusion.

Die Aussage “aus x € A folgt x € B” schreibt man kurz so auf:

reA=x€B,

'Die Menge {0} soll mit der Menge () nicht verwechselt werden: die erste Menge hat ein Element,
wiahrend die zweite Menge hat kein Element.
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wobei der Pfeil = bedeutet: “impliziert”, “ergibt”, “aus ... folgt ...”.
Zwei Mengen A und B sind gleich genau dann wenn A C B und B C A. In diesem
Fall schreibt man
A=B

(“A ist gleich B”, “A ist identisch zu B”). Es ist klar, dass A = B genau dann gilt, wenn
reAsreB,

wobei der Doppelpfeil < bedeutet: “genau dann, wenn” oder “dquivalent”.
Mit Hilfe von den logischen Symbolen ‘=’ und ‘<’ kénnen wir die Definitionen von
Inklusion und Identitéit von Mengen so umschreiben:

A C B & (reA=z€B)
A = B & (reAsaxeB).

Behauptung. Die Inklusion von Mengen ist transitiv, d.h.
ACcB N BcC=AcCC.

wobei das Zeichen N bedeutet “und”.

Beweis. Wir haben nach A C B
r€A=x€eB

und nach B c C
reB=xe(C,

woraus folgt
rcA=zxel

und deshalb A C C. m

Durchschnitt und Vereinigung. Jetzt definieren wir einige wichtigen Operationen
auf den Mengen. Hiufig ist eine Menge M durch eine Eigenschaft E von Elementen
angegeben, d.h.

r €M & xerfiilt E,

was bedeutet: M ist die Menge von den Elementen x mit der Eigenschaft E. In diesem
Fall schreibt man auch

M ={z:zerfillt E} oder M ={z |z erfiillt £} .

Definition. Der Durchschnitt der Mengen A und B ist die folgende Menge

ANB={x:x€ A N z € B}.

Die #quivalente Definition ist:

r€ANB & €A N € B.
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Die Mengen A und B heiflen disjunkt wenn AN B = ().
Definition. Die Vereinigung der Mengen A und B ist die folgende Menge:

AUB={zx:x€ A V z € B},

wobel das Zeichen V bedeutet “oder”.

Die #quivalente Definition ist:

rcAUB&sxc AV z€B

Beispiel. Es folgt aus den Definitionen, dass
ANBCACAUB

und
ANBcCcBcC AUB.

Gelten die Inklusionen A" C A und B’ C B, so erhalten wir
ANB CcANB

und
A UB'"Cc AUB.

Auch gelten die Identitdten
ANA=A=AUA

und
ANP=0, AuUd=A.

Die Gesetze von den Operationen N, U.

Behauptung. (Kommutativgesetze) Die Operationen N und U sind kommutativ, d.h. die
folgenden Identititen gelten fiir alle Mengen A, B:

ANB = BNA
AUuB = BUA.

Das Wort “kommutativ”’ bedeutet, dass die Operanden A und B vertauschbar sind.
Beweis. Es ist klar, dass

Tt€EANTEB & x€B ANxEA

woraus die Identitit AN B = B N A folgt. Die zweite Identitéit beweist man analog. m

Behauptung. (Assoziativgesetz) Die Operationen N und U sind assoziativ, d.h. die
folgenden Identitditen gelten fiir alle Mengen A, B,C':

(ANB)NC = AN(BNC)
(AUB)UC = AU(BUC).
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Das Wort “assoziativ” bedeutet, dass das Ergebnis von zwei Operationen von der
Reihenfolge der Operationen unabhingig ist.

Beweis. Nach den Definitionen erhalten wir

re(ANB)NC & z€ANB AN xzel
& (€A NzxeB) Nzel
& veANxeB Nxell

Gleichfalls erhalten wir

reAN(BNC) & z€ANzeBNC
& r€AN (reB AN zel)
S xe€ANzeB AN xel,
woraus die erste Identitéit folgt. Die zweite Identitéit beweist man gleichfalls. =

Man definiert den Durchschnitt der Mengen A, B, C' durch
ANBNC:=(AnB)nC.

wobei das Zeichen “:=” bedeutet “ist definiert durch”, und die Vereinigung dreier Mengen
A, B, C durch
AUBUC:=(AUB)UC.

Es folgt aus dem obigen Beweis, dass

r € AnBNC&sw®zxzcANzxeB ANzel
r € AUBUC&®xeAV zeB VvV xzel.

Behauptung. (Distributivgesetze) Es gelten die Identititen

(AnNB)UC = (AuC)N(BUC) (1.1)
(AUB)NC = (ANC)U(ANCQC)

Das Wort “distributiv” bedeutet, dass C' auf A und B distributiert (verteilt) werden
kann.

Beweis. Beweisen wir (1.1)) (und das zweite Distributivgesetz wird analog bewiesen). We
haben nach Definition

re(ANB)UC & ze€(ANB) Vel
& (€A NzeB) Vel

und
re(AUC)N(BUC) = (x€e AV xelC) N (zeB V xzel).

Es bleibt zu zeigen, dass

(xkeANzeB)Vaeel & (reAVrel) N(xeB V xzel). (1.2)
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Gilt = € C, so sind die beiden Seiten von (|1.2)) wahr.
Gilt = ¢ C, so erhalten wir

(xeANzeB)VeelC vecAANzeB

und
(xeAVzelC)N(xzeBVzel)s(xeA N (xeB),

woraus (1.2 folgt. m

Subtraktion von Mengen.

Definition. Die Differenzmenge A\ B zweier Mengen A, B ist definiert wie folgt:
A\B:={zx:x€ A N = ¢ B}.

Eine dquivalente Definition ist
reA\BerecA N x¢B.

Das Zeichen \ heifit “Minus” oder “Mengenminus”.

Es folgt, dass A\ B C A, withrend A\ B und B disjunkt sind. Zum Beispiel, A\ A = ()
und A\ ) = A.

Potenzmenge. Betrachten wir jetzt nur die Teilmengen einer Grundmenge X. Die
Menge von allen Teilmengen von X heifit die Potenzmenge von X und ist mit 2% (oder
P (X)) bezeichnet. d.h.

Ae2X = ACX.

In anderer Worter die Elementen von 2% sind die Teilmengen von X. Zum Beispiel, es
gilt immer @ € 2% und X € 2%. Die Operationen U, N, \ mit den Elementen von 2%
ergeben offensichtlich wieder die Elemente von 2%.

Komplement. Fiir die Elementen von 2% gibt es noch eine Operation, die “Komple-
ment” heif3t.

Definition. Fiir jede Menge A € 2% definieren wir das Komplement A° durch
A= X\ A

Aquivalent haben wir:
reA°r¢gA

vorausgesetzt dass z € X. Man benutzt fiir das Komplement A¢ auch die Notation CA
(wobei ‘C” aus dem englischen Wort “Complement” stammt).

Satz 1.1 Die folgenden Identititen gelten fiir die beliebigen Mengen A, B € 2% :
A\B = AnB°
(ANB)" = A°UB°
(AUB)" = A°n B
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Die zweite und dritte Identititen heiflen die Formeln von De Morgan. Diese Formeln
lassen sich als die folgende Regel formulieren: das Komplement der Vereinigung ist der
Durchschnitt der Komplementen, und umgekehrt.

Beweis. We haben

r€eA\B & z€ANzxé¢B
s xe AN xe B°
& xe AnB°

woraus A\ B = AN B¢ folgt.
Um die zweite Identitéit zu beweisen, schreiben wir zuerst

re(ANB) < x¢ ANB.

Nun brauchen wir die Negation (Verneinung) der Aussage x € A N B. Die Negation
bezeichnet man mit dem Zeichen —, so dass

r¢ ANB& -~(re ANB)& ~(x€ A N x€B).
Beachten wir, dass fiir die beliebigen Aussagen A, B folgendes gilt:

- (Aund B) < -A oder =B
- (Aoder B) & -Aund -5,

d.h. “und” und “oder” verwandeln sich ineinander unter der Negation.
Daher

“(r€eANzxeB) & x¢AV r¢B
& x e AV x e B°
& r e AU BS

woraus die Identitét (AN B)® = A°U B¢ folgt.
Gleichfalls wird die dritte Identitdt bewiesen:

re€(AUB) & x¢ (AUB)
& - (r€eA VvV xeB)
& ¢ ANa¢B
& veA° N xeB°
& r e AN BC

Beispiel. Hier zeigen wir, wie die obigen Identitéten benutzt werden kénnen:
(ANB)\C = (AnB)ncC*°

= ANn(BNCY
= ANn(B\CO)



8 CHAPTER 1. MENGEN UND ZAHLEN

und

C\(ANB) = CnN(ANnB)°
CnN(A°U B°)
(CNAY)YU(CNBY
= (C\AU(C\B).

Quantoren. Unterhalb benutzen wir die folgenden Symbolen (Quantoren):

V bedeutet “fiir alle”, “fiir jedes”,

3 bedeutet “es existiert”, “es gibt mindestens ein”, “fiir mindestens ein”.

Das Zeichen V stammt aus dem umgedrehten Buchstabe A (Alle) und heifit Allquantor.
Das Zeichen 3 stammt aus dem umgedrehten F (Existiert) und heit Eristenzquantor.

Mengensysteme. Eine Menge, deren Elemente auch Mengen sind, heifit ein Mengen-
system. Ein Mengensystem wird h#ufig mit {A;},.; bezeichnet, wobei I eine beliebige
Menge ist, die Indexmenge heiffit. Diese Notation bedeutet, dass zu jedem i € I eine
Menge A; zugeordnet ist, und das Mengensystem {A4;}, ., aus allen Mengen A; mit ¢ € J
besteht.

Definition. Man definiert den Durchschnitt des Mengensystems {4;},., durch

iel
und die Vereinigung durch

UAi={z:3iel ze€A}.
i€l

Die dquivalenten Definitionen:

reNA <& e A firalleiel
i€l

und

r € |J A & xe A fiir mindestens ein i € I.
il

Die Distributivgesetze gelten auch fiir die Operationen (), ; und (J,.; wie folgt.

Behauptung. Die Operationen (| und | J erfillen die folgenden Distributivgesetze:
(na)us=nuus) (13
iel iel
und

(UAZ)(]B: U (4N B).

el i€l
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Beweis. Nach den obigen Definitionen erhalten wir

xG(ﬂAi)UB & xz€()A VzeB
iel iel

< (Viel z€A) VvV z€B
und

xeﬁ(AiUB) & Viel z€A,UB
< < Viel (re€eA VzeB).
Um zu beweisen, bleibt es zu zeigen, dass
(Viel z€A;)V z€B & Yiel (x€A; V x€B). (1.4)

Ist z in B, so sind die beiden Seiten von ([1.4) wahr. Gilt x ¢ B, so fillt die Bedingung
r € B aus, und wir erhalten

(Viel z€A)V z€B & Yiel zeA

und
Viel (x€A; VaxeB) e&Viel xe€A,

woraus (1.4]) und deshalb auch (1.3]) folgen. Die zweite Identitéit wird analog bewiesen. m

Satz 1.2 Die folgenden Identititen gelten fiir alle Mengen A; C X :
(ﬂ Ai) = U4 (1.5)
iel i€l

(Ua) - na

iel el
Diese Identitéten heiflen aus die Formeln von De Morgan.

Beweis. Zuerst beachten wir folgendes. Wir haben

T € (ﬂAZ-)C & o A

iel i€l
& - <:c €N Ai)
iel
& ~(Viel ze€4;).
Fiir jedes i € I sei A; eine Aussage. Nun benutzen wir die Aquivalenz
—(“fiir jedes i € I gilt A;”) < (“es gibt ¢ € I wenn A; gilt nicht),
d.h. mit den logischen Symbolen

~Viel A)< (Fiel -A). (1.6)
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Analog gilt
—(Fel A)e Viel -A4).

Man sieht, dass die folgende Regel gilt: bei der Negation verwandeln sich der Allquantor
V und der Existenzquantor 3 ineinander.
Mit Hilfe von (1.6 erhalten wir

xe(ﬂAi)c & (el v¢A)

el
& (Fiel ze A
& e A4,

i€l
woraus folgt. Die zweite Formel von De Morgan wird analog bewiesen. m
Symmetrische Differenz. Es gibt noch eine interessante Operation auf Mengen, die
symmetrische Differenz heifit und mit A A B bezeichnet wird:
AAB=(A\B)U(B\A4).
Es folgt daraus, dass
r€EAANBS (reANxé¢B)V (zreB Nz¢gA,

d.h. z € A A B gilt genau dann, wenn x genau zu einer Menge von A, B gehort.
Fiir symmetrische Differenz gelten die folgenden Identitéiten.

1. Kommutativgesetz:
AANB=BAA.

2. Assoziativgesetz:
(AAB)AC=AN(BAC).

3. Distributivgesetz beziiglich N:

AN(BAC)=(ANB)A(ANC).

Kartesisches Produkt.

Definition. Fiir je zwei Mengen A, B definieren wir kartesisches (direktes) Produkt A x B
der Mengen A, B wie folgt: die Menge A x B besteht aus allen geordneten Paaren (z,y)
wobei x € A und y € B:

AxB={(z,y):x€ A, ye B}.

Das geordnete Paar (x,y) ist ein neues Objekt, das man aus den Elementen von A und B
erstellt. Zwei Paaren (x,y) und (2',y’) sind gleich genau dann, wenn z = 2’ und y = 7/

Kartesisches Produkt ist nicht kommutativ, aber assoziativ. Beachten wir, dass

(Ax B)x C={((z,y),2):x€ A,jye B,z C}
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und
Ax (BxC)={(z,(y,2)) :x € A,ye B,z C}.

Nun identifizieren wir die Paaren ((x,y),z) und (z,(y,z)) miteinander und mit dem
geordneten 3-Tupel (z,y, ), indem wir annehmen, dass
((,9),2) = (2,(y,2)) = (2,9,2).
Dann gilt fiir kartesisches Produkt das Assoziativgesetz:
(AxB)x(C=Ax(BxC)=AxBxC,
wobei A x B x C kartesisches Produkt dreier Mengen A, B, C' ist, d.h.
AxBxC:={(x,y,z):x € A,y € B,z C}.
Kartesisches Produkt erfiillt auch das Distributivgesetz:
(A; x A2) X B=(A; X B)x (A3 x B)

wobei * eine beliebige Mengenoperation N, U, \, A bezeichnet.

1.1.2 Relationen

Sei M eine Menge.
Definition. Eine Relation R auf M ist eine Teilmenge von M x M.

Man benutzt eine Relation wenn man die bestimmten Paaren (z,y) mit z € M und y €
M auszeichnen soll. Man kann es so vorstellen, dass zwischen z,y € M mit (x,y) € R eine
Relation besteht, und deshalb schreibt man xRy statt (z,y) € R um diese Beziehung zu
bezeichnen. Es ist hiufig bequemer statt R in der Relation xRy ein Symbol zu benutzen,
wie =, C, <, >, USW.

Beispiel. Wihlen wir eine Grundmenge X und definieren eine Relation R auf der Potenz-
menge M = 2% durch
(A,B)e R& A=B,

Dann bedeutet ARB, dass A = B. Diese Relation heifit Identitdtsrelation.
Beispiel. Definiert wir jetzt eine andere Relation R auf M = 2% durch
(A,B)e R AC B,
so dass die Relation ARB bedeutet A C B. Wie wir es schon kennen, heifit diese Relation

Inklusion.

In der niichsten Definition bezeichnen wir eine Relation R mit der Schlange ~, d.h.
wir schreiben = ~ y falls (z,y) € R (und x ¢ y sonst).

Definition. Die Relation ~ heiit eine Aquivalenzrelation, wenn sie die folgenden Bedin-
gungen erfiillt:

1. x ~2 Vr e M (Reflexivitit)
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2. x ~y =y~ x (Symmetrie)

3. x~y N y~z=1x~z (Transitivitit)

Zum Beispiel, die Identititsrelation erfiillt diese Eigenschaften und deshalb ist Aquiv-
alenzrelation. Die Inklusion ist keine Aquivalenzrelation, da sie nicht symmetrisch ist
(obwohl reflexiv und transitiv).

Gegeben ist eine Aquivalenzrelation ~ auf der Menge M und ein Element x € M,
bezeichnen wir mit [x] die folgende Teilmenge von M:

] ={z€ M:z~uz}.
Die Teilmenge [2] heifit die Aquivalenzklasse von .
Satz 1.3 Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Dann gilt das folgende.

(a) Die Vereinigung von allen Aquivalenzklassen ist M (d.h. \J,c,, [x] = M).
(b) Je zwei Aquivalenzklassen [x] und [y] sind entweder identisch oder disjunkt.

(¢) Fir je zwei Elemente x,y € M gilt v ~ y genau dann, wenn x und y in derselber
Aquivalenzklasse sind.

Die Eigenschaften (a) — (c) bedeuten zusammen, dass die verschiedene Aquivalenzk-
lassen eine Zerlegung der M in disjunkte Teilmengen bilden, derart, dass je zwei Elemente
von M genau dann &quivalent sind, wenn sie in derselber Teilmenge sind.

Die Menge von verschiedenen Aquivalenzklassen heifit der Quotientenmenge von ~
und wird mit M/ ~ bezeichnet. Man kann M/ ~ als Ersatz von der Operation Division
betrachten (ein Menge lisst sich durch eine Aquivalenzrelation “dividieren”, wobei das
Wort “dividieren” in diesem Fall als “teilen” oder “zerlegen” verstanden werden soll).

Beweis. (a) Nach Reflexivitiit gilt o € [x], woraus folgt, dass jedes z in einer Aquivalen-
zklasse ist und deshalb J,,, [z] = M.

(b) Seien [x] und [y| nicht disjunkt. Dann gibt es ein element z € [x] N [y]. Nach
Definition haben wir z ~ x und z ~ y. Nach Symmetry und Transitivitdt erhalten wir
x ~ y. Dann, fiir jedes ¢t € [z], ergeben die Relations ¢t ~ x und x ~ y, dass t ~ y und
t € [y]. Analog t € [y] ergibt t € [z], woraus folgt, dass [z] = [y].

(¢) Sind x,y in derselber Aquivalenzklasse [2], so erhalten wir  ~ z und y ~ 2, daher
x ~ y. Umgekehrt, gilt x ~ y, so erhalten wir y € [z], was zusammen mit x € [z] ergibt,
dass x,y in derselber Aquivalenzklasse sind. m

1.1.3 Abbildungen

Definition. Gegeben seien zwei Mengen X,Y. FEine Abbildung (=Funktion) f von
X nach Y ist eine Zuordnung (Vorschrift, Regel) x — vy, die jedem Element x € X
genau ein Element y € Y zuordnet.

Die Abbildung wird mit
f: X—>Y
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oder

x4y
bezeichnet. Das Element y heifit der Wert von f an der Stelle x (oder das Bild von z)
und wird mit f (z) bezeichnet. Man bezeichnet die Abbildung auch mit

f: X—>Y
x> f(z)

oder mit
Xszm f(x)eY.

Die Menge X heifit der Definitionsbereich (oder Definitionsmenge) von f, die Menge Y
— der Wertebereich (oder Zielmenge)
Jetzt besprechen wir, was genau eine Zuordnung x — y bedeutet.

Definition. Eine Zuordnung x — y (wobei z € X,y € Y)) ist eine Teilmenge G von X XY
mit der folgenden Bedingung:

Vee X 3lyeY mit (z,y) € G, (1.7)

wobei 3! (Existenzquantor mit dem Ausrufezeichen) bedeutet: “es gibt genau ein”.

Die Eigenschaft ([1.7) erlaubt jedem 2 € X genau ein y € Y zuordnen. Wenn wir die
entsprechende Abbildung mit f bezeichnen, dann erhalten wir y = f (z) und somit

G={(z,f(x) e X xY:zeX}.

Die Menge G heifit der Graph der Abbildung f. Wie sehen, dass die Begriffe von Ab-
bildung, Zuordnung, Graph praktisch identisch sind, obwohl diese Worter unterschiedlich
benutzt werden.

Beispiel. Die Abbildung f : X — X mit f(z) = x heifit die Identititsabbildung der
Menge X. Man bezeichnet die Identitétsabbildung von X mit Idyx . Der Graph von Idx
besteht aus den Paaren (x, ), die die Diagonale von X x X formen.

Beispiel. Betrachten wir eine beliebige Menge X und die Menge Y = {0,1}, die aus
den Symbolen 0,1 besteht. Sei A eine Teilmenge von X. Definition wie eine Funktion

f: X =Y mit
1, x €A,
f("”)_{o, x € A

Der Graph von f besteht aus den Paaren (z,1) mit x € A und (z,0) mit x € A°. Diese
Funktion f heifit die charakteristische Funktion oder Indikatorfunktion von A und wird
mit 14 bezeichnet.

Urbild. Jede Abbildung f : X — Y induziert die Abbildung f=! : 2¥ — 2% wie folgt.
Fiir jede Teilmenge A C Y, definieren wir das Urbild f~1 (A) von A durch

ffA) ={reX: f(x)e A}.

Nach Definition ist f~! (A) eine Teilmenge von X, so dass die Zuordnung A — f~1(A)
eine Abbildung von 2¥ nach 2% bestimmt. Die Abbildung f=' : 2¥ — 2% heifit die
Urbildabbildung von f.
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Satz 1.4 Die Urbildabbildung f=* : 2¥ — 2% ist mit den Mengenoperationen N,U.\
vertauschbar:

fffAnB) = [ A)NfY(B
fHAUB) = [fFHA)UFY(B)
fTHANB) = [fTHA)NfH(B)
Beweis. We haben
z€ fH(ANDB) f(x)e ANB

=

& f(r)e AN f(x)eB

& xvefHA) AN xefH(B)
& ze fH(A)NfH(B)

woraus die erste Identitéit folgt. Die anderen Identititen werden analog bewiesen. m

Bemerkung. Fiir jede Teilmenge A C X definiert man das Bild f (A) von A wie folgt:

fA) ={f(z):z e A},

so dass f als die Bildabbildung von 2% nach 2¥ betrachtet werden kann. Beachten wir
folgendes: die Bildabbildung f : 2¥ — 2Y ist mit den Mengenoperationen nicht immer
vertauschbar. Zum Beispiel, betrachten wir die Mengen X = {0,1}, ¥ = {2} und die
einzige Abbildung f : X — Y. Fiir die Mengen A = {0} und B = {1} erhalten wir
f(A) = f(B) =Y und deshalb

f(ANf(B)=Y,
wihrend A N B = () und deshalb
f(AnB) = 0.

Man sieht, dass f (A) N f(B) # f (AN B).

Komposition von Abbildungen.
Definition. Gegeben seien zwei Abbildungen
x4y Lz

definieren wir die Komposition (Verkettung, zusammengesetzte Abbildung) f o g als eine
Abbildung von X nach Z mit

(fog)(z)=f(g(x)).

Man kann auch schreiben

fog:X—2, ww f(g(x)).
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Schematisch kann man die Verkettung so darstellen:

Y
g/\f
x 9 7

Man muss betonen, dass die Komposition f o g nur dann wohldefiniert ist, wenn der
Wertebereich von ¢ im Definitionsbereich for f liegt. Daraus folgt, dass g o f nicht
unbedingt wohldefiniert sein soll, sogar wenn f o g wohldefiniert ist. Insbesondere kann
man nicht erwarten, dass die Komposition kommutativ ist. Aber die Komposition ist
immer assoziativ.

Satz 1.5 (Assoziativgesetz fiir Komposition) Die folgende Identitit
(feg)oh=fo(goh)
gilt fiir je drei Abbildungen X ry sz 0

Beweis. Bemerken wir zunéchst, dass die beiden Verkettungen (f o g)oh und fo(go h)
von X nach U abbilden, wie man auf den folgenden Diagrammen sieht:

Y Y
h/ \J h/ Y
X ﬂ A und X fig 7
fo(goh) \ /f (fog)oh \4 1/f
U U

Fiir jedes z € X gilt

((fog)oh)(z)=(fog)(h(z))=[(g9(h(x)))
und analog

(folgoh)(z)=f((goh)(x))=f(g(h(z)),
woraus die Identitét (fog)oh = fo(goh) folgt. m

Das Assoziativgesetz erlaubt uns die Verkettung dreier Abbildungen zu definieren wie
folgt:
fogoh:=(fog)oh.

Schematisch sieht die Komposition f o g o h so aus:

y 4z
"1 V
x ey

Satz 1.6 Gegeben seien zwei Abbildungen X =Y L. 7 . Die folgende Identitdt gilt fiir
die Urbildabbildungen:

(fog) '=gtof™ (1.8)
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Beweis. Nach Definition haben wir das folgende Diagramm von der Urbildabbildungen
f~tund ¢!

2Y
g‘l/ \f‘l
2X  9Z

~1lof-1

so dass ¢! o f~! wohldefiniert ist und
oX 2 9z,

Aus X 1% 7 folgt, dass auch
oX [0 97

Jetzt kénnen wir die Abbildungen (f o g)f1 und gt o f7! vergleichen. Es gilt fiir jede
Teilmenge A C Z

z€(fog) " (A) g(x) e A
((ﬂf)) €A
g(z) e fH(A)
wegl(fl(A))
zeglof (A,

woraus (fog) " (A) = (g7 o f~1) (A) folgt und somit . n

ﬁiﬁ@iﬁ@

Umkehrabbildung. Gegeben seien zwei Abbildungen X Ly % X. Dann sind die
beiden Kompositionen f o g und g o f wohldefiniert und

fog:Y =Y, gof:X —X.

Definition. Die Abbildung g heifit Umkehrabbildung (inverse Abbildung, Umkehrfunktion,
inverse Funktion) von f, falls fog=1dy und go f =Idy .

In diesem Fall ist f auch die Umkehrabbildung von g.
Definition. Eine Abbildung f : X — Y heifit bijektiv falls

VyeVY dlzeX mit f(z)=

Definition. Eine Abbildung f : X — Y heifit surjektiv falls
Vy € Y existiert mindestens ein z € X mit f(z) =y.
Die Abbildung f heifit injektiv falls

Vy € Y existiert hochstens ein x € X mit f (z) = y.

Es folgt daraus, dass eine Abbildung f bijektiv genau dann ist, wenn f surjektiv und
injektiv ist.
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Satz 1.7 Eine Abbildung f : X — Y hat eine Umkehrabbildung genau dann, wenn f
bijektiv ist.

Beweis. Hat f eine Umkehrabbildung g, so gelten f o g =1Idy und go f = Idy, d.h.

flaly)=y VyeY (1.9)

und
g(f (@) =2 VoeX (1.10)

Es folgt aus (1.9), dass f (z) = y fiir mindestens ein z, ndmlich fiir z = g (y), erfiillt ist.
Somit ist f surjektiv. Zeigen wir jetzt, dass f injektiv ist. Gilt f (z) = y, so erhalten wir

a,us
r=g(f(x)=9),

so dass x eindeutig bestimmt ist. Somit ist f injektiv und auch bijektiv.
Umgekehrt, ist f bijektiv, so definieren wir die Abbildung ¢ : Y — X wie folgt: fiir
jedes y € Y gibt es genau ein x € X mit f (x) = y, so setzen wir g (y) = z. Dann gelten

(feg) ) =f(g()=f(z)=y
und
(9o f)(x) =g(f(x) =9g(y) ==z,
woraus f o g =1Idy und go f = Idx folgen. Damit hat f die Umkehrabbildung. =

Existiert die Umkehrabbildung von f, so bezeichnet man sie mit f~!, d.h.

fof'=1Idy und flof=1Idx.

Achtung. Man soll die Umkehrabbildung f~' : Y — X mit der Urbildabbildung f=! :

2Y — 2% nicht verwechseln, obwohl sie identisch bezeichnet werden.

Sei f: X — Y bijektiv. Dann fiir jedes y € Y besteht das Urbild f~! ({y}) aus einem
einzigen Element z € X, d.h. f~! ({y}) = {z}. Nach Definition der Umkehrabbildung
/71, we haben auch f~!(y) = z. In diesem Sinn stimmen die Umkehrabbildung und die
Urbildabbildung iiberein. Kombinieren mit dem Satz ergibt das folgende.

Korollar 1.8 Gegeben seien zwei bijektive Abbildungen X 2 Y L. 7. Die folgende
Identitdt gilt fiir die Umkehrabbildungen

(fog) =g o™

1.2 Axiomensystem von reellen Zahlen

Hier definieren wir axiomatisch die Menge von reellen Zahlen. Eine Menge R heifit die
Menge von reellen Zahlen und ihre Elemente heiflen reelle Zahlen falls die folgenden vier
Gruppen von Axiomen (insgesamt sechzehn Axiome) erfiillt sind.
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1.2.1 Axiome
Axiome der Addition. Es gibt eine Abbildung (Operation)

RxR — R
(z,y) —ax+y

die Addition heift und die folgenden Bedingungen erfiillt:
1. (Das Nullelement) Es existiert ein Element 0 € R, so dass

zt+0=04+z=2VzelR.

2. (Das Negative) Fiir jedes 2 € R existiert ein Element —x € R (das Negative von
x), so dass
rz+ (—x)=(—x)+z=0.

3. (Assoziativgesetz fiir +) Fiir alle z,y, z € R gilt

(x+y)+z=z+(y+2).

4. (Kommutativgesetz fiir +) Fiir alle z,y € R gilt

r+y=y+w

Beispiel. Betrachten wir eine Menge M und definieren die Addition auf der Potenzmenge
2M als symmetrische Differenz A. Die Kommutativ- und Assoziativgesetze fiir A kennen
wir schon. Das Nullelement ist ) da AAQ = A fiir alle A C M, und das Negative ist
—A=Ada AAA =0).

Eine andere Moglichkeit ist die Addition auf 2 als Vereinigung U zu definieren. Dann
gelten Axiome 1,3, 4 aber nicht 2 da A U B niemals gleich () ist, wenn A # ().

Axiome der Multiplikation. Es gibt eine Abbildung (Operation)

RxR —R
(z,y) —ax-y

die Multiplikation heifit und die folgenden Bedingungen erfiillt:
1. (Das Einheitselement) Es existiert ein Element 1 € R\ {0}, so dass

z-1=1-z2=xVr eR.

2. (Das Inverse) Fiir jedes z € R\ {0} existiert ein Element z~! € R (das Inverse von
x), so dass
r-r =z -x=1

3. (Assoziativgesetz fiir -) Fiir alle z,y, z € R gilt

(z-y)-z=2-(y-2).
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4. (Kommutativgesetz fiir -) Fiir alle z,y € R gilt
5. (Distributivgesetz) Fiir alle z,y, z € R gilt

(x+y)-z=x-2+y- 2

Eine Menge K (statt R), wo die Operationen Addition und Multiplikation definiert

sind und die obigen Axiome erfiillen, heiffit Kdrper. Die ersten zwei Gruppen von Axiomen
heiflen Korperaziome. Deshalb ist R ein Korper. Weitere Beispiele von Korper betrachten
wir spéter.
Beispiel. Betrachten wir die Potenzmenge 2" mit Multiplikation als Durchschnitt N
und mit Addition als A oder U. Die Axiome 3-5 gelten nach Eigenschaften von den
Mengenoperationen, und Axiom 1 gilt mit dem Einheitselement M, da AN M = A. Aber
das Axiom 2 fillt aus, da A N B niemals gleich M ist wenn A # M.

Anordnungsaxiome. Auf R ist eine Relation < definiert, d.h. fiir je zwei Elemente
z,y € Rist x < y entweder wahr oder falsch. Diese Relation heifit Ungleichheit und
erfiillt die folgenden Bedingungen:

1. (Reflexivitéit) z < x Vo € R.

2. (Antisymmetrie) x <y A y<z =z =y.

3. (Transitivitéit) s <y AN y<z=z<z

4. (Vergleichbarkeit) Fiir je zwei Zahlen z,y € Rgilt x <y V y <.
5. (Anordnung und Addition) x <y=z+z2<y+z VzeR

6. (Anordnung und Multiplikation) 0 <z A 0<y = 0<z-y.

Erfiillt eine Relation < auf einer Menge K die Anordnungsaxiome 1 — 3, so heifit

< eine Ordnung, und die Menge K heif3t geordnet. Erfiillt < zusitzlich auf das Axiom
4, so heifit < eine totale Ordnung und K heifit total geordnet. Somit ist R eine total
geordnete Menge. Die Axiome 5 und 6 geben die Beziehung zwischen der Ordnung und
den Korperoperationen. Ein Korper K der auch die Anordnungsaxiome erfiillt, heift
angeordneter Kérper. Somit ist R ein angeordneter Korper.
Beispiel. Auf der Potenzmenge 2" definieren wir die Relation < als Inklusion C. Of-
fensichtlich gelten die Axiome 1 — 3, so dass C eine Ordnung ist. Das Axiom 5 gilt,
vorausgesetzt, dass Addition von Mengen als U definiert wird. Das Axiom 6 gilt fiir jede
Definition von Multiplikation da immer () C A. Das Axiom 2 f#llt allerdings aus: es kann
sein, dass A ¢ B und B ¢ A. Somit ist Inklusion keine totale Ordnung.

Vollsténdigkeitsaxiom. Seien X, Y nicht leere Teilmengen von R mit der Eigenschaft

Vee X VyeY gilt x <uy.
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Dann existiert ein ¢ € R so dass
Vee X VyeV giltae<c<y.

Man sagt, dass die Zahl ¢ die Mengen X und Y trennt.

Man stellt die reellen Zahlen vor als die Punkte auf einer waagerechten Gerade (obwohl
eine Gerade noch nicht definiert ist!). Die Punkte am links sind immer kleiner als die
Punkte am rechts. Die Vollsténdigkeitsaxiom bedeutet folgendes: liegt die ganze Menge
X links von Y, so existiert ein Punkt ¢ zwischen X und Y. Man kann es auch so vorstellen,
dass die Gerade keine Liicke enthlt.

Beispiel. Betrachten wir die Potenzmenge 2" mit Relation C. Wir behaupten, dass
das Vollstiandigkeitsaxiom auf 2 gilt. Gegeben seien zwei Teilmengen X und Y von
2M d.h. zwei Mengensysteme, die aus Teilmengen von M bestehen. Angenommen, dass
ACB firalle Ae X und B €Y gilt, definieren wir die Teilmenge C' C M durch

c=U A

AeX

Zeigen wir, dass C' die Mengensysteme X und Y trennt. Nach Definition gilt A C C' fiir
alle A € X. Die Voraussetzung, dass A C B fiir alle A € X und B € Y, impliziert, dass
C C Bfiralle BeY,sodass AC C C Bfiiralle Ae X und B € Y gilt. Auch die
Menge C' = () gy B trennt X und Y.

Bemerkung. Die Existenz der Menge R, die alle Axiome von reellen Zahlen erfiillt, wird
spater im Kapitel [2] kurz besprochen.

1.2.2 Folgerungen aus den Korperaxiomen

Folgerungen aus den Axiomen der Addition. Jetzt zeigen wir, wie man aus den
Axiomen die iiblichen algebraischen Regeln bzw die weiteren Eigenschaften von reellen
Zahlen gewinnt.

e Das Nullelement ist eindeutig bestimmt.

Sei 0 ein anderes Nullelement. Dann haben wir 0 +0 = 0 und 0" + 0 = 0’ woraus
0’ = 0 folgt.
e Das Negative eines x € R ist eindeutig bestimmt.

Seien y und z zwei Negative von x. Dann erhalten wir
y=y+0=y+(x+2)=W+z)+2=0+2=2z

so that y = z.
Daraus folgt, dass
—(—x)==x

weil 4+ (—z) = 0 und deshalb z die Definition des Negatives von —z erfiillt. Wir sehen

auch, dass
—0=0

weil 0 +0=0.
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e Die Gleichung x + a = b hat eine eindeutige Losung v = b+ (—a).
Der Wert © = b+ (—a) erfiillt die Gleichung, weil

r+a=(b+(-a)+a=b+((—a)+a)=b+0=0.
Andererseits folgt es aus der Gleichung x + a = b, dass
r=x+0=x+(a+(-a)=(z+a)+(~a)=b+(~a).

daher z = b+ (—a).
Die Summe b+ (—a) wird auch mit b — a bezeichnet und heifit die Differenz von b und
a. Die Abbildung (Operation) (a,b) — b — a heiflt Subtraktion.

Folgerungen aus den Axiomen der Multiplikation.

e Das Finheitselement ist eindeutig bestimmt.

e Das Inverse eines x € R\ {0} ist eindeutig bestimmt. Auch gelten

(x_l)fl =z und 171 =1.

1

e Die Gleichung x - a = b hat genau eine Lisung x = b-a~" vorausgesetzt a # 0.

Die Beweise sind analog zum Fall der Addition. Das Produkt b-a~! heifit der Quotient
von b und a und wird mit b/a oder £ bezeichnet. Die Abbildung (Operation) (a,b) — b/a
heiflt Division.

Folgerungen aus dem Distributivgesetz.
e r-0=0-2=0 firallex € R

Wir haben
z-0=2-(0+40)=2-04+2-0

woraus folgt
z-0=2-0—2-0=0.
o z-y=0 ergibt t =0 oder y = 0. Aquivalent, x # 0 und y # 0 ergeben x -y # 0.
Sei y # 0. Die Losung der Gleichung -y = 0 beziiglich z ergibt x = 0/y = 0-y~! = 0.
o (—1)-x=—=x firalexeR

Es gilt
z+(-1)-z=1-24+(-1)-2=(1+(-1)-2=0-2=0

woraus folgt, dass (—1) - z das Negative von z ist.
Es folgt, dass

—(@+y)=-v—-y
(siche Aufgaben) und

o z-(—y)=—(z-y) und (—z)-(—y)==z-y.
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Die erste Identitéit wird wie folgt bewiesen:

ro(my)=a-((=1)-y) = (=1) - (z-y) = = (z-y).

Einsetzen hier —x statt x ergibt

(—=2)- (=y) == ((=2)-y) == (=(z-y) =z -y

Insbesondere gilt

1.2.3 Folgerungen aus den Anordnungsaxiomen

Die Relation x < y wird auch als y > x geschrieben. Gilt x < y und = # y, so schreibt
man x < y oder y > = (echte Ungleichung).

o <y undy < z ergeben r < z.

Nach der Transitivitédt haben wir x < z. Es bleibt nur zu zeigen, dass x # z. Nehmen
wir das Gegenteil an, dass x = z. Dann gelten z < y und y < x, und die Antisymmetrie
impliziert, dass x = y, was nach x < y nicht moglich ist. Analog beweist man, dass x <y
und y < z ergeben x < z.

o Fliir je zwei Zahlen z,y € R ist genau eine der Relationen x <y, x =y, x >y wahr.

Gilt x = y, so gelten x < y und x > y nicht. Nun nehmen wir an, dass = # y. Nach der
Vergleichbarkeit gilt x < y oder x > y. Diese zwei Relationen koénnen nicht gleichzeitig
gelten, weil sie sonst implizieren x = y. Daraus folgt, dass genau eine der Relationen
r <y und x > y gilt.

o a<bundx <y implizieren a+x < b+ y.

Wir haben
a+r<b+x und b+z<b+y

woraus a + x < b+ y folgt.
o a<bundx <y implizieren a+x < b+y.

Siehe Aufgaben.
e Die folgenden Ungleichungen sind dquivalent:

r<y & y—xz>20 & —x>-—-y.

Addieren (—x) zu den beiden Seiten von x < y ergibt
r<y < 0<y-—z
und Addieren weiter (—y) ergibt
0<y—z & —-y<-—ux
e Die folgenden Ungleichungen sind dquivalent:

r<y & y—r>0 & —xr>-—-y. (1.11)

Der Beweis ist analog zum vorigen Beweis, nur benutzen wir immer < anstelle <.
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1.2.4 Positive und negative Zahlen

Eine Zahl x € R heifit positiv falls x > 0 und negativ falls x < 0. Anwendung von (|1.11]
mit y = 0 ergibt, dass
T negativ & —x positiv,

und analog

T positiv < —x negativ.

o Sind die beiden Zahlen x und y gleichzeitig positiv oder megativ, so ist x -y positiv
(insbesondere x - x > 0 falls © # 0). Ist eine von x,y positiv und andere negativ, so ist
T -y negativ.

Falls z,y > 0, ergibt das Axiom z -y > 0. Da x,y # 0, erhalten wir x - y # 0, woraus
x -y > 0 folgt. Falls z,y < 0, dann —x, —y > 0 und
z-y= (=) (-y) >0
Falls x > 0 und y < 0, dann —y > 0,
—(zy)=a-(-y) >0
woraus z -y < 0. Das Gleiche gilt wenn z < 0 und y > 0.

e 1>0und(—1)<0.

Da 1 #0, gilt 1-1 > 0 nach der vorigen Aussage. Da 1 = 1-1, erhalten wir 1 > 0. Es
folgt, dass (—1) < 0.

Behauptung Sei x <y. Ista>0,s0qgilta-z<a-y. Ista<0, sogilta-x>a-y.
Die Bedingungen x < y und a > 0 ergeben y — z > 0 und

a-y—a-x=a-(y—x) >0,
woraus a - r < a -y folgt. Fiir a < 0 haben wir —a > 0 und
—(a-2)=(-a) - z<(=a)-y=—(a-y),

woraus a - x > a -y folgt.

o Seix<y. Ista>0,s0qilta-x<a-y. Ista<0, sogilta-xz>a-y.
Die Bedingungen z < y und a > 0 ergeben y — xz > 0 und

a-y—a-z=a-(y—z) >0,

woraus a - < a -y folgt. Der Fall a < 0 wird wie in dem obigen Beweis behandelt.
o Istx >0, s0gilt x=r > 0. Fiir allex >y >0 gilt =1 <y~ L. Ist zusdtzlich x > vy, so
gilt 71 <y~ L.

' =1, ist 27! nicht Null. Wire 27! < 0, so wiirden wir erhalten

Daz- a2~
l=xz-27' <0,

was im Widerspruch zu 1 > 0 steht. Deshalb muss 2! positiv sein.
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Fiir die zweite Aussage bemerken wir, dass y < x und 27! > 0 ergeben

1

ey <zloz=1

woraus folgt
@'y y i <loyt =yl

Da

1 1

(@ y) oy = gy =
so erhalten wir 27! < y~!. Die echte Ungleichung wird analog bewiesen.

Damit haben wir praktisch alle notwendigen “Bausteine” geschafft, mit denen man
weiter die elementare Algebra von reellen Zahlen entwickeln kann. Insbesondere haben
wir alle grundlegenden Regeln fiir Umformen von algebraischen Gleichungen und Ungle-
ichungen bewiesen.

1.2.5 Supremum und Infimum

Sei S eine nicht leere Teilmenge von R.

Definition. Eine reelle Zahl a heifit obere Schranke von S falls gilt: = < a fiir alle z € S.
Analog heifit a untere Schranke von S falls gilt: = > a fiir alle z € S.

Definition. Die kleinste obere Schranke von S heifit das Supremum (oder obere Grenze)
von S und wird mit sup S bezeichnet. Die grofite untere Schranke von S heif3t das Infimum
(oder untere Grenze) von S und wird mit inf S bezeichnet.

Supremum und Infimum existieren nicht immer. Zum Beispiel, die Menge S = R hat
weder Supremum noch Infimum. In diesem Fall gibt es sogar keine obere bzw untere
Schranke: fiir jedes a € R ist z = a 4+ 1 echt grisser als a, so dass a keine obere Schranke
ist, und z = a — 1 ist echt kleiner als a, so dass a keine untere Schranke ist. Andererseits
hat die Menge S = {z € R: 0 <z <1} das Supremum 1 und das Infimum 0 (siche Satz

unterhalb).

Es ist klar aus den obigen Definitionen, dass
VeeS infS<az<sups,

vorausgesetzt, dass sup S und inf S existieren.

Definition. Die Menge S heifit nach oben (bzw unten) beschrinkt falls S eine obere (bzw
untere) Schranke besitzt. Die Menge S heifit beschrankt falls S nach oben und nach
unten beschrinkt ist. Die Menge S heifit halbbeschrinkt falls S nach oben oder nach
unten beschrénkt ist.

Satz 1.9 Sei S eine nicht leere Teilmenge von R. Ist S nach oben beschrinkt, so hat S
das Supremum. Ist S nach unten beschrinkt, so hat S das Infimum. Ist S beschrinkt, so
hat S das Supremum und das Infimum.

Beweis. Bezeichnen wir mit 7" die Menge von oberen Schranken von S. Ist S nach oben
beschrénkt, so ist 7" nicht leer. Fiir alle x € S und y € T gilt nach Definition z < y. Das
Vollstéindigkeitsaxiom ergibt: es existiert die Zahl ¢ € R, die .S und T trennt, d.h.

r<c<y VeeS§S Vyel.
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Da x < c fiir alle z € S, ist ¢ eine obere Schranke von S und deshalb ¢ € T'. Da ¢ < y fiir
alle y € T, ist ¢ das kleinste Element von 7. Nach Definition sup S = c. Die Existenz des
Infimums wird analog bewiesen. =

1.2.6 Intervalle

Fiir je zwei reelle Zahlen a,b mit a < b definieren wir die Intervalle wie folgt:

(a,b) = {re€R:a<z<b} — offenes Intervall

(a,b) = {re€eR:a <z <b} —halboffenes (linksoffenes) Intervall
la,b) = {x€R:a<z<b} — halboffenes (rechtsoffenes) Intervall
[a,b] = {x€R:a <z <b} — abgeschlossenes Intervall

Die Zahlen a, b heiflen die Grenzen des Intervalles.

Satz 1.10 Sei S eines von den obigen Intervallen mit a < b. Dann ist S nicht leer und
infS=a, supS=ho.

Beweis. Zeigen wir zunéchst, dass das Intervall (0, 1) nicht leer ist. Setzen wir 2 := 1+1

und bemerken, dass 2 > 1 weil 1 > 0. Daraus folgt 0 <27* < 17!, dh. 5 :=2"1 € (0,1).
Somit ist das Intervall (0, 1) nicht leer. Fiir beliebige a < b zeigen wir, dass

-(a+D)

DN | —

C =

ein Element von (a, b) ist. Wir haben
a+b<b+b=20,

woraus folgt

1
§(a+b)<b,

d.h. ¢ < b. Analog beweist man ¢ > a und somit ¢ € S und S # 0.

Beweisen wir jetzt, dass inf S = a. Nach definition von S ist a eine untere Schranke
von S. Zeigen wir, dass a die grofite untere Schranke ist, d.h. fiir jede andere untere
Schranke a’ von S gilt o’ < a. Nehmen wir zuniichst das Gegenteil an, dass a’ > a. Da o
eine untere Schranke von S ist und ¢ € S, erhalten wir ¢’ < ¢ und damit o’ < b, woraus
folgt (a,a’) C (a,b). Setzen wir

1
/

¢ 25-(a—|—a')

und bemerken, dass nach dem obigen Argument
d € (a,d) C(a,b) C S

so dass ¢ € S. Da a’ eine untere Schranke von S ist, so erhalten wir a’ < ¢’. Andererseits
haben wir ¢ € (a,a’) und somit ¢ < a’. Dieser Widerspruch beschliefit den Beweis. Die
Identitét sup S = b wird analog bewiesen. m
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Bemerkung. Vor dem Satz hatten wir nur die Zahlen 0 und 1 gesehen. Im obigen
Beweis haben wir die weiteren Zahlen 2 und % bestimmt, die von 0 und 1 abweichen.
Die Korperaxiome allein erlauben die Existenz von solchen Zahlen nicht beweisen. Zum
Beispiel, betrachten wir die Menge K = {0,1}, die aus zwei Elementen 0 und 1 besteht,
und definieren Addition und Multiplikation in K mit

0+0=0, 0+1=140=1, 1+1=0

und
0-0=0-1=1-0=0, 1-1=1.

Dann werden alle Axiome von Addition und Multiplikation erfiillt, so dass K ein Koérper
ist, aber in K gilt 2 = 0. Dass in R gilt 2 # 0 ist eine Folgerung von Anordnungsaxiomen.

1.2.7 Maximum und Minimum

Definition. Eine Zahl a € R heiit das Mazimum von S (oder das minimale Element
von S) und wird mit max S bezeichnet, falls a € S und z < a fiir alle z € S. Eine Zahl
b € R heifit das Minimum von S (oder das minimale Element von S) und wird mit min S
bezeichnet, falls b € .S und x > b fiir alle x € S.

Behauptung. Fristiert max S, so existiert auch sup S und gilt max S = sup S. FEwistiert
min S, so ewistiert auch inf S und gilt min .S = inf S.

Beweis. Zunichst bemerken wir, dass a := max .S nach Definition eine obere Schranke
von S ist. Beweisen wir, dass a die kleinste obere Schranke ist, d.h. das Supremum. Sei
¢ eine andere obere Schranke. Da a € S, so gilt a < ¢, was zu beweisen war. Analog
beweist man, dass min S = inf S vorausgesetzt, dass min .S existiert. m

Beispiel. Das abgeschlossene Intervall S = [a, b] mit a < b hat offensichtlich max S = a
und max S = b. Das offene Intervall S = (a,b) hat weder Maximum noch Minimum. In
der Tat, existiert max .S, so gilt max S = sup S = b, was in Widerspruch zu b ¢ S steht.
Analog hat das linksoffene Intervall [a,b) das Minimum a und kein Maximum, und das
rechtsoffene Intervall (a, b] das Maximum b und kein Minimum.

1.2.8 Die Zeichen +0co und —oo

Nach Satz existiert sup .S bzw inf S fiir jede nach oben bzw nach unten beschrinkte
nichtleere Menge S C R. Definieren wir jetzt sup S und inf S fiir alle Mengen S C R mit
Hilfe von den Zeichen +o0o und —oo, die die unendlichen Elemente heiflen. Man definiert
die erweiterte Menge von reellen Zahlen

R =RU {+00, —o0}
und erweitert die Anordnungsrelation < auf R wie folgt: fiir alle ¢ € R gilt immer

—o0 < a < +4o00.
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Die Begriffe von oberen bzw unteren Schranken und somit sup und inf definiert man
fiir nichtleere Teilmengen S von R genau so, wie fiir Teilmengen von R. Fiir die leere
Menge S = () nehmen wir folgendes nach Definition anf}

supl) = —oco, inf) = +oo.

Korollar 1.11 Jede Teilmenge S von R hat sup S und inf S (als Elemente von R).

Beweis. Sei S nicht leer. Gilt +o0o € S, so gilt supS = +o00. Besteht S aus einem
Element —oo, so gilt sup S = —oo. Sonst ist die Menge S = S\ {—o0} eine nichtleere
Teilmenge von R. Ist S” nach oben beschréinkt, so existiert sup S’ nach dem Satz[1.9], und
dann gilt sup S = sup S’. Ist S’ nicht nach oben beschrinkt, so gilt sup .S = sup ' = +oc.
Analog beweist man die Existenz von inf.S. m

Der Begriff von Intervall ldsst sich auch verallgemeinern zu dem Fall, wenn die Grenzen
a, b die Elemente von R sind. Zum Beispiel, fiir a € R, haben wir

[a,400) = {reR:a<z<+oo}={zcR:z>a}
(—00,a] = {z€eR:-co<z<a}={zeR:z<a}
[a,400] = {zeR:a<z<+00} =a,+00)U{+oc}.

Auch gelten (—o00,4+00) = R und [~o0, +00] = R. Satz gilt auch in diesem Fall.

1.3 Ganze Zahlen und vollstindige Induktion

1.3.1 Natiirliche Zahlen

In diesem Abschnitt definieren wir den Begriff von natiirlichen Zahlen. Man erwartet, dass
die Menge N von natiirlichen Zahlen eine Teilmenge von R ist, die folgenden Eigenschaften
erfiillt:

e 1cN

e r € Nergibt x +1 € N.

Jedoch bestimmen these diese zwei Eigenschaften die Menge N nicht eindeutig. Zum
Beispiel, die ganze Menge R erfiillt sie. Um eine vollsténdiger Definition von N zu geben,
fithren wir den folgenden Begriff ein.

Definition. Eine Menge S C R heifit induktiv falls x € S ergibt x +1 € S.
Zum Beispiel ist die ganze Menge R induktiv. Auch die Intervalle (a, +00) und [a, +00)
sind induktive Mengen, wiihrend die beschrinkten Intervalle nicht induktiv ist.

Definition. Die Menge N ist der Durchschnitt von allen induktiven Mengen die 1 enthal-
ten. Die Elemente von N heiflen natirliche Zahlen.

2Die Motivation dafiir ist wir folgt. Fiir die leere Menge sind alle Elemente von R die obere und untere
Schranken. Deshalb ist —oo die kleinste obere Schranke und +oo die grofite untere Schranke.
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Satz 1.12 Die Menge N ist induktiv. Folglich ist N die kleinste induktive Menge die 1
enthdlt.

Das Wort “kleinste” bezieht sich auf Inklusion, d.h. N C S fiir jede andere induktive
Menge S die 1 enthiilt.

Beweis. Sei F das Mengensystem von allen induktiven Mengen, die 1 enthalten. Die
Familie F ist nicht leer da R € F. Nach Definition haben wir

N=[)s (1.12)

SeF

Da jedes S induktiv ist, so erhalten wir
reEN = zel§ VSeF —= zxz+1€S VS = zx+1€N,

d.h. N ist induktiv. Da 1 € S fiir jedes S € F, daraus folgt, dass 1 € N, insbesondere
N € F. Die Menge N ist das kleinste Element von F, da nach (1.12) N C S gilt fiir jedes
SeF. m

Fiir jedes n € N heifit die natiirliche Zahl n + 1 der Nachfolger von n.

Beispiel. Das Intervall [1,4+00) ist eine induktive Menge die 1 enthélt. Es folgt, dass
N C [1, 400). Insbesondere ist 1 die kleinste natiirliche Zahl. Da 1 € N, daraus folgt auch
2:=1+1€eN,3:=2+1€ Nusw. bis9:=8+1 € N. Die Zahl zehn =9 + 1 wird mit
10 bezeichnet, aber diese Bezeichnung hat mit Stellenwertsystem zu tun und wird spéter
betrachtet.

1.3.2 Induktionsprinzip

Hiufig braucht man eine Aussage beweisen, die von einem natiirlichen Parameter n ab-
héngt. Dafiir benutzt man das folgende Induktionsprinzip.

Behauptung. (Induktionsprinzip) Sei A (n) eine von n € N abhingige Aussage, die die
folgenden Bedingungen erfiillt:

(1) A(1) ist wahr (Induktionsanfang).
(i7) Fiir jedes n € N gilt A(n) = A(n+ 1) (Induktionsschritt).

Dann ist A (n) wahr fir alle n € N.

Beweis. Bezeichnen wir mit S die Menge von allen n, fiir die A (n) wahr ist. Nach dem
Induktionsanfang 1 € S, und nach dem Induktionsschritt ist S induktiv. Nach Definition
von N gilt N C S, d.h. A(n) ist wahr fiir allen € N. m

Die Beweismethode, die das Induktionsprinzip benutzt, heifit die vollstindige Induk-
tion. Im Induktionsschritt nennt man A (n) die Induktionsvoraussetzung und A (n + 1)
die Induktionsbehauptung.

Der folgende Satz wird mit Hilfe von vollsténdiger Induktion bewiesen.

Satz 1.13 Seien n,m zwei natiirliche Zahlen. Dann gilt das folgende.
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(@) n+meN
(b)) nm e N

(¢) Istn >m, so gilt n —m € N.

Beweis. (a) Wir beweisen per Induction nach n, dass n+m € N. Wéhlen wir ein m € N
und bezeichnen with A (n) die Aussage, dass n +m € N.

e Induktionsanfang. A (1) ist die Aussage, dass 1 + m € N. Da N eine induktive
Menge ist und m € N, daraus folgt, dass m + 1 € N, was zu beweisen war.

e Induktionsschritt. Die Induktionsvoraussetzung A (n) ist: n +m € N, die Induk-
tionsbehauptung A (n + 1) ist: (n+ 1) +m € N. Ist A (n) wahr, dh. n+m € N,
dann auch (n +m) + 1 € N, woraus folgt

(n+1)+m=(n+m)+1eN.

Damit ist A (n+ 1) bewiesen. Nach dem Induktionsprinzip beschlieen wir, dass
A (n) fir alle n € N gilt.

(b) Beweisen wir per Induktion nach n, dass nm € N.
e Induktionsanfang. Ist n = 1, dann nm = m € N.
e Induktionsschritt. Ist es schon bekannt, dass nm € N, dann nach (a)
(n+1)m=nm+meN
da die beiden Zahlen nm und m natiirlich sind.
(c¢) Beweisen wir zunéchst diese Behauptung fiir m = 1, d.h.
n>1l=n-1cN.
Das letztere ist dquivalent zu der folgenden Aussage
An)=(n=1V n—1€N),
die wir per Induktion nach n beweisen.
e Induktionsanfang. A (1) ist wahr, da n = 1.
e Induktionsschritt. A (n+ 1) ist wahr, da (n+1) —1=n € N.
Beweisen wir per Induktion nach m die neue Aussage B (m):
fiir jedes n € N mit n > m gilt n —m € N.

e Induktionsanfang. B (1) bedeutet: fiir jedes n > 1 gilt n — 1 € N, was aus A (n)
folgt.
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e Induktionsschritt. Angenommen, dass B (m) wahr ist, beweisen wir B (m + 1), d.h.

neNundn>m+1=n—-(m+1)eN.

Da n > m, so erhalten with nach der Induktionsvoraussetzung, dass n —m € N. Nach
n > m+1 erhalten wir n —m > 1 und somit nach dem Induktionsanfang (n —m)—1 € N.
Es bleibt nun zu bemerken, dass

(1) =n+ (~1) (m+ 1) = n+ (—m)+ (~1) = (n—m) - 1,

woraus n — (m + 1) € N folgt. m

1.3.3 Ganze Zahlen

Bezeichnen with mit Z die Vereinigung von {0}, N, und von den Negativen von N, d.h.
Z:={0} UNN(-N).

Die Elemente von Z heiflen die ganze Zahlen und Z heifit die Menge von ganzen Zahlen.
Offensichtlich
re€Zundz>0& xeN.

Korollar 1.14 Fiir jede x,y € Z sind x +y, x — y, xy auch in Z.

Beweis. Da z —y = x 4+ (—y) und (—y) € Z, es reicht zu beweisen, dass xy und x + y
ganze Zahlen sind. Ist x = 0 oder y = 0, so ist die Aussage trivial. Sonst gibt es natiirliche
Zahlen n,m mit * = £+n und y = +m. Betrachten wir, zum Beispiel, den Fall x = n
und y = —m. Dann nm € N und zy = n(—m) = —nm € Z. Beweisen wir jetzt, dass
r+y = n—m ist eine ganze Zahl. Ist n = m dannn —m = 0 € Z. Ist n > m dann
n—m € N nach Satz[L.13] Ist n <m, dann m —n € Nund n —m = — (m — n) € Z.

Die anderen Fille von Vorzeichen in x = +n und y = +m werden analog betrachtet.
|

Korollar 1.15 Fiir z,y € Z st die Bedingung x > y dquivalent zu x > y + 1. Folglich,
fiir jedes n € Z enthdlt das Intervall (n,n + 1) keine ganze Zahl.

Beweis. Seix > y. Dax —y € Z und x —y > 0, erhalten wir v —y € N. Da 1 die
kleinste natiirliche Zahl ist, folgt + — y > 1 und damit x > y + 1. Die Implikation in der
Riickrichtung ist offensichtlich: x > y 4+ 1 und y + 1 > y ergeben z > .

Ist m eine ganze Zahl in (n,n + 1), so gilt m > n und somit m > n + 1, was im
Widerspruch zu m < n + 1 steht. =

Behauptung. (Verallgemeinerung des Induktionsprinzipes) Sei ng eine ganze Zahl und
sei A (n) eine von n abhdngige Aussage. Angenommen ist das folgende:

o A(ng) ist wahr.
o Fir jedesn € Z mitn >ng gilt A(n) = A(n+1).

Dann gilt A (n) fir alle n € Z mit n > ny.
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1.3.4 Maximum und Minimum der Teilmenge von Z

Satz 1.16 Sei S eine nicht-leere Teilmenge von Z. Ist S nach oben beschrinkt, so ex-
istiert max S. Ist S nach unten beschrinkt, so existiert min S. Insbesondere existiert
min S fiir jede nicht-leere Teilmenge von N.

Beweis. Sie S nach oben beschrénkt. Nach Satz existiert sup S als Element von R.
Setzen wir a = sup S und beweisen wir, dass a € S, woraus die Identitéit a = max .S folgen
wird. Nehmen wir das Gegenteil an, dass a ¢ S. Da a — 1 keine obere Schranke von S
ist, dann existiert n € S mit n > a — 1. Da a eine obere Schranke von S ist, so haben
wir n < a. Daa ¢ Sund n € S, erhalten wir a # n und somit n < a. Deshalb haben wir
gezeigt, dass a — 1 < n < a, was dquivalent zu

n<a<n+t+l

ist. Nach Korollar enthilt das Intervall (n,n + 1) keine ganze Zahl, insbesondere
kein Element von S. Auch das Intervall [n + 1, 4+00) enthilt kein Element von S, da alle
Elemente von S von a beschréinkt sind. Daraus folgt, dass das Intervall (n,+o00) kein
Element von S enthélt und somit n eine obere Schranke von S ist, was im Widerspruch
mit n < a steht.

Der Fall von min S wird analog behandelt.

Die Teilmengen von N sind immer nach unten von 1 beschrénkt, woraus die zweite
Aussage folgt. m

Satz 1.17 (Archimedisches Prinzip) Fiir jedes © € R existiert genau ein n € Z mit
n<x<n+l. (1.13)

Die Zahl n ist damit die grofite ganze Zahl mit n < z. Diese Zahl n wird mit [z] (z
in den rechteckigen Klammern) bezeichnet und heifit die Gaufklammer von z. Der Wert
von n heiit auch der Ganzzahlanteil von x. Zum Beispiel, [%] =0 und [—%] = —1. Fiir
x € 7 gilt [z] = x.

Beweis. Fiir gegebenes z € R betrachten wir die Menge

S={keZ:k<zx}.

Zeigen wir zunichst, dass diese Menge nicht leer ist. Nehmen wir das Gegenteil an, dass
S leer ist. Dann gilt & > x fiir alle £ € Z, d.h. = eine untere Schranke von Z ist. Somit
ist Z nach unten beschriinkt und nach Satz [.L16 hat Z das Minimum. Sei m = minZ.
Aber dann ist m — 1 auch in Z, was im Widerspruch mit m — 1 < min Z steht.

Da S nicht-leer ist und nach oben mit x beschrénkt, erhalten wir nach Satz dass
S das Maximum hat. Setzen wir n = maxS. Da n € S, erhalten wir nach Definition
von S, dass n < z. Dan+1 > n = maxS und deshalb n + 1 ¢ S, erhalten wir, dass
n+ 1> z. Damit erfiillt n die Bedingungen (1.13).

Um die Eindeutigkeit von n zu beweisen, nehmen wir zunéchst das Gegenteil an, dass
es noch ein n’ € Z gibt mit

n<x<n +1.

Daraus folgt, dass n’ < n + 1 und somit nach Korollar n’ < n. Analog sieht man,
dass n < n/, woraus n = n’ folgt. =
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1.4 Rationale Zahlen

Eine rationale Zahl ist ein Quotient von ganzen Zahlen, d.h. eine reelle Zahl der Form
7 mit a,b € Z, b # 0. Die Menge von allen rationalen Zahlen wird mit Q bezeichnet, so
dass

a
Q= {E.a,bez,b7&o}.
Offensichtlich gelten die Inklusionen

NCZcQcR.

Da 0 < % < 1, so erhalten wir nach Korollar dass % keine ganze Zahl ist. Da % € Q,
so sehen wir, dass die Inklusion Z C Q echt ist.

Satz 1.18 Die Menge Q ist angeordneter Korper.

Beweis. Wir miissen nur zeigen, dass Q beziiglich der Operationen Addition und Mul-
tiplikation abgeschlossen ist, und auch das Negative und Inverse von rationalen Zahlen
auch in Q liegen. Dann alle Axiome der Addition, Multiplikation und Ordnung gelten
automatisch, da Q Teilmenge von R ist.

Die obigen Aussagen folgen von den folgende Identitéten, wobei a, b, ¢, d ganze Zahlen

sind:
ac

¢ ad-+bd a c
d bd b d bd

O

Hier die Nenner b, d sind nicht gleich Null, und in der letzten Identitéit auch a # 0. Fiir
Beweis sieche Aufgaben. m

+

a
; —
und

Bemerken wir, dass Q nicht vollstéindig ist, d.h., die Vollstéindigkeitsaxiom nicht erfiillt
ist. In der Tat impliziert die Vollsténdigkeitsaxiom axiom die Existenz von quadratischer
Wurzel /a fiir jedes a > 0, d.h. die Existenz der Zahl z mit 2? = a. Im Koérper Q
ist das nicht der Fall: es gibt kein V2 in Q. Fiir weitere Einzelheiten siehe Aufgaben.
Insbesondere ist die Inklusion Q C R echt.

1.5 Endliche Folgen und Mengen

1.5.1 Endliche Folgen

Fiir je zwei ganze Zahlen n, m mit n < m, betrachten wie die Menge
{keZ:n<k<m}=[nm|NZ

von ganzen Zahlen zwischen n und m und bezeichnen sie kurz mit {n, ..., m}.
Definition. Eine endliche Folge ist eine Abbildung a : {n,...,m} — R. Man bezeichnet
den Wert a (k) auch mit a; und die Folge a mit {ax};-, oder kurz mit {ay} .

Alle Zahlen ay, heilen die Glieder oder die Elemente der Folge a.
Definieren wir die Summe ;" a; der Folge {a;} per Induction nach m wie folgt:
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e ist m = n dann setzen wir Z;”:n A = Qy;
e ist » " aj schon definiert, so setzen wir

m+1 m
ap = (Z ak) + Gyt (1.14)

k=n k=n

Man schreibt auch

m
E ap = Qp + Apg1 + ... + A
k=n

Alle Eigenschaften der Summe Y ;" a; werden per Induktion bewiesen. Zum Beispiel,
sind alle aj, gleich a, so gilt

Analog definiert man das Produkt [[;" a) der Folge {a)} mit:

hd H;n:—tzl ax = (Hzn:n ak) *Am+1-

Man schreibt auch

m

Hak =Gy Api1 e Oy

k=n

Betrachten wir die Folge {a;},_, mit ay = a € R fiir alle £ und definieren wir die
Potenzen von a mit

a”:Ha:a-a-...-a,
k=1 n times
fir alle n € N. Aquivalent kann man die Potenzen a™ direkt per Induktion definieren:
a' =a und a"™' =a"-a fiir allen € N. (1.15)
Man beweist per Induktion die folgenden Identitéiten:
av-a™ =a"""m, (a")" =ad"", (a-b)"=a" V" (1.16)
Ist a # 0, so definiert man die Potenzen a™ auch fiir nicht-positive ganze n wie folgt:

a’:=1 und a":= (a_l)_n fiir n < 0.

Die Identitéiten (|1.16]) gelten in diesem Fall auch fiir alle n,m € Z.
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1.5.2 Endliche Mengen

Definition. Eine nicht-leere Menge X heif3t gleichmdchtig zu einer Menge Y falls es eine
bijektive Abbildung f : X — Y gibt. In diesem Fall schreibt man X ~ Y. Die leere Menge
() ist gleichmichtig zu sich selbst, d.h. 0 ~ (.

Behauptung. Die Gleichmichtigkeit ist eine Aquivalenzrelation, d.h. sie erfillt die fol-
genden Bedingungen:

o X ~ X
e X ~Y=>Y~X
e X~ Y ANY~ZI=>XA~Z.

Beweis. Der Fall mit leeren Mengen ist trivial, so nehmen wir an, dass alle Mengen
X,Y, Z nicht leer sind. Da die Identitidtsabbildung Idx : X — X bijektiv ist, haben
wir X ~ X. Gilt X ~ Y, so existiert eine bijektive Abbildung f : X — Y. Dann ist
die Umkehrabbildung f~! : ¥ — X wohldefiniert und bijektiv, woraus ¥ ~ X folgt.
Existieren die bijektiven Abbildungen f: X — Y und g : Y — Z, so ist die Verkettung
go f: X — Z bijektiv, woraus X ~ Z folgt. m

Fiir jedes n € N bezeichnen wir mit &, die folgende Menge
En={l,..,n}={keN:1<k<n},

und & = 0. Es ist klar, dass &, C &, fir n < m.
Definition. Eine Menge S heifit endlich falls S ~ &, fiir ein n € NU {0} ist.

Fiir n = 0 bedeutet S ~ & dass S eine leere Menge ist. Fiir n € N bedeutet S ~ &,
die Existenz einer Bijektion f : £, — S, d.h. man kann die Menge S mit den Zahlen
1,...,n aufzédhlen.

Definition. Ist S ~ &,, so sagen wir: die Anzahl von Elementen von S ist n, oder die
Kardinalitat von S ist n. Man bezeichnet die Kardinalitéit von S mit card S oder mit |S|
(Betrag von 5).

Zunichst zeigen wir, dass die Kardinalitéit wohl-definiert ist, d.h. S ~ &, und S ~ &,
sind mit verschiedenen n, m unmoglich.

Satz 1.19 Sind n,m natirliche Zahlen mit n > m, so gibt es keine injektive Abbildung
von &, nach &,,. Insbesondere sind &, und &,, gleichmdchtig genau dann, wenn n = m.

Die Aussage von Satz heifit das Schubfachprinzip: sind n Objekten zwischen m
Schubficher verteilt, wobei n > m, so gibt es ein Schubfach mit mindestens zwei Objekten.
Es gibt viele interessante Anwendungen von diesem Prinzip.

Beweis. Soll eine injektive Abbildung f : &, — &, mit n > m existieren, so ergibt die
Beschrankung f|g, ., eine injektive Abbildung von &, nach &,,. Deshalb reicht es zu
beweisen, dass es keine injektive Abbildung &,,.1 — &, gibt. Diese Aussage beweisen wir
per Induktion nach m.
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Induktionsanfang fiir m = 1. Es gibt nur eine Abbildung f : & — & da f (k) gleich
1 fiir £ = 1,2 sein soll, und diese Abbildung ist nicht injektiv.
Induktionsschritt von m nach m + 1. Sei

f : gm+2 - ngrl

eine injektive Abbildung. Setzen with a = f (m + 2). Dann gilt

Vk € Emir [ () € Emir \ {a},

und deshalb ergibt die Beschrinkung von f auf &,,,1 eine injektive Abbildung von &,
nach &,,11 \ {a}. Zeigen wir, dass

Emi1 \{a} ~ &En.

In der Tat ist die folgende Abbildung

9 ¢ Emn\{a} — &n

k, k<a
g (k) {k—Lk>a

eine Bijektion. Betrachten wir die Verkettung der folgenden Abbildungen:
gm—i—l d illjik;ﬁiV m+1 \ {a} 7 %ﬁiV 5m7

woraus folgt, dass die Abbildung go f : &,,11 — &, injektiv ist, was im Widerspruch zur
Induktionsvoraussetzung steht.

In der zweiten Aussage ist der Fall n = 0 oder m = 0 offensichtlich. Seien n,m € N.
Gilt n = m so sind &, und &, offensichtlich gleichméchtig. Gilt n > m, so existiert
keine injektive Abbildung &, — &, und um so mehr keine bijektive Abbildung &, — &,,.
Somit sind &, und &,, nicht gleichméchtig. Im Fall n < m sind &, und &, analog nicht
gleichméchtig. m

Korollar 1.20 Jede injektive Abbildung &£, — &, ist immer bijektiv.

Beweis. Sei f : &, — &, eine injektive Abbildung, die nicht surjektiv ist, d.h. es existiert
ein a € &, mit f (k) # a fiir alle k € &,. Erweitern wir f auf &, ;, indem wir setzen

f(n+1)=a.
Dann ist f eine injektive Abbildung von &, 1 nach &,, was nach Satz nicht moglich

ist. m

Man kann auch zeigen, dass jede surjektive Abbildung &, — &, immer bijektiv ist.
Im Beweis des néchsten Satzes benutzen wir den Begriff von disjunkter Vereinigung.

Definition. Seien A, B zwei Mengen. Die disjunkte Vereinigung A LI B ist gleich die
Vereinigung A U B, vorausgesetzt A N B = (). Sonst ist A LI B nicht definiert.

Satz 1.21 (a) Fine Teilmenge einer endlichen Menge ist endlich.
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(b) Die Vereinigung zweier endlichen Mengen ist endlich.

(¢) Kartesisches Produkt zweier endlichen Mengen ist endlich.

Beweis. (a) Es reicht zu beweisen, dass jede Teilmenge von &, endlich ist.
Induktionsanfang. Ist n = 0, so ist jede Teilmenge von &y leer und somit endlich.
Induktionsschritt. Angenommen sei, dass jede Teilmenge von &, endlich ist. Beweisen

wir, dass jede Teilmenge S C &,,.1 endlich ist. Betrachten wir zwei Fille.

Gilt S C &, so ist S endlich nach Induktionsvoraussetzung.
Gilt S ¢ &,, so enthélt S die Zahl n + 1. Die Menge S" = S\ {n+ 1} ist eine

Teilmenge von &,, und somit ist endlich nach Induktionsvoraussetzung, d.h. S' ~ &, fiir

ein m € NU{0}. Dann erhalten wir

S=8U{n+1}~En,

was die Endlichkeit von S beweist.
(b) Fiir zwei Mengen A, B gilt

AUB=(A\B)U(ANnB)U(B\A).

Nach Teil (a) sind alle Mengen A\ B, B\ A, AN B endlich. Deshalb reicht es zu
beweisen, dass eine disjunkte Vereinigung zweier Mengen endlich ist. Seien A, B zwei
disjunkte Mengen mit

A~E, und B~ E&,. (1.17)

Betrachten wir die Menge
E ={n+1,..,n+m}.

Offensichtlich gilt &,, ~ & (mit Bijektion k +— n + k) somit B ~ £/ . Die Mengen &,
und &/, sind disjunkt, woraus folgt, dass
AUB~E,LUE .
Andererseits haben wir
EUE ={1,..ntU{n+1,...n+m}=2Em,
woraus folgt
A L B ~ Sner
und die Endlichkeit von A LI B.

Bemerkung. Es folgt aus dem Beweis von (b), dass fiir disjunkte endlichen Mengen A
und B gilt
card (AU B) = card A + card B. (1.18)

Fiir allgemeinen endlichen Mengen A und B gilt

card (AU B) = card (A) + card (B) — card (AN B).
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(¢) Wir zeigen per Induktion nach n, dass unter den Bedingungen (1.17)),
AX B~ &, . (1.19)

Ist n =10, so gilt A =0 und A x B = () woraus die Aussage folgt. Fiir Induktionsschritt
mit A ~ &, 11, wihlen wir ein Element € A und betrachten die Menge A" = A\ {z},
so dass A" ~ &,. Nach Induktionsvoraussetzung haben wir

A X B~ Epm.
Da die Abbildung b — (x,b) eine Bijektion von B nach {z} x B ist, so gilt
{z} x B~ B ~E&,,.
Da A = A’ U{z} und somit
Ax B=(A"x B)U({z} x B),
so erhalten wir nach
AX B~ Epmim = Ent1ym,

was zu beweisen war. ®

Bemerkung. Man schreibt die Relation (1.19)) in der Form
card (A x B) = card (A) card (B) . (1.20)

1.5.3 Funktionen auf endlichen Mengen

Sei M eine nichtleere endliche Menge. Betrachten wir eine Funktion a : M — R und
bezeichnen a;, = a (k). Die Summe
> w (1.21)

keM
lésst sich per Induktion nach n = card M definieren, analog zur Summe Y ,_, a; (siche
Aufgaben).
Erwiéihnen wir ohne Beweis die weiteren Eigenschaften der Summe. Sie alle kénnen

leicht per Induktion bewiesen werden.
1. Im Fall M =&, = {1,...,n} gilt

n
E Qp = E ag.
ke&n k=1

Um diese zwei Begriffe zu unterscheiden, nennt man ), _, a; geordnete Summe und
> kee, G — ungeordnete Summe.
2. Ist M = M,y U M, so gilt

Z ak:Zak—l—Zak.

ke MUMo ke M, keMo
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3. Seien a, b zwei Funktionen auf M. Dann gilt

Z(ak—i-bk):Zak—i-Zbk.

keM keM keM

Auch fiir jedes c € R

E cap = C E ag.

keM keM

4. Ist aj < by, fiir alle £ € M, so gilt

5. Ist ap =1 fiir alle k € M, so gilt

Zak = card M.

keM

6. Seien M, N zwei endliche Mengen. Die folgende Identitét gilt fiir alle Funktionen
a:M—Rundb: N —R:

keM leN (k,l)eMxN
Dariiber hinaus gilt fiir jede Funktion ¢ : M x N — R die Identitét

> a3 (D)

(k,)EM x N keM \IEN

1.6 Komplexe Zahlen

Definition. Die Menge C von komplezen Zahlen its die Menge R?> = R x R von allen
Paaren (z,y) von reellen Zahlen x,y, mit den folgenden Operationen + und -:

o (z,y)+ (z,y) = (42" y+y)

o (z,y) (2y) = (za' —yy', 2y’ +ya').

Die komplexe Zahl (0,0) has die Eigenschaft von Nullelement:

(z,9) +(0,0) = (0,0) + (2,9) = (2,9)

und wird mit auch 0 bezeichnet. Die komplexe Zahl (1,0) has die Eigenschaft von Ein-
heitselement:

(z,y) - (1,0) = (1,0) - (z,9) = (2,9)

und wird auch mit 1 bezeichnet.
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Fiir die komplexen Zahlen der Form (z,0) gelten die Regeln

(x,0) + (2',0) = (z+4',0)
(2,0)- (2/,0) = (z2/,0).

Die Abbildung

R —C

x +—  (z,0)

ist eine injektive Abbildung, die die Operationen + und - erhélt. Deshalb identifiziert
man die Menge R als eine Teilmenge von C, indem man = mit (x,0) identifiziert.

Die komplexe Zahl (0,1) ist besonders wichtig und wird mit ¢ bezeichnet (manchmal
wird (0, 1) auch mit j bezeichnet). Die Zahl i = (0, 1) heifit die imagindre Finheit. Nach
Definition haben wir

i =(0,1)-(0,1) = (=1,0) = —1

so that 12 = —1.
Bemerken wir auch, dass fiir alle a € R und (z,y) € C,

a- (.T,y) = (CL,O) ’ (l’,y) = (a:z:,ay),

and analog
(z,y) - a = (az,ay)

woraus folgt

Somit kann jede komplexe Zahl in der Form z + yi (oder x + iy) dargestellt werden.
Diese Darstellung heif3t die kartesische oder algebraische Form der komplexen Zahl. Sei
z = x + 1y eine komplexe Zahl. Dabei wird x als Realteil und y als Imaginérteil von z
bezeichnet. Man schreibt:

r=Rez und y=Imz.

Folglich haben wir
z=Rez+ilmz.

Offensichtlich gilt z € R genau dann, wenn Im z = 0.
In der kartesischen Form sehen die Rechenregeln von komplexen Zahlen wie folgt aus:

(+iy) + (@' +iy) = (v +2) +i(y+y)

und
( +iy) (2" +iy’) = (z2’ —yy') +i(xy +2y).
Man addiert und multipliziert die Ausdriicke = + iy und 2’ + iy’ genau so, wie die reellen

Zahlen, aber mit der zusitzlichen Regel i? = —1.
Fiir komplexe Zahlen gibt es eine neue Operation — die Konjugation.

Definition. Fiir jede komplexe Zahl z = x + iy € C definieren wir die komplexe Kon-
jugierte zZ durch
z=z—1y=Rez—1Imz.
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Offensichtlich gilt Z = z fiir alle z € C und auch z = z fiir alle z € R.
Erinnern wir uns den Begriff des Betrages von reellen Zahlen: fiir z € R setzen wir

] = z, x>0,
| -z, z<0.

Es folgt, dass Betrag die folgenden Eigenschaften erfiillt:
1. |z 4+ y| < |z| + |y| (die Dreiecksungleichung)
2. Jeyl = |z [yl

Auch brauchen wir den Begriff der Quadratwurzel.

Behauptung. Fiir jede nichtnegative Zahl a > 0 existiert genau eine nichtnegative Zahl
r € R mit 2° = a.

Beweis. Die Existenz wurde in Aufgaben gegeben. Fiir die Eindeutigkeit nehmen wir
an, dass 22 = y? fiir 2,y > 0 und beweisen, dass z = y. Im Fall z # y gilt entweder z < y
oder z > y. Im ersten Fall erhalten wir 2% < y? und im zweiten Fall 22 > y?, woraus die
Aussage folgt. =

Definition. Die eindeutige Zahl z mit 2% = a heiit die Quadratwurzel aus a und wird
mity/a bezeichnet.

Erwihnen wir die folgenden Eigenschaften von Quadratwurzel.

1. 0 < a < bergibty/a < \/5, was oberhalb schon beweisen wurde.
2. Fiir jedes a € R gilt Va2 = la|. Ist @ > 0, so gilt es nach Definition. Fiir a < 0
haben wir va? = \/(—a)* = —a = |a] .

Definition. Fiir komplexe Zahl z = = + iy definieren wir den Betrag |z| durch

2] = Va7 37 = \/(Re2)? + (Im 2)”. (1.23)

Insbesondere gilt |z| > 0, und |z| = 0 genau dann, wenn z = 0.

Fiir alle z € C gelten |Re z| < |z| und |[Im z| < |z|, wie es aus ([1.23) folgt. Ist z reell,

d.h. z =z, so gilt
|z| = Va? = |z].

Wie sehen, dass die Begriffe von Betrigen fiir reelle Zahlen und fiir komplexe Zahlen
iibereinstimmen.

Im néchsten Satz In the next statement versammeln wir einige Eigenschaften der
Operationen mit komplexen Zahlen.

Satz 1.22 Seien z1, 2o, 23 beliebige komplexen Zahlen.
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(a) Es gelten die folgenden Identitdten:

21+ 20 =204 21, (21+22)+23 =21+ (22 + 23) (1.24)
2120 = 2921, (2122) 23 = 21 (2223) (1.25)
(21 4 22) 23 = 2123 + 2023 (1.26)
(b) Es gelten auch
z+Z=2Rez, 22=|2 (1.27)
Nt 2=2+%, 7z =% (1.28)
|z122] = |21] |22] und |z1 4 22| < |z1| + |22 . (1.29)

(c) Ist z5 # 0, so existiert eine eindeutige Zahl w € C mit zow = z;. Die Zahl w wird
mit i—; bezeichnet. Es gelten auch die Identitdten:

a2 |,22|_2 21%  und
Z2

_ (1.30)

|Z2|

21

Z2

Folglich ist C ein Korper mit Nullelement 0 = 0+ 10 und Einheitselement 1 = 1 + 10.

Die Ungleichung |21 + 22| < |z1] + |22| (und ihre Folgerung |21 — 23| < |21| 4+ |22|) heifit
die Dreiecksungleichung.

Beweis. (a) Die Kommutativgesetze fiir Addition und Multiplikation, das Assoziativge-
setz fiir Addition, und das Distributivgesetz (die Identitéten , und die erste
Identitét in (1.25))) sind direkte Folgen der Definition. Beweisen wir das Assoziativgesetz
fiir Multiplikation (die zweite Identitét in (1.25))). Bezeichnen wir 2z = x5 + iy, und
erhalten

2129 = (X122 — Y1y2) + 1 (12 + Y122)

und

(z122) 23 = ((2172 — y1y2) + i (1Y + y122)) (73 + iy3)
= (1172 — Y1y2) T3 — Y3 (T1Y2 + y172)
+i (1122 — Y1y2) Y3 + (T132 + Y172) T3
= X1T2T3 — Y1Y2T3 — T1Y2Y3 — Y1T2Y3

+1 (T122Y3 — Y1Y2ys + T1Yax3 + Y12273) - (1.31)

Andererseits gilt
21 (2223) = (2223) 21,
und die dhnliche Entwicklung von (2523) 27 erhélt man aus (1.31)) bei der folgenden Per-

mutation von den Indizen
1 2 3

Lol
2 3 1
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Der Realteil von (z329) 23 dndert sich bei dieser Permutation wie folgt:

Re ((z122) 23) = @1%2x3 — W1Yels — T1Y2¥s — Y1T2ys
! ! ! !
Re ((2223) 21) = Xa3®1 — YolysT1 — Taysth — YoTsyn

und man sieht in den beiden Zeilen die gleichen Glieder, so dass
Re ((z122) z3) = Re ((2223) 21) -
Das Gleiche gilt fiir den Imaginérteil, woraus folgt
(2122) 23 = (2223) 21

und somit auch die zweite Identitét in (1.25)).
(b) Beweisen wir jetzt (1.27)). Setzen wir z = x + iy. Dann z = x — iy und
z24+ZzZ=(x+iy)+ (x —iy) =22 =2Rez
und
2z = (z+iy) (x —iy) = (2° +¢°) +i(wy —wy) = 2° + 5 = ||

Die erste Identitét in (1.28)]) ist offensichtlich, die zweite Identitéit wird wie folgt bewiesen:
aus

Zizp = (1122 — Y1y2) + 4 (21y2 + y122) = (2122 — Y1) — 1 (T1y2 + Y122)
und
21z = (21— iyn) (22 — iy2) = (2122 — Y1y2) — i (21Y2 + 1172)
erhalten wir Z1z5 = Z12s.
The erste Identitét in ((1.29)) ist wie folgt bewiesen:

212 = (2132 — yig)” + (2192 + 122)°

riry — 2T1Tay1Ys + YTYs + TTY5 + 20180010 + Y15
w175 + Yiys + aTys + yias

= (z1+9]) (v +43) = ETEN

Alternativ kann man diese Identitéit wie folgt beweisen:
2 — S —\ (L — 20,12
|2121| — Z1RQR1R2 — RZ1R2R1R9 — (2121) (2222) = |Zl| ’Z2| .
Um die Ungleichung in (1.29)) zu beweisen, bemerken wir zunéichst, dass

|Z1 + 22|2 = (2’1 + 22) (51 + 22) = 2121 + 2129 + 2921 + 29Z29
= |Zl|2 + 2Re (2122) + |ZQ|2 s

wo wir benutzt haben, dass
2129 + 2921 = 2129 + 2132 = 2Re (2122) .
Da |Re z| < |z|, so erhalten wir

21 + 2| < |21 + 2|21 2] + |2 = |2 + 2|21 |22] + |22 = (1] + [22])?,
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woraus
|Zl + 22| S |Zl| + |ZQ|

folgt.
(¢) Multiplizieren die Gleichung zew = 2z; mit zy ergibt

|20)* w = 2,72,

wobei wir Z,z, = |2|° benutzt haben. Da |2z,| > 0, kénnen wir diese Gleichung weiter mit
| 25| 7> multiplizieren und somit erhalten

w = |272|72 21227 (132)
was die Zahl w eindeutig bestimmt. Umgekehrt, definieren wir w mit (1.32)) und erhalten
2 _ -2 2
zow = |2a| " 212020 = |20 T 21 [20|” = 21,

was sowohl die Existenz von w als auch die erste Identitét in ((1.30) beweist. Fiir den
Betriige der beiden Seiten von ((1.32)) erhalten wir

Z1

- = — V4
] = 202 | || = 2] ] = 2L
22|

was die zweite Identitdt in (1.30) beweist. m

1.7 Kardinalzahlen

Wir haben schon die Gleichmichtigkeit von zwei Mengen definiert: die Mengen X und Y
heiflen gleichméichtig, falls es eine bijektive Abbildung f : X — Y gibt. In diesem Fall
schreibt man X ~ Y. Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation zwischen Mengen. Somit
bestimmt jede Menge X eine Aquivalenzklasse, die wird mit |X| bezeichnet. Die Ele-
menten von der Klasse | X | sind alle Mengen, die zu X gleichméchtig sind. Offensichtlich
gilt | X| = |Y| genau dann, wenn X ~ Y.

Definition. Die Aquivalenzklasse | X | heifit die Kardinalzahl (oder Kardinalitit, Mdchtigkeit)
von X.

Jede endliche nicht-leere Menge X ist dquivalent zu einer der Mengen &, = {1,...,n}
mit n € N, d.h. | X| = |&,|. In diesem Fall sagen wir, dass die Anzahl von Elementen
von X ist n und schreiben card X = n. Nach Satz ist die Kardinalzahl |X| einer
endlichen Menge X eindeutig bestimmt. H&ufig identifiziert man |X | mit » und schreibt
| X' | = n. Deshalb sind die Kardinalzahlen von endlichen Mengen &quivalent zu natiirlichen
Zahlen. In der Tat kann man die natiirlichen Zahlen als Kardinalzahlen der endlichen
Mengen definieren. In dieser Theorie wird die Endlichkeit der Mengen mit Hilfe von
Schubfachprinzip definiert: eine Menge M heifit endlich, falls sie zu keiner ihren echten
Teilmenge gleichméichtig ist.

Die Kardinalzahlen von unendlichen Mengen kénnen als Verallgemeinerung von natiir-
lichen Zahlen betrachtet werden. In diesem Abschnitt definieren wir die Ungleichungen
zwischen Kardinalzahlen.
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Definition. Fiir je zwei Mengen X, Y schreiben wie X <Y falls X zu einer Teilmenge
von Y gleichméchtig ist.

Insbesondere gilt X <Y fall X eine Teilmenge von Y ist.

Behauptung. Die Relation X <Y gilt genau dann, wenn es eine injektive Abbildung
f: X =Y gibt.

Beweis. Ist X zu einer Teilmenge Y’ C Y gleichmichtig, so existiert eine bijektive
Abbildung g : X — Y’. Definieren wir f : X — Y mit f (z) = g (z) und erhalten somit
eine injektive Abbildung. Umgekehrt, existiert eine injektive Abbildung f : X — Y, so

bezeichnen wir Y’ = f(X) und erhalten damit eine bijektive Abbildung f : X — Y’
wobei Y’ eine Teilmenge von Y ist. m

Die Ungleichung X <Y zwischen Mengen kann zu Kardinalzahlen erweitert werden
wie folgt.

Definition. Man schreibt | X| < |Y] falls X <Y.
Behauptung. Die Relation “<” zwischen den Kardinalzahlen ist wohldefiniert.

Beweis. Sei a,b zwei Kardinalzahlen, d.h. zwei Aquivalenzklassen von Mengen. Nach
Definition bedeutet die Ungleichung a < b folgendes: wir wihlen Mengen X € a und
Y € b und sagen a < b falls X < Y. Offensichtlich muss man zeigen, dass die Bedingung
X <Y unabhingig von der Wahl von X und Y ist. Ist sie unabhéngig, so sagt man, dass
die Ungleichheit “<” zwischen Aquivalenzklassen wohldefiniert ist.

Seien X’ und Y’ andere Mengen aus der Klassen a bzw b. Wir miissen zeigen, dass
X <Y gilt genau dann, wenn X’ <Y’ vorausgesetzt X ~ X' und Y ~ Y’ . Ist X <Y,
so existieren die Abbildungen wie folgt:

X Moy
1 19
X’ Y

wobei f und ¢ bijektiv und A injektiv sind. Dann ist die Verkettung g o h o f~! eine
injektive Abbildung von X’ nach Y’, woraus folgt X’ <Y’, was zu beweisen war. m

Die Ungleichheit zwischen Kardinalzahlen erfiillt die folgenden Eigenschaften:

1. |&] < |&n] © n < m, was aus dem Schubfachprinzip folgt.
2. |X| < |X| (trivial).
3.1 X <Y AN Y| <|Z] = |X]|<|Z| (siche Aufgaben).

4 X[ <Yl A Y[ < [X] = [ X[=]Y]

5. fiir je zwel Mengen X, Y gilt | X| <|Y| Vv Y| <|X].

Die Eigenschaften 4 und 5 haben die komplizierten Beweise, die wir nicht angeben
(und nicht brauchen).
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1.7.1 Abzihlbare Mengen

Definition. Eine Menge X heifit abzdhlbar falls X ~ N (d.h. | X| = |N]).

Die Kardinalzahl |N| wird auch mit Ry bezeichnet und Aleph-null genannt (wobei N
der erste Buchstabe Aleph des hebréischen Alphabetes ist).

Ist X abzdhlbar, so existiert ein Bijektion f : N — X. Bezeichnen wir f (n) = z,.
Dann ldsst sich X als eine unendliche Folge darstellen:

X ={z,:neN} ={z,}, oy ={zn}re; = {21,202, ...} .

Man sagt, dass die Menge X mit natiirlichen Zahlen abgez&hlt ist.

Beispiel. (Hilberts Hotel) Stellen wir ein Hotel mit einer abzihlbaren Menge von Zimmern
vor, die mit allen natiirlichen Zahlen durchnummeriert sind. Seien alle Zimmer schon
belegt, aber es kommt noch ein Gast an. Man kann doch Platz fiir den neuen Gast
befreien, indem man den Gast aus Zimmer Nr 1 nach Zimmer Nr 2 versetzt, den Gast aus
Zimmer Nr 2 nach Zimmer Nr 3, usw. Damit wird das Zimmer Nr 1 frei fiir den neuen
Gast.

Auflerdem kann man Platz fiir abzéhlbar vielen neuen Géste machen. Seien die neuen
Giéste auch durchnummeriert mit natiirlichen Zahlen. Der alte Gast aus dem Zimmer Nr
n wir nach Zimmer Nr 2n versetzt, und somit werden alle ungeraden Zimmer frei. Der
neue Gast mit Nummer m wird dann ins Zimmer Nr 2m — 1 untergebracht.

Es ist noch interessanter, dass man den Platz fiir die neuen Géste aus abzihlbar vielen
Gruppen je mit abzihlbar vielen Gésten befreien kann, wir man unterhalb sieht.

Zunichst beweisen Sie noch eine Erweiterung des Induktionsprinzips.

Behauptung. (Induktionsprinzip) Sei A (n) eine von n € N abhingige Aussage, die die
folgenden Bedingungen erfiillt:

o A(1) ist wahr;
o Fliir jedes n € N gilt

A (k) ist wahr fir alle k <n = A(n) (1.33)

Dann ist A (n) wahr fir alle n € N.

Beweis. Bezeichnen wir mit B (n) die folgende Aussage
B (n) = (A (k) ist wahr fiir alle k < n).

Beweisen wir per Induktion nach n, dass B (n) wahr fiir alle n > 2 ist, woraus folgt, dass
A (n) wahr fiir alle n € N ist.
Induktionsanfang. B (2) ist wahr, weil B (2) dquivalent zu A (1) ist.
Induktionsschritt. Sei B (n) wahr, beweisen wir, dass B (n + 1) wahr ist. Bemerken
wir, dass

B(n+1)=(A(k) ist wahr fiir alle k <n+1) = B(n) A A(n).
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Andererseits ist die Voraussetzung (1.33) #quivalent zu
B(n)= A(n).

Somit erhalten wir B (n) = B (n + 1), was zu beweisen war. m

Der néchste Satz enthilt wichtige Eigenschaften von abzihlbaren Mengen.

Satz 1.23 (a) Jede Teilmenge einer abzihlbaren Menge ist entweder endlich oder abzihlbar.
(b) Kartesisches Produkt zweier abzdhlbaren Mengen ist auch abzdihlbar.
(c) Sei { Xy}, en €ine Folge von abzihlbaren Mengen. Dann ist die Vereinigung X =
Unen Xn auch abzihlbar.

Bemerkung. Der Teil (a) impliziert, dass es keine unendliche Menge X gibt, die kleiner
als N ist: gilt fiir eine unendliche Menge | X| < |N|, so gilt |X| = |N|. In der Tat bedeutet
| X|] < |N|, dass X zu einer Teilmenge von N gleichméchtig ist. Da diese Teilmenge
unendlich sein soll, erhalten wir nach (a), dass sie abzihlbar ist. Man kann auch zeigen,
dass fiir jede endliche Menge Y gilt |Y| > |N| (siehe Aufgaben).

Der Teil (b) ist dquivalent zu |N x N| = |[N|. Zum Vergleich erinnern wir uns daran,
dass |, x &,| = |Ex2], insbesondere |E,| < |E, x &,] fir alle n > 1.

Der Teil (c) ergibt, dass man im Hilberts Hotel auch alle Géste aus abzihlbar vielen
Gruppen je mit abzéhlbar vielen Gésten unterbringen kann.

Beweis. (a) Es reicht zu zeigen, dass jede Teilmenge X von N entweder endlich oder
abzihlbar ist. Sei X unendlich. Dann erstellen wir eine Bijektion f : N — X woraus die
Abzéhlbarkeit von X folgen wird. Dafiir definieren wir f (n) per Induktion nach n.
Induktionsanfang. Nach Satz existiert das Minimum von X. Setzen wir f (1) =
min X.
Induktionsschritt. Seien f (k) fiir alle k& < n schon definiert. Die Menge

Xy ={f(k):k<n}={f(k):keEi}

ist eine endliche Teilmenge von X. Deshalb ist die Differenz X \ X, nicht leer, und wir
konnen setzen

f(n)=min (X \ X,). (1.34)
Nach dem obigen Induktionsprinzip erhalten wir eine Abbildung f : N — X. Diese
Abbildung ist injektiv, da f (n) ¢ X, und somit f (n) # f (k) fiir alle & < n.

Beweisen wir, dass f surjektiv ist, d.h. f (N) = X. Die Menge f (N) ist eine unendliche
Teilmenge von N und deshalb hat keine obere Schranke. Daraus folgt, dass fiir jedes v € X
existiert ein n € N mit « < f (n). Es folgt aus (1.34)), dass = nicht in X \ X,, liegen kann,
und somit z € X,. Nach Definition von X,, existiert ein k& < n mit f (k) = =z, d.h.
ze f(N).

(b) Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass X =Y = N.
Dann beweisen wir, dass die Menge

N? =N x N ={(n,m) : n,m € N}
abzdhlbar ist. Fiir jedes k € N betrachten wir die Menge

Dy ={(n,m):n,meN, n+m=k}.
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Jede Menge D, ist endlich, da sie k — 1 Elementen enthélt; insbesondere D; = (). Auch ist
N? die disjunkte Vereinigung von allen Mengen Dy, k € N. Auf dem Diagramm unterhalb
sind die Elementen von N? in einer Tabelle angeordnet, und die Mengen Dy, k > 2, sind
Diagonalen in dieser Tabelle. Man kann die Menge N? abzihlen indem man die Mengen
D;, nacheinander abzihlt.

(1,1), (1,2)s (1,3)s (1,4)19 (1,9)15
/ / / /
(2,1), (2,2); (2,3)q (2,4)14
/! /! /
(3, 1), (3,2)s (3,3)13
/! /!
(4,1)7 (4,2),5
/

Dieses Argument heifit die Diagonal-Abzihlung. Die genaue Definition der Bijektion
f: N? — N ist wie folgt. Zun#chst definieren wir die Folge {ay},-, wie folgt: aj ist
die Anzahl von Elementen in der Menge Ule D; (d.h. die ersten k Diagonalen). Da
card D, = k — 1, so erhalten wir

k

ak:cardUDi:Z(z’—l):Z_:j:w.

=1 i=1

Fiir jedes (n,m) € N? gibt es genau ein k € N mit (n,m) € Dy, néimlich k¥ = n+m. Dann
setzen wir
f(n,m) :=ap1+m=apim1+m.

Offensichtlich ist f|p, injektiv. Fiir (n,m) € Dy nimmt m die Werte {1, ...,k — 1} an,
woraus folgt

f(Dy)={ar—1+1, ;a1 + (=1} ={ag1+1,...,a}
wobei wir benutzt haben, dass
ar = ap_1 + (k—1).
Wir haben dann

f(Dy)={reN:a <z <ay} = (ar-1,ar) "N.

|_| (ax_1,ax] = (0,400)

k>2
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(siehe Aufgaben), so erhalten wir, dass

|_|f(Dk:) =N

k>2

Somit ist f eine Bijektion von N? nach N, was zu beweisen war.

(c) Jede Menge X,, kann mit natiirlichen Zahlen abgezihlt werden. Bezeichnen wir
mit x,,, das m-te Element von X,, wobei n,m € N. Definieren wir eine Abbildung
f:N? — X durch

f(n,m)=xum
Die Abbildung f : N* — X ist offensichtlich surjektiv, was impliziert |X| < |N?| (siehe
Aufgaben). Nach (b) haben wir |N?| = |N| und somit |X| < |N|. Da X unendlich ist, so
erhalten wir nach (a), dass | X| = |N|. =

Die Vereinigung X = [J,, oy X» ist auch abzéhlbar wenn alle Mengen X,, héchstens
abzdhlbar sind (d.h. abz#hlbar oder endlich) und mindestens eine Menge von X, abzéihlbar
ist, da man die endlichen Mengen X,, immer in die abzéhlbaren Mengen umwandeln kann;
dann ist X abzihlbar als eine unendliche Teilmenge von einer abzihlbaren Menge.

Auch die endliche Vereinigung X = Ufj:l X, ist abzéhlbar, vorausgesetzt, dass alle
Mengen X,, hochstens abzdhlbar sind und mindestens eine Menge von X, abzdhlbar ist,
da man die endliche Folge {X,,}"" | immer in die unendliche Folge {X,}>, fortsetzen
kann, indem man setzt X,, = Xy fiir alle n > N.

Korollar 1.24 Die Mengen Z und Q sind abzihlbar, d.h. |Q| = |Z| = |N]|.
Beweis. Da Z = NU (—N) U {0}, so erhalten wir |Z| = |N|. Da
Q = {E:n,mEZ,m%O}
m
= U {2 'n € Z} ,
m
meZ\{0}

so ist Q eine abzéhlbare Vereinigung von abzihlbaren Mengen. Somit gilt |Q| = |N|. m

1.7.2 Uberabziihlbare Mengen
Wir schreiben | X| < |Y] falls | X| < |Y| aber | X| # |Y].
Definition. Eine Menge X heifit iberabzihlbar falls |[N| < | X].

Da |N| < | X| fiir jede unendliche Menge X gilt, so ist eine unendliche Menge X genau
dann iiberabzihlbar wenn X nicht abzihlbar ist.

Satz 1.25 Die Menge R ist tiberabzdhlbar, d.h. |N| < |R|.

Die Kardinalzahl |R| heifit das Kontinuum und wird mit ¢ bezeichnet. Die Menge Da
|Q| = |N| < |R], es folgt, dass die Menge R \ Q von irrationalen Zahlen nicht leer ist. Ein
anderer Beweis davon: /2 ist irrational (sieche Aufgaben).

Beweis. Wir miissen beweisen, dass R nicht abzihlbar ist. Nehmen wir das Gegenteil
an, dass R abzéhlbar ist, so dass R = {z,, : n € N}. Konstruieren wir eine Folge {I,}
von abgeschlossenen beschrinkten Intervallen I,, = [a,,, b,] so dass
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1. a, <b,
2. I, C1I,

3. xp & I,.

Sei I; ein beliebiges Intervall, das z; nicht enthélt, zum Beispiel I1 = [z + 1, 25 + 2].
Ist I, = [an, b,] schon definiert, so wihlen wir [,,,; als ein Teilintervall von I,,, das x, 1
nicht enthélt, zum Beispiel wie folgt: im Fall x,, 1 ¢ I, setzen wir [,,.; = I,,, und im Fall

Tyt € I, wihlen wir [, = [%7 bn] oder I, 1 = [a,, “%J“b"]

Dann betrachten wir die Mengen
A={a,:neN} und B={b,:meN}.
Die Inklusion [a,41,byi1] C [an, by ergibt, dass fiir alle m > n
[y bin] C [y by -
Daraus folgt

ap < Ay, < by, < by,

und somit
an < b, firn<m

und
am < b, firn <m.

Umtauschen von m und n ergibt
a, <b, firn>m,

so dass
a, < b, fiir alle n,m € N.

Nach dem Vollstéindigkeitsaxiom erhalten wir, dass es ein ¢ € R gibt, die A und B
trennt, d.h. a, < ¢ < b, gilt fiir alle n,m € N. Insbesondere gilt ¢ € I, fiir alle n und
somit ¢ # x,, fiir alle n, was im Widerspruch zur Annahme R = {z,, : n € N} ist. =

Satz 1.26 Seien X,Y zwei Mengen mit |Y| < |N|.
(a) Ist X unendlich, so gilt | X UY| = |X].
(b) Ist X dberabzdhlbar, so gilt | X \ Y| = |X].

Insbesondere gelten
IRUY|=R und |R\Y|=|R].

Daraus folgt, dass |[R\ Q| = |R|, d.h. die Menge R \ Q von irrationalen Zahlen die
Kardinalzahl |R| hat.

Beweis. (a) Zunichst bemerken wir, dass

XUY =XU(Y\X)
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und |Y \ X| < |Y| < |IN|. Umbenennen wir Y \ X in Y. Dann sind X,Y disjunkt, gilt
Y| < |N| und wir miissen beweisen, dass

XUY|=|X]|.

Jede unendliche Menge erhélt eine abzéhlbare Teilmenge (siche Aufgaben). Sei Xj eine
abzihlbare Teilmenge von X und sei X; = X \ X,. Dann gilt

X=XUXy
und somit
XUY =(XoUuX)UY =(XoUY)UX;. (1.35)
Da | Xo| = |N| und |Y| < |N|, so erhalten wir nach Satz dass

XoUY ~ N~ X,
was zusammen mit (1.35) ergibt
XUY ~ XoUX, =X,

was zu beweisen war.
(b)) Da X \Y =X\ (XNY)und [XNY| < |Y| <|N|, so kénnen wir X NY in YV
umbenennen und somit voraussetzen, dass Y C X. Dann haben wir

X =(X\Y)uY. (1.36)

Die Menge X \Y ist unendlich, da sonst X abzihlbar wire als die Vereinigung von Y < N
und endlicher Menge X \ Y). Nach (a) erhalten wir

(XAY)UY[=[X\Y],

woraus | X| = |X \ Y] folgt. m

Mit Hilfe von Satz kann man beweisen, dass alle Intervalle (a,b), [a,b] , [a,b), (a, b]
mit a < b die Kardinalzahl |R| haben (siehe Aufgaben).

Algebraische Zahlen.
Die folgenden Teilmengen von reellen Zahlen sind uns schon bekannt:

NCZcCcQcCR
deren Kardinalzahlen die folgenden Ungleichungen erfiillen:
IN| = |Z] = |Q| < |R].

Betrachten wir noch eine Teilmenge von R.
Definition. Eine Zahl z € R heif}t algebraisch, falls x eine Gleichung

2" taz" P a2+ . +a,=0

erfiillt, wobei n € N und alle Koeffizienten ay, rationale Zahlen sind, d.h. x eine Nullstelle eines Polynoms
mit rationalen Koeffizienten ist.

Zum Beispiel, jedes = € Q ist algebraisch, da es die Gleichung = + a; = 0 erfiillt mit a; = —xz € Q
(und n = 1). Auch die Zahl # = /2 ist algebraisch da sie die Gleichung x> — 2 = 0 erfiillt (mit n = 2).
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Bezeichnen wir mit A die Mengen von allen algebraischen Zahlen. Es moglich zu beweisen, dass die
Summe, die Differenz, das Produkt und das Verhiltnis zweier algebraischen Zahlen wieder algebraisch
sind, und somit ist A ein Korper.

Offensichtlich gelten die Inklusionen Q C A C R und Q # A. Man kann beweisen, dass |A| = |N|,
woraus folgt, dass es nicht-algebraische Zahlen gibt. Die reellen Zahlen, die nicht algebraisch sind, heiflen
transzendent. Ein Beispiel von transzendenter Zahl ist die Zahl 7, die spéter rigoros definiert wird.

Kardinalzahl |2X | .

Alle uns bisher getroffenen unendlichen Mengen haben die Kardinalzahlen |N| oder |R|. Man kann
fragen, ob es andere Kardinalzahlen gibt, zum Beispiel zwischen |N| und |R|. Die Vermutung, dass es
eine Kardinalzahl zwischen |N| und |R| gibt, heifit die Kontinuumshypothese. Die Antwort darauf ist
erstaunlich: in den Rahmen von der iiblichen axiomatischen Theorie von Mengen und Zahlen kann diese
Vermutung weder bewiesen noch widerlegt werden. Deshalb kann die Existenz bzw nicht-Existenz der
Kardinalzahl zwischen |N| und |R| als ein unabhéingiges Axiom betrachtet werden.

Im Gegensatz dazu kann die Existenz von Kardinalzahlen > |R| leicht geantwortet werden.

Satz 1.27 Fir jede Menge X gilt | X| < ‘2X| .

Insbesondere gilt 2% > |R|. Man kann zeigen, dass [R| = 25|, was einen anderen Beweis von der
Ungleichung |R| > |NJ liefert. Satz ergibt auch, dass es keine maximale Kardinalzahl gibt.

Beweis. Die Ungleichung |X| < |Y] gilt genau dann, wenn es eine injektive Abbildung f : X — Y
gibt, und die Gleichheit | X| = |Y| gilt, wenn es eine bijektive Abbildung f : X — Y gibt. Um die echte
Ungleichung | X| < |Y| zu beweisen, miissen wir folgendes zeigen:

e es existiert eine injektive Abbildung f: X — Y,
e es existiert keine bijektive Abbildung f: X — Y.

Eine injective Abbildung f : X — 2% kann man wie folgt definieren: f (x) = {x}, wobei {2} eine
Teilmenge von X ist, die aus einem Element z besteht.

Sei f : X — 2% eine beliebige Abbildung. Beweisen wir, dass f nicht surjektiv ist (und somit auch
nicht bijektiv). Betrachten wir die Menge

S={zeX:z¢f(x)}. (1.37)

Beachten wir, dass f (z) eine Teilmenge von X ist, und die Frage, ob x ein Element von f (z) ist, ist
vollig sinnvoll. Die Menge S ist eine Teilmenge von X und deshalb ein Element von 2X. Zeigen wir, dass
die Menge S kein Urbild hat. Nehmen wir das Gegenteil an, dass f (y) = S fiir ein y € X, und betrachten
zwei Fille.

1. Ist y € S so gilt nach (1.37) y ¢ f (y) =S, was ist unmoglich.
2. Ist y ¢ S so gilt nach (1.37) y € f (y) = S — auch unmoglich.

Deshalb fithrt die Bedingung f (y) = S zum Widerspruch, woraus folgt, dass f keine surjektive
Abbildung ist. =

Zum Abschluss von Kapitel In diesem Kapitel haben wir axiomatisch die Zahlen
(und Mengen) eingefiihrt und ihre grundlegenden Eigenschaften bewiesen. Man kann die
Mathematik mit einem (sehr grofien) Geb#ude vergleichen, wo alle Begriffe und Aussagen
wohnen. Dann befindet sich das Material von Kapitel [I| noch im Keller. Das Fundament
besteht aus den Axiomen, grundlegenden Begriffen, wie Menge und Zahl, und den Regeln
von Herleitung (Mathematische Logik). Die unmittelbaren Folgerungen von Axiomen,
die in diesem Kapitel gewonnen wurden liegen im Kellergeschoss wie die Werkzeuge. Im
Erdgeschoss befindet sich die Schulmathematik, die jetzt von uns teilweise begriindet ist,
und in den mehreren Obergeschossen befindet sich die Forschungsmathematik, insbeson-
dere die Uni-Mathematik, die noch gelernt werden muss.
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Chapter 2

Folgen und ihre Grenzwerte

2.1 Unendliche Folgen

Eine (unendliche) Folge von reellen Zahlen ist eine Abbildung =z : N — R. Der Wert
x (n) fir n € N wird auch mit x,, bezeichnet. Die ganze Folge x wird auch mit {x,},
oder {z,} -, oder sogar {z,} bezeichnet. Die Werte z,, werden auch als Glieder (oder
Folgenglieder) der Folge = genannt.

2.1.1 Der Begriff des Limes

Sei {z,} -, eine Folge von reellen Zahlen. Wir interessieren uns fiir das Verhalten der
Folgenglieder x,, fiir grolen Werten von n. Verschiedene Folgen kénnen die verschiedenen
Verhalten zeigen. Zum Beispiel, in der Folge {(—1)"} wechselt sich 1 mit —1 ab. Hingegen
werden die Glieder in der Folge {%} immer kleiner und n#heren sich der Null fiir grofien
Werten des Index n an. Es ist natiirlich zu sagen, dass die Folge {%} den Grenzwert 0
besitzt, wihrend {(—1)"} keinen Grenzwert hat.

Definition. Sei {x,} -, eine Folge von reellen Zahlen. Die Zahl a € R heiit der Grenzwert
der Folge {a,} genau dann, wenn:

fiir jedes e > 0 existiert N € N so dass fiir alle n > N gilt |z, —a| < e.

Oder, mit Hilfe von den Quantoren, schreibt man:

Ve>0 INeN Vn>N |z, —a|<e. (2.1)

Besitzt die Folge {z,} einen Grenzwert, so heifit die Folge konvergent; sonst heifit die
Folge divergent. Man sagt auch: die Folge konvergiert bzw divergiert.
Ist a der Grenzwert von {z,}, so benutzt man die folgende Schreibweise:

x, — a (z, konvergiert gegen a)

T, — a fir n —o00 (a, konvergiert gegen a fiir n gegen unendlich).

Um den Grenzwert der Folge {z,} zu bezeichnen, benutzt man die Notation lim z,,, die
heiflt der Limes von x,,. Ist a der Grenzwert von {xz,}, so schreibt man auch

a =limz,
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oder

a= lim z,.
n—oo

Die Bedingung ([2.1)) lisst sich wie folgt umformulieren. Wir sagen, dass eine von
n € N abhiéingige Figenschaft F (n) fir fast alle n gilt, falls E'(n) fiir alle n € N\ S gilt,
wobei S C N eine endliche Menge ist.

Behauptung. Die Bedingung a = lim x,, ist dquivalent zur Bedingung:

Ve >0 |z, —a| <e gilt fir fast alle n. (2.2)

Beweis. Nach Definition ergibt (2.1), dass |z, —a| < ¢ fiir alle n > N fiir ein (von ¢
abhéingiges) N. Somit gilt (2.2). Umgekehrt, gilt (2.2), so gibt es eine endliche Menge
S C N so dass |z, —a| < ¢ fiir alle n € S¢ gilt. Setzen wir N = max S + 1. Dann n > N
impliziert n € S¢ und somit (2.1). m

Die Bedingung |x,, — a| < ¢ ist offensichtlich #quivalent zu
T € (a—¢e,a+¢).

Das Intervall (a — €,a + ¢) heifit die e-Umgebung von a und wird mit U, (a) bezeichnet.
Somit erhalten wir noch eine Umformulierung von dem Begriff des Limes.

Behauptung. Die Bedingung a = lim x,, gilt genau dann, wenn

Ve >0 z, € U.(a) fir fast alle n, (2.3)

d.h. jede Umgebung U, (a) von a fast alle Folgenglieder x,, enthdlt.

Daraus erhalten wir folgendes: a ist kein Grenzwert von {z,,} genau dann, wenn

Je > 0 so dass die Menge {n:z, ¢ U.(a)} unendlich ist, (2.4)

wo (22.4]) die Negation der Bedingung ({2.3) ist.

Bemerkung. Die Definition (2.1)) von dem Grenzwert ist einer von den wichtigsten Be-
griffen in ganzer Mathematik. Der Begriff von Grenzwert wurde intuitiv, ohne genaue De-
finition, schon von den Begriindern von Infinitesimalrechnung Isaac Newton und Wilhelm-
Gottfried Leibniz im 17. Jahrhundert benutzt. Man brauchte fast 150 Jahre von weiterer
Entwicklung der Analysis um eine rigorose Definition des Grenzwertes vorzulegen. Diese
Definition wurde von Augustin Louis Cauchy in ca. 1821 gegeben, was als der Anfang
von moderner Analysis betrachtet werden kann.

Beispiel. 1. Zeigen wir, dass die Folge z,, = % gegen 0 konvergiert. In der Tat, nach dem
Archimedischen Prinzip, fiir jedes € > 0 existiert N € N mit N > % woraus folgt % < e.
Deshalb fiir jedes n > N gilt % < g, d.h. ‘% — 0} < ¢ und somit

1
— — 0 fiir n — oo.
n
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Ebenso beweist man, dass fiir jedes c € R

c
— — 0 fiir n — 0.
n

2. Betrachten wir die Folge {z,} derart, dass z,, = a fiir alle n > ny. Man kann auch
sagen, dass x,, = a fiir fast alle n gilt. Dann auch |z,, —a| = 0 < ¢ fiir fast alle n gilt,
woraus x,, — a folgt.

3. Die Folge x,, = n divergiert, da fiir jedes a € R auflerhalb Intervalles U (a)
unendliche Menge von Folgenglieder liegt. Ebenso divergiert die Folge z,, = cn fiir jedes
c # 0.

4. Zeigen wir, dass die Folge z;,, = (—1)" divergiert. Der Wert a = 1 ist kein Grenzwert,
da es auflerhalb U; (1) unendlich viele Glieder mit dem Wert —1 gibt. Analog ist a = —1
kein Grenzwert. Sei a # 1 und a # —1. Dann existiert € > 0 derart, dass die Umgebung
U. (a) weder 1 noch —1 enthilt, und somit alle Glieder z,, aufierhalb U, (a) liegen. Deshalb
ist a kein Grenzwert.

Die Konvergenz x,, — a kann als eine Anndherung von a mit den Folgenglieder z,,
betrachtet werden. Betrachten wir ¢ > 0 als ein vorgegebener Approximationsfehler.
Dann bedeutet die Bedingung , dass jedes Folgenglied x,, mit geniigend groflem n
eine “gute” Annédherung von a ist, ndmlich, mit dem Approximationsfehler < . Es ist
wichtig zu betonen, dass diese Eigenschaft fiir beliebiges positives € gelten muss, so dass
der Approximationsfehler beliebig klein sein kann.

Beispiel. Betrachten wir eine Folge {x,} von positiven Zahlen, die per Induktion wie
folgt definiert wird:
()
=1 xp=c(ox,+—]).
2 Ty

Die weiteren Glieder dieser Folge sind

3 —
Ty = % = 1.416 666 666 666 666 666 7...
Ty = % =1.414215686 274 509803 9...
x5 = S0t = 1.414 213562 374689 9106...
Tg = Sop (21088897 = 1.414 213562 373095 048 8...
T = 1572584048 032918633 353 217 —=1.414213562373095 048 8...
l’; — 4116%%82%%%%%%%%8%%%;%;%6%(25487573351 061418968498177 _ 1.414213 562373095048 8...

3497 379255757941 172020 851 852 070 562 919 437 964 212 608

Man kann zeigen, dass
T — V2 fiir n — oo,

so dass die obigen Glieder z,, die Anniherungen von v/2 mit den fallenden Fehler sind.
In der Tat gilt

V2 = 1.414 213562373095 048 S...

so dass schon x4 eine sehr gute Anniherung von /2 ist.
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2.1.2 Eigenschaften des Limes

Fiir Beweise von FEigenschaften des Limes benutzen wir die folgende Eigenschaft des Be-
griffes "fast alle n".

Behauptung Gelten zwei von n € N abhdngigen Aussagen A (n) und B (n) fir fast alle
n, so gilt A(n) A B (n) auch fir fast alle n.

Beweis. Nach Definition gibt es endliche Mengen S,T" C N so dass A (n) fiir alle n € S°
gilt und B (n) fiir alle n € T° gilt. Dann gilt A (n) A B (n) fiir alle

neSenNTe = (SUT).

Da S UT endlich ist, daraus folgt, dass A (n) A B (n) fiir fast alle n gilt. =

Die weiteren Eigenschaften des Grenzwertes werden in dem folgenden Satz angegeben.

Satz 2.1 (a) Seien {x,} und {y,} zwei konvergente Folgen mit x,, < y, fir fast alle n,
so gilt
limz, <limy,.

Insbesondere die Bedingung x,, = vy, fir fast alle n impliziert lim x,, = limy,,. Folglich ist
der Grenzwert einer konvergenten Folge eindeutig bestimmit.
(b) Seien {x,},{yn},{2n} drei Folgen mit x,, <y, < z, fir fast alle n. Gilt

limz,, = lim z, =: a,
s0 ist {yn} auch konvergent und
limy, = a.

(c) Jede konvergente Folge ist (nach oben und nach unten) beschrankt.
(d) z, — a< |z, —a|l — 0 (insbesondere x, — 0 < |z,| — 0).

Beweis. (a) Bezeichnen wir ¢ = limz, und b = limy,. Fir jedes ¢ > 0 gelten die
folgenden Bedingungen fiir fast alle n:

a—e<x, <y, <b+e,

woraus folgt, dass a < b + 2 und
a—b< 2e. (2.5)

Da ¢ > 0 beliebig ist, so kann die Zahl a — b positiv nicht sein (sonst gilt (2.5) mit
e = 1 (a — b) nicht), woraus folgt a — b < 0 und somit a < b.
(b) Fiir jedes € > 0 gelten die folgenden Bedingungen fiir fast alle n:

a—€e<Tp <Y<z, <a+e,

woraus folgt y,, € Us (a) und somit y,, — a.

(¢) Sei x,, — a. Die Menge von z,, die in U; (a) liegen, ist beschrinkt, da U; (a)
beschrinkt ist. Auflerhalb U. (a) liegen nur endlich viele Glieder, so dass die Menge davon
auch beschrénkt ist. Somit ist die ganze Menge {z,},, beschrénkt als die Vereinigung
zweier beschrinkten Mengen.
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(d) Die Bedingung z,, — a bedeutet, dass fiir jedes € > 0 die Ungleichung |z,, — a| < ¢
fiir fast alle n erfiillt ist, wihrend |z,, — a| — 0 bedeutet, dass

||z, —al — 0] <e

fiir fast alle n erfiillt ist. Offensichtlich sind die beiden Bedingungen #quivalent. m
Beachten wir, dass z,, < y, impliziert lim x,, < limy, aber nicht limx,, < limy,, was
man im Beispiel x,, = 0, y,, = % sieht.

Beispiel. Betrachten wir die Folge x, = a" mit einem a € R und untersuchen wir die
Konvergenz von {z,} abhiingig von dem Wert von a. Betrachten wir verschiedene Fiille.
1. Sei a > 1, d.h. a =1+ ¢ wobei ¢ > 0. Nach Bernoullische Ungleichung haben wir

a"=(14+¢)" >1+nc

Da die Folge {nc} -, unbeschrénkt ist, so ist die Folge {a"},, auch unbeschrénkt und
somit divergent.

2. Sei a < —1. Da |z,,| = |a|", so erhalten wir, dass die Folge {|z,|} unbeschrinkt ist
und somit auch {x,}. Folglich ist {z,} divergent.
3. Sei a = —1. Die Folge x, = (—1)" wurde schon betrachtet, und wir wissen, dass

sie divergiert.

4. Sei a = 1. Dann z,, = 1 und diese Folge konvergiert gegen 1.

5. Sei @ = 0. Dann {x,} ist auch eine konstante Folge, die gegen 0 konvergiert.

6. Sei 0 < a < 1. Setzen wir b = i > 1. Wie oberhalb schreiben wir b = 1 + ¢ mit
¢ > 0 und erhalten

b" > 1+ nc > nc
woraus folgt

1
0<a™ < —.
nc

Da = — 0, erhalten wir nach Satz (b), dass a, — 0.
7. Sei —1 < a < 0. Dann gilt 0 < |a| < 1 und |a"| = |a|” — 0, woraus folgt a™ — 0.
Somit ist die Folge {a"}, . konvergent genau dann, wenn —1 < a < 1.

2.1.3 Rechenregeln

Hier beweisen wir einige Rechenregeln fiir den Grenzwert.
Satz 2.2 Seien z, — a und y, — b. Dann gelten

Tn+ Yo — a+Db, Tp— Yo — a—0b, x,y, — ab.

Falls y,, # 0 und b # 0, so gilt auch

T
Yn

> e
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Man kann die obigen Regeln mit Hilfe von dem Zeichen lim umschreiben wie folgt:

lim(x, +y,) = limz, + limy,

lim (z, —y,) = limz, —limy,
lim (z,y,) = limz,limy,
. Xn lim z,,
lim— = =
Yn lim y,

vorausgesetzt, dass die rechten Seiten sinnvoll sind. Fiir die konstante Folge y, = a
erhalten wir, dass

lim(z, +a) =limz, +a und lim(az,)=alimz,.
Beweis von Satz Fir jedes € > 0 gelten
|z, —a|l <eund |y, —0b| <e (2.6)
fiir fast alle n € N. Daraus folgt, dass fiir fast alle n
Tn +yn — (a+ D) = |z —a+y, — b < |z, —al + |y, — b| <2e=:¢.
Da &’ > 0 beliebige ist, so erhalten wir
Tp+ Yo — a+b.

Die Konvergenz x,, — y, — a — b beweist man analog.
Um die Produktregel zu beweisen, nehmen wir an ¢ < 1 und beachten, dass
ergibt
|zn| < la|+¢e < a| + 1.

Die Differenz x,1, — ab lisst sich fiir fast alle n wie folgt abschétzen:

|TnYn — T0b + ,b — ab|

[Zn (Yn — O)| + (20 — @) D]
(Ja| + 1) |yn — 0| + (0] |2, — al
(la] + |b] + 1) e.

|mnyn - ab|

IA NN

Da (|a|] + |b| + 1) € eine beliebige positive Zahl ist, so erhalten wir x,y, — ab.

Fir die letzte Behauptung z—: — ¢ reicht es zu beweisen, dass yin — % Sei b > 0 (fiir
b < 0 betrachten man die Folge {—y,,} mit dem positiven Grenzwert —b). Da fiir fast alle
n gilt
b 3b
22

so erhalten wir, dass y,, > g fiir fast alle n. Fiir jedes € > 0 gilt fiir fast alle n auch

Yn € Upya (b) = (

|yn_b| <g,

woraus folgt, dass fiir fast alle n

Yo b [yl 02

11 n—bl 2
__ﬁzw |2
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Da % beliebige positive Zahl ist, so folgt es, dass yin — % [ ]

Beispiel. Betrachten wir die Folge

an®+bn+c
= 2.7
v an?+bn—+c (2.7)

wobei a' # 0, und bestimmen ihren Grenzwert. Wir haben
nla+2+%) a+l4+5
Ty = =

o2 (gL Y e g e
n(a+n+n2) a+n+n2

Wir wissen schon, dass % — 0. Daraus folgt, dass auch # — 0, 2 -0, -5 — 0 usw.

Nach Satz erhalten wir x,, — .

2.1.4 Grenzwert in R

Umgebung in R. Hier definieren wir den Begriff des Limes mit den Werten in R =
R U {£o00}.

Definition. Fiir jedes E € R definieren wir die Umgebung Ug (+00) durch

Ug(+00) = (E,40] ={r € R:x > E}U{+o0}.
Analog definieren wir die Umgebung Ug (—o0) durch

Ug(—o0) =[-00,F)={reR:z < E} U{—00}.

Definition. Eine Folge {z,} von Elementen von R hat den Grenzwert a € R falls:
jede Umgebung von a enthélt fast alle Glieder von {z,} . (2.8)
Man schreibt in diesem Fall
limz, =a oder =z, —a fir n —

Ist a reell, so stimmt diese Definition mit der fritheren Definition des Limes. In diesem
Fall sagt man, dass z,, gegen a konvergiert. Ist a = +00, so sagt man, dass dass x,, gegen
a divergiert (weift man nicht ob a endlich oder unendlich ist, so sagt man doch, dass
gegen a konvergiert).

Divergiert die Folge z,, gegen +o0o oder —oo, so sagt man, dass die Folge bestimmit
divergiert. Hat die Folge keinen Grenzwert in R, so sagt man, dass die Folge unbestimmt
divergiert.

Die Aussagen (a) und (b) des Satzes [2.1] gelten auch in R.

Satz Seien {Tn}, e s {Yn tnen » {2n tnen die Folgen von Elementen von R.

(a) Gilt x,, < yp fiir fast alle n, so gilt limx, <limy,, vorausgesetzt, dass limx,, und
limy, in R existieren. -

(b) Gelten x,, < y, < z, fir fast alle n und limz, = limz, =: a € R, so gilt auch
limy, = a.
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Beweis. (a) Setzen wir a = lim x,,, b = lim y,, und nehmen das Gegenteil an, dass a > b.
Dann existieren Umgebungen U (a) und V' (b) so dass fiir alle z € U (a) und y € V' (b) gilt
x > y. Andererseits fiir fast alle n gelten z,, € U (a), y, € V (b) und z, < y,, was zum
Widerspruch fiihrt.

(b) Beweis ist analog. m

Beispiel. 1. Die Folge z,, = n divergiert gegen +o0o. Fiir jedes E € R existiert N € N
mit N > F, so dass Vn > N gilt x, > E d.h. z, € Ug (+0), woraus folgt =, — +oo.
Analog divergiert die Folge z, = —n gegen —oo. Mit gleichem Argument beweist man,
dass die Folge z,, = cn gegen +oo divergiert, falls ¢ > 0, und gegen —oo falls ¢ < 0.

2. Betrachten wir die Folge z,, = a™. Wir wissen schon, dass diese Folge konvergiert
genau dann, wenn a € (—1,1]. Zeigen wir, dass falls @ > 1 dann a™ — +o00. Schreiben
wir a = 1 4+ ¢ wobei ¢ > 0 und erhalten mit Hilfe von Bernoullischer Ungleichung

a"=(1+¢)" > cn.

Da cn — +oo, daraus folgt, dass auch a” — +400.
Fiir a < —1 wechselt die Folge x,, = o immer das Vorzeichen. Somit enthilt weder
Up (+00) noch Uy (—o0) fast alle Glieder, und die Folge divergiert unbestimmt.

Operationen mit +o0o und —oco. Fiir jedes a € R definieren wir Addition mit +o0o wir
folgt:
+00, —o00 < a < +00

(+00) +a=a+(+oo) = { unbestimmt, a = —o0.

Analog definiert man Addition mit —oo. Die Multiplikation mit +oco wird wie folgt

definiert:
+00, 0<a< 40

(+00)-a=a-(+o00) =4 —o0, —00<a<0
unbestimmt, a = 0.

und analog mit —oo. Division durch oo wird wie folgt definiert:

a _{O, aeR

+oo | unbestimmt, a = +o0o0or a = —o0c.

Erinnern wir uns, dass auch § unbestimmt ist. Somit bleiben die folgenden Operationen

unbestimmt:
oo 0
oo —o00, 0-00, —, o

Alle diese Ausdriicke heiflen die unbestimmte Ausdriicke.

Satz 2.3 Seien {x,} und{y,} 2wei Folgen von reellen Zahlen mitlim x,, = a und limy,, =
b wobet a,b € R. Dann gelten
: . : . Tp Q
lim (z, +yn) =a+0b, lim(z, —y,) =a—>, lim(z,y,) =ab, lim— = 7 (2.9)
Yn
vorausgesetzt, dass die Ausdriicke a + b, a — b, ab, bzw § bestimmt sind (und y, # 0 im
letzten Fall).
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Beweis. Fir reellen a,b war das im Satz bewiesen. Fiir unendlichen a,b muss man
verschiedene Moglichkeiten betrachten und zeigen, dass in allen Fillen die Identitdten
(2.9) mit den Definitionen von Operationen mit +oo iibereinstimmen (siehe Aufgaben).
Zum Beispiel, limx,, = +oo impliziert, dass limi = 0, was der Definition -~ = 0

+0o0
entspricht. m

Beispiel. Die Folgen z,, = n+ c und y,, = n haben den Grenzwert +oco aber die Differenz
Tpn—Yn = c hat den Grenzwert ¢, was beliebige reelle Zahl ist. Fiir die Folge x,, = n+(—1)"
gilt auch lim z,, = +oo aber die Differenz x,, — y, = (—1)" keinen Grenzwert hat. Somit
ldsst der Ausdruck oo — oo sich nicht verniinftig definieren. Fiir den Ausdruck 22 wird
ein Gegenbeispiel von der Folge geliefert, und fiir ein Gegenbeispiel fiir 0 - co siehe
Aufgaben.

2.1.5 Monotone Folgen

Definition. Eine Folge {z,} -, von reellen Zahlen heiit monoton steigend falls x4 >
x, fir alle n € N; and monoton fallend falls x,,.; < z,, fiir alle n € N. Eine Folge heif3t
monoton, falls sie entweder monoton steigend oder monoton fallend ist.

Beispiel. Die Folge x,, = n ist monoton steigend, die Folge x,, = % ist monoton fallend, die
konstante Folge x,, = a ist gleichzeitig monoton steigend und fallend, die Folge z,, = (—1)"
ist nicht monoton.

Ist {x,} monoton steigend, dann gilt x, > z,, fiir alle n > m. Insbesondere gilt
x, > x1 so dass x eine untere Schranke ist, und {z, } nach unten beschréinkt ist. Ist {x,}
monoton fallend, so gilt =, < x,, fiir alle n > m, und {z,} ist nach oben beschriinkt.

Hauptsatz 2.4 (Monotoniekriterium) Sei {z,}, .y eine monotone Folge von reellen Zahlen.
Ist {x,} monoton steigend, so giltim,, ... x, = sup {x, : n € N}.
Ist {x,,} monoton fallend, so gilt

lim z, =inf{z, : n € N}.

n—oo

Folglich hat jede monotone Folge immer einen Grenzwert in R (endlich oder +00), und
sie konvergiert genau dann, wenn sie beschrinkt ist.

Beweis. Sei {x,} monoton steigend und beschrénkt. Nach dem Satz [1.9 existiert das
Supremum
a=sup{z,} €R

Beweisen wir, dass z,, — a. Fiir jedes € > 0 ist die Zahl a — ¢ keine obere Schranke von
{z,,}. Deshalb existiert N € N mit

TN >a—e.
Da die Folge {x,} monoton steigend ist, erhalten wir, dass

T, >a—c¢ firallen> N



62 CHAPTER 2. FOLGEN UND IHRE GRENZWERTE

Da nach Definition von a gilt

T, < a,

so erhalten wir, dass z,, € (a — €,a + ¢) fiir alle n > N, woraus x,, — a folgt.

Ist {z,,} unbeschrinkt, so fiir jedes £ € R existiert N € N mit zx > E. Da {z,}
monoton steigend ist, so erhalten wir, dass z,, > F fiir alle n > N, woraus lim x,, = +00
folgt, was zu bewiesen war.

Der Fall von den monoton fallenden Folge ist analog. m

Beispiel. Betrachten wir die Folge {z,} _\ die wie folgt definiert ist:

neN
1
T _17 Tn+1 $n+_2
:CTL
Die ersten Glieder der Folge sind wie folgt:
9 793 532 689 481
1, 2, — =225, — =2,447..., ————— =2,614... .
P AT 0T 3 T O go3marore T T Y

Diese Folge ist offensichtlich monoton steigend und somit hat einen Grenzwert z =
lim z, € [0,4+00]. Es folgt, dass = die folgende Gleichung erfiillt:

B 1

Da es keine reelle Zahl gibt, die diese Gleichung erfiillt, so beschlieen wir, dass * = +o0.

Beispiel. Der Wert der unendlichen Folge von Wurzeln

\/1+\/1+\/1+\/ﬁ

wird als lim x,, definiert, wobei

:El:\/Ia xn+1:\/1+xn'

Man kann zeigen, dass die Folge {z,} monoton steigend und beschrinkt ist, woraus
die Konvergenz folgt (siehe Aufgaben). Der Grenzwert lim x,, lésst sich danach explizit
berechnen.

Beispiel. Die Folge z,, = (1 + %)n ist monoton steigend und beschrinkt (siehe Aufgaben).
Der Grenzwert

e :=limz, = 2,718281828459045...

ist eine transzendente Zahl, die eine wichtige Rolle in Analysis spielt.
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2.1.6 Unendliche Summen (Reihen)

Sei {an},cy eine Folge von reellen Zahlen. Betrachten wir den Ausdruck

)
E Qp,
n=1

der heifit eine Reihe. Die Summe (der Wert) der Reihe wird wie folgt definiert. Fiir jedes
N € N definieren wir die Partialsumme

N
SN: E Qs
n=1

und danach setzen wir
oo

Z a, = lim Sy
N—o0
n=1
vorausgesetzt, dass der Grenzwert limy_, o, Sy in R existiert.

Man sagt, dass die Reihe ) a,, konvergent bzw bestimmt divergent bzw unbestimmt
divergent, wenn so die Folge {Sy} ist. Ist die Reihe ) a, unbestimmt divergent, so ist
der Wert von ) a,, nicht definiert.

Analog definiert man den Wert der Reihe

o0
E an7

n=m

wobei m € Z. Es folgt, dass fiir m" > m

oo m'—
E Ay = E an + E Ay,
n=m n=m n=m'

Nach den Eigenschaften des Limes erhalten wir die folgenden Eigenschaften von Rei-
hen.

Satz 2.5 (a) Fir a,,b,,c € R gelten die Identititen

Z(an+bn) - Zan+zbna
n=1

n=1 n=1

o0 [e.o]

E can:cg A,

n=1 n=1
vorausgesetzt, dass die rechten Seiten bestimmt sind.
(b) Gilt a, <b, fir allen € N, so gilt

o0
an <> by,
n=1

vorausgesetzt, dass die beiden Seiten bestimmt sind.

[e.o]

n=1
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Beweis. (a) Betrachten wir die Partialsumme

N
SN Zan+b Zan Zb —AN‘l’BN,
n=1

wobei Ay und By die Partialsummen von Y a, bzw Y. b, sind. Nach dem Satz

erhalten wir

lim Sy = llm (Ay + By) :A}im AN—i—A}im BN:Zan-I—an.

N—oo

Die zweite Identitit wird analog bewiesen.
(b) Die Voraussetzung a,, < b, ergibt Ay < By und somit lim Ay <lim By. =

Definition. Eine Reihe Y .7, a) heifit nichtnegativ falls alle Glieder a; nichtnegative

reelle Zahlen sind.

Satz 2.6 Fir jede nichtnegative Reihe Y " | a, ist thre Summe immer bestimmt als El-
ement von [0, +00]. Folglich bestehen es nur zwei Mdaglichkeiten:

1. entweder Y > a, < 0o und die Reihe > ;- | a), konvergiert;
2. oder Y 7 ar = +00 und die Reihe bestimmt divergiert.
Beweis. Da a, > 0, so ist die Folge {Sy}ycy von Partialsummen monoton steigend

und somit lim Sy existiert in R nach den Satz . Ist lim Sy endlich, so ist die Reihe
konvergent, ist lim Sy = +00, so ist die Reihe bestimmt divergent. m

Beispiel. Betrachten wir die geometrische Reihe

E xn
n=0
mit x € R. Die Partialsumme ist
N
1 — IN+1
Sy = n__-_ = 2.10
N ;:056 . (2.10)

(siehe Aufgabe 34). Im Fall x € (—1,1) erhalten wir 2! — 0 fiir N — oo, woraus folgt

= 1
Y 2= lim Sy = . (2.11)

N—o00 1—=x

Es folgt, dass fiir jedes m € Z

oo

E$—$mg " m:mmg ah =
n=m

k=0

(2.12)
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Im Fall 2 > 1 folgt es aus (2.10]), dass

Sy=——— 4+ fir N — oo,
r—1

so dass > - a" = +oco. Im Fall x = 1 gilt nicht, aber wir haben Sy = N und
somit wieder y °  z" = co.

Fiir 2 < —1 hat die Folge {#"™'} keinen Grenzwert, woraus folgt, dass > oo
unbestimmt divergiert.

Beispiel. Die harmonische Reihe
k B 3
ist bestimmt divergent, wiihrend die Reihe
1
25
k=1

konvergent ist (sieche Aufgaben).

2.2 Zahlensystem

2.2.1 ¢-adische Darstellung von natiirlichen Zahlen

Im néchsten Satz fithren wir ein g-adisches Zahlensystem ein. Bezeichnen wir mit Z, die
Menge von nichtnegativen ganzen Zahlen, d.h. Z, = NU{0}.

Satz 2.7 Sei q > 1 eine natirliche Zahl. Fir jedes x € N existieren genau ein n € Z,
und genau eine Folge {ax},_, von ganzen Zahlen ay, € {0, ...,q — 1} mit a,, # 0 und

n

x = Z arq” (: nq" + @n_ 1" 1+ ...+ a1q + ao) ) (2.13)
k=0

Die Identitit ist die Darstellung von z im g-adischen Zahlensystem (= das
Zahlensystem zur Basis q). Die iibliche symbolische Abkiirzung von sieht wie folgt
aus:

T = ApGp_q...00 oder x = (anan,l...ao)q.

(nicht mit dem Produkt zu verwechseln). Die Zahlen {0, ...,q — 1} heiflen ¢-adische Zif-
fern. Jede Zahl a;, heiBt der Ziffernwert an der Stelle k, und ¢* heifit der Stellenwert an
der Stelle k. Die Ziffer a,, an der hoéchsten Stelle n mufl immer positiv sein.

Die géingigsten Basen sind ¢ = 2 (Dualsystem), ¢ = zehn := 9 + 1 (Dezimalsystem)
und ¢ = sechzehn := 947 (Hexadezimalsystem). Im Dualsystem gibt es nur zwei Ziffern 0
und 1, und somit sind die Operationen im Dualsystem sehr einfach. Insbesondere hat die
Multiplikationstabelle nur einen Eintrag 1-1 = 1. Die Zahlen 1,2,3,4,5,6,7,8,9 werden
im Dualsystem wie folgt dargestellt:

1y, 10y, 115, 1005, 101y, 1105, 1115, 10005, 1001,.
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Die Ziffern im Dezimalsystem sind 0,1, 2,...,9. Im Hexadezimalsystem sind die Ziffern
0,1,....9,A,B,C,D, E, F, wobei die Buchstaben die Ziffern zwischen zehn und fiinfzehn
bezeichnen. Zum Beispiel, es gilt

(C3F)pe = (C-*+3-q+F), = (12-16°+3-16+15),_ = (3135),, -

hex
Lemma 2.8 (Ganzzahlige Division) Sei ¢ > 1 eine natiirliche Zahl. Fiir jedes x € Z
existiert genau einy € Z und einr € {0,...,q — 1} mit
T =qy+r. (2.14)
Diese Darstellung heifit die ganzzahlige Division von x durch q. Die Zahlen y und r
heilen der Quotient bzw der Rest der ganzzahligen Division.
Beweis. Fiir die Eindeutigkeit nehmen wir an, dass es noch eine solche Darstellung

x=qy +1r
gibt. Daraus folgt, dass
r—r'=qly—y).
Ist y # ¢/ so gilt [y —¢/| > 1 und |q(y — ¢')| > ¢ wihrend |r — | < ¢ — 1. Somit gilt

y =y’ und dann auch r = r/. Fiir die Existenz setzen wir y = 2|, woraus folgt
x
y< —<y+1.
q

Die ganze Zahl r = x — gy liegt dann in [0, ), so dass r € {0,...,¢q —1}. m
Beweis von Satz Induktion nach x. Induktionsanfang fiir z = 1: ([2.13)) ist erfiillt

genau dann, wenn n = 0 und ag = 1.

Induktionsschritt. Angenommen ist, dass jedes y € N mit y < x eine eindeutige
g-adische Darstellung hat. Beweisen wir das Gleiche fiir z. Fiir x € N bestimmen wir
zunichst die Darstellung . Ist y = 0 so ist x+ = ag mit ay = r die g-adische
Darstellung von z. Sonst gilt 1 < y < z und nach Induktionsvoraussetzung hat y eine

g-adische Darstellung
Y= Z bq".
k=0

Einsetzen in (2.14]) ergibt die ¢-adische Darstellung von x:
m+1 m+1

m m
=03 beg" =D b Hr =) bad +r=>Y ad,
k=0 k=0 =1 1=0

wobei a; = bj_; fiir [ > 1 und a¢ = r.
Beweisen wir jetzt die Eindeutigkeit der g-adischen Darstellung (2.13). Fiir 2 < ¢ gibt
es nur eine Darstellung x = ap mit n = 0. Sei x > ¢. Dann n > 1 und wir haben

T =anq" + ...+ a1q1 + ao = q (anq"" + ...+ a1) + a0 = qy + ao,
wobei
y=a. g +.. +a. (2.15)
Da xz = qy + ap die ganzzahlige Division ist, so sind y und ag eindeutig bestimmt. Da
y < x, so ist die g-adische Darstellung ([2.15)) von y eindeutig bestimmt nach Induktionsvo-

raussetzung, woraus folgt, dass der Wert von n und alle Ziffern aq, ..., a,, auch eindeutig
bestimmt sind. =
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2.2.2 ¢-adische Briiche

Jetzt definieren wir ¢g-adische Darstellung von den reellen Zahlen. Betrachten wir zunéchst
eine unendliche Folge{a;};-, von g-adischen Ziffern (d.h. a, € {0,...,¢ —1}) und die
Reihe

Z arg " = a1q " Fasg P+ (2.16)
k=1

Satz 2.9 Fir jede Folge {ay}r., von q-adischen Ziffern ist die Reihe Y oo axq™" kon-
vergent und ihre Summe liegt in [0, 1].

Definition. Die Reihe Y7 | axq " heifit g-adischer Bruch, und die Summe z = "7 | arq™*
heilt der Wert des Bruches. Die iibliche symbolische Abkiirzung dieser Identitéit ist

x = (0, alagag...)q oder = =0, ajasas...

Beweis von Satz Da arg™* > 0, so ist die Reihe >y apq~ " entweder konvergent
oder bestimmt divergent. Zeigen wir, dass

[e.e]
Z akq”C < 00.
k=1

Da a,, < ¢ — 1, so erhalten wir nach (2.12))

Sart<@-DY ¢F=(g-1) =1 (2.17)

Somit ist die Reihe >3- arg~* konvergent und ihre Summe liegt in [0,1]. m

Beispiel. Es folgt aus (2.17)), dass

(0,111..), =Y qF=—0. (2.18)

k=1 ¢—1

Der néchste Satz ist die Umkehrung von Satz

Satz 2.10 Sei q¢ > 1 eine natiirliche Zahl. Fiir jedes x € [0,1) gibt es einen q-adischen
Bruch mit dem Wert x.

Beweis. Bestimmen wir die Folge {a,} -, von Ziffern per Induktion nach n, so dass fiir
alle n € N gilt

n

Z ag P <z < Z ag " +q " (2.19)

k=1 k=1
Induktionsanfang fiir n = 1. Die Ungleichung (2.19)) fiir n = 1 ist

amg P <zr<aqgl4qt (2.20)
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was dquivalent zu
a < qr <a;+1 (2.21)

ist, d.h.
a; = [qa:] .

Da 0 < x < 1, so erhalten wir 0 < gxr < ¢ und somit 0 < a; < ¢. Deshalb ist a; eine
g-adische Ziffer ist. Damit haben wir gezeigt, dass a; existiert.

Induktionsschritt von < n nach n. Seien a; fiir alle & < n schon bestimmt. Wir
miissen beweisen, dass es eine Ziffer a,, mit gibt. Setzen wir

n—1
y= Z arg "
k=1
und umschreiben ([2.19)) wie folgt:
y+ag " <rx<y+a,qg"+qg".
Diese Ungleichungen sind &dquivalent zu

an < q" (x —y) <a,+1,

was ergibt
an = [¢" (x —y)].

Es bleibt nur zu zeigen, dass a, eine g-adische Ziffer ist. Nach Induktionsvoraussetzung
haben wir
y<wz<y+q Y,

woraus folgt

< x—y<qg "t
< ¢"(r—y) <q,
0 < [¢"(z—y)]<q

was zu beweisen war. Es folgt aus (2.19)) fiir n — oo, dass © = 0,a1as... ®

Mit Hilfe von Sitzen und kann jedes z € R, im g¢-adischen Zahlensystem
dargestellt werden, wie folgt. In der Tat kann jedes x > 0 eindeutig in der Form

r=a-+b

zerlegt werden, wobei a = [x] € Z, der Ganzzahlanteil von x ist und b = = — a €
[0,1) der Bruchteil von x. Manchmal benutzt man die Bezeichnung b = {z} (z in den
geschwungenen Klammern — nicht mit der Menge {z} zu verwechseln).

Ist a = 0, so gilt € [0,1) und die g-adische Darstellung von x wird von Satz m
gegeben. Sei a > 0. Nach Satz hat a die g-adische Darstellung

n
a= Z arg® = (anan_l...ao)q )
k=0
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Nach Satz hat b die Darstellung als ein g-adischer Bruch

b= Zblq’l (0,b1bsbs...),
Deshalb erhalten wir die Identitét
=Y ad"+ ) by
k=0 =1
die symbolisch abgekiirzt wird wie folgt

xr = (anan_l...ao, blbgbg..‘)q

Der Ausdruck (ana,_1...ag, bibabs...) . (wobei a; und b; die g-adischen Ziffern sind) heift
eine g-adische Zahl. Somit erhalten wir folgendes.

Folgerung. Jede q-adische Zahl hat einen Wert in R,. Fir jedes x € R existiert eine
q-adische Zahl mit dem Wert x.

Mit Hilfe von der g-adischen Darstellung der reellen Zahlen kénnen die arithmetis-
chen Operationen mit Zahlen durchgefiihrt werden, wie schriftliche Addition, Subtraktion,
Multiplikation und Division.

Bemerkung. Der Satz enthélt keine Eindeutigkeitsaussage, da dies nicht immer gilt.
Zum Beispiel, es folgt aus (2.18)), dass fiir a = ¢ — 1

a
qg—1

(0,aaa....), = =1,

wobei 1 auch die g-adische Darstellung 1 = (1), hat. Ein g-adischer Bruch (0, b1bs...),
heif3t echt falls die Menge

die Menge {k € N: b, < ¢ — 1} unendlich ist. (2.22)

unendlich ist. Man kann beweisen, dass fiir jedes € [0,1) es genau einen g-adischen
echten Bruch mit dem Wert = gibt (siehe Aufgaben).

Bemerkung. Die Dualsystem kann benutzt werden um zu beweisen, dass [R| = 2/,
Dafiir betrachten wir die Menge F von allen Folgen b = {b;.}, . mit by € {0,1} (Dualzif-
fern) und die Abbildung

v  F—10,1]

() = (0,byby... Zka k

Diese Abbildung ist surjektiv nach Satz[2.10] aber nicht injektiv, was wir oberhalb gesehen
haben. Bezeichnen wir mit F, die Menge von den Folgen a € F die echt sind, d.h. die
Bedingung ([2.22) _ eine Bijektion von F, auf
[0,1), so dass

Fe ~10,1).
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Man kann beweisen, dass die Differenz F\ F, abzéhlbar ist (siehe Aufgaben). Da [0,1) ~ R
und nach dem Satz F ~ F,, so erhalten wir

F ~R.
Andererseits gilt
F ~ 2N
da die folgende Abbildung
v . F 2N

w(b) = {keN:b,=0}

bijektiv ist. Somit haben wir, dass R ~ F ~2Y, woraus |R| = 2Nl folgt.

2.3 * Existenz und Eindeutigkeit von R (Skizze)

Die Menge R von reellen Zahlen wurde von uns axiomatisch eingefiihrt. Natiirlich entsteht
die Frage, ob eine Menge R existiert, die alle Axiomen erfiillt, und ob sie eindeutig bes-
timmt ist. Die Existenz von R kann nur in den Rahmen von anderen axiomatischen
Theorien bewiesen werden, zum Beispiel in den Rahmen der Mengenlehre.

Konstruieren wir zunéchst die Menge N von natiirlichen Zahlen. Dafiir definiert man
ein endliche Menge als eine Menge die zu keiner echten Teilmenge gleichmiichtig ist.
Die natiirlichen Zahlen (inklusive Null) lassen sich als die Kardinalzahlen von endlichen
Mengen definieren.

Zum Beispiel, definieren wir 0 als die Kardinalzahl von (), d.h. 0 := |§]. Um 1 zu
definieren, benutzen wir Potenzmenge A = 2°, die aus einem Element () besteht, d.h.
A = {0}. Dann setzen wir 1 := |A|. Warum existieren die htheren Zahlen? Betrachten
wir die Potenzmenge B = 24 = {0, A}, die aus zwei Elementen besteht, und setzen
2 := |B|. Dann betrachten wir die Potenzmenge C = 28 = {0 {0},{A}, B}, die aus
vier Elementen besteht, usw. Mit Hilfe von weiteren Potenzmengen kénnen wir beliebig
grofle endliche Mengen konstruieren und somit Existenz von beliebig groflen natiirlichen
Zahlen zeigen. Allerdings muss man Operationen in N definieren und alle notwendigen
Eigenschaften beweisen. Danach definiert man die negativen Zahlen und die Operationen
in Z.

Es gibt eine andere Theorie, wo die Menge N axiomatisch mit Hilfe von Peano-Aziomen definiert

wird. Fine Menge N heifit die Menge von natiirlichen Zahlen und die Elementen von N heiflen die
natiirlichen Zahlen, falls es eine Abbildung F': N — N gibt, die die folgenden Axiome erfiillt:

1. F ist injektiv (d.h. F (n) = F (m) = n=m).
2. Es gibt ein Element 1 € N das nicht zum Bild von F' gehort (d.h. F (n) # 1 fiir alle n € N).

3. Sei M eine Menge mit den folgenden Eigenschaften:

(a) 1e M
(b)y ne M =F(n)e M

Dann enthélt M die ganze Menge N.
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Die Zahl F'(n) heifit der Nachfolger von n und entspricht zu n + 1. Die dritte Axiom ist genau das
Induktionsprinzip.
Man definiert die Addition und Multiplikation von natiirlichen Zahlen per Induktion wie folgt:

1. n+1=F(n)
2. n+F(m)=F(n+m)
3.n-1=n

4. n-F(m)=(n-m)+m.

Die Ungleichheit ist wie folgt definiert: n < m genau dann, wenn m = n + k fiir ein £ € N. Dann

werden die iiblichen Eigenschaften von Addition, Multiplikation und Ungleichheit bewiesen.

Angenommen, dass die Mengen N und Z schon bekannt sind, so gibt es verschiedene
Moglichkeiten die ganze Menge R aufzubauen.

Eine Moglichkeit ist das g-adische Zahlensystem zu benutzen (zum Beispiel, mit ¢ = 2)
um R, als die Menge von g-adischen Zahlen (Folgen)

(anan,l...ag, blb2"'>q

zu definieren, wobei ay, b; die g-adischen Ziffern sind. Man muf sowohl die Operationen
+ und - als auch die Relation < mit Hilfe von g-adischen Darstellungen definieren und
die Giiltigkeit von allen Axiomen von reellen Zahlen beweisen.

Eine andere Moglichkeit ist zunéichst die Menge QQ von rationalen Zahlen zu definieren.
Man definiert die Briiche § als Paaren (p, ¢) von ganzen Zahlen mit ¢ # 0. Die zwei Briiche

%’ und f]i; heiflen fiquivalent, falls pg’ = ¢p’. Die Menge von Aquivalenzklassen von Briichen
bezeichnet man mit Q, und die Elementen von Q heiflen die rationalen Zahlen. Jede Zahl
n € Z kann auch als Element von Q betrachten werden mit Hilfe der Zuordnung n — 2.

1
Man definiert die Summe und das Produkt von Briichen mit

a c __ ad+cdb
L. b+d_ bd
a C ac

2. 50T b

Auch definiert man die Ungleichheit < auf Q: fiir positive b und d gilt § < § genau
dass, wenn ad < be. Fiir negativen Werten von den Nennern gibt es eine offensichtliche
Modifikation.

Man zeigt, dass die Operationen +,- und die Relation < auch fiir Aquivalenzklassen
wohldefiniert sind und mit den Operationen +, - bzw mit der Relation < auf Z kompatibel
sind. Die so definierte Menge Q ist ein angeordneter Kérper. Das einzige Axiom von R,
das noch fehlt, ist das Vollstindigkeitsaxiom.

Im n#chsten Schritt erstellt man die Menge R aus Q wie folgt. Eine Teilmenge S von
Q heiBBt Dedekindscher Schnitt falls

1. S ist nicht leer und ist nach oben beschrinkt;
2. ist x € S, so ist auch y € S fiir alle y < x;

3. S hat kein maximales Element.
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Zu jedem a € Q entspricht ein Schnitt
Se={r€Q:2<a}.
Aber es gibt die Schnitte, die keiner rationalen Zahl entsprechen, zum Beispiel
S:{:L“E(@:xg() Vv x2<2}
(hitten wir V/2 schon definiert, so konnten wir diesen Schnitt als

S:{xEQ:az<\/§}

darstellen).

Die Dedekindschen Schnitten von Q heiflen die reellen Zahlen und die Menge von den
reellen Zahlen wird mit R bezeichnen. Die Zuordnung a — S, erlaubt uns die rationalen
Zahlen als Elementen von R identifizieren.

Man definiert die Operationen +,- und die Relation < auf R. Zum Beispiel, fiir
Schnitte S und T ist die Summe S + T der folgende Schnitt:

S+T={x+y:x€S,yeT}.
Die Ungleichung S < T gilt genau dann, wenn
VeeS JyeT x<uy.

Man beweist, dass alle Axiome von R erfiillt sind, insbesondere das Vollstindigkeitsaxiom.

Alle Wege von N zu R sind ziemlich lang (und auch langweilig) und wir werden keine
weiteren Einzelheiten geben.

Zur Eindeutigkeit von R soll man folgendes bemerken. Es gibt verschiedene Mengen,
die die Axiome von R erfiillen. Alle solchen Mengen heiflen die Modelle von R. Wir haben
schon zwei Modellen von R gesehen: die Menge von g-adischen Briichen| und die Menge
von Dedekindschen Schnitten. Die Eindeutigkeit von R gilt im folgenden Sinn. Gegeben
seien zwei Modellen R’ und R” von R, dann existiert eine bijektive Abbildung ¢ : R" — R”
mit Eigenschaften:

Loyo(r+y)=p(@) +ey)
2. p(zy) =9 (x) @ (y)
3. rlye () <ey).

Daraus folgt, dass auch ¢ (0') = 0", ¢ (1') = 1", p(—z) = —¢(z) und ¢ (z71) =
¢ (z)~" (siche Aufgaben). Eine Abbildung ¢ mit diesen Eigenschaften heiit Isomorphis-
mus, und die Modellen R’ und R”, fiir die ein Isomorphismus existiert, heiflen isomorph.
Somit sind je zwei beliebigen Modellen von reellen Zahlen isomorph.

Wir miissen unbedingt betonen, dass der Beweis der Existenz von Isomorphismus das
Vollstéindigkeitsaxiom benotigt. Zum Beispiel, Q erfiillt alle anderen Axiome von reellen
Zahlen, aber Q und R sind nicht isomorph.

'Fiir verschiedene Werte von ¢ erhilt man allerdings verschiedene Modelle von R.
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2.4 Uberdeckungssatz

Intervallschachtelungsprinzip. Eine Folge {I;}, . von Intervallen heifit Intervallschachtelung
falls I}, C I, fiir alle k € N.

Lemma 2.11 (Intervallschachtelungsprinzip) Sei {I;},-, eine Intervallschachtelung wobei
alle Intervalle Iy, abgeschlossen und beschrinkt sind. Dann ist der Durchschnitt (o i
nicht leer.

Bemerkung. Es ist wichtig, dass alle Intervalle abgeschlossen sind. Betrachten wir die
folgende Intervallschachtelung: I, = (0, £]. Wir behaupten, dass der Durchschnitt (1, Zx
leer ist: gilt x € I} fiir alle K € N, so gilt 0 < z < % und somit =t > k fiir alle & € N,
was im Widerspruch zum Archimedischen Axiom steht. Awuch ist die Beschrinktheit
der Intervalle wichtig: die unbeschriinkten Intervalle I = [k,+o0) haben den leeren
Durchschnitt.

Beweis. Sei I = [ag, bx] mit aj < bg. Die Bedingung I 11 C I, ist dquivalent zu
ap < ager und by > by

d.h. die Folge {a)} monoton steigend ist und {b;} — monoton fallend. Nach dem Satz
haben wir
a = lim ay, = sup {ax}

und
b :=lim by, = inf {b;} .
Die Bedingung a; < by, impliziert nach dem Satz dass a < b. Deshalb gilt fiir alle k&
ap < a <b< by,

was impliziert, dass das Intervall [a, b] im Durchschnitt [, . /i liegt und somit der Durch-
schnitt nicht leer ist. m

Bemerkung. Man kann leicht zeigen, dass [a,b] = [,y Lk

Uberdeckungssatz. Betrachten wir eine Familie {,}, g von Intervallen, wobei S eine
Indexmenge ist. Gilt fiir eine Teilmenge M von R

Mc { I,

a€sS

so nennt man die Familie {/,}, ¢ eine Uberdeckung von M.

Ist T eine Teilmenge von S, so betrachten wir auch die Teilfamilie {1, } ., . Ist {1, }

a€eT acT

auch eine Uberdeckung von M, so heift sie Teiliberdeckung von {I,}, s -

Hauptsatz 2.12 (Satz von Heine—Bore, Uberdeckungssatz) Sei {I.},.q eine Fami-

lie von offenen Intervallen. Fir jede Uberdeckung {1.} s von einem abgeschlossenen
beschrinkten Intervall [a,b] mit a,b € R, a < b, existiert eine endliche Teiliiberdeckung

{1o} peq von [a,b].

2 Auch als “Satz von Borel-Lebesgue” genannt.
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Die Endlichkeit von {/,} ., bedeutet, dass T" eine endliche Menge ist.

Definition. Eine Menge M C R heifit kompakt falls jede Uberdeckung von M mit offenen
Intervallen eine endliche Teiliiberdeckung enthlt.

Satz bedeutet, dass jedes beschriinktes abgeschlossenes Intervall [a,b] kompakt
ist.
Bemerkung. Der Begriff von Kompaktheit ist einer von zentralen Begriffen in der Math-
ematik. Wir vertiefen und benutzen ihn spiter. Jetzt zeigen wir die Beispiele von nicht-
kompakten Mengen.

Beispiel. Zeigen wir, dass jede unbeschriinkte Menge M C R nicht kompakt ist. Dafiir
betrachten wir die offenen Intervalle I}, = (—k, k) mit & € N. Offensichtlich ist die Familie
{I.} 4y eine Uberdeckung von M. Soll {I;}, , eine endliche Teilfamilie sein, so existiert
das Maximum von 7', m = maxT. Dann gilt I}, C [, fiir alle k € T und somit

U le=1I.2 M.

kET
Deshalb enthilt {I;}, .y keine endliche Teiliiberdeckung und somit ist M nicht kompakt.

Zeigen wir, dass halboffenes Intervall M = (0, 1] nicht kompakt ist. Dafiir betrachten

wir die offenen Intervalle 1
Ik = (E7 ), k 6 N

und beachten, dass {I; },-, eine Uberdeckung von (0, 1] ist, die keine endliche Teiliiberdeck-
ung hat. In der Tat sei T eine endliche Teilmenge der Indexmenge N. Wie in dem obigen
Argument setzen wir m = max T und erhalten, dass

U [k :[m7

keT

wiihrend ein einziges Intervall I,,, keine Uberdeckung von (0, 1] ist.

Beweis von Satz [2.12 Nehmen wir das Gegenteil an, dass eine Uberdeckung
{1+} ,es keine endliche Teiliiberdeckung von [a, b] zuléisst. Dann bestimmen wir eine Folge

{lan,bnl}oey s an < b, von Intervallen mit der folgenden Eigenschaften:

(i) jedes Intervall [ay, by] ldsst keine endliche Teiliiberdeckung von {/,}, ¢ zu;
(47) [ao,bo] = |a,b], [ant1,bnt1] C [an, by] und

b, — ay,
5

bn+1 — Ap+1 = (223)

Wir definieren [a,, b,| per Induktion nach n. Fiir Induktionsanfang setzen wir ag = a
und by = b.

Fiir Induktionsschritt nehmen wir an, dass [ay,, b,] fiir ein n schon definiert, und bes-
timmen [a,1, b,y 1] wie folgt. Setzen wir ¢ = “"gb” und bemerken, dass eines von den In-
tervallen [a,, c], [c, b,] keine endliche Teiliiberdeckung zulésst (sonst léisst auch [a,,, b,| eine
endliche Teiliiberdeckung). Wihlen wir dieses Intervall und bezeichnen es mit [a,41, by11].
Offensichtlich gelten (i) und (i).
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Nach Konstruktion ist die Folge {[a,, b,]}o, Intervallschachtelung. Nach Lemma [2.11]
existiert eine Zahl z, die in allen Intervallen [a,, b,] liegt. Da = € [a,b] und {I,} .4 €ine
Uberdeckung von [a, b] ist, so gehort o zu einem Intervall I, mit o € S.

Sei 1, = (p,q) mit p < g und somit p < x < g. Wie behaupten, dass es ein n € N gibt
mit

[an, ba] C (p,q) - (2.24)

Es folgt aus (2.23) dass
b—a

b, — a, =
2n

und somit
b, — a, — 0 fiir n — oo.

Da a, < x < b, daraus folgt, dass
lim a,, = limb,, = .

Somit liegen a,, und b, in (p,q) fiir fast alle n, woraus (2.24)) folgt. Es bleibt nur zu
bemerken, dass die Inklusion im Widerspruch zur Bedingung steht, dass [ay, by]
keine endliche Teiliiberdeckung zulésst. m

2.5 Existenz des Grenzwertes

2.5.1 Teilfolge

Definition. Sei {x,} ", eine Folge von Elementen von R und {n;};-, be eine Folge von
natiirlichen Zahlen mit ny, < ngq fiir alle £ € N (d.h. die Folge {n} ist streng monoton
steigend). Dann die Folge {z,, },-, heifit eine Teilfolge von {z,} ;.

Erinnern wir uns, dass eine Folge {z} definiert wurde als eine Abbildung z : N — R,
und die Folge {n;} ist auch eine Abbildung n : N — N. Dann ist {z,, } die zusammenge-
setzte Abbildung x o n mit

(xon) (k) =z (n (k) = .

Beispiel. Sei ny = 2k. Dann z,,, = xq; und die Teilfolge {z,, } besteht aus alle Gliedern
der Folge {z,} mit geraden n.

Behauptung. Gilt z,, — a € R, so gilt auch x,, — a fiir jede Teilfolge {ny} .

Beweis. Nach Definition von der Konvergenz x,, — a, jede Umgebung U (a) enthélt fast
alle x,,, woraus folgt, dass auch fast alle z,,, in U (a) liegen, d.h. z,, — a. =

Definition. Ein a € R heifit Haufungspunkt der Folge {r,} falls es eine Teilfolge {z,, }
gibt mit z,, — a.

Es folgt aus der obigen Behauptung, dass der Grenzwert immer ein Haufungspunkt
ist.
Definition. Ein a € R heifit Verdichtungspunkt der Folge {x,} falls jede Umgebung U (a)
von a unendlich viele Glieder der Folge {x,} enthilt.
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Insbesondere ist der Grenzwert immer ein Verdichtungspunkt. Die Umkehrung davon
gilt nicht: ein Verdichtungspunkt soll nicht der Grenzwert sein.

Beispiel. Die Folge z,, = (—1)" divergiert, obwohl diese Folge zwei Haufungspunkte
hat: 1 und —1, da x9p — 1 und x9p,; — —1. Die beiden Werten 1 und —1 sind auch
Verdichtungspunkte der Folge {(—1)"}.

Satz 2.13 FEin a € R ist ein Hiufungspunkt der Folge {x,} genau dann, wenn a ein
Verdichtungspunkt ist.

Beweis. Sei a ein Haufungspunkt, d.h. z,, — a fiir eine Teilfolge {x,, }. Dann enthilt
jede Umgebung U (a) fast alle Glieder der Folge {x,, }. Folglich enthélt U (a) unendlich
viele Glieder von {z,}, was zu beweisen war.

Sei a € R ein Verdichtungspunkt. Definieren wir per Induktion in k die Teilfolge
{xy, }re ) mit z,, — a. Wéhlen wir erst n; so dass z,,, € Uy (a). Ist nj_; schon definiert,
so wihlen wir nj > nj_y derart, dass x,, € Uy (a). Das ist immer moglich, da Uy (a)
unendlich viele Glieder enthiilt, insbesondere die Glieder x,, mit n > n,_;. Dann gilt fiir

alle k e N 1
|zn, —al < —.

k
Da % — 0 fiir £ — oo, es folgt, dass |z, — a| — 0 und somit z,, — a.
Im Fall a = £ erfolgt der Beweis analog: man soll nur die Umgebungen Uy, (a) statt
Uik (a) betrachten. m

Hauptsatz 2.14 (Satz von Bolzano-Weierstral) Jede beschrinkte Folge von reellen Zahlen
besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei {z,} eine beschriinkte Folge. Dann existieren a,b € R derart, dass a <
x, < b, dh. z, € [a,b] fiir alle n € N. Nach Satz reicht es zu zeigen, dass es einen
Verdichtungspunkt der Folge {z,} gibt.

Nehmen wir das Gegenteil an, dass kein ¢ € R Verdichtungspunkt ist. Die Negation
der Definition des Verdichtungspunktes ergibt folgendes:

Ve e R Je >0 sodass U. (¢) nur endlich viele Glieder von {z,} enthiilt.

Bezeichnen wir mit I, dieses Intervall U, (¢) (beachten wir, dass € von ¢ abhiingig ist).
Dann tiberdeckt die Familie {I.} . von offenen Intervallen die ganze Menge R, insbeson-
dere das Intervall [a, b].

Nach dem Satz von Heine-Borel ist [a,b] kompakt, d.h. jede Uberdeckung von
[a, b] mit offenen Intervallen enthélt eine endliche Teiliiberdeckung. Daraus folgt, dass es
eine endliche Menge {Ick}szl von Intervallen gibt, die [a, b] iberdecken. Da jedes I., nur
endliche Menge von Glieder {z,} enthilt, erhalten wir, das auch [a, b] nur endliche Menge
von Glieder {z,} enthiilt, was im Widerspruch zur Definition der Folge steht. m

Korollar 2.15 Jede Folge von Elementen von Elementen von R besitzt eine Teilfolge,
die einen Grenzwert in R hat. Insbesondere ist die Menge von Hdufungspunkten bzw
Verdichtungspunkten in R nicht leer.

Beweis. Fiir beschriinkte Folge folgt dies aus dem Satz fiir unbeschriinkte Folge
sieche Aufgaben. m
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2.5.2 Cauchy-Folge

Definition. Eine Folge {z,,} von reellen Zahlen heifit Cauchy-Folge (oder Fundamental-
folge) falls
Ve>03INeNVn,m>N gilt |z, —z,| <e. (2.25)

Die Bedeutung (22.25)) heiit die Cauchy-Bedingung. Sie ldsst sich dquivalent wie folgt
umformulieren:

Ve > 0 fiir fast alle n und fast alle m gilt |z, — x| < . (2.26)

Kurz bezeichnet man die Bedingung (2.25)) bzw (2.26)) wie folgt:

Tp — Ty, — 0 fiir n,m — oo.

Hauptsatz 2.16 (Cauchy-Kriterium von Konvergenz) Eine Folge {x,,} von reellen Zahlen
konvergiert genau dann, wenn {x,} eine Cauchy-Folge ist.

Soll man die Konvergenz einer Folge {z,,} beweisen, ohne den Grenzwert zu kennen, so
hat die Cauchy-Bedingung einen Vorteil, da sie den Wert des Grenzwertes nicht explizit
benutzt.

Beweis. Konvergenz = Cauchy-Bedingung. Sei z,, — a, d.h.
Ve > 0 fiir fast alle n gilt |z, —a| <e.
Daraus folgt, dass fiir fast alle n,m
Ty — x| = |(zp, — a) — (zy, — a)| < |zp — al + |z — a] < 2e.

Da 2¢ beliebig positiv ist, erhalten wir, dass {x,} die Cauchy-Bedingung erfiillt.

Cauchy-Bedingung = Konvergenz. Zeigen wir zunichst, dass die Cauchy-Folge {z,,}
beschréinkt ist. Nach Definition fiir fast alle n, m gilt |x,, — x,,| < 1. Wéhlen einen solchen
Wert von m. Dann gilt x,, € [x,, — 1, x,, + 1] fiir fast alle n, woraus folgt, dass die Folge
{z,,} beschrinkt ist.

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf existiert eine konvergente Teilfolge {x,,, }.
Setzen wir a = limz,, and beweisen wir, dass auch lim,_,. z, = a. Die Konvergenz
— a bedeutet, dass

Ty,

Ve > 0 fiir fast alle k gilt |z,, —a| <e. (2.27)
Es folgt aus (2.26]), dass fiir fast alle n und k gilt
|y — T, | < €.
Zusammen mit erhalten wir fiir fast alle n
|zy, —a| = |z — Tpy, + Xy, — a| < |2y — 2, | + |20, — al < 2¢,

woraus die Konvergenz x,, — a folgt. m
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Beispiel. Betrachten wir den unendlichen Kettenbruch:

1
1+

s

(2.28)

deren Wert wie folgt definiert ist. Fiir jedes n € Z, setzen wir

1
14+ —2L

1+ 1+.A%

Ty =

wobei die rechte Seite ein endlicher Kettenbruch ist, der n mal das Zeichen ‘4’ enthilt.
Alternativ kann die Folge {z,} induktiv definiert werden wie folgt: zo = 1 und

Tpt1 = firn € Z,.

1+z,

Man kann zeigen, dass die Folge {x,} die Cauchy-Bedingung erfiillt und somit konvergent
ist (siche Aufgaben). Der Grenzwert & = lim z,, heifit der Wert des Kettenbruches ([2.28).

Man kann x explizit bestimmen.

2.6 Limes superior und Limes inferior

Bezeichnen wir mit H die Menge von allen Haufungspunkten in R einer Folge {z,} mit
x, € R. Nach Korollar ist die Menge H stets nicht leer. Nach Korollar existieren
das Supremum sup H € (—o0, +00] und das Infimum inf H € [—o0, +00).

Definition. Fiir jede Folge {z,} von Elementen von R definieren wir den Limes superior
durch
limsup z,, := sup H

n—oo

und den Limes inferior durch
liminf z,, := inf H.

n—oo

Alternative Bezeichnungen:

limsupzx, = limz, and liminfz, = limz,.

n—o00 n—0oo n—0oo n—o0

Satz 2.17 Sei {r,} eine Folge von Elementen von R.
(a) Die folgenden Identitdten gelten:

limsup x, = lim sup {zx} and liminfz, = lim ]i1>1f {zr}. (2.29)
N—s00 n—0o0 p>np n—00 n—oo k>n

(b) Die beiden Werte limsup x,, und liminf z,, sind Haufungspunkte der Folge {x,}.
Folglich ist limsup x,, der mazimale Hdufungspunkt der Folge {z,} und liminfx, der
minimale Hiufungspunkt von {x,}.
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Die Folge {xy},,, heiBt Restfolge von {x)},- .
Beweis. Setzen wir
Yp = iup {z} = sup{zn, Tpy1, .. }-
>n

Wir miissen zeigen, dass dass lim y,, existiert und gleich sup H ist (Punkt (a)) und dass
limy, € H, was ergibt limsupx, € H (Punkt (b)). Die Aussagen mit liminf werden
analog bewiesen.

Zunichst vergleichen wir y,, mit y,+1 = sup{zn41, Tni2,...} . Da

{xn-i-la xn-ﬁ-?a } C {xna :L‘n-i-la } )

so gilt fiir die Suprema die Ungleichung

Un+1 S Yn-

Daher ist die Folge {y,} monoton fallend, und somit hat nach Satz einen Grenzwert
a € R.

Zuniéchst zeigen wir, dass a eine obere Schranke von H ist. Sei b € H, d.h. b ein Hdu-
fungspunkt von {z,} ist. Deshalb ist b auch Haufungspunkt der Restfolge {x,, zp i1, ...}
Da alle Glieder dieser Folge mit y, beschrinkt sind, so erhalten wir, dass auch b < y,,.
Die Ungleichung b < vy, impliziert fiir n — oo, dass b < limy,, = a. Somit b < a und a
eine obere Schranke von H ist.

Jetzt zeigen wir, dass a € H, d.h. a ein Haufungspunkt von {z,} ist. Es reicht zu
zeigen, dass jede Umgebung U von a unendlich viele Glieder der Folge {z,} enthiilt, d.h.
fiir jede Umgebung U von a und fiir jedes N € N existiert n > N mit z, € U. In der
Tat enthélt U fast alle y,,, insbesondere existiert m > N so dass y,, € U. Es existiert
eine Umgebung U’ von y,, mit U’ C U. Da y,, = sup,,~,, {zn}, so existiert ein n > m mit
z, € U’'. Somit fiir dieses n haben wir n > N und z,, € U , was zu beweisen war.

Da a € H und a eine obere Schranke von H ist, so erhalten wir a = sup H = max H,
was zu beweisen war. ®

Es folgt aus (2.29) that

inf {z,} <liminfz, <limsupz, <sup{z,}.
neN n—00 n—o0 neN

Auch lim x,, existiert genau dann, wenn

liminf z,, = limsup z,,

n—00 n—00

(sieche Aufgaben).

2.7 Komplexwertige Folgen

Definition. Eine Folge {z,} -, von komplexen Zahlen konvergiert gegen a € C falls
|z, — a| — 0 fiir n — oo. Man schreibt: lim z, = a oder z, — a fiir n — occ.

Definition. Eine komplexwertige Folge {z,} heifit Cauchy-Folge falls |z, — z,,| — 0 fiir
n, m — 0o.

Offensichtlich stimmen diese Definitionen mit den entsprechenden Definitionen fiir
reellwertige Folgen iiberein.
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Satz 2.18 Sei {z,} eine komplezwertige Folge.

(a) Die Konvergenz z, — a mit einem a € C gilt genau dann, wenn Re z, — Rea und
Imz, — Ima.

(b) Die Folge {z,} ist Cauchy-Folge genau dann, wenn {Re z,} und {Im z,} Cauchy-
Folgen sind.

(¢) Die Folge {z,} ist konvergent genau dann, wenn {z,} Cauchy-Folge ist.

Beweis. (a) Seien z, = x,, + 1y, und a = x + iy wobei z,, y,,x,y € R. Dann
Zn—a=(tn—2) +i(yn — )

und

|2 — a‘Q = |z, — x|2 + |yn — y‘2 5
woraus folgt, dass
12y —a° = 0 |z, —2z|* = 0und |y, —y|> — 0
Bemerken wir, dass fiir jede Folge {r,,} von reellen Zahlen
72 —=0&7r,—0
(siche Aufgaben). Somit erhalten wir, dass
|z —a] - 0< |z, — 2| = 0und |y, —y| — 0

was zu beweisen war. Teil (b) wird analog bewiesen.
(¢) Nach (a), (b) und Satz erhalten wir

{z.} konvergiert <= {z,} und {y,} konvergieren
< {z,} und {y,} sind Cauchy-Folgen
<= {z,} ist Cauchy-Folge.

Satz 2.19 (Rechenregeln) Seien {z,} und {w,} zwei komplexwertige konvergente Folgen
mit z, — a und w, — b. Dann gelten

Zn

a
Zn +w, —a+b, z,—w,—a—0>b, z,w,— ab, —>g

n

wobei im letzten Teil vorausgesetzt ist, dass w, # 0 und b # 0.

Beweis erfolgt mit Hilfe von den Sitzen [2.2| und (sieche Aufgaben).
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2.8 Komplexwertige Reihen

2.8.1 Allgemeine Konvergenzkriterien

Definition. Eine komplexwertige Reihe Y - | ay heifit konvergent, falls die Folge {S,,} ~,
von Partialsummen S,, = >"7'_, a; konvergent ist. Der Summe (der Wert) der konvergen-
ten Reihe wird wie folgt definiert:

> ap = lim S,.
k=1

Nach dem Satz ist die Reihe ) a; konvergent genau dann, wenn die beiden reellw-
ertigen Reihen ) Reay und > Imay konvergieren, und in diesem Fall gilt

) o0 o0
> ag = E Reay, +1 E Im ay,.
k=1 k=1 k=1

Fiir komplexwertige Reihen gelten die Rechenregeln

(an +bn) = Zan + ana
n=1 n=1

WK

1

o0 oo
E can:cg Gy, c€C,
n=1 n=1

vorausgesetzt, dass die Reihen in den rechten Seiten konvergent sind. Beweis folgt aus

dem Satz 2.19

3
Il

Satz 2.20 (a) (Restreihe-Kriterium) Die Reihe Y - | ay ist konvergent genau dann, wenn
Y pen Qi konvergent ist, fir jedes m € N.
(b)(Trivialkriterium) Ist "/~ ay konvergent, so gilt lim a, = 0.

Die Reihe Y 77 ay, heifit die Restreihe von > | ay.

Die Folge {a} heiBBt Nullfolge falls lim a;, = 0. Dann (b) ergibt folgendes: ist die Folge
{ay} keine Nullfolge, so divergiert die Reihe Y - | ay.
Beweis. (a) Betrachten wir die Partialsummen S, = Y ,_,ay und T,, = > 7_  a; mit
n > m. Dann gilt

wobei die Konstante C' unabhéngig von n ist. Daraus folgt, dass S, konvergiert genau
dann, wenn 7,, es tut.
(b) Fiir die Partialsummen gilt

n n—1
Sn_Sn—lz E ar — E A = Qp.
k=1 k=1
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Ist die Reihe ), _, a; konvergent, so ist die Folge {5, } konvergent. Dann konvergiert auf
{Sn-1} gegen gleichen Grenzwert, woraus folgt

lima, =lim (S, —S,_1) =1limS, —limS,_; =0.
n

Beispiel. Betrachten wir die geometrische Reihe > ;2 2 fiir 2 € C. Genauso wie im
reellen Fall ist diese Reihe fiir |x| < 1 konvergent, da

S, zn:xk 1z 1 fiir n — oo
= = — —
" P 1—x 1—x ’

weil |27t = |z — 0. Zeigen wir, dass die geometrische Reihe fiir || > 1 divergent
ist. In der Tat ist in diesem Fall die Folge {z*} keine Nullfolge, da ‘xk| = |zF > 1,

woraus folgt, dass die Reihe Y~ a* divergiert.

2.8.2 Majorantenkriterium und absolute Konvergenz

Satz 2.21 (Majorantenkriterium, Vergleichskriterium) Seien ), | ai eine komplexwer-
tige Reihe und ;- by, eine nicht-negative konvergente Reihe. Gilt

lag| < by fiir alle k € N (2.30)
0 ist Y po, ax konvergent und
Z ag| < Z by (2.31)
k=1 k=1

Gilt die Bedingung (12.30)), so heifit die Reihe ) by die Majorante von > aj. Man sagt
auch, dass > a; von Y by majorisiert wird.
Beweis. Bezeichnen wir A, = > 7, a; und B,, = Y_,_, by. Dann gilt es fiir alle Indizen

n>m
n

> o

k=m+1

k=m+1 k=m-+1

|An - Am| =

Die Folge {B,} konvergiert und somit ist eine Cauchy-Folge, d.h. B, — B,, — 0 fiir
n,m — oo. Daraus folgt, dass auch |A, — A,,] — 0. Somit ist {4, } eine Cauchy-Folge,
und die Reihe > a;, konvergiert. Die Ungleichung (2.31)) folgt aus |A,| < B,, die analog

zu (2.32) bewiesen wird. =
Definition. Eine komplexwertige Reihe Y77 | aj, heifit absolut konvergent falls

[e.9]

> ax| < oo

k=1
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Korollar 2.22 Ist die Reihe Y ay absolut konvergent, so ist sie konvergent. Es gilt auch

D an <)l (2.33)
k=1 k=1

Beweis. Setzen wir b, = |ay|. Die nicht-negative Folge by konvergiert nach Voraus-
setzung und ist Majorante von ) a;. Nach Satz ist ) ay konvergent und (2.33)) gilt.
]

Beispiel. Betrachten wir die Reihe ) ° | % wobei {c} eine beliebige beschréinkte Folge

von komplexen Zahlen (zum Beispiel, ¢, = i* oder ¢, = (—=1)*). Wir behaupten, dass
diese Reihe absolut konvergiert. Sei C' eine obere Schranke von {|cx|}. Da

Ck C
_‘<_
k21— k2

und die Reihe Y & = O % konvergent ist, erhalten wir nach Satz dass ) %
absolut konvergent ist.

Es gibt die Reihen, die konvergent aber nicht absolut konvergent sind, zum Beispiel,
n—1
die Leibniz-Reihe Y >° % (sieche Aufgaben).
Fiir die absolut konvergenten Reihen gelten die Kommutativ- und Assoziativgesetze, die wir ohne
Beweis angeben.

Satz. Sei) ay eine absolut konvergente Reihe von komplexen Zahlen. Sei " by, eine Reihe, die aus > ay
durch Vertauschung und Gruppierung der Glieder erhalten wird. Dann ist by auch absolut konvergent

und
E:bk::E:ak

Fiir die nicht absolut konvergente Reihen gilt im Gegenteil folgendes.

Satz. Sei ) ay eine konvergente Reihe von reellen Zahlen, die nicht absolut konvergent ist. Dann fiir
jedes ¢ € R existiert eine Reihe Y by, die aus > ap durch Vertauschung der Glieder erhalten wird und so
dass > b = c.

k
Zum Beispiel, man kann die Glieder in der Reihe Y - % so vertauschen, dass die vertauschte

Reihe gegen +o0o divergiert (siehe Aufgaben).

2.8.3 Quotientenkriterium

Satz 2.23 (Quotientenkriterium, d’Alembert-Kriterium) Sei {a,} -, eine komplexwer-
tige Folge mit a,, # 0 fir alle n. Gilt

Qp+1

lim sup

n—oo

<1,

n

so ist die Reihe Y 7 | a, absolut konvergent. Gilt

n=1

Ap+1
G,

lim inf >1

n—oo

so ist die Rethe Y~ | a, divergent.
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Beweis. Bezeichnen wir r,, =

an+1 o . . .
?) und r = limsup,,_,7,. Da r < 1, so existiert

ein ¢ € (r,1), dh. r < ¢ < 1. Wir behaupten, dass r, < ¢ fiir fast alle n. Gibt es
in [g, +00) unendlich viele Glieder der Folge {r,}, d.h. eine Teilfolge von {r,}, dann
existiert in [¢, +00) ein Hiufungspunkt der Folge, was nicht méglich ist, da der maximale
Haufungspunkt gleich r ist (siehe Satz .

Deshalb existiert ein N € N so dass r, < ¢ fiir alle n > N. Es folgt, dass

lans1| < qlay]| fiir alle n > N.
Per Induktion erhalten wir, dass
lan| < ¢ |ay| fiir alle n > N.

Da 0 < g < 1, so erhalten wir

o o o0
D lanl < lanl D> "V =lan| D " < o0,
n=N n=N k=0

d.h. die Restreihe > 7 \ |a,| konvergent ist. Somit ist die Reihe )" a, absolut kon-
vergent.

Setzen wir s = liminf r,,. Gilt s > 1, so gilt r,, > 1 for fast alle n, insbesondere fiir all
n > N fiir ein N € N. Es folgt, dass fiir all n > N

|Gny1] > |an],

so dass a, — 0 unmoglich ist. Nach dem Trivialkriterium ist die Reihe ) a,, divergent.
n

2.9 Exponentialfunktion und die Zahl e

Definition. Die Reihe Y " (%: heifit die Ezponentialreihe und ihre Summe heifit die

n=0
Exponentialfunktion von x € C und wird mit

exp (z) = Z — (2.34)

n!
n=0

bezeichnet.

Beweisen wir, dass die Exponentialreihe absolut konvergent fiir alle z € C ist. Setzen
wir a,, = %,L und erhalten

xn-i—ln!

(n+ 1)lzn

Ap+1
G,

n+l1|l n+1

fﬁ‘ 2]

An+1

Somit gilt lim,, . ‘ = 0 und die Reihe ) a, ist absolut konvergent nach dem Quo-

tientenkriterium von Satz [2.23]
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Ist 2 reell, dann ist exp (x) auch reell, was man aus (2.34)) sieht. Die Zahl exp (1) wird
auch mit e bezeichnet, so dass

oo

1 1 1
ezzoazl—Fﬂ—Fi—l—...—i-m-i-....

Man kann berechnen, dass
e = 2,718281828459045...

Es ist bekannt, dass e eine transzendente Zahl ist.

Bemerkung. Eine andere éiquivalente Definition von e ist
1 n
e = lim (1 + —)
n—oo n

exp (z) = lim (1 + E)n

n—oo

Man kann auch beweisen, dass

(sieche Aufgaben).
Der Graph der Funktion f (z) = exp (z) fiir x € R sieht wir folgt aus:

exp(x) ]

100 1

Die Funktion f (x) = exp (iz) ist komplexwertig sogar fiir z € R. Der Graph des Realteiles
Reexp (iz) ist wie folgt:

Re exp(ix) y

-1.0-
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Der Graph des Imaginérteiles Im exp (ix) ist wie folgt:

. 10T
Im exp(ix)
05T
-7 -6 -5 -4 . -2 -1 1 2 7
X
0571
-1.0—

Der Graph der Funktion Reexp (2) fiir z € C ist wie folgt:

2.10 Cauchy-Produkt zweier Reihen

Erinnern wir uns, dass fiir das Produkt zweier endlichen Summen die folgende Identitéit

gilt:
Z ag Z bl = Z akbl (235)

kel leJ (k)EIX]

wobei I, J die endlichen Indexmengen sind und ay, b; reelle oder komplexe Zahlen sind.
Wir mochten eine dhnliche Identitéit fiir Produkt zweier Reihen erhalten.

Versucht man die Formel fiir unendlichen Indexmengen I und J zu benutzen,
so sieht man auf der rechten Seite eine Doppelreihe, was nicht bequem ist. Der Zweck der
néichsten Definition ist die Doppelreihe aus als eine iibliche Reihe darzustellen.



2.10. CAUCHY-PRODUKT ZWEIER REIHEN 87

Definition. Gegeben seien zwei komplexwertigen Reihen » . jar und > ;7 b;. Das
Cauchy-Produkt dieser Folgen ist die Folge > 7 ¢, wobei

n
Cp = E akbn_k.
k=0

Um die Bedeutung von c¢,, zu verstehen, betrachten wir die folgende unendliche Tabelle
mit allen Summanden axb; fiir k,1 € Z, :

aobo CLle Gobg aobn (236)
Cblbo albl a1b2 albn,l
CLQbO a2b1 a/2b2

arbn_i

anbo A, by

Die Summanden der Form a;b,_; mit einem vorgegebenen Wert von n liegen auf der
n-ten Diagonale der Tabelle (die Eintréige in den Rahmen). Deshalb ist ¢, gleich die
Summe aller Summanden auf der n-ten Diagonale. Die Reihe )~ ¢, “enthélt” somit
alle Summanden a;b; aus der Tabelle, und man kann hoffen, dass

Z Cp = Z akbl = Z (053 bl. (237)
n=>0 kleZ k=0 =0

Aber diese Identitéiten gelten nicht immer. Zum Beispiel, die Reihen » aj und > by mit

ap = by, = E/_% sind konvergent, aber ihr Cauchy-Produkt ist divergent (siehe Aufgaben).

Im néchsten Satz werden die Bedingungen vorgelegt, die die Identitét (2.37) garantieren.

Satz 2.24 (Satz von Mertens) Seien > >~ a, und Y b, absolut konvergente Reihen
von komplezen Zahlen. Dann ist ihr Cauchy-Produkt > ¢, auch absolut konvergent

und

Bemerkung. Man kann die folgende Erweiterung des Satzes beweisen: falls die
Reihen > a; und ) by konvergent sind und mindestens eine davon absolut konvergent
ist, dann ist das Cauchy-Produkt ) ¢, konvergent und erfiillt (2.38). Allerdings ist die
Konvergenz von ) ¢, in diesem Fall nicht unbedingt absolut (siehe Aufgaben).

Beweis. Setzen wir

A, = Zn:ak, Bn:i:bl, Co = zn:cm.
k=0 =0 m=0
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Z aj Z by =lim A, lim B, = lim (4, B,,),
k=0  1=0

miissen wir insbesondere zeigen, dass die Folge {C,,} konvergiert und

lim C, = lim (A,B,) . (2.39)

n—oo n—oo

Bemerken wir, dass

Cn = Z Cm = Z Zakbmfk = Z akbb
m=0

m=0 k=0 {k €Ly :k+I<n}
d.h. C,, ist die Summe von allen Gliedern a;b; aus dem Dreieck
{k,1€eZy :k+1<n}.

Fir A, B,, erhalten wir

Aan - Z ag Z bl = Z CLkbl,

k=0 1=0 {k,Jl€Zy:k<n,l<n}
d.h. A, B, ist die Summe von allen Gliedern a;b, aus dem Quadrat
{k,l€Zy : k<n,l<n}.

Betrachten wir zunéichst der Fall, wenn alle a; und b; nicht-negative reelle Zahlen sind.
Fiir Indizen k,[ € Z, haben wir die Implikation

E+1l<n = k<nl<n

und fiir m = [n/2],
E<m,l<m = k+1<n.

Auf der Tabelle (2.36) bedeutet es, dass das Dreieck {k + | < n} zwischen zwei Rechtecken
{k,l <m} und {k,l < n} liegt. Daraus folgt, dass

Da die beiden Folgen {4, B, } und {A[n 121 B /2}} den gleichen Grenzwert haben, erhalten
wir nach Satz dass C,, den gleichen Grenzwert hat, d.h. (2.39). Folglich ist die Reihe
> o2 o Cn konvergent. Da ¢, > 0, ist diese Reihe auch absolut konvergent.

Betrachten wir jetzt den allgemeinen Fall von komplexwertigen a, und b,. Nach
Voraussetzung sind die Reihen Y |ay| und > |b)| konvergent. Sei > 7 ¢i das Cauchy-

Produkt der Reihen ) |ax| und ) |b;|. Nach dem ersten Teil des Beweises ist die Reihe
> ¢ konvergent. Dariiber hinaus haben wir

n
E agbn_p
k=0

len| =

n
< lag] bui| = ¢
k=0
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Nach Majorantenkriterium von Satz erhalten wir die absolute Konvergenz von ) _ ¢,.
Es bleibt noch die Identitét (2.39)) zu beweisen, d.h. A, B, — C,, — 0. Wir haben

Aan — Cn = Z @kbl — Z akbl = Z @kbl-

{k,l:k<n,l<n} {k,l:k+I<n} {k,l:k<n.i<n.k+I>n}

Nach der Dreiecksungleichung gilt

|An By, — G| < Z |ak| |bu] -

{kJ:k<n.<n.k+Ii>n}

Bezeichnen wir mit A}, Bf, C* die Partialsummen der entsprechenden Reihen ) |ag],
S b, >- ¢k, Dann gilt auch

ALB;, - C, = > |ag] (b

{k,l:k<n.l<n.k+i>n}

woraus folgt
|A, B, — Cn| < |ArB: — Cr|.

Da nach dem ersten Teil des Beweises gilt |A: B} — C| — 0, erhalten wir |4, B,, — C,,| —
0 und somit A, B,, — C,, — 0, was zu beweisen war. m

2.11 Eigenschaften der Exponentialfunktion
Satz 2.25 Fiir alle v,y € C gilt die Identitdt
exp (z +y) = exp () exp (y) - (2.40)

Beweis. Betrachten wir zwei Reihen
© K

exp(z) =) — und exp(y) = Z y_'
und sei Y 2 ¢, das Cauchy-Produkt dieser Reihen, d.h.

_Zv _ 121 _ n_k:l,(ﬂwr?/)n,
k! (n I nl El'(n n!

wo wir den Binomischen Lehrsatz benutzt haben (siehe Aufgaben). Es folgt, dass

ZC”_Z x+!y) =exp(r+y).

n=0

Nach Satz 2.24] erhalten wir

woraus ([2.40) folgt. =
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Satz 2.26 (a) Fir jedes x € C gilt exp (x) # 0.

(b) Fir jedes x € R ist exp (x) reell und positiv.

(¢) Fiir reelle x > y gilt exp (x) > exp (y) (d.h. die Funktion exp (x) ist streng monoton
steigend)

(d) Fiir jedes k € Z gilt exp (k) = ¥ wobei e = exp (1) .

Beweis. (a) Die Identitét (2.40) ergibt fiir y = —x,
exp (x) exp (—z) = exp (0) = 1, (2.41)

woraus exp (x) # 0 folgt.
(b) Ist z € R dann gilt exp () € R nach Definition

exp(z) =Y % (2.42)

Ist > 0 so ist exp (z) > 0 da alle Glieder in (2.42)) nicht negative sind und das Glied
mit k£ = 0 gleich 1 ist. Ist 2 < 0 dann exp (—z) > 0 was zusammen mit (2.41]) ergibt

exp (z) = ——— > 0.

(¢) Wir haben

exp (z)
exp (y)
da fir t =2 —y > 0 gilt

= exp (z) exp (—y) = exp (z —y) > 1

2

t
exp(t):1+t+§+...>1.

(d) Zunichst beweisen wir per Induktion nach k, dass die Identitét
exp (k) = e* (2.43)

fiir alle £ € N gilt. Fiir £ = 1 gilt (2.43)) nach Definition von e. Induktionsschritt: gilt
(2.43)) fiir ein k € N, dann erhalten wir nach (2.40))

exp (k + 1) = exp (k) exp (1) = eFe = et
Fiir £ = 0 haben wir exp (0) = 1 = €°. Fiir negative k € Z erhalten wir nach (2.41))

1 1,
exp(k)—m—efk—e

Die Identitit motiviert die folgende Definition von der Potenz e” fiir alle kom-
plexen Zahlen x:
e’ :=exp(z).
Zum Beispiel haben wir e!/?2 = (/e da e!/2e!/?2 = ¢¥/21/2 = ¢ und somit erfiillt e'/? die
Definition von /e.
Spéter definieren wir die Potenz a” fiir alle positiven Werten von a and x € C.



Chapter 3

Funktionen einer reellen Variablen

In diesem Kapitel studieren wir die reellwertigen Funktionen einer reellen Variablen, d.h.
die Funktionen f : J — R wobei der Definitionsbereich .J eine Teilmenge von R ist. Wir
kennen schon viele Beispiele von solchen Funktionen:

1. Exponentialfunktion f (z) = exp (z) mit dem Definitionsbereich J = R;

2. Potenzfunktion f (z) = 2™ mit dem Definitionsbereich J = R und dem Exponenten
n € N;

3. Potenzfunktion f (z) = ™ mit dem Definitionsbereich J = (0, +00) und dem Ex-
ponenten n € Z;

4. Quadratwurzel f (z) = \/x mit dem Definitionsbereich J = [0, +00);

5. Die n-te Wurzell] f (z) = {/z mit dem Definitionsbereich J = [0, +00) und dem
Exponenten n € N.

Dariiber hinaus ist jede Folge {ay}, .y auch eine Funktion f : N — R mit f (n) = a,.
Fiir die Folgen haben wir den Begriff des Limes

lim f ()
"en

schon definiert. In diesem Kapitel fangen wir mit der Definition von Limes

lim f (x)

r—a
zeJ

fiir allgemeine Funktion f: J — R an.

3.1 Grenzwert einer Funktion

Erinnern wir uns an den Begriff der Umgebung: eine Umgebung von a € R ist ir-
gendwelches Intervall (a — €, a 4 €) mit € > 0, eine Umgebung von +oco ist irgendwelches

'Die Existenz und Eindeutigkeit von {¥/x fiir x > 0 lassen sich genau so beweisen, wie die Existenz
und Eindeutigkeit von /.

91
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Intervall (E,4o00] mit £ € R, und eine Umgebung von —oo ist irgendwelches Intervall
[—o0, E) mit £ € R.

Definition. Sei J eine Teilmenge von R. Eine Element a € R heifit Verdichtungspunkt
von J falls jede Umgebung U von a unendlich viele Elemente von J enthélt.

Beispiel. Fiir J = N gibt es nur einen Verdichtungspunkt a = +oo. Fiir J = Z gibt es
zwei Verdichtungspunkte a = £oo. Fiir ein Intervall J = (a,b) die Menge von Verdich-
tungspunkten ist das abgeschlossene Intervall [a, b].

Definition. Fiir jede Teilmenge .J von R definieren wir den Abschluss J als die Vereini-
gung von J mit der Menge von allen Verdichtungspunkten von J.

Somit ist J eine Teilmenge von R.

Behauptung. Es gilt
J={aeR:U(a)NJ#W0 fir jede Ungebung U (a) von a} .

Beweis. Offensichtlich gilt U (a)NJ # () fiir jedes a € J und fiir jedes Verdichtungspunkt
a von J, also fiir alle a € J. Fiir a ¢ J gibt es eine Umgebung U (a) mit endlich vielen
Elementen aus J. Das Reduzieren dieser Umgebung ergibt eine Umgebung U’ (a) von a
mit leerem Durchschnitt mit J. m

Beispiel. Die Abschliisse der folgenden Mengen kann man einfach bestimmen:

(a,b) =[a,b], N=NU{+oo}, Z=ZU{+o}, Q=R

Definition. Sei J C R eine nicht-leere Menge und f : J — R eine Funktion auf J. Sei
a € J and b € R. Wir sagen, dass f (r) den Grenzwert b € R hat fiir + — a, 2 € J und
schreiben

lim f () = b, (3.1)

T—a
zeJ

falls fiir jede Umgebung V' von b existiert eine Umgebung U von a mit

relnd = f(z)eV.

Man kann das kurz wie folgt aufschreiben:

lim f (z) = b falls VV (b) 3U (a) Yz € JNU (a) = f(z) €V (D)
zeJ

wobei U (a) eine Umgebung von a und V (b) eine Umgebung von b. Man schreibt in
diesem Fall auch
fz)—b fir 2 —a, xzeJ

und sagt: f (x) konvergiert gegen b falls b € R, und f (x) divergiert gegen b falls b = +o0.

Beispiel. Zeigen wir, dass der Limes einer Folge ein spezielle Fall des Limes einer Funktion
ist. Sei {f,} -, eine Folge, d.h. eine Abbildung f: N — R mit f, = f(n). Da a = 400
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ein Verdichtungspunkt von N ist und jede Umgebung U von a ein Intervall (E, +o0] ist,
so erhélt man nach der obigen Definition folgendes: fiir jedes b € R ist

A, fo = b
neN

dquivalent zu
Ve>03dE Vn>FE |f,—b| <e,

d.h. zur Definition des Limes der Folge aus dem Abschnitt 2.1.1]

Bemerkung. Seien jetzt a,b € R. Dann erhélt man die folgende #quivalente Definition

des Limes (3.1):
lim f(z)=0bfallsVe >030 >0 Ve e J |x—al<d =|f(z)—0b <e. (3.2)

r—a
zeJ

Beispiel. Betrachten wir die Funktion

r? -1
="
die auf J = R\ {1} definiert ist. Bestimmen wir lim,_,; f (z). Da
(x+1)(z—1)
—_= — 1
f(z) P z+1,
man kann erwarten, dass
lim f (z) = 2.
el

Um das zu beweisen, benutzen wir Definition (3.2)):
flx)-2=(@x+1)—-2=a0-1
und
f(z) —2| = |z —1].
Deshalb gilt (3.2) mit 6 = e.

Beispiel. Sei f (z) = 22, v € R. Beweisen wir, dass f () — a? fir ¥ — a € R. Fiir jedes
x € R haben wir
|f (z) = a®| = |2* = a®| = |z — a| |z + a].

Ist |z —a| < d so gilt x € (a — J,a + 0) woraus folgt
2] < la] + 9]

und
|z +al < 2]a|+|0].

Da ¢ gewihlt werden kann, setzen wir voraus, dass 6 < 1, so dass

|z +a|l <2]a| + 1.
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Daraus folgt, dass
|f () —a®| <6 (2]al +1)

und
!f(x)—aQ‘ <&,

fiir das vorgegebene ¢ > 0, vorausgesetzt

£
0 < :
= 2a]+1

Deshalb kénnen wir setzen 6 = min (1, ﬁ) .

Beispiel. Sei f (r) = exp (z), € R, und beweisen wir, dass f (z) — 1 fiir z — 0. Wir
haben

o0

Z _ |9U| o

k=1

ok
Z—'

k=

lexp (z) — 1] =

fiir alle |z| < 1. Gegeben sei € > 0, bestimmen wir 0 < § < 1 mit

lz] <6 =

Dann 1' gilt vorausgesetzt § < /2. Deshalb fiir § = min (%, %) erhalten wir aus 1)
|z] <d = |exp(z) — 1| <¢,
was beweist, dass f (z) — 1 fiir z — 0.

Bemerkung. Fiir die unendlichen Werte von a bzw b kann man die Definition (3.1]) wie
folgt umschreiben.

e ¢ € Rund b = +o0:

lim f (z) =400 fallsVEERII>0VeeJ |z—a|<e= f(z)>E.

r—a
zeJ

e g =-+oound b e R:

lim f(z)=0b fallsVe>03DeR Ve eJ z>D=|f(x)—bl <e.

Tr——+00
zeJ

e g =0=4o00:

lim f(z)=+4occfallsVE€R dDeR Ve e J > D= f(z)>E.

T——+00
zeJ
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Der Fall a = —oo oder b = —o0o ist analog.

Beispiel. Betrachten wir die Funktion f (z) = ﬁ, die auf J = R\ {0} definiert ist, und
zeigen, dass f (z) — +oo fiir x — 0, d.h.

1
VE€R 36>0 Ve e R\ {0} |z| <) = — > E.

|z
Das ist offensichtlich erfiillt mit § = % vorausgesetzt £ > 0 (und ¢ ist beliebig falls
E <0).

Satz 3.1 Sei f eine reellwertige Funktion auf einer Menge J C R und sei a € J. Dann
die folgenden zwei Bedingungen sind dquivalent:

(1) lim,_.q f (¥) = b (wobei b € R).
(i9) Fir jede Folge {x,} C J mit lim, . =, = a gilt lim, ., f (z,) = b.

Beweis. Betrachten wir den Fall wenn a,b € R.
(i) = (i7) Die Bedingung (i) bedeutet nach Definition, dass

Ve>030>0 VeeJ |[z—al<d=|f(z)—b <e. (3.4)
Sei {x,} C J eine Folge mit x,, — a. Dann gilt fiir fast alle n € N, dass
|z, —al <9,
woraus folgt, dass fiir fast alle n gilt
|f (zn) — 0 <e.

Da e > 0 beliebige ist, so erhalten wir lim,,_,, f (x,) = b.
(17) = (i) Nehmen wir das Gegenteil an, dass lim,_., f (x) = b nicht gilt, d.h.

Je>0 Vo >0 JxreJmit |z —a| <daber |[f(x)—0>ec.

Benutzen wir diese Bedingung fiir die Werte § = % fiir alle £ € N. Fiir jedes 6 = %
erhalten wir ein z; € J mit

1
|xk—a|<E und |f (zx) — b > e.

Dann fiir £ — oo gilt 25 — a, aber nicht f (zy) — b, was im Widerspruch zur Bedingung
(1) steht.
Analog betrachtet man den Fall wenn mindestens eines von a, b unendlich ist. m

Fiir zwei beliebige Funktionen f, g : J — R definieren wir die arithmetischen Opera-
tionen wie folgt:

(f+g)(x) = f(x)£g(x)
(fg) () = f(z)g(x)
fy — 1@

g g(z)’

wobei im Fall der Division vorausgesetzt ist, dass g # 0 in J.
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Satz 3.2 Seien f, g reellwertige Funktionen mit dem Definitionsbereich J C R und sei
c € J. Angenommen seien die Bedingungen
lim f (z) =a und limg(x) =0,

wobei a,b € R.
(a) Es gelten die Identitdten

lim(f+g¢g)=a+b, lim(fg)= ab, limgz% (3.5)
vorausgesetzt, dass die Ausdriicke a + b, ab, § bestimmt sind (und g # 0 im Fall der
Division).

(b) Gilt f (x) < g(x) fir alle x € J, so gilt auch a <b.

(c) Seien f, g, h drei Funktionen auf J mit f < h < g und

lim f (z) = lim g (x) = a.
Dann gilt auch
limh(z) = a.

r—C

Beweis. Nach Satz [3.1] gelten fiir jede Folge z,, — x, z,, € J die Bedingungen f (z,) —
a und g (z,,) — b. Nach Satz [2.3| erhalten wir

a

F+9) @) —ath (fo)(m)—ab L @)-5,

woraus (3.5)) folgt. Analog beweist man (b) und (c) mit Hilfe von Satz ]

3.2 Zusammengesetzte Funktion

Satz 3.3 (Grenzwert der Komposition) Seien A, B Teilmengen von R und f : A — R,
g : B — R zwei Funktionen Angenommen seien
lim f(x) =b wund hn},g (y) = ¢,

y*)

r—a

T€A yeB

wobei a € A, b € B, ¢ € R. Ist die zusammengesetzte Funktion x — g (f (v)) auf A
definiert (d.h. f(A) C B), so gilt

limg(f(z)) =c. (3.6)

r—a
€A

Man kann die Identitét (3.6) wie folgt umschreiben:

lim g (f (z)) = lim g (y)

z=a y—b

€A yeB

und betrachten sie, als einen Wechsel von Variable y = f (z) im Limes.
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Beweis. Fiir jede Umgebung W von c existiert eine Umgebung V' von b mit
yeVNB = g(y) e W. (3.7)
Gegeben ist die Umgebung V' von b, existiert eine Umgebung U von a mit
reUNA = f(x)eV.
Da f (A) C B, haben wir auch f (x) € B fiir alle z € A, so dass
reUNA = f(z) eVNB.
Setzen wir y = f (z) in und erhalten, dass
reUNA = g(f(x)) eW,
woraus folgt. m

Beispiel. Betrachten wir die Funktion f (z) = exp (%) und bestimmen die Grenzwerte
davon fiir x — 0 in zwei Mengen: z > 0 und x < 0.

12+
y |

10T

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

X L

Der Graph der Funktion z +— exp (%)
Da
1
lim — = 400,
z—0
>0
so erhalten wir nach dem Wechsel y = %, dass
1
lim exp <—> = lim exp(y) = +oo. (3.8)
z—0 T y——+00
>0
Da
o1
lim — = —o0,
z—0
<0
so erhalten wir
1
lim exp <—) = lim exp(y)
r—0 x Yy——00
<0
1 1 1

y——co exp (—y)  z—+o0 exp (2) T Yoo
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3.3 Stetige Funktionen

Definition. Sei f eine reellwertige Funktion auf einer Menge J C R. Die Funktion f
heiflt stetig an der Stelle a € J falls
lim f (z) = f(a). (3.9)

zed
Sonst ist f unstetig an a.
Ist f stetig an alle a € J, so heifit f stetig auf J (oder einfach stetig).

Nach Satz ist die Stetigkeit von f an a #quivalent zur folgenden Bedingung: fiir
jede Folge {z,} C J,
Ty —a = f(za) = f(a).

Bemerkung Die folgenden Bedingungen sind auch dquivalent zu (3.9)):
lim  f(z) = f(a)

r—a

zeJ\{a}

und
lim f () existiert.
rzeJ

Beispiel. Es ist offensichtlich, dass die folgenden Funktionen f (z) = const und f (z) =z
stetig auf R sind.
Zeigen wir, dass die Funktion f (z) = exp (z) auch stetig auf R ist. Wir haben schon
gesehen, dass
limexp (z) =1 =exp (0),

r—0

so dass exp (x) stetig an a = 0 ist. Fiir beliebiges a € R haben wir
exp () =exp(r —a+a) =exp(a)exp (z —a).

Da
lim exp (z — a) = limexp (y) = 1,

T—a y—0

es folgt, dass
lim exp (z) = exp (a) .

r—a

Satz 3.4 Seien f,g zwei reellwertige Funktionen auf einer Menge J C R. Sind f und g
stetig an der Stelle a € J, so sind auch die Funktionen f + g, fg, f/g stetig an a (im
Fall f/g vorausgesetzt g # 0).

Sind f, g stetig auf J, so sind f+g, fg, f/g auch stetig auf J (im Fall f /g vorausgesetzt

g#0)

Beweis. Die erste Aussage folgt aus dem Satz Zum Beispiel fiir die Summe f + g
erhalten wir
lim (f +g) (z) = lim f (z) + lim g (z) = f (a) + g (a) = (f + g) (a),

r—a r—a
zeJ zeJ xzeJ
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woraus die Stetigkeit von f + ¢ an a folgt. Analog behandelt man die Funktionen fg¢ und
fl9-

Die zweite Aussage folgt aus der ersten Aussage. m

Beispiel. Da die Funktionen f (x) = z und g (x) = const stetig auf R sind, so folgt es,
dass any Funktion h (z) = cz™ stetig auf R ist, fiir jedes n € N und ¢ € R. Daraus folgt,
dass jedes Polynom
P(x) =co+ 1z + cox® + ... + cpa”
stetig auf R ist, wobei ¢ € R and n € NU {0} der Grad des Polynoms heifit.
Betrachten wir eine rationale Funktion R (x) = gg; wobei P und () zwei Polynome
sind. Dann ist R definiert und stetig im Bereich {Q # 0} .

Satz 3.5 Seien f : A — R und g : B — R zwei Funktionen, wobei A, B C R. Sei die
Komposition g o f wohldefiniert auf A (d.h. f(A) C B). Ist f stetig an a € A und g
stetig an b= f (a), so ist go [ stetig an a.

Ist f stetig auf A und g — auf B, so ist go f stetig auf A.

Beweis. Nach Satz 3.3 haben wir

limg(f(x))= lim g(y)=limg(y)=g(b) =g(f(a)),
v g y—F(a) y—b
yeB yeB
woraus die Stetigkeit von g (f (z)) an a folgt.
Ist f stetig auf A und g — auf B, so ist g stetig an b = f (a) fiir jedes a € A, da
f (A) C B. Daraus folgt, dass g o f stetig an a fiir jedes a € A ist, und somit stetig auf
A nm

Beispiel. Fiir jede rationale Funktion f (x) ist die Funktion exp (f (x)) stetig im Defini-
tionsbereich von f (z).
Beispiel. Beweisen wir, dass die Funktion

1

f(z) = { S}fp (=2), =>0, (3.10)

x <0,

stetig auf R ist.

Der Graph der Funktion ([3.10))
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Die Funktion f(z) = exp(—1) ist stetig im Bereich {z > 0} nach Satz und
f (z) = 0 ist stetig im {x < 0}. Es bleibt zu zeigen, dass f stetig an 0 ist, d.h.

lim f (z) = 0. (3.11)
T€R

Es folgt aus (3.8)), dass
1
lim exp (——) =0,
40 v

d.h., fiir jedes € > 0 existiert 6 > 0 mit
( : )'
exp|—— || <e.
x

2] <0 = |f(2)| <e,

0l<zr<)y, =

Da f (z) = 0 fiir x < 0, es folgt, dass

woraus ([3.11)) folgt.

Beispiel. Die Funktion
1, >0,

ro={y 120
ist unstetig an x = 0, da fiir die Folge x,, = % —0gilt f(z,)=14A0=f(0).

3.4 Eigenschaften von stetigen Funktionen

3.4.1 Zwischenwertsatz

Hauptsatz 3.6 (Zwischenwertsatz) Sei f (x) eine stetige Funktion auf einem geschlosse-
nen Intervall [a,b]. Gilt f (a) <0 und f(b) > 0, so ezistiert x € (a,b) mit f (z) = 0.

Beweis. Definieren wir per Induktion in n eine Folge von Intervallen {[a,,b,|} 2, a, <

n=1"
b, mit den Eigenschaften:
L. [a1,b1] = [a, b];
2. [an, bn] C [Clnfl,bnfl] fiir n 2 2,
3. flan) <0, f(bn) = 0;

4. b, —a, = %(bn_l — a,_1) fiir n > 2.

Induktionsanfang ist offensichtlich. Ist [a,,b,] schon bekannt, so betrachten wir ¢ =
wtbn  Gilt f(c) < 0, so setzen Wir [ani1,bus1] = [c,b,], gilt f(c) > 0 so setzen wir

[an+1a bn—H] = [ana C] .
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Somit ist {[a,,b,]} -, eine Intervallschachtelung. Nach den Intervallschachtelung-

sprinzip gibt es ein x € (), oy [an, bn] - Da b, — a, — 0, so haben wir a,, — x und b, —
fiir n — oo. Nach der Stetigkeit der Funktion f gelten

lim f(a,) = f(z) = lim f(b,).

Da f (a,) < 0und f(b,) >0, es folgt, da f (z) <0 und f(x) >0, somit f(z) =0. m

Beispiel. Sei P (x) ein Polynom von Grad n mit reellen Koeffizienten, d.h.
P(x)=2"+ciz" t + ... +cp,

where ¢, € R and n € N. Beweisen wir, dass falls n ungerade ist, dann existiert eine reelle
Nullstelle von P, d.h. ein € R mit P (x) = 0. Nach Aufgaben haben wir

lim P(x) =400 und lim P (z) = —oc.

T——+00 r——00

Somit existiert ein b € R mit P (b) > 0 und ein a € R mit P (a) < 0. Nach Satz
existiert x € R mit P (x) = 0.

Sei f eine reellwertige Funktion auf einer Menge A. Dann bezeichnen wir
sup fi=sup f(A)
and
irjff :=inf f (4),
wobei f (A) ={f(z):z € A} das Bild von A ist.

Korollar 3.7 Sei f eine stetige Funktion auf einem Intervall I C R. Dann ist das Bild
f(I) auch ein Intervall, und die Grenzen von f (I) sind inf; f und sup; f.

Man kann kurz sagen: stetiges Bild eines Intervalles ist ein Intervall.

Beweis. Nach Definition haben wir

f(I) C [inf f,sup f].
Es bleibt zu zeigen, dass
f(I) > (inf f,sup f) ,

d.h.
inff<t<supf =tef(l).

Nach Definition von sup und inf, es gibt die Zahlen a,b € I mit

inf f < f(a) <t < f(b) <supf.

Sei a < b (der Fall a > b ist analog). Betrachten wir auf dem Intervall [a,b] C I die
Funktion

g(x)=f(z)—t
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die erfiillt
gla)=f(a)—t<0 und g(b)=f(b)—1t>0.

Nach Satz [3.6] existiert z € (a,b) mit g (z) = 0 woraus f (z) =t und somit ¢ € f (1) folgt.
n

Beispiel. Beweisen wir, dass

exp (R) = (0, +00) . (3.12)
Da
xl—lgloo exp (z) = +o0
and . .
xl—igloo exp (¥) = yl—i>IFoo exp (=) = yEToo exp (y) T Yoo 0

erhalten wir
supexp (z) = 400 and infexp (z) = 0.

Nach Korollar ist exp (R) ein Intervall mit den Grenzen 0 und +oo. Da nach Satz
gilt exp (z) > 0 fiir alle z € R, so erhalten wir (3.12).

3.4.2 Extremwertsatz

Sei f eine reellwertige Funktion auf einer Menge A. Bezeichnen wir
m,?xf =max f (A) und mjnf = min f (A4),
vorausgesetzt, dass max f (A) bzw min f (A) existiert.

Hauptsatz 3.8 (Extremwertsatz oder Satz vom Minimum und Maximum) Sei f eine
stetige Funktion auf einem abgeschlossenen beschrinkten Intervall I. Dann existieren die
beiden Werten max; f und ming f.

Beweis. Sei M = sup f(I). Da Supremum einer Menge ein Verdichtungspunkt der
Menge ist (sieche Aufgaben), so gibt es eine Folge {a,} von Elementen von f (I) die
gegen M konvergiert (oder divergiert falls M = +o00). Fiir jedes a, gibt es z, € I mit
f (x,) = ay,, so dass f(x,) — M fir n — oo. Die Folge {x,} ist beschrinkt und somit
enthilt eine konvergente Teilfolge, zum Beispiel, x,,, — = mit = € [a,b]. Da f stetig its,
erhalten wir

f(xn,) — f(z) fir k — oo,

woraus f (z) = M folgt. Somit liegt M in f (/) und ist das Maximum von f (/). Analog
beweist man die Existenz von min; f. m

Korollar 3.9 Sei f eine stetige Funktion auf einem abgeschlossenen beschrinkten Inter-
vall 1. Dann ist das Bild f (I) auch ein abgeschlossenes beschrinktes Intervall. Dariiber
hinaus gilt

f)= mlinf,mlaxf] )
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Kurz: stetiges Bild von kompaktem Intervall ist kompaktes Intervall.
Beweis. Nach Korollar [3.7ist f (/) ein Intervall mit den Grenzen A und B, wobei

A:ir}ff und B =sup f.
I

Nach Satz[3.8 haben wir A, B € f (I) und

A:mlinf und B:mlaxf,

woraus f (I) = [A, B] folgt. =

3.5 Umkehrfunktion

Nach Satz [1.7], eine Abbildung f : A — B zwischen zweien beliebigen Mengen A und B
hat eine Umkehrabbildung f~! : B — A genau dann, wenn f bijektiv ist. Dann ist die
Umkehrabbildung durch die folgenden Bedingung definiert:

y=f(x)ez=[F"()

fir alle x € A und y € B. Sind A, B Teilmengen von R, dann heifit f~! auch die
Umkehrfunktion oder die inverse Funktion.

Beispiel. Betrachten wir die Funktion f : [0,4+00) — [0,+00), die durch f(z) = z*
definiert ist. Da die Bedingung y = 2?2 fiir nicht-negative x und y dquivalent zu x = VY
ist, wir sehen, dass die Umkehrfunktion f~* existiert und f~* (y) = \/¥.

Beispiel. Fiir die Funktion f : R\ {0} — R\ {0}, f (z) = I, die Bedingung y = < ist
dquivalent zu z = % Deshalb f~! existiert und ist gleich f.

Definition. Eine reellwertige Funktion f (x) auf einem Intervall I heifit monoton steigend,
falls x <y ergibt f (z) < f(y). Die Funktion heifit streng monoton steigend, falls x < y

ergibt f (z) < f (y).
Analog definiert man die monoton fallende Funktionen.

Beispiel. Die Function f (z) = exp (z) ist streng monoton steigend auf R nach Satz

Beispiel. Die Function f(z) = 2™ its streng monoton steigend auf [0, +oc0) fiir jedes
n € N, was man per Induktion nach n beweist.

Beispiel. Die Funktion f(z) = 2™ ist streng monoton fallend auf (0,+o0) fiir jedes
n € —N, was aus 2" = - folgt.

$\7L|

Satz 3.10 Sei f eine streng monotone Funktion auf einem Intervall 1. Sei J = f(I).
Dann die Umkehrfunktion f=':J — I existiert, ist streng monoton und stetig.

Beispiel. Die Funktion exp () ist streng monoton steigend auf R und exp (R) = (0, +00).
Deshalb hat sie die Umkehrfunktion auf (0, +00), die auch stetig und monoton steigend
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ist. Diese Funktion heif3t natiirlicher Logarithmus und sie wird mit In bezeichnet. Somit
fiir jedes y > 0 ist Iny durch die Identitét

y=exp(z) &z =1Iny

definiert. Nach Satz ist die Funktion y — Iny streng monoton steigend und stetig
auf (0,400). Es gelten In1 =0 und Ine = 1.

Der Graph der Funktion y — Iny

Natiirlicher Logarithmus kann benutzt werden um die Potenz a” fiir alle @ > 0 und
x € R (sogar x € C) zu definieren:

a® :=exp(xzlna). (3.13)

Die Funktion f(x) = a” heifit die Exponentialfunktion zur Basis a. Fiir a = e erhalten
wir e” = exp (x), was schon friiher definiert wurde.
Die Funktion a” hat die folgenden Eigenschaften:

1. a* =a daexp(Ina) = a, und a = 1 da exp (0) = 1.
2. ™Y =a"a? da

a*a¥ = exp (rlna)exp (ylna) = exp ((x + y)Ina) = a™*.

3. Fiir n € N stimmt die neue Definition (3.13) von a™ mit der fritheren induktiven
Definition ([1.15) von a” iiberein, da a"™! = a"a.
4. Fiir x € R ist a” reell, und die Funktion x +— a” ist stetig auf R.

5. Fir alle z,y € R,
(a®)? = a™ (3.14)

(sieche Aufgaben).
Da Ine = 1, erhalten wir nach (3.13)) e = exp ().

Beispiel. Die Funktion y = 2" (mit n € N) ist streng monoton steigend auf [0, +0c0) und
ihr Bild ist [0,+o00). Deshalb existiert die Umkehrfunktion auf [0, +00) und ist stetig.
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Diese Funktion wird mit x = {/y bezeichnet. Diese Funktion ist streng monoton steigend
und stetig auf [0, +00).
Bemerken wir, dass fiir jedes y > 0 gilt

Yy =y'"

In der Tat ist der Wert z = {/y die einzige positive Losung der Gleichung 2" =
Andererseits ist diese Gleichung auch von z = a'/™ erfiillt, da nach 1) gilt (a/m)"

1
an"™ = q.

y.

Beweis von Satz[3.10l Sei f streng monoton steigend. Dann ist f eine Bijektion von I
nach J, und somit existiert die Umkehrfunktion. Beweisen wir, dass f~! streng monotone
steigend ist. Seien y; < y» aus J und bezeichnen wir x;, = f~! (y;) so dass yp = f (z1)-
Zeigen wir, dass r1 < xo. Gilt ;1 > w9, dann erhalten wir nach der Monotonie von f,
dass yo = f (22) < f(x1) = 31, was im Widerspruch zum y; < yo steht.

Beweisen wir, dass f~! stetig ist, d.h. fiir jedes b € J und jede Folge {y,} C J gilt

Yo = b= 71 (y) > f71 ().

Nehmen wir das Gegenteil an, dass die Folge z, = f~!(y,) gegen a = f~!(b) nicht
konvergiert. Dann existiert ein £ > 0 so dass es auflerhalb U, (a) unendlich viele Glieder
der Folge {z,} gibt. Dann enthélt eines von Intervallen (—oo, a—¢], [a+¢, +00) unendlich
viele Glieder der Folge {z,}, sei es (—o0,a — €|. Dann existiert eine Teilfolge {z,, } mit
T, < a—c¢ firalle k € Ngilt. Da z,, <a—¢ < a und die beiden Werte z,,,a in I sind,
so gilt auch a — ¢ € I. Nach der Monotonie von f erhalten wir

Yny, :f(xnk) §f<a_€)7
woraus folgt
klim Yn, < fla—e) < f(a)=0,
was im Widerspruch zum b = lim y,, steht. m

Bemerkung. Obwohl man die Stetigkeit von f in diesem Satz nicht braucht, ist f in
Anwendungen normalerweise stetig. Daraus folgt, dass das Bild J = f () ein Intervall
ist und somit die Umkehrfunktion auf einem Intervall definiert ist.

3.6 Trigonometrische Funktionen und die Zahl =

Definition. Fiir jedes x € C definieren wir sin x und cos x durch

eia: o e—i:c eix + e—ix
siny = ———— und cosx = ——— 3.15
21 2 ’ ( )
wobei ¢ die imaginére Einheit ist.
Bemerken wir, dass sogar fiir reelle = benutzt die Definition (3.15]) von sin x und cos x
die Werte von exp (z) im komplexen Bereich.
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Es folgt direkt nach (3.15)), dass fiir alle z € C

e = cosw +isinz|. (3.16)

Diese Identitit heif3t Fulerformel.
Einsetzen in (3.15)) die Exponentialreihe ergibt die folgenden Potenzreihen fiir sinz
und cos z, die fiir alle z € C absolut konvergieren:

23 0 2k 41
sma:—:t—y—i———. :ZO 2k+ 2T (3.17)
und
2 2k

T [ee]
cosx =1— 5 — Z (3.18)

k=0

(sieche Aufgaben). Insbesondere sehen wir, dass sinz und cos z reell fiir alle z € R sind.
Es folgt aus (3.17) und (3.18)), dass sinz eine ungerade Funktion ist, d.h. fiir all z € C

sin (—z) = —sinz,
und cos x eine gerade Funktion ist, d.h.
cos (—x) = cosz.

Es gilt fiir alle z € C

(3.19)
da nach
cos’r +sinx = (cosw +isinx)(cosz — isinx)
= e =e"=1.
Es gelten auch die Identitdten
cos (x + y) = cosx cosy — sinx siny (3.20)

sin (z + y) = sinx cosy + cossiny
(siche Aufgaben).
Betrachten wir jetzt die Funktionen sinx und cosz fiir x € R. Es folgt aus (3.16]),
dass fir r € R
Reexp (iz) = cosx und Imexp (iz) = sinz.
In der Tat hat die Zahl z = €™ den Betrag 1, und ihre Re z und Im z stellen cos z und
sinx dar. Der Wert von x kann als der Polarwinkel des Punktes z betrachtet werden.

1T

Im Z

Re 7
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Die Zahl z = € und ihre Re z,Im 2

Es folgt aus (3.15)), dass die Funktionen sinx und cos x stetig auf R sind (siche Auf-
gaben).

Die Graphe von Funktionen cosz (rot) und sinz (blau)

Man sieht aus den Graphen, dass die Funktionen sinx and cos x periodisch sind, was
nicht offensichtlich aus den obigen Identitéiten ist. Wir beweisen die Periodizitét von sin x
und cos x unterhalb.

Satz 3.11 (a) Es existiert ein ¢ € (0,2) mit cosc =0 und cosx > 0 fiir alle 0 < x < c.
(b) sinz > 0 fiir alle x € (0, 2).

Insbesondere ist ¢ die kleinste positive Zahl mit cosc = 0. Es folgt aus Satz dass
sinc¢ > 0, was zusammen mit (3.19) ergibt sinc = 1.

1.0 7
y 1
08T
06T
04T

02T

0.0 - : - : - : : :
T ) . 2
02T X

-04—+

Die Graphe von Funktionen cosz (rot) und sinx (blau) auf dem Intervall [0, 2]
Fiir den Beweise brauchen wir das folgende Lemma.

Lemma 3.12 (Leibniz-Kriterium) Sei {cx},, eine monoton fallende Folge von mnicht-
negativen reellen Zahlen mit limg .o ¢, = 0. Set ¢g > 0 beliebig. Dann ist die Reihe
Yoo (=1)* ¢ konvergent und fiir die Partialsummen S, = Yo (=1)¥ ¢x gelten die Un-
gleichungen

Somt1 < Z (—1)k cx < Som,
k=0

fiir alle m > 0.
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Beweis. Die Konvergenz der Reihe wurde in Aufgabe 94 bewiesen, sei

S=>"(-1)f¢ = lim S,,.

n—00
k=0

Wir haben
2m+2 2m+1
Som+a — Som = (—1) " Comaa + (—1) " Com
= Com42 — Com+1 <0,

woraus folgt, dass die Folge {S2,},._, monoton fallend ist, woraus S < S, folgt. Analog
ist die Folge {Sam+1},._, monotone steigend, was S > Sy, 41 ergibt. m

Beweis von Satz [3.11  (a) Bemerken wir, dass cos0 = 1 > 0. Zeigen wir, dass
cos 2 < 0. Wir haben

22 2t 26
costl—E—kE—a—...:ao—a1+a2—a3+...
wobei a,, = % Die Folge {a,},, ist monoton fallend da

An+1 _ 22 <1
an Cn+1)2n+2) =

Sei S, = 1, (—=1)" a;, die Partialsummen der Reihe. Nach Lemma, gilt es fiir jedes
m > 0,
cos2 = lim S, < .5;,.

n—oo

Insbesondere gilt
2o 1
2<% =1-—4+—=—2-<0
coRe = o Tw - 3y

woraus cos 2 < 0 folgt. Nach Satz [3.6] erhalten wir, dass cosz = 0 fiir ein z € (0,2) .
Betrachten wir die Menge

N ={z€(0,2) : cosz =0},

die nicht-leer ist, und setzen
¢ :=inf N.

Zeigen wir, dass ¢ € N. Es existiert eine Folge {z,} -, C N mit z, — ¢ fiir n — oo,
woraus folgt nach der Stetigkeit von cos x, dass

cosc = lim cosz, =0,
n—oo
und somit ¢ € N. Beachten wir, dass ¢ > 0 weil cos0 > 0, und ¢ < 2 weil cos2 < 0.
Zeigen wir, dass cosx > 0 fiir 0 < x < ¢. Da ¢ eine untere Schranke von N ist, ergibt
die Bedingung = < ¢ dass x ¢ N und somit cosx # 0. Ist cosz < 0, so erhalten wir nach
Satz die Existenz von 0 < y < z mit cosy = 0 was nicht moglich wegen y < c ist.
Daher gilt cosx > 0, was zu beweisen war.
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(b) Wir haben

, 3 ad
Slnl’:l'—a—f-ﬁ—...:bo—b1+b2—...
wobei b,, = (92”2;:11), Fiir z € (0,2) und jedes n > 0 haben wir
bn+1 o -12 4

b, (2n+2)(2n+3) < (2n +2) (2n + 3) <1

woraus folgt, dass die Folge {b,}, -, monoton fallend ist.
Betrachten wir die Partialsummen S, = S°7_, (—=1)" b;. Nach Lemma gilt

sinx = lim §,, > So,,41 fiir alle m > 0.

n—oo

Insbesondere gilt fiir x € (0, 2)

3 2
sianSlzx—%:a:<1—x—)>O,

was zu beweisen war. B

Definition. Setzen wir 7 := 2¢ wobei ¢ die kleinste positive Nullstelle von cos z ist, die
nach dem Satz [B.11] existiert.

Es folgt aus Satz 3.11) dass 0 < 7 < 4. Man kann beweisen, dass ¢ > 2 und somit
7 > 3 (siehe Aufgaben). Numerische Berechnung ergibt

m = 3.14159265358979...

Es ist bekannt, dass 7 eine transzendente Zahl ist. Derzeitig ist m mit iiber 6 Milliarden
Dezimalstellen berechnet worden.

Satz 3.13 (a) Es gelten die Identitditen

exp (gz) =1, exp(mi)=-1, exp(2mi)=1.

(b) Die Funktion exp (z) ist 2mi periodisch auf C, d.h.
exp (z + 2mi) = exp (2) Vz € C. (3.21)
(¢) Die Funktionen sinx und cosx sind 2w periodisch, d.h.

sin (x +27) =sinx und cos(x + 27w) = cosz fir alle x € C.

Beweis. (a) Benutzen wir die Bezeichnung ¢ = /2 wie in Satz Da cosc = 0 und
somit nach (3.19)) sinc = 1, erhalten wir nach der Eulerformel

m
exp <§z> = exp (ci) = cosc+isinc = i.

Es folgt, dass
exp (mi) = exp (ci) exp (ci) =i -i = —1,
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und
exp (2mi) = exp (i) exp (7i) = (—1)* = 1. (3.22)
(b) Mit Hilfe von (3.22)) und der Haupteigenschaft der Exponentialfunktion erhalten
wir
exp (2 + 2mi) = exp (z) exp (2mi) = exp (2) .
(¢) Mit Hilfe von (3.15) und (3.21]) erhalten wir
1
sin (z + 27) = % (exp (ix + 27mi) — exp (—ix — 27i))
i
1
= 5 (exp (iz) — exp (—ix)) = sinz,
i
und das gleiche Argument funktioniert fiir cosz. m

Da cos § = 0 und sin § = 1, so erhalten wir aus (3.20)

. m m .
S1n (§ — ZL’) =cosz und cos <§ — l’) = S x.

Es folgt aus exp (mi) = —1, dass cosm = —1, sinm = 0 und somit aus (3.20)
sin (7 —z) =sinz und cos (T —x) = —cosz.

Die anderen Identitiiten fiir trigonometrischen Funktionen lassen sich analog beweisen.
Weitere Untersuchung der trigonometrischen Funktionen fithren wir unterhalb mit Hilfe
von Differentialrechnung durch.

3.7 Differentialrechnung

3.7.1 Definition von Ableitung

Definition. Eine reellwertige Funktion f auf einem Intervall I heif3t differenzierbar an
der Stelle x € I falls der folgende Grenzwert existiert:

i LW = f(2)
yélf_\){xﬂc} y—=

Der Wert des Grenzwertes heifit die Ableitung (Differentialquotient) von f an der Stelle
x € I und wird mit f’(x) bezeichnet.
Ist f an allen Stellen z € I differenzierbar, so sagt man, dass f auf dem Intervall 1

differenzierbar. In diesem Fall wird die Ableitung f’ als eine Funktion auf dem Intervall
I betrachtet.

Einsetzen h = y — x ergibt die dquivalente Definition der Ableitung:
fle+h)—f(x)
Y .

(3.23)

Der Quotient w heiflt Differenzenquotient.
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Beispiel. Berechnen wir die Ableitungen der folgenden Funktionen.
1.f () = const. Dann f (y) — f (z) =0 und f’ (z) = 0 fiir alle . Man schreibt

(const)’ = 0.

2. f(x) = . Dann
fy—fl) _y—=_
y—x  y—x

woraus folgt [’ (z) = 1 fiir alle z € R. Daher gilt

(z) = 1.
3. f(z) =22 Dann

s (@R -2t 2hw 4R
L

daher
(a?)' = 2.

4. f(z) = 1. Dann gilt

1 1 1 1 1
(z) = lim — ) =lm (———— ) =—=
f(z) hlgcl)h(a:qth x) hli%( (x+h):c) x?’

so dass

Analog zeigt man, dass, fiir alle n € Z,

(z) = nan?

(sieche Aufgaben).
5. f(z) = exp (x). Dann gilt

exp (y) — exp (x)

! — 1 —
f @) = lim P8 exp (),
(siehe Aufgaben), daher
(exp ()" = exp (z) |
6. f(z) =sinz. Dann
, . sin(z+h)—sinz
fiz) = lm h
_ sinxcosh + coszsinh —sinx
G h

.. cosh—1 . sin h
= limsinx——— + limcosz .
h—0 h h—0 h

111
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Nach Aufgaben haben wir

1 :
1mM:O and limsmhzl

h—0 h h—0 h ’

daher

(sinz) = cosx

Analog beweist man

(cosz) = —sinx

(siche Aufgaben)

Satz 3.14 Ist die Funktion f differenzierbar an x, so ist f stetig an x.

Beweis. Wir haben

t (7)) = pm LI ) - -0
yel\{z} yel\{z} yel\{z}

woraus folgt

lim  f(y) = f(z).

yel\{z}

Somit ist f stetig an x. =
Beispiel. Betrachten wir die Funktion

1, >0

ro={y 129

Da f = const auf (0,400) und (—o0,0), erhalten wir, dass f’(x) = 0 fiir alle  # 0. An
x = 0 ist die Funktion f unstetig, da
lim f () = 1#0 = f(0),

z—0
>0

woraus folgt nach Satz [3.14] dass f nicht differenzierbar an 0 ist.

Beispiel. Die Funktion f (x) = |z| ist stetig auf R, aber an der Stelle z = 0 ist sie nicht
differenzierbar (siche Aufgaben).

3.7.2 Physikalische Bedeutung der Ableitung

Sei f (t) die Position eines Korpers an der Zahlengerade am Zeitpunkt ¢. Dann gilt fiir
den Differenzenquotient

f({t+h)—f(t) _ Verschiebung von Korper

h Zeitintervall
= durchschnittliche Geschwindigkeit im [t, ¢ + h]

Fiir h — 0 erhalten wir, dass die Ableitung f’ (t) gleich unmittelbare Geschwindigkeit von
Korper am Zeitpunkt ¢ ist.
Zum Beispiel, im Auto wird f’ (¢) am Tachometer an jedem Zeitpunkt ¢ gezeigt.
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3.7.3 Geometrische Bedeutung der Ableitung

In R? definieren wir eine Gerade als der Graph einer linearen Funktion y = Ax + B mit
A, B € R. Diese Definition ist allerdings nicht vollstéindig da sie die senktrechten Geraden
x = const nicht bedeckt. Trotzdem ist diese Definition fiir uns ausreichend. Die Funktion
y = Az + B heifit die Gleichung der Gerade, und der Koeffizient A heifit die Steigung der
Gerade.

Jede Gerade, die durch einen Punkt (xg,yo) geht, hat die Gleichung
Y:A(X—$0)+y0

wobei wir (X,Y") als Koordinaten in R? benutzen. Geht die Gerade auch durch (x1,%),
so erhalten wir fiir die Steigung

A — y1—yo.
1 — X

Betrachten wir den Graph einer Funktion y = f (x). Die Gerade durch zwei Punkte
(x, f (z)) und (z + h, f (x + h)) auf dem Graph heifit die Sekante. Fiir zo = z, yo = f (2),
x1 =2+ h, und y; = f (x + h) erhalten wir die Steigung der Sekante

fa+h) = f @)

A=Ah) = -

Fiir h — 0 erhalten wir A (h) — f’ (z), wihrend die Sekante gegen die Tangente am Punkt
(x, f (x)) konvergiert. Deshalb ist die Ableitung f’ (z) gleich die Steigung der Tangente,
und die Tangente hat die Gleichung

Y=f()(X—2)+ f(z)] (3.24)

Beispiel. Fiir f (z) = z® erhalten wir aus die Gleichung der Tangente
Y =22% (X — o) + 2%
Zum Beispiel, fiir x = 1 ergibt sie
Y =3(X-1)+1=3X—2

(siehe das Bild).
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Die Funktion f (z) = z*® (schwarz), ihre Tangente an (1, 1) (rot), und ihre Sekante durch
(1,1) und (2, 8) (blau)

3.7.4 Landau-Symbol o

Die Ableitung kann benutzt werden um die Werte von f (x + h) fiir kleine h ungefiihr
berechnen, angenommen, dass f (z) und f’(x) gegeben sind. Es folgt aus (3.23)) dass fiir
kleinen Werte von h

f@+h)=f(z)+ f (z)h. (3.25)
Die genaue Bedeutung von dieser Relation wird unterhalb erklart.

Definition. Seien f (z) und g (z) zwei Funktionen auf einem interval I C R, und sei
a € I. Man schreibt
fx)=o0(g9(x)) firx —a (3.26)

(f (z) ist klein o von g (z), f (x) ist vernachldssigbar klein gegeniiber g (z)) falls
lim /(@)

oy 9()

=0.

Das Symbol o heift das Landau-Symbol.

Zum Beispiel, es gilt

7 =o(v) firz — 0

wahrend
T =0 (m2) fiir x — +o00.

Lemma 3.15 FEuistiert [’ (), so gilt

f@+h)=f(@)+ f(x)h+o(h) fir h— 0. (3.27)
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Die Relation (3.27)) kann als eine rigorose Version von (3.25) betrachtet werden. Der
Term o (h) stellt den Approximationsfehler in (3.25) dar.

Beweis. Wir miissen beweisen, dass

f(x+h)—f(z)—f (x)h=0(h) fir h— 0.

Wir haben
h) — — f! h h) —
g L TN =S @=Ly AN =16y

was zu beweisen war. W
Beispiel. Sei f () = sinz. Nach haben wir
sin (z + h) =sinx + hcosz + o (h).
Insbesondere fiir x = 0 erhalten wir
sinh =h+o(h). (3.28)

Diese Relation kann auch mit Hilfe von der Potenzreihe von sin bewiesen werden. In der
Tat gilt fiir h =0,1
sin0,1 = 0,09983 341 664 682 82...

so dass (3.28) eine gute Approximation fiir sin h liefert.

3.7.5 Differential

In der Definition (3.23|) der Ableitung bezeichnet man hiufig » mit dx und nennt dx das
Differential der Variable x. Die Relation (3.27)) kann man wie folgt umschreiben:

f(x+dz)— f(x) = f (z)dz+ o(dx) fir dz — 0. (3.29)

Definition. Der Ausdruck f’(z)dz in der rechten Seite von (3.29) heiit das Differential
der Funktion f und wird mit df (z) bezeichnet, so dass

df (z) = f' (z) dx. (3.30)
Insbesondere gilt
df (z

Der Ausdruck % wird h#ufig statt f’ fiir Bezeichnung der Ableitung benutzt.
Das Differential df (z) ist fiir jedes x eine lineare Funktion von dz. By (3.29) haben

wir
f (@ +dx) — f (x) = df (z) + o (dz),
so dass das Differential ein linearer dominanter Teil der Differenz der Funktion ist.
Beispiel. Benutzen wir die oberhalb berechneten Ableitungen und erhalten aus
de" = na"ldx
dexp (x) = exp(z)dr
dsinz = cosx dx

dcosx = —sinz dz.
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3.8 Rechenregeln fiir Ableitung

Satz 3.16 Seien f und g zwei Funktionen auf einem Intervall I C R, die differenzierbar
i x € I sind. Dann sind die Funktionen f + g, fg, % auch differenzierbar in x (im Fall

von f /g vorausgesetzt g # 0) und die folgenden Identitit sind erfillt:

(a) Summenregel:

(f+9) (@) = f(2) +¢ (2). (3.31)

(b) Produktregel oder Leibnizregel:

(f9)' (z) = f' (@) g (2) + [ () g’ (x). (3.32)

(¢) Quotientenregel:

(1) - L@st) T @17 ) 5.33)

Es folgt aus (3.32)), dass fiir jedes ¢ € R

(cf) = cf"

Beispiel. Bestimmen wir die Ableitung der Funktion

sinx

tanx = .

cos T

Nach der Quotientenregel haben wir
. / . / 2 .. 92
,  (sinz) cosx —sinz (cosx)  cos®x + sin®x 1

(tanz) = 5 = 5 =—.
cos? cos?x cos?

Satz 3.17 (Kettenregel) Seien f eine Funktion auf einem Intervall A und g eine Funktion
auf einem Intervall B, so dass die Verkettung g o f definiert ist (d.h. f(A) C B). Sei
[ differenzierbar in x € A und g differenzierbar in y = f(x) € B. Dann ist g o f
differenzierbar in x und es gilt

(9o f) (z) =g ) f'(2)} (3.34)

Man kann auch schreiben

Beispiel. Betrachten wir die Exponentialfunktion zur Basis a >, d.h. die Funktion
F (z) = a” fiir € R. Nach Definition haben wir

F(z)=exp(zlna).
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Wir stellen F' als eine Verkettung dar:
F(x)=exp(y) mit y==xlna.
Nach der Kettenregel erhalten wir
F'(z) = (exp () (zIna) = exp (y)Ina = a*Ina,

d.h.

(a®) = a®Ina.

Beispiel. Die Funktion F'(z) = exp (cos 2z) ist die Verkettung von drei Funktionen:
F(z)=exp(z) mit z=cosy und y = 2z.
Zwei Anwendungen von der Kettenregel ergeben

F'(z) = (exp (2)) (cosy) (2z) = —2exp (z)siny = —2exp (cos (27)) sin 2z.

Satz 3.18 (Ableitung der Umkehrfunktion) Sei f eine streng monotone, stetige Funk-
tion auf einem Intervall I, so dass die Umkehrfunktion =% auf dem Intervall J = f (I)
definiert ist. Ist f differenzierbar in x € I und f'(x) # 0, so ist f~1 differenzierbar in
y = f(z) und es gilt

(f ) () = 1 (3.35)

Bemerkung. Die Tangente zum Graph der Funktion f am Punkt (z,y) hat die Gleichung

wobei A = [’ (z) die Steigung ist. Fiir die Umkehrfunktion werden die Rollen von X und
Y vertauscht, so dass die Gleichung der Tangente zum f~! ist

1

vorausgesetzt A # 0. Somit ist die Steigung der Tangente gleich %, was die Identitét
(3.35)) erklart .

Day = f (z) dquivalent zu z = f~1 (y) ist, so kénnen wir (3.35)) wie folgt umschreiben:

und
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Beispiel. Sei f (x) = exp(z) auf I = R. Die Umkehrfunktion von = +— exp (z) ist die
Funktion y — Iny auf (0,+00). Nach (3.35)) erhalten wir in y = exp ()
1 1

= (o @)~ ep @)

woraus folgt

, 1
Iny) =—|
(Iny) y

Beispiel. Betrachten wir die Potenzfunktion f () = z* wobei > 0 und a € R. Nach
Definition haben wir

f(2) = exp (alna),

so dass f eine Verkettung ist:
f(z)=exp(y) mit y=alnz.

Nach der Kettenregel erhalten wir

(a)" = (exp (y))' (alnz)" = exp (y)

SHES]

d.h.

a—1

(2%) = ax

Diese Identitét fiir a € Z haben wir schon frither gesehen. Zum Beispiel, es gilt

(Va) = (&) = g~ =

_1
—r 2 =

2 2\/x

(i) @) == L

Beweis von Satz [3.16] (a) Nach Definition von Ableitung und Satz [3.2] erhalten wir
(f () +9 () = (f (z) + g (x))

und

(f+9) (z) = lim

y—x y—x
i LW S@) 9 ) — g (@)
y—x y—x y— y—x
= [@)+g ().

(b) Mit gleichem Argument und mit Hilfe von Stetigkeit von f an der Stelle z, die
nach Satz gilt, erhalten wir

(fo) (z) = lim LWIW =/ (@)g(@)
Yy—x y T
_ liimf() <y;_£<> <>+1£nf<y>g<wy>:£<x)g($)
9(y) —9g() f(y) - f (2)

= lim f (y) lim
y—u y—z Y —a y—z Yy —ax

= f@)d (x) +g () f (z),
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was zu beweisen war. /
(¢) Berechnen wir zunéchst (é) :

Y , 1 1 1
(5) (@) = zlflgflvy—w(g(y)_g(w))
~ tim L g(x)—g(y)
B zlwy—:r( 9() g (x) )
N G St AC) R
vz y—x  y-ezg(y)g(z)
G,
92 (x)’
d.h.
Ny 9@
<9) (z) = g% (z)’ (3.36)

was ein spezielle Fall von (3.33)) fiir f =1 ist.
Fiir allgemeine Funktion f erhalten wir mit Hilfe von (3.32) und (3.36)):

/ !/ /
() - U3 -G G)
g g g g
" f9_f9-fg
g 9 9>
[ ]
Bemerkung. Fiir das Produkt von n Funktionen fi, ..., f,, gilt die Regel

(froofn) = fifoSn + fifsfafo+ ofiofofo + i fuei fhs

die man per Induktion nach n beweisen kann.

Das folgende Lemma brauchen wir fiir die Beweise von Sétzen und

Lemma 3.19 Sei [ eine Funktion auf Intervall I die in einem x € I differenzierbar ist.
Dann existiert eine Funktion F auf I mit den folgenden FEigenschaften:

(@) f(y) = f(@)=F(y)(y—=) firaleyecl
(i) F(z) = f'(z)
(1i1) F ist stetig in x.
Bemerkung. Dieses Lemma impliziert Lemma da

fx+h)—f(z) = F(x+h)h
f (@) h+ (F(x+h) = f(x)h
f (@) h+o(h),

wobel wir benutzt haben, dass F (x + h) — f' (z) — 0 fiir h — 0.
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Beweis. Die Eigenschaften (i) und (ii) zwingen die folgende Identitit fiir F":

fy) = f(z)
F(y) = y—o o YTo (3.37)
f/(x)a y=1x.

So, definieren wir F' mit (3.37). Dann (¢) gilt fiir y # x nach Definition, und (7) gilt
fir y = x, da die beiden Seiten von (i) verschwinden. Die Identitét (7i) gilt auch nach
Definition, und (éi7) gilt, da

i F(y)= lm
yer\fz} yenfsy 477

Die Funktion F' aus Lemma heifit die Verhdltnisfunktion von f an der Stelle .
In der Tat ist F' (y) gleich die Steigung der Sekante der Graph von f durch (z, f (z)) und
(y, f (y)) falls y # x, und die Steigung der Tangente an der Stelle (z, f (x)) fiir y = =.
Nach Lemma [3.19|ist die Verhéltnisfunktion stetig in z.

Beweis von Satz Sei F' die Verhéltnisfunktion von f in  und G — die Verhilt-

nisfunktion von ¢ in y. Dann haben wir
flu) = f(z
g()—gy) =G ) (v—y) YveB, (3.38)
Einsetzen in (3.38) v = f (u) und y = f (z) ergibt

(9o f)(w)=(gof)(x) = g(f(w)—g(f(z))

= G(f
= G(f

(x)=F(u)(u—z) YueA

woraus folgt

(g0 1Y (2) = tim WD =G DE _ i, 67 )y o ).

uU—x u—x uU—x

Da G (v) stetig in y = f (x) und f (u) stetig in x ist, so erhalten wir nach dem Satz
dass die Verkettung G (f (u)) stetig in = ist. Da F'(u) auch stetig in z ist, so gilt

(go f) (2) =G (f(2)) F(x) =G (y) F(z) = g (y) ' (2),
was zu beweisen war. ®

Beweis von Satz Das Bild J = f (I) ist ein Intervall nach Korollar 3.7, und the
Umkehrfunktion f~! existiert und ist stetig auf J nach Satz [3.10 Sei F' die Verhiiltnis-
funktion von f in z, so dass fiir alle u € |

fu) = fx)=F(u)(u—1x). (3.39)
Setzen wir v = f (u), y = f (z) und erhalten aus (3.39), dass fiir alle v € J
v—y=F () (T )= ).
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Daraus folgt, dass

N )=y 1
UEUJ_\?Z/} v-y UEUJ_\?y} o (f (U))

Da die Funktion f~! stetig auf J ist und F' stetig in # = f~! (y) ist, so erhalten wir, dass
lim F (f~' (v)) = F (' (y)) = F (x) = f'(2),

V=Y
ved

woraus folgt

was zu beweisen war. B

3.9 Sitze von Fermat, Rolle und Lagrange (Mittelw-
ertsatz)

Satz 3.20 (Satz von Fermat) Sei f eine Funktion auf einem offenen Intervall I und sei
x € I eine Maximumstelle von f, d.h. f(x) = max; f. Ist f in x differenzierbar, so gilt
f' () = 0. Das gleiche gilt fiir eine Minimumstelle.

Die geometrische Bedeutung von dieser Aussage ist wie folgt: die Steigung der Tan-
gente an der Maximumstelle von f ist 0, d.h. die Tangente an dieser Stelle waagerecht
ist.

) |

Die rechte Sekante (rot), die linke Sekante (blau), und die Tangente (griin), die an der
Maximumstelle waagerecht ist.

Diese Aussage gilt nur wenn die Maximumstelle in einem offenen Intervall liegt, und gilt
nicht fiir die Grenzen des Intervalles.

Beweis. Da [ (y) < f () fiir alle y € I, so erhalten wir
I (l‘):limM <0 und f (.r):llmf(y)_f(x> > 0,

yel - yel - -
y>x Y y<x y

woraus folgt f’'(x) = 0.
Der Fall von Minimumstelle wird analog behandelt. m



122 CHAPTER 3. FUNKTIONEN EINER REELLEN VARIABLEN

Korollar 3.21 Sei f eine stetige Funktion auf einem Intervall |a,b] mit a < b, die auf
(a,b) differenzierbar ist. Ist x eine Maximumstelle bzw Minimumstelle, so gilt entweder
f'(x) =0 oder x = a oder x = b.

Beweis. Gilt x € (a,b) so gilt f’ () = 0 nach Satz Sonst x =a oder z =b. =

Die Menge
Ki={xel:f(x)=0}U{a,b}

heifit die kritische Menge von f. Nach Korollar liegen die Maximum- und Minimum-
stellen von f in Kj.

Beispiel. Bestimmen wir das Maximum und Minimum der Funktion
f(x) = 22% — 152% + 242 + 20

auf dem Intervall [0, 6].

7
1/

20+
Der Graph der Funktion f (z) = 22 — 152% + 24z + 20 und die kritischen Stellen von
f ()

Die Ableitung
f'(z) =62 —302+24=6(x—1) (v —4)

hat die Nullstellen z; = 1 und z5 = 4. Somit erhalten wir die kritische Menge
Ky=1{0,1,4,6}.
Berechnung den Werten an den kritischen Stellen ergibt:
F0)=20, f(1)=31, f(4)=4, f(6)=56.
Deshalb max|y¢ f = 56 wird an der Stelle x = 6 angenommen, und miny g f = 4 wird an

r = 4 angenommen.

Satz 3.22 (Satz von Rolle) Sei f eine stetige Funktion auf einem Intervall [a,b] mit
a < b, die auf (a,b) differenzierbar ist. Gilt f (a) = f (b) so ezistiert eine Stelle ¢ € (a,b)
mit f' (c) = 0.
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Beweis. Nach Satz (Extremwertsatz) existieren max, f und ming) f. Sei ¢; eine
Maximumstelle von f und ¢, - eine Minimumstelle. Liegt eine von diesen Stellen im (a, b)
so verschwindet f” an dieser Stelle nach Satz[3.20} Seien ¢; und ¢, die Grenzen von |[a, b].
Da f(a) = f(b), es folgt, dass der Wert von f (a) ist gleichzeitig das Maximum und
Minimum von f, so dass f eine Konstantefunktion auf [a, b] ist. Dann gilt f'(¢) = 0 fiir
jedes ¢ € (a,b). =

Hauptsatz 3.23 (Mittelwertsatz von Lagrange) Sei f eine stetige Funktion auf einem
Intervall [a,b] mit a < b, die auf (a,b) differenzierbar ist. Dann ezistiert ein ¢ € (a,b)
mat

f)=fla)=f(c)(b—a).
Beweis. Betrachten wir die Funktion

h(x) ::f@)-%@-@.

Die Funktion h ist offensichtlich stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a,b), und es gilt

h(b) =h(a) = f(a).
Nach Satz [3.22] es gibt ein ¢ € (a,b) mit /' (c) = 0. Da

h/:f/_ f<b>_f(a)7
b—a
es folgt daraus, dass
f(b) = f(a)
!
7o) = HO=L,
was zu beweisen war. ®
Bemerkung. Die Zahl
PNICE0
b—a

ist die Steigung der Sekante durch die Punkte (a, f (a)) und (b, f (b)). Somit besagt
Satz dass die Steigung dieser Sekante gleich die Steigung der Tangente an einer
Mittelstelle ¢ € (a, b) ist.

v

a + + + E) + X

Die Tangente an (c, f (¢)) (blau) und die Sekante durch (a, f (a)), (b, f (b)) (rot) haben
die gleichen Steigungen
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3.10 Untersuchung von Funktion mit Hilfe von Ableitung

Satz 3.24 (Konstantentest) Sei f eine differenzierbare Funktion auf einem Intervall I.
Dann gilt f = const auf I genau dann wenn f' (x) =0 fir alle x € I.

Beweis. Gilt f = const, so gilt auch f’(z) = 0 fiir alle z € I. Fiir die Riickrichtung
beweisen wir, dass f (a) = f (b) fiir alle verschiedene a,b € I. Nach Satz erhalten
wir, fiir ein ¢ € (a,b),

fla)=f()=f(c)(a—1b).
Da f'(c) =0, so erhalten wir f (a) = f(b). =

Beispiel. Bestimmen wir alle Funktionen f mit f’'(x) = z fiir alle x € R. Bemerken
wir zunéchst, dass die Funktion f(z) = % diese Gleichung erfiillt. Gibt es weitere
Funktionen, die diese Gleichung erfiillen? Ist f eine andere Funktion mit f’ = x, so folgt

2 !/
daraus [/ = (‘”—) und daher
2 !
(f—%) —0 auf R.

2
Nach Satz folgt f — %2 = ( fiir eine Konstante C. Deshalb erhalten wir

2

f@)=%5+0C,

was alle Funktionen darstellt, die die Gleichung f’ = x erfiillen.

Fiir jedes Intervall I mit den Grenzpunkten a < b bezeichnen wir mit I° das offene
Intervall (a, b). Offensichtlich gilt immer I° C I. Jedes x € I° heifit innerer Punkt von I.

Satz 3.25 (Monotonie Test) Sei I ein Intervall. Sei f eine stetige Funktion auf I, die
auf I° differenzierbar ist. Gilt f' (x) > 0 fiir alle z € 1°, so ist f monoton steigend auf I.
Gilt f' (z) > 0 fiir alle z € I°, so ist f streng monoton steigend auf I.

Ahnliche Aussagen gelten fiir fallende Monotonie: f < 0 auf I° ergibt, dass f monoton
fallend auf I ist, und f' < 0 auf I° ergibt, dass f streng monoton fallend auf I ist.

Beweis. Betrachten wir zwei Werte a < b in I. Die Funktion f ist stetig in [a,b] und
differenzierbar in (a,b) C I°. Nach Satz existiert ¢ € (a,b) mit

f )= fla)=[f"(c)(b—a).

Somit impliziert die Voraussetzung f’ > 0 auf I°, dass f (b) > f(a), d.h. f monoton
steigend ist. Gilt f/ > 0 auf I°, so erhalten wir f (b) > f(a), d.-h. f streng monoton
steigend ist. Die anderen Aussagen werden analog bewiesen. m

Bemerkung. Ist eine differenzierbare Funktion f auf einem Intervall I monoton steigend,
so gilt f'(x) > 0 fiir alle z € I da

0.
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Allerdings die Bedingung, dass f streng monoton steigend ist, impliziert die echte Ungle-
ichung f’(x) > 0 nicht, wie man im Beispiel der Funktion f (z) = 2® sieht.

Beispiel. Betrachten wir die Funktion sinz auf [0, 7]. Die Ableitung cos z verschwindet
an x = 7/2, aber fiir x € [0,7/2) ist cosx positiv. Fiir € (7/2, 7] haben wir cosx =
—cos (m — x) < 0. Wir beschlieflen, dass sin z auf [0, 7/2] streng monoton steigend ist und
auf [ /2, 7] streng monoton fallend. Die Maximumstelle von sin x auf [0, 7] ist somit x =
wo sin § = 1, und die Minimumstellen sind 2 = 0 und 2 = 7/2, wo sin x verschwindet.

Mit Hilfe von der Identitét sinz = — sin (7 + x) zeigt man, dass sin z auf [7‘(‘, 7”] streng

monoton fallend ist, und auf [3“ 27r] — streng monoton steigend. Die Minimumstelle von

sinz auf [, 27] ist = ¢ wo sinz = —1.

Satz kann benutzt werden um Ungleichungen zu beweisen.

Satz 3.26 (Vergleichstest)

(a) Seien f und g zwei stetige Funktionen auf einem Intervall [a,b), a < b, die auf (a,b)
differenzierbar sind. Angenommen seien die Bedingungen:

1. f(a) <g(a)
2. f'(x) < ¢ (x) fir alle x € (a,b).

Dann gilt f (z) < g(z) fir alle x € (a,b). Dariiber hinaus, die Bedingung f' (z) <
g (x) fir alle x € (a,b) ergibt f (z) < g (x) fir alle x € (a,b).

(b) Seien f und g zwei stetige Funktionen auf einem Intervall (a,b], a < b, die auf (a,b)
differenzierbar sind. Angenommen seien die Bedingungen:

) fir alle x € (a,b).

() > g' (=
Dann gilt f(x) < g(z) fir alle x € (a,b). Dariber hinaus, die Bedingung
f'(x ) g (x) fir alle x € (a,b) ergibt f (x) < g (x) fir alle x € (a,b).

Beispiel. Beweisen wir die Ungleichung
Inz <z-1 (3.40)

fiir alle z > 0. Die Graphen dieser zwei Funktion werden auf dem folgenden Bild gezeigt:
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-1-

Die Funktionen y = Inz (blau) und y = z — 1 (rot)
Fiir z = 1 sind die beiden Seiten von (3.40)) gleich 0. Fiir x > 1 haben wir

(ln:l:)':i<1:(x—1)/.

Anwendung des Vergleichstests von Satz [3.26((a) auf Interval [1, 4+00) ergibt, dass Inz <
x — 1 fur alle z > 1.
Fiir 0 < x < 1 haben wir

1
(Inz) =—->1=(x—1).
x
Anwendung des Vergleichstests von Korollar [3.26(b) auf Interval (0, 1] ergibt Inz < x — 1

fiir alle z € (0,1). Somit ist (3.40) erfiillt fiir alle z > 0.

Beweis von Satz[3.26] (a) Definieren wir eine neue Funktion h = g — f und beachten,
dass h(a) > 0 und A’ > 0 auf (a,b). Nach Satz ist A monoton steigend auf [a,b).
Daraus folgt, dass fiir alle = € (a, b),

h(x) > h(a) >0,

und somit f (x) < g (z). Im Fall von der echten Ungleichung f’ (x) < ¢’ (x) erhalten wir,
dass A’ > 0 und somit h streng monoton steigend ist, woraus h (z) > 0 und f (x) < g (2)
folgen.

(b) In diesem Fall ist die Funktion A monoton fallend und % (b) > 0, daher
h(x)>h(b)>0

fiir alle € (a,b), was ergibt f (z) < g (x). Gilt die echte Ungleichung f'(x) < ¢’ (x), so
ist i streng monoton fallend, woraus folgt h (z) > 0 und somit f (z) < g(z). =

Satz impliziert auch die folgende Eigenschaft von Umkehrfunktionen.

Satz 3.27 (Satz iiber inverse Funktion) Sei f eine differenzierbare Funktion auf einem
Intervall I mit ' (z) > 0 fir alle x € I (oder f'(x) < 0 fir alle x € I). Dann existiert
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die Umkehrfunktion f~' auf dem Intervall J = f (I), f~ ist differenzierbar auf J und es
qgilt fir alle y € J

(F ) ()= : (3.41)

wobei x = [~ (y).

Beweis. Nach Satz ist f streng monoton auf /. Nach Satz existiert die
Umkehrfunktion f~! auf J. Nach Satz ist f~!differenzierbar und erfiillt (3.41)).
[ ]

Beispiel. Betrachten wir die Funktion f (z) = sinz auf I = (—7/2,7/2). Da f'(z) =
cosz und cosx > 0 auf I, so erhalten wir, dass f~! auf J = (—1, 1) existiert und differen-
zierbar ist.

1+

Die Graphe von Funktionen sinz (blau) und cosz (rot) auf [—Z, 2]

Die Umkehrfunktion von sin wird mit arcsin bezeichnen und heifit Arkussinus. Es
folgt aus (3.35)) dass fiir alle y € (—1,1)

(aresing) 1 1 1
arcsiny) = = — ,
J (sin x)/ cos T 1—q2

In der Tat ist der Definitionsbereich von arcsin y das Intervall [—1, 1] und der Wertebere-
ich ist [—“ ”], da nach den Satz sinz auf [—g, g] streng monoton steigend ist.

272
Allerdings ist arcsiny in y = +1 nicht differenzierbar.
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arcsin (blau) und arccos (rot)

Analog betrachten wir f () = cosz auf (0,7). Dann gilt f/ = —sinz < 0 auf (0,7),
woraus folgt, dass f~! auf (—1, 1) existiert und differenzierbar ist. Die Funktion f~! heifit
Arkuscosinus und wird mit arccos bezeichnet. Fiir jedes y € (—1,1) erhalten wir

1 1 1
(arccosy)' = =— = —

(cosz)’ sin V1—2

Der vollsténdige Definitionsbereich von arccosy ist [—1, 1] und der Wertebereich ist [0, 7]
(sieche Aufgaben).

3.11 Die trigonometrische Form von komplexen Zahlen

Gegeben sei a € R, a # 0, betrachten wir die folgende Relation fiir reelle z, y:
x =y moda genau dann wenn x — y = ka fiir ein k € Z (3.42)

(und sagen: z gleich y modulo a). Offensichtlich ist die Aquivalenzrelation. Die

Aquivalenzklassen heilen Restklassen modulo a, und die Restklasse von x wird mit

xmod a bezeichnet. Die Menge von allen Restklassen mod a wird mit T, bezeichnet.
Man definiert die Addition in T, wie folgt

rmoda+ ymoda := (x + y) moda,

was offensichtlich wohldefiniert ist. Dann T, mit der Operation + ist eine Gruppe, wobei
das Nullelement ist 0 mod a und das Negative von 2 mod a ist (—z) mod a.

Definition. Die Elementen von Ty, (d.h. die Restklassen modulo 27) heiflen Winkel.

In anderen Worter, ein Winkel ist die Restklasse 2 mod 27, d.h. die Menge {z + 27k : k € Z},
fiir ein z € R. Wir schreiben kurz T = Ty,. Fiir jeden Winkel ¢ € T, ¢ = zmod 2,
setzen wir siny := sinx. Dann ist sin wohldefiniert, da sinx 2m-periodisch ist und
somit siny = sinz fiir alle y =  mod 27. Analog werden alle andere trigonometrischen
Funktionen auf T definiert.
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Satz 3.28 Jede komplexe Zahl z # 0 ldsst sich in der folgenden Form eindeutig darstellen:
z =r(cosp +isingp), (3.43)
wobet v > 0 und ¢ ein Winkel ist.

Der Ausdruck 7 (cos ¢ + i sin ¢) heifit trigonometrische Form von z, im Gegensatz zur
algebraischen Form z = Rez + iImz. Mit Hilfe von Eulerformel (3.16]) lisst sich die
Identitét (3.43) wie folgt umschreiben:

z =re'’.

Der Ausdruck re® heifit exzponentielle Form von z. Die Zahl r heifit Polarradius von z und
der Winkel ¢ heifit Polarwinkel von z. Zusammen r und ¢ heiflen die Polarkoordinaten
for z.

We werden unterhalb sehen, dass r = |z|. Die Polarwinkel wird mit arg z bezeichnet
und heifit auch Argument von z. Somit gilt die Darstellung

z=|z|exp(iarg z).

Beweis. Gilt (3.43) so erhalten wir

|z| = |r| |cos p +ising| = r\/cos2 @ +sin®p =r.

so dass 7 = |z|. Insbesondere ist der Polarradius von z eindeutig bestimmt. Vergleichen
mit der algebraischen Darstellung z = x + iy ergibt

r=rcosp und y=rsinp

was dquivalent zu
x
cosp=— und sing = Y (3.44)
r r
ist. Zeigen wir, dass ¢ von (3.44) eindeutig bestimmt ist. Der Winkel ¢ wird von einer
reellen Zahl aus (—m, 7] dargestellt, die auch mit ¢ bezeichnet wird. Dann erhalten wir

aus (3.44) folgendes. Ist y > 0, dann sinp > 0 und somit ¢ € [0,7]. Dann ist die
Gleichung cos ¢ =  dquivalent zu ¢ = arccos 7. Ist y < 0, dann haben wir

cos (—p) = ; und sin (—¢) = —%

woraus folgt —¢ = arccos Z. In den beiden Féllen haben wir

_J arccos ¥, y >0
L { —arccos ¥, y <0 (3.45)

was beweist die Eindeutigkeit von Polarwinkel.
Fiir Existenz von (r, ¢) setzen wir r = |z| und definieren ¢ durch (3.45)), woraus ((3.44))
folgt. m

Wir wissen schon die folgenden Regeln fiir Betréige von Produkt bzw Quotient:

21

| 1]

|z122] = |21] |22] und :
|22

Die Argumente von Produkt bzw Quotient lassen sich auch schén bestimmen.
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Satz 3.29 Fir alle z1, 25 € C\ {0} gelten die folgenden Identititen

arg (z122) = argz; + arg 2o (3.46)
arg S arg z; — arg 2s. (3.47)
22

Beweis. Seien z; = €1 und 2z, = r9e’?2. Nach erhalten wir
2129 = 11 P1rge P2 = ppyetP1te2)
Daraus folgt |2122| = 1179 = |21] 22| (cf. Satz und
arg (2122) = @1 + py = arg z1 + arg 2z,
woraus folgt. Mit Hilfe von (3.46)) wir haben

21 21
argz; = arg | —=ze9 | = arg — + arg 2o,
Z2 22

woraus ([3.47) follows. m

3.12 Unbestimmte Ausdriicke und Regel von I’Héspital
Nach der Rechenregel fiir lim gilt die Identitt

- f(x)  limg ., f(z)
:}:liri g(z)  lim,_,g(z)

vorausgesetzt, dass die beiden Grenzwerte auf der rechten Seite existieren und ihrer Quo-
tient bestimmt ist. Allerdings ist das nicht der Fall, wenn die beiden Grenzwerte gleich
0 oder gleich +o00 sind. Man spricht in diesem Fall von der unbestimmten Ausdriicken %
bzw 2. Hiufig konnen diese Ausdriicke mit Hilfe von den folgenden Satz geltst werden.

Hauptsatz 3.30 (Regel von 'Hospital) Seien f und g zwei differenzierbare Funktionen
auf einem offenen Intervall I C R. Seia € R eine Grenze von I. Angenommen sei, dass
g# 0 und g #0 auf I und

(a) entweder

lim f (z) = lim g (z) = 0, (3.48)
(b) oder
lim f (z) = 00 wnd lim g () = £oo. (3.49)
Gilt /
lim £ / @) _yer
)
so gilt auch
lim £ ) (3.50)
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Die Regel ist dann sehr einfach: um die unbestimmte Ausdriicke % bzw 2 zu l6sen,

sollen die Funktionen f und g in § durch ihre Ableitungen ersetzt werden.

Die Voraussetzung lim,_., f (x) = £oo in (3.49)) ist fiir die Giiltigkeit des Satzes nicht
notwendig (da sie im Beweis nicht benutzt wird), aber in Anwendungen ist diese Bedin-
gung normalerweise der Fall.

Beispiel. 1. Bestimmen wir lim,_,g Sig”. Das ist unbestimmter Ausdruck der Form %.

Nach Satz erhalten wir in den beiden Intervallen (0, 400) und (—oc, 0),

=1. (3.51)

Um rigorous zu sein, man soll die Giiltigkeit der Gleichheiten in (3.51]) riickwérts beweisen:

dalim,_. (Séz)z,)/ existiert und gleich 1 ist, so gilt nach Satz(3.30|auch lim,_.q Sizx = 1. Diese
Bemerkung gilt auch fiir alle Anwendungen von der Regel von I’Hospital.

2. Die Regel von I’Hospital gilt nur wenn lim % unbestimmter Ausdruck ist. Betra-

chten wir, zum Beispiel, lim,_,; ‘%2, dass kein unbestimmter Ausdruck ist und offensichtlich
gleich 1 ist. Andererseits gilt

2 !
2
lim &) i 2% o
rz—1 (x) z—1 ]
und somit ,
2 ( 2 )

3. Bestimmen wir lim,_, | o %éx), was unbestimmter Ausdruck der Form 2 ist. Ver-

suchen wir die Regel von I’Hospital benutzen:

lim = lim —— %~ = lim
z—too 2 z—+00 (3:2) z—+o0 2T

, (3.52)

and erhalten, dass der Grenzwert in der rechten Seite auch unbestimmter Ausdruck der
Form 22 ist. Benutzen wir die Regel von I’'Hospital zu diesem Grenzwert und erhalten

. exp () . ' .
mHHJPOO 2x xirfw (21')/ wig?oo 2 +oo (3 53)

Somit gilt nach zwei Anwendungen von der Regel von I'Hospital

lim eXp2(3:) = +00.
Tr——+00 €T

Analog beweist man per Induktion nach n, dass

i SP@) (3.54)

fiir alle n € N. Das gleiche Ergebnis kann man auch mit Hilfe von der Exponentialreihe
erhalten.
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4. Bestimmen wir lim,_,o x In z im Bereich z > 0. Da z — 0 und Inz — —o0, so haben
wir unbestimmten Ausdruck der Form 0 - co. Um ihn zu lésen, stellen wir den Grenzwert

in der folgenden Form dar:

. Inz
lim —,
z—0 1/:(:

was unbestimmter Ausdruck der Form 22 ist. Nach der Regel von I’'Hospital erhalten wir
Inz . (Inz) . 1/x

a7y = i (1/z) «=01/a? = e =0,

5. Bestimmen wir lim,_,o * im Bereich x > 0. Das ist unbestimmter Ausdruck der
Form 0°. Um ihn zu l6sen, nehmen wir den Logarithmus von der Funktion x%:

limlnz® = limzlnz =0,
z—0 z—0

wo wir das vorige Beispiel benutzt haben. Nach Satz [3.3] erhalten wir

lim 2% = lim exp (In2®) = limexp (y) = 1.
z—0 z—0 y—0

y 1.4
1.2

1.0 1

0.8
06T
04T

02T

QO F
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 %

Funktion f (z) = z*

1 X
lim (1 + —)
T——+00 xXr

was unbestimmter Ausdruck der Form 1% ist. Der Logarithmus der gegebenen Funktion

ist
1
xrln <1 + —) ,
x

was unbestimmter Ausdruck der Form oo -0 ist. Dann erhalten wir mit Hilfe von Wechsel
Yy = % und Regel von I’Héspital

6. Bestimmen wir

1 In (1 In (1 !

P T y—0 Y y—0 (v) y—0 1
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1 xr
lim (1 + —) = e.
xr——+00 €T

Fiir den Beweis des Satzes brauchen wir eine Erweiterung des Mittelwertsatzes.

woraus folgt

Hauptsatz 3.31 (Erweiterter Mittelwertsatz von Cauchy) Seien f, g stetige Funktionen
auf einem Intervall [a,b], a < b, die auf (a,b) differenzierbar sind. Dann existiert ein
c € (a,b) mit

g () (f (b) = f(a)) = [ (c) (g (b) — g (a)). (3.55)

Der Mittelwertsatz von Satz m (Mittelwertsatz von Lagrange) ist ein spezieller Fall
von Satz fiir g (z) = x da in diesem Fall (3.55]) wird

f)=f(a)=f(c)(b—a).
Beweis. Betrachten wir die Funktion

h(z) = f(x)(g(b) —g(a) —g(x)(f () = f(a)).
Offensichtlich gilt

so dass
h(a)=h(b).

Nach Satz (Satz von Rolle) existiert ein ¢ € (a,b) mit &' (¢) = 0. Da
W (x) = f'(x) (9 (b) = g(a)) — g (x) (f (b) = [ (a)),

so erhalten wir (3.55). =

Beweis von Satz [3.30, (a) Zundchst betrachten wir den Fall a € R. Definieren wir
die Funktionen f und g an der Stelle a indem wir f (a) = g (a) = 0 setzen. Dann sind
die Funktionen f und g stetig auf dem Intervall I U {a}. Nach dem Mittelwertsatz von
Cauchy (Satz gilt folgendes: fiir jedes x € I existiert ein ¢ € (x,a) mit

fx) _ flx)=fla) _ [(c)
g(x)  g@) —gla) g(c)

b PO f©
. C . C
P R D P
es folgt
i 1)y,
a—a g (z)

Sei jetzt a = 4oco. Dann sind die Funktionen F () = f (1) und G () = g (7) auf
einem Intervall (0,d) mit § > 0 definiert. Anwendung von dem obigen Fall der Regel von
I’Hospital ergibt

1
. . . t — o
x1—1>1:‘,I-100 g (I‘) t—0 G (t) t—0 G, (t) t—0 g/ (%) (_t ) t—0 g/ (%) r——400 g (ZU)
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Der Fall a = —oo wird analog bewiesen.

(b) Sei a die rechte Grenze von I, und nehmen wir auch an, dass b € R (die Félle wenn
a die linke Grenze von [ ist bzw b = +00 werden analog behandelt). Der Mittelwertsatz
von Cauchy ergibt folgendes: fiir alle y < x aus [ existiert ein ¢ € (y, z) mit

) (g@)—g) =4 () (f (=)= f )

Nach Voraussetzung gilt ¢’ (¢) # 0. Auch gilt g () # g (y) , weil anderenfalls nach Satz von
Rolle (Satz(3.22) die Ableitung ¢’ eine Nullstelle hat. Dividieren durch ¢’ (¢) (g (z) — g (v))
ergibt

@) )
[l _fE)-fW) _ W~ W
g g -9l 1-24"°
woraus folgt
!
g(z) g g(x))  g(2)
Nach Voraussetzung gilt
/
tim T )y,
e
d.h. fiir jedes € > 0 existiert eine Umgebung U von a mit
!
f/(z) —b' <e firalleze INU.
g (2)
Fiir x,y € U NI gilt auch ¢ € U N I woraus folgt
/
b—e< f,(c) <b+e.
g'(c)

Betrachten wir eine Folge {xy} in (y,a) mit x, — a fir & — oo und setzen in ([3.56))
x = x. Da g (z)) — £oo, erhalten wir, dass

ZAC) N i ()
o) 0™ @)

— 0.

Daraus folgt, dass

~

lim sup (7 <b+e¢

koo 9 (Tk)

lim inf f (@)
Da diese Ungleichungen fiir alle € > 0 gelten, so erhalten wir

f () f (z)

lim su = liminf ———~= = b,
b g (@) ks g (z)

und

>b—e.

woraus folgt

cf@)
M@ "
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3.13 Hohere Ableitungen

Definition. Sei f eine Funktion auf einem Intervall /. Die Ableitung f™ der Ordnung
n € Z, (oder die n-te Ableitung) wird per Induktion wie folgt definiert:

f(o) — f und f(n) = (f(nil))/ fiir jedes n Z 1,

vorausgesetzt, dass die entsprechenden Ableitungen existieren auf [.

Zum Beispiel, wir haben

o=

==
f(3) — (f//)/ —. f///
f(4) _ (f///)/ —. fIV

USW.

Definition. Die Funktion f heiit n fach differenzierbar auf I falls f™ existiert auf I
(insbesondere miissen auch f*) existieren fiir alle k¥ < n). Die Funktion f heifit unendlich
oft differenzierbar auf I, falls ™ existiert auf I fiir alle n € N.

Beispiel. 1. Sei f = exp (z). Dann f’ = exp (z) und per Induktion erhalten wir, dass

(exp ()™ = exp (x)

fiir alle n € N. Insbesondere ist exp () unendlich oft differenzierbar.
2. Sei f =sinz. Dann

f'=cosz, f"=—sinz, f” =—cosz, fIV =sinz,
woraus folgt
sin x, n =0mod4
. (n) cos T, n = 1mod4
(sinz)" =

—sinz, n=2mod4
—cosx, n=3mod4

3. Sei f(x) =2 wobei a € R und = > 0. Dann
ff=az"", f"=a(a—1)z"2, usw.
Per Induktion erhalten wir
)™ =a(a—1)...(a —n+1) 2>
4. Sei f (z) = 2* wobei k € N und x € R. Dann gilt
(xk)(n) =k(k—1)..(k—n+1)z"™"

Fiir n = k erhalten wir i
(xk)( ¥ - const,

woraus folgt, dass (mk)(kﬂ) = 0 und (xk)(n) = 0 fiir alle n > k.

Alle Funktionen in den obigen Beispielen sind unendlich oft differenzierbar.
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3.13.1 Taylorformel

Ist f eine differenzierbare Funktion auf einem Intervall I, so gilt nach Lemma fiir
jedes a € 1
f(z)=f(a)+ f'(a)(x —a)+o(x —a) firz— a. (3.57)

Diese Identitét ldsst sich betrachten als eine Approximation der Funktion f(x) in der
Nihe von a mit der linearen Funktion

T(z)=f(a)+ [ (a)(x—a),

die die Gleichung der Tangente darstellt. In diesem Abschnitt beweisen wir die Taylor-
formel, die eine Approximation der Funktion f mit Hilfe von Polynomen liefert.

Motivation. Betrachten wir ein Polynom
f@)=co+az+..+cpz" = Z cra®, (3.58)

mit reellen Koeflizienten ¢, und mit n € Z;. Der maximale Wert von k mit ¢, # 0 heifit der Grad von
f und wird mit deg f bezeichnet. Offensichtlich gilt deg f < n.

Die Ableitung von Polynom f ist offensichtlich wieder ein Polynom, und deg f’ = deg f — 1 falls
deg f > 1. Ist deg f =0, so gilt f = const und f’ = 0.

Lemma 3.32 Fiir jedes Polynom f von Grad <n gilt fir alle a,z € R,

"(a "(a ) ™ (g
f(x)Zf(a)+f17(!)(x_a)+f2(! )(w—a) +...—|—f n'()

n (k) a
(z—a)" = ! ()(m—a)k. (3.59)

Beweis. Induktionsanfang fiir n = 0. Ist degf = 0 so ist f = const, und die Identitét ist
offensichtlich erfiillt.

Induktionsschritt von n — 1 nach n. Gilt deg f < n, so gilt deg f’ < n — 1. Nach der Induktionsvo-
raussetzung haben wir

f" (a)
1!

(g 9 (n) a "
(m—a)+f2!()(x—a) —|—...+f ()'(J:—a) . (3.60)

f () =f"(a) +
Bezeichnen mit g (z) die rechte Seite von (3.59)). Ableiten von g ergibt

f" (a) f" (a)
1! 2!

(n)
f ( ) )n—l

(x—a)’+ ..+ =1 (x—a

g ()= f(a) + (z—a)+ ,
was zusammen mit (3.60) impliziert die Identitst f/ (z) = ¢’ (z). Daher (f — g)’ = 0, und nach Konstan-
tentest (Satz [3.24]) f — g = const. Da nach (3.59) g (a) = f (a), so erhalten wir dass const = 0, woraus

f(z) = g () fir alle x folgt. m
Bezeichnen wir  — a = b und schreiben (3.59) wie folgt um:

f"(a) f”( )
1!

fla+b)=f(a)+ b+ b+ +f(n)()b"

Fiir f (z) = 2™ erhalten wir binomischen Lehrsatz:

n o ma™ b n(n—1)a"2p? n o (1 g
(a+b)" =a"+ ——+ T +oo b —Z<l>a b

=0
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Hauptsatz 3.33 (Taylorformel mit der Restgliedform nach Peano) Sei f (z) eine n-fach
differenzierbare Funktion auf einem Intervall I, wobei n € N. Dann gilt fiir jedes a € I

' (a ™ (a

f(z)=f(a)+ fl(! ) (x—a)+...+f n!( >($—a)"+0((:v—a)") fir z — a. (3.61)
Gilt fiir co,c1, ..., €R

fl@)y=c+ca(x—a)+..4c(z—a)"+o((x—a)") firz—a (3.62)

so qilt dann cj, = % fiir alle k = 0,1, ...,n.

Das Polynom

z—a)’, (3.63)

(4 ™) (g ) (g
1) = f @+ D @y D oy o3

1! n!

heifit Taylor-Polynom von f der Ordnung n an der Stelle a. Die vollstindige Notation
von dem Taylor-Polynom ist 7}, ¢ (x; a), aber héufig schreibt man 7), () wenn es klar ist
was f und a sind.

Es folgt aus (3.61]), dass
f(x) =T, (x)=0((x —a)") firz— a. (3.64)
Dariiber hinaus ist 7}, (x) das einzige Polynom des Grades < n, das (3.64) erfiillt.

Die Differenz f (x) — T, (z) heifit der Restglied der Taylorformel. Die Darstellung des
Restgliedes in der Form (3.64)) heifit die Restgliedform nach Peano.

Beispiel. Sei f (z) = exp (z). Da f™ (a) = exp (a) fiir alle n, erhalten wir aus (3.61)

(x—a)+($—a)2+ +M+o((m—a)”))-

exp () = exp (a) (1 + T 51 oy

Insbesondere fiir @ = 0 erhalten wir
2 n

r T x
exp(x):1+ﬂ+5+...+m+0(x”).

In diesem Fall ist das Taylor-Polynom T}, (z) = 1+ § + "’;—? + ...+ L identisch zur Par-
tialsumme der Exponentialreihe.

S " " 1 n |
y u + T + T

-3 -2 -1 1 2

3
X

Funktionen exp (z) (blau) und 73 (z) = 1+ = + % + %3 (rot)
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Beispiel. Sei f (x) = 2P, wobei x > 0 und p € R. Fiir h = 2 — a erhalten wir aus (3.61))

(a+h)P =a’ + <]1?> a? 'h + (]2)) a’?h? + .+ (i) a’ "h" +o(h"), (3.65)

(@ ::p(p—l)..ﬁ(!p—n—i-l).

Zum Beispiel fiir p = % und n = 1 haben wir

fiir h — 0, wobei

Va+h=+a+ 57 o(h) (3.66)
and fiir n = 2 . Lo
Va+h=+a+ 57 g(\/a)g +O(h ) . (3.67)

Fiir a = 25 und h = 1 ergibt (3.66))

11
\/ —\/25+1N5—|—§g:5,1

und (3:67)

11 11
V26~ 5+ -

55 8125 0

In der Tat gilt es
V26 = 5,099019 51359278... .

Beweis von Satz [3.33, Beweisen wir (3.64) per Induktion nach n. Induktionsanfang:
fiir n = 1 haben wir

Ty () = f(a) + f'(a) (x —a),
und (3.64)) gilt nach Lemma [3.15] (oder direkt nach Definition der Ableitung).

Induktionsschritt von n—1 nach n. Leiten wir das Taylor-Polynom T;, (z) = T,, ¢ (z; a)
ab and erhalten folgendes:

T, (r) = Z

=1 k=1

k-1 *) k-1
—a) Z (];_<1)) (x —a)

=0

wobei [ = k — 1. Somit sehen wir, dass 7/ (z) gleich das Taylor-Polynom der Ordnung
n — 1 der Funktion f” ist, d.h.

T, s (w;0) = Ty, g (w;0) (3.68)
Somit erhalten wir nach Induktionsvoraussetzung

f (@) = T (x) = o ((z —a)" ") fir z —a,
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d.h.
o @) =T (@)

r—a (.T — a)n—l

=0.

Nach der Regel von I’Héspital gilt
f' () =15 (x)

fim LD =T @ o,
T—a (ZL‘ — (l) r—a n (I — (l)n

woraus (3.64) folgt.

Fiir die zweite Aussage bezeichnen wir

(k)
M,

by, =

und bemerken, dass nach (3.61)) und (3.62))
bo+bi(xr—a)+..+b,(x—a)" =o0((x—a)") firz— a. (3.69)

Beweisen wir, dass b, = 0 fiir alle £ = 0, ...,n. Nehmen wir das Gegenteil an, dass b, # 0
fiir einige k. Wéhlen wir den minimalen Wert von k mit b, # 0. Da |(x — a)"] < )(m - a)k’
fiir x — a, so erhalten wir aus (3.69)), dass

be (2 — a)" + bpyy (. — a)F

(z —a)*

+..+b,(x—a)

— 0 fir x — a,

woraus folgt
b 4 bpsr (£ — @) + ... 4+ by (. — a)" ™ — 0 fiir 2 — a.

Da der Limes der linken Seite hier gleich by, ist, so erhalten wir by, = 0, was im Widerspruch
zur Annahme steht. m

Beispiel. Bestimmen wir die Taylor-Polynome fiir sin z an a = 0. Wir haben die folgende

Reihe fiir sin z:
T T

ne=S (-1 T T
sing = T e I

k=0

oo
i $2k+1 3 5

Zeigen wir, dass das Taylor-Polynom 75,1 (x) von sin z ist gleich die entsprechende Par-

tialsumme:
n 2k+1

T

Son = S | | —

21 (2) ];( UNCTER]

In der Tat gilt es fiir 2] <1
oo . a2kt
inx — Sap = -1)
finz =S @) = | 3 0 Gy
S 1
S ‘x|2n+3

2 T

< const |z[*"*?
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so dass

2n+2)

sinx — Sopi1 () =0 (m fir z — 0.

Nach dem Eindeutigkeit-Teil des Satzes [3.33| erhalten wir 75,11 = So,+1 und somit

sinx =z — 3—? +‘§—? - ...—I—(—l)n% + o (z**?)| fiir x — 0.

Analog bestimmt man die Taylor-Polynome von cos z. Alternativ kann man die Taylor-
Polynome von cos x als die Ableitungen von Taylor-Polynomen von sin z erhalten:

kX
TQn,cos (33') = T2n+l,sin (I)/ = Z (_]-) (2]{)‘
k=0 ’
woraus folgt
cosr=1—2 42— 4 (-1)" é:;! + o (z® )| fiir z — 0.

Wir erwihnen auch die folgenden Taylor-Formeln die aus dem Satz folgen:

ln(l—l—x)::c—%—i—g—g—...—l—(—l)”_l%—%o(x”) fir z — 0
arctanx = x — %3+%5 — ...—|—(—1)n%+0(x2"+2) fir z — 0

(siche Aufgaben).

Wir werden unterhalb die Taylorformel verbessern, indem wir eine bessere Abschétzung
des Restgliedes f (z) — T), (x) beweisen.

Hauptsatz 3.34 (Taylor-Formel mit der Restgliedform nach Lagrange) Sei f (z) eine
(n + 1)-fach differenzierbare Funktion auf einem Intervall I, wobei n € Z,. Dann, fir
alle a,x € I, x # a, existiert ein ¢ € (a,x) mit

a ™) (a (e 1
(x —a)+ ..+ / n!( ) (x—a)" + {n—l—(l))' (x—a)"™.  (3.70)

Fiir n = 0 wird wir folgt
f(z)=f(a)+ f(c)(z—a),

was nicht anderes als Mittelwertsatz von Lagrange (Satz |3.23)) ist.
Die Identitét (3.70]) ergibt die folgende Darstellung des Restgliedes:

f (@)~ T () = {H g;, (v — a1, (3.71)

die die Restgliedform nach Lagrange heifit.
Beweis von dem Satz [3.34. Betrachten wir eine Hilfsfunktion
f(@) f" (@) f™ ()

2
=)+ @ e+

Ft)= f(2) - (f(t)+
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wobei der Ausdruck in den Klammern das Taylor-Polynom von f an der Stelle ¢ ist, d.h.
T, 5 (x;t). Wir betrachten z, a € I als gegebene Werte, und ¢ als eine Variable im Intervall
la, z] . Bemerken wir zunéichst folgendes:

F(z)=0 und F(a) = f(z)—T,(x),

wobel T,, (z) = Ty, ¢ (z;a). Leiten wir jetzt jedes Glied in (3.72)) in ¢ ab:

(k) ! (k) (k+1)
(f (t) (a:—t)k) _ _f (t>k’<$—t)k_1—|—f (t) (Ji—t)k

k! k! k!
F® (¢ ke SED(t k
- —(k_(l;(x—t) Py
Daher erhalten wir
/ " " " (n+1)
P =—p ol L0 t)+f1§t> (x— 1)1 2!“) (-t Dy

0! 1! n!

Alle Glieder in diesem Ausdruck lassen sich wegkiirzen, aufler des letzten Glied. Somit
erhalten wir

F'(t) = —% (@ —t)". (3.73)

Betrachten wir auch die Funktion
G(t)=(z—t)""
fiir ¢t € [a, x]. Fiir diese Funktion haben wir
G(z)=0, G(a)=(x—a)""

und
G'(t)=—(n+1)(x—t)"*".

Anwendung des Mittelwertsatzes von Cauchy zu den Funktionen F' und G ergibt
folgendes: es existiert ein ¢ € (a,x) mit

G'(c) (F (x) = F(a)) = F'(c) (G (z) — G (a)).
Einsetzen von den Werten von F, G, F', G; ergibt

(D) (¢ )
(1)@= (F @) - T @) = T g @t

Da ¢ € (a,x) und somit ¢ # x, so dividieren durch (n + 1) (x — ¢)" ergibt (3.70). =

Beispiel. Betrachten wir die Funktion f (z) = sinx und ihre Taylor-Polynome an 0

Nach Satz [3.34 haben wir .
I (c) 5

sine — Ty (z) = 5 %
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fiir ein ¢ € (0,2). Da fY (c) = cosc und |cosc| < 1, so erhalten wir die Abschitzung des

Approximationsfehlers:
5

lsine — Ty (x)] < 12—0

Zum Beispiel, fiir x = 0.1 erhalten wir

0.001
sin0.1~ Ty (0.1) = 0.1 — = = 0.0998333...,

und der Approximationsfehler ist kleiner gleich

0.1 _ 8.333... x10% < 107"
g = 5333 .

3.13.2 Lokale Extrema

Definition. Sei f eine Funktion auf einem offenen Intervall I und sei a € I. Man
sagt, dass a eine lokale Mazimumstelle von f ist (bzw f hat an der Stelle a ein lokales
Mazximum) falls eine Umgebung U C I von a existiert, so dass a eine Maximumstelle von
f in U ist, d.h.

f (a) = max f (x)

Analog definiert man lokale Minimumstelle von f.

Man sagt, dass a eine lokale Extremumstelle von f ist, falls a lokale Maximum- oder
Minimumstelle ist.

Satz 3.35 (a) (Notwendige Bedingung fiir locales Extremum) Sei f eine differenzierbare
Funktion auf einem offenen Intervall I. Ist a € I eine Extremumstelle von f, so gilt
f (a)=0.

(b) (Hinreichende Bedingung fiir locales Extremum) Sei f eine 2-fach differenzierbare
Funktion auf einem offenen Intervall I. Sei f'(a) =0 fir eina € I. Gilt f" (a) > 0 so ist
a eine lokale Minimumstelle von f. Gilt f" (a) < 0, so ist a eine lokale Maximumstelle
von f.

Bemerkung. Die Nullstellen von der Ableitung f” heiflen auch die kritischen Punkte von
Funktion f. Nach Satz sind die lokalen Extremumstellen auch die kritischen Punkte,
aber die Umkehrung gilt nicht immer. Zum Beispiel, die Funktion f(z) = 23 hat nur
einen kritischen Punkt x = 0, der keine lokale Extremumstelle ist.

Beweis. (a) Ist a eine lokale Maximumstelle, dass ist a eine Maximumstelle von f in
einer Umgebung U von a. Nach Satz von Fermat (Satz gilt f’ (a) = 0. Gleiches gilt
fiir eine lokale Minimumstelle.
(b) Nach der Taylor-Formel von Satz haben wir
/" (a)
2

f(x)=f(a)+ [ (a) (x—a) + (¢ —a)’ + R (z), (3.74)
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wobei R (z) = o ((z — a)2) fiir x — a, d.h.

lim R (z)

= 0.
z—a (1 — a)’

Ist f” (a) > 0, dann gibt es eine Umgebung U C I von a mit

2' < f”4(a) fir alle z € U \ {a},

woraus folgt
"
R(x) > —me) (x —a)® fiir alle z € U.
Da f’(a) = 0, so erhalten wir aus (3.74)), dass fiir alle z € U,

f@) > f@+ Y @ @y

2 1
(x —a)’

2

f/l (a>
4

v

fla)+
> f(a).

Somit ist a eine Minimumstelle von f in U. Der Fall f” (a) < 0 wird analog behandelt.
|

Beispiel. Betrachten wir die Funktion f (z) = 23 — z. Dann hat die Ableitung f’ (z) =
322 —1 die Nullstellen z; = \/ig und zo = ——=. Da f” (z) = 6z, so erhalten wir f” (z1) > 0
und f” (z9) < 0. Deshalb ist x; eine lokale Minimumstelle und x5 — eine lokale Maxi-
mumstelle.

=5
w

Die Funktion f (z) = 2® — z hat zwei lokale Extremumstellen.

Bemerkung. Hat eine Funktion f auf einem Intervall I keine Extremumstelle, so ist f
auf I streng monoton (anderenfalls héitte f zwei stellen a < b in I mit f (a) = f (b), und
nach Extremwertsatz existierte eine Extremumstelle in (a,b)). Insbesondere ist f immer
monoton zwischen zwei aufeinander folgenden Extremumstellen.
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3.13.3 Konvexe und konkave Funktionen

Definition. Eine Funktion f : I — R auf einem Intervall I heifit konvex falls fiir alle
a,be Tund t e (0,1) gilt

f((l=t)a+th) <(1—1t)f(a)+1tf(b). (3.75)
Die Funktion f heifit konkav auf I falls fiir alle a,b € [ und t € (0,1) gilt

f(I=t)a+th) > (1 —1t)f(a)+tf(b). (3.76)

Diese Definition hat die folgende geometrische Bedeutung. Bezeichnen wir
r=(1—t)a+tb (3.77)

und beachten, dass
t€(0,1) &z € (ad).

Es folgt aus (3.77)

und (3.75) ist dquivalent zu

Da die Funktion b

f( [)):i(a) (SB—a)
die Sekante durch (a, f (a)) und (b, f (b)) bestimmt, so ist die Bedingung ([3.75)) von Kon-
vexitdt dquivalent zur Bedingung, dass der Graph der Funktion f auf (a,b) unter der
Sekante liegt, fiir alle a,b € I. Analog ist die Funktion f konkav, falls der Graph von f
auf (a,b) tiber der Sekante liegt.

z— f(a)+

konvex - rot, konkav - blau

Satz 3.36 Sei f eine 2-fach differenzierbare Funktion auf einem offenen Intervall I C R.
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(a) Funktion f ist konver auf I genau dann, wenn f" >0 auf I

(b) Funktion f ist konkav auf I genau dann, wenn f" <0 auf I

Beweis. (a) Sei f” > 0 auf I und beweisen wir, dass f konvex ist, d.h. fiir alle a,b € [
und ¢ € [0, 1] gilt

f@) < (L—1t) f(a)+tf (D)
mit = (1 — ¢) a + tb. Nach dem Satz haben wir

fla)=f(z)+ f(z)(a—2)+ " (a)

und
fO)=f (@) +f (@) (b—2)+ £ () (5—291:)

fiir a, B € (a,b). Da f” (a) und f” (B) nichtnegativ sind, so erhalten wir daraus
A=) fla)+1f(b) = A—=t)f(x)+ 1 —1)f (x)(z—a)
+tf (z) +tf (z) (x —b)
= f@)+ (@) (z-(0-t)a—1b)

was to beweisen war.

Ist f konvex, so beweisen wir, dass f” > 0 auf I. Nach dem Satz haben wir fiir
jedesx e lund h — 0
2

Fleth) = @)+ @t @) o o ()

und
2

F—h)= f @)= f @bt @) o (1)

woraus folgt

x x — 2
f( +h);—f( h>=f(£€)—|—f”(l’)%+0(h2).
Nach Voraussetzung gilt
< LN b

woraus folgt, dass

und somit 1
1" (x) 3 +o0(1)>0.

Fiir h — 0 erhalten wir f” (z) > 0.
(b) Diese Aussage folgt aus (a) da f konkav genau dann ist, wenn — f konvex. =

Beispiel. Betrachten wir die Funktion f (z) = Inx fiir x > 0. Da
1\’ 1
nz)' =(=)] === <0
( n I) < x) 22 )

so erhalten wir nach Satz |3.36], dass In x konkav ist.
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0 ; ; |
2
X
In z ist konkav
Nach (3.76)) gilt die folgende Ungleichung
In((1—-¢t)a+th) > (1—%t)lna+tlnd (3.78)

fiir alle a,b > 0 und ¢ € (0, 1). Bezeichnen wit p = ﬁ und g = %, so dass p,q > 1 und

11
S+ =1 (3.79)
poq

Es folgt aus (3.78)), dass

b\ _ 1 1
In (9 + —) > ~Ina+-Inb=In(a"?p"9). (3.80)
p g D q

Fiir z = a'/?, y = b/ erhalten wir aus (3.80) die Young-Ungleichung

P q
p q

die fiir alle z,y > 0 and p,q > 1 mit (3.79)) gilt.

Beispiel. Zeigen wir: ist f eine positive konkave Funktion, so ist % konvex. Wir haben

e
)P

(1)" - (1) L0 Vi R LA
f) o\ f I
Da f” <0, daraus folgt G)” > 0 und somit die Konvexitit von f.

Die Umkehrung gilt nicht: die Funktion z? ist konvex, und die Funktion x—lg auf (0, 4+00)
ist auch konvex.

und
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