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Chapter 1

Mengen und reelle Zahlen

Das Hauptziel von diesem Kurs Analysis I /11 sind Differentialrechnung und Integral-
rechnung. Diese sind mathematische Werkzeuge fiir Untersuchung von Funktionen,
die in Anwendungen in Physik, Technik und Wirtschaft weit benutzt werden. Davor
erforschen wir die Begriffe von Funktionen und Zahlen. Der Begriff von reeller Zahl
wird in diesem Kurs axiomatisch eingefiihrt. Aber ganz am Anfang beschiftigen
wir uns mit dem Begriff von Menge. Der Zweck davon ist, die auf der Mengenlehre
basierende Sprache der Mathematik zu lernen.

1.1 Mengen und Operationen auf den Mengen

Elemente von Mengen. In Mathematik arbeitet man mit verschiedenen Objek-
ten. Aus Objekten macht man Mengen.

Eine Menge ist eine Sammlung von anderen Objekten, die selbst als ein
Objekt betrachtet wird.

Somit besteht jede Menge M aus bestimmten Objekten, die die Elemente von
M heiflen. Ist x ein Element von M, so schreibt man

reM

(“z ist Element von M”, “x gehort zu M7, “z ist in M”, “x liegt in M”, “M enthélt
x”). Ist x kein Element von M, so schreibt man

Es gibt eine Menge, die keine Elemente besitzt. Diese Menge heifit die leere Menge
und wird mit dem Zeichen () bezeichnet.

Fiir Mengen benutzt man h&ufig eine graphische Darstellung. Man zeigt eine
Menge als eine Figure auf der Ebene und ihre Elemente — als die Punkte von der
Figure.

Eine Menge kann explizit angegeben werden wie folgt. Zum Beispiel, die Menge
M, die aus den Elementen (Buchstaben) a, b, ¢, d besteht, bezeichnet man mit

M ={a,b,c,d}

1



2 CHAPTER 1. MENGEN UND REELLE ZAHLEN

(d.h. alle Elementen von M in den geschwungenen Klammern). Das bedeutet, dass
die Elemente von M die Buchstaben a, b, ¢, d sind, und nichts anderes. Zum Beispiel,
a € M wihrend e ¢ M. Noch ein Beispiel: die Menge M = {a} besteht nur aus
einem Element a.

Die Elemente diirfen selber Mengen sein. Zum Beispiel, die Menge M = {0}
besteht aus einem Element (/[T]

Teilmengen und Inklusion.

Definition. Menge A heifit Teilmenge von Menge B wenn aus z € A folgt x € B.
Man schreibt in diesem Fall

ACB (oder AC B)

(“A ist Teilmenge von B”). Die Beziehung C zwischen Mengen heifit Inklusion.
Zum Beispiel, es gilt immer () C A.
Die Aussage “aus x € A folgt x € B” schreibt man kurz so auf:

reA=x€eB,

wobei das Zeichen = (der Pfeil) bedeutet: “impliziert”, “ergibt”, “aus ... folgt ...”.
Zwei Mengen A und B sind gleich genau dann wenn A C B und B C A. In
diesem Fall schreibt man
A=B

(“A ist gleich B”, “A ist identisch zu B”). Es ist klar, dass A = B genau dann gilt,
wenn
reAsreB,

wobei der Doppelpfeil < bedeutet: “genau dann, wenn” oder “dquivalent”.
Mit Hilfe von den logischen Symbolen ‘=’ und ‘<’ kénnen wir die Definitionen
von Inklusion und Identitéit von Mengen so umschreiben:

A C B<& (reA=z€B)
A =B & (recAsxeB).

Behauptung. Die Inklusion von Mengen ist transitiv, d.h.
ACB NBCC = AcCC.
wobei das Zeichen N (der Keil) bedeutet “und”.

Beweis. Da A C B, so gilt
reA=>xr€B,

und nach B C C gilt
xreB=xe(.

Es folgt, dass
reA=zxelC

und deshalb A C C. =m

'Die Menge {0} soll mit der Menge () nicht verwechselt werden: die erste Menge hat ein Element,
wihrend die zweite Menge hat kein Element.
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Durchschnitt und Vereinigung. Jetzt definieren wir einige wichtigen Opera-
tionen auf den Mengen. Hiufig ist eine Menge M durch eine Eigenschaft E von
Elementen angegeben, d.h.

re M & xerfillt |

was bedeutet: M ist die Menge von den Elementen x mit der Eigenschaft E. In
diesem Fall schreibt man auch

M ={xz:zerfillt E} oder M = {z | x erfiillt £'}.

Definition. Der Durchschnitt der Mengen A und B ist die folgende Menge

AnNB={x:x€ A N z € B}.

Die #quivalente Definition ist:
reANB & x€A N zve€B.

Die Mengen A und B heiflen disjunkt wenn AN B = ().
Definition. Die Vereinigung der Mengen A und B ist die folgende Menge:

AUB={x:x€ A V z € B},

wobel das Zeichen V bedeutet “oder”.

Die #quivalente Definition ist:

rcAUB&sxc AV € B

Beispiel. Es folgt aus den Definitionen, dass
ANBCACAUB

und

ANBCBCAUB.
Gelten die Inklusionen A” C A und B’ C B, so erhalten wir
ANB CcANB

und
A UB c AUB.

Auch gelten die Identititen
ANA=A=AUA

und

AND=0, AuUD=A.
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Die Gesetze von den Operationen N, U.

Behauptung. (Kommutativgesetze) Die Operationen N und U sind kommutativ,
d.h. die folgenden Identitditen gelten fiir alle Mengen A, B:

ANB=BNA und AUB=BUA.

Das Wort “kommutativ” bedeutet, dass die Operanden A und B vertauschbar
sind.

Beweis. Es ist klar, dass
reEANzeEB & xeB ANxeA

woraus die Identitdt AN B = BN A folgt. Die zweite Identitéit beweist man analog.
u

Behauptung. (Assoziativgesetz) Die Operationen N und U sind assoziativ, d.h. die
folgenden Identititen gelten fiir alle Mengen A, B, C':

(ANB)NC=ANn(BNC) und (AUB)UC=AU(BUC).

Das Wort “assoziativ” bedeutet, dass das Ergebnis von zwei Operationen von
der Reihenfolge der Operationen unabhéngig ist.

Beweis. Nach den Definitionen erhalten wir

re(ANB)NC & z€ANB AN xzel
& (reANzeB) Nzel
& veANxeB Nxell

Gleichfalls erhalten wir

reAN(BNC) & z€ANzeBNC
& veAN (reB ANzel)
&S reANxeB AN xel,

woraus die erste Identitéit folgt. Die zweite Identitéit beweist man gleichfalls. m

Man definiert den Durchschnitt der Mengen A, B, C' durch
ANBNC:=(AnB)NC.

wobei das Zeichen “:=" bedeutet “ist definiert durch”, und die Vereinigung dreier
Mengen A, B, C' durch
AUBUC:=(AUB)UC.

Es folgt aus dem obigen Beweis, dass

z € AnBNnCsw®zeANzeB ANzel
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r € AUBUC&®ze AV zeB VvV zel.

Behauptung. (Distributivgesetze) Es gelten die Identititen
(ANB)UC =(AuC)Nn(BUC) (1.1)

und
(AUB)NC=(ANnC)uU(AnQC) (1.2)

Das Wort “distributiv” bedeutet, dass C' auf A und B distributiert (verteilt)
werden kann.

Beweis. Beweisen wir (L.1)) (und das zweite Distributivgesetz wird analog be-
wiesen). We haben nach Definition

re(ANB)UC & ze€(ANB) Vzxel
& (reANzeB) Vel

und
re(AUC)N(BUC) = (xe AV xelC) N (zreB VvV xzel).
Es bleibt zu zeigen, dass
(xreANzeB)VeelC & (z€eAVaxelC) AN (xeBVxel). (13)

Gilt x € C, so sind die beiden Seiten von (|1.3]) wahr.
Gilt « ¢ C, so erhalten wir

(xreANzeB)VaelC xeANzeB

und
(xeAV2zelC) N (zeBVzel)s(xeA N (xeDB),

woraus (1.3) folgt. m

Subtraktion von Mengen.

Definition. Die Differenzmenge A\ B zweier Mengen A, B ist definiert wie folgt:
A\B:={zx:x€ A N = ¢ B}.

Eine dquivalente Definition ist
reA\BerxeA N x¢B.

Das Zeichen \ (umgekehrter Schrigstrich) heifit “Mengenminus” oder einfach “Mi-
nus”.

Es folgt, dass A\ B C A, wihrend A\ B und B disjunkt sind. Zum Beispiel,
A\A=0Qund A\ ) = A.
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Potenzmenge. Betrachten wir jetzt nur die Teilmengen einer Grundmenge X.
Die Menge von allen Teilmengen von X heifit die Potenzmenge von X und ist mit
P (X) (oder 2%) bezeichnet. d.h.

AeP(X)e ACX.

In anderer Worter die Elementen von P (X) sind die Teilmengen von X. Die Op-
erationen U, N, \ mit den Elementen von P (X) ergeben offensichtlich wieder die
Elemente von P (X).

Es gilt immer ) € P(X) und X € P(X). Betrachten wir ein Beispiel: fiir

X ={a, b} gilt
P (X) = {®7 {a} ) {b} ) {a’ b}} :

Komplement. Fiir die Elementen von P (X) gibt es noch eine Operation, die
“Komplement” heifit.

Definition. Fiir jede Menge A € P (X) definieren wir das Komplement A¢ durch
A°= X\ Al

Aquivalent haben wir:
reAsar¢g A

vorausgesetzt dass x € X. Man benutzt fiir das Komplement A¢ auch die Notation
CA (wobei ‘C” aus dem englischen Wort “Complement” stammt).

Satz 1.1 Die folgenden Identititen gelten fir die beliebigen Mengen A, B € P (X):
A\B = AnB° (1.4)

(ANB)" = A°UB° (1.5)

(AUB)" = A°n B (1.6)

Die zweite und dritte Identitéiten heiflen die Formeln von De Morgan. Diese
Formeln lassen sich als die folgende Regel formulieren: das Komplement der Vere-
inigung ist der Durchschnitt der Komplementen, und umgekehrt.

Beweis. We haben

r€eA\B & z€AANx¢B
& e ANz EB°
& re AN BS

woraus ((1.4) folgt. 18.04.18
Um die zweite Identitét (1.5]) zu beweisen, schreiben wir zuerst

re(ANB)<ax¢ ANB.

Nun brauchen wir die Negation (Verneinung) der Aussage © € AN B. Die Negation
bezeichnet man mit dem Zeichen —, so dass

r¢ ANB& —~(r€e ANB)& —(r €A N x€B).
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Beachten wir, dass fiir die beliebigen Aussagen A, B folgendes gilt:

- (Aund B) & -A oder =B
- (Aoder B) & —-Aund -5,

d.h. “und” und “oder” verwandeln sich ineinander unter der Negation.
Daher

“(r€eANzxeEB) & x¢AV r¢B
& x e AV x e B°
& e AU BS,

woraus die Identitéit (AN B)® = A° U B¢ folgt.

Analog ldsst sich auch die dritte Identitét (1.6) beweisen. Alternativ beweist
man (1.6)) mit Hilfe von (1.5) und der Identitit (A°)° = A wie folgt:

(A°N B9 = (A9)°U (B°) = AU B,
woraus A°N B = (AU B) folgt. =
Symmetrische Differenz. Es gibt noch eine interessante Operation auf Mengen,
die symmetrische Differenz heifit und mit A A B bezeichnet wird:
AANAB=(A\B)U(B\A4).

Es folgt daraus, dass

r€eAANBs (reANx¢B)V (xeB Nax¢A),

d.h. x € A A B gilt genau dann, wenn = genau zu einer Menge von A, B gehort.
Fiir symmetrische Differenz gelten die folgenden Identitéiten.

1. Kommutativgesetz:
AANB=BAA

2. Assoziativgesetz:
(AAB)AC=AA(BACQC)

3. Distributivgesetz beztiglich N:
AN(BAC)=(ANB)A(ANC)

(siche Aufgabe 4).
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Kartesisches Produkt.

Definition. Fiir je zwei Mengen A, B definieren wir kartesisches (direktes) Produkt
A x B der Mengen A, B wie folgt: die Menge A x B besteht aus allen geordneten
Paaren (x,y) wobei x € A und y € B:

Ax B={(z,y):x €A, yeB}.

Das geordnete Paar (x,y) ist ein neues Objekt, das man aus den Elementen von A
und B erstellt. Zwei Paaren (x,y) und (2',y’) sind gleich genau dann, wenn = = z’
und y = y/.

Kartesisches Produkt ist nicht kommutativ, aber assoziativ. Beachten wir, dass

(Ax B)x C={((x,y),2):x € A,y € B,z € C}

und
Ax (BxC)={(z,(y,2)) :x € A,ye B,z € C}.

Nun identifizieren wir die Paaren ((x,y), z) und (z, (y, z)) miteinander und mit dem
geordneten Tripel (z,y, z), indem wir annehmen, dass

((z,y),2) = (z,(y,2)) = (x,9,2) -
Dann gilt fiir kartesisches Produkt das Assoziativgesetz:
(AxB)xC=Ax(BxC).

Dariiber hinaus definieren wir kartesisches Produkt A x B x C' dreier Mengen A, B, C
mit

AxBxC:={(z,y,2):x€ A,y B,ze C},

und erhalten, dass
(AxB)xC=Ax(BxC)=AxBxC.
Kartesisches Produkt erfiillt auch das Distributivgesetz:
(A1 x Ag) X B=(A; x B)x (A3 X B)

wobei * irgendeine Mengenoperation N, U, \, A bezeichnet (siche Aufgabe 19).

1.2 Abbildungen

Definition. Gegeben seien zwei Mengen X, Y. Eine Abbildung (=Funktion) f von
X nach Y ist eine Zuordnung (Vorschrift, Regel) = — y, die jedem Element =z € X
genau ein Element y € Y zuordnet.

Die Abbildung wird wie folgt bezeichnet:

f: X—=>Y
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oder
x Ly
Ist y € Y dem Element x € X zugeordnet, so heifit y der Wert von f an der Stelle
x (oder das Bild von x) und wird mit f (z) bezeichnet.
Man bezeichnet die Abbildung auch mit

f: X—=Y
x— f(x)
oder mit

Xozm f(x)eY.

Die Menge X heifit der Definitionsbereich (oder Definitionsmenge) von f, die Menge
Y — der Wertebereich (oder Zielmenge).

Jetzt besprechen wir, was genau eine Zuordnung x — y bedeutet. Unterhalb
benutzen wir die folgenden Symbolen (Quantoren):

V bedeutet “fiir alle”, “fiir jedes”,
d bedeutet “es existiert”, “es gibt mindestens ein”, “fiir mindestens ein”,
3! “es gibt genau sein”.

Das Zeichen V stammt aus dem umgedrehten Buchstabe “A” (Alle) und heifit Al-
lquantor. Das Zeichen 3 stammt aus dem umgedrehten “E” (Existiert) und heifit
FExistenzquantor.

Definition. Eine Zuordnung = — y (wobei x € X,y € Y') ist eine Teilmenge G von
X x Y mit der folgenden Bedingung:

Vee X 3dlyeY mit (z,y) € G. (1.7)

Die Eigenschaft (1.7) erlaubt jedem x € X genau ein y € Y zuordnen. Wenn
wir die entsprechende Abbildung mit f bezeichnen, dann erhalten wir y = f (z) und
somit

G={(z,f(z) e X xY: :zeX}.

Die Menge G heifit der Graph der Abbildung f. Wie sehen, dass die Begriffe von
Abbildung, Zuordnung, Graph praktisch identisch sind, obwohl diese Worter unter-
schiedlich benutzt werden.

Beispiel. Die Abbildung f : X — X mit f (z) = x heifit die Identititsabbildung
der Menge X. Man bezeichnet die Identitéitsabbildung von X mit Idyx, so dass
Idx (z) = x Vo € X. Der Graph von Idyx besteht aus den Paaren (x,x), die die
Diagonale von X x X formen.

Beispiel. Betrachten wir eine beliebige Menge X und die Menge Y = {0,1}, die
aus den Symbolen 0,1 besteht. Sei A eine Teilmenge von X. Definition wie eine
Funktion f: X — Y mit
1, x €A,

f(x)_{ 0, x € A°.
Der Graph von f besteht aus den Paaren (x,1) mit x € A und (z,0) mit = € A°.
Diese Funktion f heifit die charakteristische Funktion oder Indikatorfunktion von A
und wird mit 14 bezeichnet.
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Urbild. Jede Abbildung f : X — Y induziert die Abbildung f~!: P (V) — P (X)
wie folgt. Fiir jede Teilmenge A C Y, definieren wir das Urbild f~' (A) von A durch

fHA) ={zeX: [f(z) € A}.
Nach Definition ist f~! (A) eine Teilmenge von X, und somit die Zuordnung
A f7H(A)
bestimmt eine Abbildung von P (Y') nach P (X). Die Abbildung

FLP) =P (X)
A f71(A)

heilt die Urbildabbildung von f.

Satz 1.2 Die Urbildabbildung f~' : P (Y) — P (X) ist mit den Mengenoperationen
N, U, \ vertauschbar:

fTHANB) = fH(A)Nf(B)
fTH(AUB) = [fTH(AUf(B)
fTHANB) = fTHA)N\ fH(B)
Beweis. We haben
v€ fH(ANDB) f(x)e ANB

&
& f(r)e AN f(x)eB
& xvefHA) AN xefH(B)
& ze fH(ANfH(B)

woraus die erste Identitdt folgt. Die anderen Identitéten werden analog bewiesen.

u 20.04.18

Komposition von Abbildungen. Seien XY, Z beliebige Mengen.

Definition. Gegeben seien zwei Abbildungen
x%ydz

die Komposition (Verkettung, zusammengesetzte Abbildung) von f und g ist eine
Abbildung f o g von X nach Z die wie folgt definiert ist:

(fog)(x)=flg(x)).

In anderen Worter, wir haben

fog: X —Z7
z— f(g(z)).

Schematisch kann man die Komposition so darstellen:
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x-&y Loy
Jfog

Beispiel. Fiir jede Abbildung g : X — Y gilt
goldx =g

da fiir jedes x € Y
goldy (z) =g (ldx (z)) = g (2).
Analog gilt
Idy og = g.

Man muss betonen, dass die Komposition f o g nur dann wohldefiniert ist, wenn
der Wertebereich von g im Definitionsbereich for f liegt. Daraus folgt, dass g o f
nicht unbedingt wohldefiniert sein soll, sogar wenn f o g wohldefiniert ist. Insbeson-
dere kann man nicht erwarten, dass die Komposition kommutativ ist. Aber die
Komposition ist immer assoziativ.

Satz 1.3 (Assoziativgesetz fiir Komposition) Fiir je drei Abbildungen
xhystz5hu
qilt die Identitat
(fog)oh=fo(goh).

Beweis. Bemerken wir zunéchst, dass die beiden Verkettungen (f o g) o h und
fo(goh)von X nach U abbilden, wie man auf den folgenden Diagrammen sieht:

(fog)oh
, fog
xIhysg,z Ly
goh
Jfo(goh)
Fiir jedes x € X gilt

((feg)oh)(x)=(fog)(h(x)) = f(g(h(x)))
und analog

(folgoh))(z)=f((goh)(x))=[(g(h(x)),
woraus die Identitét (fog)oh = fo(goh) folgt. m

Das Assoziativgesetz erlaubt uns die Verkettung dreier Abbildungen zu definieren
wie folgt:
fogoh:=(fog)oh.

Schematisch sieht die Komposition f o g o h so aus:
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xtysg.z Ly
fogoh

Satz 1.4 Gegeben seien zwei Abbildungen
x%viz
Die folgende Identitdt gilt fiir die Urbildabbildungen:
(fog) '=glof (1.8)

Beweis. Nach Definition haben wir das folgende Diagramm von der Urbildabbil-

dungen f~! und g~ !:

PX) < P L= @)
glof!

Somit ist g~' o f~! wohldefiniert als eine Abbildung von P (Z) nach P (X). Es
folgt aus X I, 7 , dass auch

P(x) L2 p(z).

Insbesondere kénnen wir die Abbildungen (f o g)f1 und ¢g~! o f~! vergleichen. Es
gilt fiir jede Teilmenge A C Z

z€(fog) " (A) fog(z)e A
fg(x)) e A
g(z) € f71(A)
zeg ([T (A)

woraus (fog) " (A) = (g o f~1) (A) folgt und somit auch (1.8). m

to o

Umkehrabbildung. Gegeben seien zwei Abbildungen X Ly % X. Dann sind
die beiden Kompositionen f o g und g o f wohldefiniert und

fog:Y =Y, gof:X—X.
Diese Kompositionen werden am folgenden Diagramm gezeigt:
fog
xLys xyly
g
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Definition. Die Abbildung g heifit Umkehrabbildung (inverse Abbildung, Umkehrfunk-
tion, inverse Funktion) von f, falls

fog=Idy und gof=Idx.

In diesem Fall ist f auch die Umkehrabbildung von g.
Die Umkehrabbildung ist eindeutig bestimmt: gibt es zwei Umkehrabbildungen
g1 und g5 von f, so erhalten wir

gr=gioldy =gio(fogs)=(g10f)oge=1Idxogs = g
Definition. Eine Abbildung f : X — Y heifit bijektiv falls

VyeY JlzeX mit f(z)=y. (1.9)

Definition. Eine Abbildung f : X — Y heiflt surjektiv falls
VyeVY dreX mit f(z)=uy.
Die Abbildung f heifit injektiv falls

v # 1= f(21) # f(22).

In anderen Worter, f ist injektiv falls

Yy € Y existiert hochstens ein z € X mit f (z) = y.

Y x L. vy x L. vy

® 00 0 000 00

bijektiv surjektiv injektiv

Es folgt, dass eine Abbildung f bijektiv genau dann ist, wenn f surjektiv und
injektiv ist. In der Tat, die Existenz von z in (1.9) folgt aus der Surjektivitét, und
die Eindeutigkeit von & — aus der Injektivitét.

Satz 1.5 FEine Abbildung f : X — Y hat eine Umkehrabbildung genauw dann, wenn
f buyektiv ist.
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Beweis. Hat f eine Umkehrabbildung ¢, so gelten f o g = Idy und g o f = Idy,
d.h.
flgw)=y WyeY (1.10)

und
g(f () =z Vee X (1.11)

Es folgt aus (1.10)), dass f (z) = y fir x = g (y) erfiillt ist. Somit ist f surjektiv.
Zeigen wir jetzt, dass f injektiv ist. Gilt f (z1) = f (z2), so erhalten wir aus ((1.11))

zy=g(f (21)) = g(f (22)) = z2.

Somit ist f injektiv und auch bijektiv.

Umgekehrt, ist f bijektiv, so definieren wir die Abbildung ¢ : Y — X wie folgt:
fiir jedes y € Y gibt es genau ein x € X mit f(x) = y, so setzen wir g (y) = x.
Dann gelten

(feg)y)=flgw)=[(z)=y
und
(g0 f)(x) =g(f(x) =9g(y) =xz,
woraus f o g =Idy und go f = Idx folgen. Damit hat f die Umkehrabbildung. =

Existiert die Umkehrabbildung von f, so bezeichnet man sie mit f~!, d.h.
foft=Idy und f'of=1Idyx.

Achtung. Man soll die Umkehrabbildung f~' : Y — X mit der Urbildabbildung
1P (Y) — P(X) nicht verwechseln, obwohl sie identisch bezeichnet werden.

Bemerkung. Sei f : X — Y bijektiv. Dann fiir jedes y € Y besteht das Urbild
/7' ({y}) aus einem einzigen Element z € X, d.h. f~ ({y}) = {z}. Nach Definition
der Umkehrabbildung f~!, we haben auch f~! (y) = z. In diesem Sinn stimmen die
Umkehrabbildung und die Urbildabbildung iiberein.

Satz 1.6 Gegeben seien zwei bijektive Abbildungen X 'Y L 7. Dann ist fog
auch bijektiv und die folgende Identitdt gilt fiir die Umkehrabbildungen

(fog) '=glof™ (1.12)

Beweis. Wir haben X L Y - Z und
fog: X —Z und glof':7— X.
Mit Hilfe von dem Satz [1.3] erhalten wir
(g*loffl) o(fog)=g'o (f*lof) og=g toldyog=g'log=1Idy

und analog

(fog)o(gtof™) =1dz.
Somit ist g~! o f~! die Umkehrabbildung von f o g. Folglich ist f o g bijektiv nach
dem Satz[L.5 m
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1.3 Axiomensystem von reellen Zahlen

25.04.18
Hier definieren wir axiomatisch die Menge von reellen Zahlen.

Definition. Eine Menge R heifit die Menge von reellen Zahlen und ihre Elemente
heiflen reelle Zahlen falls die folgenden vier Gruppen von Axiomen (insgesamt vierzehn
Axiome) erfiillt sind.

I. Axiome der Addition. Es gibt eine Abbildung (Operation)

RxR —R
(z,y) —a+ty

namens Addition mit den folgenden Eigenschaften.
1. (Das Nullelement) Es existiert eine Zahl 0 € R, so dass fiir alle z € R

r4+0=0+2z=u=x.

2. (Das Negative) Fiir jedes = € R existiert eine Zahl —z € R (das Negative von
x), so dass

3. (Assoziativgesetz fiir +) Fiir alle z,y, z € R gilt

(r+y)+z=a+(y+2).

4. (Kommutativgesetz fiir +) Fiir alle z,y € R gilt

r+y=y—+wx

Die Zahl z 4 y heifit die Summe von z, y.

Jede Menge K, wo die Operation Addition definiert ist und die Axiome 1-3
erfiillt, heifit (additive) Gruppe. Soll auch das Axiom 4 erfiillt werden, so heifit die
Gruppe K kommutativ.

II. Axiome der Multiplikation. Es gibt eine Abbildung (Operation)

RxR —R
(z,y) —xz-y

namens Multiplikation mit den folgenden Eigenschaften.

1. (Das Einheitselement) Es existiert eine Zahl 1 € R\ {0}, so dass fiir alle x € R

2. (Das Inverse) Fiir jedes z € R\ {0} existiert eine Zahl z~! € R (das Inverse
von z), so dass
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3. (Assoziativgesetz fiir -) Fiir alle x,y, 2z € R gilt
(@ y)-z=a-(y-2).
4. (Kommutativgesetz fiir -) Fiir alle z,y € R gilt
Toy=1y-w.
5. (Distributivgesetz) Fiir alle z,y, z € R gilt

(x+y)-z=z-2+y- =z

Die Zahl x - y heifit das Produkt von x,y. Man schreibt auch xy anstatt x - y.

Jede Menge K, wo die Operationen Addition und Multiplikation definiert sind
und die obigen Axiome erfiillen, heit Kdrper. Die ersten zwei Gruppen von Axiomen
heiflen Kérperaxiome. Deshalb ist R ein Korper. Es gibt auch andere Beispiele von
Korper, die wir spéter besprechen.

ITI. Anordnungsaxiome. AufR ist Ungleichung < definiert: fiir je zwei Elemente
xz,y € R ist der Ausdruck x < y eine Aussage, die entweder wahr oder falsch ist
(wobei z < y und y > x #dquivalent sind). Die Ungleichung erfiillt die folgenden
Bedingungen, fiir alle x,y,z € R:

1. (Vergleichbarkeit) Es gilt genau eine der folgenden Relationen: z < y oder
y < z oder z = y.

2. (Transitivitét)
r<y Ny<z =>zr<z

3. (Beziehung zur Addition)

r<y = rtz<ytz

4. (Beziehung zur Multiplikation)

>0 ANy>0 =x-y>0.

Eine Relation < auf einer Menge K heifit (totale) Ordnung falls sie die Anord-
nungsaxiome 1-2 erfiillt. In diesem Fall heifit die Menge K (total) geordnet.

Die Axiome 3 und 4 etablieren die Beziehung zwischen der Ordnung und den
Korperoperationen. Ein Korper K der auch die Anordnungsaxiome erfiillt, heifit
angeordneter Kérper. Somit ist R ein angeordneter Korper.

Wir definieren auch die unechte Ungleichung: = < y (oder y > x) gilt genau
dann, when entweder x < y oder x = y gilt, d.h.

rly&sr<y V r=y.

IV. Vollstindigkeitsaxiom. Seien A, B nichtleere Teilmengen von R mit der
Eigenschaft
Vae A Ybe B gilt a <b.
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Dann existiert eine Zahl ¢ € R so dass
YVae A YVbe B gilt a <c<b.

Man sagt, dass die Zahl ¢ die Mengen A und B trennt.

Man stellt die reellen Zahlen dar als die Punkte auf einer waagerechten Ger-
ade. Die Punkte am links sind immer kleiner als die Punkte am rechts. Die Voll-
standigkeitsaxiom bedeutet folgendes: liegt die ganze Menge A links von B, so
existiert ein Punkt ¢ zwischen A und B. Man kann es auch so vorstellen, dass die
Gerade keine Liicke enthélt.

Die Existenz der Menge R, die alle Axiome von reellen Zahlen erfiillt, wird spéter
kurz besprochen.

1.4 Folgerungen aus den Korperaxiomen

Folgerungen aus den Axiomen der Addition. Jetzt zeigen wir, wie man aus
den Axiomen die iiblichen algebraischen Regeln bzw die weiteren Eigenschaften von
reellen Zahlen gewinnt.

[1] Das Nullelement ist eindeutig bestimmdt.

Seien 0 und 0 zwei Nullelemente. Nach Definition erfiillen 0 und 0’ die folgenden
Identitéten, fiir alle x € R:
r+0=0+zx=2x

und
x4+0=0+2z=n=x

Einsetzen in der ersten Identitit z = 0’ ergibt
04+0=0+0=0
und in der zweiten Identitit © = 0 ergibt
0+0=0+4+0=0,
woraus 0" = 0 offensichtlich folgt.

2] Das Negative von © € R ist eindeutig bestimmd.

Seien y und z zwei Negative von x. Nach Definition erfiillen y und z die folgenden
Identitéiten:
r+y=y+x=0

und
r+z=z+x=0.

Es folgt nach Axiom I.1
y+(z+2)=y+0=y

und nach Axiomen [.3 und 1.1

y+(@+2)=@+a)+z=0+z=2z
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woraus y = z folgt.
[3] Es gelten

und

fiir alle x € R.

Da nach Axiom I.1 gilt 0 + 0 = 0, so sehen wir, dass 0 die Definition von —0
erfiillt. Nach [2] beschlieflen wir, dass —0 = 0. Bezeichnen wir mit y das Negative
von —zx, d.h. y erfiillt

(—2)+y=y+(-2)=0. (1.13)

Da nach Definition von —z gilt
T+ (—x)=(—x)+2 =0,

so folgt es, dass die Identitéten ((1.13)) fiir y = x erfiillt sind. Nach der Eindeutigkeit
des Negatives erhalten wir, dass das Negative von (—x) gleich x ist.

[4] Friir jede a,b € R hat die Gleichung x+a = b eine eindeutige Losung x = b+(—a).

Die Zahl = b+ (—a) erfiillt die Gleichung, weil
r+a= b+ (-a))+a=b+((—a)+a)=b+0=0.
Andererseits folgt es aus der Gleichung x + a = b, dass
(x+a)+(—a) = b+ (—a),

r+(a+(=a)) = b+(-a),
r = b+(—a).

Definition. Die Summe b + (—a) wird auch mit b — a bezeichnet und heifit die
Differenz von b und a. Die Abbildung (Operation) (a,b) — b — a heifit Subtraktion.

Folgerungen aus den Axiomen der Multiplikation. Die Beweise der folgen-
den Eigenschaften [5] — [8] sind analog zu [1] — [4].

[5] Das FEinheitselement 1 ist eindeutig bestimmd.
[6] Das Inverse von x € R\ {0} ist eindeutig bestimmi.
[7] Es gelten 17 =1 und (z1)"" = x, fiir alle z € R\ {0}.

8] Fiir jede a € R\ {0} und b € R hat die Gleichung a - = b eine eindeutige
Lésung x = a=* - b (siche Aufgabe 21).

Definition. Das Produkt a=! - b heit der Quotient von b und @ und wird mit
b/a oder 2 bezeichnet. Die Abbildung (Operation) (a,b) — b/a heifit Division.
Insbesondere gilt ¢~ = 1/a.
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Folgerungen aus dem Distributivgesetz.
9] 2-0=0-2=0 fir allex € R
Da 0+ 0 = 0, so erhalten wir aus dem Axiom IL.5

z-0=x-(04+0)=2-0+z-0.

Setzen wir ¢ = x - 0 so dass
z-0+a=a,

und erhalten nach [4], dass
r-0=a+(—a)=0.

[10] z-y=0 < =0V y=0.

19

Ist z = 0 oder y = 0, so gilt = -y = 0 nach [9]. Beweisen wir, dass z -y = 0
ergibt z = 0 oder y = 0. Nehmen wir an, dass x # 0. Losen der Gleichung = -y =0

beziiglich y mit Hilfe von [8] ergibt y = 27! - 0 = 0, wobei wir [9] benutzt haben.

1] (-1) -z =-=x
Mit Hilfe von Axiomen II.1, I1.5, 1.2 erhalten wir

r+(-1)-z=1-24+(-1)-2=(14+(-1))-2=0-z

wobei die letzte Identitdt nach [9] gilt. Somit erfiillt (—1) - z die Definition des

Negatives von z, und nach [2] beschlieflen wir, dass (—1) -z = —x.

2] (=1)-(=2) ==
Wir haben nach [11] und [3], dass

13] — (x4 y) = —x —y (siehe Aufgabe 21).

14 z-(-y) = —(z-y)
Nach [11] und Axiomen I1.3, I1.4 erhalten wir

v (=y)=z- (=) -y)=(=1)-(z-y)==(r-y).

[15] (—x)-(—y) = x - y. Insbesondere (—1) - (—1) = 1.
Einsetzen in [14] (—x) statt z ergibt

Fir z = y = 1 erhalten wir
(-1)-(-1)=1-1=1.

[16] Bezeichnen wir2=1+1,3=2+1 und
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Dann gilt fiir alle x,y € R
(e+y)’=a>+2-z-y+y°

und

(z+y)°’=2+3-22 y+3-2-y°+9°
(siche Aufgabe 26).
Bemerkung. Obwohl wir die Zahl 2 definiert haben, es ist noch nicht klar ob
2 von 0 und 1 abweicht (bemerken wir, dass 1 # 0 nach Axiom II.1 gilt). Die
Korperaxiome allein implizieren die Existenz von Zahlen aufler 0 und 1 nicht. Zum

Beispiel, betrachten wir die Menge K = {0,1}, die aus zwei Elementen 0 und 1
besteht, und definieren Addition und Multiplikation in K mit

0+40=0, 0+1=1+0=1, 1+41=0
und
0-0=0-1=1-0=0, 1-1=1.

Dann werden alle Axiome von Addition und Multiplikation erfiillt, so dass K ein
Korper ist. Dieser Korper with mit Fy bezeichnet. In Fy gilt offensichtlich 2 = 0
(sieche Aufgabe 27).

Dass in R gilt 2 # 0 ist eine Folgerung von Anordnungsaxiomen unterhalb.

1.5 Folgerungen aus den Anordnungsaxiomen

7 z<y Ny<z=zx<zundx <y AN y<z =<z

Ist y < z, so folgt die erste Aussage aus dem Axiom II1.2. Ist y = z so ist die
Implikation trivial. Die zweite Aussage wird analog bewiesen.
8] <y Ny<z= <z

Im Fall x = y = z ist die Implikation trivial. Im Fall x < y oder y < z folgt sie
aus [17].
[19] <y Ay<z = z=y

Nach Axiom III.1 gilt immer genau eine von drei Moglichkeiten z < y, x > v,

x =1y. Da z <y im Widerspruch zu y < z steht und x > y — im Widerspruch zu
x < 9, so bleibt es nur die Moglichkeit x = y.

20) 2<y = x+2<y+z

Im Fall z < y folgt aus dem Axiom III.3, dass  + z < y + z, im Fall x = y
erhalten wir x + 2z = y + 2.

21] <y ANa<b =>x+a<y+b
Mit Hilfe von [20] und Axiom III.3 erhalten wir

r+a<yt+a=a+y<b+y=y+y,

woraus  + a < y + b nach [17] folgt.
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22] 2<y AN a<b =z+a<y+b

Im Fall z < y oder a < b erhalten wir aus [21], dass t +a < y+0b,im Fall z = y
und a =bgilt v 4+a=y+0.
Definition. Eine Zahl z € R heifit positiv falls z < 0 und negativ falls x < 0.

Das Axiom III.1 ergibt, dass jede Zahl x € R entweder positiv, oder negativ,
oder Null ist.

[23] Die Summe von positiven Zahlen ist positiv, und die Summe von negativen
Zahlen — negativ.

Falls x > 0 und y > 0, so erhalten wir nach [21], dass x +y > 0+ 0 = 0. Der
Fall von negativen x,y ist analog.

[24] Die folgenden Aquivalenzen gelten:
r<y s y—r>0%& —xr>—y (1.14)

und
r<y s y—x>0& —x>—y. (1.15)

Addieren (—x) zu den beiden Seiten von x < y ergibt nach Axiom II11.3
r<y e r+(—z)<y+(—z) e 0<y—uz
Analog erhalten wir
—x>—-y e (—x)+y>(—y)+y < y—x>0

Der Beweis von (|1.15]) ist analog.
[25] Fiir alle © € R gelten

T negativ < —x positiv, (1.16)

x positiv < —x negativ. (1.17)

Wir benutzen [24]. Setzen wir in y = 0 und erhalten
r<0& —x >0,
was fdquivalent zu ist. Setzen wir in ([1.15) x = 0 und erhalten
O0<y<s 0> —y,

was dquivalent zu (1.17)) ist.

[26] Sind die Zahlen x und y gleichzeitig positiv oder negativ, so ist x -y positiv. Ist
eine Zahl von x,y positiv und andere negativ, so ist x -y negativ.

Im Fall z,y > 0 ergibt das Axiom II1.4, dass = -y > 0. Im Fall x,y < 0 erhalten
wir nach [25] dass —z und —y positiv sind, und nach [15] und Axiom III.4

oy =(~2)- (~y) > 0.

27.04.18
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Im Fall z > 0 und y < 0, erhalten wir nach [25] dass —y > 0 und nach [14] und
Axiom II1.4 dass

—(z-y)=z-(-y) >0,

woraus nach [25] folgt = -y < 0. Der Fall x < 0 und y > 0 ist analog.
27] Fiir alle x € R\ {0} gilt 22 > 0.

Da z # 0, so ist x entweder positiv oder negativ (Axiom III.1), und in den beiden
Fillen gilt nach [26] dass 22 =z -z > 0.
28] 1 >0 und —1 < 0.

Nach Axiom II.1 haben wir 1 20 und 1 =1-1. Da 1-1 > 0 nach [27], so folgt
es, dass 1 > 0. Es folgt aus [25], dass —1 < 0.

Definieren wir jetzt die Zahlen 2 =1+1,3=2+1,4 =3+ 1 usw. Es folgt aus
1 > 0 mit Hilfe von Axiom III.3, dass 2 > 1,3 > 2,4 > 3, d.h.

0<l<2<3<4d<.... (1.18)

20] Ist x>0, soist ™' > 0. Ist x <0 so ist x~* < 0.
Dax-z7!'=1>0,so0gilt 27! # 0 nach [9]. Nach [26] sind die beiden Zahlen z

und x 7! gleichzeitig positiv oder negativ, was zu beweisen war.
[30] Seix <y. Firallea>0 gilta-x < a-y, und fir allea <0 gilta-x > a-y.

Die Bedingung = < y ergibt nach [24] dass y — x > 0. Falls a > 0, so erhalten
wir nach Axiomen I1.5 und III.4

a-y—a-rx=a-(y—x) >0,
woraus a - r < a -y folgt. Im Fall a < 0 erhalten wir (—a) > 0 und somit

—(a-z)=(-a) -z <(-a)-y=—(a-y),

woraus folgt — (a - x) < — (a - y) und nach [24] auch a -z > a - y.
B1] FallsO <z <yund0<a<b, sogilta-x<b-y.
Mit Hilfe von [30] erhalten wir

a-x<a-y=y-a<y-b=>b-y,

woraus a - < b -y folgt.
32] FallsO0<z<yund0<a<bsogita-x<b-y (siche Aufgabe 23).

33] Fiirallex >y >0 gilt 0 <ax ! <yl

Da y < x und 2~ !, y~! positiv nach [29] sind, so erhalten wir mit Hilfe von [30],

dass

x_l-y<:c_1-x

und
(:p_l . y) < (x_l . x) cy L (1.19)
Nach Axiomen II.3, I1.2, II.1 erhalten wir

-1 -1 -1

(m_l-y)-y :m_l-(y-y_l):m 1=z
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und

(x’l . :U) . y’l = y’l.

Somit impliziert (1.19), dass 27! < y~ 1.
Insbesondere erhalten wir aus ([1.18) und [32], dass

1>1>1>1> >0
573777 .

Fiir jede reelle Zahl z € R definieren wir den Betrag von = wie folgt:

] = x, x>0,
] -z, z<0.

Der Betrag erfiillt die folgenden Eigenschaften (siche Aufgabe 24):
o |zy| = |z||y| (Multiplikativitiit). Insbesondere gilt 22 = |z|*.

o |z +y| < |z|+ |y| (die Dreiecksungleichung).

1.6 Teilmengen von R und Folgerungen aus dem
Vollstindigkeitsaxiom

1.6.1 Intervalle

Fiir je zwei reelle Zahlen a, b mit a < b definieren wir die folgenden Intervalle:

(a,b) = {reR:a <z <b} - offenes Intervall,

[a,b] = {x€R:a <z <b} — abgeschlossenes Intervall,

(a,b) = {reR:a<z<b} —halboffenes (linksoffenes) Intervall,
[a,b) = {x €R:a <z <b} —halboffenes (rechtsoffenes) Intervall.

Die Zahlen a, b heiflen die Grenzen des Intervalls.

Satz 1.7 Jedes Intervall I mit den Grenzen a < b ist nichtleer.

Beweis. Es reicht zu beweisen, dass (a,b) nichtleer ist. Das Intervall (0,1) nicht
leer ist, da 0 < % < 1 und somit % € (0,1) . Fiir beliebige a < b zeigen wir, dass die
Zahl

-(a+0b)

C =

N | =

in (a,b) liegt. Es folgt aus a < b, dass
a+b<b+b=1-b+1-b=(1+1)-b=2-0,

woraus folgt

1 1

d.h. ¢ < b. Analog beweist man dass ¢ > @ und somit ¢ € (a,b), woraus folgt

(a,b) £ 0. m
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1.6.2 Infimum und Supremum

Sei M eine nichtleere Teilmenge von R.

Definition. Eine Zahl a € R heif3t untere Schranke von M falls gilt x > a fiir alle
x € M. Fine Zahl b € R heif3t obere Schranke von M falls gilt + < b fiir alle z € M.

Beispiel. Fiir jedes Intervall I mit den Grenzen a < b ist ¢ immer eine untere
Schranke und b — eine obere Schranke. Jede Zahl o’ < a ist auch eine untere
Schranke von I, und jede Zahl b > b — eine obere Schranke von 1.

Definition. Sei M eine nichtleere Teilmenge von R. Eine Zahl a € R heifit das Min-
imum von M (oder das minimale Element von M) und wird mit min M bezeichnet,
falls a das kleinste Element von M ist, d.h. a € M und x > a fiir alle x € M. In
anderen Worter, min M ist eine untere Schranke von M die in M liegt.

Eine Zahl b € R heifit das Mazimum von M (oder das maximale Element von
M) und wird mit max M bezeichnet, falls b das grofite Element von M ist, d.h.
b€ M und = < b fiir alle x € M. In anderen Worter, max M ist eine obere
Schranke von M die in M liegt.

Beispiel. Sei a < b. Das abgeschlossene Intervall I = [a, b] hat offensichtlich min / =
a und max [ = b.

Zeigen wir, dass das offene Intervall I = (a,b) weder Maximum noch Minimum
hat. Existiert max I, so setzen wir ¢ = max/ und bemerken, dass ¢ € (a,b),
insbesondere ¢ < b. Das Intervall (¢, b) nichtleer ist, sei d € (¢,b). Dann gilt d € I
und d > ¢ so dass ¢ kein Maximum von [ ist. Analog beweist man, dass (a,b) kein
Minimum hat.

Das rechtsoffene Intervall I = [a,b) hat min I = @ und kein Maximum, und das
linksoffene Intervall I = (a, b] hat max I = b und kein Minimum.

Definition. Sei M eine nichtleere Teilmenge von R. Die grofite untere Schranke von
M heifit das Infimum (oder untere Grenze) von M und wird mit inf M bezeichnet.
Die kleinste obere Schranke von M heifit das Supremum (oder obere Grenze) von
M und wird mit sup M bezeichnet.

Es ist klar aus den obigen Definitionen, dass
Vee M infM <z <supM,

vorausgesetzt, dass sup M und inf M existieren.

Supremum und Infimum existieren nicht immer. Zum Beispiel, die Menge M = R
hat weder Supremum noch Infimum. In diesem Fall gibt es sogar keine obere bzw
untere Schranke: fiir jedes a € R ist x = a + 1 echt grosser als a, so dass a keine
obere Schranke ist, und = a — 1 ist echt kleiner als a, so dass a keine untere
Schranke ist.

Satz 1.8 Sei I ein Intervall mit den Grenzen a < b. Dann gilt

infl=a wund supl =b.
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Beweis. Beweisen wir, dass inf I = a. Nach definition von [ ist a eine untere
Schranke von [. Zeigen wir, dass a die grofite untere Schranke ist, d.h. fiir jede
andere untere Schranke a’ von I gilt ' < a. Sei a’ eine untere Schranke von I mit
a’ > a. Fiir jede Zahl x € (a,b) C I gilt o’ < x, woraus folgt a’ < b, d.h.

a<a <b. (1.20)

Nach dem Satz [1.7] gibt es ¢ € (a,a’), und nach (1.20) beschlieflen wir, dass ¢ € I.
Aber wir haben ¢ < da/, was im Widerspruch zur Annahme steht, dass a’ eine untere
Schranke von [ ist. Die Identitét sup I = b wird analog bewiesen. m

Definition. Die Menge M heifit nach unten (bzw oben) beschrankt falls M eine
untere (bzw obere) Schranke besitzt. Die Menge M heiit beschrankt falls M nach
unten und nach oben beschrankt ist.

Satz 1.9 Sei M eine nichtleere Teilmenge von R. Ist M nach unten beschrinkt, so
hat M das Infimum. Ist M nach oben beschrinkt, so hat M das Supremum. Ist M
beschrinkt, so hat M das Infimum und das Supremum.

Beweis. Bezeichnen wir mit N die Menge von oberen Schranken von M. Ist M
nach oben beschrinkt, so ist N nichtleer. Fiir alle x € M und y € N gilt nach

Definition z < y. Das Vollstéindigkeitsaxiom ergibt: es existiert die Zahl ¢ € R, die
M und N trennt, d.h.

Vee M VYye N gilt x <c<uy.

Da x < cfiir alle x € M, so ist ¢ eine obere Schranke von M und deshalb ¢ € N. Da
c <y fiir alle y € N, so ist ¢ das kleinste Element von N. Nach Definition erhalten
wir sup M = c.

Die Existenz des Infimums wird analog bewiesen. m

1.6.3 Quadratwurzel

Satz 1.10 Fliir jede nichtnegative Zahl a > 0 existiert genau eine nichtnegative Zahl
r € R mit 2* = a.

Definition. Die eindeutige nichtnegative Zahl z mit 22 = a heifit die Quadratwurzel

aus a und wird mity/a bezeichnet.

Beweis. Betrachten wir die Menge
M={reR:r>0undr*<a}. (1.21)

Diese Menge M ist nicht leer da 0 € M. Beweisen wir zunéchst die folgende Be-
hauptung.

Behauptung Jede Zahl b mit b* > a ist eine obere Schranke von M.

Ist b keine obere Schranke von M, so gilt b < r fiir ein r € M, woraus folgt

a§b2<r2§a,
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was zum Widerspruch a < a fiihrt.
Es folgt aus dieser Behauptung, dass b = a + 1 eine obere Schranke von M ist,
da
P=(a+1)’=a*+2a+1>a.

Somit ist M nach oben beschrinkt. Nach dem Satz [1.9] existiert
x = sup M.

Beweisen wir jetzt, dass 2 = a. Dafiir reicht es zu zeigen, dass die anderen Fille
2% < a und 22 > a unmoglich sind.

Zuerst nehmen wir an, dass 22 > a. Insbesondere gilt z > 0. Wir erhalten einen
Widerspruch indem wir zeigen, dass es eine Zahl ¢ gibt mit

O<e<uz (1.22)

und
(z—¢)® > a.

Daraus wird folgen, dass x — € auch eine obere Schranke von M ist, was im Wider-
spruch zur Definition von x als die kleinste obere Schranke von M steht. Da

(z —e)® = a? — 2we + &% > 2 — 2ue,
so reicht es € so zu wihlen, dass € die folgende Ungleichung erfiillt:
z? — 2xe > a,

was dquivalent zu
2

¥ —a
< . 1.23
e< — (1.23)
Da 2% > a, so ist die Zahl ¢ := Iz;“ positiv. Nach dem Satz es gibt ein ¢ € (0, ¢)
(zum Beispiel, € = §) so dass ([1.23)) erfiillt ist. Da
< v’ <
c< —==—<u=x
2r 2 ’
so gilt auch (1.22). Somit ist der Fall 2? > a ausgeschlossen.
Jetzt nehmen wir an, dass 22 < a, und zeigen, dass es ein € > 0 gibt mit
(x+e)<a
und
0<e <y, (1.24)

wobei ein b mit > > a fixiert ist. Daraus wird folgen, dass  + ¢ € M was im
Widerspruch zur Definition von x als obere Schranke von M steht. Da

(z+¢)” =22+ 2ze + €2 < 2? + 226 + be = 2? + (20 4 D) e,
so reicht es € so zu wihlen, dass ¢ die folgende Ungleichung erfiillt:

2® + (22 +b)e < a,
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was dquivalent zu
_a- x?
€ )
2+ b

(1.25)

Daa > 2, so 1st die Zahl ¢ := 2_ L es gibt ein e € (0, ¢),
so dass erfiillt ist. Die Bedlngung - ) ist auch erfullt da

2
§b =b.

e<c<
b

®IQ

Somit ist auch der Fall 22 < a ausgeschlossen, und wir erhalten, dass z? = a.
Fiir die Eindeutigkeit der Quadratwurzel zeigen wir, dass fiir z,y > 0 gilt die
Implikation
=y ==y

Ist z # y so gilt + < y oder x > y. Im ersten Fall erhalten wir 22 < 3? und im

zweiten Fall 22 > y?, so dass x # y unmoglich ist. m

Erwihnen wir die folgenden Eigenschaften von Quadratwurzel (sieche Aufgabe
30).

1. Fiir alle 0 < a < b gilty/a < V/b.
2. Fiir jedes z € R gilt V22 = |z
3. Fir alle a,b > 0 gilt vab = \/av/b und fiir b > 0 gilt \/% = ¥2

4. Fiir jedes a > 0 hat die Gleichung 22 = a genau zwei reellen Losungen: » = y/a

und z = —/a.

1.7 Die Zeichen +0co und —o0

Nach Satz|l1.9 existiert sup M bzw inf M fiir jede nach oben bzw nach unten beschrankte
nichtleere Menge M C R. Definieren wir jetzt sup M und inf M fiir alle Mengen

S C R mit Hilfe von den Zeichen +0o0 und —oo, die die unendlichen Elemente
heiflen.

Definition. Die erweiterte Menge R von reellen Zahlen ist die geordnete Menge
R =RU {+00, —c0},

wobei +0o und —oo neue Elemente sind, und die Ungleichung < wird auf R wie
folgt erweitert: fiir alle @ € R gilt immer

—0 < a < +o0.

Der Begriff von Intervall lésst sich verallgemeinern zu dem Fall, wenn die Grenzen
a, b die Elemente von R sind. Zum Beispiel, fiir ¢ € R, haben wir

[a,400) = {zeR:a<z<+o0}={reR:2>a}
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(a,400) = {reR:a<z<+oo}={reR:z>a}
[a,400] = {z€R:a<z< +o0} = [a,+00) U {+o0}
(—00,a] = {z€eR:—co<z<a}={reR:z<a}.

Auch gelten (—oo, +00) = R und [—o00, +o0] = R. Satz|[1.8 gilt auch in diesem Fall.
Die Begriffe von oberen bzw unteren Schranken und somit sup und inf definiert
man fiir nichtleere Teilmengen A von R genau so, wie fiir Teilmengen von R.
Insbesondere ist +o0o immer eine obere Schranke von M und —oo ist eine untere
Schranke von M.
Fiir die leere Menge M = () nehmen wir folgendes nach Definition atﬂ

supl) = —oco, inf) = +oo.

Satz 1.11 Jede Teilmenge M von R hat sup M und inf M (als Elemente von R).

Beweis. Sei M nichtleer. Ist +00 € M, so gilt sup M = +o0o. Besteht M aus
einem Element —oo, so gilt sup M = —oco. Sonst ist die Menge M’ = M \ {—o0}
eine nichtleere Teilmenge von R. Ist M’ nach oben beschrinkt, so existiert sup M’
nach dem Satz und dann gilt sup M = sup M’. Ist M’ nach oben unbeschrinkt,
so ist +o0 die einzige obere Schranke von M’ woraus folgt sup M = sup M’ = +o0.
Analog beweist man die Existenz von inf M. m

2Die Motivation dafiir ist wir folgt. Fiir die leere Menge sind alle Elemente von R die obere
und untere Schranken. Deshalb ist —oo die kleinste obere Schranke und +oo die grofite untere
Schranke.
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Chapter 2

Ganze Zahlen und vollstindige
Induktion

2.1 Natiirliche Zahlen und Induktionsprinzip

In diesem Abschnitt definieren wir die Menge N von natiirlichen Zahlen. Man er-
wartet, dass N eine Teilmenge von R ist, und die folgenden Eigenschaften erfiillt
werden sollen:

e 1N

e z € Nergibt x +1 € N (die Zahl = + 1 der Nachfolger von x).

Insbesondere liegen die Zahlen 2, 3,4, usw. in N. Allerdings bestimmen these
diese zwei Eigenschaften die Menge N nicht eindeutig. Zum Beispiel, die ganze
Menge R erfiillt sie.

Um eine richtige Definition von N anzugeben, bezeichnen wir mit F die Menge
(das Mengensystem) von allen Teilmengen S von R die die folgenden Eigenschaften
erfiillen:

elcsS

e xcSergibtz+1€S.

Das Mengensystem F ist nicht leer da R € F.

Definition. Die Menge N wird als der Durchschnitt von allen Mengen S € F
definiert, d.h.
reNsrxelS VSeF. (2.1)

Schreibweise fiir den Durchschnitt:

N= ()¢ (2.2)

SeF

Die Elemente von N heiflen natiirliche Zahlen.

29
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Satz 2.1 Die Menge N st Element von dem Mengensystem F, d.h. 1 € N und
x € N ergibt x + 1 € N. Dariiber hinaus ist die Menge N das kleinste (im Sinn von
Inklusion) Element von F.

Beweis. Da 1 € S fiir jedes S € F, so gilt nach (2.1 dass 1 € N. Jetzt beweisen
wir, dass z € N ergibt x +1 € N:

ze€N = zc€8S vSeF
= zx4+1€85 VSeF
— z+1€N.

Somit erfiillt N die Definition von Elementen von F, und N € F.
Die Menge N ist das kleinste Element von F da die Inklusion N C S nach ([2.2))
fiir jedes S € F gilt. m

Beispiel. Das Intervall [1,+00) ist offensichtlich Element von F. Es folgt, dass
N C [1,+00). Insbesondere ist 1 die kleinste natiirliche Zahl, d.h. 1 = minN. Da
1 € N, daraus folgt auch2=1+1€N,3=24+1 € N usw.

Um die Eigenschaften von natiirlichen Zahlen beweisen zu konnen, brauchen wir
das folgende Induktionsprinzip.

Satz 2.2 (Induktionsprinzip) Sei A (n) eine von n € N abhdngige Aussage, die die
folgenden Bedingungen erfiillt:

(1) A(1) ist wahr (Induktionsanfang).
(13) Fir jedes n € N gilt A(n) = A(n+ 1) (Induktionsschritt).

Dann ist A (n) wahr fir alle n € N.

Beweis. Bezeichnen wir mit S die Menge von allen n, fiir die A (n) wahr ist. Nach
dem Induktionsanfang gilt 1 € S, und nach dem Induktionsschritt gilt

zreS=zxcS+1.

Somit S € F, und nach der Definition von N erhalten wir N C S. Folglich ist A (n)
wahr fiir allen € N. m

Die Beweismethode, die das Induktionsprinzip benutzt, heifit die vollstindige
Induktion. Im Induktionsschritt nennt man A (n) die Induktionsvoraussetzung und
A (n+ 1) die Induktionsbehauptung.

Der folgenden Eigenschaften von natiirliche Zahlen werden mit Hilfe von Induk-
tionsprinzip bewiesen.

Satz 2.3 Fiir alle n,m € N gilt:

(@) n+meN
(b) nm € N.
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Beweis. (a) Fixieren wir m € N und beweisen per Induction nach n, dass n+m € N.
Dafiir bezeichnen wir mit A (n) die Aussage, dass n + m € N.

(1) Induktionsanfang A (1).

Aussage A (1) bedeutet, dass 1 +m € N. Da m € N, so folgt es nach dem Satz
dass m + 1 € N, was zu beweisen war.

(77) Induktionsschritt A(n) = A(n+1).

Die Induktionsvoraussetzung A (n) ist: n+m € N.
Die Induktionsbehauptung A (n + 1) ist: (n+ 1) +m € N.
Angenommen, dass A (n) wahr ist, d.h. n+m € N, so erhalten wir (n + m)+1 €
N, woraus folgt
m+1)+m=mn+m)+1eN.

Somit ist die Implikation A (n) = A (n + 1) bewiesen. Nach dem Induktionsprinzip
beschlielen wir, dass A (n) fiir alle n € N gilt, d.h. n +m € N fiir alle n € N, was
zu beweisen war.

(b) Beweisen wir per Induktion nach n, dass nm € N, wobei m fixiert ist.

(1) Induktionsanfang. Firn=1gilt nm=1-m =m € N.
(74) Induktionsschritt von n nach n + 1.
Angenommen dass nm € N, so erhalten wir nach (a)
(n+1)m=nm+m €N,

da m € N gegeben ist und nm € N nach der Induktionsvoraussetzung gilt. m

Satz 2.4 Fiir allen,m € N mitn >m gilt n —m € N.

Beweis. Beweisen wir zunichst diese Behauptung fiir m = 1, d.h.
VYneNmitn>1giltn—1€N. (2.3)
Das letztere ist dquivalent zur folgenden Aussage
An)=(n=1V n—-1€N),
die wir per Induktion nach n beweisen.
(7) Induktionsanfang. A (1) ist wahr, da n = 1.
(#7) Induktionsschritt. A (n + 1) ist wahr, da (n+1) —1=n € N.

Somit ist (2.3]) bewiesen.

Beweisen wir jetzt per Induktion nach m die neue Aussage

B(m) = (Vn € Nmit n > m gilt n —m € N).
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(i) Induktionsanfang B (1) ist genau (2.3]), was schon bewiesen wurde.

(74) Induktionsschritt von m nach m + 1.
Angenommen, dass B (m) wahr ist, beweisen wir B (m + 1), d.h.
VneNmitn>m+1giltn—(m+1)eN.

Da n > m, so erhalten with nach der Induktionsvoraussetzung, dass n —m € N. Da
n > m+1, so gilt n—m > 1 und somit nach dem Induktionsanfang (n —m)—1 € N.
Es bleibt nun zu bemerken, dass

n—(m+1)=n+(=1) (m+1) = n+(=m) + (~1) = (n —m) - L,

was beweist, dass n — (m+1) € N. m

2.2 Summe und Produkt endlicher Folgen

In diesem Abschnitt benutzen wir das Induktionsprinzip um rigorose Definitionen
von Begriffen von Summe und Produkt von mehreren reellen Zahlen anzugeben.
Fiir jede natiirliche Zahl n betrachten wir die Menge

En={keN:1<k<n}=[l,n]NN

von natiirlichen Zahlen zwischen 1 und n. Diese Menge wird héufig auch mit
{1, ...,n} bezeichnet.

Definition. Eine endliche Folge ist eine Abbildung a : £, — R. Man bezeichnet
den Wert a (k) auch mit a; und die Folge a mit {ax};_, oder kurz mit {ay}.

Alle Zahlen ay, heilen die Glieder oder die Elemente der Folge a.

Definition. Definieren wir die Summe ) ;_, aj einer Folge {ay} per Induction nach
n wie folgt:

(1) fiir n =1 setzen wir
1

E ap = ay ,

k=1

(ii) ist > ._; ax schon definiert, so setzen wir

n+1 n
Zak = (Z%) + apyr -

k=1 k=1

Nach dem Induktionsprinzip ist die Summe Y ;_, a; fiir alle n € N definiert.
Man schreibt auch

Zak =a1+as+ ... +a,.
k=1
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Das Zeichen ) ist ein griechischer Grossbuchstabe namens “sigma” (was sich auf
den Buchstaben “S” von “Summe” bezieht).

Zum Beispiel, es gilt
3

E ar = ay + as + as.
k=1

Noch ein Beispiel: sind alle a; gleich a, so gilt

n
E ay = na,
k=1

was man per Induktion nach n beweist.

Definition. Definieren wir das Produkt [],_, ax der Folge {a;} per Induktion nach
n wie folgt:

k=1
und
n+1 n
H ar = H A | * Gt
k=1 k=1

Man schreibt auch
n
Hak =1 Ay ... Q.

Das Zeichen [] ist ein griechischer Grossbuchstabe namens “pi”.
Zum Beispiel, definieren wir die Fakultdf] n! (n mit dem Ausrufezeichen) wie
folgt: fir n € N

und 0! = 1.
Betrachten wir die Folge {ay};_, mit a; = a € R fiir alle k¥ und definieren wir
die Potenzen von a mit

n
a" = | Ia:a-a-...-a,
—
k=1 n times

fiir alle n € N. Aquivalent kann man die Potenzen a” direkt per Induktion definieren:

a' =a und a"' =a"-a fiir allen € N. (2.4)

Im Ausdruck a™ heifit die Zahl a Basis und n — Exponent. Man beweist per Induktion
die folgenden Identitéiten:

a®-a™=a"""  (a™)" =a"", (a-b)" =a" b", (2.5)

fiir alle n, m € N (siehe Aufgabe 33).

I heiBt auch Faktorielle
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Beispiel. Beweisen wir die letzte Identitdt in (2.5) per Induktion nach n. Induk-
tionsanfang fiir n = 1:
(a-b)' =a-b=a'-b..

Induktionsschritt von n nach n + 1:

(a-0)"" = (a-0)"(a-b)=(a"- ") (a-b)

— (an X a) . (bn X b) — an—i—l . bn-i-l‘

Beispiel. Beweisen wir fiir alle n € N die Identitét

PPAETAEES (2.6)
k=1

d.h.
24224 . 4 2n=29onftl _9

Induktionsanfang. Fiir n = 1 ist die linke Seite von ({2.6) gleich

iﬂ =2l =29
k=1

und die rechte Seite gleich
21t _92=22_2=2.2-2.1=2.(2-1)=2,

so dass (2.6) gilt.

Induktionsschritt von n nach n + 1. Angenommen, dass (2.6) fiir ein n € N gilt,
so erhalten wir

n+1 n
Z 2k — Z 2]€ + 2n+1 — (2n+1 o 2) 4 2n+1
k=1 k=1

= 2.9l _9_9ont2_ 9

Y

d.h. (2.6) auch fiir n + 1 anstatt n gilt. Nach dem Induktionsprinzip beschlieffen
wir, dass (2.6) fiir alle n € N gilt.

Die folgenden allgemeinen Eigenschaften der Summe ) lassen sich per Induktion
beweisen:

cZak = (cag)
- )-Se

(sieche Aufgabe 46).
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2.3 Ganze Zahlen

Bezeichnen with mit Z die Vereinigung von {0}, N, und von den Negativen von N,
d.h.
Z :={0}UNU (—-N).
Die Elemente von Z heiflen die ganze Zahlen und Z heifit die Menge von ganzen
Zahlen. Offensichtlich
re€Zund x>0 2 eN.

Viele Eigenschaften von natiirlichen Zahlen lassen sich auf ganze Zahlen verallge-
meinern.

Operationen in 7Z
Satz 2.5 Fliir alle x,y € Z sind x +vy, x — vy, xy auch in 7Z.
Beweis. Da x —y = x + (—y) und (—y) € Z, es reicht zu beweisen, dass xy und

x +y ganze Zahlen sind. Ist x = 0 oder y = 0, so ist die Aussage trivial. Sonst gibt
es natiirliche Zahlen n, m mit x = +n und y = +m.

Betrachten wir, zum Beispiel, den Fall x = n und y = —m. Dann nm € N und
xy =n(—m) = —nm € Z. Beweisen wir jetzt, dass x + y = n — m ist eine ganze
Zahl. Ist n = mdannn —m =0 € Z. Ist n > m dann n — m € N nach Satz [2.4]
Ist n <m,dann m —n € Nundn—m=—(m—n) € Z.

Die anderen Fille von Vorzeichen von z und y werden analog betrachtet. m

Korollar 2.6 Fiirx,y € 7Z ist die Bedingung v > y dquivalent zu x > y+1. Folglich,
fiir jedes n € Z enthdlt das Intervall (n,n + 1) keine ganze Zahl.

Beweis. Sei x > y. Dann z — y > 0 und nach dem Satz gilt x — y € Z, woraus
folgt * —y € N. Da 1 die kleinste natiirliche Zahl ist, so erhalten wir z —y > 1 und
somit x > y + 1. Die Implikation in der Riickrichtung ist trivial: z > y + 1 und
y+ 1>y ergeben x > y.

Ist x eine ganze Zahl in (n,n + 1), so gilt + > n und somit z > n + 1, was im
Widerspruch zu x < n + 1 steht. m

Teilmengen von 7

Satz 2.7 Sei M eine nichtleere Teilmenge von Z. Ist M nach oben beschrinkt, so
existiert max M. Ist M nach unten beschrdnkt, so existiert min M. Insbesondere
existiert min M fiir jede nichtleere Teilmenge von N.

Beweis. Sei M nach unten beschréinkt. Nach dem Satz existiert a = inf M € R.
Beweisen wir, dass a € M, woraus die Identitit ¢« = min M folgen wird. Nehmen
wir das Gegenteil an, dass a ¢ M. Da a + 1 keine untere Schranke von M ist, so
existiert ein n € M mit n < a + 1. Da a eine untere Schranke von M ist, so gilt

9.05.18
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n>a Daa¢ M und n € M, so gilt a # n und somit n > a, d.h. a <n <a+1,
woraus folgt
n—1<a<n.

Fiir jedes x € M gilt x > a und somit z > n — 1. Aus dem Korollar folgt es
dass x > mn. Somit ist n eine untere Schranke von M, was unmoglich ist, da a die
grofite untere Schranke von M ist. Somit beschliefen wir, dass a € M. Der Fall von
max M wird analog behandelt.

Jede nichtleere Teilmenge M von N ist immer nach unten von 1 beschrinkt,
woraus die Existenz von min M folgt. m

Induktionsprinzip mit verschobenem Anfang

Um die Aussagen mit ganzen Zahlen zu beweisen, man benutzt hiufig die folgende
Verallgemeinerung des Induktionsprinzipes.

Satz 2.8 (Induktionsprinzip mit verschobenem Anfang) Seing eine ganze Zahl und
sei A (n) eine von n € Z abhingige Aussage. Angenommen ist das folgende:

(1) A(ng) ist wahr.
(13) Fiir jedesn € Z mitn > ng gilt A(n) = A(n+1).
Dann gilt A (n) fir allen € Z mitn > ny.

Beweis. Setzen wir m = n — ng + 1 und bemerken, dass n € Z < m € Z und
n > ng < m > 1. Um die Aussage A (n) fiir alle ganzen Zahlen n > ng zu beweisen,
reicht es die Aussage

B(m):=A(m+ng—1)

fiir alle m € N zu beweisen. Induktionsanfang: fiir m = 1 die Aussage B (1) = A (ng)
gilt nach (7).
Induktionsschritt: die Implikation
B(m)=A(m+ny—1) = A(m+ne)=B(m+1),

gilt nach (it) mit n=m+ng— 1. m

Negative Potenzen

Definieren wir jetzt die Potenzen a” einer Zahl a € R\ {0} fiir alle n € Z. Fiirn > 0
wurde a” schon oberhalb definiert. Setzen wir

a®:=1 und a " := (a_l)n fiir n € N,

wobei a~! das Inverse von a ist.

Beispiel. Als Beispiel, beweisen wir, dass fiir n € N
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o . _ — n . .
Da nach Definition a™" = (a™!)", so reicht es zu beweisen, dass

()" = (a") ",

was dquivalent zu
(a’l)n ca” =1

ist. Diese Identitét gilt da nach
(a’l)n ca" = (cf1 : a)n =1"=1

(da 1™ = 1 beweist man per Induktion nach n).

Die Identitéiten (2.5)) gelten fiir alle n,m € Z:

av-a" =a""", (@)™ =a"", (a-b)"=da" ",

vorausgesetzt a,b # 0 (siehe Aufgabe 40, 41).

Endliche Folgen

Der Begriff von Folge {ay},_, lésst sich auch verallgemeinern. Fiir je zwei ganze
Zahlen m,n mit m < n, betrachten wie die Menge

{keZ - m<k<m}=[mnNZ

von ganzen Zahlen zwischen m und n und bezeichnen sie kurz mit {m, ..., n}.

Definition. Eine endliche Folge {ay},_, ist eine Abbildung a : {m, ....,n} — R, wo
a (k) = ag.

Die Summe > 7_ ay der Folge {a;} wird fiir alle n > m per Induction nach n
wie folgt definiert:

(i) ist n = m dann setzen wir Y ;" ar = Gp;

(it) ist Y ,_,  ay schon definiert, so setzen wir
n+1 n
g ap = E ai | + apy1.
k=m k=m

Man schreibt auch
Z A = Qm, + Qg1 + ... + Qp.
k=m
Man kann beweisen, dass fiir alle ganzen Zahlen [ mit m <[ < n gilt
n l n
Sa=Yur Y a 27
k=m k=m k=l+1

(sieche Aufgabe 43).
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Archimedisches Prinzip und Gauflklammer

Satz 2.9 (Archimedisches Prinzip) Fiir jedes x € R existiert genau ein n € Z mit
n<zx<n+l, (2.8)
d.h. x € [n,n+1).

Folglich ist R eine disjunkte Vereinigung von allen Intervallen [n,n + 1) mit
n € 2.

Die Zahl n mit ist somit die grofite ganze Zahl mit n < z. Diese Zahl n wird
mit [z] (z in den rechteckigen Klammern) bezeichnet und heiit die Gaufsklammer
von z. Der Wert von n heifit auch der Ganzzahlanteil von z. Zum Beispiel, [%} =0
und [—1] = —1. Fir z € Z gilt [z] = z.

Beweis. Fixieren wir ein € R betrachten die Menge

S={keZ:k<ua}.

Zeigen wir zunéchst, dass diese Menge nicht leer ist. Nehmen wir das Gegenteil an,
dass S leer ist. Dann gilt k > x fiir alle k£ € Z, d.h. x eine untere Schranke von Z
ist. Somit ist Z nach unten beschrinkt und nach Satz 2.7 hat Z das Minimum. Sei
m = min Z. Aber dann ist m — 1 auch in Z, was im Widerspruch zu m — 1 < min7Z
steht.

Da S nichtleer ist und nach oben von z beschrinkt, erhalten wir nach dem Satz
2.7 dass S das Maximum hat. Setzen wir n = maxS. Da n € S, so gilt nach
Definition von S, dass n < x. Dan+1 > n = max S und deshalb n +1 ¢ S,
erhalten wir, dass n + 1 > x. Somit erfiillt n die Bedingungen (2.8).

Um die Eindeutigkeit von n zu beweisen, nehmen wir zunéchst das Gegenteil an,
dass es noch ein n’ € Z gibt mit

n <z<n+1.

Daraus folgt, dass n’ < n + 1 und somit nach Korollar n’ < n. Analog sieht
man, dass n < n’, woraus n = n’ folgt. m

Bemerkung. Fiir den Ganzzahlanteil von x benutzt man auch die Notation |z].
Mit [x] bezeichnet man die einzige ganze Zahl m mit m —1 < z < m. Die Existenz
von m beweist man analog oder durch m = —|—z].

2.4 Binomischer Lehrsatz
Fiir alle a,b € R gelten die Identitdten
(a + b)* = a® + 2ab + b*

und
(a +b)* = a® + 3a%b + 3ab® + b°.
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Hier beweisen wir eine dhnliche Identitét fiir (a + b)" fiir beliebiges n € N. Da die
Summe a + b auch Binom heif}t, so heiflit solche Identitéit binomische Formel oder

binomischer Lehrsatz. 11.05.18
Fiir ganze Zahlen n > k > 0 definieren wir den Binomialkoeffizient (7) (“n iiber
k”) durch
n n!
e — 2.9
(k) (n—k)IED (29)

wobein! =1-2-...-nfirn € Nund 0! = 1.

Es folgt aus (2.9), dass
n\ n
k) \n—-k)

|
ny _nl _ 1
0 0ln!
n n!
= — =N
1 (n—1)! ’

(Z) "2l (nn!— 2) n(n2— 2

Satz 2.10 (Binomischer Lehrsatz) Fiir alle a,b € R und n € N gilt

(a+0b)" = i (Z) a"Fk, (2.10)

k=0

Z.B. wir haben

Beispiel. Es folgt aus (2.10), dass fiir n = 4

4
4 4 4 4
(a+b)* = Z (k>a4kbk =a*+ (1)a3b+ (2)a2b2 + (3>ab3 + b

k=0
= a* + 4430 + 6a%0* + 4ab® + v*

und firn =5

5
(a+b)° = Z (2) a’ R = ad + <?> a*b + (2) a*b® + (2) a’b® + <i> ab* +b°

k=0
= a® 4+ 5a*b + 10a3b? + 10a0® + 5ab* + V°.

Beweis. Wir benutzen die folgende Identitit: fiir alle n > j > 1 gilt

(?) " (j ! 1) - (nj 1>' (2.11)

(siche Aufgabe 45). Wir beweisen (2.10)) per Induction nach n. Induktionsanfang:
i

fir n =1 ist ( dquivalent zu (a + b)' = a + b.
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Induktionsschritt von n nach n + 1:

(a+b)"" = (a+b)(a+bd)"

= (a+0b) Z ( k;) a"Fy* (Induktionsvoraussetzung)
k=0

_ ~ (n n—kk — (n n—kyk
= aZ(k)a b —I—bZ(k)a b
k=0 k=0
— zn: <Z> an—k-‘rlbk + Xn: <Z) an—kbk—H
k=0

k=0
n n n+1 n
= Z < .)an_j+1bj + Z ( )a”_(j_l)bj (Wechsel j =k + 1)
=0 \J Pl

gty (T‘l)an—j—i—lbj_‘_ (” )an—j+1bj+bn+1
Z J ; j—1

()= (1)) rw
_ (TL"‘1) (n+1) jb7+bn+1 211

= <n+ 1 a1 - ij

was zu beweisen war. ®

2.5 Rationale Zahlen

Eine rationale Zahl ist ein Quotient von ganzen Zahlen, d.h. eine reelle Zahl der

Form ¢ mit a,b € Z, b # 0. Die Menge von allen rationalen Zahlen wird mit Q
bezeichnet, so dass

@:{%:a,bez,b7&o}.
Offensichtlich gelten die Inklusionen
NCZcQcR.

Da 0 < % < 1, so erhalten wir nach Korollar dass % keine ganze Zahl ist. Da
% € Q, so sehen wir, dass die Inklusion Z C Q echt ist.

Satz 2.11 Die Menge Q ist angeordneter Kérper.

Beweis. Wir miissen nur zeigen, dass Q beziiglich der Operationen Addition und
Multiplikation abgeschlossen ist, und auch das Negative und Inverse von rationalen
Zahlen auch in Q liegen. Dann alle Axiome der Addition, Multiplikation und Ord-
nung gelten automatisch, da Q Teilmenge von R ist.
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Die obigen Aussagen folgen von den folgende Identitéten, wobei a, b, ¢, d ganze

Zahlen sind:
ad + be

ac

¢ a c
d bd b d bd

G- @

Hier die Nenner b, d sind nicht gleich Null, und in der letzten Identitéit auch a # 0.
Fiir Beweis siche Aufgabe 22. m

@,
b

und

Bemerken wir, dass die Menge R\ Q von irrationalen Zahlen nicht leer ist, da
/2 irrational ist (siehe Aufgabe 55). Daraus auch folgt, dass der Korper Q nicht
vollstiandig ist, da das Vollstéindigkeitsaxiom die Existenz der Quadratwurzel /a fiir
jedes a > 0 impliziert.

2.6 Endliche Mengen und Kardinalitét

Definition. Seien XY zwei nicht-leere Mengen. Die Menge X heif3t gleichmdchtig
(oder dquivalent) zu Y falls es eine bijektive Abbildung f : X — Y gibt. In diesem
Fall schreibt man X ~ Y. Die leere Menge () ist nach Definition gleichmiichtig zu
sich selbst, d.h. § ~ 0.

Satz 2.12 Die Gleichmdchtigkeit von Mengen hat die folgenden Eigenschaften:

o X ~ X (Reflexivitdt)
e X ~Y =Y ~ X (Symmetrie)

e X ~Y ANY ~Z= X~ Z (Transitivitdt).

Beweis. Der Fall mit leeren Mengen ist trivial, so nehmen wir an, dass alle Mengen
X, Y, Z nicht leer sind. Da die Identitédtsabbildung Idx : X — X bijektiv ist, haben
wir X ~ X.

Gilt X ~ Y, so existiert eine bijektive Abbildung f : X — Y. Nach dem Satz
ist die Umkehrabbildung f~! : ¥ — X wohldefiniert und bijektiv, woraus ¥ ~ X
folgt.

Existieren die bijektiven Abbildungen ¢ : X — Y und f : Y — Z, so ist die
Verkettung f o g : X — Z bijektiv nach dem Satz[1.6], woraus X ~ Z folgt. m

Fiir jedes n € N betrachten wir die Menge
En={1,.,n}={keN:1<k<n}.

Setzen wir auch & = 0. Es ist klar, dass &, C &, fir n < m.

Definition. Eine Menge S heiit endlich falls S ~ &, fiir ein n € NU {0}. Gibt es
solches n nicht, so heifit .S unendlich.



42 CHAPTER 2. GANZE ZAHLEN UND VOLLSTANDIGE INDUKTION

Fiir n = 0 bedeutet S ~ & dass S eine leere Menge ist. Fiir n € N bedeutet
S ~ &, die Existenz einer Bijektion f : £, — S, d.h. die Menge S ldsst sich mit den
Zahlen 1, ...,n aufzéhlen.

Definition. Gilt S ~ &,, so sagen wir: die Anzahl von Elementen von S ist n, oder
die Kardinalzahl von S ist n, oder die Kardinalitdt von S ist n. Man bezeichnet
die Kardinalitét von S mit card S oder mit |S| (Betrag von S).

Beispiel. Fiir die Menge S = {a,b} gilt card S = 2, da diese Menge zu & = {1, 2}
gleichméchtig ist.

Wir beweisen einige Eigenschaften von endlichen Mengen und ihren Kardinal-
itdten. Aber zunichst zeigen wir, dass die Kardinalitéit wohldefiniert ist, d.h. S ~ &,
und S ~ &, mit verschiedenen Zahlen n, m unmoglich ist.

Satz 2.13 Sind m,n natirliche Zahlen mit m > n, so gibt es keine injektive Abbil-
dung f : €, — &,. Insbesondere sind &, und &, gleichmdchtig genau dann, wenn
m=n.

Die Aussage von Satz[2.13|heifit das Schubfachprinzip: sind m Objekten zwischen
n Schubfichern verteilt, wobei m > n, so gibt es ein Schubfach mit mindestens zwei
Objekten.

Es gibt viele interessante Anwendungen von diesem Prinzip. Im Beweis benutzen
wir den Begriff von disjunkter Vereinigung.

Definition. Seien A, B zwei Mengen. Die disjunkte Vereinigung AU B wird als die
Vereinigung AU B definiert, vorausgesetzt ANB = (). Im Fall ANB # () wird AU B
nicht definiert.

Behauptung Disjunkte Vereinigung hat die folgende Figenschaft: ist A ~ A’ und
B ~ B’ so gilt
AUB~ A UB, (2.12)

vorausgesetzt dass AN B =0 und A’ B' = (.

Beweis. Seien f: A — A’ und g : B — B’ bijektive Abbildungen. Definieren wir
die Abbildung
F:AuB - AUB

wie folgt:
| f(2), falls x € A,
F(z) = { g (z), falls z € B.
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Dann ist F' bijektiv, woraus (2.12)) folgt. =

Vor dem Beweis des Satzes 2.13] beweisen wir noch ein Lemma.
Lemma 2.14 Fir jedes n € N und fiir jedes a € E,11 gilt
Enr \ {a} ~ &,. (2.13)
Beweis. Induktion nach n. Fiir n =1 ist offensichtlich, dass fiir a = 2

E\{ay ={L2}\ {2} = {1} =&

und fiira =1
E\{a} = {1, 2]\ {1} = {2} ~ {1} = &.

Induktionsschritt von n nach n + 1. Angenommen sei , beweisen wir, dass fiir
jedes a € &40

Ena \ {a} ~ Enia. (2.14)
Ist a = n+ 2, so gilt

Enr2a \{n +2} = Epp1 ~ Eppa.

Ist @ < n+ 2, so liegt a in &,11. Nach Induktionsvoraussetzung haben wir (2.13),
woraus mit Hilfe von folgt

Enia\{a} = (o \{a})U{n+2}

Fiir den Beweis brauchen wir auch den folgenden Begriff. Sei f : X — Y eine
Abbildung.

Definition. Eine Einschrinkung (Restriktion) von f auf einer Teilmenge U C X
ist die Abbildung

g : U—=Y
g(x) = [f(z).

Schreibweise: g = f|y. In anderen Worter f|y hat die gleiche Zuordnung und den
gleichen Wertebereich wie f aber den kleineren Definitionsbereich.

Liegt das Bild f(X) in einer Teilmenge V' C Y, so kann man die folgende
Abbildung betrachten:

h : X—=V
hiz) = f(z).

Fiir diese Abbildung gibt es keine spezielle Notation, man bezeichnet sie auch mit
f mit Erkldrung dass der Wertebereich gleich V' anstatt Y ist.

Beweis von dem Satz [2.13] Die Bedingung m > n impliziert, dass m > n + 1
und somit &,,1 C &,. Soll eine injektive Abbildung f : &, — &, mit m > n
existieren, so ist die Einschréinkung f|e,,, eine injektive Abbildung von &, nach
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E,. Deshalb reicht es zu beweisen, dass es keine injektive Abbildung &,.1 — &,
gibt. Diese Aussage beweisen wir per Induktion nach n.

Induktionsanfang fiir n = 1. Es gibt nur eine Abbildung f : & — & und zwar
mit f (1) = f(2) = 1. Somit ist f nicht injektiv.

Induktionsschritt von n nach n + 1. Sei

f : gn+2 - 5n+1

eine injektive Abbildung. Setzen with a = f (n + 2).

n+z h<+| h4p

/
1 (oW N+

én—\—l

Da f injektiv ist, so gilt
f(k)#a Vke€& .

Somit ergibt die Einschrinkung von f auf £,. eine injektive Abbildung
h:&ni1— Enia \ {a}. (2.15)
Nach Lemma, gilt , d.h. es gibt eine bijektive Abbildung
g: &1 \{a} =&, (2.16)

Die Komposition zweier injektiven Abbildungen ([2.15) und (2.16)) ergibt eine injek-
tive Abbildung
90h15n+1 _>gn7

was im Widerspruch zur Induktionsvoraussetzung steht. Somit ist das Schubfach-
prinzip bewiesen. 16.05.18
Beweisen wir jetzt, dass
Em~E, & m=n.

Im Fall n = m gilt &, ~ &,,. Ist m > n so gibt es keine injektive Abbildung &,, — &,
und somit &, ¢ &,. Im Fall n > m gibt es keine injektive Abbildung &, — &, und
wieder £, £ E,. B

Somit ist die Kardinalitédt card A wohldefiniert fiir jede endliche Menge A. Es
folgt auch aus dem Satz dass fiir beliebige endliche Mengen A und B mit
card A > card B es keine injektive Abbildung f : A — B gibt.

Korollar 2.15 Gilt card A = card B so ist jede injektive Abbildung f : A — B
notwendigerweise bijektiv.

Beweis in Aufgabe 52.
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Korollar 2.16 Die Menge N ist unendlich.

Beweis. Nehmen wir das Gegenteil an, dass N endlich ist. Dann existiert eine
Bijektion f : N — &, mit einem n € N. Die Einschréinkung f|g, , ist dann eine
injektive Abbildung von &,,; nach &,, was nach dem Schubfachprinzip unméglich

ist. m

Satz 2.17 Jede Teilmenge S einer endlichen Menge M ist endlich und

card S < card M.

Beweis. Sei n = card M. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an,
dass M = &,, und beweisen per Induktion nach n, dass jede Teilmenge S von &,
endlich ist und card S < n.

Induktionsanfang. Ist n = 0, so ist jede Teilmenge S von & leer und somit
endlich mit card S = 0.

Induktionsschritt von n nach n 4+ 1. Angenommen sei: jede Teilmenge T" von &,
ist endlich und card T' < n. Wir beweisen, dass jede Teilmenge S C &, 1 endlich ist
und card S < n + 1. Betrachten wir zwei Fille.

Gilt S C &,, so ist S endlich nach Induktionsvoraussetzung, und card S < n <
n+ 1.

Gilt S ¢ &,, so enthélt S die Zahl n + 1. Die Menge S’ = S\ {n+ 1} ist
eine Teilmenge von &, und somit nach Induktionsvoraussetzung ist S’ endlich und
card S’ < n. In anderen Worter S’ ~ &,, fiir ein m < n.

S
—

I - £ P
<7

Dann erhalten wir mit Hilfe von (2.12))
S=S5U{n+1}~E, U{m+1} =E&,1,

woraus die Endlichkeit von S folgt, und auch cardS=m+1<n+1. =

Es folgt aus dem Satz [2.17], dass fiir jede zwei endliche Mengen A, B auch die
Mengen AN B, A\ B, B\ A endlich sind.

Satz 2.18 Fliir beliebige endliche Mengen A, B ist die Vereinigung A U B auch
endlich. Es gilt auch

card (AU B) = card A + card B, (2.17)

vorausgesetzt dass A und B disjunkt sind.
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Beweis. Die Vereinigung A U B lésst sich als eine disjunkte Vereinigung darstellen:

AUB = (ANB)U(ANB)N(A°NB)
= (A\B)U(ANnB)U(B\A)

(dies folgt aus der Aufgabe 10 mit X = AU B). Deshalb reicht es zu beweisen, dass
eine disjunkte Vereinigung zweier Mengen endlich ist.

Seien jetzt A, B zwei disjunkte endliche Mengen mit card A = n und card B = m,
d.h.
A~E, und B ~E&,. (2.18)

Wir beweisen, dass AU B endlich ist und dass (2.17)) gilt. Dafiir betrachten wir die
Menge
E ={n+1,.,n+m}.

Offensichtlich gilt &,, ~ &/ (mit Bijektion £ — n + k) und somit B ~ & . Die
Mengen &, und &£ sind disjunkt, woraus folgt, dass
AUB~E&EUE ={1,..,n}U{n+1,...n+m}=E,im,
woraus folgt
AUB ~ Epip. (2.19)
Insbesondere ist A LI B endlich. Die Identitét (2.17)) folgt aus (2.19). m

Bemerkung. Es folgt aus (2.17)) dass fiir jede Teilmenge B einer endlichen Menge
A gilt
card (A \ B) = card A — card B,

da A= BU(A\ B). Fiir beliebige endliche Mengen A und B gelten die Identitéiten:
card (AU B) = card A + card B — card (AN B),

card (A x B) = card A card B, (2.20)
card P (A) = 26444
(siehe Aufgaben 49, 50, 58).

2.7 * Zahlensystem: g-adische Darstellung natiir-
licher Zahlen

Ein Zahlensystem ist eine Methode von bequemer Darstellung von Zahlen. Im All-
tag benutzt man die dezimale Darstellung. In Rechnern wird ein anderes Zahlensys-
tem angewandt — das Dualsystem. In diesem Abschnitt besprechen wir Darstellung
natiirlicher Zahlen in einem g¢-adischen Zahlensystem, wobei ¢ > 1 eine fixierte
natiirliche Zahl ist, die die Basis des System heif}t.

Bezeichnen wir mit Z, die Menge von nichtnegativen ganzen Zahlen, d.h. Z, =
NuU{0}.
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Satz 2.19 Sei g > 1 eine natiirliche Zahl. Fir jedes © € N existieren genau ein
n € Zy und genau eine Folge {ay},_, von ganzen Zahlen ay € {0,...,q — 1} mit
a, # 0 derart, dass

n

r= Z arq” (= ag+aiq+ ...+ a.q"). (2.21)
k=0

Definition. Die Identitdt (2.21)) heifit die Darstellung von z im g-adischen Zahlen-
system (= das Zahlensystem zur Basis q). Die Identitét (2.21) wird in Kurzform
wie folgt geschrieben:

T = ApGp_q...00 oder x = (anan,l...ao)q.

(mit dem Produkt nicht zu verwechseln).

Die Zahlen {0, ...,q — 1} heiflen ¢-adische Ziffern. Die Zahl a;, heifit der Ziffer-
nwert an der Stelle k, und ¢* heifit der Stellenwert an der Stelle k. Die Ziffer a,, an
der hochstwertigen Stelle n mufl immer positiv sein.

Die géingigsten Basen sind ¢ = 2 (Dualsystem), ¢ = zehn := 9 + 1 (Dezimalsys-
tem) und ¢ = sechzehn := zehn + 6 (Hexadezimalsystem).

Im Dualsystem gibt es nur zwei Ziffern 0 und 1. Die Zahlen 1,2,3,4,5,6,7,8,9
werden im Dualsystem wie folgt dargestellt:

1y, 104, 115, 1005, 101y, 1105, 1115, 10005, 1001y,

z.B.
1100 =0+1-24+1-22=2+4=6.

Die Ziffern im Dezimalsystem sind 0,1,2,...,9. Im Hexadezimalsystem sind die
Ziffern 0,1,...,9, A, B,C, D, E, I, wobei die Buchstaben die Ziffern zwischen zehn
und fiinfzehn bezeichnen. Zum Beispiel, es gilt

C3Fx = (F+3-q+C-¢%), = (154+3-16+12:16%), = 31354e.

hex

Der Satz bedeutet, dass jede natiirliche Zahl sich im g-adischen System
eindeutig darstellen ldsst. Fiir den Beweis brauchen wir das folgende Lemma.

Lemma 2.20 (Ganzzahlige Division) Sei ¢ > 1 eine natiirliche Zahl. Fir jedes
x € 7 existiert genau einy € Z und einr € {0,...,q — 1} mit

T =qy+r. (2.22)

Diese Darstellung heifit die ganzzahlige Division von x durch q. Die Zahl y heif3t
der Quotient und r heifit der Rest der ganzzahligen Division.

Beweis. Fiir die Existenz setzen wir y = [%] (=die Gaulklammer von o siehe Satz

2.9), so dass

Xz
y< —<y+1.
q

Es folgt, dass
qy <r<qy+gq,
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und somit
0<z—qy<aq.

Setzen wir
ri=x - qy,
so dass ([2.22) erfiillt ist. Die Zahl r ist ganz und erfiillt 0 < r < ¢, woraus folgt

re{0,...q—1}.
Fiir die Eindeutigkeit nehmen wir an, dass es noch eine solche Darstellung
r=qy +1

gibt. Daraus folgt, dass
r—r'=q(y-y).

Isty#vy,zB.y>y,sogilty—y >1und q(y —y') > q wihrend r — 1’ < ¢ — 1.
Somit ist y = ¢’ und dann auch r =7'. =

Im n#chsten Beweis benutzen wir die folgende Variante des Induktionsprinzips.

Satz 2.21 (Induktionsprinzip “von < n nach n”) Sei A(n) eine von n € N ab-
hingige Aussage, die die folgenden zwei Bedingungen erfillt:

(1) A(1) ist wahr;

(17) fiir jede natiirliche Zahl n > 2 gilt: ist A (k) wahr fir alle k < n, so ist A(n)
auch wahr.

Dann ist A (n) wahr fir alle n € N.

Beweis. Bezeichnen with mit B (n) die Aussage, dass A (k) fiir alle natiirlichen
Zahlen k mit 1 < k < n erfiillt ist. Beweisen wir per Induktion nach n, dass B (n)
fiir alle n € N erfiillt ist, woraus gleiches auch fiir A (n) folgen wird.

Induktionsanfang: B (1) ist dquivalent zu A (1) und somit ist wahr nach (7).

Induktionsschritt von n nach n 4 1. Beweisen wir, dass B (n) = B (n+ 1). Ist
B (n) wahr, so ist A (k) wahr fiir alle £ < n, d.h. fiir alle k < n + 1 (siehe Korollar
2.6). Nach (i) ist dann A (n + 1) auch wahr. Somit ist A (k) wahr fiir alle k < n+1,
was bedeutet, dass B (n + 1) wahr ist. Nach dem Induktionsprinzip des Satzes
beschlieflen wir, dass B (n) fiir alle n € N wahr ist. =

Beweis von dem Satz Zunichst beweisen wir per Induktion nach x € N die
Existenz der g-adischen Darstellung (2.21). Bezeichnen wir mit A (z) die Aussage,
dass eine g-adische Darstellung von = existiert. Induktionsanfang fiir z = 1:
ist erfiillt mit n = 0 und q¢ = 1.

Induktionsschritt von < z nach x bedeutet folgendes: angenommen, dass A (y)
fiir alle y < z gilt, zu beweisen, dass A (x) gilt. So, nehmen wir an, dass es fiir jedes
y € N mit y < x eine g-adische Darstellung gibt, und beweisen wir die Existenz der
g-adischen Darstellung fiir x.
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Wir benutzen die ganzzahlige Division von x durch ¢, d.h. die Identitét (2.22)).
Ist y = 0 so ist * = ap mit ag = r die g-adische Darstellung von x. Sonst gilt
1 <y < x und nach Induktionsvoraussetzung hat y eine g-adische Darstellung

y=>Y b".
k=0
Einsetzen in (2.22)) ergibt eine g-adische Darstellung von z wie folgt:

r = r—i—qy:r—iqubqu

k=0
m
= r—+ Z bqu+1
k=0
m+1
= r+ Z bi—1q
=1
m+1 n
= Qo+ Z ag = Zaqua
=1 =0

wobei ag =1, a; = by_q fiir { > 1, und n = m + 1.

Beweisen wir jetzt die Eindeutigkeit der g-adischen Darstellung , auch per
Induktion nach x. Fiir x < ¢ gibt es nur eine Darstellung z = ag mit n = 0 (ist
n > 1so gilt > a,q™ > q). Sei z > ¢q. Dann n > 1 und wir haben

T =anq" + ... +a1q1 + ao = q (anq" + ...+ a1) + ag = qy + ap,
wobei
y=a,q""" +..+a. (2.23)

Da =z = qy + ag die ganzzahlige Division ist, so sind y und a( eindeutig bestimmt.
Da y < =z, so ist die g-adische Darstellung von y eindeutig bestimmt nach
der Induktionsvoraussetzung, woraus folgt, dass der Wert von n und alle Ziffern
ai, ..., a, auch eindeutig bestimmt sind. m

Die g-adische Darstellung von reellen Zahlen (Kommazahlen) wird spéter be-
sprochen.

2.8 * Schriftliche Addition und Multiplikation

Wir besprechen kurz schriftliche Addition und Multiplikation mit Hilfe von ¢g-adischer
Darstellung. Betrachten wir zwei natiirliche Zahlen im ¢-adischen System

n

T = (an...ao)q = Z arq”

k=0

und

Y= (bm-bo), = Y big".
k=0
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Ist n > m so erweitern wir die Folge {bx},~, zu {bx};_, indem wir b, = 0 fiir alle
k > m setzen. Im Fall n < m erweitern wir analog {ay};_,. So, ohne Beschréinkung
der Allgemeinheit nehmen wir an, dass n = m. Die schriftliche Addition basiert auf
der offensichtlichen Identitét

n n

r+y= Zaqu—l—Zbqu = Z(ak—l—bk)qk,
k=0

k=0 k=0
d.h.

n

T+y= Z crg”, (2.24)
k=0

wobei ¢, = a + by, Gilt ¢, < g — 1 fiir alle k, so erhalten wir schon die g-adische
Darstellung von = + y:

T4y = (Cn--Co), -
Gibt es ein k£ mit ¢, > ¢, so setzen wir

[ =min{k:c, > q}.
Ganzzahlige Division von ¢; durch ¢ ergibt
C = dq + T,

wobei r € {0, ...,q — 1} and d € N (iibrigens ist d = 1 da ¢; = a; + b; < 2¢). Somit
gilt

aq = rd + dg¢™,
und man ersetzt zwei Glieder in der Summe ([2.24) wie folgt:

cq’ durch r¢

ce1q™ durch  (cppq + d) ¢

so dass der Wert der Summe bleibt unverindert und der Koeffizient vor ¢' schon
< ¢ — 1 ist. Dieses Verfahren heifit Ubertrag von d von der Stelle I nach der Stelle
[+ 1. Dann holt man Ubertrige in den hoheren Stellen wieder bis alle Koeffizienten
< g —1 sind.
Fiir dieses Verfahren braucht man die Additionstabelle im Voraus zu erstellen,
d.h. alle Summen a + b mit den Ziffern a,b € {0, ...,¢ — 1} im Voraus zu wissen.
Die schriftliche Multiplikation basiert auf der Identitét

oy - (zaqu)-(zblql)
k=0 =0
== ZZakblqk+l (225)

k=0 =0

(sieche Aufgabe 46). Um axb; berechnen zu kénnen braucht man zunéchst die Mul-
tiplikationstabelle fiir alle Produkte a - b mit den Ziffern a,b € {0, ...,q — 1}. Diese
Tabelle wird mit Hilfe der Identitéit

ab:Zb:b+...+b

k=1 a mal
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erstellt. Die Doppelsumme ([2.25)) lisst sich wie folgt umformen:

N
roy=>Y o,
=0

wobei ¢; € Z,. Dann benutzt man Ubertrige wie oberhalb um alle Koeffizienten
< g — 1 zu machen.

2.9 * Alternative Konstruktion von R

Wir haben die Theorie mit den Axiomen von reellen Zahlen angefangen. Hier be-
sprechen wir kurz eine andere Konstruktion von reellen Zahlen, wenn man mit den
natiirlichen und ganzen Zahlen anfiingt und nur danach die reellen Zahlen definiert.
Es gibt zwei Ansétze fiir Einfithrung von natiirlichen Zahlen.

Peano-Axiomen fiir natiirliche Zahlen

In diesem Ansatz wird die Menge N axiomatisch mit Hilfe von Peano-Aziomen
definiert.

Eine Menge N heifit die Menge von natiirlichen Zahlen und die Elementen von N
heiflen natiirliche Zahlen, falls es eine Abbildung F' : N — N gibt, die die folgenden
Axiome erfiillt:

1. F ist injektiv (d.h. F'(n) = F (m) = n =m).

2. Es gibt ein Element 1 € N das nicht zum Bild von F' gehort (d.h. F' (n) # 1 fir
alle n € N).

3. Sei M eine Teilmenge von N mit den folgenden Eigenschaften:
(a) 1€ M,
(b) ne M = F(n) € M.
Dann gilt M = N.

Die Zahl F'(n) heit der Nachfolger von n und entspricht zu n + 1. Das dritte
Axiom ist genau das Induktionsprinzip.

Man definiert die Addition und Multiplikation von natiirlichen Zahlen per In-
duktion wie folgt:

1. n+1:=F(n)
2. n+ F(m):=F(n+m)
3.n-1:=n

4. n-F(m):= (n-m)+m.

Die Ungleichheit ist wie folgt definiert: n < m gilt genau dann, wenn m =
n + k fir ein k£ € N. Weiter werden die iiblichen Eigenschaften von Addition,
Multiplikation und Ungleichheit bewiesen.
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Mengentheoretisches Modell der natiirlichen Zahlen

In diesem Ansatz definiert man die natiirlichen Zahlen als Kardinalzahlen von endlichen
Mengen. Man sagt, dass eine Menge M endlich ist, falls M zu keiner echten Teil-
menge gleichméchtig ist. Die natiirlichen Zahlen (inklusive Null) lassen sich als die
Kardinalzahlen von endlichen Mengen definieren, d.h. als Aquivalenzklassen von
gleichméchtigen Mengen. In anderen Worter, alle gleichmiichtige endliche Mengen
stellen eine natiirliche Zahl dar.

Man definiert die Zahl 0 als die Kardinalzahl der leeren Menge (). Betrachten
wir die Menge A = {0} und definieren die Zahl 1 als die Kardinalzahl von A. Sei
eine natiirliche Zahl n schon definiert als die Kardinalzahl einer Menge N. Dann
definieren wir den Nachfolger n + 1 als die Kardinalzahl der Menge M = N U {N},
wobei { N} die Menge aus einem Element N ist. Zum Beispiel, 2 ist die Kardinalzahl
der Menge B = AU {A} = {0,{0}}, die Zahl 3 ist die Kardinalzahl der Menge
C =BU{B} ={0,{0},{0,{0}}}, usw.

Alternativ kann man Potenzmengen benutzen um hohere natiirliche Zahlen zu
erhalten. Definieren wir die Menge A als die Potenzmenge der Menge (), d.h. A =
P (0) = {0} und die Zahl 1 als die Kardinalzahl von A. Sei B die Potenzmenge von
A, dh. B="P(A) ={0,A}. Dann definieren wir 2 als die Kardinalzahl von B. Sei
D die Potenzmenge von B, d.h. D =P (B) = {0,{0},{A}, B}. Dann definieren
wir 4 als die Kardinalzahl von D, usw. Mit Hilfe von weiteren Potenzmengen kénnen
wir beliebig grofie endliche Mengen konstruieren und somit die Existenz von beliebig
groflen natiirlichen Zahlen zeigen.

Um die Operationen + und - auf den natiirlichen Zahlen definieren benutzt man
die Identitéten (2.17) und ([2.20). Die Ungleichung < wird wie folgt definiert: ist N
eine echte Teilmenge einer endlichen Menge M, so ist die Kardinalzahl von N kleiner
als die Kardinalzahl von M. Dann beweist man alle notwendigen Eigenschaften von
Addition, Multiplikation und Anordnung.

Ganze und rationale Zahlen

Nach der Einfithrung von N definiert man die negativen Zahlen, die Null und die
Menge Z als die Vereinigung N U (—N) U {0}, und auch die Operationen in Z.
Weiter definiert man die Briiche § als Paaren (p, q) von ganzen Zahlen mit ¢ # 0.

Die zwei Briiche § und %: heifien #quivalent, falls p¢’ = ¢p’. Die Menge von Aquiv-
alenzklassen von Briichen bezeichnet man mit Q, und die Elementen von Q heiflen

die rationalen Zahlen. Jede Zahl n € Z lisst sich als Element von Q betrachten mit

Hilfe der Zuordnung n — 7.

Man definiert die Summe und das Produkt von Briichen mit

a c __ ad+ch
1'b+d_ bd
a . c _ ac

2'b d ~ bd’

Auch definiert man die Ungleichheit < auf Q: die Ungleichung § < £ mit posi-
tiven b und d gilt genau dann wenn ad < be. Fiir negativen Werten von den Nennern
gibt es eine offensichtliche Modifikation.
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Man zeigt, dass die Operationen +, - und die Relation < auch fiir Aquivalenzk-
lassen wohldefiniert sind und mit den Operationen +, - bzw mit der Relation < auf Z
kompatibel sind. Die so definierte Menge Q ist ein angeordneter Korper. Allerdings
erfiillt Q das Vollstéindigkeitsaxiom nicht.

Reelle Zahlen als Dedekindsche Schnitte
Eine Teilmenge S von Q heifit Dedekindscher Schnitt falls
1. S ist nicht leer und ist nach oben beschrinkt;
2. ist x € S, so gilt auch y € S fiir alle y < x;
3. S hat kein maximales Element.
Zu jedem a € QQ entspricht ein Dedekindscher Schnitt
Se={r€Q:z<a}.
Aber es gibt die Schnitte, die keiner rationalen Zahl entsprechen, zum Beispiel
S:{xEQ:xSO \Y :U2<2}
(hétten wir v/2 schon definiert, so konnten wir diesen Schnitt als

S:{xe@:x<\/§}

darstellen).

Die Dedekindschen Schnitten von Q heiflen die reellen Zahlen und die Menge
von den reellen Zahlen wird mit R bezeichnen. Die Zuordnung a — S, erlaubt uns
die rationalen Zahlen als Elemente von R identifizieren.

Man definiert die Operationen +, - und die Relation < auf R. Zum Beispiel, fiir
Schnitte S und 7" ist die Summe der folgende Schnitt:

S+T={x+y:zeS,yeT}.
Die Ungleichung S < T gilt genau dann, wenn
VeeS JyeT z<y.

Man beweist, dass alle Axiome von R erfiillt sind, insbesondere das Vollsténdigkeit-
saxiom.

2.10 * Kardinalitit unendlicher Mengen

Maichtigkeit von Mengen

Wir haben schon die Gleichmiichtigkeit von zwei Mengen definiert.

Definition. Die Mengen X und Y heiflen gleichmdchtig oder dquivalent, falls es
eine bijektive Abbildung f : X — Y gibt. In diesem Fall schreibt man X ~ Y.
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Jede endliche nicht-leere Menge X ist #dquivalent zu einer der Mengen &, =
{1,...,n} mit n € N. In diesem Fall sagen wir, dass die Anzahl von Elementen von
X ist n und schreiben card X = n. Man sagt auch, dass die Kardinalzahl von X ist
gleich n.

Die Kardinalzahlen von unendlichen Mengen koénnen als Verallgemeinerung von
natiirlichen Zahlen betrachtet werden.

Definition. Fiir je zwei Mengen X,Y schreiben wie X <Y falls X zu einer Teil-
menge von Y gleichméchtig ist.

Insbesondere gilt X <Y fall X eine Teilmenge von Y ist.

Behauptung. Die Relation X <Y gilt genau dann, wenn es eine injektive Abbil-
dung f : X =Y gibt.

Beweis. Ist X zu einer Teilmenge Y’ C Y gleichmiichtig, so existiert eine bijektive
Abbildung g : X — Y. Definieren wir f : X — Y mit f(z) = g (z) und erhalten
somit eine injektive Abbildung. Umgekehrt, existiert eine injektive Abbildung f :
X — Y, so bezeichnen wir Y = f (X) und erhalten damit eine bijektive Abbildung
f: X — Y’ wobei Y’ eine Teilmenge von Y ist. m

Die Ungleichheit zwischen Mengen erfiillt die folgenden Eigenschaften:
1. & =2 &n < n < m (folgt aus dem Schubfachprinzip)
2. X =< X (trivial)

3. X XY ANY 27 = X < Z (da Komposition von injektiven Abbildungen
wieder injektiv ist)

4. XY ANYX=X=Y

5. fiir je zwei Mengen X,Y gilt X <Y VvV Y < X.

Die Eigenschaften 4 und 5 haben die komplizierten Beweise, die wir nicht angeben
(und nicht brauchen).

Abzidhlbare Mengen

Definition. Eine Menge X heifit abzdhlbar falls X ~ N.

In diesem Fall schreibt man
card X = N,

und sagt, dass die Kardinalzahl von X Aleph-null ist genannt (wobei R der erste
Buchstabe Aleph des hebriischen Alphabetes ist).

Ist X abzéhlbar, so existiert ein Bijektion f : N — X. Bezeichnen wir f (n) = x,,.
Dann lisst sich X als eine unendliche Folge darstellen:

X ={z,:neN} ={z,}, oy = {zn}re; = {21, 22, ...}
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Man sagt, dass die Menge X mit natiirlichen Zahlen abgeziihlt ist.

Beispiel. (Hilberts Hotel) Stellen wir ein Hotel mit einer abzihlbaren Menge von
Zimmern vor, die mit allen natiirlichen Zahlen durchnummeriert sind. Seien alle
Zimmer schon belegt, aber es kommt noch ein Gast an. Man kann doch Platz fiir
den neuen Gast befreien, indem man den Gast aus Zimmer Nr 1 nach Zimmer Nr
2 versetzt, den Gast aus Zimmer Nr 2 nach Zimmer Nr 3, usw. Damit wird das
Zimmer Nr 1 frei fiir den neuen Gast.

Auflerdem kann man Platz fiir abzihlbar vielen neuen Giiste machen. Seien die
neuen Géiste auch durchnummeriert mit natiirlichen Zahlen. Der alte Gast aus dem
Zimmer Nr n wir nach Zimmer Nr 2n versetzt, und somit werden alle ungeraden
Zimmer frei. Der neue Gast mit Nummer m wird dann ins Zimmer Nr 2m — 1
untergebracht.

Es ist noch interessanter, dass man den Platz fiir die neuen Giiste aus abzihlbar
vielen Gruppen je mit abzihlbar vielen Gésten befreien kann, wie wir unterhalb
sehen.

Der niichste Satz enthilt wichtige Eigenschaften von abzidhlbaren Mengen.

Satz 2.22 (a) Jede Teilmenge einer abzihlbaren Menge ist entweder endlich oder
abzdhlbar.

(b) Kartesisches Produkt zweier abzdhlbaren Mengen ist auch abzdihlbar.

(c) Sei { Xy}, €ine Folge von abzihlbaren Mengen. Dann ist die Vereinigung
X = U, ey Xn auch abzdihlbar.

Bemerkung. Der Teil (a) impliziert, dass es keine unendliche Menge X gibt, die
kleiner als N ist: gilt fiir eine unendliche Menge X < N, so gilt X ~ N. In der
Tat bedeutet X < N, dass X zu einer Teilmenge von N gleichmiichtig ist. Da diese
Teilmenge unendlich sein soll, erhalten wir nach (a), dass sie abzihlbar ist. Man
kann auch zeigen, dass fiir jede endliche Menge Y gilt Y > N.

Der Teil (b) ist éiquivalent zu N x N ~ N. Zum Vergleich erinnern wir uns daran,

dass nach (2.20)) &, x &, ~ &,2, insbesondere
card &, < card (&, X &,)

fiir alle n > 1.
Der Teil (c¢) ergibt, dass man im Hilberts Hotel auch alle Géste aus abzéhlbar
vielen Gruppen je mit abzihlbar vielen Gésten unterbringen kann.

Beweis. (a) Es reicht zu zeigen, dass jede Teilmenge X von N entweder endlich oder
abz#hlbar ist. Sei X unendlich. Dann erstellen wir eine Bijektion f : N — X woraus
die Abzéhlbarkeit von X folgen wird. Datfiir definieren wir f (n) per Induktion nach
n.

Induktionsanfang. Nach Satz existiert das Minimum von X. Setzen wir
f (1) = min X.

Induktionsschritt. Seien f (k) fiir alle & < n schon definiert. Die Menge

Xo={f(k):k<n}={f(k):ke&_1}
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ist eine endliche Teilmenge von X. Deshalb ist die Differenz X \ X,, nicht leer, und
wir konnen setzen

f(n)=min (X \ X,). (2.26)
Nach dem Induktionsprinzip erhalten wir eine Abbildung f : N — X. Diese Abbil-
dung ist injektiv, da f (n) ¢ X,, und somit f (n) # f (k) fiir alle k < n.

Beweisen wir, dass f surjektiv ist, d.h. f(N) = X. Die Menge f (N) ist eine
unendliche Teilmenge von N und deshalb hat keine obere Schranke. Daraus folgt,
dass fiir jedes x € X existiert ein n € N mit < f (n). Es folgt aus (2.26)), dass =
nicht in X \ X, liegen kann, und somit z € X,,. Nach Definition von X, existiert
ein k <n mit f (k) =xz,dh. xe€ f(N).

(b) Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit knnen wir annehmen, dass X =Y =
N. Dann beweisen wir, dass die Menge

N? =N x N ={(n,m) :n,m € N}
abzdhlbar ist. Fiir jedes k € N betrachten wir die Menge
Dk: {(n7m):n7m€N7 n+m:k}

Jede Menge D, ist endlich, da sie ¥ — 1 Elementen enthélt; insbesondere D; = ().
Auch ist N? die disjunkte Vereinigung von allen Mengen D;, k € N. Auf dem
Diagramm unterhalb sind die Elementen von N? in einer Tabelle angeordnet, und
die Mengen Dy, k > 2, sind Diagonalen in dieser Tabelle. Man kann die Menge N2
aufzihlen indem man die Mengen D; nacheinander aufzihlt.

(1, 1), (1,2)s (1,3)g (1, 4)1 (1,5)15
/ / / /
(2,1), (2,2)5 (2,3)g (2,4)14
/ / /
(3, 1), (3,2)g (3,3)13
/! /!
(4,1)7 (4,2),
/!

Dieses Argument heif3t die Diagonal-Abzdhlung. Die genaue Definition der Bijek-
tion f : N — N ist wie folgt. Zunéchst definieren wir die Folge {ay },-, wie folgt: a
ist die Anzahl von Elementen in der Menge Ule D; (d.h. die ersten k£ Diagonalen).
Da card D), = k — 1, so erhalten wir

k -1

k
ak:cardUDi:Z(i—l): j:w.

, 2
=1 1

e

<.
Il
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Fiir jedes (n,m) € N? gibt es genau ein k£ € N mit (n,m) € Dy, némlich k = n +m.
Dann setzen wir

f(n,m):=ax_1+m=apim-1+m.
Offensichtlich ist f|p, injektiv. Fiir (n,m) € Dy nimmt m die Werte {1, ...,k — 1}
an, woraus folgt

f (D) ={ap1+1, . a1+ (k—1)} ={ar1 +1,... a1}
wobei wir benutzt haben, dass
ar = ap—1 + (k—1).
Wir haben dann
J(Dy) ={r €eN:ap1 <z <ap} = (ar—1,a,) NN,

Da
U(akfla@k] = (0, +00)
k>2

(sieche Aufgabe 70), so erhalten wir, dass

|| £ (Dy) =N

k>2

Somit ist f eine Bijektion von N? nach N, was zu beweisen war.

(¢) Jede Menge X,, kann mit natiirlichen Zahlen abgezihlt werden. Bezeich-
nen wir mit z,,, das m-te Element von X,,, wobei n,m € N. Definieren wir eine
Abbildung f : N> — X durch

f(n,m)=xum
Die Abbildung f : N> — X ist offensichtlich surjektiv, was impliziert X < N2. Nach
(b) haben wir N?> ~ N und somit X < N. Da X unendlich ist, so erhalten wir nach
(a), dass X ~N. m

Die Vereinigung X = |J, .y X» ist auch abzéhlbar wenn alle Mengen X,, hich-
stens abzdhlbar sind (d.h. abzihlbar oder endlich) und mindestens eine Menge von
X, abzihlbar ist, da man die endlichen Mengen X,, immer in die abzihlbaren Men-
gen umwandeln kann; dann ist X abzihlbar als eine unendliche Teilmenge von einer
abzidhlbaren Menge.

Auch die endliche Vereinigung X = ngl X, ist abzéhlbar, vorausgesetzt, dass
alle Mengen X, hochstens abzihlbar sind und mindestens eine Menge von X,
abzihlbar ist, da man die endliche Folge {Xn}f:f:l immer in die unendliche Folge
{X,} 2 fortsetzen kann, indem man setzt X,, = Xy fiir alle n > N.

Korollar 2.23 Die Mengen Z. und Q sind abzdihlbar, d.h. Q ~ Z ~ N.
Beweis. Da Z = NU (—N) U {0}, so erhalten wir Z ~ N. Da

Q = {%:n,mEZ,m%O}

- U (2

meZ\{0}

so ist Q eine abzdhlbare Vereinigung von abzihlbaren Mengen. Somit gilt Q ~ N.
|
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Uberabzihlbare Mengen

Wir schreiben X <Y falls X <Y aber X £ Y.
Definition. Eine Menge X heifit iberabzdihlbar falls N < X.
Da N < X fiir jede unendliche Menge X gilt, so ist eine unendliche Menge X
genau dann iiberabzihlbar wenn X nicht abzéhlbar ist.
Satz 2.24 Die Menge R ist tiberabzdihlbar, d.h. N < R.
Gilt X ~ R so schreibt man
card X =¢

und sagt, dass die Kardinalzahl von X gleich Kontinuum ist.
Da Q ~ N < R, es folgt, dass die Menge R\ Q von irrationalen Zahlen nicht leer
ist. Ein anderer Beweis davon: /2 ist irrational (siehe Aufgabe 55).

Beweis. Wir miissen beweisen, dass R nicht abzéhlbar ist. Nehmen wir das Gegen-
teil an, dass R abzéhlbar ist, so dass R = {x,, : n € N}. Konstruieren wir eine Folge
{I,,};°, von abgeschlossenen beschrénkten Intervallen I,, = [a,, b,] so dass

1. a, <b,
9. Iy C I,

3. xp & I,.

Sei I ein beliebiges Intervall, das x; nicht enthélt, zum Beispiel 1 = [z1 + 1, 21 + 2].
Ist I, = [an, by] schon definiert, so wéhlen wir I,,;; als ein Teilintervall von 1,,, das
Zp41 nicht enthélt, zum Beispiel wie folgt: im Fall x,,,; ¢ I, setzen wir I,,,1 = I,

3 = 7 n mn bn n
und im Fall z,,; € I, wihlen wir I, = [ay, %] oder I,,,1 = [#, bn]

Dann betrachten wir die Mengen
A={a,:neN} und B={b,:meN}.
Die Inklusion [a,41,byi1] C [an, by ergibt, dass fiir alle m > n
[, bin] C [an, by -

Daraus folgt
Ap < A, < by, < by,

und somit
an < b, firn<m

und
am < b, firn <m.

Umtauschen von m und n ergibt
a, <b, firn>m,

so dass
a, < b, fir alle n,m € N.
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Nach dem Vollsténdigkeitsaxiom erhalten wir, dass es ein ¢ € R gibt, die A und
B trennt, d.h. a, < ¢ < b, gilt fiir alle n, m € N. Insbesondere gilt ¢ € [, fiir alle
n und somit ¢ # x,, fiir alle n, was im Widerspruch zur Annahme R = {z,, : n € N}
ist. m

Satz 2.25 Seien X,Y zweir Mengen mit Y < N.
(a) Ist X unendlich, so gilt X UY ~ X.
(b) Ist X dberabzdihlbar, so gilt X \'Y ~ X.

Insbesondere gelten
RUY ~R und R\Y ~R.

Daraus folgt, dass R\ Q ~ R, d.h. die Menge R \ Q von irrationalen Zahlen die
Kardinalzahl ¢ hat.

Beweis. (a) Zunéchst bemerken wir, dass
XUY=XU(Y\X)

und Y\ X <Y < N. Umbenennen wir Y\ X in Y. Dann sind X, Y disjunkt, gilt
Y < N und wir miissen beweisen, dass

XUY ~ X.

Jede unendliche Menge erhiilt eine abzihlbare Teilmenge. Sei X, eine abzihlbare
Teilmenge von X und sei X; = X \ X,. Dann gilt

X:Xol_le

und somit

XUY =(XouX)UY =(XoUY)UX;. (2.27)
Da Xy = N und Y <X N, so erhalten wir nach Satz[2.22] dass

XoUY ~N~ X;,
was zusammen mit (2.27)) ergibt
XUYNXoL]Xl:X,

was zu beweisen war.
(b)) Da X\ Y =X\ (XNY)und XNY <Y <N, so kénnen wir X NY in Y
umbenennen und somit voraussetzen, dass Y C X. Dann haben wir

X =(X\Y)UY. (2.28)

Die Menge X \ Y ist unendlich, da sonst X abzéhlbar wire als die Vereinigung von
Y < N und endlicher Menge X \ Y). Nach (a) erhalten wir

(X\Y)UY ~X\Y,
woraus X ~ X \ 'Y folgt. m

Mit Hilfe von Satz kann man beweisen, dass alle Intervalle (a, b) , [a,b] , [a,b), (a, b]
mit a < b die Kardinalzahl ¢ haben.
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Algebraische und transzendente Zahlen

Die folgenden Teilmengen von reellen Zahlen sind uns schon bekannt:
NcZcQcCR,

und wir wissen, dass

N~Z~Q<R.

Betrachten wir noch eine Teilmenge von R.

Definition. Eine Zahl = € R heifit algebraisch, falls x eine Gleichung
"+ ar" a4+ .. 4+a,=0 (2.29)

erfiillt, wobei n € N und alle Koeffizienten a; rationale Zahlen sind, d.h. z eine
Nullstelle eines Polynoms mit rationalen Koeffizienten ist.

Zum Beispiel, jedes x € Q ist algebraisch, da es die Gleichung = 4+ a; = 0 erfiillt
mit a; = —z € Q (und n = 1). Auch die Zahl 2 = /2 ist algebraisch da sie die
Gleichung 2 — 2 = 0 erfiillt (mit n = 2).

Bezeichnen wir mit A die Mengen von allen algebraischen Zahlen. Offensichtlich
gelten die Inklusionen Q@ C A C R und Q # A. Es moglich zu beweisen, dass die
Summe, die Differenz, das Produkt und der Quotient zweier algebraischen Zahlen
wieder algebraisch sind, und somit ist A ein Korper.

Satz 2.26 Die Menge A ist abzdhlbar.

Beweis. Die Menge von allen Polynomen ([2.29) mit rationalen Koeffizienten ist
abzihlbar nach den Satz [2.22(b). Da jedes Polynom ({2.29) hochstens n Nullstellen
hat, so folgt es aus dem Satz [2.22|(c), dass A abzihlbar ist. =

Nicht-algebraische reelle Zahlen heiflen transzendent. Es folgt aus den Sitzen
2.24] [2.25 [2.26] dass die Menge R \ A von transzendenten Zahlen die Kardinalitét
Kontinuum hat, insbesondere diese Menge nichtleer ist. Beispiele von transzenden-
ten Zahlen sind die Zahlen 7 und e, die spéter definiert werden.

Michtigkeit von Potenzmenge

Satz 2.27 Fir jede Menge X gilt X < P (X).

Beweis. Die Ungleichung X <Y gilt genau dann, wenn es eine injektive Abbildung
f:X — Y gibt, und die Aquivalenz X =Y gilt, wenn es eine bijektive Abbildung

f X — Y gibt. Um die echte Ungleichung X < Y zu beweisen, miissen wir
folgendes zeigen:

1. es existiert eine injektive Abbildung f: X — Y,

2. es existiert keine bijektive Abbildung f : X — Y.
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Eine injective Abbildung f : X — P (X) kann man wie folgt definieren: f (z) =
{z}, wobei {z} eine Teilmenge von X ist, die aus einem Element = besteht.

Sei f : X — P (X) eine beliebige Abbildung. Beweisen wir, dass f nicht surjektiv
ist (und somit auch nicht bijektiv). Betrachten wir die Menge

S={reX:z¢ f(x)}. (2.30)

Beachten wir, dass f () eine Teilmenge von X ist, und die Frage, ob z ein Element
von f (z) ist, ist vollig sinnvoll. Die Menge S ist eine Teilmenge von X und deshalb
ein Element von P (X) . Zeigen wir, dass die Menge S kein Urbild hat. Nehmen wir
das Gegenteil an, dass f (y) = S fiir ein y € X, und betrachten zwei Félle.

1. Ist y € S so gilt nach (2.30) y ¢ f (y) =S, was ist unmoglich.
2. Ist y ¢ S so gilt nach (2.30) y € f (y) = S — auch unmoglich.

Deshalb fiihrt die Bedingung f (y) = S zum Widerspruch, woraus folgt, dass f
keine surjektive Abbildung ist. m



62 CHAPTER 2. GANZE ZAHLEN UND VOLLSTANDIGE INDUKTION



Chapter 3

Komplexe Zahlen

3.1 Die Menge von komplexen Zahlen

Die Produktmenge R? := R x R heifit die Ebene. Die Elemente von der Ebene
sind die Paaren (z,y) von reellen Zahlen, und sie werden auch Punkte genannt. Die
Zahlen x und y heiflen die (kartesischen) Koordinaten oder Komponenten von dem
Punkt (z,y) € R%

Man stellt die Ebene als Produkt von zwei Geraden (=zwei Kopien von R) dar:
eine ist waagerecht und heifit die x-Achse, und andere ist senkrecht und heifit die
y-Achse.

y-Achse |

v (x,y)

T
I
[
I

Xe— — — -

xlAch'se

In der Ebene R? werden Addition und Multiplikation definiert wie folgt.

Definition. Die Menge C von komplexen Zahlen ist die Ebene R? mit den folgenden
Operationen + und -:

o (z,y)+(2y) = (@ +2"y+y)
o (v,y)- (2"y) = (z2' —yy', wy’ +ya') .
Die Elemente von C heiflen komplexe Zahlen.
Beispiel. Fiir die komplexen Zahlen z = (4,1) und w = (3, 2) berechnen wir:
z+w=(4,1)+(3,2) = (7,3)
und

zow=(4,1)-(3,2)=(4-3-1-2, 4-24+1-3) = (10,11).

63
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ZW

Satz 3.1 Die Addition von komplexen Zahlen erfillt alle Aziome von Addition:
Kommutativ- und Assoziativgesetze, FExistenz von Nullelement und Negative.

Somit ist C eine kommutative Gruppe beziiglich Addition.

Beweis. Kommutativ- und Assoziativgesetze fiir komplexe Zahlen sind die Iden-
titédten

21+ 20 =204+ 2 und (21 + 22) + 23 = 21 + (20 + 23) V21, 29,23 € C.

Da Addition komplexer Zahlen komponentenweise definiert ist, so folgen diese Iden-
titdten direkt aus den Axiomen der Addition in R.
Das Nullelement ist (0,0), da

(#,9) +(0,0) = (0,0) + (z,9) = (z,9).

Das Negative von z = (x,y) ist

—z = (—.’E, _y> ’
daz+(—2)=0. =
Fiir die komplexen Zahlen der Form (z,0) gelten die Regeln

(2,0) + (2',0) = (z+4',0)
(z,0)- (2',0) = (x2/,0).

Wir identifizieren] jede reelle Zahl z mit der komplexen Zahl (x,0) und somit be-
trachten weiter die Menge R als eine Teilmenge von C. Wichtig ist, dass die Oper-
ationen Addition und Multiplikation in R und C iibereinstimmen.

Somit wird die komplexe Zahl (z,0) einfach mit x bezeichnen. Insbesondere wird
das Nullelement (0,0) mit 0 bezeichnet, und das Einheitselement (1,0) — einfach mit
1.

Die komplexe Zahl (0, 1) ist besonders wichtig und wird mit ¢ bezeichnet.

Definition. Die Zahl i = (0, 1) heifit die imagindre Einheit.

Logisch bedeutet das, dass wir die Menge R durch die Menge R’ = {(x,0) : z € R} ersetzen
und R’ in R umbenennen.
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Nach Definition der Multiplikation haben wir
i =(0,1)-(0,1) = (~1,0) = —1

so that
2= —1.

Diese Identitét ist eine von Motivationen die Menge von reellen Zahlen zu erweitern,
da es in R keine Zahl x mit 22 = —1 gibt.

Bemerken wir, dass fiir alle a € R und (z,y) € C,

a-(z,y) = (a,0)- (z,y) = (az,ay)
and analog
(:Euy) ta = (ZL’CL,yCL) = (ax,ay) :
Es folgt, dass

d.h. jede komplexe Zahl (z,y) ldsst sich in der Form = + yi (oder x + iy) darstellen.
Diese Darstellung heifit die algebraische (oder kartesische) Form der komplexen Zahl.
Die komplexen Zahlen der Form y: heiflen imagindr. Somit sind die komplexen
Zahlen die Summen von reellen und imaginéiren Zahlen.

yl *~— — — — -?X+y|

I

[
f—— .é:.

X

Fiir jede komplexe Zahl z = x + iy heiflit die Komponente = Realteil und y —
Imagindrteil von z. Man schreibt:

r=Rez und y=Imz,
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so dass
z=Rez+ilmz.

Offensichtlich ist z reell genau dann, wenn Im z = 0 und imaginér — wenn Re z = 0.
In der algebraischen Form sehen die Rechenregeln von komplexen Zahlen wie
folgt aus:

(z+yi) + (@ +yi)=(r+2)+(y+y)i

und

(z +yi) (2 +y1) = (22’ —yy') + (xy' + 2'y) i|.

Man addiert und multipliziert die Ausdriicke x + yi und x’ 4+ y'i genau so, als ob i
reell wiire, aber mit der zusitzlichen Regel i2 = —1.

Beispiel. Fiir z =4 + ¢ und w = 3 + 2 gilt
zhw=4+i)+(3+2)=T7+3i

und
zw=44+49)3+2)=4-3-1-2)+ (4-2+1-3)i=10+ 11a.

3.2 Eigenschaften von Multiplikation

Die Menge C hat offensichtlich das Einheitselement 1 = (1,0), da

Hier beweisen wir weitere Eigenschaften der Multiplikation.

Satz 3.2 Multiplikation von komplexen Zahlen erfillt die Kommutativ-, Assoziativ-
und Distributivgesetze, d.h. fiir alle z1, 25, z3 € C gelten die folgenden Identititen:

(a) 2129 = 2221 (Kommutativgesetz)
(b) (z122) 23 = 21 (2223) (Assoziativgesetz)
(¢) (214 22) 23 = 2123 + 2223 (Distributivgesetz)

Somit gelten in C alle Axiome von Addition und Multiplikation aufler Existenz
von Inverse, was spéter bewiesen wird.

Beweis. Setzen wir z, = xj + iy wobei xy, yr € R.
(a) Wir haben nach Definition

R1%22 = (xl + 1) ($2 + yzi) = (xll’Q —y1y2) + ($1y2 + y19) 0

und
w21 = (T2 +1p1) (01 + 310) = (L2271 — You1) + (T2y1 + Y271) 4,

so dass 2129 = 2927 nach dem Kommutativgesetz in R.
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(c) Wir haben
2123 = (1103 — Y1y3) + (v1ys3 + y123) @
und
2z = (D23 — y2y3) + (T2y3 + y213) 4,

woraus folgt

2123 + 2223 = T1T3 — Y1Y3 + T2z — Y2U3
+ (21y3 + Y173 + Toys + Yox3) @
= (z14+22)rs— (Y1 +92) Y3
+ (71 +22) Y3 + (11 + 1) 23) 0
= (21 + 22) 23,

wobei wir das Distributivgesetz in R benutzt haben,
(b) Jetzt beweisen das Assoziativgesetz

(2122) 23 = 21 (2223) . (3.1)

Wir haben
229 = (122 — 11Y2) + (T1y2 + 1122) @

und somit

(z122) 23 = (1702 — 1y2) + (T1Y2 + y122) 1) (23 + iy3)
= (1172 — 1y2) T3 — (1192 + Y172) Y3
+ ((r122 — 11y2) y3 + (T1y2 + Y172) 23) @
= T1X2T3 — Y1Y2T3 — T1Y2Y3 — Y1L2Ys3

+ (z122Y3 — Y1Y2Ys + T1Y2x3 + Y12223) 0. (3.2)

Andererseits gilt
21 (2223) = (2223) 21,

und die dhnliche Entwicklung von (2523) z; erhélt man aus (3.2)) bei dem folgenden
Wechsel (Permutation) von den Indizen:

1—2 23 3—1

Der Realteil von (z122) 23 dndert sich bei diesem Wechsel wie folgt:

Re ((z122) 23) = 1223 — Y1YoZ3 — T1Yolys — Y1T2Y3
! ! ! !
Re ((2223) 21) = Xa3®1 — YoysT1 — Taysth — YoTsya

und man sieht in den beiden Zeilen die gleichen Glieder, so dass
Re ((z122) z3) = Re ((2223) 21) = Re (21 (2223)) -

Das Gleiche gilt fiir den Imaginérteil, woraus (3.1)) folgt. =
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3.3 Konjugation

Fiir komplexe Zahlen gibt es eine neue Operation — die Konjugation.

Definition. Fiir jede komplexe Zahl z = x 4 iy € C definieren wir die Konjugierte
z durch

Zz=x—1y=Rez—1iIlmz|

Offensichtlich gilt Z = z fiir alle z € R und z = 2 fiir alle z € C.

Satz 3.3 Fiir Konjugation gelten die folgenden Identititen, fir alle z,w € C:

Z+w =7 +w (Additivitét)

)

)
) 2Z = (Rez)* 4 (Im z)?
)
)

= Zw (Multiplikativitit)
Beweis. (a) + (b) Setzen wir z = x + iy. Dann gilt Z = x — iy und

z2+Z=(x+1iy)+ (v —iy) =2x =2Rez

2Z = (x+iy) (x — iy) = (x2+y2)+i(xy—xy):x2+y2.

(¢) + (d) Sei w = u + v. Fiir die Summe haben wir

z+w = (z+u)+i(ly+v)=(r+u) —i(y+v)
= (x—iy)+ (u—1iv) =Z+w.

Fiir das Produkt gilt

2w = (z +1iy) (u+ ) = (zu — yv) + i (zv + yu) ,

und
zZw = (v —iy) (u — ) = (zu —vy) —i (zv+yu) = Zw

was zu beweisen war. ®

3.4 Betrag

Definition. Fiir jede komplexe Zahl z = x + iy definieren wir den Betrag |z| als die
einzige nicht negative reelle Zahl mit

|2)* = 2Z|,

oder, dquivalent,
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Nach dem Satz ist 2% eine nicht negative reelle Zahl, so dass v/2Z wohldefiniert
ist. Fiir z € R stimmt diese Definition des Betrages mit dem Definition des Betrages
fiir reellen Zahlen iiberein, da in diesem Fall Z = 2.

Nach dem Satz [3.3| gilt fiir x = x + 1y die Identitét

|z| = \/(Re 2)? + (Im2)* = /22 + 32|, (3.3)

Insbesondere gilt |z| > 0, und |z| = 0 genau dann, wenn z = 0.

Es folgt aus (3.3)), dass

= I
und
Rez| < |z| und |Imz| < |z|,
Satz 3.4 Der Betrag hat die folgenden Eigenschaften, fiir alle z,w € C:
(a) |zw| = |z| |w| (Multiplikativitét)
(b) |z 4 w| < |z] + |w| (Dreiecksungleichung)
Beweis. (a) Nach Multiplikativitit der Konjugation erhalten wir
zw]* = 2w zw = 2wz W = (22) (W) = |2 [w]* = (|2]|w])®,
woraus |zw| = |z| |w]| folgt.
(b) Bemerken wir zunéchst, dass
lz4+w)® = (z4w)(z+w)
= (z+w)(z+w)
= ZZ+ 2w+ wz + ww
2 + 2 + 2w + |w|?
1z)* + 2Re (2@) + |w|*. (3.4)
Da Re z < |z], so erhalten wir weiter
2+ wl* < J2° + 212] + |w]” = |2” + 2|2] [w] + |w]® = (2] + [w])*,
woraus die Dreiecksungleichung folgt. m

Mit Hilfe von Betrag definiert man den Begriff von Abstand auf der Ebene. Fiir
beliebige Punkte a,b € R? = C definieren wir den Abstand d (a,b) zwischen a und b
wie folgt:

d(a,b) =|a —b|.
Man kann d als eine Abbildung von C x C nach R betrachten. Insbesondere gilt
d(a,0) = |al.
Der Abstand hat die folgenden Eigenschaften:

e d(a,a) =0und d(a,b) > 0 fiir a # b (Positivitit);
e d(a,b) =d(b,a) (Symmetrie);
e d(a,b) <d(a,c)+d(c,b) fiir alle a,b,c € C (Dreiecksungleichung).
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3.5 Inverse und Division

Das Inverse von z € C ist eine komplexe Zahl z~! mit

Im nichsten Satz beweisen wir die Existenz von Inverse und somit Existenz von
Division von komplexen Zahlen.

Satz 3.5 (a) Jedes z € C\ {0} hat das Inverse wie folgt:

-1

27l =27 7| (3.5)

Es gilt auch
1 1
= L
||
(b) Fiir alle a,b € C mit a # 0 hat die Gleichung aw = b eine eindeutige Losung
w = a'b, was mit % bezeichnet wird. Es gelten die Identitditen:

b

a

_ 1ol

~al|

b
- = la|?ab und (3.6)

Beweis. (a) Wir haben
(217 2) 2 =27 (o) = 2| 2" = 1,

so dass |z| > % das Inverse von z ist. Es folgt aus (3.5)), dass
- —2 -2 -1
|27 =1l 7l = 12l el =12l
was zu beweisen war.
(b) Die Gleichung aw = b ist dquivalent zu
a ! (aw) = a” b,

1

woraus w = a~'b folgt. Da a~' = |a| 7> @, so erhalten wir

w = |a|”* ab.

Auch gilt
b b
bl et = o = 2
a |al
[ |
Beispiel. Berechnen wir
4 — 31
1420

Man kann die Formel (3.6)) benutzen oder, dquivalent, den Nenner und Zghler mit
der Konjugierte des Nenners multiplizieren:

4—3i (4-3i)(1—-2) —-2—-11i 2 11,

14+2 (1+2)(1-2) 5 5 5
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Bemerkung. Nach den Sétzen [3.1] [3.2] und [5.5] erfiillt C alle Axiome von Addition
und Multiplikation so dass C ein Korper ist. Alle Eigenschaften von reellen Zahlen,
die nur aus den Axiomen von Addition und Multiplikation hergeleitet wurden, gelten
auch fiir komplexe Zahlen: z.B. die Definition und Identitéiten von Potenzen 2" mit
z € C und n € Z, der binomische Lehrsatz, usw.

3.6 Funktionen und ihre Graphen

Eine Funktion ist eine Abbildung f : X — Y wobei X und Y Teilmengen von R
oder C sind. In diesem Abschnitt betrachten wir reellwertige Funktionen f: I — R
wobei [ ein Intervall in R ist oder eine Vereinigung von Intervallen.

Der Graph einer Funktion f : I — R ist die folgende Menge:

Gy={(z,f () eR*:zel}={(z,y) eR’:zecl, y=f(2)}.

In anderen Worter, G ist eine Teilmenge von R?, die von der Gleichung y = f (z)
bestimmt wird.

3.6.1 Gerade und lineare Funktion
Gerade

Definition. Gerade ist eine Teilmenge L von R? der Form
L={(z,y) e R? :azx + by = c}

wobei a, b, ¢ gegebene reelle Zahlen mit a # 0 oder b # 0 sind. Man sagt, dass die
Gerade L von der Gleichung
ar +by =c
bestimmt wird.
Z.B. die Gleichung y = 0 bestimmt die z-Achse, und die Gleichung =z = 0
bestimmt die y-Achse, so dass die beiden Achsen Geraden sind. Die Gleichung

x — 2y = —2 bestimmt die Gerade auf dem Bild unterhalb. Diese Gerade enthlt,
z.B., die Punkte (0,1), (—2,0), (2,2), (4,3) usw.
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Lineare Funktion
Definition. Lineare Funktion ist eine Funktion der Form

f(x)=ax+b
mit reellen a,b € R. Der Definitionsbereich von f ist R.
Der Graph G hat die Gleichung
y = axr + b, (3.7)

was offensichtlich eine Gerade ist. Im Fall a = 0 ist diese Gerade waagerecht.
Sei a # 0. Offensichtlich liegen die folgenden zwei Punkten auf der Gerade G/:

(0,b) und (—g, 0).

3.6.2 Potenzfunktion

Definition. Potenzfunktion is eine Funktion der Form

f(z) =a",
wobei n eine nicht Null ganze Zahl ist. Fiir n > 0 hat diese Funktion den Defini-

tionsbereich R, und fiir n < 0 ist der Definitionsbereich R \ {0} .

Im Fall n = 1 bekommen wir eine lineare Funktion.
Definition. Der Graph der Potenzfunktion mit n > 2 heifit Parabel n-ter Ordnung.
Der Graph der Potenzfunktion mit n < 0 heifit Hyperbel n-ter Ordnung.

Hier ist die Parabel 2-ter Ordnung, d.h. der Graph der Funktion y = 22

10T
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Hier ist die Parabel 3-ter Ordnung, d.h. der Graph der Funktion y = x3:

10T

y

<9 T

“10—

Hier ist die Hyperbel 1-ter Ordnung, d.h. der Graph der Funktion y = %:

107

y
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—iO -5 5 10
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-51
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3.6.3 Kreis

Definition. Der Einheitskreis ist die folgende Menge:
S={zeC:|z| =1} = {(x,y) e R® 1 a? +¢* = 1} .

Z.B., die Punkte 1, —1,%, —i sind Elemente von S. Auch der Punkt % + %z’ liegt
in S.

Man sagt: die Gleichung von S ist 22 +4? = 1. Die Menge S ist kein Graph einer
Funktion, aber S ldsst sich als Vereinigung von zwei Graphen darstellen. Definieren

wir zwei Funktionen:
f(l’) =V 1_1:27 LS [_171]
und
g(x)=—vV1—-22 ze[-1,1].
Die Gleichung 2% + y? = 1 ist fquivalent zu
y=+v1—1x2 oder y=—v1-— 22
und z € [—1, 1], woraus folgt dass

S=G, UG,
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Ein allgemeiner Kreis wird wie folgt definiert.

Definition. Der Kreis von Radius 7 > 0 und mit dem Mittelpunkt ¢ € C ist die
Menge
Ke,={2€C:|z—c|=r}.

Im Fall ¢ = 0 und » = 1 erhalten wir den Einheitskreis
S:K071:{Z€C:|Z’:1}.

Seien ¢ = a + bi und z = = + yi. Dann ist die Gleichung |z — ¢| = r dquivalent
zu

(r—a) + (y— b =r2
Hier ist der Kreis K = K., mit ¢ = (2,1) und r = 3.

4ty

3.7 * Begriff von Winkel und Geometrie der Ebene

Winkel und Winkelfunktionen

Definition. Die Punkte von dem Einheitskreis S heiflen Polarwinkel oder einfach
Winkel.

Motivation fiir diese Definition von Winkel ist wie folgt. Normalerweise versteht
man unter Winkel eine Figur aus zwei Halbgeraden mit gleichem Anfangspunkt. Die
Winkel lassen sich messen, z.B. mit einem Winkelmesser.
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Man richtet eine Gerade nach der Nullmarke des Geriites, und dann zeigt die
zweite Gerade den Punkt auf dem Kreis, neben denen das Gradmafl geschrieben
ist. Deshalb identifizieren wir den Winkel mit einem Punkt auf dem Kreis. Eine
Zuordnung zwischen den Punkten des Kreises und reellen Zahlen (Gradmafl) wird
spéter bestimmt werden.

Obwohl S eine Teilmenge von C ist, wir betrachten S unabhéingig von C und
sogar benutzen unterschiedliche Notation fiir die Elemente von S und C. Insbeson-
dere werden die Elemente von S mit griechischen Buchstaben bezeichnet und die
Elemente von C — wie iiblich mit lateinischen Buchstaben.

Zu jedem Polarwinkel o € S entspricht eine komplexe Zahl z,, die « als Element
von C darstellt. Eigentlich bezeichnen z, und « den gleichen Punkt in C aber wir
betrachten « als Element von S und z, — als Element von C.

Definition. In S wird die Operation Winkeladdition wie folgt definiert: fiir o, 5 € S
definieren wir den Winkel oo + 8 € S durch die Identitit

Zatf = ZaZB- (3.8)

Bemerken wir, dass nach dem Satz [3.4] gilt
|2a2s| = |2l |26] = 1,

so dass 2,2 wirklich einen Winkel bestimmt, der o + 3 genannt wird. Es folgt aus
dem Satz 3.2 dass die Winkeladdition kommutativ und assoziativ ist.

a+ =7y
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Definieren wir den Nullwinkel 0 € S mit
2o = 1.
Dann gilt
a+0=a«o
da

Zad0 = 20?0 = Za * 1 = 2Z4-

Fiir jedes a € S definieren wir das Negative —a € S mit

Zg = (za)_1 =7, (3.9)

Nach dem Satz|3.5| gilt ‘(za)fl} = |24|7" =1 50 dass (z,) " einen Winkel bestimmt.
In (3.9) haben wir auch benutzt, dass

(Za)_l = |Za|_25 = Zo-
Es gilt
da

-1
Zat(—a) = Zat—a = 2a (2a) = 1= 2.

Deswegen erfiillt die Winkeladdition alle Axiome von Addition, und somit ist S eine
additive Gruppe.
Bezeichnen wir mit m den Winkel mit

Dann gilt
i == —l= 1=,

so dass —m = 7. Fiir beliebiges a € S gilt
Zrta = ZrZa = —Za-

Definition. Fiir jedes a € S definieren wir cos o und sin o mit

’

’cosa:Reza, sina = Im z,

was zur folgenden Identitéit dquivalent ist:

’za =cosa +isina ‘ (3.10)

Die Abbildung cos : S — R heifit Kosinusfunktion und sin : S — R — Sinusfunktion.
Man definiert auch die Tangensfunktion

sin «v
tan o =

COs «v

fiir alle @ mit cos a # 0. Die Funktionen cos, sin, tan heiflen auch Winkelfunktionen.
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Z.B.,,dazy=1=140¢ und 2z, = —1 = —1 + 01, so erhalten wir
cos0=1, sin0=0, cosm=—1, sinm=0.
Satz 3.6 Die Winkelfunktionen erfiillen die folgenden Identititen fir alle o, B € S:
(a) cos’a +sin®a =1
(b) cos(a+ ) = cosacos S — sinasin 3
(¢) sin(a+ ) = sinacosf + cos asin 3
Die Identitéiten (b) und (c) heien Additionstheoreme. Es folgt aus (a), dass
—1<cosa<l, —1<sina<l.
Beweis. Es folgt aus (3.10]), dass
cos?a +sin? o = |z,|* = 1,
was (a) beweist. Nach gilt

cos (a+ fB) +isin(a+ ) = (cosa+isina)(cosf +isinf)

= (cosacosf —sinasinf) + i (sinacos 5 4 cos asin 3)
woraus (b) und (c) folgen, m

Fiir jedes a € S und n € N definieren wir den Winkel na € S per Induktion nach
n € N wie folgt:
la:=a, (n+1)a:=na+a.
Insbesondere gilt:
20 =a+a, 3a=2a+a, usw.

Es folgt, das{]

Zna = (2a)"

2Die Potenzen z" einer komplexen Zahl z werden genau so induktiv definiert wie fiir reelle
Zahlen:

2l =2 und 2"t =272,

Die Eigenschaften von Potenzen, die mit Ungleichungen nicht verbunden sind, gelten auch fiir
komplexe Zahlen, z.B. der binomische Lehrsatz.
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Nach den Eigenschaften der Potenzen (2.5)), die auch fiir die komplexen Zahlen
gelten, erhalten wir

(n+m)a=na+ma und n(ma)=(nm)a. (3.11)
Tatséchlich haben wir

Z(n+m)a - (za>n+m - (za)n (Zoc)m = Znafma = RFnat+ma

und

Zngma) = (Zma)” = ((2a)™)" = 22™ = Ztum)as

was (3.11)) beweist.

Beispiel. Betrachten wir die Winkel «, 3,7, ¢, die wie folgt definiert werden:

D
— 14 V3
° 27—2—1- 50
® 25=1
Wir haben
2 9
zos = (25)" = i" = —1 = 2z,
so dass
20 = .

Deshalb wird der Winkel ¢ auch 7 genannt. Es folgt, dass zz = ¢ und somit

T o__ T
cosy =0, sing =1

Es gilt
2 1 1 - 2 .
zap = (25) :<7§+7§Z) =1=25

so dass
26=9 und 40 =m.

Der Winkel § wird 7 genannt. Es folgt, dass

_ 1 1
Z% = 75 + 752
und somit 1
cos§ =sinj = E
Es gilt
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so dass
3y =m.

Der Winkel v wird § genannt. Es folgt, dass

zz = % + */ng
und somit
cos 3 = 3 und sin § = \/75
Es gilt
o0 = (20)° = (\f + %z) =14 8=z,
so dass

2a¢ = v und 6a = 7.

Der Winkel a wird ¢ genannt. Es folgt, dass

_ V31
Zr = + 57
und
T _ V3 T
cos g = und sin g = 3

Beispiel. Betrachten wir den Winkel ¢ mit

L
2 = \/g4+ +£\/10—2\/5.

Man kann zeigen, dass diese Zahl den Betrag 1 hat, so dass der Winkel £ wohldefiniert
ist, und dass

e = (25)5 =—1=2z
(siehe Aufgabe 66) so dass 5e = 7. Der Winkel € wird § genannt.

Es gibt das Verfahren von Halbieren des Winkels: fiir jedes a € S\ {0} existiert
genau ein § € S mit 28 = o und sin 8 > 0. Der Winkel 3 wird § genannt. Per
Induktion erhélt man den Winkel i fiir jedes n € N. Z.B. so erhélt man die Winkel

und % aus 7 und % aus %

™

2

Polarkoordinaten

Definition. Fiir jedes z € C\ {0} definieren wir arg z als der Winkel o mit

z
Zo = —.
N EY

Der Wert arg z heiflit das Argument von z oder der Polarwinkel von z.

z

Da | %

|2

als eine Abbildung arg : C\ {0} — S. Geometrisch bestimmt arg z die Richtung von
0 nach z durch ein Element von S.

= % = 1, so ist der Winkel a wohldefiniert. Man kann arg betrachten




80 CHAPTER 3. KOMPLEXE ZAHLEN

Satz 3.7 Fir alle z,w € C\ {0} gilt
arg (zw) = arg z + arg w (3.12)

und .
arg — = argz — arg w. (3.13)
w

Beweis. Sei a = argz, = argw und v = arg (zw). Dann gilt

2z w
=2 und -
Za B und 23 i
woraus folgt
zZ w 2w
Za—f—,é’ = Za2’5 _ = — = Z,y
2l lw] 2wl

und somit
a+ =7,

was dquivalent zu (3.12)). Man erhélt (3.13)) aus (3.12) wie folgt. Es gilt nach (3.12))

arg z +argw = arg (iw) = argz.
w w
Addieren zu den beiden Seiten von — argw ergibt (3.13)). m

Beispiel. Sei a eine reelle Zahl, a # 0. Im Fall a > 0 gilt arga = 0, da ﬁ =1 und
20 = 1. Im Fall a < 0 gilt arga = 7, da \% = —1 und z, = —1. Es folgt aus {D
dass
arg (az) = argz fira >0
und
arg (az) = argz +m fiir a < 0.
Da argi = 7, so gilt
T

arg (iz) = arg z + 5

Bezeichnen wir R = (0,00). Zu jedem z € C\ {0} entspricht ein Paar (r, ) mit
r:=|zl€Ry und 0:=argz€S.

Die Elemente des Paars (r,0) heiflen Polarkoordinaten von z, wobei r Polarradius
ist und 6 — Polarwinkel. Offensichtlich r ist gleich der Abstand zwischen 0 und z,
und 6 zeigt die Richtung von 0 nach z.
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Da
z

m = 29 = cosf + isinb,
z
so erhalten wir die folgende Beziehung zwischen Polarkoordinaten und kartesischen
Koordinaten:

z=r(cosf+isinf) =rcosh+i(rsinf). (3.14)

Umgekehrt, fiir jedes r € R, und jedes # € S hat die komplexe Zahl (3.14) die
Polarkoordinaten (r, ).

Winkel im Dreieck

Definition. Ein Dreieck Aabc ist eine Folge dreier unterschiedlichen komplexen
Zahlen a, b, c. Im Dreieck Aabc definieren wir den Winkel Zcab an der Ecke a mit

Zeab = arg (c —a) —arg (b—a) .

Analog definiert man den Winkel an der Ecke b

Zabe = arg (a — b) — arg (¢ — b)
und den Winkel an der Ecke c:

Zbca = arg (b—c¢) — arg (a —c¢).

Bemerken wir, dass

Zbac = arg (b — a) — arg (¢ — a) = —Zcab,

was bedeutet, dass die Winkel im Dreieck orientiert sind, d.h. abhingig von der
Anordnung der Ecken a, b, c.

Bemerken wir auch, dass die in der Definition benutzten Folgen cab, abc und bca
die zyklischen Permutationen von abc sind, d.h. die Teilfolgen von abcabe wie folgt:
abcabe, abcabe, abcabe.

Satz 3.8 Im beliebigen Dreieck Aabc bezeichnen wir die Winkel wie folgt
a = ZLcab, [ = Zabc, v = Zbca.

Dann gilt
a+pB+y=m.
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Beweis. Nach dem Satz [3.7 haben wir

c—a a—> b—rc

a=arg;— B:argc_b, v =arg —

und

c—aa—bb—rc
a+ B+ =arg ae ba <)

Bemerken wir:
c—aa—bb—c

= (=1 =—1
b—ac—ba—-c (=1) ’

woraus folgt, dass
a+p+vy=arg(—1)=m.

Lemma 3.9 Fir alle komplezxe z,w # 0 gelten die Identitdten

Re (zw) = Re (Zw) = |z| |w| cos a (3.15)
und
—Im (2w) = Im (Zw) = |z| |w|sin«, (3.16)
wobet
a = Zwlz = argw — arg z. (3.17)
Beweis. Da
70 = Zw, (3.18)

so gilt die erste Identitét in (3.15):

Re (zw) = Re (Zw) .

Wir haben
w
a = arg —
z
und somit
w z z 1
cosa = Re =7 = Re (El—d) = Re (z__wﬂ) = Re (z_u;ﬂ) = Re (zw) ,
12 z |w zz |w] 2" lw] /) |wl]z]

(3.19)

woraus (3.15]) folgt.
Die erste Identitéit in (3.16|) folgt aus (3.18]), die zweite Identitédt beweist man

genau so wie im (3.19)), mit Im anstatt Re. m

Der Wert |z| |w| cos o heift das Skalarprodukt von z und w, und |z| |w| sin @ heif3t
das Kreuzprodukt von z,w.

Beispiel. Fiir z = 1 — 2i und w = 6 + 37 haben wir nach (3.15))

Re (Zw)  Re (14 21) (6 + 3i)
|2 w] 2] ]

=0

cosa =
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und
Im (Zw) Im(1+424)(6+37) 15 15

sino =

Somit erhalten wir .
o= argi = 5

Es gilt auch
d(z,w) = |z —w| = |=5 — 5i| = 5V/2.

Satz 3.10 (Kosinussatz) Im beliebigen Dreieck Aabc setzen wir
a=d(b,c), b=d(a,c), c=d(a,b)

und
a = Zcab.
Dann gilt
a2 =b?>+c?>—2bccosa

Beweis. Setzen wir z = b — a und w = ¢ — a. Dann gilt

b = l|c—a|l=]uw|,
c = |b—a|=]|z7|
und
a=|b—cl=|0b—a)—(c—a)| =]z —w|.

Auch haben wir
a=arg(c—a)—arg(b—a)=argw — argz = Zw0z.
Somit ist dquivalent zu
|z —w|” = |2)* + |w]® = 22| |w| cos a

mit o wie im .
Mit Hilfe von (3.4) und (3.15]) erhalten wir

lz—w)® = |z = 2Re (20) + |w|?

= |z|2 + |w|2 —2|z| |w| cos v,

was zu beweisen war. ®

Lemma 3.11 Fliir alle komplexe Zahlen z1, z9, 23 mit
21+ 29+ 23 = 0

gilt
Im (Z122) = Im (Z323) = Im (Z321) .

P— pr— P— :1
2| |w] VIZ 2262 +32 VBV45 V225
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Beweis. Es reicht die erste Identitit in (3.22)) zu beweisen. Da 23 = — (21 + 23), S0
erhalten wir

Im (Z323) = —Im (Z5 (21 + 22)) = —Im (Z221) — Im (Z322) .
Da Z3z5 reell ist, so gilt Im (Z329) = 0. Nach (3.16|) gilt
—Im (Z321) = Im (Z129) ,

woraus die Identitéit Im (Z722) = Im (Z323) folgt. m

Satz 3.12 (Sinussatz) Im beliebigen Dreieck Aabc mit den Seiten
a=d(b,c), b=d(a,c), c=d(a,b)

und Winkeln
a = Lcab, [ = Zabc, v = Zbca
gilt

sina  sinf  sinvy

(3.23)

a b c
Beweis. Setzen wir
z71=c—b, zmo=a—c 23=0—a.
Nach haben wir
a=arg(c—a)—arg(b—a) =arg(—2y) —argzs = £ (—22) 023

und nach Lemma
) Im —2923 ImZyz3
sina = — = ,
|22| |Z3| bC

woraus folgt

sina  ImZz3z3

a abc

Analog beweist man dass
sin 3 ~ Im7Zzz
b  abc

und
siny  Im(Z122)

c abc
Da z; + 29 4+ 23 = 0, so gilt es nach Lemma (3.11

Im (Z122) = Im (Z223) = Im (Z321) ,

woraus (3.23) folgt. =
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Transformationen der Ebene

Eine Transformation der Ebene ist eine bijektive Selbstabbildung von C. In diesem
Abschnitt definieren wir spezielle Transformationen: Rotation und Translation.

Definition. Sei w eine komplexe Zahl. Eine Translation der Ebene um w (genannt
auch Parallelverschiebung) ist die Abbildung
T, : C—=C
Ty(z) = z+w.

Wenn man die komplexe Zahl w fiir Translation 7, benutzt, so wird w auch
Vektor (oder Verschiebungsvektor) genannt. Offensichtlich gilt fiir alle u,v € Z die
Identitét

Tyol, =Ty

Die Translation T, hat die inverse Abbildung (Tw)_1 =171, da
T,oT =T _,0T,=T,=1d.

Insbesondere ist T, bijektiv.
Definition. Fiir jeden Winkel « € S definieren wir die Rotation (Drehung) R, der
Ebene als die folgende Abbildung:

R, : C—=C

wobel z, = cosa + i sin a.

Offensichtlich gilt fiir alle a, 8 € S die Identitiit

R, o Rg = Roqip.
Die Rotation R, hat die inverse Abbildung (Roé)_1 =R_, da
RyoR_,=R_,oR,=Ry=1d.
Fiir z = x + iy berechnen wir R,, (z) explizit wie folgt:
R, (z) = (cosa+isina)(z+iy)
= (zcosa—ysina)+i(rsina+ycosa).
Z.B., fir a = 7 erhalten wir
Ry (2) = (—y, )
und fiir a = 7 gilt .
r—y x4y
Rx (2) = +1 .
= (2) 7 7

Rotation R, und Translation 7}, von der Ebene R? = C haben die folgende
Eigenschaft: unter jeder von diesen Abbildungen bleiben die Abstéinde zwischen
den Punkten in R? und die Winkel in den Dreiecken erhalten. Jede Transforma-
tion von R? mit diesen Eigenschaften heifit Bewegung. Man kann beweisen, dass
jede Bewegung von R? eine Komposition T}, o R, ist. Die Komposition von zwei
Bewegungen ist wieder eine Bewegung, und die inverse Abbildung von Bewegung
ist auch Bewegung. Somit ist die Menge von allen Bewegungen von R? eine (nicht
kommutative) Gruppe beziiglich Komposition.
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Chapter 4

Folgen und ihre Grenzwerte

4.1 Der Begriff des Limes

Definition. Eine (unendliche) Folge von reellen Zahlen ist eine Abbildung =z : N —
R. Der Wert x (n) fiir n € N wird auch mit xz,, bezeichnet. Die ganze Folge x wird
auch mit {x,}, .y oder {z,} ~, oder sogar {x,} bezeichnet. Die Werte x,, werden
als Glieder (oder Folgenglieder) der Folge x genannt.

Sei {x,, }~ , eine Folge von reellen Zahlen. Wir interessieren uns fiir das Verhalten
der Folgenglieder z,, fiir grolen Werten von n. Verschiedene Folgen konnen die
verschiedenen Verhalten zeigen.

Zum Beispiel, die Glieder der Folge {%} werden immer kleiner und néhern sich
der Null fiir groflen Werten des Index n an. Es ist natiirlich zu sagen, dass die Folge
{%} den Grenzwert 0 hat.

o M 4 4 1 {_l}
b n

) 0 i {(— [ )h}

Hingegen hat die Folge {(—1)"} keinen Grenzwert, da sie keiner Zahl annéhert
und zwischen 1 und —1 springt.

Definition. Sei {z,} -, eine Folge von reellen Zahlen. Eine Zahl a € R heifit der
Grenzwert der Folge {x,} genau dann, wenn die folgende Eigenschaft erfiillt ist:

fiir jedes € > 0 existiert ein N € N so dass fiir alle n > N gilt |z, —a| < e.

Oder, mit Hilfe von den Quantoren, schreibt man:

Ve>0 dANeN VYn>N |z,—al<e. (4.1)

Hat die Folge {z,} einen Grenzwert, so heifit die Folge konvergent; sonst heifit die
Folge divergent. Man sagt auch: die Folge konvergiert bzw divergiert.
Ist a der Grenzwert von {x,}, so benutzt man die folgende Schreibweise:

x, — a (z, konvergiert gegen a)

87
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T, — a fir n — o0 (a, konvergiert gegen a fiir n gegen unendlich).
Um den Grenzwert der Folge {x,} zu bezeichnen, benutzt man die Notation lim x,,,
die heit der Limes von z,,. Ist a der Grenzwert von {x,}, so schreibt man auch

a=limz, odera= lim z,.

n—oo

Jetzt besprechen wir einige Umformulierungen der Bedingung (4.1)).
Definition. Man sagt, dass eine von n € N abhiéingige Aussage A (n) fiir fast alle n
gilt, falls A (n) fiir alle n € N\ S gilt, wobei S C N eine endliche Menge ist.

In anderen Worter, “fast alle” bedeutet: alle aufer einer endlichen Menge.
Behauptung. Die Bedingung a = lim x,, ist dquivalent zu:

Ve >0 gilt |x, —a| <e fir fast alle n. (4.2)

Beweis. Gilt a = limz,, so erhalten wir nach (4.1)): fiir jedes £ > 0 existiert ein
N € N so dass
|z, — a|] < e gilt fiir alle n > N,

d.h.
|z, —a| < e gilt fiirallen € N\ Ey_1.

Somit gilt auch (4.2). Umgekehrt, gilt (4.2)), so fiir jedes ¢ existiert eine endliche
Menge S C N so dass

|z, —a| < e gilt fir allen € N\ S.

Da S endlich ist, so existiert max S (Aufgabe 51). Setzen wir N = max S+ 1. Dann
n>N=neN\S=|z,—al <e,

woraus folgt ¢ = limz,,. =

Die Bedingung |z,, — a| < ¢ ist offensichtlich &quivalent zu z, € (a —e,a+¢).
Definition. Das Intervall (a — €,a + €) mit € > 0 heifit die e- Umgebung von a und
wird mit U, (a) bezeichnet.

Somit erhalten wir noch eine Umformulierung von dem Begriff des Limes.
Behauptung. Die Bedingung a = lim x,, ist dquivalent zu:

Ve >0 gilt x, € U (a) fir fast alle n, (4.3)

d.h. jede Umgebung von a enthdlt fast alle Folgenglieder x,,.

Uea)
¢ - AY N
~— a 727

enddliche Mevj€
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Hier ist noch eine #quivalente Umformulierung von (4.3)): a = lim x,, genau dann,
wenn
Ve > 0 ist die Menge {n : xz, ¢ U. (a)} endlich.

Daraus erhalten wir die Negatiorﬂ von a = lim x,,.

Behauptung. Eine Zahl a ist kein Grenzwert von {x,} genau dann, wenn

Je >0 so dass die Menge {n:x, ¢ U.(a)} unendlich ist. (4.4)

Jetzt beweisen wir, dass lim x,, nicht zwei Werte annehmen kann.

Behauptung. Fuxistiert der Grenzwert lim x,, so ist lim z,, eindeutig bestimmit.

Beweis. Nehmen wir das Gegenteil an, dass es zwei Werte von lim z,, gibt, d.h.
Tp, — a und x, — b mit a # b. Sei a < b. Wihlen wir ein ¢ > 0 so dass die
Intervalle (a —e,a +¢) und (b —¢,b + ¢) disjunkt sind. Dafiir reicht es zu sichern,
dass
at+e<b-—eg,
d.h.
b—a

< .
£

Da b — a > 0, so solches ¢ existiert. Da a = lim z,,, so enthélt U, (a) fast alle x,.

Uea) U b)
RS S v T

ondliche Mewée

Daraus folgt, dass das Intervall U, (b) nur eine endliche Menge von z,, enthalten
kann, was in Widerspruch zum b = lim z,, steht. =

Beispiel. 1. Zeigen wir, dass die Folge z, = % gegen 0 konvergiert. Nach dem
Archimedischen Prinzip, fiir jedes € > 0 existiert N € N mit N > % Da % < g, S0
erhalten wir

1
-
n

1
n>N=—-—<e¢=
n

<e,

woraus folgt

— — 0 fiir n — oo.
n

Ebenso beweist man, dass fiir jedes ¢ € R

c
— — 0 fiir n — oo.
n

!Seien a, 3 zwei Parameter (Elemente einer beliebigen Menge) und A = A («, 3) eine von a, 3
abhingige Aussage. Dann gilt folgendes:

(VYo 36 sd. A(a, ) gilt) © Ja V8 sd. =A(a,p) gilt.
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2. Betrachten wir die Folge {z,} derart, dass z,, = a fiir alle n > ny. Man kann
auch sagen, dass z,, = a fiir fast alle n gilt. Dann auch |z, — a| = 0 < ¢ fiir fast alle
n gilt, woraus z,, — a folgt.

3. Die Folge x,, = n divergiert, da fiir jedes a € R auflerhalb Intervalles U; (a)
unendliche Menge von Folgenglieder liegt. Ebenso divergiert die Folge x,, = cn fiir
jedes ¢ # 0.

4. Zeigen wir, dass die Folge z,, = (—1)" divergiert. Der Wert a = 1 ist kein
Grenzwert, da es auflerhalb U; (1) unendlich viel Glieder mit dem Wert —1 gibt.
Analog ist a = —1 kein Grenzwert. Sei a # 1 und a # —1. Dann existiert € > 0
derart, dass die Umgebung U, (a) weder 1 noch —1 enthélt, und somit alle Glieder
x, auflerhalb U, (a) liegen. Deshalb ist a kein Grenzwert.

Bemerkung. Die Konvergenz x,, — a lisst sich betrachten als eine Annéherung von
a mit den Folgenglieder z,,, wobei £ > 0 ein vorgegebener Approximationsfehler ist.
Dann bedeutet die Bedingung , dass jedes Folgenglied x,, mit geniigend groflem
n eine “gute” Anniherung von a ist, ndmlich, mit dem Approximationsfehler < e.
Es ist wichtig zu betonen, dass diese Eigenschaft fiir beliebiges positives € gelten
muss, so dass der Approximationsfehler beliebig klein sein kann.

Bemerkung. Die Definition von dem Grenzwert ist einer von den wichtigsten
Begriffen in ganzer Mathematik. Der Begriff von Grenzwert wurde intuitiv, ohne
genaue Definition, schon von den Begriindern von Infinitesimalrechnung Isaac New-
ton und Wilhelm-Gottfried Leibniz im 17. Jahrhundert benutzt. Man brauchte fast
150 Jahre von weiterer Entwicklung der Analysis um eine rigorose Definition des
Grenzwertes vorzulegen. Diese Definition wurde von Augustin Louis Cauchy in ca.
1821 gegeben.

4.2 Eigenschaften des Limes

Fiir Beweise von Eigenschaften des Limes benutzen wir die folgende Eigenschaft des
Begriffes "fiir fast alle n".

Behauptung. Gelten zwei von n € N abhdngigen Aussagen A (n) und B (n) fir
fast alle n, so gilt A(n) A B(n) auch fir fast alle n.

Beweis. Nach Definition gibt es endliche Mengen S,7° C N so dass A (n) fiir alle
n € S¢ gilt und B (n) fiir alle n € T° gilt. Dann gilt A (n) A B (n) fiir alle

nesS‘NT = (SUT)".
Nach dem Satz ist die Vereinigung SUT endlich, woraus folgt, dass A (n)AB (n)
fiir fast alle n gilt. =
Die weiteren Figenschaften des Grenzwertes werden in dem folgenden Satz angegeben.
Satz 4.1 (a) Seien {z,} und {y,} zwei konvergente Folgen mit x, < vy, fir fast

alle n. Dann gilt
limz, <limy,.

Insbesondere, gilt x,, =y, fiir fast alle n, so gilt auch lim x,, = limy,,.
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(b) Seien {x,},{yn},{2n} drei Folgen mit x,, <y, < z, fir fast alle n. Gilt
limz, =limz, =: a,
s0 ist {yn} auch konvergent und
limy, = a.

(¢) Jede konvergente Folge ist beschrankt (d.h. |x,| < c¢ fir eine Zahl ¢ und fiir
allen € N).
(d) z, — a< |z, —a|l — 0 (insbesondere x, — 0 < |z,| — 0).

Beweis. (a) Bezeichnen wir ¢ = limz,, und b = limy,,. Fiir jedes ¢ > 0 gelten die
folgenden Bedingungen fiir fast alle n:

a—e<T, <yY,<b+e,
woraus folgt, dass a < b+ 2¢ und
a—b< 2e. (4.5)

Da e > 0 beliebig ist, so kann die Zahl a — b positiv nicht sein (sonst gilt (4.5) mit
¢ = 1 (a— b) nicht), woraus folgt a — b < 0 und somit a < b.
(b) Fiir jedes € > 0 gelten die folgenden Bedingungen fiir fast alle n:

a—€e<Tp <Y<z, <a+e,

woraus folgt y,, € Ue (a) und somit y,, — a.

(¢) Sei x,, — a. Die Menge von x,, die in Uj (a) liegen, ist beschriinkt, da
Ui (a) beschréinkt ist. Auflerhalb U, (a) liegen nur endlich viel Glieder, so dass die
Menge davon auch beschrinkt ist (jede endliche Teilmenge von R hat Maximum
und Minimum nach Aufgabe 51). Somit ist die ganze Menge {x,} -, beschréinkt
als die Vereinigung zweier beschrinkten Mengen.

(d) Die Bedingung z,, — a bedeutet, dass fiir jedes ¢ > 0 die Ungleichung

|z, —al <e
fiir fast alle n erfiillt ist, withrend |z, — a| — 0 bedeutet, dass
||z, —al —0] <e

fiir fast alle n erfiillt ist. Offensichtlich sind die beiden Bedingungen #quivalent. m

Beachten wir, dass x,, < y,, impliziert lim z,, < lim y,, aber nicht lim x,, < limy,,,
was man im Beispiel x,, = 0,y,, = % sieht.
Beispiel. Betrachten wir die Folge x,, = a” mit einem a € R und untersuchen wir die
Konvergenz von {z,} abhéingig von dem Wert von a. Betrachten wir verschiedene
Fille.

1. Seia > 1, dh. a = 1+ ¢ wobei ¢ > 0. Nach Bernoullische Ungleichung
(Aufgabe 32) haben wir

a"=(14+¢)" >1+nc
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Da die Folge {nc} -, nach dem Archimedischen Prinzip unbeschréinkt ist, so ist die
Folge {a"} ~, auch unbeschrinkt und somit divergent.

2. Seia < —1. Da |z,| = |a|", so erhalten wir, dass die Folge {|z,|} unbeschrinkt
ist und somit auch {z, }. Folglich ist {x,} divergent.
3. Sei a = —1. Die Folge x,, = (—1)" wurde schon betrachtet, und wir wissen,

dass sie divergiert.
4. Sei a = 1. Dann z,, = 1 und diese Folge konvergiert gegen 1.
5. Sei a = 0. Dann {x,} ist auch eine konstante Folge, die gegen 0 konvergiert.
6. Sei 0 < a < 1. Setzen wir b = % > 1. Wie oberhalb schreiben wir b = 1+ ¢
mit ¢ > 0 und erhalten
b" > 1+ ne > nc
woraus folgt
1
0<a" < —.
nc

Da -L — 0, erhalten wir nach Satz (b), dass a, — 0.

7. Sei =1 < a < 0. Dann gilt 0 < |a| < 1 und |a"| = |a|® — 0, woraus folgt
a” — 0.

Somit ist die Folge {a"}, . konvergent genau dann, wenn —1 < a < 1.

4.3 Rechenregeln
Hier beweisen wir einige Rechenregeln fiir den Grenzwert.
Satz 4.2 Seien x,, — a und y, — b. Dann gelten

xn+yn_>a+ba xn_ynﬁa_ba CCnyn_>ab'

Falls y,, # 0 und b # 0, so gilt auch
Tn @
— ﬁ —.
Yn b
Man kann die obigen Regeln mit Hilfe von dem Zeichen lim umschreiben wie
folgt:

lim(z, +y,) = limz, + limy,

lim (z, —y,) = limx, —limy,
lim (z,y,) = limaz,limy,
. Tp lim x,,
lim— = =
Yn lim g,

vorausgesetzt, dass die rechten Seiten sinnvoll sind. Fiir eine konstante Folge y,, = ¢
erhalten wir, dass

lim (z,, + ¢) =limx, + ¢ und lim(cz,) = climx,.
Beweis von Satz Fiir jedes € > 0 gelten

|z, —a| <eund |y, —b| <e (4.6)



4.3. RECHENREGELN 93

fiir fast alle n € N. Daraus folgt, dass fiir fast alle n gilt
Ty +yn — (a+0)| = |z, —a+y, — b < |z, —a|l+ |y, — b <2e=:¢". (4.7)

Jetzt konnen wir & > 0 beliebig angeben, setzen € = ¢’/2 > 0 so dass (4.7) fiir fast
alle n gilt, und beschlieflen, dass fiir fast alle n

|Tn +yn — (a+ )] < &,

woraus folgt
Tp+ Yo — a+Db.

Die Konvergenz x,, — y, — a — b beweist man analog.
Um z,y, — ab zu beweisen, bemerken wir zuerst dass nach Satz [4.1] die Folge
{z,} beschrinkt ist, d.h. fiir eine Zahl ¢ > 0 gilt

|z,| < ¢ VneN.

Die Differenz x,1, — ab lisst sich fiir fast alle n wie folgt abschétzen:

|TnYn — xnb + 2,b — abl
|n (Yn — )| + [(2n — @) b|
¢lyn — bl + [b] |z — a
ce+|ble = (c+1b))e.

|xnyn - ab|

AN CIA

Da &’ = (¢ + |b]) € eine beliebige positive Zahl ist, so erhalten wir z,y,, — ab.
Fir die letzte Behauptung Z“;—: — ¢ reicht es zu beweisen, dass yln — % da danach
gilt
Tn 1 1 a

Sei b > 0 (der Fall b < 0 ist analog). Da fiir fast alle n gilt

b 3b
Yn € Ub/2 (b) = (57 5)7

so erhalten wir, dass y,, > g fiir fast alle n. Fiir jedes € > 0 gilt fiir fast alle n auch

|yn - b‘ <g,
woraus folgt, dass fiir fast alle n
1 1 —b 2
Y B (el )
Yo b lyulb 0?

Da e = 2—5 eine beliebige positive Zahl ist, so folgt es, dass yin — %. [ ]

Beispiel. Mit Hilfe von dem Satz bestimmen wir den Grenzwert der Folge

an®>+bn+c
R 4.8
v an?+bn+c (4.8)
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wobei a, b, c,a’, b, ¢ reelle Zahlen sind mit a’ # 0. Wir haben

_ e+t n) _atatn
2@+ i+

T

Wir wissen schon, dass % — 0. Daraus folgt, dass auch n% — 0, % — 0, -5 — 0 und

somit ) y .
lim(a+—+%):a und lim<a’—0——+%>:a’.
n o n n o on
Es folgt
, lim (a+ 2+ %)
hmxn = 7 2/ ’I’L, - -
lim (a’ + >+ %) a’

4.4 Grenzwert in R

Umgebung in R. Hier definieren wir den Begriff des Limes mit den Werten in
R =R U {£o0}.
Definition. Fiir jedes £ € R definieren wir die Umgebung Ug (+00) durch

Ug(+00) = (E,4+0] ={x e R:z > F}U{+o0}.
Analog definieren wir die Umgebung Ug (—o0) durch

Up(—0)=[-00,E)={reR:2 < E} U{—o0}.

Definition. Eine Folge {x,} von Elementen von R hat den Grenzwert a € R falls:
jede Umgebung von a enthélt fast alle Glieder von {z,} . (4.9)
Man schreibt in diesem Fall
limz, =a oder =z, —a fir n— o

Ist a reell, so stimmt diese Definition mit der fritheren Definition des Limes
iiberein. In diesem Fall sagt man, dass z,, gegen a konvergiert, und die Folge {z,}
konvergent ist. Ist a = +00, so sagt man, dass dass x, gegen a divergiert, und die
Folge {x,} bestimmt divergent ist. Hat die Folge keinen Grenzwert in R, so sagt
man, dass die Folge {x,} unbestimmt divergent ist.

Die Bedingung z,, — +00 bedeutet:
VE € R gilt x, > E fiir fast alle n.
Die Bedeutung x,, — —oo bedeutet:

VE € R gilt z, < FE fiir fast alle n.

30.05.18 H13
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Beispiel. 1. Die Folge x,, = n divergiert gegen +o00, da die Bedingung x,, > FE fiir
alle n > F erfiillt ist und somit fiir fast alle n. Analog divergiert die Folge z,, = —n
gegen —oo. Mit gleichem Argument beweist man, dass die Folge z,, = cn gegen +o00
divergiert, falls ¢ > 0, und gegen —oo falls ¢ < 0.

2. Die Folge x,, = y/n auch divergiert gegen +oo, da die Bedingung =, > F
bedeutet, dass \/n > E, was fiir positives E dquivalent zu n > E? ist. Somit gilt
z, > E fiir fast alle n.

Erweitern wir die Aussagen (a) und (b) des Satzes [4.1| auf die Folgen in R.
Satz 4.3 Seien {zn}, o s {Untnen  {2n tnen die Folgen von Elementen von R.

(a) Gilt z,, <y, fir fast alle n, so giltlim z,, < limy,, vorausgesetzt, dass lim x,,
und limy, in R existieren.

(b) Gelten z,, < y, < z, fiir fast alle n und limz, = limz, =: a € R, so gilt
auch limy, = a.

Beweis. (a) Setzen wir a = limz,,, b = limy,, und nehmen das Gegenteil an, dass
a>b.

Behauptung. Gilt a > b so existieren Umgebungen A von a und B von b so dass
fiir alle x € A undy € B gilt © > y.

Sind a und b reell so setzen wir € = “T_b und
A=U.(a), B=U.(D).
Sei a reell und b = —oco. Dann setzen wir

A:Ul(a), B:UE(—OO)

mit £ =a — 1.
B=U® A= (@
- - ¢ —
B:UE(_’)‘) A:’U1(a)
’>;~-.>e E:G,-I a ’
Der Fall a = 400 und b reell ist analog. Im Fall a = +00 und b = —o0 setzen
wir

A=Uy(+0), B=U(—).
So, in allen Féllen haben wir die Umgebungen A von a und B von b so erstellt, dass
reA undyeB=uz>y. (4.10)
Andererseits, fiir fast alle n gelten
T, €A, vy, €B und z, <vy,,

was im Widerspruch zum (4.10) steht.
(b) Sei A eine beliebige Umgebung von a.
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A=U(C=2

2C,, \jn Zh

£ AY
< 7

Nach Voraussetzung liegen fast all z,, und z, in A, voraus folgt, dass auch fast
alle y, in A liegen, und somit y, — a. m

Beispiel. Betrachten wir die Folge x,, = a". Wir wissen schon, dass diese Folge
konvergiert genau dann, wenn a € (—1, 1]. Zeigen wir, dass falls ¢ > 1 dann a" —
+00. Schreiben wir a = 1+ ¢ wobei ¢ > 0 und erhalten mit Hilfe von Bernoullischer
Ungleichung
a"=(1+¢)" > cn.

Da cn — +o0 und en < a™ < +o0o so folgt es, dass auch a™ — +o00.

Fiir a < —1 wechselt die Folge z,, = a" immer das Vorzeichen. Somit enthélt
weder Uy (+00) noch Uy (—oo) fast alle Glieder, und die Folge divergiert unbestimmt.

Operationen mit +oco und —oco. Fiir jedes a € R definieren wir Addition mit
+oo wie folgt:

+00, —o00 < a < 400

(+00) +a=a+(+o0) = { unbestimmt, a = —oo.

Analog definiert man Addition mit —oo:

—00, —o0 <a<+00

(—00) +a=a+(-00) = { unbestimmt, a = +oo.

Subtraktion wird auf Addition wie folgt reduziert:
a—(+00)=a+(—o0) und a—(—00)=a+ (+00).
Multiplikation mit 400 wird wie folgt definiert:

400, 0<a< 40
(+00)-a=a-(+00) = —00, —o0<a<0
unbestimmt, a = 0.

und analog mit —oo.
Division durch +oo wird wie folgt definiert:

a{o, ac€R

+o0o | unbestimmt, a = +o0o0or a = —o0,

und analog durch —oo.
Erinnern wir uns, dass auch § unbestimmt ist. Somit bleiben die folgenden
Operationen unbestimmt:

oo 0
— 0- — - 4.11
CX) w? OO7 ()O, 0 ( )

Alle diese Ausdriicke heiflen unbestimmte Ausdriicke.
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Satz 4.4 Seien {x,} und {yn} 2wei Folgen von reellen Zahlen mit limz, = a und
limy, = b wobet a,b € R. Dann gelten

lim (x, + yn) = a+b, lim(z, — y,) = a—b, lim (z,y,) = ab, lim Tn _

L (412
Yn (4.12)

Sl S

vorausgesetzt, dass die Ausdriicke a+0b, a —b, ab, bzw § bestimmt sind (und y,, # 0
im letzten Fall).

Beweis. Fiir reellen a,b wurden die Identitéiten (4.12)) im Satz bewiesen. Sonst
muss man verschiedene Moglichkeiten fiir ¢ und b betrachten und zeigen, dass in
allen Fillen die Identitéiten mit den Definitionen von Operationen mit 400
iibereinstimmen.

Betrachten wir den Fall wenn a reell ist und b = 4+o00. Dann ist die Folge {z,}
beschréinkt, sei |z,| < ¢ fiir ein ¢ > 0. Jede Umgebung Ug (+00) enthilt fast alle
Yn. Da fiir y,, € Ug (+00) gilt

Ty +Yp > —c+E=F,
so enthilt Ug (+00) fast alle x,, + y,. Da E’ beliebig ist, so folgt es, dass
Tn+ yYp — +00 =a+0b.
Die Differenz bestimmt man analog:
Ty —Yp <c—FE=F',
so dass Ups (—o0) fast alle z,, — y,, enthélt und somit
Tp— Y — —00 =a — b.

Um lim z,y, zu bestimmen, nehmen wir an, dass a > 0 (der Fall von a < 0 ist
analog). Dann liegen fast alle x,, in Uy, /5 (@) so dass fiir fast alle n gilt

a

Sei E positive. Fiir fast alle n gilt
Yn > L,
woraus folgt

Tnln > gE =F.

Da E’ beliebige positive Zahl ist, so folgt es

Tnln — 00 = ab.

Bestimmen wir jetzt lim % Fiir beliebige positive £ haben wir y,, > F fiir fast
alle n und |z,| < ¢, woraus folgt

Tn

Yn

|5En| C
= e =g
Yn E
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Da ¢ beliebige positive Zahl ist, so erhalten wir

und somit

Die anderen Féllen von a und b betrachten man analog. m

Beispiel. Zeigen wir, warum die Ausdriicke unbestimmt sollen sein.

1. Die Folgen x, = n + ¢ und y, = n haben den Grenzwert +oo aber die
Differenz x, — y,, = ¢ hat den Grenzwert ¢, was eine beliebige reelle Zahl ist. Fiir
die Folge x,, = n+ (—1)" gilt auch lim z,, = +oc0 aber die Differenz z,, —y,, = (—1)"
iiberhaupt keinen Grenzwert hat. Somit lisst der Ausdruck oo — oo sich nicht
eindeutig definieren.

2. Sei r, = £ und ¥, = n. Dann gilt x, — 0 und y, — +oo, wihrend x,y, — c.
Da ¢ beliebig ist, so ldsst 0 - oo sich nicht eindeutig definieren.

3. Sei x,, = ¢n mit ¢ > 0 und ¥, = n so dass x,, — 400 und ¥y, — +oo. Dann

gilt % — ¢, so dass der Ausdruck 2 sich nicht eindeutig definieren lésst.
4. Sei z, = < und y, = % so dass x,, — 0 und y, — 0. Dann gilt ;—: — ¢, SO

dass der Ausdruck % sich nicht eindeutig definieren lisst.

Beispiel. Mit Hilfe von dem Satz [4.4] bestimmen wir den folgenden Grenzwert:

3+ =
. vn
lim 22—
Da /n — +00, so gilt
1 1
lim — = — =0

Jn o 4o
und

1
11m<3+%) :3+0:3.

Da2”—>+oound”7“:1+%—>1,sogﬂt

1
lim(2”—n+ )—+oo—1—+oo.

n

Somit erhalten wir .
3+ = 3
lim —Y =~ —.
2n — oo

Den Grenzwert

n++/n
n—+/n
kann man analog nicht bestimmen, da n + /n — 400 und auch n — v/n — +00
(da v/n < % fiir n > 4 und somit n — /n > n/2). In diesem Fall erhalten wir

(4.13)

lim

01.06.18 H1
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den unbestimmten Ausdruck 2, und man muss andere Methoden einsetzen. Den

Grenzwert
lim (Vi1 - Vi) (4.14)

ist auch ein unbestimmter Ausdruck oo — 0o, so ist der Satz [4.4]in diesem Fall auch
nicht benutzbar. Die Grenzwerte (4.13) und (4.14) werden in Aufgabe 72 betrachtet.

4.5 Monotone Folgen

Definition. Eine Folge {z,} -, von reellen Zahlen heifit monoton steigend falls
Tni1 > T, fir alle n € N, and monoton fallend falls z,,, < z, fiir alle n € N. Eine
Folge heifit monoton, falls sie entweder monoton steigend oder monoton fallend ist.

Beispiel. Die Folge x, = n ist monoton steigend, die Folge z,, = % ist monoton
fallend, die konstante Folge x,, = a ist gleichzeitig monoton steigend und fallend,
die Folge x, = (—1)" ist nicht monoton.

Ist {z,} monoton steigend, so gilt x, > x,, fir alle n > m, was man per
Induktion nach n > m beweist. Insbesondere gilt =, > z; so dass z; eine untere
Schranke ist, und {z, } nach unten beschrénkt ist. Ist {x,} monoton fallend, so gilt
Ty < Ty, fiir alle n > m, und {z,} ist nach oben beschréinkt.

Hauptsatz 4.5 (Monotonickriterium) Sei {z,}, .y eine monotone Folge von reellen
Zahlen.

Ist {x,} monoton steigend, so gilt
lim z, =sup{z, : n € N}.
Ist {x,} monoton fallend, so gilt

lim z, = inf {z, : n € N}.

n—oo

Folglich hat jede monotone Folge immer einen Grenzwert in R (endlich oder +00),
und sie konvergiert genau dann, wenn sie beschrankt ist.

Beweis. Sei {z,} monoton steigend. Nach dem Satz existiert das Supremum
a=sup{r,} €R

Beweisen wir, dass z,, — a.
Sei zuerst a reell, d.h. die Folge {x,} ist beschréinkt. Fiir jedes ¢ > 0 ist die Zahl
a — € keine obere Schranke von {z,}. Deshalb existiert N € N mit

TN >a— €.
Da die Folge {x,} monoton steigend ist, erhalten wir, dass

T, >a—¢c firallen > N.
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!
T

IR cadurual
oC, al—z ! z‘x
Da nach Definition von a gilt x,, < a, so erhalten wir, dass
T, € (a—¢e,a+¢) fiirallen > N,

woraus x,, — a folgt.

Sei a = 400, d.h. die Folge {z,} ist unbeschréinkt. Sei E beliebige reelle Zahl.
Da E keine obere Schranke von {z,} ist, so gibt es ein N € N mit zy > F. Da {z,}
monoton steigend ist, so erhalten wir, dass

x, > F firallen > N,

woraus lim z,, = +o00 = a. folgt.
Der Fall von einer monoton fallenden Folge ist analog. m

Beispiel. Betrachten wir die Folge {,}, .y die wie folgt induktiv definiert ist:

1
r1=1, Tpi :xn+$—2 fiir alle n € N.

Die ersten Glieder der Folge sind wie folgt:

9 793 532689481

=2 =-=2,25 = — =2,447... =—
TS BT TS M T g T ST T 003747076
usw. Da offensichtlich gilt x,,.1 > x,, so ist diese Folge monoton steigend und somit
hat einen Grenzwert = limz,, € [0, +oc]. Es folgt, dass x die folgende Gleichung

erfiillt:

=2,614...

B 1

Da es keine reelle Zahl gibt, die diese Gleichung erfiillt, so beschlieBen wir, dass
T = 400 und somit x,, — +00.

Beispiel. Betrachten wir die Folge

1 1
T =2, xmlz—(xn—l——) Vn € N.

2 T
Die ersten Glieder der Folge sind wie folgt:

5} 41 3281
$22—21,2, I3IE:1’05’ 33'4:%

usw. Per Induktion beweist man, dass x,, > 0 fiir alle n. Danach bemerken wir,

dass fiir alle z > 0 gilt
1 1
- ~]1>1
2<x+x>_ ;

da diese Ungleichung dquivalent zu (x — 1)2 > 0 ist. Daraus folgt, dass =, > 1 fiir

alle n und somit ) )
Tpt1 = 3 (xn + _> < Ty
2 T

= 1,0003...
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So ist die Folge {z,} monoton fallend und nach unten von 1 beschriinkt. Es folgt:
der Grenzwert x = lim x,, existiert, ist eine positive Zahl ist und erfiillt die Gleichung

1 +1
r=—-(x+—-]).
2 T

Daraus erhalten wir 22 = 1 und somit = 1, so dass limz,, = 1.

Beispiel. Betrachten wir den Ausdruck:

1+\/1+\/1+\/1+x/ﬁ

Rigoros wird der Wert der unendlichen Folge von Wurzeln als lim x,, definiert, wobei

r1=0, ZTpy1=vVI1+x,.

In der Tat haben wir

'T2:\/I7 xr3 = \/1+\/I7 xr3 = vl—i_ \/1+\/IJ

usw. Man kann zeigen, dass die Folge {z,,} monoton steigend und beschréinkt ist,
woraus die Konvergenz folgt (siehe Aufgabe 80). Der Grenzwert lim z,, ldsst sich
danach explizit berechnen.

Beispiel. Die Folge x,, = (1 + %)n ist monoton steigend und beschréinkt (siehe
Aufgabe 84). Der Grenzwert

e = limz, = 2,718281828459045...

ist eine transzendente Zahl, die eine wichtige Rolle in Analysis spielt.

4.6 Intervallschachtelungsprinzip

Fixieren wir eine Grundmenge M und eine nichtleere Indermenge S. Eine Familie
{Aus},cs von Teilmengen von M mit der Indexmenge S ist eine Abbildung

A:5—=P(M)
Ssa— A, C M

Die Vereinigung |J A, und der Durchschnitt (| A, der Familie {A4,} werden wie
acsS a€csS
folgt definiert:

r€ |J Ay Jae S mitz e A,
€S

€ [ Aa & Va e Sgilt x € A,.

aesS
Fiir S = N heifit die Familie {A,}, . auch Folge.

Definition. Eine Folge {I;},.y von Intervallen heilt Intervallschachtelung falls
Ik+1 C [k fiir alle £ € N.
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Satz 4.6 (Intervallschachtelungsprinzip) Sei {I};},-, eine Intervallschachtelung wobei
alle Intervalle I abgeschlossen und beschrinkt sind. Dann ist der Durchschnitt
Mien Lk nichtleer.

Bemerkung. Es ist wichtig, dass alle Intervalle abgeschlossen sind. Betrachten wir
die folgende Intervallschachtelung: I, = (0, %} Wir behaupten, dass der Durch-
schnitt [,y Ix leer ist. In der Tat, gilt x € I, fiir alle & € N, so gilt 0 < < %
und somit 2~ > k fiir alle k¥ € N, was im Widerspruch zum Archimedischen Prinzip
steht.

Auch ist die Beschrinktheit der Intervalle wichtig. Zum Beispiel, die Inter-
vallschachtelung von den unbeschrinkten Intervallen I, = [k,4o00) hat den leeren
Durchschnitt.

Beweis. Sei I, = [ag, bg] mit aj < bg. Die Bedingung I, C I, ist dquivalent zu
ap < agyr und by > by,

d.h. die Folge {ax} monoton steigend ist und {by} — monoton fallend. Nach dem
Satz [4.5 haben wir
a = limay, = sup {ay}

und

A | | I
T T T v I I L ) T v
A Ansy a b b, b

Die Bedingung a; < by impliziert nach dem Satz dass a < b. Deshalb gilt fiir
alle k£
ap < a <b< by,

was impliziert, dass das Intervall [a, b] im Durchschnitt (), /» liegt und somit der
Durchschnitt nicht leer ist. m

Bemerkung. Man kann leicht zeigen, dass [a,b] = (o Lk-

4.7 Uberdeckungssatz

Definition. Eine Familie {A,},_¢ heiBt Uberdeckung von einer Menge B falls

a€eS

Bc U Aa.

aesS

Ist T' eine Teilmenge von S, so betrachten wir auch die Teilfamilie {Aq}, op - Ist
{A.},cp auch eine Uberdeckung von B, so heifit sie Teiliberdeckung.
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Hauptsatz 4.7 (Satz von Heine—]?ore Uberdeckungssatz) Seien a, b reelle Zahlen
mit a < b und sei {1,},.4 eine Uberdeckung von |a,b] mit offenen Intervallen I,.
Dann enthdlt {1,},.q eine endliche Teiliiberdeckung {15}, o von [a,b].

Die Endlichkeit von {I,}, .,

Definition. Eine Menge M C R heifit kompakt falls jede Uberdeckung von M mit
offenen Intervallen eine endliche Teiliiberdeckung enthélt.

Offensichtlich ist jede endliche Teilmenge von R kompakt. Satz besagt, dass
auch jedes beschrinktes abgeschlossenes Intervall [a, b] kompakt ist. Wir wissen, dass
jede nichtleere endliche Teilmenge von R das Maximum und Minimum hat. Man
kann beweisen, dass jede nichtleere kompakte Teilmenge von R auch das Maximum
und Minimum hat (siehe Aufgabe 81).

Der Begriff von Kompaktheit ist einer von zentralen Begriffen in Analysis and
Topologie. Wir vertiefen und benutzen ihn spiiter.

bedeutet, dass T eine endliche Teilmenge von S ist.

Beispiel. Zeigen wir, dass jede unbeschrinkte Menge M C R nicht kompakt ist.
Dafiir betrachten wir die offenen Intervalle I, = (—k, k) mit k£ € N. Offensichtlich ist
die Familie {I}}, y eine Uberdeckung von M. Soll {I;,},_, eine endliche Teilfamilie
sein, so existiert das Maximum von 7', m = max 7. Dann gilt I}, C I, fiir alle k € T
und somit

Ulx=1,2 M.

keT
Deshalb enthélt {1} }, .y keine endliche Teiliiberdeckung und somit ist M nicht kom-
pakt.

Zeigen wir, dass halboffenes Intervall M = (0, 1] nicht kompakt ist. Betrachten

wir die offenen Intervalle

1
—,2), keN.
(k’ )7 G

Die Familie { I } ist eine Uberdeckung von (0, 1], aber sie keine endliche Teiliiberdeck-

ung hat. In der Tat sei 7" eine endliche Teilmenge der Indexmenge N. Wie in dem
obigen Argument setzen wir m = max 7T und erhalten, dass

U [k :[m7

=
withrend ein einziges Intervall I,,, keine Uberdeckung von (0, 1] ist.

Beweis von Satz Nehmen wir das Gegenteil an, dass eine Uberdeckung
{1+},es keine endliche Teiliiberdeckung von [a,b] enthélt. Dann bestimmen wir
eine Intervallschachtelung {[a,,b,]} -, mit den folgenden Eigenschaften:

® [an,b,] C [a,b] fir alle n € N;
o jedes Intervall [a,, b,] keine endliche Teiliiberdeckung von {/,} ¢ zulésst;

e b, —a, — 0 fir n — co.

2Auch als “Satz von Borel-Lebesgue” genannt.
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Wir definieren [a,,, b,| per Induktion nach n. Fiir Induktionsanfang setzen wir
[al, bl] = [Cl, b]

Fiir Induktionsschritt nehmen wir an, dass [a,, b,] fiir ein n schon definiert, und
bestimmen [a,, 11, b, 1] wie folgt. Setzen wir

an + by,
CcC =
2

und bemerken, dass eines von zwei Intervallen [a,,, ], [, b,] keine endliche Teiliiberdeck-
ung zulésst. In der Tat, gibt es endliche Teilitberdeckungen {/,} o7, von [a,, c| und
{1o}aer, von [, b,] soist {1a},crur, eine endliche Teiliiberdeckung von [a,, b,], was
nach der Voraussetzung nicht moglich ist.

Bezeichnen wir mit [a,41, b,+1] das eine der beiden Intervalle [a,, c|, [c, b,], das
keine endliche Teiliiberdeckung von {I,}, ¢ zulésst.

Offensichtlich haben wir

[an+17 anrl] - [CL”, bn]

und b g
bppi — Qpi1 = — 5 -~ (4.15)
Die Folge {[an, b,]}, -, ist somit eine Intervallschachtelung. Es folgt aus dass
b= 0=
und somit
b, — a, — 0 fiir n — oo. (4.16)

Nach dem Satz existiert eine Zahl z, die in allen Intervallen [a,,b,] liegt. Da
z € [a,b] und {I,}, 4 eine Uberdeckung von [a, b] ist, so gehort = zu einem Intervall
I, mit o« € S. Sei I, = (p,q) mit p < ¢ und somit p < x < g.

Wie behaupten, dass es ein n € N gibt mit

[an, bu] C (p,q) .- (4.17)
Da a, < x <b,, so folgt es aus , dass auch
la, — x| — 0 und |b, — x| — 0
und somit
lima, = limb, = x.

Folglich enthélt (p,q) fast alle a, und b,, woraus folgt. Die Bedingung
bedeutet, dass das Intervall [a,,b,] von einem Intervall I, iiberdeckt ist,
was im Widerspruch zur Konstruktion von [a,, b,] steht, da [a,, b,] keine endliche
Teiliiberdeckung zuléisst. m
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4.8 Teilfolgen und Satz von Bolzano-Weierstrafl

Definition. Sei {z,}°°, eine Folge von Elementen von R und {n;};-, be eine Folge
von natiirlichen Zahlen mit ny < nyy; fiir alle k£ € N (d.h. die Folge {n} ist streng
monoton steigend). Dann die Folge {z,, },-, heifit eine Teilfolge von {xz,}, ;.

Erinnern wir uns, dass eine Folge {xz;} definiert wurde als eine Abbildung z :
N — R, und die Folge {n;} ist auch eine Abbildung n : N — N. Dann ist {x,, } die
zusammengesetzte Abbildung x o n:

T, =2 (n(k)) = (von) (k).

Beispiel. Sei n; = 2k. Dann x,, = x9; und die Teilfolge {z,, } besteht aus alle
Gliedern der Folge {x,} mit geraden n.

Behauptung. Gilt 2, — a € R, so gilt auch x,, — a fiir jede Teilfolge {n;} .

Beweis. In der Tat, nach Definition von der Konvergenz x,, — a, jede Umgebung
U (a) enthélt fast alle Glieder x,,, woraus folgt, dass auch fast alle z,,, in U (a) liegen,
dh. z, —a =

Definition. Ein a € R heifit Héaufungspunkt der Folge {z,} falls es eine Teilfolge
{zy, } gibt mit z,, — a.

Es folgt aus der obigen Behauptung, dass der Grenzwert immer ein Hiufungspunkt
ist. Die Umkehrung davon gilt nicht: ein Haufungspunkt soll nicht unbedingt der
Grenzwert sein.

Beispiel. Die Folge z,, = (—1)" divergiert, obwohl diese Folge zwei Haufungspunkte
hat: 1 und —1, da x9p — 1 und w941 — —1.

Satz 4.8 Sei {x,} eine Folge von Elementen von R und a € R. Die folgenden
Aussagen sind dquivalent:

(1) a ist ein Haufungspunkt der Folge {x,};
(17) jede Umgebung U (a) von a enthdlt unendlich viel Glieder der Folge {xy};

(131) fiir jede Umgebung U (a) von a und fiir jedes N € N existiert ein n > N mit
x, € U (a).

Beweis. (i) = (i) Sei a ein Hiufungspunkt, d.h. x,, — a fiir eine Teilfolge {zy, }.
Dann enthélt jede Umgebung U (a) fast alle Glieder der Folge {z,, }. Folglich enth&lt
U (a) unendlich viel Glieder von {z,}.

(77) = (4i7) Nehmen wir an, dass jede Umgebung von a unendlich viel Glieder
von {z,} enthilt. Betrachten wir die Menge

S={neN:z,€U(a)}.

Da diese Menge unendlich ist, so hat S keine obere Schranke (jede beschriinkte
Teilmenge von N ist endlich). Somit ist beliebiges N € N keine obere Schranke,
woraus folgt, dass es ein n > N gibt mit z,, € U (a).
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(iit)) = (i). Bestimmen wir per Induktion in k eine Teilfolge {z,, },-, mit
Tp, — a. Sei zuerst a € R. Wéhlen wir erst n; > 1 so dass x,,, € Uy (a). Ist ng_y
schon definiert, so withlen wir nj, > ny_, derart, dass z,, € Uy (a), was immer
moglich nach Voraussetzung ist. Dann gilt fiir alle £ € N

1
|, —al < T
Da 1 — 0 fiir kK — oo, es folgt, dass |z,, —a| — 0 und somit z,, — a.
Im Fall a = +00 erfolgt der Beweis analog: man soll nur die Umgebungen U, (a)
statt Uy /i (a) betrachten. m

Beispiel. Bestimmen wir die Hiaufungspunkte der Folge

1"
xn:( )+1—(—1)”, n e N.
n

Fiir gerade n gilt z,, = % und fiir ungerade n gilt x,, = 2 — % Da % — 0 und

2— % — 2, so sind 0 und 2 die Hdufungspunkte der Folge. Zeigen wir, dass es keinen
anderen Hiufungspunkt gibt. Da fiir alle n € N gilt z,, € [0, 2], so gibt es keinen
Héufungspunkt auflerhalb des Intervalls [0,2]. Sei a € (0,2). Dann gibt es ¢ > 0
derart, dass die Umgebung U, (a) disjunkt von U (0) und U, (2) ist.

Ue(a)

.
o a 2

Die Menge der Glieder z,, in U, (a) mit geraden n ist endlich, und mit ungeraden
n auch endlich. Somit ist die Menge von Glieder z,, in U, (a) endlich, und a ist kein
Hiufungspunkt. Es folgt, dass

liminfz, =0 und limsupz, = 2.
Fiir weitere dhnliche Beispiel siche Aufgabe 87. Es gibt ein interessantes Beispiel

der Folge {x,} deren Menge von Hiufungspunkten gleich R ist (Aufgabe 93).

Hauptsatz 4.9 (Satz von Bolzano-Weierstraf}) Jede beschrinkte Folge von reellen
Zahlen besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Eine Folge {x,} besitzt eine konvergente Teilfolge genau dann, wenn {z,,}
einen Hiufungspunkt in R hat. Ein ¢ € R ist ein Hiufungspunkt von {z,} genau
dann wenn

Ve >0 U.(c) enthilt unendlich viel Glieder von {z,} (4.18)

(Satz [4.§). Sei {z,} eine beschrénkte Folge, d.h. es gibt a,b € R derart, dass
a <z, <b fir alle n € N. Nehmen wir das Gegenteil an, dass {z,} keinen reellen
Héufungspunkt hat. Diese Bedingung ist die Negation von (4.18) fiir jedes ¢ € R :

Ve e R Je >0 so dass U. (¢) nur endlich viel Glieder von {z,} enthilt.

Setzen wir I, = U, (c) fiir jedes ¢ € R (beachten wir, dass ¢ von ¢ abhéngig ist).
Die Familie {I.} . von offenen Intervallen tiberdeckt offensichtlich die ganze Menge
R, insbesondere das Intervall [a, d] .

08.06.18 H1
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T =W

(4

Nach dem Satz[4.7} es gibt eine endliche Teiliiberdeckung {I.} ., von [a,b]. Da
jedes I. nur endlich viel Glieder von {x, } enthilt, erhalten wir, dass ihre Vereinigung
{1.}.cr auch nur endlich viel Glieder von {z,} enthilt (siche Aufgabe 91 (c)), was
im Widerspruch zur Bedingung steht, dass [a, b] die ganze Folge {z,} enthilt. m

Korollar 4.10 Jede Folge {z,} von reellen Zahlen besitzt eine Teilfolge, die einen
Grenzwert in R hat. Aquivalent ist die Menge von Hdaufungspunkten von {x,} in R
nichtleer.

Beweis. Jede beschréinkte Folge {z,,} hat einen Héufungspunkt nach dem Satz
Ist die Folge {z,} nach oben unbeschrénkt, so erhilt jede Umgebung Ug (+00) =
(E,400] von +oo unendlich viel Glieder z,, da sonst die endliche Menge von x,,
in (E,+o00) als auch die Menge von z, in (—oo, E) nach oben beschrénkt sind,
was im Widerspruch zur Unbeschrénkheit von {x,} steht. Somit ist +oo ein Hiu-
fungspunkt.

Ist die Folge {z, } nach unten unbeschriinkt, so ist analog —oo ein Hiufungspunkt.
n

4.9 Cauchy-Folge

Definition. Eine Folge {x,} von reellen Zahlen heifit Cauchy-Folge (oder Funda-
mentalfolge) falls

Ve>0 INeN Vn,m > N gilt |z, — z,] < e. (4.19)

Die Bedeutung (4.19) heifit die Cauchy-Bedingung. Sie ldsst sich dquivalent wie

folgt umformulieren:
Ve > 0 gilt |z, — 2| < e fiir fast alle n und fast alle m. (4.20)
Kurz bezeichnet man die Bedingung bzw wie folgt:
Tp — Ty, — 0 fiir n,m — oo.

Hauptsatz 4.11 (Cauchy-Kriterium) Fine Folge {x,} von reellen Zahlen konvergiert
genau dann, wenn {x,} eine Cauchy-Folge ist.

Soll man die Konvergenz einer Folge {z,} beweisen, ohne den Grenzwert zu
kennen, so hat die Cauchy-Bedingung einen Vorteil, da sie den Wert des Grenzwertes
nicht explizit benutzt.

Beweis. Konvergenz =—> Cauchy-Bedingung. Sei x,, — a, d.h.

Ve > 0 fiir fast alle n gilt |z, —a| <e.
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Daraus folgt, dass fiir fast alle n, m
Ty — x| = |(xn, — a) — (zp, — a)| < |zp — al + |z, — a] < 26

Da 2¢ beliebig positiv ist, erhalten wir, dass {x,} die Cauchy-Bedingung erfiillt.

Cauchy-Bedingung =—> Konvergenz. Zeigen wir zuniichst, dass die Cauchy-Folge
{z,} beschréinkt ist. Nach Definition fiir fast alle n,m gilt |z, — x,,| < 1. Wahlen
einen solchen Wert von m. Dann gilt x,, € [z, — 1, x,, + 1] fiir fast alle n, woraus
folgt, dass die Folge {x,} beschrinkt ist.

Nach dem Satz [4.9] von Bolzano-Weierstra$l existiert eine konvergente Teilfolge
{z,, }. Setzen wir a = limz,, and beweisen wir, dass auch lim, .., =, = a. Die
Konvergenz z,,, — a bedeutet, dass

Ve > 0 fiir fast alle k gilt |z, —a| <e. (4.21)
Es folgt aus , dass fiir fast alle n und & gilt
Ty — T, | < €.
Zusammen mit erhalten wir fiir fast alle n
|zy, —a| = |z — Tpy, + Tn, — a| < |xy — @, | + |20, — a < 2¢,
woraus die Konvergenz x,, — a folgt. m

Beispiel. Betrachten wir den unendlichen Kettenbruch:

1

1 1
=

(4.22)

deren Wert wie folgt definiert ist. Betrachten wir die Folge {z,}, .y die induktiv
definiert wird wie folgt:

r1=1 und an:l—l—xn fiir n € N.
Dann gilt
1 1 1 1 2 1 1 3
S R R A S T e R e T

1+1

usw. Man kann beweisen, dass die Folge {z,} die Cauchy-Bedingung erfiillt und
somit konvergent ist (sieche Aufgabe 85). Der Grenzwert x = lim z,, heifit der Wert
des Kettenbruches (4.22). Man kann = aus einer Gleichung explizit bestimmen.

Beispiel. Betrachten wir die Folge

1
1 =0, T, = 5 (1 — xi) fiir n € N, (4.23)

so dass 19 = %, T3 = %, Ty = %, 5 = égggg usw. Man kann beweisen, dass diese
Folge die Cauchy-Bedingung erfiillt und somit konvergent ist (siche Aufgabe 92).
Danach bestimmt man x = lim x,,.
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4.10 Limes inferior und Limes superior

Sei {x,} eine Folge von reellen Zahlen. Bezeichnen wir mit H die Menge von allen
Hiufungspunkten in R von {z,}. Nach Korollar ist die Menge H stets nichtleer.
Nach dem Satz existieren das Infimum inf H € [—00, 400) und das Supremum
sup H € (—o0, +o0].

Definition. Fiir die Folge {x,} definieren wir den Limes inferior durch
liminf x,, := inf H

und den Limes superior durch

lim sup z,, := sup H.

n—oo
Alternative Bezeichnungen:
liminfz, = limz, und limsupx, = limz,.
n—oo n—00 n—o0 n—0oo

Insbesondere existieren liminf z,, und limsup z,, als Elemente von R fiir beliebige
Folge {z,}. Da die Menge H nichtleer ist, so gilt immer

liminf z,, < limsup z,,.

Satz 4.12 Sei {z,} eine Folge von Elementen von R.
(a) Der Grenzwert lim z,, existiert genau dann, wenn

lim inf z,, = lim sup z,,.

n—oo n—oo

(b) Die beiden Werte liminf z,, und limsupx,, sind Haufungspunkte der Folge
{z,}. Folglich ist liminf x,, der minimale Hiufungspunkt von {z,} und limsup z,,
der mazimale Haufungspunkt von {x,}.

Der Beweis in Aufgaben 88, 89 (b).

4.11 Komplexwertige Folgen

Definition. Eine Folge {z,} -, von komplexen Zahlen konvergiert gegen a € C falls
|z, — a| — 0 fiir n — oo. Man schreibt: lim 2z, = a oder z, — a fiir n — oc.

Definition. Eine komplexwertige Folge {z,} heifit Cauchy-Folge falls |z, — z,,| — 0
fiir n,m — oo.

Offensichtlich stimmen diese Definitionen mit den entsprechenden Definitionen
fiir reellwertige Folgen iiberein.
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Satz 4.13 Sei {z,} eine komplezwertige Folge.

(a) Die Konvergenz z, — a fir ein a € C gilt genau dann, wenn Re z, — Rea
und Im z, — Ima.

(b) Die Folge {z,} ist Cauchy-Folge genau dann, wenn {Rez,} und {Imz,}
Cauchy-Folgen sind.

(¢) (Cauchy-Kriterium) Die Folge {z,} ist konvergent genau dann, wenn {z,}
Cauchy-Folge ist.

Beweis. (a) Seien z, = x,, + 1y, und a = x + iy wobei z,,y,,x,y € R. Dann

2y —a=(x, — ) +i(y, — y)

und

|Zn - CL|2 = |5L‘n - :L‘|2 + |yn - y|2 )
woraus folgt, dass

zn—al> =0 & |z, —z° = 0und |y, —y[> — 0
Bemerken wir, dass fiir jede Folge {r,} von reellen Zahlen
72 —=0&r, —0
(siche Aufgabe 73). Somit erhalten wir, dass
|zn —al = 0 & |z, —2| = 0und |y, —y| — 0

was zu beweisen war. 13.06.18 H13

(b) Wie in (a) haben wir
|Zn - Zm|2 = |J;n - xm|2 + |yn - ?Jm|2
woraus folgt, dass
lzn — 2m| = 0 < |z, —xp| — 0und |y, — ym| — 0

fir n,m — oo. Somit ist {z,} Cauchy-Folge genau dann, wenn {z,} und {y,}
Cauchy-Folgen sind.
(¢) Nach (a), (b) und Satz erhalten wir

{z.} konvergiert <= {z,} und {y,} konvergieren
<~ {x,} und {y,} sind Cauchy-Folgen
<= {z,} ist Cauchy-Folge.

Satz 4.14 (Rechenregeln) Seien {z,} und {w,} zwei komplezwertige konvergente
Folgen mit z, — a und w, — b. Dann gelten

Zn

a
Zn +w, —a+b, z,—w,—a—0>b z,w,— ab, —>E

n

wobei im letzten Teil vorausgesetzt ist, dass w, # 0 und b # 0.

Beweis erfolgt mit Hilfe von den Sitzen [4.2] und (siche Aufgabe 90).



Chapter 5

Reihen

5.1 Reellwertige Reihe

Sei {an},cy eine Folge von reellen Zahlen. Der Ausdruck

)
D>_an
n=1

heifit Reihe (unendliche Summe). Die Summe (der Wert) der Reihe wird wie folgt
definiert. Fiir jedes N € N definieren wir die Partialsumme

N
SN = E Q.
n=1
Definition. Setzen wir

[ee]

E a, = lim Sy,
N—oo

n=1

vorausgesetzt, dass der Grenzwert limy_,o, Sy in R existiert. Man sagt, dass die
Reihe ) a, konvergent bzw bestimmt divergent bzw unbestimmt divergent, wenn
gleiches fiir die Folge { Sy} gilt. Ist die Reihe ) a,, unbestimmt divergent, so ist der
Wert von ) a,, nicht definiert.

Definition. Eine Reihe >, | ay heiit nichtnegativ falls alle Glieder aj, nichtnegative
reelle Zahlen sind.

Satz 5.1 Fiir jede nichtnegative Rethe Y - | a, ist thre Summe immer bestimmt als
Element von [0, +o0]. Folglich bestehen es nur zwei Mdglichkeiten:

1. entweder Y a, < oo und die Reihe Y~ | a, konvergiert;

2. oder > > a, = +0o und die Reihe bestimmt divergiert.

Beweis. Da a, > 0, so ist die Folge { Sy} yon von Partialsummen monoton steigend

und somit lim Sy existiert in R nach den Satz . Ist lim S endlich, so ist die Reihe
konvergent, ist lim Sy = +o0, so ist die Reihe bestimmt divergent. m

111
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Beispiel. Betrachten wir die geometrische Reihe

> "
n=0
mit z € R. Die Partialsumme ist
N N N+1 N+1
T —x T —1
N nZ:% v + ; v + r—1 r—1 ( )

(siche Aufgabe 39). Im Fall 2 € (—1,1) erhalten wir 2¥*! — 0 fiir N — oo, woraus
folgt

= 1
m— ] Sy = —. 5.2
nzz(]x Nlinoo N 1—=x ( )
Es folgt, dass fiir jedes m € Z
- n __ .m . n—-m __ ..m . k ™
Zw =x Zx =z Zx_l—x (5.3)
n=m n=m k=0
Im Fall 2 > 1 folgt es aus (5.1]), dass
xN+1 -1
SN=—1—>+OO fir N — oo,
I‘_

sodass Y o~ 2™ = +oo. Im Fall x = 1 gilt nicht, aber wir haben Sy = N und
somit wieder y 7 x" = co.

Fiir # < —1 hat die Folge {#"} keinen Grenzwert, woraus folgt, dass Y o ;2"
unbestimmt divergiert.

Beispiel. Die harmonische Reihe

LTI
n:ln_ 2 3

ist bestimmt divergent, wiihrend die Reihe

oo

1
n2
n=1

konvergent ist (siche Aufgabe 96).

Satz 5.2 Gilt 0 < a, <b, fir allen € N, so gilt
DN
n=1 n=1

Beweis. Seien Ay und By die Partialsummen von ) a, bzw ) b,. Die Vorausset-
zung a, < b, ergibt Ay < By und somit lim Ay < lim By, was zu beweisen war.
[
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5.2 Zahlensystem: ¢-adische Briiche

Sei ¢ > 2 eine natiirliche Zahl. Betrachten wir eine unendliche Folge{ay},-, von
g-adischen Ziffern (d.h. a; € {0,...,¢ — 1}) und die Reihe

Z arg P =g Fag .. (5.4)
k=1
Satz 5.3 Fir jede Folge {a;},—, von g-adischen Ziffern ist die Reihe Y ;- arq ™"
konvergent und ihre Summe liegt in [0, 1].

Definition. Die Reihe Y 77 axg™* heiit g-adischer Bruch, und die Summe z =
> ne; axg " heifit der Wert des Bruches. Die iibliche symbolische Abkiirzung dieser
Identitét ist

x = (0,a1aqa3...), oder = =0,ajasa;...

q

Beweis von Satz Da axg™" > 0, so ist die Reihe Y -, axg™* entweder
konvergent oder bestimmt divergent. Zeigen wir, dass

o0

Z akq_’C < 00.

k=1

Da a,, < ¢ — 1, so erhalten wir nach (5.3)

oo oo —1
Sact<@-DY ¢F=-1) =1 .
3 arg " < (¢—1) 2 q (a=1) 1= = (5.5)

Somit ist die Reihe >3 | arg~* konvergent und ihre Summe liegt in [0,1]. =

Beispiel. Es folgt aus (5.5), dass

1
(0,111..),=> ¢ "= pat (5.6)
k=1

5.3 Komplexwertige Reihen

Sei jetzt {a;},-, eine Folge von komplexen Zahlen.

Definition. Eine komplexwertige Reihe > 77 | a; heiit konvergent, falls die Folge
{Sn},=, von Partialsummen S, = Y, _, a; konvergent ist. Der Summe (der Wert)
der konvergenten Reihe wird wie folgt definiert:

o0
> ap = lim S,.
k=1 n—00

Nach den Eigenschaften des Limes erhalten wir die folgenden Eigenschaften von
Reihen.
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Satz 5.4 Fiir ay, by, c € C gelten die Identitdten

> (ak+bi) = Zak +Zbk,
) s

E Cak—CE ag,
k=1

vorausgesetzt, dass die rechten Seiten bestimmt sind.

Bemerkung. Die letzte Bedingung bedeutet, dass die Reihen > a und ) by, kon-
vergent sind. Im Fall wenn ag, by, ¢ reell sind, kann man auch bestimmt divergente
Reihen erlauben, vorausgesetzt, dass die Operationen mit den Unendlichkeiten in
den rechten Seiten bestimmt sind.

Beweis. Betrachten wir die Partialsumme

SnIZ (ag + bg) = Zak+zbk A, + By,
k=1

wobei A, und B, die Partialsummen von ) a; bzw > by, sind. Nach dem Satz
(4.4] im Fall von reellen Reihen) erhalten wir

lim S, = lim (4, + B,) = lim A, + lim Bn—Zak+Zbk

n—00 n—00 n—00 n—00
k=1

Die zweite Identitéit wird analog bewiesen. m

Satz 5.5 (a) (Restreihe-Kriterium) Die Reihe Y .- | ay ist konvergent genau dann,
wenn Y o ay konvergent ist, fir jedes m € N.
(b)(Trivialkriterium) Ist "/~ a konvergent, so gilt lim ay = 0.

Die Reihe Y 72 ay, heifit die Restreihe von >~ ay.
Die Folge {ax} heifit Nullfolge falls lim a;, = 0. Dann (b) ergibt folgendes: ist die
Folge {ax} keine Nullfolge, so divergiert die Reihe ) .- | ax.

Beweis. (a) Betrachten wir die Partialsummen S, = > 7, a und T,, = > 7 ay

mit n > m. Dann gilt
m—1
Sp=Tpn=> ap=:C
k=1

wobei die Konstante C' unabhiéingig von n ist. Daraus folgt, dass S,, konvergiert
genau dann, wenn 7;, es tut.
(b) Fiir die Partialsummen gilt

n n—1
Sn_Sn—lz E ar — E A = Qp.
k=1 k=1

15.06.18 H1
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Ist die Reihe ), _, a; konvergent, so ist die Folge {.S,,} konvergent. Dann konvergiert
auf {S,,_1} gegen gleichen Grenzwert, woraus folgt

lima, =lim (S, —S,_1) =1lim S, —limS,_; =0.
m

Beispiel. Betrachten wir die geometrische Reihe Y ;7 2* fiir # € C. Genauso wie
im reellen Fall ist diese Reihe fiir |z| < 1 konvergent, da

g i . ot 1 i
=) = — ir n — 00,
— x—1 11—z
weil |27t = |z["" — 0. Im Fall |z| > 1 ist die geometrische Reihe divergent, da

|2*| = 2" > 1 und somit {z*} keine Nullfolge ist.

5.4 Majorantenkriterium und absolute Konvergenz

Satz 5.6 (Majorantenkriterium, Vergleichskriterium) Seien Y.~ | a) eine komplexw-
ertige Reihe und Y}, by, eine nicht-negative konvergente Rethe. Gilt

lax| < b fiir alle k € N (5.7)

S0 ist Y po, ax konvergent und

> ap| < by (5.8)
K1 k=1

Gilt die Bedingung (5.7)), so heifit die Reihe Y by, die Majorante von »_ aj. Man
sagt auch, dass Y aj von Y by majorisiert wird. Da b, > 0, so existiert > ;- by
immer als Element von R (Satz . Die Konvergenz von ) by ist dquivalent zu
220:1 bk < Q.

Beweis. Im Beweis benutzen wir die folgende Verallgemeinerung der Dreiecksun-
gleichung: fiir beliebige endliche Folge {c;};,_, von komplexen Zahlen gilt

n
< Z |Ck| )
k=1

n

>

k=1

was man per Induktion nach n beweist.

Bezeichnen wir
n n

A, = Zak und B, = Zbk.
k=1

k=1
Dann gilt es fiir alle natiirliche Zahlen n > m

k=m+1 k=m+1

n

> o

k=m+1

|An - Am| =
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Fiir m > n gilt analog

und fiir ale n, m € N erhalten wir
|A, — Ap| < |Bn, — Bl

Die Folge {B,} konvergiert und somit ist eine Cauchy-Folge, d.h. |B, — B,,,| — 0
fir n,m — oo. Daraus folgt, dass auch |A, — A,,| — 0. Somit ist {A,} eine
Cauchy-Folge, und die Reihe ) 7 | a) konvergiert nach dem Satz

Um (5.8]) zu beweisen, setzen wir

A=1limA, = iak und B =IlimB, = ibk.

k=1 k=1

Analog zu (5.9)) gilt

3
3
3

Wir haben auch
Al =1A— A, +A,| <|A—A,|+|A,| < |A—A,|+ B,

woraus folgt
|A| <lim|A—A,|+lmB, =0+ B = B,

was zu beweisen war. ®

Definition. Eine komplexwertige Reihe >/ | a;, heifit absolut konvergent falls

o0
Z lax| < oo.
k=1

Korollar 5.7 Ist die Reihe > aj absolut konvergent, so ist sie konvergent. Es gilt

auch
Zak < lag| . (5.10)
k=1 k=1

Beweis. Setzen wir by = |ax|. Die nicht-negative Folge > by konvergiert nach

Voraussetzung und ist Majorante von > aj. Nach Satz ist > ay konvergent und
(5.10) gilt. m

Beispiel. Betrachten wir die Reihe )" | % wobei {c;} eine beliebige beschréinkte
Folge von komplexen Zahlen (zum Beispiel, ¢, = i* oder ¢, = (—1)"). Wir be-
haupten, dass diese Reihe absolut konvergiert. Sei C' eine obere Schranke der Folge

{lck|}. Da

Ck C

R

und die Reihe ) k% = C'Y" 7 konvergent ist, so erhalten wir nach dem Satz
dass ) 7% absolut konvergent ist.

Es gibt die Reihen, die konvergent aber nicht absolut konvergent sind, zum
n—1
Beispiel, die Leibniz-Reihe $7°° &2

n=1 n
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5.5 Quotientenkriterium

Satz 5.8 (Quotientenkriterium, d’Alembert-Kriterium) Sei {a,} -, eine komplezw-
ertige Folge mit a,, # 0 fiir alle n. Gilt

Qp+1
anp,

lim sup <1,

n—oo

so ist die Reihe Y 7 | a, absolut konvergent. Gilt

n=1

a
ntllS

lim inf
n—oo

?

Qn

so ist die Reihe Y~ | a, divergent.

und r = limsup,,_, . 7». Da r < 1, so existiert

Beweis. Bezeichnen wir r,, = |“

ein g € (r,1), d.h. r < ¢ < 1. Wir behaupten, dass r,, < ¢ fiir fast alle n. Nehmen
wir das Gegenteil an, dass es in [g, +00) unendlich viel Glieder der Folge {r,} gibt.
Dann liegt in [g, +00) eine Teilfolge von {r,}, und nach dem Korollar gibt es
in [q,+o00] einen Haufungspunkt der Folge {r,}. Allerdings ist das nicht moglich,
da alle Hiufungspunkte dieser Folge < r sind.

Deshalb existiert ein N € N so dass r, < ¢ fiir alle n > N. Es folgt, dass

lani1| < qlay]| fiir alle n > N.
Per Induktion erhalten wir, dass
la,] < ¢ lay| fir allen > N.

Da 0 < g < 1, so erhalten wir

) ) 9]
Do lanl <lan| Y ¢ N =lanlgV Y q" < o0,
n=N n=N n=N

d.h. die Restreihe Y >° \ |a,| konvergent ist. Somit ist die Reihe Y > a,, absolut
konvergent.

Setzen wir s = liminfr,. Gilt s > 1, so gilt r,, > 1 for fast alle n, insbesondere
fir all n > N fiir ein N € N. Es folgt, dass fiir all n > N

|Gny1] > |an],

so dass a,, — 0 unmoglich ist. Nach dem Trivialkriterium ist die Reihe ) a,, diver-
gent. m

5.6 Bedingte Konvergenz

Es gibt die Reihen, die konvergent aber nicht absolut konverglent sind. Sie heiflen
bedingt konvergent. Zum Beispiel, die Leibniz-Reihe > >° ( :L) ist bedingt konver-
gent. Fiir den Beweis brauchen wir den folgenden Satz.

n=1
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Satz 5.9 (Leibniz-Kriterium) Sei {c;},;-, eine monoton fallende Folge von nicht-
negativen reellen Zahlen mit ¢, — 0. Dann ist die alternierende Reihe

Z(—l)kck =—ci1+c—cg+cs— ... (5.11)

00
k=1

konvergent. Dariber hinaus erfillen die Partialsummen S, = Y ,_, (—=1)" ¢p die
Ungleichungen

Som—1 < Z (—1)k cr < Som, (5.12)
k=1

fiir alle m € N.

Bemerken wir, dass im Fall ¢, /4 0 die Reihe (5.11)) nach dem Trivialkriterium
divergent ist.

Beweis. Beweisen wir zuerst, dass die Folge {S2,},,cy €ine Cauchy-Folge ist. Sei
[ > m. Dann haben wir

SQ[ — ng == Z (—l)k Cr — Z (—1)k CL

k=1 k=1
21

= Z (—1)k cr = — (Com+1 — Compa + .. + Co—1 — o)
k=2m+1

l
= - Z (CQj_l_CQj) (513)

j=m+1

(der rigorose Beweis der letzten Identitét erfolgt per Induktion nach | > m+1). Da
C2j—1 > Cgj, so folgt es, dass

!
0 < Som—Su= Y (c3j-1—0c3)
j=m+1
I !
Z (coj—1 — c25) + Z (C25 — C2541)
j=lm+1 j=m+1
I

!
= Z C2j—1 — Z coj41 = (Comy1 + ... + 1) — (Comas + ... + C241)

IN

j=m+1 Jj=m+1
-1 l

= Z Coiy1 — Z Coj+1 (Wechsel i = j — 1 in erster Summe)
i=m j=m+1

= Com+1 — Car+1 < Com1-
Da c901 — 0 fiir m — o0, so erhalten wir, dass

Som — Soy — 0 fiir [, m — o0,
d.h. {S5,,} ist eine Cauchy-Folge und somit konvergent. Sei

a= lim S,,,.

m—00
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Da
ng — ng,1 = (_1)2m Com — 0 fiirm— oo,

so erhalten wir, dass auch

lim SQm—l = a,
m—00

woraus folgt, dass
lim S, = a,

n—oo

d.h. die Reihe (j5.11)) konvergent ist, und ihre Summe ist gleich a.

Aus Sy, > Sy fiir [ > m erhalten wir fiir [ — oo dass
Som > th Sy = a,

was dquivalent zu
o0

Z (—1)* & < Som

k=1

ist. Analog beweist man, dass fiir alle [ > m

20+1 2m+1
SQZ—H - S2m+1 = Z (—1)k Cr — Z (—1)k Ck
k=1 k=1
2141

= Z (—1)k ¢k = (Comt2 — Coms3 + ... + Co — Cor1)

k=2m-+2
l

= Z (c2j — C2j41) = 0.

j=m+1
Aus Sy, 11 < Sg4q erhalten wir fiir [ — oo dass

Som+1 < lim Sop41 = a,
l—o0

und somit

Z (—1)" x> Somy1.

0o
k=1

Alternativer Beweis. Da

2m+2 2m+1
Sotmt1)y = Som = (1) comao + (=1)™" Comi1 = Compa — Comp1 <0,

so ist die Folge {S5,,} monoton fallend. Analog haben wir

2m+43 2m—+2

Sotmi1)41 — S2ms1 = (—1) Com+3 + (—1)

so dass die Folge {S3,+1} monoton steigend ist. Da

2m—+1
Som+1 = Som + (—1) Cam+1 = Sam — Com+1,

so folgt es, dass Sa,, 11 < Sap,. Somit erhalten wir eine Intervallschachtelung {[S2,,41, Som]}

119

(5.14)

Com42 = —Com+3 + Comy2 2> 0,

(5.15)
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Nach dem Intervallschachtelungsprinzip gibt es eine reelle Zahl a mit

a € ﬁ [S2m+1> S2m] ’

meN

d.h.
SQm+1 S a S ng VYm € N. (516)

Da camy1 — 0, so folgt es aus (5.15), dass Sa,, — Sopmi1 — 0 fiir m — co. Da
0 < Som —a < Sopm — Somta

und
0<a— Smi1 < Som — Som+1,

so folgt es, dass
lim S2m = lim ng+1 =a

und lim S,, = a. Die Ungleichung (5.12) ist dann #quivalent zu (5.16). =

Beispiel. Die Leibniz-Reihe Y7 % ist konvergent nach dem Leibniz-Kriterium,

da die Folge {%} monoton fallend ist und % — 0. Andererseits ist die harmonische

Reihe 377 | 4 divergent (siche Aufgabe 101), so dass die Konvergenz von ) -, =0t

bedingt ist.

5.7 * Zahlensystem: ¢-adische Darstellung reeller
Zahlen

Jetzt definieren wir g-adische Darstellung von den reellen Zahlen. Der néchste Satz
ist die Umkehrung von dem Satz

Satz 5.10 Sei q > 1 eine natirliche Zahl. Fiir jedes x € [0,1) gibt es einen q-
adischen Bruch mit dem Wert x.

Beweis. Bestimmen wir die Folge {a,} ., von Ziffern per Induktion nach n, so
dass fiir alle n € N gilt

n

Zakq_k <zr< Zakq_k +q " (5.17)

k=1 k=1
Induktionsanfang fiir n = 1. Die Ungleichung (5.17) fiir n = 1 ist

ag ' <z <aqgt+qt (5.18)

was dquivalent zu
a; < qr <a;+1 (5.19)
ist, d.h.

a1 = [qz],
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wobei [-] GauBklammer ist (siehe Satz[2.9). Da 0 < z < 1, so erhalten wir 0 < gz < ¢
und somit 0 < a; < ¢q. Deshalb ist a; eine ¢-adische Ziffer ist. Damit haben wir
gezeigt, dass a; existiert.

Induktionsschritt von < n nach n. Seien a,, fiir alle & < n schon bestimmt. Wir
miissen beweisen, dass es eine Ziffer a,, mit gibt. Setzen wir

und umschreiben (5.17)) wie folgt:
y+aqg " <x<y+a,qg"+qg "
Diese Ungleichungen sind dquivalent zu
a0 < q" (2 —y) < an +1,

was ergibt
an = [q" (z —y)].
Es bleibt nur zu zeigen, dass a,, eine g-adische Ziffer ist. Nach Induktionsvorausset-

zung haben wir
y<az<y+q "
woraus folgt

r—y<q "t

q" (x—y) <q,
[q" (v —y)] < q

0
0
0

VAN VANV

was zu beweisen war. Es folgt aus (5.17)) fiir n — oo, dass x = 0, a1a5... =

Mit Hilfe von Sétzen [2.19] und [5.10| kann jedes x € R, im g-adischen Zahlen-
system dargestellt werden, wie folgt. In der Tat kann jedes x > 0 eindeutig in der
Form

r=a-+b

zerlegt werden, wobei a = [z] € Z, der Ganzzahlanteil von z ist und b = z—a € [0, 1)
der Bruchteil von x. Manchmal benutzt man die Bezeichnung b = {z} (z in den
geschwungenen Klammern — nicht mit der Menge {x} zu verwechseln).

Ist @ = 0, so gilt x € [0,1) und die g-adische Darstellung von = wird von Satz
gegeben. Sei a > 0. Nach Satz [2.19 hat a die g-adische Darstellung

n
a= Z apq® = (anan_l...ao)q )
k=0

Nach Satz hat b die Darstellung als ein g-adischer Bruch

b= g =(0,bibobs...), .
=1
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Deshalb erhalten wir die Identitét
=Y ad"+> by,
k=0 1=1
die symbolisch abgekiirzt wird wie folgt

r = (anan_l...ao, blbgbg...)q .

Der Ausdruck (a,a,_1...ag, bibabs...) . (wobei ay und b, die g-adischen Ziffern sind)
heift g-adische Zahl. Somit erhalten wir folgendes.

Korollar 5.11 Jede q-adische Zahl hat einen Wert in R,.. Fiir jedes © € R, ex-
istiert eine q-adische Zahl mit dem Wert x.

Mit Hilfe von der g-adischen Darstellung der reellen Zahlen kénnen die arith-
metischen Operationen mit Zahlen durchgefiihrt werden, wie schriftliche Addition,
Subtraktion, Multiplikation und Division.

Bemerkung. Der Satz enthiilt keine Eindeutigkeitsaussage, da dies nicht im-
mer gilt. Zum Beispiel, es folgt aus (5.6)), dass fir a = ¢ —1

(0, aaa....), = ¢

=1
" g—1

Y

wobei 1 auch die g-adische Darstellung 1 = (1), hat. Ein g-adischer Bruch (0, b1b,...),
heiflt echt falls

die Menge {k € N: b, < ¢ — 1} unendlich ist. (5.20)

Man kann beweisen, dass fiir jedes x € [0, 1) es genau einen g-adischen echten Bruch
mit dem Wert x gibt. Eigentlich, die Konstruktion im Beweis des Satzes ergibt
schon einen echten g-adischen Bruch. Fiir die Eindeutigkeit vergleicht man zwei
echten Briiche (0,b1by...), und (0,b1b5...),. Sind die Folgen {bx} und {b}} nicht
identisch, so gibt es ein minimales m € N mit b,, # 0/, z.B. mit b,, < /,. Dann
zeigt man, dass

(O, blbg...)q < (0, bllbIQ)q s
woraus die Eindeutigkeit folgt.

Als Beispiel von Anwendung des Dualsystems beweisen wir dass R ~ P (N).
Dafiir betrachten wir die Menge F von allen Folgen b = {b;},.y mit b, € {0,1}
(Dualziffern) und die Abbildung

p o F=[00

p(b) = (0,biba.)y =) b27%.
k=1

Diese Abbildung ist surjektiv nach Satz [5.10, aber nicht injektiv, was wir oberhalb
gesehen haben. Bezeichnen wir mit F. die Menge von den Folgen a € F die echt
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sind, d.h. die Bedingung (5.20) erfiillen. Dann ist ¢|z, eine Bijektion von F, auf
[0,1), so dass

F, ~[0,1).

Man kann beweisen, dass die Differenz F \ F, abzéhlbar ist. Da [0,1) ~ R und nach
dem Satz F ~ F,, so erhalten wir

F ~R.
Andererseits gilt
F ~P(N),
da die folgende Abbildung

v F—P(N)
Y (b) = {keN:b =0}

bijektiv ist. Somit haben wir, dass R ~ F ~ P (N), woraus R ~ P (N) folgt
Nach dem Satz gilt N < P(N). Da P(N) ~ R, so erhalten wir einen
alternativen Beweis der Ungleichung N < R (siehe Satz [2.24]).

5.8 * Kommutativ und Assoziativgesetze fiir die
Reihen

Fiir die absolut konvergenten Reihen gelten die Kommutativ- und Assoziativgesetze,
die wir ohne Beweis angeben.

Satz 5.12 Sei Y .- a; eine absolut konvergente Reihe von komplexen Zahlen. Sei
Y re i bi eine Rethe, die aus Y-, a; durch Vertauschung und Gruppierung der
Glieder erhalten wird. Dann ist Y ;- by auch absolut konvergent und

0 00
E bk = E Q.
k=1 k=1

Fiir die bedingt konvergenten Reihen gilt im Gegenteil folgendes.

Satz 5.13 Sei Y re, ai eine bedingt konvergente Reihe von reellen Zahlen. Dann
fiir jedes ¢ € R es gibt eine Reihe 21?;1 b, die aus Z;ozl ay durch Vertauschung der
Glieder erhalten wird und so dass Y .-, by = c.

k
Zum Beispiel, man kann die Glieder in der Reihe ;7 | D g vertauschen, dass

%
die vertauschte Reihe gegen +oco divergiert.
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5.9 * Cauchy-Produkt zweier Reihen

Erinnern wir uns, dass fiir das Produkt zweier endlichen Summen die folgende Iden-

titat gilt:

kel leJ (k)eIxJ

wobei [, .J die endlichen Indexmengen sind und ay, b; reelle oder komplexe Zahlen
sind. Wir moéchten eine dhnliche Identitét fiir Produkt zweier Reihen erhalten.

Versucht man die Formel fiir unendlichen Indexmengen I und J zu be-
nutzen, so sieht man auf der rechten Seite eine Doppelreihe, was nicht bequem ist.
Der Zweck der niichsten Definition ist die Doppelreihe aus als eine tibliche
Reihe darzustellen.

Definition. Gegeben seien zwei komplexwertigen Reihen 7% ax und > ;2 b. Das
Cauchy-Produkt dieser Folgen ist die Folge > ° ¢, wobei

Cn = apbn_p. (5.22)
k=0

Um die Bedeutung von ¢, zu verstehen, betrachten wir die folgende unendliche
Tabelle mit allen Summanden agb; fiir k.1 € Z, :

agbo (lobl a0b2 aobn (523)
&1b0 Cllbl Cllbg a,lbn,1
CLQbO (Zzbl a2b2

akbp—p

an,1b1
anbo by,

Die Summanden der Form a;b,_, mit einem vorgegebenen Wert von n liegen auf
der n-ten Diagonale der Tabelle (die Eintréige in den Rahmen). Deshalb ist ¢, gleich
die Summe aller Summanden auf der n-ten Diagonale. Die Reihe )" >° ¢, “enthilt”
somit alle Summanden a;b; aus der Tabelle, und man kann hoffen, dass

Z Cp = Z akbl = Z ag Zbl (524)
n=0 0

kl€Z, k=0 =

Aber diese Identitéten gelten nicht immer. Zum Beispiel, die Reihen ) aj und > by

k
mit ap = by = E/_% sind konvergent, aber ihr Cauchy-Produkt ist divergent. Im

néchsten Satz werden die Bedingungen vorgelegt, die die Identitéit (5.24]) garantieren.
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Satz 5.14 (Satz von Mertens) Seien Y " a, und Y b, absolut konvergente Rei-
hen von komplexen Zahlen. Dann ist ihr Cauchy-Produkt Y > c, auch absolut

konvergent und
k=0 1=0

n=0

Bemerkung. Man kann die folgende Erweiterung des Satzes beweisen: falls die
Reihen ) aj und ) by, konvergent sind und mindestens eine davon absolut konver-
gent ist, dann ist das Cauchy-Produkt Y ¢, konvergent und erfiillt (5.25)). Allerdings
ist die Konvergenz von ) ¢, in diesem Fall nicht unbedingt absolut.

Beweis. Setzen wir

An:iab Bn:ibla Cn:icm
k=0 =0 m=0

Da - -
Z ay Z by =1lim A, lim B,, = lim (A,,B,,) ,
k=0  1=0

miissen wir insbesondere zeigen, dass die Folge {C,,} konvergiert und

lim C, = lim (4,B,) . (5.26)

n—oo n—oo

Bemerken wir, dass
C, = Z Cm = Z Zakbm,k = Z agby,
m=0 m=0 k=0 (k€L k+I<n}
d.h. C,, ist die Summe von allen Gliedern a,b; aus dem Dreieck
{k,l€eZy :k+1<n}.
Fiir A, B,, erhalten wir
A,B, = Z ay Z b = Z axby,
k=0  1=0 (k€L :k<n,I<n}
d.h. A, B, ist die Summe von allen Gliedern a,b; aus dem Quadrat
{k,l€Zy : k<n,l<n}.

Betrachten wir zunéichst der Fall, wenn alle a; und b; nicht-negative reelle Zahlen
sind. Fiir Indizen k,[l € Z, haben wir die Implikation

E+1l<n = k<n/l<n

und fiir m = [n/2],
E<m,l<m = k+1<n.
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Auf der Tabelle (5.23) bedeutet es, dass das Dreieck {k+ [ < n} zwischen zwei
Rechtecken {k,! < m} und {k,l < n} liegt. Daraus folgt, dass

Da die beiden Folgen {4, B,} und {A[n/g]BWg]} den gleichen Grenzwert haben,
erhalten wir nach Satz dass C), den gleichen Grenzwert hat, d.h. (5.26). Fol-
glich ist die Reihe ) >° ¢, konvergent. Da ¢, > 0, ist diese Reihe auch absolut
konvergent.

Betrachten wir jetzt den allgemeinen Fall von komplexwertigen a,, und b,,. Nach
Voraussetzung sind die Reihen ) |ax| und ) |b| konvergent. Sei ) > ¢ das

Cauchy-Produkt der Reihen » |ax| und > |b;|. Nach dem ersten Teil des Beweises
ist die Reihe ) ¢! konvergent. Dariiber hinaus haben wir

n

Z agbn i

k=0

‘Cn| =

n
<D fag] [bak| = ¢,
k=0

Nach Majorantenkriterium von Satz [5.6] erhalten wir die absolute Konvergenz von

> cn.
Es bleibt noch die Identitét (5.26]) zu beweisen, d.h. A, B, —C,, — 0. Wir haben

Aan — Cn = Z akbl — Z akbl = Z akbl.

{k,l:k<n,l<n} {k,l:k+1<n} {k,l:k<n.i<n.k+I>n}

Nach der Dreiecksungleichung gilt

|A, B, — Cy| < > lax| |bi] -

{k,l:k<n.l<n.k+Il>n}

Bezeichnen wir mit A}, B, C* die Partialsummen der entsprechenden Reihen ) |ax|,
S Ibil, - ¢, Dann gilt auch

ALB, —C), = > |a| (b

{k,l:k<n.l<n.k+I>n}

woraus folgt
AB, — Cy| < |ALBL — Cl.

*

Da nach dem ersten Teil des Beweises gilt | A B — C%| — 0, erhalten wir |A,,B,, — C,,| —
0 und somit A, B, — C,, — 0, was zu beweisen war. m

5.10 * Existenz und Eindeutigkeit von R

Here présentieren wir kurz noch zwei Wege um die Menge R zu konstruieren,
angenommen dass die Mengen N, Z und Q schon bekannt sind (siehe Abschnitt
2.9). Alle Wege von N zu R sind ziemlich lang (und auch langweilig) und wir wer-

den keine weiteren Einzelheiten geben.



5.10. * EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT VON R 127

Reelle Zahlen als ¢-adische Zahlen

Man benutzt das g-adische Zahlensystem (zum Beispiel, mit ¢ = 2) um zunéchst
R, als die Menge von g-adischen Zahlen (Folgen)

(bnbnfl...bg, alag...)q

zu definieren, wobei ay, b; die g-adischen Ziffern sind. Man mufl sowohl die Oper-
ationen + und - als auch die Ungleichung mit Hilfe von g-adischen Darstellungen
definieren und die Giiltigkeit von allen Axiomen von reellen Zahlen beweisen.

Zum Beispiel, betrachten wie nur die Menge

M = {0,ayas... | a; sind g-adische Ziffern}

und beweisen, dass diese Menge das Vollstéindigkeitsaxiom erfiillt. Dafiir definieren
wir zunéchst die Ungleichung in M wie folgt: fiir

a=0,a1as... und b=0,b1bs...

gilt a < b falls entweder a;, = b, fiir alle £ € N oder es ein n € N gibt so dass
ay, = by fiir alle k <n und a, < b,.
Seien X und Y zwei nichtleere Teilmengen von M mit
r<y VreX und Vy €Y.

Beweisen wir, dass es ein ¢ € M gibt mit

r<c<y Vre XundVyecY.
Zuerst wihlen wir die maximale Zahl von

0, 210000....

fir alle x € X, sei
max 0, 21000... = 0, ¢1000... (5.27)
BAS

(das Maximum existiert da die Menge von verschiedenen Werten fiir ; endlich ist).
Dann setzen wir

ma%o,:z:lmg()()()... =0, 0/102000...

TEe

und zeigen, dass ¢ = c¢y. Offensichtlich gilt
0, ¢1000... < 0, ¢;c2000...

so dass ¢; < ¢}. Andererseits kann ¢ nicht grofer als ¢; sein nach (5.27)). Somit gilt
1 = ¢ und
max 0, £125000... = 0, ¢1¢2000...

zeX

Weiter erhalten wir
max 0, r1zox3 = 0, c1c2¢3000...
reX
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und so weiter. Somit erhalten wir die g-adische Zahl
c=0,c1c9.... € M
mit x < ¢ fiir alle x € X. Auch gilt ¢ < y fiir alle y da fiir jedes n gilt fiir ein z € M
0,c...¢,000... =0, 24...2,000... <z,

woraus folgt fiir alle y € M
0,c1...¢,000... <y

und ¢ < y.

Reelle Zahlen als Cauchy-Folgen

Sei der Korper Q schon definiert. Wir betrachten wir Folgen {z;},-, die aus ratio-
nalen Zahlen bestehen. Man definiert die Begriffe von Grenzwert und Cauchy-Folge
genau so wir im Kapitel [d] aber anstatt R benutzt man immer Q. Man sagt, dass
zwei Cauchy-Folgen {z;} und {yx} dquivalent sind falls x; —y — 0 fiir k£ — oco. Die
reellen Zahlen werden als Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen definiert, d.h. jede
Cauchy-Folge stellt eine reelle Zahl dar, und die dquivalente Cauchy-Folgen stellen
die gleiche Zahl dar. Die Menge von reellen Zahlen wird mit R bezeichnet.

Wir schreiben x ~ {z} falls die reelle Zahl x der Cauchy-Folge {x\} entspricht.
Jede rationale Zahl a wird mit der Cauchy-Folge {a} identifiziert so dass Q C R.

Man definiert die addition in R wie folgt: fiir die Zahlen z ~ {z}} und y ~ {yx}
setzen wir = + y ~ {xy + yx} da {xx + yr} auch Cauchy-Folge ist. Analog definiert
man das Produkt und Ungleichung. Man beweist danach dass R alle Axiome von
reellen Zahlen erfiillt inklusive das Vollstéindigkeitsaxiom.

Eindeutigkeit von R

Es gibt verschiedene Mengen, die die Axiome von R erfiillen. Alle solchen Mengen
heiflen die Modelle von R. Wir haben schon drei Modellen von R gesehen: die Menge
von Dedekindschen Schnitten, die Menge von g-adischen Briichen| und die Menge
von Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen.

Die Eindeutigkeit von R gilt im folgenden Sinn. Gegeben seien zwei Modellen
R’ und R” von R, dann existiert eine bijektive Abbildung ¢ : R’ — R” mit den
Eigenschaften:

Lo+y) =¢@)+ey)
2. p(ry) =9 (x) ¢ (y)
Bx<ye () <e(y).

Daraus folgt, dass auch ¢ (0/) = 0", p (1) = 1", ¢ (—x) = —¢ (z) und ¢ (1) =
© (iL’)_l. Eine Abbildung ¢ mit diesen Eigenschaften heifit Isomorphismus, und die

'Fiir verschiedene Werte von ¢ erhiilt man allerdings verschiedene Modelle von R.
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Modellen R und R”, fiir die ein Isomorphismus existiert, heiflen isomorph. Somit
sind je zwei beliebige Modellen von reellen Zahlen isomorph.

Wir miissen unbedingt betonen, dass der Beweis der Existenz von Isomorphismus
das Vollstéindigkeitsaxiom benotigt. Zum Beispiel, Q erfiillt alle anderen Axiome von
reellen Zahlen, aber Q und R sind nicht isomorph.
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Chapter 6

Exponentialfunktion

6.1 Exponentialreihe und die Zahl e

Definition. Sei 2 € C. Die Reihe

g _ xT 2 3 rt °
ZOH = Ittty tp gt
- 1+ +x2+$3+$4+$5+
- TS T T o1 T 120

heifit die Fxponentialreihe.
Behauptung. Die Fxponentialreihe konvergiert absolut fiir alle x € C.

Beweis. Fiir x = 0 ist die Konvergenz offensichtlich. Sei x # 0. Setzen wir a,, = %
und erhalten

xn+1

|
Ant1 A N N B | — 0 fiir n — oo.
a, (n+ 1)lan n+1 n+1
Somit gilt
lim |1 =0 <1
n—oo [ Ay

und die Reihe ) a,, ist absolut konvergent nach dem Quotientenkriterium des Satzes

ES =

Definition. Die Summe der Exponentialreihe heifit die Exponentialfunktion von
x € C und wird wie folgt bezeichnet:

exp(z) =Y | (6.1)

Ist x reell, dann ist exp (z) auch reell, was man aus (/6.1 sieht. Zum Beispiel,
exp (0) = 1.

131
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Die Zahl exp (1) wird auch als e bezeichnet. Die Zahl e heifit die Eulersche Zahl.
Es folgt aus (6.1]), dass

=1
625 —
n!

n=0

Man erhilt Anndherungen von e indem man die Partialsummen

fiir groflen Werten von N berechnet. Zum Beispiel, es gilt

10

1 9864101
Sio=Y — = — 92.718281801...
10 Z n! 3628800

100

1
Si00 = Z — =2, 7182818284590452354...

n=0

In der Tat gilt
e = 2,718 281828 4590452354...

Numerische Berechnung mit Hilfe von (6.1)) ergibt folgendes:

(2) = 7,38905609893065...
(3) = 20,0855369231877...
exp (4) = 54,5981500331442...
(5) = 148, 413159102577...
(6) = 403,428793492735...

usw. Es folgt aus (6.1)), dass die Funktion exp (z) fiir > 0 positiv und monoton
steigend ist. Spiter beweisen wir, dass diese Eigenschaften auch fiir alle z € R
gelten. Zum Beispiel, es gilt

exp(—1) = 0,367879441171442...

exp (—2) = 0,135335283236613...
exp (—3) = 0,004978706836786...

usw. Der Graph der Funktion f (z) = exp () fiir x € R sieht wie folgt aus:
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400 +
exp(x)
300 T
200 T
100 T
f f t f
-4 -3 -2 -1 0

133

Betrachten wir jetzt die Funktion f (z) = exp (iz) fiir z € R, so dass das Ar-
gument der Exponentialfunktion imaginér ist. Der Graph des Realteiles Re exp (ix)

ist wie folgt:

<, 1

Der Graph des Imaginérteiles Im exp (iz) ist wie folgt:

Imexp(ix) “°T
05T

> 1 2
5T
-10—

Der Graph der Funktion Reexp (z) fiir z € C ist wie folgt:
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P(2)

R
R

N

I
\‘\’

\
8%
NN

\
0
\\&’

6.2 Aquivalente Definition der Exponentialfunk-

tion

Satz 6.1 Fliir alle x € C gilt

exp (z) = nh_)r{)lo (1 + %) :

Insbesondere erhalten wir die folgende dquivalente Definition der Zahl e:

) \"
e = lim (1+—)
n—oo n

(siche auch die Aufgabe 84).

Beweis. Setzen wir

und
n
2k
Zn = E —.
" k!
k=0
Da z, — exp (z), so reicht es zu beweisen, dass
Zn — Yn — 0 fiir n — oo.

Nach dem binomischen Lehrsatz (Satz [2.10)) gilt

k n

(T ([N DTN .

k=0 k=0

(6.2)
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woraus folgt, dass
u n! "
zn—ynzz <1_ n’“(n—k)!) kU
k=0

Bemerken wir, dass

k mal
n! 1-2 n n—k+1)-..-n L
_ _ - L (64
nF(n—Fk)! nk(1-2 (n—k)) n-n-..-mn H n (64)
N—— j=n—k+1
k mal
Da % < 1, so folgt es , dass
n!
1 6.5
nk(n —k)! (6:5)
Fiir alle n > N > 1 erhalten wir
20 — yn| < 551_ n 2/
nT il = — nk(n—k)!| k!
B i {— n! |z|* N i {— n! |2z|*
B nk(n—Fk)"/) k! nk(n—Fk)!) k!
k=0 k=N+1
< ZN: 1 o i i i (6.6)
- nk(n—k)!) kK k! .
k=0 k=N+1

k k
Die Summe » 7 ., % in 1@’ ist die Restreihe der Exponentialreihe ;- %
und somit konvergiert sie gegen 0 fiir N — oo. Fixieren wir ein £ > 0 und wihlen
ein N € N mit

o] k
> <
_ <.

E=N+1 k!

Bestimmen wir den Grenzwert der ersten Summe in fiir n — oo wihrend N
fixiert ist. Nach (/6.4) haben wir

n! _n—k+1n—k+2 n—ln_ﬁn—l+1
B n on ’

nk (n —k)! n n n

=1

Da fiir jedes | < k gilt
n—Il+1

lim 1,
n—oo n
so erhalten wir .
n! n—I01+1
lm —m— = lim — =1.

Es folgt, dass

k N

N
_ n! || . n! ||
1 1- =S lim (1- ~ 0.
nLrEo]; ( nk (n — k;)!> ! z_;nirilo ( nk (n — k;)!> il
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Wir beschlielen, dass die erste Summe in fiir fast alle n von ¢ beschrinkt
ist. Da die zweite Summe in auch von e beschrénkt ist (unabhéngig von n),
so ist die ganze Summe in fiir fast alle n von 2¢ beschrénkt. Es folgt, dass
|2 — yn| < 2¢ fiir fast alle n, was ergibt |z, — y,| — 0. =

6.3 Eigenschaften der Exponentialfunktion

Die Haupteigenschaft der Exponentialfunktion ist wie folgt.

Satz 6.2 Flir alle x,y € C gqilt die Identitdt

exp (z +y) = exp (z) exp () | (6.7)

Beweis. Wir benutzen die offensichtliche Folgerung aus (6.3) und (6.5): fiir |z| < 1

gilt
(02 [ <ok e

Nach dem Satz [6.1] haben wir

exp (z) exp (y) = lim (1 + E)n (1 + %)n

n—oo

Weiter benutzen wir die folgende Identitét:

ab
(1+a)(1+b)—1+a—|—b—|—ab—(1+a+b)(1—|—m). (6.9)

Nach mit ¢ = 7~ und b = % erhalten wir
y Ty nn
+2)(1+2) = (1+-+2) (1+ 12
n 1+ﬁ+ﬁ

1
_ (Hﬂ) (H_L).
n nn+xr+vy

Mit Hilfe von der Identitét (6.2)) erhalten wir

38

i
n—00 n
( = ) ( o >n
= lim
n—00 n nn+x+y
= exp(z+y) lim (1+ ) .
n—00 nn—i—:z:—i—y

Es bleibt zu beweisen, dass

exp(x)exp(y) = lim <1+ ) 1—|—

lim (1 + 1L> — 1. (6.10)

n—00 nn+x+vy
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Bemerken wir, dass fiir n — oo

ry
n+xr+y

e

insbesondere gilt ’n firy‘ < 1 fiir fast alle n. Nach erhalten wir

Ty
1 " n+zx

(H_L> B P ] I

n+x+y

— 0 fiir n — oo,

woraus (6.10]) folgt. m

Satz 6.3 (a) Fiir jedes v € C gilt exp (x) # 0.

(b) Fiir jedes x € R ist exp (x) reell und positiv.

(c) Fir reelle x > y gilt exp (z) > exp (y) (d.h. die Funktion exp (z) ist streng
monoton steigend)

(d) Fiir jedes k € Z gilt exp (k) = €& wobei e = exp (1).

Beweis. (a) Die Identitiit ergibt fir y = —x,
exp (z) exp (—z) = exp (0) = 1, (6.11)

woraus exp (x) # 0 folgt.
(b) Ist € R dann gilt exp () € R nach Definition

00
.fL'k

exp (x) = Z o (6.12)

k=0

Ist x > 0 soist exp () > 0 da alle Glieder in (/6.12)) nicht negative sind und das Glied
mit k£ = 0 gleich 1 ist. Ist £ < 0 dann —x > 0 und exp (—z) > 0 was zusammen mit

(6.11) ergibt
1
=—>0.
exp (z) oxp (—7)

(¢) Wir haben
exp () = exp (z —y +y) = exp (z — y) exp (y) > exp (y)
da fir t =2 —y > 0 gilt

t2
exp(t):1+t+§+...>l.

(d) Zunichst beweisen wir die Identitét
exp (k) = e (6.13)

fiir alle £ € N per Induktion nach k. Fiir £ = 1 gilt (6.13) nach Definition von e.
Induktionsschritt: gilt (6.13)) fiir ein k£ € N, dann erhalten wir nach (6.7))

exp (k4 1) = exp (k) exp (1) = eFe = .
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Fiir £ = 0 haben wir exp (0) = 1 = €°. Fiir negative k € Z setzen wir n = —k € N

und erhalten nach (6.11)

1
exp (k) = =—=e"=¢"

Die Identitét (6.13]) motiviert die folgende Definition der Potenz e” fiir alle kom-
plexen Zahlen x:

xT

€

:=exp (z) |

Zum Beispiel haben wir e'/? = \/e da e'/2e!/2 = ¢!/2+1/2 = ¢ und somit erfiillt e'/2
die Definition von /e. Analog erfiillt e}/ fiir jedes n € N die Gleichung (el/ ")n =e,
so dass man e'/" als Definition von {/e annehmen kann.

Spéter definieren wir die Potenz a” fiir alle reelle ¢ > 0 and x € C.

6.4 Hyperbelfunktionen

Definition. Die Hyperbelfunktionen Kosinus hyperbolicus und Sinus hyperbolicus
werden fiir alle x € C wie folgt definiert:

e +e”* . et —e "
coshx = — und sinhzx = —

Die Funktion cosh x ist offensichtlich gerade, d.h. cosh (—z) = cosh z, und sinh z
ist ungerade, d.h. sinh (—z) = —sinhz. Fiir € R sind coshz und sinh z offen-
sichtlich reell.

Man definiert auch Tangens hyperbolicus und Kotangens hyperbolicus wie folgt:

sinh z d th coshzx 1
und cothz = = .
cosh zx sinh z tanh x

Die Graphen von cosh x, sinh x und tanh x fiir x € R sehen wie folgt aus:

22.06.18 H1



6.5. TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN 139

sinh
-8+

-10 —

Weitere Eigenschaften sind in Aufgaben 109, 113, 114.

6.5 Trigonometrische Funktionen

Definition. Die trigonometrische Funktionen Kosinus und Sinus werden fiir alle
x € C wie folgt definiert:

T + —ix ) T T
cosz=""° und sinz=" " , (6.14)
2 21

wobei ¢ die imaginére Einheit ist.
Bemerken wir, dass sogar fiir reelle = benutzt die Definition (6.14)) von sin z und

cos x die Werte von exp (z) im komplexen Bereich.
Auch definieren with Tangens und Kotangens mit
sin COS T

und cotx = —
CcoS T sinx

tanx =

in den Bereichen, wo die Quotienten wohldefiniert sind.
Es folgt direkt nach (6.14]), dass fiir alle x € C gilt

e = cosz +isinz| (6.15)

Diese Identitét heif3t Eulerformel.
Es folgt aus (/6.14]), dass cos z eine gerade Funktion ist, d.h. fiir alle z € C

cos (—x) = cos,
und sin x eine ungerade Funktion ist, d.h. fiir alle z € C

sin (—z) = —sinz.
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Satz 6.4 Fiir alle v € C gelten die folgenden Identititen:

oo 22k 2 gt b
cosa:zz —1—E+I—a+... (6.16)
und
0 2k+1 3 5 7
inz— B T
smx—kZ( 1) ] =75 + ST + .., (6.17)
=0

wobei die beiden Reihen absolut konvergent sind.

Beweis erfolgt nach Einsetzen von der Exponentialreihe in (6.14]) (siehe Aufgabe
108). Es folgt aus (6.17) und (6.16]), dass sinz und cos z reell sind fiir alle € R.
Die Identitéten (6.16) und (6.17) lassen sich fiir numerische Berechnung von cos z

bzw sin z anwenden. Zum Beispiel,

pe1o s bbb 5030230,
cos ol Tl 6l 8l 10!

und
L S € V) L V) S €V L (V) Ay

sin— ~ - —

2 2 3! 5! 7! 9!
Weitere Eigenschaften sind in Aufgabe 108.

6.6 * Alternativer Beweis der Haupteigenschaft

Wir geben hier einen anderen Beweis des Satzes an: fir alle x,y € C gilt die
Identitét

exp (2 +y) = exp (z) exp (y) - (6.18)
Beweis. Betrachten wir zwei Reihen
o .k 2yt
exp (x) = % o und exp (y) = ; i

und sei Y 2 ¢, das Cauchy-Produkt dieser Reihen (siche (5.22) und Satz :

d.h.
1
nfk__ n
Zk' (n—k ._n'zk' (n—k _E@—i_y) ’

wo wir auch den Binomischen Lehrsatz benutzt haben. Es folgt, dass

ch—zw—exp(x—l—y).

n=0
Nach dem Satz [5.14] erhalten wir

(£5)(£4)-5-

k=0 n=0

woraus (6.18)) folgt. m



Chapter 7

Stetige Funktionen einer reellen
Variablen

In diesem Kapitel entwickeln wir Methoden fiir Untersuchung von reellwertigen
Funktionen einer reellen Variablen. Einige Beispiele von solchen Funktionen sind
Potenzfunktion f (z) = 2" mit n € Z, Quadratwurzel f (x) = \/r, Exponential-
funktion exp (), trigonometrische Funktionen und Hyperbelfunktionen.

Wir fangen mit der Definition des Grenzwert einer Funktion an.

7.1 Grenzwert einer Funktion

Erinnern wir uns an den Begriff der Umgebung: eine Umgebung von a € R ist
irgendwelches Intervall U, (a) = (a —€,a + ¢) mit € > 0, eine Umgebung von +o0o
ist irgendwelches Intervall Ug (+00) = (E,+o0] mit £ € R, und eine Umgebung
von —oo ist irgendwelches Intervall Ug (—o0) = [—o0, F) mit £ € R.

Definition. Ist U (a) eine Umgebung von a € R, so definieren wir eine punktierte
Umgebung von a € R mit

U(a) = U (a)\ {a}.

Zum Beispiel, fiir a € R gilt
U.(a)=(a—e,a+¢)\{a} = (a —e,a) U (a,a+¢),

d.h.
reU.(a) &0<|z—al <e.

Fiir a = o0 gilt
Ug (+00) = (E,400) und Ug(—00) = (=00, E).

Definition. Sei J ein beliebiges Intervall mit den Grenzen «, € R, a < 3. Der
Abschluss J von J ist das Intervall J = [a, f].

Zum Beispiel, (0,1) = [0, 1], [0, +o0) = [0, +00], (—00, +00) = [—00, +-00] usw.

141
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Definition. Sei J C R ein Intervall und f : J — R eine Funktion auf J. Seien
a € J and b € R. Die Funktion f (z) hat fiir + — a den Grenzwert (Limes) b € R
falls es fiir jede Umgebung V' (b) von b eine Umgebung U (a) von a gibt so dass

Ve e JNU (a) gilt f(x) € V(D).

Man schreibt in diesem Fall
lim f (z) =0

r—a

oder
f(z) —b fir v — a.

Manchmal schreibt man auch

lim f () = b,

um den Definitionsbereich von f zu betonen.

(7.1)

Man sagt im Fall b € R: f (x) konvergiert gegen b fiir = gegen a, und im Fall

b= too: f(x) divergiert gegen b fiir x gegen a.

Diese Definition ldsst sich kurz wie folgt umformulieren: lim f (z) = b falls

YV (b) 3U (a) Yo e JNU (a)gilt f(z) €V (b).

Die Bedingung (7.2) bedeutet intuitiv folgendes:

z ist in der Ndhe von a = f (x) ist in der Néhe von b.

Im Fall a,b € R ist die Bedingung ([7.2) dquivalent zu folgendes:

Ve>0 30>0 Ve e Jmit 0< |z —al <dgilt|f(z)—b| <e.

Fiir die unendlichen Werte von a bzw b erhalten wir analog folgendes:

Bemerkung.

e a € Rund b = +o0: lim,,, f (z) = +oo falls

VEER I6>0 Ve eJ mit0<|z—a|<e git f(z) > E.

e a=+oound b€ R: lim, o f(z) =0 falls

Ve>0 dDeR Ve eJ mita > D gilt |f(z) —b| <e.

e a=b=+o00: lim, o f () = +o0 falls

VEeR 3D e R Vz € Jmit z > D gilt f(z) > E.

(7.2)

(7.4)
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Der Fall @ = —oc0 bzw b = —oo wird analog betrachtet.
Es folgt aus 1) und l , dass im Fall b € R die folgende Aquivalenz gilt:

lim f (z) =b< lim |f (x) —b] =0,

(cf. Satz [4.1)(d)).

Satz 7.1 Sei [ eine reellwertige Funktion auf einem Intervall J C R. Seien a € J
und b € R. Dann die folgenden zwei Bedingungen sind dquivalent:

(8) limy— f () = .
(i) Fiir jede Folge {xy}, oy aus J\ {a} mit lim, .o z,, = a gilt lim, . f (2,) = 0.
Kurz kann man die Bedingung (i7) so beschreiben:
T, —a = f(x,) — b

Beweis. Betrachten wir den Fall wenn a,b € R.
(1) = (ii) Die Bedingung (i) bedeutet nach Definition, dass
Ve>036>0 Ve e Jmit 0<|z—a| <dgilt |f(z)—b| <e. (7.5)
Sei {z,} eine Folge aus J \ {a} mit x,, — a. Dann gilt fiir fast alle n € N, dass
0< |z, —al <9,
woraus folgt, dass fiir fast alle n

|f (xn> - b| <é.

Da e > 0 beliebig ist, so erhalten wir lim,, ., f (z,,) = b.
(17) = (i) Nehmen wir das Gegenteil an, dass lim,_., f (x) = b nicht gilt, d.h.

de >0 V6 >0 JzeJmit0<|zr—al<dsodass |f(x)—b>e.

Benutzen wir diese Bedingung fiir die Werte ¢ = % wobei k£ € N. Fiir jedes § = %
erhalten wir ein x; € J mit

1
0 < |zg — al <z und |f (zx) — 0] > e.
Dann gilt , — a fiir K — oo, aber nicht f (zx) — b, was im Widerspruch zur
Bedingung (i) steht.
Analog beweist man die Aquivalenz (i) < (ii) im Fall von unendlichen Werten
von a,b. m

Fiir zwei beliebige Funktionen f,g : J — R definieren wir die arithmetischen
Operationen wie folgt:

(fEg)(z) = f(z)£g(x)
(fg)(x) = f(z)g(x)
f f(x)

~(r) = :

wobei im Fall der Division vorausgesetzt ist, dass g # 0 in J.
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Satz 7.2 Seien f,g reellwertige Funktionen auf einem Intervall J C R und set
a € J. Angenommen seien die Bedingungen
lim f (x) =b und limg(z) =c,

wobei b, ¢ € R.
(a) Es gelten die Identitdten

b
lim(f+g)=b+c, lim(fg)=bc, hmﬁzz (7.6)
vorausgesetzt, dass die Ausdriicke b+ c, bc, ZE’ bestimmt sind (und g # 0 im Fall der
Division).

(b) Gilt f(x) < g(x) fir alle x € J, so gilt auch b < c.

(c) Seien f, g, h drei Funktionen auf J mit f < h < g und

lim f (z) = }:ILICILQ(.%') =b.

r—a

Dann gilt auch
lim h (z) = b.

r—a

Beweis. Nach dem Satz gelten fiir jede Folge =, — =, z, € J \ {a} die
Bedingungen f (x,) — b und ¢ (z,) — ¢. Nach dem Satz |4.4] erhalten wir

b

T @) ~bte (o) —be L(m)=2,

woraus (7.6 folgt. Analog beweist man (b) und (¢) mit Hilfe von dem Satz 4.1, m

Beispiel. 1. Fiir die Funktion f (r) = z, z € R, gilt offensichtlich f (z) — a fiir
x — a fiir jedes a € R, da

Ty — a= f(z,) =z, — a.
2. Fiir die Funktion f (z) = 2%, € R, gilt f (v) — a® fir 2 — a € R da

lim f (z) = limz - 7 = lim 2 lim = = a®.

Gleiches gilt fiir f (z) = 2™ mit n € N:

lim 2" = a".
Tr—a
Insbesondere haben wir

hrll " = (+00)" = 400

und
400, n gerade,

—00, n ungerade.

lim o = (—o0)" = {

Tr——00

Hier sind die Graphen der Funktionen f (x) = 22 und f (x) = 2® wo der Unterschied
im lim,_,_ ., 2™ klar ist.
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3. Betrachten wir die Funktion f (z) = z~! im Definitionsbereich J = (0, +00).
Fiir jedes a € (0, +00] gilt

1 1
hmf(x)—hm—:. i
T—a r—a I llmxﬂa X a
Insbesondere haben wir
lim f(z) Ly
im z) = ——=0.
x—+00 “+00

Fiir a = 0 behaupten wir, dass

lim f (z) = +o0,

x—0

da fiir jede Folge {z\} aus (0, +00) mit x; — 0 gilt i — +o00 (Aufgabe 79) und
somit auch f (z) — +o0.

Fiir die gleiche Funktion f () = x~! auf J = (—00,0) erhalten wir

lim f (z) = —oc0

r—0

da fiir jede Folge {z\} aus (—o00,0) mit z; — 0 gilt i — —oo und somit f (z) —
—00.

Hier sind die Graphen de Funktion f (z) = ™! auf (0, +00) und (—o0,0) wo der
Unterschied im lim, .o 1 klar ist.

xT
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Beispiel. Betrachten wir die Funktion exp () im Definitionsbereich R. Beweisen
wir, dass

exp (z) — 1 fiir 2 — 0. (7.7)
Wir haben fiir alle |z| < 1:
e el
o) ~11= |3 Zr -

Da lim, ¢ |z| = 0, so erhalten wir

lim |:1c|
AT =[]

und somit, nach dem Satz [7.2)(c), |exp (z) — 1| — 0, woraus (7.7)) folgt.
Wir haben auch
exp (z) — +oo fiir x — +o0, (7.8)

da fiir z > 0 gilt
2

T
exp(x):1+$+?+...>x

Beweisen wir, dass

exp (z) — 0 fiir x — —oc. (7.9)
Fiir jede Folge x,, — —oo haben wir y,, = —x,, — 400 und somit
1 1 1
exp (x,) = = — =0,

exXp (_xn) exp (yn) +00

woraus ([7.9) folgt.
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7.2 Stetige Funktionen

Definition. Sei f eine reellwertige Funktion auf einem Intervall J C R. Die Funk-
tion f heiflt stetig an der Stelle a € J falls
lim f (z) = f(a). (7.10)

Sonst heifit f unstetig an a. Ist f stetig an alle a € J, so heifit f stetig auf J (oder
einfach stetig).

Satz 7.3 Eine Funktion f :J — R ist stetig an a € J genau dann, wenn fiir jede
Folge {x,} aus J mit x,, — a gilt f (z,) — f(a).

Beweis. Nach dem Satz die Bedingung (7.10)) ist fquivalent zu folgendes: fiir
jede Folge {x,} aus J \ {a} gilt

T, —a= f(x,) — f(a). (7.11)

Die Differenz zwischen den Bedingungen der Sitze und ist dass im ersten
Fall die Folge {z,} aus J\ {a} ist und im zweiten Fall — aus J. So, wir miissen nur
beweisen, dass die Giiltigkeit von fiir die Folgen aus J \ {a} das Gleiche fiir
die Folgen aus .J ergibt.

Angenommen ([7.10), sei {x,,} eine Folge aus J mit x,, — a. Beweisen wir, dass
f (z,) — f (a). Dafiir betrachten wir die Menge

S={neN:z,=a}.

Ist S endlich, so liegt die Folge {z,} -y in J \ {a} fiir einen N € N, woraus
f (z,) — f (a) folgt nach Voraussetzung.

Ist S =N\ S endlich, so gilt x,, = a fiir fast alle n, woraus folgt f (x,) = f (a)
fiir fast alle n und somit f (z,,) — f (a).

Seien S und S° unendlich. So erhalten wir zwei Folgen {x,}, ¢ und {z,}, g.-
Die Folge {f (zn)},c¢ hat den Grenzwert f (a), da alle Glieder davon gleich f (a)
sind. Die Folge {f (zn)},cg. hat auch den Grenzwert a, da alle x,, aus dieser Folge
in J \ {a} liegen. Somit hat auch die ganze Folge { f (z)},cy den Grenzwert f (a).
u

Beispiel. Es ist offensichtlich, dass die folgenden Funktionen f (x) = const und
f (z) = z stetig auf R sind.
Zeigen wir, dass die Funktion f (z) = exp (x) auch stetig auf R ist, d.h. fiir alle
a € R gilt
lim exp (z) = exp (a) . (7.12)

r—a

Wir haben schon gesehen, dass

limexp (z) = 1 =exp (0),

z—0

so dass exp (z) stetig an a = 0 ist. Fiir beliebiges a € R haben wir

exp(z) =exp(z —a+a) =exp(a)exp(r —a).

27.06.18 H13
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Fiir jede Folge x,, — a erhalten wir z,, — a — 0 und somit

lim exp (z, —a) =1,

n—oo

woraus folgt

lim exp (z,) = exp (a) lim exp (x, — a) = exp (a)

n—oo n—o0

und somit (7.12)).

Satz 7.4 Seien f,qg zwei reellwertige Funktionen auf einem Intervall J C R. Sind
f und g stetig an der Stelle a € J, so sind auch die Funktionen f+ g, f — g, fg,
f/g stetig an a (im Fall f/g vorausgesetzt g # 0).

Sind f,g stetig auf J, so sind f+ g, f —g, fg, [/g auch stetig auf J (im Fall

f/g vorausgesetzt g # 0).

Beweis. Die erste Aussage folgt aus dem Satz [7.2, Zum Beispiel fiir die Summe
f + g erhalten wir

lim (£ +g) () = lim f (2) + lim g () = f (a) + 9.(a) = ( +9) (a),

Tr—a Tr—a

woraus die Stetigkeit von f 4 g an a folgt. Analog behandelt man die Funktionen

f=g, fgund f/g.
Die zweite Aussage folgt aus der ersten Aussage.

Beispiel. Da die Funktionen f () = z und g (x) = const stetig auf R sind, so folgt
es, dass jede Funktion h (x) = ca™ stetig auf R ist, fiir jedes n € N und ¢ € R.
Daraus folgt, dass jedes Polynom

P(z) = Z crr® = co + 1z + e’ 4 .+ cpa”
k=0
stetig auf R ist (wobei ¢, € R und n € NU {0}).
b(z)

Betrachten wir eine rationale Funktion R (z) = &) wobei P und () zwei Poly-
nome sind. Dann ist R definiert und stetig in jedem Intervall J wo @) # 0.

7.3 Zusammengesetzte Funktion

Satz 7.5 (Grenzwert der Komposition) Seien f : A — R und g : B — R zwei
Funktionen die auf den Intervallen A und B definiert sind. Nehmen wir an, dass
fiir einige a € A, b € B, ¢ € R gelten

r—a

lim f(z) =b wund lin%g (y) = c.
y—)

Im Fall b € B nehmen wir auch an, dass g an b stetig ist, d.h. g(b) = c. Ist die
zusammengesetzte Funktion x — g (f (x)) auf A definiert (d.h. f(A) C B), so gilt

lim g (f () = c. (7.13)
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Man kann die Identitét ((7.13) wie folgt umschreiben:
lim g (f (x)) = lim g ()

und betrachten sie als einen Wechsel von Variable y = f (x) im Limes.
Beweis. Sei z,, eine Folge aus A \ {a} mit z,, — a. Wir miissen beweisen, dass

g(f(zn)) — c
Betrachten wir die Folge y,, = f (x,). Nach Voraussetzung gilt y,, = f (z,) € B und
Yn = f (xn) — b.
Beweisen wir, dass
9 (yn) — c.

Ist b ¢ B, so liegt die Folge {y,} in B\ {b}, und g (y,) — c gilt nach Voraussetzung.
Ist b € B, so ist g stetig an b, und ¢ (y,) — ¢ (b) = ¢ gilt nach dem Satz (7.3, =

Beispiel. Betrachten wir die Funktion f (z) = exp (1) und bestimmen die Grenzw-
erte davon fiir z — 0 in zwei Intervallen: = € (0, +00) und x € (—o0,0).

y 12 "

10T

X L

5 4 3 2 1 0 1 2 3 4
Der Graph der Funktion z +— exp (%)
Da
1
lim — = 400,
x—0
>0
so erhalten wir nach dem Wechsel y = %, dass
1
lim exp <—> = lim exp(y) = +o0 (7.14)
z—0 T y—+oo
>0
(siehe ([7.8)). Da
1
lim — = —o0,
z—0
x<0

so erhalten wir

1
lim exp (—) = lim exp (y) =0

<0

(siehe (7.9)).
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Satz 7.6 Seien f: A — R und g : B — R zwei Funktionen, wobei A, B C R. Sei
die Komposition g o f wohldefiniert auf A (d.h. f(A) C B). Ist f stetig an a € A
und g stetig an b= f (a), so ist go f stetig an a.

Ist f stetig auf A und g — auf B, so ist go [ stetig auf A.

Beweis. Da f (x) — b fiir £ — a und ¢ (y) — ¢ (b) fiir y — b, so erhalten wir nach

dem Satz [T.5
lim g (f (z)) = lim g (y) =g () =g(f(a)),

Tr—a

woraus die Stetigkeit von g (f (x)) an a folgt.

Ist f stetig auf A und g — auf B, so ist g stetig an b = f (a) fiir jedes a € A, da
f (A) C B. Daraus folgt, dass g o f stetig an a fiir jedes a € A ist, und somit stetig
auf A. m

Beispiel. Fiir jede rationale Funktion R () sind die Funktionen exp (R (z)) und
R (exp (x)) stetig im Definitionsbereich.

Beispiel. Beweisen wir, dass die Funktion

rw={gr=zb (7.15)

stetig auf R ist.

y0.8'

0.6
0.4 1

0.2 1

Der Graph der Funktion ([7.15))

Die Funktion f(z) = exp (—1) ist stetig an alle Stellen @ > 0 nach dem Satz

, und f () = 0 ist offensichtlich stetig an alle Stellen a < 0. Es bleibt zu zeigen,
dass f stetig an 0 ist, d.h.
liH(l] f(x)=0.
Dafiir reicht es zu zeigen, dass fiir beliebige Folge {z,} aus R mit x,, — 0 gilt
f(zn) — 0 fiir n — oc. (7.16)

Ist diese Folge positiv, d.h. x,, > 0 fiir alle n, so gilt nach (7.14) dass

1 1 1
lim f(x,)= lim exp (——> = lim ( = = 0.

n—oo n—oo n exp l) 400
Tn
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Ist diese Folge nichtpositiv, d.h. z,, < 0 fiir alle n, so erhalten wir nach ([7.15))

lim f(z,) =1m0=0.

Fiir allgemeine Folge {x,} mit x, — 0 betrachten wir die Menge
S={neN:z, <0}
und das Komplement S¢ = N\ S. Ist S oder S° endlich, so liegt die Folge {x,} ~ \

fiir ein N € N entweder in (0, +00) oder in (—o0, 0], so dass wir (7.16)) wie oberhalb
erhalten. Sind S und S¢ unendlich, so gilt nach den obigen Fillen

}ngél‘f(xn) =0= lim f (z,),

nese

woraus ([7.16) folgt.

Beispiel. Die Funktion
1, >0,
f (.I') - { 0’ €T S O7

ist unstetig an a = 0, da fiir die Folge x,, = % — 0 gilt f(z,) — 1# f(0).

7.4 Zwischenwertsatz

Hauptsatz 7.7 (Zwischenwertsatz) Sei f (z) eine stetige Funktion auf einem geschlosse-
nen Intervall [a,b], wobei a,b € R, a < b. Gilt f (a) <0 und f (b) > 0, so existiert
x € (a,b) mit f (z) = 0.

Beweis. Definieren wir per Induktion in n eine Folge von Intervallen {[a,, by}, , an <
b,, mit den Eigenschaften:

1. [al,bl] = [a, b],
2. [ans1,bnr1] C lan, by fiir alle n € N;

3. b1 — Qg1 = % (b, — ay) fiir alle n € N;

4. f(an) <0, f(b,) >0 fiir alle n € N,

Induktionsanfang ist offensichtlich: [ay, b1] = [a, b]. Induktionsschritt von n nach
n + 1. Ist [ay,b,| schon bekannt, so betrachten wir den Mittelpunkt ¢ = %.

Gilt f(c) < 0, so setzen wWir [a,41,b,11] = [c,b,]. Gilt f(c) > 0 so setzen wir

(@1, bni1] = [an, c]. In den beiden Fillen erhalten wir alle Eigenschaften 2-4.
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o — — — —

Somit ist {[ay, bs]} -, eine Intervallschachtelung. Nach den Intervallschachtelung-
sprinzip gibt es ein
z € ) [an, bn),

neN
d.h. a, <z <, fiir alle n. Da b,, — a,, — 0, so haben wir auch a,, — z und b,, — =
fiir n — oo. Nach der Stetigkeit der Funktion f gilt

Jim f (a,) = f () = lim  (b,).

Da f (a,) < 0und f(b,) >0, es folgt, da f (z) <0 und f(z) > 0, somit f(x) = 0.

Es bleibt nur zu bemerken, dass = € (a,b) da f (a) und f (b) nicht Null sind. =
29.06.18 H1

Beispiel. Sei P (z) ein Polynom von Grad n mit reellen Koeffizienten der Form
P(z)=a"4ciz" ' 4 ... +cp,

wobei ¢, € R und n € N. Beweisen wir die folgende Aussage: ist n ungerade, so
existiert eine reelle Nullstelle von P, d.h. ein x € R mit P (xz) = 0. Bemerken wir
zuerst, dass

lim P(z)= lim 2" <1+C—1+...+C—n> = (+00)" -1 =+00
x—+00 x—+00 x xn

und c c
lim P(z)= lim a" <1+—1+...+—n>:(—oo)n-1:—oo.
T "

Somit existiert ein a € R mit P (a) < 0 und ein b € R mit P (b) > 0. Da P stetig
ist, so existiert nach dem Satz (7.7 ein z € R mit P (x) = 0.

Mit Hilfe des Satzes [7.7] beschreiben wir fiir jede stetige Funktion f auf J die
Bildmenge

f)={f(z):zeJ}.
Setzen wir
sup f = SL}pf = sup f (J)

und

inff:ir}ff =inf f(J).
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Satz 7.8 Sei f : J — R eine stetige Funktion auf einem Intervall J C R. Dann ist
das Bild f (J) ein Intervall und zwar mit den Grenzen inf f und sup f.

Man kann kurz sagen: stetiges Bild eines Intervalles ist ein Intervall.

Beweis. Nach Definition haben wir

f(J) C [inf f,sup f].

Wir werden beweisen, dass

f(J) D (inf f,sup f), (7.17)

was implizieren wird, dass f (J) ein Intervall mit den Grenzen inf f, sup f ist.

Um die Inklusion zu beweisen, zeigen wir, dass jedes ¢ € (inf f,sup f) in
f(J) liegt, d.h. t = f(z) fir ein x € J. Dat > inf f(J) so ist t keine untere
Schranke von f (/). Somit existiert ein o € f(J) mit o < ¢. Da ¢t < sup f (J), so
ist ¢ keine obere Schranke von f (.J), und so existiert ein 5 € f(J) mit 8 > ¢. Da
a und § Elemente von f (J) sind, so existieren Zahlen a,b € J mit f (a) = « und
f(b) = B, so dass

fla) <t < f(b).

Nehmen wir an, dass @ < b (der Fall a > b ist analog). Betrachten wir auf dem
Intervall [a,b] C J die Funktion

die stetig in J ist und erfiillt
gla)=f(a)—t<0 und g¢g(b)=f(b)—t>0.
Nach dem Satz [7.7] existiert ein = € (a,b) mit g (z) = 0 woraus f (z) =t folgt. m

Beispiel. Beweisen wir, dass

exp (R) = (0, 400). (7.18)
Da

liI_El exp (z) = 400
und

lim exp (z) =0,

T——00
so erhalten wir

supexp = +oo und infexp = 0.

Nach dem Satz [7.8) ist exp (R) ein Intervall mit den Grenzen 0 und +oco. Da nach
dem Satz gilt exp () > 0 fiir alle x € R, so erhalten wir (7.18)).
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7.5 Extremwertsatz
Sei f eine reellwertige Funktion auf einem Intervall J. Bezeichnen wir

maxf:m?Xf:maXf(J) und minf:m}nf:minf(J),
vorausgesetzt, dass max f (J) bzw min f (J) existiert.

Hauptsatz 7.9 (Extremwertsatz oder Satz vom Minimum und Maximum) Sei f
eine stetige Funktion auf einem abgeschlossenen beschrinkten Intervall J. Dann
existieren auf J die beiden Werte max f und min f.

Beweis. Sei J = [a,b]. Setzen wir
c:=sup f=supf(J)€R.
Dann gibt es eine Folge {c,}, .y von Elementen von f (.J) mit
¢, — c fiir n — oo.

In der Tat, im Fall ¢ € R wihlen wir ¢, als beliebiges Element von f (.J) in Uy, (c)
(¢, existiert da sonst ist ¢ — L eine obere Schranke von f (J) was im Widerspruch
zur Definition von ¢ steht). Im Fall ¢ = +oo wiihlen wir ¢, als beliebiges Element
von f(J) in U, (¢).

Da ¢, € f(J), so gibt es ein Vorbild von ¢,, d.h. ein z,, € J mit f (z,) = ¢,, so
dass

f(z,) — ¢ fir n — oo.

Die Folge {x,} ist beschrinkt und somit enthélt nach dem Satz von Bolzano-
Weierstra$ eine konvergente Teilfolge {z,, }. Sei x = limy_,o ©,,. Da x,, € [a,b], so
folgt es, dass auch z € [a,b]. Da f stetig ist, so erhalten wir, dass

f(xn,) — f(z) fir k — oo,
woraus f (z) = ¢ folgt. Somit liegt ¢ in f (J) und das Maximum von f (J) existiert

und ist gleich c¢. Analog beweist man die Existenz des Minimums von f (J). =

Korollar 7.10 Sei f eine stetige Funktion auf einem abgeschlossenen beschrinkten
Intervall J. Dann ist das Bild f (J) auch ein abgeschlossenes beschrinktes Intervall.
Dariiber hinaus gilt

f(J) = [min f, max f].

Kurz: stetiges Bild eines kompakten Intervalls ist kompaktes Intervall.

Beweis. Nach dem Satz [T.9 existieren
a=min f(J) und S =maxf(J).

Nach den Satz ist f(J) ein Intervall mit den Grenzen o und 5. Da « und [
Elemente von f (J) sind, so gilt f (J) = [«, ], was zu beweisen war. =
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7.6 Monotone Funktionen und inverse Funktion

Ist f: A — B eine Abbildung zwischen zwei beliebigen Mengen A und B, so wird
die Umkehrabbildung f~! : B — A durch die folgende Bedingung definiert:

y=f)ez=Ff"(y) VrecAundVycB.

Nach dem Satz[1.5] die Umkehrabbildung existiert genau dann, wenn f bijektiv ist.
Sind A, B Teilmengen von R, so heifit f~! auch die inverse Funktion.

Beispiel. Betrachten wir die Funktion

Da die Bedingung y = 2 fiir nichtnegative z und y fquivalent zu z = /y ist, so
sehen wir, dass die inverse Funktion f~' existiert und f~* (y) = \/¥.

Beispiel. Fiir die Funktion

ist die Bedingung y = 1 dquivalent zu = = % Deshalb erhalten wir f~! (y) = %
Hier geben wir eine hinreichende Bedingung fiir Existenz der inversen Funktion

all.

Definition. FEine reellwertige Funktion f auf einem Intervall J heifit monoton
steigend, falls fiir alle x < y gilt f () < f (y). Die Funktion heif}t streng monoton
steigend, falls x < y ergibt f(z) < f(y). Analog definiert man (streng) monoton
fallende Funktionen.

Beispiel. Die Function f (z) = exp () ist streng monoton steigend auf R nach Satz
0.5l

Beispiel. Die Function f () = 2™ its streng monoton steigend auf [0, +o00) fiir jedes
n € N, was man per Induktion nach n beweist.

Beispiel. Die Funktion f(x) = 2~ ist streng monoton fallend auf (0,+4o00) da

=14

Hauptsatz 7.11 (Existenz der inversen Funktion) Sei f eine streng monotone
steigende (bzw fallende) stetige Funktion auf einem Intervall J. Dann ist die Bild-
menge [ = f(J) ein Intervall und die inverse Funktion f~' : I — J existiert, ist

streng monoton steigend (bzw fallend) und stetig.

Beispiel. Die Funktion f(z) = 2" (mit n € N) ist stetig und streng monoton
steigend auf [0, +00). Da ihre Bildmenge ist [0, +00), so existiert die inverse Funk-
tion f~! auf [0, 400). Diese Funktion heifit die n-te Wurzel und wird mit =1 (y) =
{/y bezeichnet. Somit ist die Funktion {/y stetig und streng monoton steigend
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auf [0, +00). In der Tat ist der Wert x = {/y die einzige nichtnegative Losung der
Gleichung z" = y.

Beweis. Ist f stetig, so ist das Bild I = f(J) ein Intervall nach dem Satz [7.8
Sei f streng monoton steigend (der Fall von einer fallenden Funktion ist analog).
Dann ist die Abbildung f : J — I surjektiv nach der Definition von I und injektiv
nach der streng Monotonie. Somit ist f bijektiv und es gibt die inverse Funktion
11— J.

Beweisen wir, dass f~! streng monotone steigend ist. Seien y; < 1, aus I und
bezeichnen wir z;, = f~! (y;) so dass y, = f (x1). Zeigen wir, dass 71 < 7. Gilt
x1 > Ty, dann erhalten wir nach der Monotonie von f, dass yo = f (22) < f(x1) =
y1, was im Widerspruch zum y; < y, steht.

Beweisen wir, dass f~! stetig ist, d.h. fiir jedes b € I und fiir jede Folge {y}, o
aus [ gilt

Yn — b= 7 (ya) — f7H(D).

Nehmen wir das Gegenteil an, dass a = f~!(b) kein Grenzwert der Folge z,, =
/7' (y,) ist. Dann existiert ein € > 0 so dass es auBerhalb U. (a) unendlich viel
Glieder der Folge {x,} gibt. Somit enthélt eines von Intervallen (—oo,a — €|, [a +
g,400) unendlich viel Glieder der Folge {z,}, sei es (—o0,a — ¢].

b i)

/

[ERTE FTTTVTT VAN N N | )
] ——)
Ln a-g o

Dann existiert eine Teilfolge {7y, },.y mit 7, < a — ¢ fir alle k¥ € N. Da
T, < a—¢e < aund die beiden Werte x,,,a in J sind, so gilt auch a —¢ € J. Nach
der Monotonie von f erhalten wir

Ynp = [ (2n,) < fla—e),

woraus folgt
lim y,, < f(a—2) < f(a) =D,

was im Widerspruch zum lim y,, = b steht. m

7.7 Logarithmische Funktion

Hier wenden wir den Satz auf die Exponentialfunktion an. Die Exponential-
funktion e® ist stetig, streng monoton steigend auf R, und die Bildmenge von e” ist
(0,400). Nach dem Satz hat e” die inverse Funktion mit dem Definitionsbereich
(0, +00) und Bildmenge R.

04.07.18 H13



7.7. LOGARITHMISCHE FUNKTION

157

Definition. Die inverse Funktion von e” heiflt natirlicher Logarithmus und wird

mit In bezeichnet.

Die folgende Aquivalenz ist somit fiir alle z € R und y € (0, +00) erfiillt:

y=e" < r=Iny.

(7.19)

Nach dem Satz ist die Funktion y — Iny stetig und streng monoton steigend

auf (0, 400).
Es folgt aus (7.19) dass fiir alle z € R gilt
Ine® =z
und fiir alle y € (0, +00) gilt
ey = Y.

Insbesondere gelten In1 =0 und lne = 1.

<l

Der Graph der Funktion y — Iny

Die Funktion In erfiillt fiir alle u,v > 0 die Identitiit

‘ln (ww) =lnu+1Inv|,

da

v = 6lnueln'z) — elnu—l—ln'u'

Insbesondere gilt es

In— =—-Inuwu.
U

Beispiel. Fiir x ~ 0 gilt es nach Aufgabe 106

e ~1+u,

woraus folgt
In(1+2)~ .

Z.B.,In1,1x0,1. In der Tat gilt In1,1 = 0,09531...
Berechnen wir ungefihr In 10. Nach (7.20) haben wir

10 10
lnlOzln—2+ln62:ln—2+2.
e e

(7.20)
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Da 10
so erhalten wir
In10=In(1+0,3...) + 2~ 2,3.

In der Tat gilt In 10 = 2, 302585...

Definition. Fiir jede reelle Zahl @ > 0 und jedes x € C definieren wir die Potenz
a”® wie folgt:

T

= emIna |, (7.21)

a
Die Funktion f (x) = a” heifit die Exponentialfunktion zur Basis a.

Die Funktion a* hat die folgenden Eigenschaften:
1.a>=1dae’=1und a' = a da e® = a.

2. a*tV = a%aY fiir alle z,y € C da

xT

a*ad = e z+y)lna

zlnaeylna

= ¢l = a™tY. (7.22)

Es folgt, dass a™* = aiz
3. Fir x = n € Z stimmt die neue Definition (7.21]) von a" mit der friitheren
Definition von a” fiir n € Z iiberein, was man genauso beweist, wie den Satz

G3(d).

4. Fiir z € R ist die Funktion a” reell, positive und stetig (als Komposition zweier
stetigen Funktionen).

5. Fiir z € R gilt Ina® = zlna, was aus ([7.21]) folgt.

6. Fir alle z,y € R gilt
(a®)! = a"™, (7.23)

da

(ax)y _ eylna _ 6y(a:lna) _ 6(acy)lna — g%,

Es folgt aus (7.23)), dass fiir jedes n € N
(@) =,

was ergibt a'/" = {/a.

Im Fall a =1 folgt es aus dass 1 = 1. Sei a # 1 (und a > 0 wie immer).
Bestimmen wir die inverse Funktion von a”, x € R. Die Gleichung y = a” fiir x € R
und y € (0, +00) ist dquivalent zu y = ¢*™¢ und somit zu Iny = z1na, d.h.

_Iny

y=a" & r= )
Ina

Iny

o die inverse Funktion von a®.

Somit ist
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Definition. Die inverse Funktion von a® heifit der Logarithmus zur Basis a und
wird mit log, y bezeichnet, d.h.

Iny
IOga Yy = E (724)

Die Funktion log, y hat den Definitionsbereich (0,+00) und die Bildmenge R,
wie Iny.

Es folgt aus (7.20) und (7.24)), dass fiir alle u,v > 0
log, (uv) = log, u + log, v
und fiir alle u,a,b > 0, a,b # 1,

log, u

log, u = log, @
7.8 Die Zahl 7 und inverse trigonometrische Funk-
tionen

Hier bestimmen wir die inversen Funktionen zu sinz und cosz fiir reelles . Die

Eulerformel
e =cosx +isinx

ergibt fiir z € R dass
cosz = Ree™ und sinz = Ime™.

Die Zahl z = ¢ hat den Betrag 1 (siche Aufgabe 107) und somit liegt auf dem
Einheitskreis S; ihre Re z und Im z stellen cos x bzw sin x dar:

sinx z=e

o

Die Zahl z = e'®
Behauptung. Die Funktionen cosx und sinx sind stetig auf R.

Beweis. Sei {z,},y eine konvergente Folge von reellen Zahlen mit z, — a € R.
Dann haben wir 7x,, — 7a¢ und somit auch

T ia
e n — 6
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(sieche Aufgabe 106(d)), woraus folgt nach dem Satz dass
cosx, = Ree® — Ree™ = cosa
und analog ' '
sinz, = Ime”" — Ime" =sina,
so dass cosx und sin x stetig sind. m

Da fiir alle x gilt
cos’r +sinx = 1 (7.25)

(Aufgabe 108), so erhalten wir, dass |cosz| < 1 und |sinz| < 1 fiir alle x € R. Auch
ist es klar, dass cos0 = 1 und sin0 = 0.

Die Graphe von Funktionen cosx (rot) und sinz (blau)

Man sieht aus den Graphen, dass die Funktionen cos z and sin x periodisch sind,
was nicht offensichtlich aus der Definition ist. Wir beweisen die Periodizitit von
cos x und sin x unterhalb, und danach bestimmen die Intervalle wo diese Funktionen
monoton sind.

Satz 7.12 (a) FEs gilt sinz > 0 fiir alle x € (0, 2)

(b) Die Funktion cosx hat im Intervall (0,2) genau eine Nullstelle c. Es gilt
cosx > 0 fiir alle 0 < x < ¢ und cosx < 0 fiir alle c < x < 2. Dartiber hinaus gilt
c> 3

Bemerkung. Nach (b) ist ¢ die kleinste positive Nullstelle von cosz. Es folgt aus
(7.25) und (a) dass sinc = 1.

10
y 1
08T
06T
04T

027

0.0 + f + } + s — !
T . . 2.
02+ X

.04+ ©

Die Graphe von Funktionen cosx (rot) und sinz (blau) auf dem Intervall [0, 2]
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Beweis von Satz Wir benutzen den Satz (Leibniz-Kriterium) in der
folgenden Form. Sei {a,}. -, eine Folge von positiven reellen Zahlen, so dass {a,} -,
monoton fallend ist und a,, — 0 fiir n — oco. Dann konvergiert die Reihe > a,
und fiir die Summe

S:Z(—l)"an:ao—a1+a2—...

n=0

gilt fiir alle m € N
Som <8 < Som—1 (7.26)

wobei S, = Y 1_, (—=1)" a; die Partialsumme ist. Im Satz betrachtet man die
Reihe Y >, (—1)" a,, mit n > 1, withrend jetzt n > 0. Trotzdem gilt die Aussage

(5.12)) des Satzes [5.9/da zu S und S, dieselbe Zahl ay addiert wird.
(a) Nach dem Satz (und Aufgabe 108) gilt fiir alle x € C

oo 201 B
Sln.%:;(—l) m:$—§+a—...:ao—al+ag—... (727)
wobei a,, = % Fiir z € (0,2) und jedes n > 0 haben wir a, > 0 und
A1 B x2n+3 :L,2n+1 132 4

<1,

an (2n+3)!/(2n+1)! (2n +2) (2n + 3) = 2-3

so dass a,41 < a, und die Folge {a,} -, monoton fallend ist.
Nach 1) gilt fiir die Partialsumme S, = >} _, (—=1)" a), die Ungleichung

sinx > S,,,_; fiir alle m € N.

Insbesondere fiir m = 1 und x € (0, 2) erhalten wir

, z3 72
smszlzx—E:aﬂ(l—E) > 0,
was zu beweisen war.
(b) Dacos0 =1 > 0, so reicht es zu beweisen, dass cos 2 < 0, woraus die Existenz
der Nullstelle von cos z im (0, 2) aus dem Zwischenwertsatz (Satz folgt. Da nach
dem Satz [6.4]

xr
cosT = Z (—1)" , (7.28)
— (2n)!
so haben wir
o . 22n 22 24 26
COSQZZ(—I) (2n)' = 1—5—’—1—5— :bo—b1+b2—bg+... (729)

n=0
wobei b,, = % Die Folge {b,}. -, ist monoton fallend da fiir n > 1

22n+2 22n 22

bn+1 <
(2n+1)(2n+2)

by (2n+ 2)!/(2n)!

1.
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Nach 1D gilt fiir die Partialsumme S, = >}, ( —1)" b, die Ungleichung
cos2 < Sy, fiir ale m € N.

Fiir m = 1 erhalten wir

C082<52:1—2—|—2—4:1_2+E:_1<0
- 2! 4] 24 3 ’
woraus cos2 < 0 folgt. Nach dem Satz beschlielen wir, dass cosx = 0 fiir ein
z€(0,2).
Beweisen wir jetzt die Eindeutigkeit der Nullstelle von cosz in (0,2). Dafiir
benutzen wir Additionstheorem

sin (z £ y) = sinx cosy + coszsiny (7.30)

(siche Aufgabe 108). Seien z,y zwei verschiedene Nullstellen von cos in (0,2). Sei
x >1y. Da cosz = cosy = 0, so erhalten wir nach ([7.30))

sin (xr —y) = sinzcosy — cosrsiny = 0,

was nicht moglich ist, da 0 <  — y < 2 und nach (a) gilt sin (z —y) > 0.
Bezeichnen wir mit ¢ die einzige Nullstelle von cos in (0,2). Dann gilt cosz > 0
fiir alle x € [0,¢) da im Fall cosz < 0 es noch eine Nullstelle von cos in [0, z] gibt.
Genau so gilt cosz < 0 fiir alle z € (¢, 2).
Es bleibt zu beweisen, dass ¢ > % Dafiir reicht es zu beweisen, dass cos% > 0.
In der Tat, mit Hilfe von und erhélt man, dass

3 (3/2)*  (3/2)* (3/2)° 359
cos 5 2 5 STRT 6~ 5120 "

Definition. Setzen wir 7 := 2c¢ wobei ¢ die kleinste positive Nullstelle von cos x ist,
die nach dem Satz [7.12 existiert.

Es folgt aus dem Satz dass 3 < 7 < 4. Numerische Berechnung ergibt
m = 3,14159265358979...

Es ist bekannt, dass 7 eine irrationale und sogar transzendente Zahl ist. 06.07.18 H1
Es folgt aus dem Satz [7.12] dass cos 5 = 0, sin 5 = 1 und dass cosz und sinz
positiv im Intervall (0, g) sind.

Satz 7.13 (a) Es gelten die Identititen

L .
e2 =1, e"=-1, e

(b) Die Funktion e* ist 2mi periodisch auf C, d.h.
e = e* ¥z € C. (7.31)
(¢) Die Funktionen sinx und cosx sind 2w periodisch, d.h.

sin (z +27) =sinz und cos (x4 27) = cosz Yz € C.
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Beweis. (a) Nach der Eulerformel erhalten wir

T .
e2z:cos§+isin§ = 1.

Es folgt, dass

und , o
627rz — emem — (_1)2 =1. (732)

(b) Mit Hilfe von ([7.32)) und der Haupteigenschaft der Exponentialfunktion er-

halten wir

ez—|—27rz _ 62627” — e~

(c¢) Mit Hilfe von (6.14)) und (7.31]) erhalten wir

sin (x + 27) = (eiw+2ﬂi o e—ixfzm')

(e”” — e_””) =sinz,

R =R~

und dasselbe Argument funktioniert fiir cosz. m

Fiir die néchsten Beispiele benutzen wir die Additionstheoreme:

cos (z +y) = coszcosy — sinzsiny,

sin (x + y) = sinz cos y + cos x sin y, (7.33)

die fiir alle 2,y € C gelten (Aufgabe 108).
Beispiel. Da cos § = 0 und sin § = 1, so erhalten wir aus (7.33) dass

cos (m + g) = —sinz und sin (a: + g) = CosT.
Ersetzen x durch —z ergibt
cos (7—; - x) =sginx und sin (g — x) = cos .

Es folgt aus e™ = —1, dass cosm™ = —1, sin7 = 0 und somit aus (7.33))

cos(r+m)=—cosz und sin(z+7)=—sinz.

Beispiel. Berechnen wir sin 7. Es gilt

n=t — T _T) — s
SlIlz—COS(2 4) —COS4,

sodass x = sin § die Gleichung 2?2 + 2% = 1 erfiillt. Es folgt, dass » = j:\/Ti. Das
Vorzeichen muss + sein da sin% > (). Somit erhalten wir
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Beispiel. Berechnen wir sin £. Wir haben

sin § = cos (g — %) =Cos§ = Cos2g = cos? 5 sin2% =1- 2sin2%
Somit erfiillt » = sin § die Gleichung 222 + 1 — 1 = 0, woraus folgt © = —1 oder

T — 1 ynd somit auch

T = % Da sin § > 0, so erhalten wir sin g = 3

cos = /1= (3)7 = %

Es folgt, dass

1
cosz = - und sin T = V3,
2 3 2
eOz:€2ﬂi:1
Ti_ V3 4 1
€6 —2+2Z—a
) 1 1 .
47':— —_7 =
e \/5%—\/5@ 15} .

Satz 7.14 (a) Die Funktion sinx ist streng monoton steigend auf [—g, 1} :

2
(b) Die Funktion cosz ist streng monoton fallend auf [0, ] .

Funktionen cos z auf [0,7] (rot) und sinz auf [—%,Z] (blau).

Beweis. (a) Wir haben sinZ = 1, sin0 = 0 und sin (—%) = —1. Fiir z € (0, 5) gilt
0 <sinz < 1 und fir z € (—%,0) gilt sinz = —sin (—z) und somit —1 < sinz < 0.
So reicht es zu beweisen, dass sinz streng monoton steigend auf (0, %) ist, d.h. fiir
alle z,y € (O, %)

T >y = sinx > siny.
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Setzen wir y = x —t wobei 0 <t < z, insbesondere 0 < ¢ < 7. Wir haben

sinx —siny = sinz —sin (z —t)
= sinz — (sinzcost — cosxsint)

= sinz (1 —cost) + coszsint > 0,

da alle Zahlen sinx , 1 — cost, cosz, sint positiv sind.
(b) Diese Aussage folgt aus (a) und aus der Identitét cos z = —sin (z — %), da

zel0,r]er—Zc[-3,2].

Betrachten wir die Funktion f (z) = cosz auf dem Intervall J = [0, 7]. Diese
Funktion ist stetig und streng monoton fallend, so dass die inverse Funktion f~!
existiert mit dem Definitionsbereich I = f (J) = [—1,1] und der Bildmenge [0, 7].
Die Funktion f~! heifit Arkuscosinus und wird mit arccos bezeichnet. Somit gilt

y =cosz < x = arccosy V€ [0,7], y€[-1,1].

Analog betrachten wir f (z) = sinz auf J = [—7/2,7/2]. Da f (z) auf diesem
Intervall stetig und streng monoton steigend ist und I = f(J) = [—1,1], so ex-
istiert die inverse Funktion f~! mit dem Definitionsbereich [—1,1] und der Bild-
menge [—m/2,7/2]. Die inverse Funktion von sin heit Arkussinus wird mit arcsin
bezeichnet. Somit gilt

y=sinz &z =arcsiny Vo € [-n/2,7/2|, y € [-1,1].

Funktionen arcsin (blau) und arccos (rot)

Man kann beweisen, dass die Funktion f (z) = tanz = 2 im Intervall (—7/2, 7/2)

streng monoton steigend ist und die Bildmenge von tan gleich (—oo, +00) ist (Auf-
gabe 115).
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Somit existiert die inverse Funktion von tan z. Sie heifit Arkustangens und wird
mit arctan bezeichnet. Der Definitionsbereich von arctan ist (—oo,+0c) und die
Bildmenge ist (—7/2,7/2).

arctany

Bemerkung. Da sinz > 0 auf (0,7/2) und sinz < 0 auf (—7/2,0) so folgt es
aus sin (z 4+ m) = —sinz, dass sinz > 0 auf (0, 7) und somit sinx < 0 auf (—,0).
Analog folgt es aus cos (x + ) = — cosx dass cosz > 0 auf (—7/2,7/2) und cosx <
0 auf (7/2,37/2).

cosx (rot) und sinz (blau) auf [—7, 27]
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7.9 Trigonometrische Form komplexer Zahlen

Satz 7.15 Jede komplexe Zahl z # 0 ldsst sich in der folgenden Form eindeutig

darstellen: .
z=re? =r(cosf +isind), (7.34)

wobei r € (0,4+00) und 0 € (—m, 7).

Wir werden im Beweis sehen, dass r = |z|, d.h. r der Betrag von z ist. Die Zahl
r heif3t auch der Polarradius von z. Die Zahl 0 hei3t der Polarwinkel von z; auch
heifit sie das Argument von z und wird arg z bezeichnet. Zusammen 7 und 6 heiflen
die Polarkoordinaten for z.

Der Ausdruck r (cos 0 + i sin 0) heifit die trigonometrische Form von z, im Gegen-
satz zur algebraischen Form z = x + yi. Der Ausdruck re? heifit die exponentielle
Form von z.

Obwohl # im Intervall (—7, 7] eindeutig bestimmt ist, héufig erlaubt man 6 (und
arg z) beliebige Werte aus R annehmen. Da cosf und sin 6 27-periodisch sind, so
lisst sich 6 in durch 6 + 27k fiir jedes k € Z ersetzen. So, fiir § € R fehlt die
Eindeutigkeit der Darstellung (7.34)), aber trotzdem ist 6 bis zur additiven Konstante
2mk mit k € Z bestimmt.

Beweis. Sei z = = + yi. Wir betrachten die Identitit ((7.34]) als eine Gleichung mit
unbekannten r und 6. Aus (7.34)) erhalten wir |z| = |r| |¢"| = r so dass

r=|z| = a4+ y2

Vergleichen von (7.34]) mit der algebraischen Darstellung z = = + iy ergibt uns zwei
Gleichungen fiir 0:

r=rcosf und y =rsinb, (7.35)
d.h. .
cosf = - und sinf = % (7.36)

Beweisen wir, dass die Gleichungen ([7.36)) eine eindeutige Losung 0 € (—m, 7] haben.
Fall 1: sei y > 0. Dann gilt sind > 0 und somit § € [0,7]. Die Gleichung

cosf) = £ im Bereich § € [0, 7] ist dquivalent zu § = arccos ¥ (bemerken wir, dass

£ ¢ [-1,1] so dass £ im Definitionsbereich von arccos liegt). Insbesondere ist 6

eindeutig bestimmt. Fiir 6 = arccos £ gilt offensichtlich cos = * und

2 1
sinf = V1 — cos? :,/1_5’5_2:_1/702_:62:{
T r r

da sin ¢ und y nicht negative sind. Somit erfiillt § = arccos ¥ die beiden Gleichungen
(17.36)).
Fall 2: sei y < 0. Die Gleichungen (7.36)) sind #quivalent zu

cos (—0) = T und sin (—0) = RN 0,
r r
woraus folgt —0 € (0,7) und somit § = —arccos £. Dieses 6 erfiillt die beiden

Gleichungen in (7.36]) wie im Fall 1. m
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Aus dem Beweis erhalten wir die folgenden Formeln fiir die Polarkoordinaten

r =22+ y? (7.37)

al 0Ss = > “
0 = { cc r? y — 9 (7.:;8)

—arccos £, y < 0.
T

Umgekehrt, aus den Polarkoordinaten r, # erhilt man die Kartesischen Koordinaten
x,y mit Hilfe von ((7.35)).

Beispiel. Fiir z = 1 + i haben wir nach (7.37) und (7.38) = |2| = v/2 und

_ — 1 _z
H—argz—arccosﬁ—4

so dass 1 +1i = 1/2¢'%.
Fiir w = v/3 — i haben wir r = |w| = 2 und

_ _ _ V3 _ _m
§ = argw = — arccos %5* = —¢
. _T
so dass /3 — i = 2e 6%,
u
y z
X
W
i — 3,i% i -3 r_3,1_3 —3ginT —3.¥3 _ 33
Fir u = e's haben wir z = Scos 3 =35-5=5und y = $sin§ = 5 - 35° = ==,

7.10 * Numerische Berechnung von 7

Man kann die erste positive Nullstelle ¢ von cos z (und somit die Zahl 7) numerisch
mit Hilfe von einem Taschenrechner mit Funktion cos berechnen. Wir wissen, dass
¢ € (a,b) wobei a = 1,5 und b = 2. Hier fithren wir sechs Schritte des Verfahrens
im Beweis des Satzes [7.7] durch und erhalten die folgende Intervallschachtelung.
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Qg %bk bk
1,5 1,75 2
cos1l,5~ 0,07 >0 cos1,75 ~ —0.178 < 0 cos2~ —0,41 <0
1,5 1,625 1,75
cos1l,5~ 0,07 >0 cos 1,625 ~ —0,054 < 0 cosl, 75~ —0.178 < 0
1,5 1,5625 1,625
cos1,5~ 0,07 >0 cos1,5625 ~ 0,0082 > 0 cos 1,625 ~ —0,054 < 0
1,5625 1,59375 1,625
cos 1,5625 ~ 0,0082 > 0 cos 1,593 75 ~ —0.0229 < 0 cos 1,625 ~ —0,054 < 0
1,5625 1,578125 1,59375
cos1,5625 ~ 0,0082 > 0 cos1,578125 ~ —0.0073 < 0 cos 1,593 75 ~ —0.0229 < 0
1,5625 1,5703125 1,578125

cos1,5625 = 0,0082 > 0

cos 1,578 125 ~ 0.00048 > 0

cos 1,578125 ~ —0.0073 < 0

Somit ¢ ~ 1,57 und 7 = 3, 14.
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Chapter 8

Differentialrechnung

8.1 Ableitung

Sei f:J — R eine Funktion auf einem Intervall J.

Definition. Die Ableitung der Funktion f an einer Stelle € J ist der Grenzwert

y—r Y —T
vorausgesetzt, dass er existiert. Ist der Grenzwert endlich, so heifit f differenzierbar
an der Stelle x € J. Ist f an allen Stellen x € J differenzierbar, so sagt man, dass f
auf dem Intervall J differenzierbar ist. In diesem Fall ist die Ableitung f’ auch eine

Funktion auf J.

Einsetzen h = y — x ergibt eine équivalente Definition der Ableitung:

f/ (33) _ ,1111{(1) f(l' + h})b — f(x) (81)

Der Ausdruck w heiflt Differenzenquotient.

Beispiel. Berechnen wir die Ableitungen der folgenden Funktionen.
1.f (z) = const. Dann f (y) — f () = 0 und [’ (z) = 0 fiir alle x. Man schreibt

(const) =0,

2. f(x) = . Dann
fW @) _y-r
y—x  y—x

woraus folgt [’ (z) =1 fiir alle z € R. Daher gilt

() =1.

3. f(xz) =22 Dann

f/ ( I T y2 — z? BT .
x) = lim = lim (y + =) = 2z,
y—e Y —T  yow

171
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daher
(%) = 22,

4. f(z) = 1. Dann gilt

ymry —xr \y y—a YT a2’
so dass .
1y 1
x)  a?
Es gilt auch fiir alle n € Z,
(z™) = nan?
was spéter bewiesen wird.
5. f(xz) = €®. Dann gilt
etth _ g2 et —1
/ 1 LT T
R e
da .
.oet—1
lim ~—— = 1. (8.2)
In der Tat, fiir |h| < 1 gilt
h? |h?
h 2 3
—1—-h|l=|=4+=+...<|h h =
5 =l tart ‘—H+||+ T— |
und somit
eh —1 eh—1—h |h]
—1| = < 0 firh—0
h ' h '_1—]h|_> .
woraus (8.2)) folgt. Somit haben wir
(e®) =e”|

6. f(x) =sinz. Dann

sin (z + h) —sinx

!/ — 1
I (x) h1—>r% h

. sinxcosh+coszxsinh —sinx

= lim

h—0 h

.. cosh—1 . sin h

= limsinx——— + limcosz .
—0 h h—0 h

Nach Aufgabe 111 haben wir
mnCOSh—_1 =0 and lim sin f =1

h—0 h h—0 h ’
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daher

(sinz) = cosz|.

Analog beweist man

(cosz) = —sinz|

Satz 8.1 Ist die Funktion f differenzierbar an x, so ist f stetig an x.

Beweis. Wir haben

lim (f () — f ()) = i LW =IO oy i (g — ) =0,

y—x Yy—x y — Yy—x
woraus folgt
lim /() = / (2.
Somit ist f stetig an x. =

Beispiel. Betrachten wir die Funktion

1, >0,

ro={y 520

die an x = 0 unstetig ist. Folglich ist f an z = 0 nicht differenzierbar.

173

Beispiel. Allerdings reicht die Stetigkeit fiir die Differenzierbarkeit nicht. Die Funk-
tion f (z) = |z| ist stetig auf R (Aufgabe 112) aber an der Stelle = 0 ist sie nicht

differenzierbar. Fiir jedes y > 0 haben wir |y| = y und somit

= 17
y—20
withrend fiir y < 0 gilt |y| = —y und somit
F—-r© _
y—0 '
Es folgt, dass
i £ @) =/ (0)
y—0 y—0

nicht existiert und f an = 0 nicht differenzierbar ist.

11.07.18 H13
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8.2  Physikalische und geometrische Bedeutung
der Ableitung

Sei f (t) die Position eines bewegenden Koérpers an der Zahlengerade am Zeitpunkt
t. Dann gilt fiir den Differenzenquotient

f({t+h)—f(t) _ Verschiebung des Korpers

h Zeitintervall
= durchschnittliche Geschwindigkeit im [¢,¢ + h]

Fiir h — 0 erhalten wir, dass die Ableitung f’ (¢) gleich unmittelbare Geschwindigkeit
vom Korper am Zeitpunkt ¢ ist. Zum Beispiel, im Auto wird f’(¢) am Tachometer
an jedem Zeitpunkt ¢ gezeigt.

Das Gleiche gilt fiir beliebige zeitabhéingige Variable f (t): die Ableitung ist
immer die unmittelbare Geschwindigkeit von Anderung der Variable. Analysis losst
damit zwei verbundene Probleme:

1. gegeben sei f (t), wie berechnet man f’(¢) (Differentialrechnung);

2. gegeben sei f’ (), wie berechnet man f (t) (Integralrechnung).

Eine andere Bedeutung der Ableitung gibt es in Geometrie. Betrachten wir eine
Gerade G in R? mit der Gleichung

y = Ax + B,

wobei A, B € R. Geht G durch einen Punkte (a, b), so kann man die Gleichung wie
folgt umschreiben
y=A(x—a)+b.

Geht G durch noch einen anderen Punkt (ay,b;), so erhalten wir die Gleichung
by = A(a; —a) + b,

woraus die folgende Identitéit fiir die Steigung A folgt:

_ by — b

a —a

A

Betrachten wir jetzt den Graph einer Funktion y = f (x) auf einem Intervall.
Die Gerade durch zwei Punkte (a, f (a)) und (a + h, f (a + h)) auf dem Graph heift
die Sekante. Die Steigung der Sekante ist somit gleich

flath) - [f(a)
h ,

A=A(h) =
und die Gleichung der Sekante ist

y=A(h)(z—a)+ f(a).
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Fiir h — 0 erhalten wir A (h) — f’(a). Die Gerade mit der Gleichung

y=["(a)(z—a)+ f(a) (8.3)

heifit die Tangente zum Graph von f (z) am Punkt (a, f (a)). Somit konvergiert die
Sekante gegen die Tangente fiir A — 0.

So, die Ableitung f’(a) ist gleich die Steigung der Tangente des Graphes an
(a, f (a)).
Beispiel. Fiir f(r) = 23 erhalten wir aus die Gleichung der Tangente an
(a,a®) :

y=2a*(r —a) +a’.
Zum Beispiel, fiir a = 1 ergibt sie
y=3(@r—-1)+1=3x—-2

(siche das Bild).

Die Funktion f (z) = z® (schwarz), ihre Tangente an (1, 1) (rot), und ihre Sekante
durch (1,1) und (2,8) (blau)

8.3 Rechenregeln fiir Ableitung

Satz 8.2 Seien f und g zwei Funktionen auf einem Intervall I C R, die differen-
zierbar in x € I sind. Dann sind die Funktionen f + g, fg, f auch differenzierbar
in x (im Fall von f/g vorausgesetzt g # 0) und die folgenden Identitit sind erfillt:

(a) Summenregel:

(f+9) (@) =f(2) +7 (2). (8.4)

(b) Produktregel oder Leibnizregel:

(f9)' (@) = f'(x)g(2) + f () g (x). (8.5)
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(c) Quotientenregel:

(j)'(x>:f’(ﬂf)g($) flx)g (x)

g 9% (x) (8.6)

Es folgt aus (8.5) mit g (z) = ¢ € R dass

(cf) =cf'}

und aus mit f () =1 dass

Beispiel. Beweisen wir, dass fiir n € Z gilt
n—1

(z") = na

Fiir n > 0 beweisen wir per Induktion nach n. Fiir n = 0 das ist trivial da 1’ = 0.
Induktionsschritt von n nach n 4 1: nach der Produktregel gilt

(2" = (z-2") = (2) 2" + 2 (2") = 2" + na" = (n + 1) 2"

Sei n < 0 so dass n = —m fiir m € N und somit nach der Quotientenregel
/ / 1
(z") = ) —(xm) _ et m = na" !
- rm o r2m o r2m o pmtl - :

Beispiel. Bestimmen wir die Ableitung der Funktion

sin x
tanxr = .
cos
Nach der Quotientenregel haben wir
. !/ . / .
,  (sinz) cosw —sinx (cosx)”  cos?x +sin’x 1
(tanz) = 5 = 5 = —
cos?x cos? x cos?x
d.h.
1
/!
(tanz) = —
cos? x
Analog beweist man, dass fiir
cos
cotxr = —
sin
gilt
1
/
(cotz) = ——=
sin”
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Beweis von Satz (a) Nach Definition von Ableitung und Satz erhalten

wir

(f+9) (z) = lim

y— Yy—x
i L@ =L@ 9 ) — g (@)
y—r Y — y—r Y —T

(b) Mit gleichem Argument und mit Hilfe von Stetigkeit von f an der Stelle x,
die nach Satz [8.1] gilt, erhalten wir

) — fi d W)~ f (@) g (@)
(fg) (z) = lim =

f
fy)gy) = fy)g(x)
) —

fW)g(r)—f(z)g(r)

= lim + lim
y—w Yy — y—w Y-
Yy—x Yy—x y Yy—x y —

= [f@)d (z)+ (x)f’( ),

was zu beweisen war. .
(¢) Berechnen wir zunéchst <§) :

(3)1@) - ilir}”yi$( 19 _9(155))

d.h.
<1)I (2) = — 218 (8.8)

9 9% (x)
Fiir allgemeine Funktion f erhalten wir mit Hilfe von Produktregel (8.5) und (8.8)):

(5) = () =7 () (5)
g g

" f9_f9-1g

g g 9
| ]

Bemerkung. Fiir das Produkt dreier Funktionen f, g, h gilt die Regel

(fgh)' = f'gh+ fg'h+ fgh',
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da nach (8.5))

(fgh) = ((fo)h) = (f9) h+ (fo) I
(f'g+ fg)h+ fgh' = f'gh+ fg'h+ fgh'.

Analog gilt fiir das Produkt von n Funktionen fi, ..., f,, die Regel

(fiofn) = fifoSn+ fifsfafo+ ofiofofo + o fro fami fhs

die man per Induktion nach n beweisen kann.

8.4 Kettenregel

Satz 8.3 (Kettenregel) Seien f eine Funktion auf einem Intervall A und g eine
Funktion auf einem Intervall B, so dass die Verkettung g o f definiert ist (d.h.
f(A) C B). Sei f differenzierbar in x € A und g differenzierbar iny = f (x) € B.

Dann ist g o f differenzierbar in x und es gilt

(gof) (2) =g ) [ (2)|=3 (f (@) ' (2). (8.9)

Man wenden die Kettenregel an um die Ableitungen von komplizierteren
Funktionen zu berechnen. Man stellt eine gegebene Funktion F' () in der Form von
Verkettung

F(z)=g(y) mity = f(x)
dar, und dann gilt

Beispiel. Betrachten wir die Funktion F' (z) = e® wobei ¢ € R. Wir stellen F als
eine Verkettung dar:
F(z)=¢ mit y = cx.

Nach der Kettenregel erhalten wir
F'(2) = (") (cx) = eYc = ce™.

Insbesondere, fiir a > 0, haben wir a® = ¢*®¢ und somit

(a®) = a”Ina.

Die Kettenregel ldsst sich fiir Komposition von mehreren Funktionen verallge-
meinern wir folgt. Sei

F=hogof,

d.h.
F(z)=h(z) mit z=g¢(y) und y = f ().
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Dann gilt

() =W (2) ' (y) [' () |= W (g (f (2))) g’ (f () [ (x), (8.10)
da F=ho(gof),dh.

F(x)=h(z) mitz=gof,

woraus folgt
F'(z) =W (2)(go f) (x) =N (2) g (y) [ (2).
Ahnliche Regel gilt fiir Verkettung von mehreren Funktionen.
Beispiel. Die Funktion F (z) = ¢""*" ist die Verkettung dreier Funktionen:
F(r)=¢€* mit z=-siny und y = 2>

Somit erhalten wir

F' (x) = (¢*) (siny)’ (x2)/ = ¢” (cosy) (2z) = 22" cos 22,

Das folgende Lemma brauchen wir fiir den Beweis des Satzes [8.3

Lemma 8.4 Sei f eine Funktion auf Intervall J die in einem a € J differenzierbar
ist. Dann existiert eine Funktion ® auf J mit den folgenden Eigenschaften:

(1) f(x)— f(a)=®(x)(x—a) firallexz € J;
(i) @ (a) = [ (a)

(1ii) P ist stetig in a.

Beweis. Die Eigenschaften (i) und (ii) zwingen die folgende Identitét fiir &:

[ (@) = f(a)
D (x) = v—a 7% (8.11)
f (a), r=a.

So, definieren wir ® mit (8.11)). Dann (i) gilt fiir + # a nach Definition, und fiir
x = a, da die beiden Seiten von (i) verschwinden. Die Identitéit (i7) gilt auch nach
Definition, und (ii7) gilt, da

lim ® (z) = im 22 =/ (@)

r—a Tr—a Tr—a

— f'(a) = ® (a).

Die Funktion ® aus Lemma heifit die Verhdltnisfunktion von f an der Stelle
a. In der Tat ist ® (z) gleich die Steigung der Sekante der Graph von f durch
(a, f (a)) und (z, f (z)) falls z # a, und die Steigung der Tangente an der Stelle
(a, f (a)) fir x = a.
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Beweis von Satz Im Beweis wir wechseln die Notation: sei f differenzierbar
ina€ Aund g —in b= f(a) € B. Setzen wir F' = g o f und beweisen, dass

F'(a) = g"(b) f' (a).

Sei & die Verhiltnisfunktion von f in @ und ¥ — die Verhiltnisfunktion von g in b.
Dann haben wir

8

fa)=fla)=2(z)(x—a) VzeA
9W) —g) =¥ (y)(y—>b) VyeB, (8.12)
Einsetzen in y= f(z) und b= f (a) ergibt

—f
-9

F)~Fla) = g(f@)—g(f ()
= (@) ()~ f (@)
- ()P —a),
woraus folgt
POZT _ g (@) e
und
F (@) = tim PO g (2)) 0 (0).

Da f (z) stetig in a ist und VU (y) stetig in b = f (a), so erhalten wir nach dem Satz
[7.6] dass die Verkettung W (f (z)) stetig in a ist. Da ® (x) auch stetig in a ist, so
gilt

F'(a) =¥ (f(a)) @ (a) = ¥ (b) P (a) = g (b) [ (a),

was zu beweisen war. m

8.5 Ableitung der inversen Funktion

Satz 8.5 (Ableitung der inversen Funktion) Sei f eine stetige streng monotone
Funktion auf einem Intervall J, so dass die inverse Funktion f=' auf dem Intervall
I = f(J) definiert ist. Ist f differenzierbar in x € J und f'(x) # 0, so ist f~1
differenzierbar in y = f (z) und es gilt

(' (y) = : (8.13)

Da y = f(z) dquivalent zu z = f~!(y) ist, so kénnen wir (8.13) wie folgt

umschreiben: .

(f) ()= W)

und
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Beispiel. Sei f(z) = e” auf J = R. Die inverse Funktion von e” ist lny auf
I = (0,400). Nach (8.13)) erhalten wir fiir y = e”

(lny)lz( 7T T T T

d.h.

1
Iny) =~ |
(ny) =~

Beispiel. Betrachten wir f (z) = sinz auf [—%, %] so dass ™' (y) = arcsiny wobei
y € [—1,1]. Es folgt, dass fiir y = sinz gilt

1
- f'(z)  cosz’

(arcsing) = (/)" ()

Da auf (—%, %) ist cosz > 0 (insbesondere cos z # 0) und

cosz = VI~ simtr = V17,

so folgt es, dass fir y € (—1,1)

(arcsiny)’ =

1—y2'

Analog beweist man, dass

(arccosy)' = —

1—y

Beweis von dem Satz Die inverse Funktion f~! existiert und ist stetig auf
I nach dem Satz [7.11, Um (8.13) zu beweisen, wir wechseln die Notation: sei f
differenzierbar an a € J und f’(a) # 0. Beweisen wir, dass f~! differenzierbar in
b= f(a) ist und
1
Y () = —.
( ) ( ) f/ <a>

Sei ® die Verhiltnisfunktion von f in a, so dass fiir alle x € J
f(x) = fla) =@ (z)(z —a). (8.14)
Setzen wir in y= f(x), b= f(a) ein und erhalten, dass fiir alle y € T
y=b=2(f () (/- "0)

und
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Da die Funktion f~! stetig auf .J ist und ® stetig in a = f~! (b) ist, so erhalten wir,
dass

lim ® (f~ (y)) =@ (f7' (b)) = @ (a) = f'(a),

y—b

woraus folgt

(ffl)/ (b) = lim f7 ) = f1(b) — lim 1 _ 1

y—b y—b = @ (1Y) [ (a)

was zu beweisen war. m

Bemerkung. Die Tangente zum Graph y = f (z) der Funktion f am Punkt (a,b)
hat die Gleichung
Y- b=A (ZE - a) )

wobei A = f’(a) die Steigung ist. Fiir die inverse Funktion werden die Rollen von
2 und y vertauscht, so dass der Graph von f~! die Gleichung z = f~! (y) hat und
die Gleichung der Tangente zum f~1 ist

1

I_GZZ(y_b)7

vorausgesetzt A # 0. Somit ist die Steigung der Tangente gleich %, was die Identitét

(8.13)) erklart .

8.6 Weitere Beispiele

Beispiel. Fiir f(x) = tanz auf (—g,
arctany im Definitionsbereich y € (—

) gibt es die inverse Funktion f~!(y) =
,+00) (Aufgabe 115). Somit gilt es fiir

Yy =tanx
(rctang) = (77 () = 55 = o050 = = 1
so dass
(arctany) = N —:yQ
Beispiel. Betrachten wir die Funktion
f(z) =sinhz = #

auf J = R. Da die beiden Funktion e* und —e™ streng monoton steigend sind, so
ist sinh x auch streng monoton steigend auf R. Somit existiert die inverse Funktion
sinh ™'y im Definitionsbereich I = sinh (R) = R (da sinh x — +oo0 fiir  — 400 und
sinhz — —oo fiir r — —o0).

Fiir die inverse Funktion gilt

1

. 1 r
(smh y) ~ coshz’
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wobei sinhx = y. Da
cosh?z — sinh?z =1

(Aufgabe 109) und somit

cosh = /1T s s = \/TT .

so erhalten wir, dass
1

ity

Beispiel. Betrachten wir die Potenzfunktion

(sinh_1 y)/ =

f(z) = 2"
wobel z > 0 und a € R. Nach Definition haben wir
f (l‘) — ealnw,

so dass f eine Verkettung ist:
f(x)=¢ mit y=alnzx.
Nach der Kettenregel erhalten wir
a\' _ (,y\/ I ya’_aa_ a—1
%) = (€Y) (alnz) =€Y— =2%— = ax" ",
(%) = () (alnz) = 12 = g2

d.h.

a—1

(2%) = ax

Diese Identitit fiir a € Z haben wir schon frither gesehen. Zum Beispiel, es gilt

Vo = = = L

und fiir n € N

Beispiel. Fiir die Funktion f (z) = V22 4+ 1 haben wir
f(r)=\ymity=2>+1

und somit

@) = (Vo) (@®+ 1) = %M VRl

Beispiel. Leiten wir die folgende Funktion ab:
f(z) :ln(x—i-\/x2+1>

im Definitionsbereich J = R (da x + V2?2 + 1 > z + |z| > 0).
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2+

Funktion In (m + Va2 + 1)

Da
f(x)=Iny mit y=z+ Va2+1,

so erhalten wir

/() :<mw(z+¢ﬁ:7y:§(1+ z )

241
B 1 r+Vrt+l 1
r+vVr2+1 Va2+1 2+1
Somit gilt
(ln (:13—1—\/x2—|—1))/: )
241
Wir haben oberhalb gesehen, dass auch
1
(sinh_1 :1:), = .
241

Die Ubereinstimmung von Ableitungen von sinh™* 2 und In (m +Va? + 1) ist kein
Zufall, da diese zwei Funktionen identisch gleich sind (siche Aufgabe 114).

Beispiel. (Logarithmische Ableitung) Sei f eine differenzierbare Funktion auf einem
Intervall J und sei f(x) > 0 fiir alle € J. Dann ist auch die Funktion In f (z)
wohldefiniert, und mit Hilfe von der Substitution y = f (z)

N N A )
(In f (z)) = (Iny) f'(x) yf( ) o)
so dass
,_f’(x)

Die Funktion (In f (z))" heiBt die logarithmische Ableitung der Funktion f. Hiufig
ist es einfacher (In f)’ zu bestimmen als f’. Dann bestimmt man f’ durch

f'(@) = f(z)(Inf ().
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Zum Beispiel, bestimmen wir die Ableitung der Funktion
fx) =a®

fiir z € (0, +00). Wir haben
Inf(x)=xlnzx

und somit

(Inf(2)) = (rInz) = (r)Inz+z(nz) =Inz + g =z +1,

woraus folgt
(") = 2" (Inz +1).

8.7 Sitze von Fermat, Rolle und Lagrange

Hauptsatz 8.6 (Satz von Fermat) Sei f eine Funktion auf einem offenen Intervall
(a,b) und sei x € (a,b) eine Maximumstelle (bzw Minimumstelle) von f. Ist f in x
differenzierbar, so gilt f' (z) = 0.

Die geometrische Bedeutung dieser Aussage ist wie folgt: die Steigung der Tan-
gente an der Maximumstelle (Minimumstelle) von f ist 0, d.h. die Tangente an
dieser Stelle waagerecht ist.

Beweis. Fiir jede Folge {y,} aus (a,b) mit y, — x haben wir

N0 Yy — T
|

T . |
| ' |
| ' |
| ' |
| ! |

® g i ¢ * |

a y X Y b

Die rechte Sekante (rot), die linke Sekante (blau), und die Tangente (griin), die an
der Maximumstelle waagerecht ist.

Da z eine Maximumstelle ist, so gilt f (y,) < f(x) fiir alle n. Somit erhalten
wir fiir jede Folge {y,} aus (z,b), dass
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und fiir jede Folge {y,} aus (a,x), dass
flo) —f @)

[ (x) = lim

n—oo yn — X

woraus folgt f'(z) = 0.
Der Fall von Minimumstelle wird analog behandelt. m

Korollar 8.7 Sei f eine stetige Funktion auf einem kompakten Intervall [a,b] mit
a < b, die auf (a,b) differenzierbar ist. Ist x eine Maximumstelle oder Minimum-
stelle von f auf [a,b], so gilt entweder f'(x) =0 oder x = a oder x = b.

Bemerken wir, dass die Maximum- und Minimumstellen von f auf [a, b] existieren

nach dem Satz [7.9

Beweis. Gilt x € (a,b) so gilt f' () = 0 nach dem Satz Sonst * = a oder
r=>0. ®

Die Menge
K¢ ={x € (a,b): f (x) =0} U{a,b}

heifit die kritische Menge von f. Nach Korollar [8.7] liegen die Maximum- und Min-
imumstellen von f in K. Es folgt, dass

max f = maxf und min f = min f.
[a,b] / Ky / ab] / Ky /

Beispiel. Bestimmen wir das Maximum und Minimum der Funktion
f(x) = 22% — 152% + 242 + 20

auf dem Intervall [0, 6].

y50

40

Der Graph der Funktion f (z) = 22% — 152 + 24z + 20 und die kritischen Stellen
von f ()

Die Ableitung
f'(z) =62 —30z+24=6(x —1) (v —4)
hat die Nullstellen z; = 1 und z5 = 4. Somit erhalten wir die kritische Menge

K;=1{0,1,4,6}.
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Berechnung von den Werten an den kritischen Stellen ergibt:

f(0)=20, f(1)=31, f(4)=4, [f(6)=

Deshalb max|gg f = 56 wird an der Stelle x = 6 angenommen, und minyg f = 4
wird an x = 4 angenommen.

Satz 8.8 (Satz von Rolle) Sei f eine stetige Funktion auf einem kompakten Intervall
la,b] mit a < b, die auf (a,b) differenzierbar ist. Gilt f (a) = f (b) so existiert eine
Stelle ¢ € (a,b) mit f'(c) =0.

Beweis. Nach Satz (Extremwertsatz) existieren maxi, s f und ming) f. Sei ¢
eine Maximumstelle von f und ¢, — eine Minimumstelle von f. Liegt eines von ¢y, ¢o
im (a,b) so verschwindet f’ an dieser Stelle nach dem Satz [8.6] Seien ¢; und ¢, die
Grenzen von [a,b]. Da f (a) = f (b), es folgt, dass der Wert von f (a) ist gleichzeitig
das Maximum und Minimum von f, so dass f eine Konstantefunktion auf [a, 0] ist.
Dann gilt f’'(¢) = 0 fiir jedes ¢ € (a,b). m

Hauptsatz 8.9 (Mittelwertsatz von Lagrange) Sei f eine stetige Funktion auf einem
kompakten Intervall [a,b] mit a < b, die auf (a,b) differenzierbar ist. Dann existiert
ein ¢ € (a,b) mit

f )= f(a)=f"(c)(b—a). (8.15)

Bemerkung. Im Fall f (a) = f(b) ergibt (8.15)) dass f'(c) = 0, was den Satz

impliziert.

Bemerkung. Die Identitét (8.15)) ist dquivalent zu

fb) = f(a)

, JR—

f (C) - b —a :

Die Zahl A = £ (bb @ st die Steigung der Sekante durch die Punkte (a, f (a)) und
(b, f (b)). Somit besagt Satz - folgendes: die Steigung dieser Sekante ist gleich die
Steigung der Tangente an einer Mittelstelle ¢ € (a,b), d.h. es gibt eine Tangente
parallel zur Sekante.

a c b x

Die Tangente an (¢, f (¢)) (blau) und die Sekante durch (a, f (a)), (b, f (b)) (rot)
haben die gleichen Steigungen
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Beweis. Betrachten wir die Funktion

b) —
h@)= @) - LO D g
Die Funktion h ist offensichtlich stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b), und
es gilt
b) —
h@) = 1 @)~ TO=ID oy~ o)
und

ny =16 - 2O o)~ pia).

d.h. h(a) = h(b). Nach dem Satz[8.8 es gibt ein ¢ € (a,b) mit &’ (¢) = 0. Da

W)= @) - TS,
es folgt daraus, dass
plo=10=1@

was zu beweisen war. m

8.8 Untersuchung von Funktion mit Hilfe von f’

8.8.1 Konstantentest

Satz 8.10 (Konstantentest) Sei f eine differenzierbare Funktion auf einem Inter-
vall J. Dann gilt f = const auf J genau dann wenn f'(z) =0 fir alle x € J.

Beweis. Gilt f = const, so gilt auch f’ (z) = 0 fiir alle x € J. Fiir die Riickrichtung
beweisen wir, dass f (a) = f (b) fiir alle verschiedene a, b € J. Nach Satz[8.9 erhalten
wir, fiir ein ¢ € (a, b),
fla)=f()=f(c)(a—0).
Da f’(¢) = 0, so erhalten wir f (a) = f(b). =
Der Konstantentest wird hiufig in der folgenden Situation benutzt. Gilt
fa)=4d(x) Vzel
so folgt es, dass
f(z) =g(z)+ const Yz € J,

da fiir die Funktion f — ¢ gilt (f — ¢g)’ = 0 und somit f — g = const auf .J.
Beispiel. Bestimmen wir alle Funktionen f mit f’ (x) = z fiir alle x € R. Bemerken

wir zunéchst, dass die Funktion g (x) = % die Gleichung ¢’ = x erfiillt. Es folgt,
dass fiir beliebige Funktion f mit ' = x gilt
2
x

wobei C eine beliebige Konstante ist. Somit lésst sich die Funktion f (x) durch ihre
Ableitung wiederherstellen.
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8.8.2 Monotonietest

Satz 8.11 (Monotonietest) Sei J ein beliebiges Intervall in R mit den Grenzen
a,b €R, a <b. Sei f eine stetige Funktion auf J, die auf (a,b) differenzierbar ist.
Gilt f' () > 0 fiir alle x € (a,b), so ist f monoton steigend auf J; gilt f' () > 0
fiir alle x € (a,b), so ist f streng monoton steigend auf J.

Gilt ' (x) <0 fiir alle x € (a,b) so ist f monoton fallend auf J; gilt f'(x) <0
fiir alle x € (a,b), so ist f streng monoton fallend auf J.

Beweis. Betrachten wir zwei beliebige Werte z < y in J. Die Funktion f ist stetig
im [z,y] und differenzierbar im (x,y) C (a,b). Nach dem Satz existiert ein
¢ € (z,y) mit
fy)=f@)=f()y—z).

Gilt f > 0 auf (a,b), so gilt f'(¢) > 0 und somit f(y) > f(z), d.-h. f monoton
steigend ist. Gilt f' > 0 auf (a,b), so haben wir f’(¢) > 0 und somit f (y) > f (z),
d.h. f streng monoton steigend ist. Die Aussagen mit f’ < 0 und f’ < 0 werden
analog bewiesen. m

Bemerkung. Ist f monoton steigend auf J, so gilt fiir alle x € (a, b)

o) — i LD =@

y—r Y —T

> 0.

Somit ist die Bedingung f’ > 0 auf (a, b) dquivalent zur Bedingung, dass f monoton
steigend auf J ist. Allerdings die Bedingung, dass f streng monoton steigend ist,
impliziert die echte Ungleichung f’ () > 0 nicht, wie man im Beispiel der Funktion
f (z) = 23 sieht.

Beispiel. Fiir die Funktion f (z) = sinz auf J = [—7/2,7/2] gilt f'(x) = cosz >
0 fiir alle x € (—n/2,7/2). Es folgt, dass sinx streng monoton steigend auf
[—7/2,7/2] ist, was wir schon nach dem Satz wissen.

1+

Die Graphe von Funktionen sinz (blau) und cosz (rot) auf [—3, Z]

Beispiel. Beweisen wir die Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mit-
tel. Fiir zwei nichtnegative reelle Zahlen a, b gilt

a;b2m7
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da

‘L;b Vab = (a+b—2\/_> (f—f)

Beweisen wir, dass fiir drei nichtnegative reelle Zahlen a, b, ¢ gilt

%IHC > Vabe. (8.16)

Setzen wir x = /c und schreiben (8.16)) wie folgt um:
2 +a+b> Bx%,

oder, mit d = Vab,
2 —3dr+a+b>0.

Es reicht somit zu beweisen, dass die Funktion
f(x)=a"~3dr+a+b
auf [0, +00) nicht-negative ist. Da
f'(x) =32"—3d =3 (2> —d),
so erhalten wir den kritischen Punkt z = v/d, und somit

Ky ={0,Vd, +o0} .

Auf dem Intervall (O, \/E) gilt f* < 0 so dass f streng monoton fallend ist. Auf
dem Intervall (\/c_i, +oo> gilt f/ > 0 so dass f streng monoton steigend ist. Somit

ist = v/d eine Minimumstelle von f.
Wir haben

f(\/a) - <\/E)3—3d\/a+a+b:a+b—2\/520’

3
da dvd = (\/E) = Vd3 = /ab. Daraus folgt f(z) > 0 fiir alle z > 0, was zu

beweisen war.
Analog kann man per Induktion nach n € N beweisen, dass fiir beliebige Folge
{ax};_, von nichtnegativen reellen Zahlen gilt

ap +as + ... +ay
n

> Yaias...ay,.
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8.9 Unbestimmte Ausdriicke und Regel von I’Hospital
Nach der Rechenregel fiir lim gilt die Identitit

Cf@) _tme, @
v=a g () limg o, g ()

vorausgesetzt, dass die beiden Grenzwerte auf der rechten Seite existieren und ihrer
Quotient bestimmt ist. Allerdings ist das nicht der Fall, wenn die beiden Grenzwerte
gleich 0 oder gleich +00 sind. Man spricht in diesem Fall von der unbestimmten Aus-
driicken % bzw 2. Haufig lassen sich diese Ausdriicke mit Hilfe von dem folgenden
Satz losen.

Hauptsatz 8.12 (Regel von 'Hospital) Seien f und g differenzierbare Funktionen
auf einem Intervall J C R. Angenommen sei, dass fir ein a € J
(a) entweder

lim f (z) = lim g (z) = 0, (8.17)
(b) oder
lim f (z) = 00 wund lim g (x) = £oo. (8.18)
Gilt (@)
T —
1 =beR, 8.19
==a g’ (z) (849
so gilt auch
im £ ) (8.20)
a—a g (x)

vorausgesetzt dass g # 0 und ¢’ # 0 auf J \ {a}.

Die Regel ist somit sehr einfach: um die unbestimmte Ausdriicke % bzw 2 zu

losen, sollen die Funktionen f und g im Bruch g durch ihre Ableitungen ersetzt
werden.
Beispiel. 1. Bestimmen wir
lim 2L 2)
z—0 SInx
Das ist unbestimmter Ausdruck der Form %. Nach dem Satz mit J = (—1,1)

und a = 0 erhalten wir

In (1
TG ) B G ACH N (8.21)
z—0 sinx =0 (sinz) a—0  COST

Um rigorous zu sein, man soll die Giiltigkeit der Gleichheiten in (8.21) riickwirts
(In(1+x))’
(sinz)’

beweisen: da lim, . existiert und gleich 1 ist, so gilt nach dem Satz |8.12

auch

In (1
lim 02

z—0 sinx

Diese Bemerkung gilt auch fiir alle Anwendungen von der Regel von I"'Hospital.
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2. Die Regel von I’'Héspital gilt nur wenn lim % unbestimmter Ausdruck ist.

Betrachten wir, zum Beispiel, lim,_; %2, dass kein unbestimmter Ausdruck ist und
offensichtlich gleich 1 ist. Andererseits gilt

2 /
2
lim ) g 2 g
r—1 (x) z—1 ]
und somit ,
? (%)

3. Bestimmen wir

was unbestimmter Ausdruck der Form % ist. Versuchen wir den Satz mit
J = (0, +00) und a = 400 zu benutzen:
ex

e : ) :
IEIJPOO ﬁ B xEIJrnoo (932)/ B IEIJPOO %7 (8.22)

und erhalten, dass der Grenzwert in der rechten Seite wieder unbestimmter Ausdruck
der Form 2 ist. Benutzen wir wieder den Satz [8.12 und erhalten

= +00. (8.23)

ew
- 7 = im  —
r—-400 237 r—-400 (2@*) Tr——400 2

lim — = +o00 (8.24)

fiir alle n € N. Das gleiche Ergebnis kann man auch mit Hilfe von der Exponential-
reihe erhalten (Aufgabe 117).
4. Bestimmen wir
limzIlnx

x—0

wobei J = (0,400). Da lnz — —oo fiir + — 0, so haben wir unbestimmten
Ausdruck der Form 0 - oco. Um ihn zu I6sen, stellen wir den Grenzwert in der Form

von Quotient dar:
. Inzx
lim —,
=0 1/x

was unbestimmter Ausdruck der Form 2 ist. Nach der Regel von I’'Héspital erhalten
wir
Inz . (nz) = 1/

e = = ey T e i =0 ()
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5. Bestimmen wir
lim 2%,
z—0
wobei J = (0, +00). Das ist unbestimmter Ausdruck der Form 0°. Um ihn zu l6sen,
betrachten wir den Logarithmus der Funktion z”:
limlnz® = limzlnz = 0,

z—0 z—0

wo wir (8.25) benutzt haben. Nach dem Satz|7.5| erhalten wir

lim 2% = lim *™% = lim ¥ = 1.

x—0 z—0 y—0

1571

y

10

05T

0.0 ¢ f ' f + !

0.0 0.5 1.0 1.5

X

Funktion f (z) = 2”

. 1\
lim (1 + —)
Tr—-+00 €T

was unbestimmter Ausdruck der Form 1% ist. Sei J = (0, +00). Der Logarithmus
der gegebenen Funktion ist
1
xrln <1 + —) ,
x

was unbestimmter Ausdruck der Form oo - 0 ist. Dann erhalten wir mit Hilfe von
Wechsel y = i und Regel von 1"'Hospital

6. Bestimmen wir

1 In (1
lim xln (1 + —) = limM = lim ———~*~
r——+00 €T y—0 Yy y—0 (y) y—0 1

woraus folgt

r——+00 r——+00 y—1

1 X
lim (1 + _) = lim ezln(H%) =limeY =e.
x

Fiir den Beweis des Satzes brauchen wir die folgende Erweiterung des Mit-
telwertsatzes von Lagrange.

Hauptsatz 8.13 (Mittelwertsatz von Cauchy) Seien f,g stetige Funktionen auf
einem Intervall [a,b], a < b, die auf (a,b) differenzierbar sind. Dann existiert ein
c € (a,b) mit

g () (f (b) = f (a)) = f"(c) (9 (b) — g (a)). (8.26)
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Der Mittelwertsatz von Lagrange (Satz ist ein spezieller Fall des Satzes m
fiir g (z) = x da in diesem Fall (8.26]) wird

f )= f(a)=f(c)(b—a).
Beweis. Betrachten wir die Funktion

h(z) = f(x)(g(b) —g(a)) —g(x)(f(b) = f(a)).
Offensichtlich gilt

h(b) = h(a) = (f(b) = f(a)) (g (b) —g(a)) = (g(b) = g(a)) (f (b) = f(a)) =0

so dass
h(a)=h(b).

Nach dem Satz von Rolle (Satz existiert ein ¢ € (a,b) mit A’ (¢) = 0. Da

W () = f'(x) (g (b) = g(a)) = ¢g"(x) (f (b) = [ (a)),
so erhalten wir (8.26). m

Beweis von Satz [8.12{a). Zunchst betrachten wir den Fall a € R (im Gegenteil
zum a = £00). Ist a € J so haben wir

f(a) =g (a)=0.

Ist a ¢ J, so erweitern wir die Funktionen f und ¢ auf der Stelle a (falls a ¢ J)
indem wir setzen f (a) = g(a) = 0. Dann sind die Funktionen f und g¢ stetig auf
dem Intervall J U {a}.

Sei {xy}, oy €ine beliebige Folge aus J \ {a} mit x,, — a. Fiir jedes n ist f stetig
in [z, a] und differenzierbar in (x,,a). Nach dem Mittelwertsatz von Cauchy (Satz

8.13)) existiert ein ¢, € (7, a) mit

fan) _ flen) = fula) _ f'(cn)
g(xn)  g(@n) —gnla) g (cn)

l S[L

|

\
- /
Il’\ Cn Q

Da ¢, — a, so erhalten wir nach (8.19)
/
lim f(en) =

n—oo g’ (cn)

woraus folgt
lim £%)
n—00 g ()

und somit (8.20)).

Sei jetzt a = +00. Dann ist 400 eine Grenze von J. Fixieren wir ein N € J so
dass J O (N,+o00). Betrachten wir die Funktionen F (t) = f (3) und G (t) = g (1)
auf dem Intervall (0,1/N).
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! *
N T ‘oo
1 v 2\
: X >
0 t /N
Wir haben
g (0= Jip ) =0 wd G0 = Jip () =0
Auch gilt
F (o ‘(1) (—% (2 :
i 20y 75 (=3) tt)—limf(t)— im0y

P0G () 0 g (1) (—h) g (L) amte g (2)

Anwendung von dem obigen Fall der Regel von I'Hospital ergibt

Der Fall @ = —oo wird analog bewiesen. m

* Beweis von Satz [8.12{b).
Nehmen wir an, dass b € R (der Fall b = £o0 ist #hnlich). Wir miissen beweisen,
dass fiir jede Folge {x,}, .y aus J \ {a} mit 2, — a gilt

tim L0

n—oo g (&)

Wir beweisen dies im Fall wenn alle z, < a (der Fall mit z,, > a ist analog). Fiir
alle m,n € N mit verschiedenen x,,, z,, ist f im [z,,, z,] differenzierbar. Nach dem
Mittelwertsatz von Cauchy existiert ein ¢, € (2, x,) mit

f (eam) (g (2n) = g (2m)) = ¢ (cum) (f (20) = £ (2m)) -

| P |
1

" |
:Em Cnm Xn

SN

Nach Voraussetzung gilt ¢’ (¢,) # 0. Auch gilt g (x,,) # g (x,,) , da anderenfalls
nach dem Satz von Rolle (Satz die Ableitung ¢’ eine Nullstelle im J \ {a} hat.
Dividieren durch ¢’ (¢pm) (9 (x5) — g (z4,)) ergibt

flan) _ flzm)
f, (Cnm) o f(xn) - f($m) _ g(mn) g(@n)

g (Cnm) g (xn) —g (l‘m) 1 — g(zm)

Y

woraus folgt

f(@a) [ (cum) g (Tm) f (zm)
) (1 ) + : (8.27)
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Nach Voraussetzung (8.19)) gilt

lim f'()
a—a g’ (x)

:b,

d.h. fiir jedes £ > 0 existiert eine Umgebung U von a mit

[ (2)
g (z)

—b'<e fir allez € JNU.

Fiir fast alle n, m gilt x,,, x,, € UNJ woraus folgt, dass auch ¢,,, € UNJ und somit

I (Cnm)
g (Cnm)

b—e< <b+e.

Fiir fixiertes m erhalten wir fiir n — oo dass x,, — a und g (z,,) — 400, so dass

9 (@) — 0 und f (@m) — 0.
g (zn) g (zn)
Es folgt aus (8.27)), dass
lim sup <b+e¢
nooo G (Tn)
und
lim inf f (2n) >bh—¢

Da diese Ungleichungen fiir alle € > 0 gelten, so erhalten wir

J@0) _pjpg i L0

lim sup

und somit
lim L0
n—oo ( (xn)

]

8.10 Landau-Symbol

Definition. Seien f(z) und g (z) zwei Funktionen auf einem Interval J C R, und
sei a € J. Man schreibt

f(x)=0(g(x)) firz—a (8.28)
(f (z) ist klein o von g (z), f (x) ist vernachldssigbar klein gegeniiber g (z)) falls
lim /(@) =0
a=a g (z)

(vorausgesetzt g (x) # 0in J \ {a}). Das Symbol o heifit das Landau-Symbol.

Zum Beispiel, es gilt

2 =o(z) firz — 0
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wahrend
=0 (332) fiir x — +o00.

Auch gilt 22 = o (") fiir + — +o00.

Beispiel. Beweisen wir folgendes: ist f differenzierbar in a € J, so gilt
f@x)y=f(a)+ f (a)(x—a)+o(x—a) firz— a. (8.29)

In der Tat haben wir

{URFUES SOEEIIN LIRS (G R A R,

woraus folgt
f@)=fla)=f'(a)(x—a) =o(x—a),
was dquivalent zu (8.29). Das Glied o (x — a) in (8.30]) heifit das Restglied. Es lisst

sich betrachten als der Approximationsfehler der ungefiihren Gleichheit

f (@)~ fla)+ f (a) (x—a),

die fiir  in der Néhe von a gilt.

8.11 Zweite Ableitung und Taylorformel

Sei f eine differenzierbare Funktion auf einem Intervall J, so dass die Ableitung f’
auch eine Funktion auf J ist.

Definition. Ist f’ in a € J differenzierbar, so heifit f 2-fach differenzierbar in a. Die
Ableitung (f’) (a) heift die zweite Ableitung von f in a und wird mit f” (a) beze-
ichnet. Ist f 2-fach differenzierbar in jedem a € J, so heifit f 2-fach differenzierbar
in J.

Beispiel. Wir haben

(sinz)” = (cosx) = —sinz
(cosz)” = — (sinzx) = —cosz
(Inxz)" = (i) = —%
()" = (ax“_l)/ =a(a—1)z*?

Hauptsatz 8.14 (Taylorformel 2er Ordnung mit der Restgliedform nach Peano)
Sei f differenzierbar in J und 2-fach differenzierbar in a € J. Dann gilt die asymp-
totische Identitdt

f" (a)

f(x):f(a)—i-f’(a)(x—a)—i-T(x—a)2+o((x—a)2) fir x — a. (8.30)



198 CHAPTER 8. DIFFERENTIALRECHNUNG

Die Identitét (8.29)) ldsst sich als eine ungefihre Gleichheit betrachten:

F@) )+ 7 ) @)+ Y o, (331)

und das Restglied o ((z — a)2) ist der Approximationsfehler.
Beweis. Wir brauchen zu beweisen, dass
F@ = (f@)+F (@) (@=—a)+ 2 (@ - a)?)

lim 5 =0,
z—a (x —a)

was dquivalent zu
L@@ @@ —a)  f
z—a (x — a)2 2

Da der Nenner und der Zahler fiir x — a verschwinden und wir den unbestimmten
Ausdruck % bekommen, so erhalten wir nach der Regel von I’Héspital

_ / _ / !
i D =@ @=a) 7@ =)L
z—a (x —a) v—a  2(z —a) 2
was zu beweisen war. ®
Beispiel. Fiir f (z) = Inz erhalten wir
1 1
] r_ 2 ] m_ L
oy =1 ()= -
und somit
lnlena—i-l(m—a) —L(m—af—i—o((a:—a)z) firz — a
a 2a? ’

Fir a = 1und =z = 1, 2 erhalten wir
1
1n1,2%1n1+0,2—5-0,22:0,18

wahrend In 1,2 = 0, 182 321556 793955...
Beispiel. Fiir f () = \/r haben wir

1 1
f(x) = 591;’1/2 und  f" (z) = —Z—lx’?’/?.

Fiir jedes a > 0 erhalten wir

VE=at 1

($—a)——3(x—a)2+0((x—a)2) fir z — a.

2V/a 8\/a

Zum Beispiel , fiir a = 25 und = = 26 gilt

1 1
Vo T R R R —
6~ 5+ — — oo =5,099

wahrend /26 = 5,099019...
Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung des Satzes [8.9
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Hauptsatz 8.15 (Taylorformel 2er Ordnung mit der Restgliedform nach Lagrange)
Sei f 2-fach differenzierbar auf [a,b]. Dann gibt es ein ¢ € (a,b) so dass

f// (C)
2

f )= fla)+ [ (a) (b—a)+ (b—a)”.

Beweis. Betrachten wir die Funktionen

F(z)=f(z)+ f (2)(b— =)
und
G(x) = (:C—b)Q.
Nach dem Mittelwertsatz von Cauchy (Satz[8.13), es gibt ein ¢ € (a,b) mit

G (c) (F (b) = F(a)) = F' (¢) (G (b) = G (a)) .

fr@)(b—ax) + " (x) (b—x) = f" (x) (b — x)
F(a) = F(a)= f(a)+ f'(a) (b—a)— f (D)
=2(x—0)
a) = (a—b)

so erhalten wir

2(c=0) (£ (b) = f(a) = f'(a) (b= @) = —f" () (b — ) (a = b)"
Es folgt, dass )
F(0) = fla) = f(a) (b—a) = 5f" () (b - a)*,

was zu beweisen war. ®

8.12 Lokale Extrema

Definition. Sei f eine Funktion auf einem offenen Intervall J und sei a € J. Man
sagt, dass a eine lokale Mazimumstelle von f ist (bzw f hat an der Stelle a ein lokales
Mazimum) falls es eine Umgebung U C J von a gibt, so dass a eine Maximumstelle
von f in U ist. Analog definiert man lokale Minimumstelle von f.

Man sagt, dass a eine lokale Extremumstelle von f ist, falls a lokale Maximum-
oder Minimumstelle ist.

Satz 8.16 (a) (Notwendige Bedingung fiir locales Extremum) Sei f eine differen-
zierbare Funktion auf einem offenen Intervall J. Ist a € J eine Extremumstelle von
f, so gilt f'(a) =0.

(b) (Hinreichende Bedingung fiir locales Extremum) Sei f eine 2-fach differen-
zierbare Funktion auf einem offenen Intervall J. Sei f'(a) =0 fir eina € J. Gilt
" (a) > 0 so ist a eine lokale Minimumstelle von f. Gilt " (a) < 0, so ist a eine
lokale Maximumstelle von f.

20.07.18 H6
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Bemerkung. Die Nullstellen der Ableitung f’ sind die kritischen Punkte der Funk-
tion f. Nach dem Satz sind die lokalen Extremumstellen auch die kritis-
chen Punkte, aber die Umkehrung gilt nicht immer. Zum Beispiel, die Funktion
f (z) = 2% hat nur einen kritischen Punkt = = 0, der keine lokale Extremumstelle
ist.

Beweis. (a) Ist a eine lokale Maximumstelle, dass ist @ eine Maximumstelle von f
in einer Umgebung U von a. Nach dem Satz von Fermat (Satz gilt f'(a) = 0.
Gleiches gilt fiir eine lokale Minimumstelle.

(b) Nach dem Satz haben wir

f@=f@+ e+ e atirw, )
wobei R (z) = o ((z — a)2) fir x — a, d.h.
lim g

z—a (1 — a)°
Dann fiir jedes € > 0 gibt es eine Umgebung U C J von a mit

R(x)

<e firallex € U\ {a} = U,
(z —a)

2

woraus folgt
—c(z—a)’ <R(z)<e(z—a) firallez e U (8.33)

Sei f"”(a) > 0. Da f’(a) = 0, so erhalten wir aus (8.32)) und ({8.33), dass fiir alle
x e U\ {a},

@) > flays Y

I T I

(z —a)’ —e(z —a)’

Weihlen wir ein ¢ < 1 f” (a) und erhalten, dass
f(z) > f(a) fiirallez e U,

so dass a eine Minimumstelle von f in U ist. Der Fall f”(a) < 0 wird analog
behandelt. m

Beispiel. Betrachten wir die Funktion f(z) = 2® — 2. Dann hat die Ableitung
f'(x) = 32? — 1 die Nullstellen z; = \/Lg und xy = —\/Lg. Da f” (z) = 6x, so erhalten
wir f” (z1) > 0 und f” (z2) < 0. Deshalb ist x; eine lokale Minimumstelle und xy —
eine lokale Maximumstelle.
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Die Funktion f (z) = 2® — x hat zwei lokale Extremumstellen.

8.13 Konvexe und konkave Funktionen

201

Definition. Eine Funktion f : J — R auf einem Intervall J heifit konvex falls fiir

alle a,b € Jund ¢ € (0,1) gilt

fA=t)a+tb) <(1—1)f(a) +1f (D).
Die Funktion f heit konkav auf J falls fiir alle a,b € J und t € (0,1) gilt

f(A=t)a+tb) = (1 —1t)f(a)+tf(b).

(8.34)

(8.35)

Diese Definition hat die folgende geometrische Bedeutung. Bezeichnen wir

r=(1—t)a+tdb

und beachten, dass
te(0,1) <z € (a,b).

Es folgt aus
=
und ist dquivalent zu
@) < fa)+ DT @ ),
fir alle € (a,b). Da die Funktion
f(b) = f(a)

(8.36)
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die Sekante durch (a, f (a)) und (b, f (b)) bestimmt, so ist die Bedingung von
Konvexitit dquivalent zur Bedingung, dass der Graph der Funktion f auf (a,b)
unter der Sekante liegt, fiir alle a,b € J. Analog ist die Funktion f konkav, wenn
der Graph von f auf (a,b) iiber der Sekante liegt, auch fiir alle a,b € J.

i AN

konvex - rot, konkav - blau

Satz 8.17 Sei f eine 2-fach differenzierbare Funktion auf einem offenen Intervall

J CR.

(a) Funktion f ist konvex auf J genau dann, wenn f” >0 auf J.

(b) Funktion f ist konkav auf J genau dann, wenn f" <0 auf J.

Beweis. (a) Sei f” > 0 auf J. Wir beweisen, dass f konvex ist, d.h. fiir alle a,b € J
und ¢ € (a,b) gilt
f@) <1 =1t)f(a)+tf(b),
wobei
x=(1—1t)a+tb.

Nach dem Satz [8.15] haben wir

fla)= (@) + f (2) (a—z)+ f" (1) =

und
FO) = F @)+ @) -+ 1 () _2x)

wobei ¢1,¢2 € (a,b). Da f” (¢;) > 0 und f” (¢2) > 0, so folgt es

[ (a) f @)+ f () (a—x)
f(b) f@)+ [ () (b— =)

(A\VARYS

und somit

(L=t)fla)+tf(b) = (1—1)f(z)+1tf(x)
+f (@) (A =t)(a—z)+t(b—x)) = f(z),
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da
1-t)(a—x)+t(b—2z)=1—t)a+tb—x=0.

Sei jetzt f konvex auf J. Wir beweisen, dass f” (x) > 0 fiir alle z € J. Nach der
Konvexitit von f gilt fiir jedes © € J

f(x)_f(%(a:Jrh)—i—%(x—h))Sf(x"‘h);‘f(x—h)’

wobei h so klein ist dass  +h und z — h in J liegen. Nach dem Satz haben wir

(8.37)

2

Fthy= @)+ @ht [ ()5 o (k) furh—0

und
2

f(x—h):f(x)—f’(m)h+f"(m)%+o(h2) fiir h — 0.

Es folgt, dass

PatWETCR gy g )

2
Vergleichen mit (8.37)) ergibt

+0(h2).

h?
f” ($> ? “+ o0 (h2) 2 O,

woraus folgt

/" @) o)
2 i e

(b) Diese Aussage folgt aus (a) da f konkav genau dann ist, wenn —f konvex,
und f” < 0 dquivalent zu (—f)" > 0. =

> 0.

Beispiel. Betrachten wir die Funktion f (z) = Inz fiir z > 0. Da

(Inz)" = <1)/ __1e 0,

T 2

so erhalten wir nach Satz[8.17 dass Inz konkav auf (0, +oc) ist.

1

2
X

In z ist konkav
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Nach (8.35]) gilt die folgende Ungleichung
In((1—t)a+th) > (1—t)lna+tlnb (8.38)

fiir alle a,b > 0 und ¢ € (0,1). Bezeichnen wit p = -1 und ¢ = %, so dass p,q > 1

1
und
1 1
-+ -=1. (8.39)
b q

Die Zahlen p,q > 1 mit (8.39) heiflen konjugierte Holder-Exponenten. Es folgt aus

(8.38), dass

b 1 1
In (9 + —) > -Ina+-Inb=In(a""p"9). (8.40)
b q p q
Fiir x = a/?, y = b'/7 erhalten wir aus (8.40)) die Young-Ungleichung
D q
— L xy,
p q

die fiir alle konjugierte Holder-Exponenten p, ¢ und alle x,y > 0 gilt.
Beispiel. Sei f (x) = 2P auf J = (0, +00), wobei p € R, p # 0,1. Da
f'(z)=pp—1)a"
so erhalten wir folgendes:
o fiir 0 <p<1gilt f’(z) <0 fiir alle z > 0;

e fiir p <0 oder p>1gilt f”(x) > 0 fiir alle z > 0.

Somit ist die Funktion f (z) = 2P konkav wenn 0 < p < 1 und konvex wenn
p < 0 oder p > 1.
Es folgt, dass fiir p > 1 und alle a,b > 0

a+b p< ap%—b?”7
2 - 2

d.h.

ath _ (o +br 1/”'
5 = 2

Diese ist die Ungleichung vom arithmetischen Mittel und Hdélder-Mittel zur Stufe p.

8.14 Untersuchung von Funktion mit Hilfe von [’
und f”

Sei f eine stetige Funktion auf einem offenen Intervall J = (a,b) mit den Grenzen
a,b € R, a < b. Nehmen wir an, dass f auf (a,b) 2-fach differenzierbar ist und dass
f" auf (a,b) stetig ist (obwohl die letzte Voraussetzung unwesentlich ist).
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Schritt 1. Man bestimmt die Ableitung f’ (z) und die kritische Menge der Funk-
tion f (z):
K;={z € (a,b): f'(x) =0} U{a,b}.
Nehmen wir an, dass die Menge K endlich ist. Seien xg, z1, ..., z,, alle Punkte von
K in steigender Reihenfolge, d.h. z; < 444 fiir alle £ = 0,...,n — 1, insbesondere
zo = a und z,, = b.

Schritt 2. Man bestimmt das Vorzeichen von f’ in jedem Intervall (zy, zx41). Da
f'(z) in (zg, xk+1) nicht verschwindet, so gibt es zwei Moglichkeiten:

e entweder ' > 0 auf (xy, x41) so dass f streng monoton steigend auf (xy, ry1)
ist;

e oder ' < 0 auf (xy,zx,1) so dass f streng monoton fallend auf (g, xgy1) ist.

Schritt 3. Man bestimmt alle Werte f (z). Fiir 2y = a erweitern wir f auf a
mit

f(a):=lim f(z) € R

r—a
der Grenzwert existiert, da f in (a,z;) monoton ist). Analog erweitern wir f auf
g
T, = b.

Schritt 4. Man bestimmt die zweite Ableitung f” und alle Werte f” (xy) fiir z; €
(a,b). Ist f" (xx) > 0 so ist xy, eine lokale Minimumstelle, und im Fall f” (z;) < 0 —
eine lokale Maximumstelle. Alternative kann man die Monotonie von f in (z5_1, z)
und (zy, T41) benutzen um zu bestimmen ob zy eine lokale Extremumstelle ist (was
funktioniert auch im Fall f” (z}) = 0).

Schritt 5. Man bestimmt die kritische Menge von f':
Kp={z € (a,b): f"(x) =0} U{a,b}.
Angenommen, dass Ky endlich ist, bezeichnen wir mit vy, ..., y,, alle Punkte von
Ky in steigender Reihenfolge; insbesondere yy = a und y,, = b.
Schritt 6. Man bestimmt das Vorzeichen von f” in jedem Intervall (y;,y;4+1). Da
”"in jedem Intervall (y;,y;y1) nicht verschwindet, so gibt es zwei Moglichkeiten:
s Ui

o entweder f” > 0 auf (y;,y;41) und somit f auf (y;,y,+1) konvex ist;

e oder f” <0 auf (y;j,y;4+1) und somit f auf (y;,y;+1) konkav ist.

Definition. Jeder Punkt y; zwischen den Intervallen (y;_1,y;) und (y;,y;+1) wo f
Konvexitit nach Konkavitdt (oder umgekehrt) wechselt, heifit Wendepunkt von f.

Somit bestimmt man alle Wendepunkte und die Werte von f daran.

Schritt 7. Man skizziert den Graph von f auf jedem Intervall (zy,xri1) wo f
monoton zwischen den Werten f (z3) und f (xj41) ist. Auf jedem Intervall (y;, yj+1)
soll der Graph konkav bzw konvex sein. Somit erhélt man den Graph von f auf J.

Beispiel. Untersuchen wir die Funktion

B Inz

flz)=—

T
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auf J = (0, +00).
Schritt 1. Wir haben

£ (2) = (Inz) z — (Inx) (x) 1 —ln:c‘

2 T2

Die Gleichung f’ (z) = 0 ergibt Inz = 1 und somit = = e. Deshalb haben wir
Ky ={0,e,+00}.

Schritt 2. Fir € (0,e) gilt f'(z) > 0 und fir x € (e,+00) gilt f'(z) < 0.
Somit ist die Funktion f (x) streng monoton steigend in (0, e) und streng monoton
fallend in (e, +00).

Schritt 3. Weiter haben wir f (e) =  ~ 0,37,

(Aufgabe 117) und

. Inz :
f(0):= 01013(1)7 = i%lm‘”}ﬂ%g = (—00) - (+00) = —0o0.
Schritt 4. Wir haben
; 1-Inz\ -1.22-2z(1-Inz) 2lnz-3

Insbesondere f” (e) = 232 < 0 so dass e eine lokale Maximumstelle ist. In der Tat
ist e sogar die Maximumstelle von f auf (0,400), da f (z) streng monoton steigend
in (0, e) und streng monoton fallend in (e, +00) ist.

Schritt 5. Bestimmen wir die kritische Menge von f’. Die Gleichung f” = 0
ergibt

2lnz -3 =0

d.h. z = e*? ~ 4,48. Somit
Kf’ = (0, 63/2, +OO) .

Schritt 6. Im Intervall (0,e*?) gilt 2Inz < 3 und f”(z) < 0; somit ist die
Funktion f auf (0,e*?) konkav. Im (e*? +o0) gilt f”(z) > 0 und somit ist f
konvex. Der Punkt e*? ist ein Wendepunkt von f, und f (e¥/?) = -2 ~ 0,33.

2e3/2

Schritt 7. Der Graph der Funktion f (z) = 1;“ sieht wie folgt aus:
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0571
le—

0.0

05

-1.0—

Der Graph der Funktion f (z) = £ mit der Maximumstelle und Wendepunkt

Beispiel. Untersuchen wir die Funktion
f(x) = 22° — 32% — 362 + 10

auf (—oo, +00).
Schritt 1. Wir haben
f'(z) = 62> — 62 — 36.

Die Gleichung [’ (z) = 0 ergibt zwei Nullstellen z; = —2 und 25 = 3, so dass
Kf = {—OO7 —2, 3, -|—OO} .
Schritt 2. Da
fi(@)=6(x+2)(x-3),

so ist f’(x) positive auf (—oo,—2), negative auf (—2,3) und wieder positive auf
(3,400). Somit ist f auf (—oo, —2) und (3, +00) streng monoton steigend, und auf
(=2, 3) streng monoton fallend.

Schritt 3. Wir haben

f(=2)=54, f(3)=-T1, f(4+00) =400 und f(—00)= —00.
Schritt 4. Wir haben
f'=12z -6

und f”(—2) < 0 und f”(3) > 0. Somit ist —2 eine lokale Maximumstelle und 3 ist
eine lokale Minimumstelle.
Schritt 5. Die Gleichung f” (z) = 0 ergibt 2 = ;. Somit

Kf’ — {—OO, %,+OO} .

Schritt 6. Auf (—o0, 1) gilt f” < 0so dass f konkav ist. Auf (3, +00) gilt />0
so dass f konvex ist. Der Punkt z = % ist somit ein Wendepunkt, und f (%) = -8, 5.
Schritt 7. Somit erhalten wir den folgenden Graph.
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Y 140+
120 +
100 +

80 T

20T
40

-60 T

-80 T
-100 T

-120 T

-140 T

Der Graph der Funktion f (z) = 22® — 32 — 36z + 10, die lokalen Extrema und
Wendepunkt

8.15 * Vergleichstest und Ungleichungen

Satz 8.1 kann benutzt werden um Ungleichungen zu beweisen.

Satz 8.18 (Vergleichstest)
(a) Seien f und g zwei stetige Funktionen auf einem Intervall [c,b), ¢ < b, die
auf (c,b) differenzierbar sind. Angenommen seien die Bedingungen:

(i) f(c) <g(c)
(17) f'(z) < ¢ () fir alle z € (c,b).

Dann gilt f (z) < g (x) fir alle x € (¢,b). Gilt f' (z) < ¢' (x) fir alle x € (c,b),
so gilt auch f (x) < g (z) fir alle v € (¢, b).

(b) Seien f und g zwei stetige Funktionen auf einem Intervall (a,c|, a < ¢, die
auf (a,c) differenzierbar sind. Angenommen seien die Bedingungen:

(1) f(c)<g(e)
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(17) f'(x) > ¢ (x) fir alle z € (a,c).

Dann gilt f (z) < g (z) fir alle z € (a,c). Gilt f'(x) > ¢ (z) fir alle z € (a,c),
so gilt auch f (x) < g (z) fir alle v € (a,c).

Beweis. (a) Betrachten wir eine neue Funktion h = g — f und beachten, dass
h(c) > 0und 2’ > 0 auf (¢, b). Nach dem Satz ist A monoton steigend auf [c, b).
Daraus folgt, dass fiir alle x € (¢, b),

h(x) > h(c) >0,

und somit f (z) < g (x). Im Fall von der echten Ungleichung f’ (z) < ¢’ (z) erhalten
wir, dass ' > 0 und somit A streng monoton steigend ist, woraus h (z) > 0 und

f(x) < g (z) folgen.

<

a(x
1 f(x)

O~ — —
O — — — —

(b) In diesem Fall ist die Funktion ~ monoton fallend und A (¢) > 0, daher
h(z)>h(c)>0

fiir alle x € (a, ¢), was ergibt f () < g (z). Gilt die echte Ungleichung f' (z) < ¢’ (),
so ist h streng monoton fallend, woraus folgt h (z) > 0 und somit f (x) < g (z).

|
Beispiel. Beweisen wir die Ungleichung
Inzr<z-—1 (8.41)

fiir alle z > 0. Die Graphen dieser zwei Funktion werden auf dem folgenden Bild
gezeigt:
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Die Funktionen y = Inz (blau) und y = z — 1 (rot)
Fiir z = 1 sind die beiden Seiten von (8.41)) gleich 0. Fiir x > 1 haben wir
1
(Inz) =—-<1=(x—-1).
x

Anwendung des Vergleichstests von Satz [8.18(a) auf Interval [1,400) ergibt, dass
Inz <x—1 fur alle z > 1.
Fir 0 < 2 < 1 haben wir

(lnx)/:§>1:(m—1)/.

Anwendung des Vergleichstests von Korollar [8.18|(b) auf Interval (0, 1] ergibt Inz <
x — 1 fiir alle x € (0,1). Somit gilt (8.41)) fiir alle x > 0.

Beispiel. Beweisen wir, dass fiir alle a > 1 und = > —1 gilt
(1+2)">1+ax. (8.42)

Das ist eine Verallgemeinerung der Bernoulli-Ungleichung, die wir fiir a € N wissen.

D

X

Die Graphen von Funktionen (1 + z)*? (rot) und 1 + 3z (blue)
Fiir z = 0 sind die beiden Seiten von (8.42)) gleich 1. Fiir x > 0 gilt
(1+2)Y =a(l+2)" " >1=(1+axzx)
und fiir —1 <z < 0 gilt

(1+2)") =a(l+2)""<1=(1+ax).



8.15. * VERGLEICHSTEST UND UNGLEICHUNGEN

Nach dem Satz [5.6| beschlieBen wir, dass (8.42) fiir alle z > —1 gilt.
Analog beweist man, dass fiir 0 < a < 1 die umgekehrte Ungleichung gilt

(1+2)" <1+ azx.

Die Graphen von Funktionen v/1+ z (rot) und 1 + 1z (blue)
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