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Zusätzliche Aufgaben sind mit * markiert

71. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Die Folge fk(x) = kx (1� x2)
k konvergiert gegen 0 auf [0; 1] punktweise, aber nicht

gleichmäßig.
Hinweis. Zeigen Sie, dass Z 1

0

fk(x)dx 6! 0 für k !1:

(b) Die Folge fk(x) =
x

1 + kx2
konvergiert gegen 0 gleichmäßig auf R.

72. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Die Funktion f(x) =
P1

k=1 ke
�kx ist stetig in (0;+1). Bestimmen Sie das IntegralR ln 5

ln 2
f(x)dx:

(b) Die Funktion g(x) =
P1

k=0

cos kx

1 + k3
ist stetig di¤erenzierbar in R. Bestimmen Sie das

Integral
R �
0
g(x)dx:

73. � Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Die Funktion f(x) =
P1

k=1 k
�2e�kx ist stetig in [0;+1) und stetig di¤erenzierbar in

(0;+1).

(b) Die Funktion g(x) =
P1

k=1

1

k2 + x2
ist stetig di¤erenzierbar in R.

74. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Die Reihe
P1

k=1 kx
k ist konvergent für alle x 2 (�1; 1). Bestimmen Sie die Summe

dieser Reihe.

(b) Die Reihe
P1

k=1 k
2xk ist konvergent für alle x 2 (�1; 1) . Bestimmen Sie die Summe

dieser Reihe.

(c) Die Reihe
P1

k=1
xk

k(k+1)
hat den Konvergenzradius 1 und die Summe dieser Reihe im

Konvergenzintervall ist gleich �
1

x
� 1
�
ln (1� x) + 1:

Beschließen Sie daraus, dass

ln 2 = 1�
1X
k=1

1

k (k + 1) 2k
:
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Hinweis. Integrieren Sie zwei mal die Reihe
P1

k=0 x
k.

75. (a) Sei R der Konvergenzradius der Potenzreihe

1X
k=0

akx
n:

Nehmen wir an, dass alle an 6= 0 und dass die Folge
��� an
an+1

��� konvergiert. Beweisen Sie dass
R = lim

n!1

���� anan+1

���� :
(b) Beweisen Sie, dass der Konvergenzradius der binomischen Reihe

1X
n=0

�
p

n

�
xn

für jedes p 2 R n N n f0g gleich 1 ist.

76. � Die riemannsche Zeta-Funktion �(x) wird für alle x > 1 wie folgt de�niert:

�(x) =
1X
k=1

1

kx
:

Beweisen Sie, dass �(x) in (1;1) unendlich oft di¤erenzierbar ist.

77. � Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Die Funktion

f(x) =
1X
k=1

sin2 kx

k (k + 1)

ist stetig auf R. Bestimmen Sie das Integral
R 2�
0
f(x)dx:

(b) Die Funktion

f(x) =
1X
k=2

cos kx

k2 ln2 k

ist stetig di¤erenzierbar auf R.

78. � Die Betafunktion B (a; b) wurde in Aufgabe 53 wie folgt de�niert:

B (a; b) =

Z 1

0

xa�1 (1� x)b�1 dx (12)

(a) Beweisen Sie, dass das Integral in (12) für alle a > 0 und b > 0 konvergent ist, so dass
B (a; b) für alle a > 0 und b > 0 de�niert ist.

(b) Beweisen Sie, dass B
�
1
2
; 1
2

�
= �.
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