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Chapter 8

Differentialrechnung (Fortsetzung)

09.04.2025 Vorlesung 1

Zunéachst erinnern wir uns an die Definition der Ableitung. Sei f : J — R eine Funktion
auf einem Intervall J.

Definition. Die Ableitung von f an einer Stelle z € J ist der Grenzwert

f'(z) := lim M, (8.1)

y—r Y —T

vorausgesetzt, dass der Grenzwert existiert.

Der Ausdruck Lﬁ(:p) heiBt der Differenzenquotient von f. Ist der Grenzwert in (8.1)
endlich, so heifit f differenzierbar in z € J. Ist f an allen Stellen x € J differenzierbar, so
heiit f differenzierbar auf dem Intervall J. In diesem Fall ist die Ableitung f’ auch eine
Funktion auf J.

Andere Notation fir f':

daf

8.1 Berechnungsmethoden der Ableitung

Rechenregeln

Satz 8.1 Seien f und g zwei Funktionen auf einem Intervall J C R, die in einem x € J
differenzierbar sind. Dann sind die Funktionen f+ g, fg, g auch in z differenzierbar (im

Fall von f/g vorausgesetzt g # 0) und die folgenden Identititen gelten an der Stelle x:

(a) Summenregel:

(f+9)=f+g. (8.2)

(b) Produktregel (oder Leibnizregel):

(f9) = f'9+fg' (8.3)

1



2 CHAPTER 8. DIFFERENTIALRECHNUNG (FORTSETZUNG)

(¢) Quotientenregel:

(5) - Lo -

g g*

Sind f und g in J differenzierbar so gelten diese Identitaten auch in J.

Beweis von Satz 8.1. (a) Nach Definition von Ableitung und Summenregel fiir Limes
erhalten wir

(f+ ) (@) = i SO W = (F+9) (@)

y—x y—x
i W@ e 9) —g(2)
y—w y— y—r Y —T
= ['(@)+4g (2).

(b) Mit gleichem Argument und mit Hilfe von Stetigkeit von f an der Stelle z, erhalten
wir

y—r Y — y—r Y —T

was zu beweisen war.

/
(c¢) Berechnen wir zunéchst <§> :

d.h.

o5

Diese Identitét ist ein spezieller Fall von (8.4) fiir f = 1.
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Fiir allgemeine Funktion f erhalten wir mit Hilfe von Produktregel (8.3) und (8.5):
! 1 ! 1 1 ! / / o /
(0= (2) -Gy
9 9 9 9 9 9 9

Bemerkung. Es folgt per Induktion aus der Summenregel, dass fiir n differenzierbare
Funktionen fi,..., f, gilt

(i fk) = i fi
k=1 k=1

Bemerkung. Fiir das Produkt dreier Funktionen f, g, h gilt die Regel

(fgh)" = f'gh+ fg'h+ fgl',

da nach (8.3)

(fgh) = ((fg)h) = (f9) h+ (fg) W = (f'g+ fg)h+ fgh' = f'gh+ fg'h+ fgh'.

Analog gilt fiir das Produkt von n Funktionen fi, ..., f,, die Regel

(frofn) = fifoefo+ fifafsefu o fro flofo o fro far frs

die man per Induktion nach n beweisen kann.

Kettenregel

Satz 8.2 (Kettenregel) Seien f eine Funktion auf einem Intervall A und g eine Funktion
auf einem Intervall B, so dass die Verkettung g o f definiert ist (d.h. f(A) C B). Sei
f differenzierbar in einem x € A und g differenzierbar in y = f(x) € B. Dann ist go f
differenzierbar in x und es gilt

(go f) (z)=¢ (y) f' (x)|=g (f (x)) f' (z). (8.6)
A g
4 - NB-~ NR

Fiir den Beweis des Satzes 8.2 brauchen wir das folgende Lemma.

Lemma 8.3 Sei f eine Funktion auf einem Intervall J die in einem a € J differenzierbar
ist. Dann existiert eine Funktion ® : J — R mit den folgenden Figenschaften:

(1) f(x)— f(a)=®(x)(x—a) firaleze J;
(ii) ®(a) = /' (a)
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(1i1) D ist stetig in a.
Bemerkung. Da f in a differenzierbar ist, so gilt eine ungefahre Gleichheit

f(@) = fla) = f'(a) (x —a) fir z~a.

Die Bedeutung von (i) ist dass wir die Konstante f’(a) hier durch eine Funktion ®(x)
ersetzen und somit eine richtige Gleichheit fiir alle x € J erhalten. Die Funktion ® aus
Lemma 8.3 heifit die Verhdltnisfunktion von f an der Stelle a.

Beweis. Definieren wir ® (z) fiir alle x € J wie folgt:

f(x) = f(a)
®@) =3 a—a T (8.7)
1 (a), r=a.

Die Identitat (i) gilt fiir  # a nach Definition (8.7), und fiir # = a, da die beiden Seiten
von (i) verschwinden. Die Identitat (i7) gilt auch nach Definition (8.7). Die Bedingung

(i14) gilt, da
lim ® (z) = Tim 22 = (@)

r—a r—a T — Qa

= /()= (a).
|

Beweis von Satz 8.2. Im Beweis wechseln wir die Notation: sei f : A — B differen-
zierbar in a € A und g : B — R differenzierbar in b = f (a).

S g
i e
\B/
Setzen wir h = g o f und beweisen, dass
h'(a) =g'(b) f'(a) .

Sei ® die Verhaltnisfunktion von f in a und ¥ — die Verhaltnisfunktion von ¢ in b, so dass

f(2)=fla)=(a)(x—a) VaeA4,

9W)—g(®) =¥ () (y—b) VyeB, (8.8)
Einsetzen in (8.8) y = f (z) und b = f (a) ergibt

h(z)=h(a)=g(f(z))—g(f(a) =V (f(2)(f(z) - [(a))

woraus folgt

MOy g e
und
W (@) = tim P = G e e @)

T—a Tr— a r—a
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Da f (x) stetig in a ist und W (y) stetig in b = f (a), so ist die Verkettung W (f (x)) stetig
in a. Da ® (x) auch stetig in a ist, so gilt

h'(a) =V (f(a))®(a) =W (b)®(a) =g'(b) [ (a),
was zu beweisen war. W

Bemerkung. Die Kettenregel lasst sich fiir Komposition von mehreren Funktionen ver-
allgemeinern wie folgt. Sei

F=hogof,

wobei f in einem z differenzierbar ist, ¢ —in y = f(z) und A —in z = g(y). Dann ist F’
in x differenzierbar und es gilt

F'(x) =W (2)g' (y) J' ()| =W (g (f () g’ (f () [' (), (8.9)
da F=ho(gof),z=(go f)(x) und somit nach dem Satz 8.2
F'(z) =1 (2)(go f) (x) = (2) g (y) f' ().

Die ahnliche Regel gilt fiir Verkettung von mehreren Funktionen.

Ableitung der inversen Funktion

Satz 8.4 (Ableitung der inversen Funktion) Sei f eine stetige streng monotone Funktion
auf einem Intervall J, so dass die inverse Funktion f=' auf dem Intervall I = f(J)
wohldefiniert ist (Satz 6.9 aus Al). Nehmen wir an, dass f in einem x € J differenzierbar
ist und dass ' (x) # 0. Dann ist f~' iny = f (x) differenzierbar und es gilt

1
9 () = :
0 = 5
Beweis von dem Satz 8.4. Wechsel der Notation: sei f differenzierbar in a € J und
f'(a) # 0. Beweisen wir, dass f~! differenzierbar in b = f (a) ist und

/ 1
D) = .
Sei ® die Verhaltnisfunktion von f in a, so dass
fl@)—fla)=®(x)(x—a) Vrxeld (8.11)
Setzen wir in (8.11) y = f (), b = f (a) ein und erhalten, dass

y—b=o(f () (fw—-f"'m) el
fty)— 1) 1

y—>b Ce(f ()
Da die Funktion f~! stetig auf J ist und ® stetig in a = f~!(b) ist, so erhalten wir, dass

lim @ (£ (5)) =@ (7 (1)) =@ (a) = /' (a).
Da f'(a) # 0 so erhalten wir

O ) It ) SES W
(7)) = lim =—=— () [ ()

(8.10)

und somit

was zu beweisen war. ®
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8.2 Satze von Fermat, Rolle und Lagrange

Hauptsatz 8.5 (Satz von Fermat) Sei f eine Funktion auf einem offenen Intervall (a,b)
und sei x € (a,b) eine Mazimumstelle (bzw Minimumstelle) von f. Ist f in x differen-
zierbar, so gilt f'(x) = 0.

Die geometrische Bedeutung dieser Aussage ist wie folgt: die Steigung der Tangente
an der Maximumstelle (Minimumstelle) von f ist 0, d.h. die Tangente an dieser Stelle
waagerecht ist.

Beweis. Fiir jede Folge {z,} aus (a,b) \ {z} mit x,, — x haben wir

f/ (IL‘) — lim f($n> — f(l’)

n—oo Tp — X

Da x eine Maximumstelle ist, so gilt f (z,) < f(x) fiir alle n.

e — — — —
2e— — — — — — —

S-e

Qe
pN — e — —
Y S

Die linke Sekante (blau) hat eine positive Steigung, die rechte Sekante (rot) hat eine
negative Steigung, und die Tangente (griin) an der Maximumstelle ist waagerecht.

Fiir jede Folge {z,} aus (a,z) gilt x, — z < 0 und somit

o) — i L) =S @)

n— o0 Tp — T

>0

- Y

und fiir jede Folge {z,} aus (z,b) gilt z,, — 2 > 0 und

o) — i L) =S @)

n—00 Ty, — I -

woraus folgt f’ (z) = 0. Der Fall von Minimumstelle wird analog behandelt. m

Korollar 8.6 Sei f eine stetige Funktion auf einem abgeschlossenen beschrankten In-
tervall [a,b] mit a < b, die auf (a,b) differenzierbar ist. Ist x eine Mazimum- oder
Minimumstelle von f auf |a,b], so gilt eine von drei Bedingungen:

1. entweder x € (a,b) und f' (z) =0,

2. oder x = a,

3. oder x =b.
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Bemerken wir, dass die Maximum- und Minimumstellen von f auf [a, b] existieren nach
dem Extremwertsatz (Satz 6.13 von Al).

Beweis. Gilt x € (a,b) so gilt f'(x) = 0 nach dem Satz 8.5. Sonst z =a oder x =b. ®

Definition. Definieren wir die kritische Menge von f wie folgt:

Ky ={x € (a,b): f'(x) =0} U{a,b}|

Nach dem Korollar 8.6 liegen die Maximum- und Minimumstellen von f in der Menge
K. Es folgt, dass
max f = max f und min f = min f.
[a.b] ! Ky d [a.,b] d Ky !
Beispiel. Bestimmen wir das Maximum und Minimum der folgenden Funktion
f(r) =22 — 152% + 242 + 20
auf dem Intervall [0, 6].
y 50 —_
40 T

|

|

|

30 T |
20 4 '
T |

|

-10 + X

Der Graph der Funktion f (z) = 223 — 1522 + 24z + 20 und die kritischen Stellen von f

Die Ableitung ist
f () = (207 — 152% + 242 4+ 20) = 62% — 302 + 24 = 6 (z — 1) (v — 4)
und sie hat zwei Nullstellen 7y = 1 und x5 = 4. Somit erhalten wir die kritische Menge
Ky=1{0,1,4,6}.
Die Werte von f an den kritischen Stellen sind
f(0)=20, f(1)=31, f(4)=4, [(6)=>56.

Deshalb maxjg¢ f = 56 wird an der Stelle x = 6 angenommen, und minjg f = 4 wird an
r = 4 angenommen.

Satz 8.7 (Satz von Rolle) Sei f eine stetige Funktion auf einem abgeschlossenen beschrdnkten
Intervall [a,b] mit a < b, die auf (a,b) differenzierbar ist. Gilt f(a) = f (b) so ewxistiert
eine Stelle ¢ € (a,b) mit f'(c¢) = 0.
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Beweis. Nach dem Extremwertsatz existieren max,p f und minj, f. Sei ¢; eine Maxi-
mumstelle von f und ¢y — eine Minimumstelle von f. Liegt eines von ¢y, ¢o im (a,b), zum
Beispiel ¢; € (a,b), so gilt f'(¢;) = 0 nach dem Satz 8.5, und wir setzen ¢ = ¢;. Seien
jetzt ¢; und ¢y die Grenzen von [a,b]. Da f(a) = f(b), so folgt es dass f(c1) = f(c2)
und somit

max f = min f.

[a,b] d [a,b] d
Folglich ist f eine Konstantefunktion auf [a,b], und dann gilt es f'(c¢) = 0 fir jedes
ce(a,b). m

Hauptsatz 8.8 (Mittelwertsatz von Lagrange) Sei f eine stetige Funktion auf einem
abgeschlossenen beschrinkten Intervall [a,b] mit a < b, die auf (a,b) differenzierbar ist.
Dann existiert ein ¢ € (a,b) mit

F(b) = fa)=F(c) (b—a). (8.12)

Bemerkung. Im Fall f (a) = f (b) ergibt (8.12) dass f’(¢) = 0, was den Satz 8.7 im-
pliziert.

Bemerkung. Die Identitét (8.12) ist dquivalent zu

ERIULY iC]

Die Zahl a = W ist die Steigung der Sekante durch die Punkte (a, f(a)) und
(b, f (b)). Somit besagt Satz 8.8 folgendes: die Steigung dieser Sekante ist gleich die
Steigung der Tangente an einer Mittelstelle ¢ € (a,b), d.h. es gibt eine Tangente parallel

zur Sekante.

o — — — —

|

|

é t T
C

Qe

Die Tangente an (¢, f (¢)) (blau) und die Sekante durch (a, f (a)), (b, f (b)) (rot) haben
die gleichen Steigungen

Beweis. Setzen wir
f () = f(a)
b—a
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und betrachten die Funktion

h(z):=f(x)—a(x—a).

Die Funktion h ist offensichtlich stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a,b), und es gilt

h(a)=f(a) —ala—a)=f(a)

und

hO) = £ ) —a—a) =1 t) - 0T o)),

d.h. h(a) = h(b). Nach dem Satz 8.7 gibt es ein ¢ € (a,b) mit A’ (¢) = 0. Da

W (z)=f(z) — o
es folgt daraus, dass f’ (¢) — @ = 0 und somit
b) —
R

was zu beweisen war. ®

Bemerkung. Die Identitdt (8.12) gilt auch im Fall wenn a > b, d.h. wenn f auf dem
Intervall [b, a] stetig ist und auf (b, a) differenzierbar ist. In der Tat gilt in diesem Fall
nach dem Satz 8.8 die Identitét

fla)=f () =f(c)(a—Db)

fiir ein ¢ € (b, a) woraus (8.12) folgt.

8.3 Untersuchung von Funktionen mit Hilfe von f’

Konstantentest

Satz 8.9 (Konstantentest) Sei f eine differenzierbare Funktion auf einem Intervall J.
Dann gilt f = const auf J genau dann wenn f'(x) =0 fir alle x € J.

Beweis. Gilt f = const, so gilt auch f’'(x) = 0 fiir alle z € J. Fiir die Riickrichtung
beweisen wir, dass f (a) = f (b) fiir alle a,b € J. Sei a < b. Nach dem Satz 8.8 erhalten
wir, fiir ein ¢ € (a, b),
fla)=f(b)=f(c)(a—10).
Da f'(¢) =0, so erhalten wir f (a) = f(b). =
Der Konstantentest wird haufig in der folgenden Situation benutzt. Gilt

f'(@) =g (z) Voel

so folgt es, dass
f(z)=g(z)+ const Vz € J,

da fiir die Funktion f — ¢ gilt (f — ¢g)' = 0 und somit f — g = const auf .J.
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Beispiel. Bestimmen wir alle Funktionen f mit f’ (z) = « fiir alle 2 € R. Bemerken wir
zunéchst, dass die Funktion g (z) = % die Gleichung ¢’ = x erfiillt. Es folgt, dass fiir
beliebige Funktion f mit f' = x gilt

l'2

f(l'):?ﬂLC’

wobei C' eine beliebige Konstante ist. Somit lédsst sich die Funktion f(z) durch ihre
Ableitung wiederherstellen.

11.04.2025 Vorlesung 2

Monotonietest

Satz 8.10 (Monotonietest) Sei J ein beliebiges Intervall in R mit den Grenzen a,b € R,
a <b. Sei f eine stetige Funktion auf J, die auf (a,b) differenzierbar ist.
(a) Funktion f ist monoton steigend auf J genau dann wenn f'(x) >0 Vz € (a,b).
Funktion f ist monoton fallend auf J genau dann wenn f'(x) <0 Vz € (a,b).
(b) Gilt f' (z) > 0 fiir alle x € (a,b), so ist f streng monoton steigend auf J.
Gilt f' (x) <0 fir alle x € (a,b), so ist f streng monoton fallend auf J.

Beweis. (a) Sei f monoton steigend auf J. Beweisen wir, dass f’(z) > 0 fiir alle = € (a, b).
Fiir verschiedene z,y € (a,b) gilt

fy)—f)
y—x
day >z = f(y) > f(x) und y <z = f(y) < f(2). Somit erhalten wir fiir alle z € (a,b)
f’(x):lim—() f(>_0.
y—r Yy —o

Umgekehrt, sei f/'(z) > 0 fiir alle x € (a,b). Beweisen wir, dass f monoton steigend
ist, d.h. fiir alle z,y € J mit y > x gilt f(y) > f(z). Die Funktion f ist stetig im Intervall
[a:,y] C J und differenzierbar im (x,y) C (a,b). Nach dem Mittelwertsatz (Satz 8.8) gibt
es ein ¢ € (x,y) mit

fly)=f@)=[f()(y—=). (8.13)
Da f'(¢) > 0, so folgt es, dass f (y) > f(x), d.h. f monoton steigend ist.

(b) Gilt f" > 0 auf (a,b), so haben wir in (8.13) f'(¢) > 0 und somit f(y) > f (z),
d.h. f streng monoton steigend ist.

Die Aussagen mit f/ < 0 und f’ < 0 lassen sich analog beweisen. m

Bemerkung. In der Aussage (b) gilt die Umkehrung nicht: die Bedingung, dass f streng
monoton steigend ist, impliziert die echte Ungleichung f’ (x) > 0 nicht. Zum Beispiel, die
Funktion f (z) = x? ist streng monoton steigend auf R, aber f'(0) =0 (da f’ (z) = 32?).

Beispiel. Betrachten wir die Funktion f (z) = sinz auf dem Intervall J = [—7/2,7/2].
Es gilt f' (x) = cosx > 0 fir alle = € (—7/2,7/2), woraus folgt, dass sin x streng monoton
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steigend auf [—m/2,7/2] ist, was wir schon aus Al wissen.

y

COS X

2 g Ol w2 2

sin x

1T

Die Graphen von cos z (blau) und sinz (rot) auf [—2, Z]

Beispiel. Untersuchen wir die Monotonieintervallen der Funktion f (z) =e* — 1 —x im
Definitionsbereich (—oo, +00). Wir haben

f(z)=¢€"—1.

Da f'(x) > 0 fiir z € (0, 00), so beschlielen, dass f(x) streng monoton steigend auf [0, co)
ist. Da f'(z) < 0 fiir x € (—00,0), so ist f(z) streng monotone fallend auf (—oo,0].

T

Die Funktion f(z) =e* —1—x

Folglich hat die Funktion f(z) eine Minimumstelle an = 0. Da f(0) = 0, so gilt die
Ungleichung f(x) > 0 fiir alle z € R. Insbesondere gilt e* > 1 + x fiir alle € R.

Beispiel. Bestimmen wir die Minimumstelle der Funktion f(z) = x® im Definitionsbere-
ich (0, +00). Die logarithmische Ableitung dieser Funktion ist

(Inz") = (rInz) = () Inz+ 2 (Inz) =nz + 1.
Da f'(x) = (In f(z))' f(x), so erhalten wir
() = (Inz + 1) 2"

Die Ableitung f’(z) verschwindet when Inz + 1 = 0, d.h. when Inz = —1 und somit
z = 1. Wir haben

1
f(z)=(nz+1)2" >0 firz > -,
e
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1
fl(x)=(Inz+1)2" <0 firz < =

Es folgt dass fiir x > % die Funktion f(z) streng monoton steigend ist, and fir z < % -
streng monoton fallend.

Funktion f(z) ="

Folglich ist « = ¢ ~ 0.37 die Minimumstelle von f(z). Der minimale Wert von f(x) ist

1/e
min)f = f(é) = (%) ~ 0.69.

(0,400

Anwendung zur inversen Funktion

Satz 8.11 (Satz von der inversen Funktion) Sei f eine differenzierbare Funktion auf
einem Intervall J. Nehmen wir an, dass f'(z) > 0 fir alle x € J (bzw f'(x) < 0 fiir
alle x € J). Dann existiert die inverse Funktion f~' auf dem Intervall I = f(J), f~! ist
differenzierbar auf I und es gilt fur alle y € I

(F ) (v) = , (8.14)

wobei x = [~ (y).

Beweis. Die Funktion f ist stetig auf J. Gilt f’(z) > 0 fiir alle x € J so ist f streng
monoton steigend nach dem Satz 8.10.

Nach dem Satz 6.9 von Al existiert die inverse Funktion f~' auf I = f(J).

Da f’(x) # 0, so ist f~! nach dem Satz 8.4 differenzierbar an der Stelle y = f (x) und
die Ableitung von f~! erfillt (8.14).

Der Fall f'(z) < 0 ist analog. =

Beispiel. Fiir die Funktion f(x) = e* auf J = (—o0, +00) gilt f'(z) = €* > 0. Somit
existiert die inverse Funktion im Definitionsbereich I = f(J) = (0,400), die mit In
bezeichnet wird, und es gilt

1 1
ny) = — = -.
(Iny) == ;
Beispiel. Fiir die Funktion f (z) = tanz auf J = (—7/2,7/2) gilt

=1+tan’z > 0.

f'(z) =

cos? x
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Somit existiert die inverse Funktion im Definitionsbereich I = f(J) = (—o0, +00), die
mit arctan bezeichnet wird, und es gilt

, 1 1
(arctany) = — = 5
l+tan“z 14y
Y X
51
fan X T2 “arctany
“n2 2 x ' A ) '
' _ y
1 §-m/2
24

8.4 Vergleichstest und Ungleichungen

Der Monotonietest (Satz 8.10) kann benutzt werden um Ungleichungen zu beweisen.
Satz 8.12 (Vergleichstest)

(a) Seien f und g zwei stetige Funktionen auf einem Intervall |a,b), a < b, die auf (a,b)
differenzierbar sind. Nehmen wir an, dass

() f(@ <) .1 .
(i) f'(z) < ¢ (x) fir alle x € (a,b). T g(x !
Dann gilt f (x) < g (z) fir alle x € (a,b). T ) i
Gilt f' (z) < ¢ (x) fir alle x € (a,b), so I Lll ll)

gilt auch f (z) < g (x) fir alle x € (a,b).

(b) Seien f und g zwei stetige Funktionen auf einem Intervall (a,b], a < b, die auf (a,b)
differenzierbar sind. Angenommen seien die Bedingungen:

0 F)<g0) ,T
(i) f'(z) > ¢ (x) fir alle x € (a,b). T

Dann gilt f (x) < g(z) fir alle z € (a,b).

Gilt f' (z) > ¢ (x) fir alle x € (a,b), so
gilt auch f(z) < g (x) fir alle x € (a,b).

Beweis. (a) Betrachten wir die Funktion

h(z) = g(z) = f(2).
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Fiir alle z € (a,b) gilt
W(z) =g'(z) = f'(x) 2 0

so dass die Funktion A nach dem Satz 8.10 monoton steigend auf [a, b) ist. Da

h(a) = g(a) = f(a) 20,

so gilt es fur alle z € (a,b)
h(z) = h(a) =0
und somit f (z) < g(x).
Gilt die echte Ungleichung f’ (z) < ¢’ (x) so erhalten wir, dass h'(x) > 0 und somit h
streng monoton steigend ist, woraus folgt h () > 0 und somit f (z) < g (z).
(b) In diesem Fall gilt h'(x) = ¢'(x) — f'(x) < 0 fiir alle z € (a,b), so ist A monoton
fallend auf [a,b). Da h(b) > 0 so folgt es dass fiir alle z € (a,b)

h() = h(b) >0,

woraus folgt f (x) < g (x).
Gilt die echte Ungleichung f'(z) > ¢’ (z), so gilt auch h'(z) < 0 so dass h streng
monoton fallend ist, woraus folgt h () > 0 und somit f(z) < g(z). =

Beispiel. Beweisen wir fir alle = € [0,7/2) die Ungleichung tan z > x. Da z = tan z fiir
x = 0, so reicht es zu zeigen, dass (tan z)’ > 2’ was der Fall ist da (tan )’ = 1+tan®z > 1.

20T
y
15+
|
1.0+ |
|
1 |
0.5 |
0.0 T2
00 05 10 15 20
X

Die Graphen von Funktionen tan z (blau) und z (rot)

Beispiel. Beweisen wir die Ungleichung
Inzx <x—1 fir alle z > 0. (8.15)

Die Graphen dieser beiden Funktionen werden auf dem folgenden Bild gezeigt:

Die Funktionen In x (blau) und = — 1 (rot)
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Fiir x = 1 sind die beiden Seiten von (8.15) gleich 0. Fiir z € (1,400) haben wir
/ 1 !/
(nz) =—<1=(z-1).
x

Wir verwenden den Vergleichstest des Satzes 8.12(a) auf dem Interval [1, +00) und beschliefien,
dass Inz < x — 1 fiir alle z > 1.
Fir z € (0,1) haben wir

(lnx)/:%>1:(x—1)/.

Nach dem Vergleichstest des Satzes 8.12(b) auf dem Interval (0, 1] erhalten wir Inz < x—1
fir alle x € (0,1). Somit gilt (8.15) fiir alle x > 0.

Beispiel. Beweisen wir, dass fiir alle ¢ > 1 und = > —1 gilt
(1+2)">1+ ax. (8.16)

Das ist eine Verallgemeinerung der Bernoulli-Ungleichung, die fiir @ € N in A1 per Induk-
tion nach a bewiesen wurde.

X

Die Graphen von Funktionen (1 + )*? (rot) und 1 + 3z (blue)

Fiir 2 = 0 sind die beiden Seiten von (8.16) gleich 1. Fiir « € (0, +00) gilt
(142 =a(l+2)"" >a=(1+azx),
da (14 2)*" > 1, und fiir = € (—1,0) gilt
(1+2)) =a(l+2)" " '<a=(1+axzx),

da in diesem Fall (1 + 2)* " < 1. Nach dem Satz 8.12 beschlieBen wir, dass (8.16) fiir alle
x> —1 gilt.
Analog beweist man, dass fiir alle 0 < a < 1 und x > —1 die umgekehrte Ungleichung
gilt:
(14+2)*<1l+azx

(Aufgabe 19).
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vl

2+

7

t 1 T t 1
-1 0 1 2 3 4 5
X

Die Graphen von Funktionen v/1+ z (rot) und 1+ 1z (blue)

8.5 Unbestimmte Ausdriicke und Regel von L’Hospital

Nach der Rechenregel fiir lim gilt die Identitat

lim fz)  lim, ., f(z)

e—a g(x)  limg_,g(7)

vorausgesetzt, dass die beiden Grenzwerte auf der rechten Seite existieren und ihrer Quo-

tient bestimmt ist. Allerdings ist das nicht der Fall, wenn die beiden Grenzwerte gleich

0 oder gleich +00 sind. Man spricht in diesem Fall von der unbestimmten Ausdriicken
x

8 bzw 2. Haufig lassen sich diese Ausdriicke mit Hilfe von Ableitungen lésen wie der
folgende Satz besagt.

Hauptsatz 8.13 (Regel von L’Hospital) Seien f und g differenzierbare Funktionen auf
einem Intervall J C R. Angenommen sei, dass fir ein a € J
(a) entweder

lim £ (2) = lim g (x) = 0, (5.17)
(b) oder
tin |7 ()] = lim g ()] = +oc. (.15)

Nehmen wir an, dass g # 0 und ¢' # 0 auf J \ {a} und dass
/!
lim f'(z)

=b 8.19
z—a g’ (x) ( )
fiir ein b € R. Dann gilt
. f(z)
lim =b. 8.20
z—a g () (8:20)

Diese Regel lasst sich kurz wie folgt formulieren:

lim M = lim w
r—ag(z) a—ag(z)

(8.21)

vorausgesetzt, dass die linke Seite ein unbestimmter Ausdruck % oder 22 ist und die rechte
Seite wohldefiniert ist.
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Beispiel. 1. Bestimmen wir
. In(1+2)
lim ———=.
z—0 SInx

Das ist unbestimmter Ausdruck der Form . Nach dem Satz 8.13 mit J = (—1,1) und
a = 0 erhalten wir

In (1
TG N G ~ 1. (8.22)
z—0 sSInx z—0 (sm ;(;) z—0  Ccosx
Um rigorous zu sein, man soll die Giiltigkeit der Gleichheiten in (8.22) riickwérts beweisen:
(In(1+x))’

(sina) existiert und gleich 1 ist, so gilt nach dem Satz 8.13 auch

da lim,_.q

In (1
lim 202

z—0 sinx

Diese Bemerkung gilt auch fiir alle Anwendungen von der Regel von L’Hospital.
2. Die Regel von L’Hospital gilt nur wenn lim % ein unbestimmter Ausdruck ist.
Betrachten wir, zum Beispiel, lim,_.; 9;—2, dass kein unbestimmter Ausdruck ist und offen-

sichtlich gleich 1 ist. Andererseits gilt

und somit

3. Bestimmen wir

was ein unbestimmter Ausdruck der Form 22 ist. Versuchen wir die Regel von L'Hospital

mit J = (0, +00) und a = 00 zu benutzen:
e” (e) e’

S e = (@) o (8.23)

und erhalten, dass der Grenzwert in der rechten Seite wieder ein unbestimmter Ausdruck
der Form 22 ist. Verwenden wir noch einmal die Regel von L’Hospital und erhalten

. e" C(en et
1 — =1 =1 — = . 8.24

Somit erhalten wir nach zwei Anwendungen von der Regel von L’Hospital, dass

Analog beweist man per Induktion nach n, dass

xT

lim — = +o0 (8.25)

r——+oo M
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fiir alle n € N. Das gleiche Ergebnis kann man auch mit Hilfe von der Exponentialreihe
erhalten.
4. Bestimmen wir
lim xInx

z—0
wobei die Funktion f () = zlnz im J = (0, +00) definiert ist. Da Inx — —oo fiir  — 0,
so bekommen wir einen unbestimmten Ausdruck der Form 0 -oco. Um ihn zu 16sen, stellen
wir den Grenzwert in der Form von Quotient dar:

. Inz

lim —,

=0 1/x
was ein unbestimmter Ausdruck der Form 22 ist. Nach der Regel von L'Hospital erhalten
wir

1 Inz)’ 1
limxlnleimﬂ:lim(n—x),:—l' [z = —limxz = 0. (8.26)
z—0 z—0 1/$ z—0 (]_/x) z—0 ]_/1‘2 z—0
5. Bestimmen wir
lim 2%,
z—0
wobei die Funktion f(z) = 2% im J = (0,400) definiert ist. Das ist unbestimmter

Ausdruck der Form 0°. Um ihn zu l6sen, betrachten wir den Logarithmus der Funktion
z*:

limlnz® =limzInz =0,

z—0 z—0
wo wir (8.26) verwendet haben. Mit Substitution y = xInx erhalten wir

zlnz

lim 2 = lim e =limeY = 1.
z—0 z—0 y—0
-
y
34
5
14
0 : : : |
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
X

Der Graph der Funktion z*

. 1"
lim (1 + —)
r—-+00 €T

was ein unbestimmter Ausdruck der Form 1% ist. Die Funktion f(z) = (1+ 1) ist im
Intervall J = (0,4+o00) definiert. Der Logarithmus ist

In f(x) =x1In <1+§) ,

6. Bestimmen wir
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was unbestimmter Ausdruck der Form oo -0 ist. Dann erhalten wir mit Hilfe von Substi-
tution y = % und der Regel von L’Hospital

1

1 In (1 In (1 ' T
lim zln (1+—) :hm—n( Y zlim—(n< jL,y)) = lim 2 = 1.
T—+400 T y—0 Y y—0 y) y—0 1

Es folgt mit Hilfe von Substitution z = xIn (1 + %) , dass

1 X
lim (1 + —> = lim emln(H%) = lime* =e.
T

T——400 r—+00 z—1

. . . . n
Zum Vergleich erinnern wir uns daran, dass lim,, . (1 + %) =e.

Fiir den Beweis des Satzes 8.13 brauchen wir die folgende Verallgemeinerung des Mit-
telwertsatzes von Lagrange.

Hauptsatz 8.14 (Mittelwertsatz von Cauchy) Seien f,g stetige Funktionen auf einem
Intervall [a,b], a < b, die auf (a,b) differenzierbar sind. Dann ezistiert ein ¢ € (a,b) mit

g () (f (b) = f (a)) = f'(c) (9 (b) — g (a)). (8.27)

Der Mittelwertsatz von Lagrange (Satz 8.8) ist ein spezieller Fall des Satzes 8.14 fiir
g (z) = z da in diesem Fall (8.27) wird

f )= f(a)=f"(c)(b—a).
Wenn ¢ (¢) # 0 und g (b) # g (a), so lésst die Identitét (8.27) sich wie folgt umschreiben:

Beweis. Setzen wir
A=g((®)—gla), B=f(b)—[(a)

und betrachten die Funktion
h(z) = Af (z) — By (z).
Offensichtlich gilt
h(b) — h(a) = Af (b) — Bg (b) —[Af (a) — By (a)]
=A(f ()= f(a)) = B(g(b) —g(a))
=AB — BA =0,

so dass h(a) = h(b). Nach dem Satz von Rolle (Satz 8.7) existiert ein ¢ € (a,b) mit
h'(c) = 0. Da

W (z) = Af' (z) — By (z),
so erhalten wir fiir z = ¢

Af'(c) = Bg'(c),

was aquivalent zu (8.27) ist. m
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16.04.2025 Vorlesung 3

Beweis von Satz 8.13(a). Die Voraussetzungen in diesem Fall sind

lim f (z) = lim g (z) = 0, (8.28)
wobei a € J, und
/

lim £ , () (8.29)

z—a g ()
wobei b € R. Wir miissen beweisen, dass

lim £ _y, (8.30)

v—a g ()

Zunéchst sei a € R (der Fall a = +00 wird unterhalb behandelt). Ist a € J so gilt nach
(8.28) und der Stetigkeit von f und g dass

f(a)=g(a) =0. (8.31)

Ist a ¢ J, so erweitern wir den Definitionsbereich von f und g auf J U {a} und definieren
f und g an der Stelle a mit (8.31). Dann sind f und g stetig auf dem Intervall J U {a}.
Um (8.30) zu beweisen, reicht es zu zeigen, dass fiir jede Folge {z,}, .y aus J \ {a}

mit z,, — a gilt
i L)

n—oo g (&)

Sei x, < a. Die Funktionen f und g sind stetig in [z,,a] C JU {a} und differenzierbar in
(Tp,a) C J.

(8.32)

Nach dem Mittelwertsatz von Cauchy (Satz 8.14) gibt es ein ¢, € (z,,a) mit

g
/ P
g (Cn) g (xn> -9 (a) g (xn)
(nach Voraussetzung gelten g(z) # 0 und ¢'(x) # 0).
Im Fall x,, > a erhalten wir analog ein ¢, € (a,x,) mit (8.33).

Da ¢,, zwischen z, und a liegt und x,, — a, so gilt auch ¢, — a fiir n — oo, und wir
erhalten wir nach der Voraussetzung (8.29) dass

lim f'(en)

n—o g’ (cn)

?
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was zusammen mit (8.33) ergibt

3
1
8

Q
8

N

was zu beweisen war.
Sei jetzt a = +00 so dass +oo eine Grenze von J ist. Fixieren wir ein positives N € J
so dass J D (N, +o0). Betrachten wir die neue Variable ¢t = % und die Funktionen

F(t):f(%) und G(t):g(%) fiir ¢ e (0,1/N).

N % —a—too
—
J
0 1k TN ‘
Es gilt
) L f() L F ()
xl—lgloo g(z) %l—{% g(1/t) %1—{% G (t) (8:34)

vorausgesetzt, dass der Grenzwert in der rechten Seite existiert. Es handelt sich um einen
unbestimmten Ausdruck % da

lim F'(t) = lim f(z) =0 und 1ltin(1)G(t) = lim g(z) =0.

t—0 r—-+00 T——+00

: F(t . : .
Um den Grenzwert lim;_,q % zu bestimmen, verwenden wir den oben bewiesenen Fall

der L'Hospital-Regel. Nach dem Satz 8.2 (Kettenregel) und der Voraussetzung (8.19) gilt

O e S N 1

) Ty (5 (F) () )

Nach dem oben beweisenen Fall der L’Hospital-Regel (mit a = 0) beschlielen wir

F
lim ﬂ =0,
t—0

()
so dass nach (8.34)

im L)
e g (2)
was zu beweisen war.
Der Fall a = —oo wird analog bewiesen. m

Beweis von Satz 8.13(b). Die Voraussetzungen in diesem Fall sind

lim | (2)] = lim |g ()] = +oo (8.35)



22 CHAPTER 8. DIFFERENTIALRECHNUNG (FORTSETZUNG)

wobei a € J, und

lim (@) R

=beR. 8.36
z—a g’ (gj) ( )
Wir miissen beweisen, dass auch
im 28 (8.37)
v—a g (z)

Nehmen wir an, dass b € R und sogar b > 0 (die Félle b < 0, b = 0 und b = +o0 sind
dhnlich). Wir miissen beweisen, dass fiir jede Folge {z,},.y aus J \ {a} mit z, — a gilt

lim f () =

n—oo g (xn)

Fir alle m,n € N mit verschiedenen x,,x,, ist f im Intervall [z,,,z,] (bzw [z,,Zn])
differenzierbar.

g

I
Py Py

\ ‘xﬂl CHITI xﬂ / a
Y
J

Nach dem Mittelwertsatz von Cauchy existiert ein ¢, € (Tm,z,) (bzw cpm € (Tn, Tm))

mit
' (enm) [ (20) = f(2) _ 9 (7n) g (zn)
) 9@ g | 9l
g (zn)
(Bemerken wir dass nach der Voraussetzung ¢’ (¢p,) # 0. Auch gilt g (x,) # g (z,), da
anderenfalls nach dem Satz von Rolle (Satz 8.7) die Ableitung ¢’ eine Nullstelle im J\ {a}

hat, was nicht der Fall ist). Wir 16sen diese Gleichung beziiglich g((i"; und erhalten
f (@) _ f/ (cnm) (1 _ g(xm)) 4 f (xm> (8.38)
g (@) g (Cum) g(n) ) g(xn)

Fixieren wir ein 0 < £ < b. Nach der Voraussetzung (8.36) gibt es eine Umgebung U von
a mit ,
b—e< ()
g (2)
Da z, — a, so liegen die Punkte z,,x,, in U N J fir alle n,m > N fiir ein N, woraus
folgt, dass auch ¢, € U N J und somit

<b+4e furallex € JNU.

f! (Cnm)
g (Cnm>

b—e< <b+e. (8.39)
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Fixierten wir ein m > N und lassen n — oo in (8.38). Da z, — a und nach (8.35)
lg ()| — 400, so erhalten wir

g(m?n)_> un
oo 0™ )

insbesondere gelten fiir alle n > N’ (fiir ein ausreichend grofles N’) die Ungleichungen

_€<g(9cm) <e und —5<M<5.
g (zn) g (zn)
Es folgt aus (8.38) und (8.39) dass fiir n > N’ gilt
b—e)(l—¢g)—e< % <(b+e)(l+¢)+e.

Da e > 0 beliebig ist, so folgt es dass

lim =,
n—00 g (2n)

was zu beweisen war. ®

Bemerkung. Im Beweis des Satzes 8.13(b) wurde die Voraussetzung lim,_., |f (z)| = +o0
nicht benutzt. Somit gilt dieser Satz auch wenn anstatt (8.35) nur lim,_, |g (z)| = +00
bekannt ist.

Beispiel. Bestimmen wir den Grenzwert

lim ( x+\/5—\/§>.

T— 00

Es handelt sich hier um einen unbestimmten Ausdruck oo — co. Wir formen diesen Aus-
druck wie folgt um:

und wechseln die Variable y = \/LE Wir erhalten
1 -1
i (Vi V) =ty VI
T—00 Y— y

und das ist ein unbestimmter Ausdruck 8. Mit Hilfe von I’'Hospital-Regel erhalten wir

JIiFy—1 Vity-—1) : 1
lim Y2 TY 1 :hmu — lim 2ty _
y—0 Y y—0 Y y—0 1 2

Die Antwort ist

lim ( x+¢5—¢5) -

T—00
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8.6 Landau-Symbol und Differential

Definition. Seien f(z) und g (x) zwei Funktionen auf einem Interval J C R, und sei
a € J. Man schreibt

f(x)=0(g(x)) firz —a (8.40)
wenn . f)
M@

(vorausgesetzt g (x) # 0in J \ {a}). Man sagt in diesem Fall: f (x) ist klein o von g (z),
oder f(x) ist vernachlédssigbar klein gegeniiber g (z). Das Symbol o heifit das Landau-
Symbol.
Zum Beispiel, es gilt
2 =o(z) firz —0
aber
rT=o0 ($2) fir z — 4o00.
Auch gilt 2? = o (e*) fir x — +oc.

Behauptung. Ist f differenzierbar in a € J, so gilt

f@)y=f(a)+ f(a)(x—a)+o(x—a) firxz— a. (8.41)

Die Gleichheit (8.41) heifit eine asymptotische Identitdt da sie nicht fiir alle x gilt
sondern nur fiir z — a.

Beweis. Die Identitét (8.41) bedeutet dass

f(x)—f(a)—f'(a)(x—a)=0(x—a) fiurz— a. (8.42)
In der Tat haben wir

H = He S T T ) o tire —a

woraus (8.42) folgt. m
Schreiben wir (8.41) wie folgt um:

f=f@+f(z)y—z)+toly—2) firy—uzx

und bezeichnen die Differenz y—x mit dz. Man nennt die Differenz dx auch das Differential
der Variable x. Man betrachten dx als eine neue Variable (anstatt y) wahrend x fixiert
ist. Es folgt, dass

f(x+dz)— f(x)=f (x)dx+ o(dx) fir dz — 0. (8.43)

Definition. Der Ausdruck f’(z)dxz in der rechten Seite von (8.43) heiit das Differential
der Funktion f und wird auch mit df (z) bezeichnet, so dass

df (x) = f'(z) dx. (8.44)
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D.h. das Differential df (z) der Funktion f ist eine lineare Funktion von dem Differ-
ential dx der Variable z, mit dem Koeffizient f'(z).
Es folgt aus (8.44) dass

f iy =2

d
Der Ausdruck ar wird héufig anstatt f’ fiir Bezeichnung der Ableitung benutzt.
x
Nach (8.43) haben wir

[l +de) — f (z) = df (x) + o(dx),

so dass das Differential df eine Annaherung der Differenz der Funktion ist, namlich ein
linearer Hauptteil der Differenz.

Beispiel. Benutzen wir die oberhalb berechneten Ableitungen und erhalten aus (8.44)

dx" = nx" tdx
de® = e*dx
dsinx = coszx dx

dcosz = —sinz dzx.

8.7 Zweite Ableitung und Taylorformel

Sei f eine differenzierbare Funktion auf einem Intervall J, so dass die Ableitung f" auch
eine Funktion auf J ist.

Definition. Ist ' in a € J differenzierbar, so heifit f 2-fach differenzierbar in a. Die
Ableitung (f") (a) heiBt die 2weite Ableitung von f in a und wird mit f” (a) bezeichnet,
d.h.

(@)= (f") (a).
Ist f 2-fach differenzierbar in jedem a € J, so heift f 2-fach differenzierbar in J.
Beispiel. Wir haben

(sinz)” = (cosx) = —sinx
(cosz)” = — (sinz) = —cosz
1’ 1
1 N _
(Inz) (:c) 2
()" = (am“_l)/ =a(a—1)z*?

Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung der Identitét (8.41) mit Hilfe von zweiter
Ableitung.



26 CHAPTER 8. DIFFERENTIALRECHNUNG (FORTSETZUNG)

Hauptsatz 8.15 (Taylorformel 2er Ordnung mit Peano-Restglied) Sei f differenzierbar
i J und 2-fach differenzierbar in einem a € J. Dann gilt die asymptotische Identitdit

f(x)=f(a)+ f (a)(x—a)+ f”2(a) (z—a)’+o0 ((z — a)2) fir x — a. (8.45)
23.04.2025 Vorlesung 4
Vergleichen wir (8.45) mit (8.41):
f@)=f(a)+ f(a)(x—a)+o(x—a) firz— a, (8.46)

die Taylorformel 1er Ordnung heifit. Die Formeln (8.45) und (8.46) liefern N&herungen
fir f(x) in der Nahe von a mittels Funktionen

Ti(z) = f(a) + [ (a) (x — a)

und

T,(2) = f (@) + £ (@) (e a) + 22 (0 — .

Definition. 7)(z) und T5(z) heiflen Taylor-Polynome von f der Ordnung 1 bzw 2 im
Punkt a.

Die Approximationsfehler
Ry(z) = f(z) —Ti(z) und Ry(x) = f(z) — Ta(x)
heiflen die Resglieder. Die Identititen (8.46) und (8.45) bedeuten, dass
Ri(z)=o(zr —a) und Ra(z)=o((z— a)2) fir r — a.

Diese Darstellungen von R; und R, heiflen Restgliedform nach Peano.
Man erwartet, dass Ry(x) viel kleiner als R;(z) fiir  ~ a so dass das quadratische
Polynom T3(x) eine bessere Naherung von f(z) liefert als die lineare Funktion T} (z).

Beweis von dem Satz 8.15. Die asymptotische Identitat (8.45) ist Aquivalent zu

o 40 = Ta(a)

i—a  (z —a)®

=0.

Da Ty(a) = f(a), der Nenner und der Zahler fiir z — a verschwinden, so dass die linke
Seite ein unbestimmter Ausdruck % ist. Nach der Regel von L’Hospital erhalten wir

lim @) = T(x) _ lim (f(z) — To(x))
e (o -a)’ = ((z—a)?)
iy J@) = f(@) = f"(a)(x — a)
r—a 2 (x. _ a)
1 ; f/(:E) _f/(a) "
2 (iiniﬁ—f <a>) =0,

was zu beweisen war. ®
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Beispiel. Bemerken wir, dass der Graph von Ti(x) die Tangente zum Graph G von f im
Punkt (a.f(a)) ist. Der Graph von Ty(x) ist eine Parabel (die Schmiegparabel), die eine
bessere Approximation von G in der Nahe von a liefert als die Tangente.
Zum Beispiel, fiir die Funktion f(z) = e* im Punkt a = 0 erhalten wir f(0) = f'(0) =
f"(0) = 1 und somit
2

Ti(x) =142 und TQ(x):1+:I:+%.

Die Funktion e”, ihre Tangente T} (x) und ihre Schmiegparabel T5(z) sind hier gezeichnet:

§ T

f f : f !
4 -3 -2 -1 1 2
1 X

2 -

Funktion e* (rot) und ihre Taylor-Polynome T} () = 1 + = (schwarz) und
Th(x)=142x+ ‘%2 (blau) im Punkt 0.

Beispiel. Fiir f (z) = Inz auf (0, +00) erhalten wir (Inz)’ =1, (Inz)” = —2 und somit
1 — 1 1 1 2 2 f
nx—na+a($—a)—2—a2(m—a)+0((x—a)) ir r — a.

Fir a = 1und x = 1, 2 erhalten wir
1 2
1n1,2%ln1—|—0,2—§-0,2 =0,18

wahrend In 1,2 = 0, 182 321556 793955...
Der néchste Satz ist eine Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes 8.8 von Lagrange:

fO)=f(a)+ f () (b—a).

Hauptsatz 8.16 (Taylorformel 2er Ordnung mit Lagrange-Restglied) Sei f 2-fach dif-
ferenzierbar auf einem Intervall [a,b] mit a < b. Dann gibt es ein ¢ € (a,b) so dass

£ =@+ 1 @) (b-a) + T - o, (8.47)

Beweis von dem Satz 8.16. Betrachten wir die Hilfsfunktionen

Fr)=f(@)+ [ () (b—2)
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und

G (z) = (z —b)*|.
Nach dem Mittelwertsatz von Cauchy (Satz 8.14), es gibt ein ¢ € (a,b) mit

F(b)~F(a) _F ()
Gb)—Gla)  Glo)

(8.48)

Wir haben

F(b) = F(a)=f(b) = f(a) = f'(a) (b—a),
F'(z) = f' () + f' (x) (b —2) + f" () (b—2)
= f"(z) (b — =)
G () —G(a) = — (a—b)>
G'(z) =2(z—b),

insbesondere G(b) — G(a) # 0 und G'(¢) = 2(c —b) # 0 (so dass die Nenner in (8.48)
nicht verschwinden). Es folgt aus (8.48)

fO)=fla)=fa)b—a) [fe)b=c [

—(a—b)* 2(c—b) 2

und somit |
F®) = f(a)=f'(a) (b=a) =S f"(c) (a—b)",
was aquivalent zu (8.47) ist. m

Bemerkung. Die Identitéit (8.47) gilt auch im Fall @ > b d.h. wenn f auf dem Intervall
b, a] 2-fach differenzierbar ist und ¢ ein Punkt in (b, a) ist. Der Beweis ist gleich da der
Mittelwertsatz von Cauchy auch im Fall a > b gilt.

Ersetzen wir b in (8.2) mit beliehigem = € [a, b] und erhalten
f"(c) f"(c)

f@=f@+f @@=+ -’ =Ti@) + P @—a?, (549

fiir ein ¢ zwischen z und a. Somit bekommen wir eine andere Darstellung des Restgliedes
Ry (z) wie folgt:
"
Ry (z) = fT(C) (z—a)®. (8.50)
Diese Darstellung von R (z) heifit die Restgliedform nach Lagrange.

Spéter beweisen wir auch eine dhnliche Darstellung von R (x) als auch die Taylor-
formeln hoherer Ordnung.

Beispiel. Berechnen wir /1,1 mit Hilfe von (8.49). Fiir f (z) = /2 haben wir

1

1 1
f'l(x) = zx und f"(z) = 1

2 2y

Die Formel (8.49) mit z = 1,1 und a = 1 ergibt

1
V1, =f(a)+f’(a)(:c—a)+R1=1+§-0,1+R1=1,05+Rl,
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wobei nach (8.50) fiir ein 1 < ¢ < 1,1 gilt

_f"(o) o 11 2 _ 1

Da - < 1, so folgt es, dass |R;| < 0,00125 so dass

V1,1~1,05

mit dem Approximationsfehler < 0,00125. Eine genaue Berechnung ergibt /1,1 = 1, 0488088...
so dass der tatsdachliche Approximationsfehler ist ~ 0,001 2.

8.8 Lokale Extrema

Definition. Sei f eine Funktion auf einem offenen Intervall J und sei a € J. Man sagt,
dass a eine lokale Maximumstelle von f ist wenn es eine Umgebung U C J von a gibt, so
dass a eine Maximumstelle von f in U ist.

Analog definiert man lokale Minimumstelle von f. Man sagt, dass a eine lokale Ez-
tremumstelle von f ist, wenn a lokale Maximum- oder Minimumstelle ist.

Satz 8.17 Sei f eine Funktion auf einem offenen Intervall J.

(a) (Notwendige Bedingung fiir locales Extremum) Sei f differenzierbar auf J. Ista € J
eine lokale Extremumstelle von f, so gilt f' (a) = 0.

(b) (Hinreichende Bedingung fiir locales Extremum) Sei f 2-fach differenzierbar auf J.
Sei ' (a) =0 fiir ein a € J. Gilt " (a) > 0 so ist a eine lokale Minimumstelle von
f. Gilt f"(a) <0, so ist a eine lokale Mazimumstelle von f.

Bemerkung. Die Nullstellen der Ableitung f” heiflen die kritischen Punkte der Funktion
f. Nach dem Satz 8.17, die lokalen Extremumstellen sind die kritischen Punkte, aber die
Umkehrung gilt nicht immer. Zum Beispiel, die Funktion f (z) = 2 hat einen kritischen
Punkt = = 0, der offensichtlich keine lokale Extremumstelle ist. An diese Stelle gilt
f"(0) = 0 so dass Satz 8.17(b) nicht anwendbar ist.

Beweis. (a) Ist a eine lokale Maximumstelle, dass ist a eine Maximumstelle von f in
einer Umgebung U von a. Nach dem Satz von Fermat (Satz 8.5) gilt f'(a) = 0. Gleiches
gilt fiir eine lokale Minimumstelle.

(b) Nach dem Satz 8.15 haben wir

@) =)+ 7 @@ -a)+ 0 @y R ), (851)
wobei Ry (z) = o ((z — a)z) fir x — a, d.h.
tim 20,

z—a (1 — a)’
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Dann gibt fiir jedes € > 0 es eine Umgebung U C J von a mit

%@2 <e firallex € U\ {a},
(z —a)
woraus folgt
—e(x—a)’ < Ry(z) <e(x—a)® firallezeU. (8.52)
Sei f”(a) > 0. Da f"(a) =0, so erhalten wir aus (8.51) und (8.52), dass fiir alle x € U,
f// a
F@) 2 f@+ 02 @ af (- a)

— f(a) + (f”;a) —z—:) (x —a)’.

Wahlen wir ein € < 5 f” (a) und erhalten, dass
f(x) > f(a) firallexzel,

so dass a eine Minimumstelle von f in U ist und somit eine lokale Minimumstelle. In der
Tat gilt es
f(x)> f(a) firallexeU\{a}.

Der Fall f”(a) < 0 wird analog behandelt. m

Beispiel. Betrachten wir die Funktion f (z) = 2® — z. Dann hat die Ableitung f’ (z) =
322 —1 die Nullstellen a; = \/ig und ay = —\/ig. Da f” (z) = 6z, so erhalten wir f” (a;) >0
und f” (ag) < 0. Deshalb ist a; eine lokale Minimumstelle und as — eine lokale Maximum-

stelle.

Die Funktion f (z) = x® — z hat zwei lokale Extremumstellen a; und as
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25.04.2025 Vorlesung 5

8.9 Konvexe und konkave Funktionen

Definition. Eine Funktion f : J — R auf einem Intervall J heifit konver wenn fiir alle
a,b€ Jund t € (0,1) gilt

f((l=t)a+tb) <(1—t)f(a)+tf(D). (8.53)
Die Funktion f heiit konkav auf J wenn fiir alle a,b € J und t € (0,1) gilt

f((1=t)a+tb)>(1—t)f(a)+tf (D). (8.54)

Z.B. die Ungleichung (8.53) fiir t = £ bedeutet

atby _ fla)+ )
2 2

o
Diese Definition hat die folgende geometrische Bedeutung. Bezeichnen wir
r=1—-t)a+tbh=a+t(b—a) (8.55)

und beachten, dass
te(0,1) &z e (ad).

Es folgt aus (8.55)

,_T—a
Cb—a’
und (8.53) ist dquivalent zu
f@ <@+ IO g

fir alle z € (a,b). Betrachten wir die lineare Funktion

f(b) = f(a)

S (@) = f (@) + 22—

(z —a)
deren Graph die Gerade durch (a, f (a)) und (b, f (b)) ist. Der Graph von S(z) fir z €
(a,b) heiBt die Sekante von dem Graph G von f auf dem Intervall (a,b).

Funktion f ist somit konvex auf J genau dann, wenn die Sekante auf jedem Intervall
(a,b) C J iiber dem Graph G von f liegt. Analog ist die Funktion f konkav genau dann,
wenn die Sekante auf jedem Intervall (a,b) C J unter G liegt.
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konvex - rot, konkav - blau

Satz 8.18 (Kriterium von Konvexitit/Konkavitat) Sei f eine 2-fach differenzierbare
Funktion auf einem offenen Intervall J C R.

(a) Funktion f ist konver auf J genau dann, wenn f” >0 auf J.
(b) Funktion f ist konkav auf J genau dann, wenn " <0 auf J.
Mit Hilfe von dem Monotonietest (Satz 8.10) erhalten wir eine Folgerung:

f ist konvex < [’ ist monoton steigend
f ist konkav < f’ ist monoton fallend.

Beweis. (a) Sei f” > 0 auf J. Wir beweisen, dass f konvex ist, d.h. fiir alle a,b € J und
t e (0,1) gilt
flx) < (X —1t)f(a)+tf(b), (8.56)
wobei
r=1—-t)a+tbh=a+t(b—a).

Nach dem Satz 8.16 (Taylor-Formel mit Lagrange-Restglied) haben wir

(a —a)*

fla)=f(2) + [ (z) (@ = 2) + [" (1) =

und
FO) =5 @)+ 7 @) 6=+ 5 (e) T

wobei ¢1,¢2 € (a,b). Da f” (c1) > 0 und f” (c2) > 0, so folgt es
fla) 2 f(z)+ f(z)(a—2) = f(z) + f(z) t(a—b)
f) = f(@)+f (@) (b—=)=fz)+ f(z) (1 —1) (b—a)

Multiplizieren die erste Gleichung mit (1 — t), die zweite Gleichung mit ¢ und Addieren
ergibt

(L—=t) f(a)+tf(b) = (L—1) f(x) +1f (x)
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+f (@) (A =t)t(a—b)+ f(z)t(1—1)(b—a)
= f(x),
was (8.56) beweist.

Sei jetzt f konvex auf J. Wir beweisen, dass f” (z) > 0 fiir alle z € J. Nach der
Konvexitat von f gilt es fiir jedes x € J

f(x):f<(x+h)—;(x—h)) Sf(:c—l—h)—;—f(x—h)’

wobei h so klein ist dass x + h und x — h in J liegen. Nach dem Satz 8.15 (Taylor-Formel
mit Peano-Restglied) haben wir

(8.57)

2

Fethy= @)+ @h+ [ () s 4o (W) firh—0

und
2

f(x—nh) :f(x)—f’(x)h—i—f”(x)%+o(h2) fir h — 0.
Es folgt, dass

f(x—i_h)—gf(x_h):f(a:)+f”(x)%+o(h2)

Vergleichen mit (8.57) ergibt
2

/" () % +o(h*) 20,

f'(x)  o(h?)
5 TR

woraus folgt fir h — 0 dass @ > (0 da O(hL;) — 0.
(b) Diese Aussage folgt aus (a) da f konkav genau dann ist, wenn —f konvex, und
f" <0 dquivalent zu (—f)" > 0. m

Beispiel. Betrachten wir die Funktion f (z) = Inx fiir € (0, +00). Da

1\’ 1
mz)"=(=) =—= <0
(n:c) <x) 22 )

so erhalten wir nach dem Satz 8.18, dass In x konkav auf (0, +00) ist.

" /

0 f
2

>0,

1
4
X

Die Funktion In z ist konkav
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Nach (8.54) gilt die folgende Ungleichung
In((1—t)a+th) > (1—t)lna+tlnb (8.58)

fir alle a,b > 0 und ¢ € (0, 1). Bezeichnen wir

1
p= undqzz,

1—-t

so dass p,q > 1 und
1 1
-+ -=1 (8.59)
p q

Die Zahlen p,q > 1 mit (8.59) heiBen konjugierte Hélder-Exponenten. Es folgt aus (8.58),

dass

b 1 1
In (g—i——) > ~Ina+ —Inb=In(a'7b'9). (8.60)
p q p q
Setzen wir x = a'/P, y = '/ und erhalten aus (8.60) die Young-Ungleichung
P q
Tl sy,
p q

die fiir alle konjugierte Holder-Exponenten p, ¢ und alle z,y > 0 (und auch fir z,y > 0)
gilt.

Beispiel. Sei f (z) = 2? auf J = (0,400), wobei p € R\ {0,1}. Da
f'@)=pp-1)a"7
so erhalten wir folgendes:
o fiir 0 < p<1gilt f"(z) <0 fir alle z > 0;
e fiir p < 0oder p>1gilt f”(z) > 0 fiir alle z > 0.

Somit ist die Funktion f(z) = 2P konkav wenn 0 < p < 1 und konvex wenn p < 0
oder p > 1.

0 + + i
0 1 2 3
X

Die konvexe Funktion 232 (rot) und konkave Funktion 2?/3 (blau)
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Es folgt, dass fiir p > 1 und alle a,b > 0 die folgende Ungleichung gilt:

a+b\" _af+ P
< .61
(“3°) =55 (8.61)

d.h.

ath _ (a4t 1/”‘
2 —\U 2

Das ist die Ungleichung vom arithmetischen Mittel und Holder-Mittel zur Stufe p.
Fiir p < 1 gilt die umgekehrte Ungleichung

a—l—b2 (ap—kbp)l/p‘

: : (8.62)

In der Tat, im Fall 0 < p < 1 folgt (8.62) aus der Konkavitdt von z?. Im Fall p < 0 gilt
(8.61) nach der Konvexitét von 2P, woraus (8.62) folgt, da p < 0.
Es ist interessant zu bemerken dass nach Aufgabe 24

p 1/p
lim (a ;_bp) = Vab

p—0

so dass das geometrische Mittel sich betrachten lasst als das Holder-Mittel zur Stufe 0.
Die weitere Entwicklung von diesem Thema befindet sich in Aufgabe 37.

8.10 Untersuchung von Funktionen mit Hilfe von [’
und [’

Sei f eine stetige Funktion auf einem Intervall J mit den Grenzen a,b € R, a < b. Nehmen
wir an, dass f auf (a,b) 2-fach differenzierbar ist und dass f” auf (a,b) stetig ist. Dann
[ ist auch stetig auf (a,b).

Man untersucht die Funktion f mit Hilfe von f’ und f” ist wie folgt. In kurz bestimmt
man alle Intervalle wo f’ bzw f” positive oder negative ist. In den Intervallen wo f' > 0
(bzw f" < 0) ist f monoton steigend (bzw fallend). In den Intervallen, wo f” > 0 (bzw
f" < 0)ist f konvex (bzw konkav). Mit Hilfe von diesen Informationen kann man den
Graph von f ziemlich gut skizzieren. Man macht es in den folgenden Schritten.

Schritt 1. (Kritische Menge von ) Man bestimmt die Ableitung f” und die kritische
Menge der Funktion f:

K;={xz € (a,b): f'(z) =0} U{a,b}.

Angenommen, dass die Menge K endlich ist, seien zg, 21, ..., 2, alle Punkte von K in
steigender Reihenfolge (d.h. x; < 2441 Yk = 0,...,n—1), insbesondere zy = ¢ und z,, = b.

Schritt 2. (Die Werte von f(z;)) Man bestimmt alle Werte f (z;) (man darf einen
Rechner dafiir benutzen). Wenn die Grenze xy = a nicht im J liegt, so setzen wir
f(a) :=1lim,_, f (x), wobei der Grenzwert existiert, da f in (a,x;) monoton ist. Analog
bestimmt man f(b).
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Schritt 3. (Intervalle von Monotonie). Die Funktion f is streng monoton in jedem
Intervall (zx,2g11), und man bestimmt die Typ von Monotonie: steigend oder fallend.
Man kann dafiir das Vorzeichen von f’ verwenden:

e gilt f’ > 0 auf (zy,xk11) so ist f streng monoton steigend auf (zy, xg11);
o gilt f/ < 0 auf (xy,z11) so ist f streng monoton fallend auf (xy, z511).

Bemerken wir, dass f’ in (zy,2gs1) nicht verschwindet da keine Nullstelle von f’
zwischen xj und xpq liegt.

Alternativ kann man die Werte von f benutzen: gilt f(xy) < f(zg41) so ist f in
(2, Tr+1) monoton steigend; gilt f(zx) > f(xg41) so ist f monoton fallend.

Schritt 4. (Lokale Extremumstellen) Man bestimmt fiir jeden Punkt z; € (a,b)
ob xj eine lokale Extremumstelle ist. Man kann dafiir das Vorzeichen von f” verwenden:

o gilt " (x) > 0 so ist xy, eine lokale Minimumstelle;
e gilt " (x) < 0 ist xj eine lokale Maximumstelle.

Alternativ kann man die Monotonie von f benutzen: ist f auf (zj_i,2x) monoton
steigend (bzw fallend) und auf (z, k1) monoton fallen (bzw steigend), so ist xj eine
lokale Maximumstelle (bzw Minimumstelle). Ist f auf den beiden Intervallen (zj_1,xy)
und (z, Tx.1) monoton steigend oder fallend, so ist z; keine lokale Extremumstelle. Die
zweite Methode funktioniert auch wenn f” (x;) = 0.

Schritt 5. (Kritische Menge von f') Man bestimmt die kritische Menge der Funk-
tion f”:
Kp={x € (a,b): f"(x) =0} U{a,b}.

Angenommen, dass K endlich ist, bezeichnen wir mit vy, ..., ¥y, alle Punkte von K in
steigender Reihenfolge; insbesondere yy = a und y,, = b.

Schritt 6. (Konvexitiat/Konkavitat und Wendestellen) Man bestimmt die Kon-
vexitit/Konkavitdt von f in jedem Intervall (y;, y;+1). Da f” in jedem Intervall (y;, y;41)
nicht verschwindet, so gibt es zwei Moglichkeiten:

e entweder f” > 0 auf (y;,y;+1) und somit f konvex auf (y;,y;4+1) ist;
e oder f” < 0 auf (y;,y;+1) und somit f konkav auf (y;,y,41) ist.

Definition. Eine Nullstelle y € (a,b) von f” heiit Wendestelle von f wenn f” in den
Intervallen (y —e,y) und (y,y + ¢) fiir ein € > 0 unterschiedliche Vorzeichen hat, d.h. in
einem Intervall ist f” positiv und im anderen Intervall ist f” negativ.

Man bestimmt ob jedes y; € (a,b) eine Wendestelle ist indem man die Vorzeichen
von f” in den Intervallen (y;_1,y;) und (y;,y;+1) vergleicht. Sind die Vorzeichen unter-
schiedlich so ist y; eine Wendestelle, d.h. beim Ubergang von (yj—1,y;) nach (y;,yj11)
andert sich die Konvexitat von f in Konkavitat, und umgekehrt.

Man bestimmt auch die Werte von f an allen Stellen y;.

Schritt 7. (Skizzieren von Funktionsgraph) Man skizziert den Graph von f auf
jedem Intervall (zy,xr+1) wo f monoton zwischen den Werten f(xy) und f (xg41) ist.
Auf jedem Intervall (y;,y;+1) soll der Graph konkav bzw konvex sein. Somit erhdlt man
eine Skizze des Graphes von f auf dem ganzen Intervall J.
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|

[

|

. |
Yj-1 Xk Yj X+1 Yi+1
Lokale Extremumstellen zy, 541 und Wendestelle y;

Beispiel. Untersuchen wir die Funktion

Schritt 1. Wir haben

) = (Inz) z — (Inz) (x) 1 —lnx.

z2 T2

Die Gleichung f’ (z) = 0 ergibt Inz = 1 und somit z = e. Deshalb haben wir
Kf = {0,6, —|—OO} .

Schritt 2. Weiter haben wir

. Inx . .1
1(0) .:}613%7—glﬁli%lnx-:lglg(l);—(—oo)-(vLoo)——oo.
fle)==~0,37
e)=—~r
6 Y )
1 Inz) 1
f(400) := lim 2T~ lim (nx/) = lim — =0.
r——400 I T—00 (;[;) T—00 I

Schritt 3. Fir x € (0,e) gilt f'(z) > 0 und fir x € (e, +00) gilt f’'(z) < 0. Somit
ist die Funktion f (z) streng monoton steigend in (0,e) und streng monoton fallend in
(e,400).

Schritt 4. Wir haben

o (1—lnx>/: —1.2?—2:(1-Inz) 2lnw-3

2 4 x3

Insbesondere f” (e) = 252 < 0 so dass e eine lokale Maximumstelle ist. In der Tat ist e
sogar die Maximumstelle von f auf (0,+00), da f (x) streng monoton steigend in (0, e)
und streng monoton fallend in (e, +00) ist.

Schritt 5. Bestimmen wir die kritische Menge von f’. Die Gleichung f” () = 0 ergibt

2Inz —3=0
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d.h. z = €*? ~ 4,48. Somit
Kf/ = (0, 63/2, +OO) .
Schritt 6. Im Intervall (0,e*?) gilt 2Inz < 3 und f” (z) < 0; somit ist die Funktion
f auf (0,€%?) konkav. Im Intervall (e3/2,+00) gilt f”(z) > 0 und somit ist f konvex.
Deshalb ist e3/2 eine Wendestelle von f, und

Schritt 7. Der Graph der Funktion f (z) = 1“7”” sieht wie folgt aus:

y

1/e— —

r
Der Graph der Funktion f (z) = 22 mit der Maximumstelle (blau) und Wendestelle
(rot)

[
[
[
i
e

30.04.2025 Vorlesung 6

Bei der Untersuchung der Funktion f mit Hilfe von Ableitungen ist es wichtig Folgen-
des zu beachten:

1. Die Intervalle von Monotonie liegen zwischen aufeinanderfolgenden kritischen Punk-
ten von f. Fiir jede Nullstelle von f’ bestimmt man ob sie eine Maximum - oder

Minimumstelle ist.

2. Die Intervalle von Konvexitat/Konkavitit liegen zwischen aufeinanderfolgenden kri-
tischen Punkten von f’. Fiir jede Nullstelle von f” bestimmt man ob sie eine Wen-

destelle ist.

Beispiel. Untersuchen wir auf (—oo, +00) die Funktion
f (x) = 22* — 32 — 362 + 10.
Schritt 1. Die erste Ableitung ist
f'(z) = 62% — 62 — 36 = 6(x + 2)(z — 3).

Die Gleichung f’ (z) = 0 ergibt zwei Nullstellen 27y = —2 und x5 = 3, so dass die kritische

Menge von f ist
Kf = {—OO7 —2, 3, —l—OO} .
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Schritt 2. Die Werte von f auf K sind

Schritt 3. Das Vergleichen von Werten von f ergibt: f ist auf (—oo, —2) und (3, +00)
streng monoton steigend, und auf (—2,3) streng monoton fallend.

Schritt 4. Die zweite Ableitung ist
" =12z — 6.

Da f”(—2) < 0 so ist —2 eine lokale Maximumstelle. Da f” (3) > 0 so ist 3 ist eine lokale
Minimumstelle (was aus der Monotonie auch klar ist).
Schritt 5. Die Gleichung f” () = 0 ergibt = 3, so dass die kritische Menge von f’
1st
Kf’ = {—OO, %, +OO}

Schritt 6. Auf dem Intervall (—oo,$) gilt f” < 0 so dass f konkav ist. Auf dem

Intervall (3,400) gilt f” > 0 so dass f konvex ist. Der Punkt z = 3 ist somit eine

Wendestelle, und
1
()=

Schritt 7. Somit erhalten wir den folgenden Graph.

Y 140 il
120
100 T

80 T

60 T

e — — —

-100 T

-120 T

-140 T

Der Graph der Funktion f (z) = 223 — 322 — 362 + 10, die lokalen Extrema (blau) und
Wendestellen (rot)
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8.11 * Funktionsgraphen und Statistiken

Graphen von Funktionen werden in vielen Anwendungen eingesetzt, insbesondere zur vi-
suellen Darstellung statistischer Informationen. Betrachten wir ein Beispiel. Das folgende
Bild zeigt den Graph einer Funktion y = f (x) die die Anzahl der Einwohner von Deutsch-
land darstellt, die seit Beginn der Epidemie bis zum Tag z positiv auf Coronavirus getestet
wurden.

30000000

20000000

15000000

Die Ableitung f’(x) ist die unmittelbare Geschwindigkeit von f, d.h. die Anzahl
infizierter Personen pro Tag am Zeitpunkt x. Es ist wichtig zu verstehen ob f’ () steigend
oder fallend ist, da im ersten Fall die Epidemie wéachst, wahrend sie im zweiten Fall
abnimmt.

Nach dem Satz 8.18, f ist monotone steigend wenn f konvex ist, und f’ ist monoton
fallend wenn f konkav ist. Man sieht folgendes: der Graph ist konvex in bestimmten
Zeitintervallen wenn die Epidemie stieg, und seit ca. Marz 2022 ist der Graph konkav,
d.h. die Epidemie abnimmt. Die Epidemie ist vorbei when f’ (z) =0, d.h. f (z) = const .

8.12 * Verwenden von Software zum Zeichnen von
Funktionsgraphen

Fiir numerische Berechnungen und insbesondere zum Zeichnen von Funktionsgraphen
gibt es eine Reihe praktischer Software, z.B. Matlab, Maple, Mathematica, Scientific
Workplace, usw. Die meisten dieser Programme sind lizenziert und ziemlich teuer. Es gibt
auch ahnliche Programme im 6ffentlichen Bereich, diese sind jedoch nicht so fortschrittlich.
Zum Beispiel, die Graphen elementarer Funktionen konnen in Google Colab unter

https : //colab.research.google.com/

gezeichnet werden. Dazu bendtigt man ein Python-Programm das man in Google Colab
ausfithren lassen kann. Unten ist ein Beispiel von Python-Programm zum Zeichnen von
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Graphen zweier Funktionen
f(z) =2* —52° — 202 +40 und g(z) = 20sin2z + 10 cos 3z,

sowie das Ergebnis seiner Anwendung:

import matplotlib.pyplot as plt Die Graphen von flx) und glx)

. — fix)
import numpy as np — o0

import math

# Die Werte von x

x = np.linspace(-4.5, 8, 500)

# Die erste Funktion %0
def f(x):

return x**3 - bkxx**x2 — 20%x+40

# Die zweite Funktion

60

20

def g(x): -
return 20*np.sin(2*x)+10*np.cos(3*x) °
# Die Werte der beiden Funktionen

yl = f(x) -20
y2 = g(x)

# Zeichnen der Graphen
plt.figure(figsize=(8, 10))

plt.plot(x, yl, label="f(x)’, color=’blue’)
plt.plot(x, y2, label="g(x)’, color=’red’) 60
# Die Achsen

plt.axhline(0, color=’black’, linewidth=0.5) x
plt.axvline(0, color=’black’, linewidth=0.5)

plt.grid(True)

plt.title(’Die Graphen von f(x) und g(x)’)

plt.xlabel(’x’)

plt.ylabel(’y’)

plt.legend()

plt.show()

8.13 Hohere Ableitungen

Definition. Sei f eine Funktion auf einem Intervall J. Die Ableitung f™ der Ordnung
n € Z, (=die n-te Ableitung) wird per Induktion nach n wie folgt definiert:

fO = f und ™ = (f(n—l))’ fiir jedes n > 1,

vorausgesetzt, dass "1 auf J definiert und differenzierbar ist. In diesem Fall heifit f
n-fach differenzierbar.
Schreibweise: o f
) — —L —gnf
/ dxm™ o
Man benutzt auch die Notation

=
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O = =

f(S) _ (f//)/ —. f///

f(4) _ (f///)/ —. fIV
(mit romischer 4), usw.

Definition. Eine Funktion f : J — R heiflt unendlich oft differenzierbar auf J, wenn f
n-fach differenzierbar auf J fiir alle n € N.

Beispiel. 1. Sei f = e*. Dann f’ = ¢® und per Induktion erhalten wir, dass
()" = e

fir alle n € N. Insbesondere ist ¢* unendlich oft differenzierbar auf R.
2. Sei f =sinz. Dann

f'=cosz, f"=—sinz, " =—cosz, fIV =sinz,
woraus folgt
sin z, n = 0mod 4
. (n) cos , n = 1mod4
(sinx)"™ =

—sinx, n =2mod4
—cosx, n=3mod4

Insbesondere sind sin 2 und cos z unendlich oft differenzierbar auf R.
3. Sei f (z) = x* wobei z € (0,4+00) und a € R. Dann

fl=az"", f"=a(a—1)a"2 f"=ala—1)(a—2)z"3,

usw. Per Induktion erhalten wir fur alle £ € N

(@) =ala—1)..(a—k+1)a"F = (kﬁl (a — i)) 2",

~~ 1=0
k Glieder

Insbesondere ist 2* unendlich oft differenzierbar auf (0, 4+00).
4. Sei f (z) = 2™ wobei z € R und n € N. Dann gilt fir £ <n

@ =nn—-1)...(n—k+1)z""

Fir k£ = n erhalten wir
(z™)"™ = n! = const,

woraus folgt, dass (x")(k) = 0 fiir alle & > n. Insbesondere ist 2" unendlich oft differen-
zierbar auf R.

Fiir die n-te Ableitung gelten die Rechenregeln
(f +9)" = + g™,
(ef)" = ef®

vorausgesetzt, dass f und g n-fach differenzierbar sind und ¢ € R. Fiir n = 1 gelten diese
Regeln nach dem Satz 8.1, und fiir alle n > 1 beweist man sie per Induktion.
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Fiir das Produkt gilt die Leibnizformel

n

(fg)™ = Z (Z) k) k).

k=0

wobei (}) der Binomialkoeffizient ist (sieche Aufgabe 34). Zum Beispiel,
(f9)" = f"g+2f'd + fg".
Beispiel. Sei f ein Polynom
f(x) =co+ 1w+ 2?4+ ...+ cpa” (8.63)
mit reellen Koeffizienten ¢, wobei n € Z, und ¢, # 0. Die Zahl n heifit der Grad des
Polynoms f und wird mit deg f bezeichnet. Ist n > 1 so gilt

f'(z) =c1 +2c1 + ... + nepa™

Somit ist die Ableitung von f ein Polynom des Grades n — 1.
Es folgt per Induktion, dass

™ () = ¢,n! = const

und f® = 0 fiir alle k¥ > n. Die Eigenschaft, dass f*) = 0 fiir ein k, ist eine charakteris-
tische Eigenschaft von Polynomen (siche Aufgabe 36).

8.14 Taylorformel mit Peano-Restglied

In diesem Abschnitt beweisen wir die Taylorformel, die eine Approximation der Funktion
f mit Hilfe von Polynomen des beliebigen Grades n liefert.
Definition. Sei f n-fach differenzierbar auf einem Intervall J. Sei a € J. Das Polynom
_ /' (a) f™ (a) n_x~f% () K
Ty(w)=f(a)+ - (@—a)+.. +—(z—aq) —;T(x—a) . (8.64)
heifit Taylor-Polynom von f der Ordnung n an der Stelle a.

Die vollstandige Notation von dem Taylor-Polynom ist 7}, ; (x; a), aber haufig schreibt
man T, () wenn es klar ist was f und a sind.

Hauptsatz 8.19 (Taylorformel mit Peano-Restglied) Sei f (z) eine n-fach differenzier-
bare Funktion auf einem Intervall J, wobei n € N. Dann gilt es fir jedes a € J

f(x)=T,(z)+o((x —a)")| firz— a, (8.65)

wobei T, das Taylor-Polynom von f an der Stelle a ist.
Umgekehrt, gilt fir ein Polynom

Plx)=cy+ci(z—a)+c(r—a) + ... +cp(z—a)
die asymptotische Identitat
f@)y=P)+o((x—a)") firxz— a, (8.66)

so gilt dann ¢, = % fir alle k =0,1,...,n, d.h. P(x) =T,(x).
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Die zweite Aussage lésst sich wie folgt umformulieren: 7, (x) ist das einzige Polynom
des Grades < n, das (8.65) erfiillt.

Das Taylor-Polynom T,, (z) lasst sich betrachten als eine Approximation von f (x) in
der Nahe von a. Die Differenz

Ry(z) = f () = T, (v)
heifit das Restglied der Taylorformel. Es folgt aus (8.65) dass
R,(z) =0o((x —a)") firz — a,

und diese Darstellung des Restgliedes heifit die Restgliedform nach Peano.
Ein spezieller Fall des Satzes 8.19 fiir n = 2 stimmt mit dem Satz 8.15 liberein.

Beispiel. Sei f (z) = e*. Da f( (a) = e fiir alle n, so erhalten wir aus (8.64)

T (z50) = &f <1+(:Bia)+(x;!a) ++%>

Insbesondere fir a = 0 erhalten wir

.732 n

T T
T"($>:1+ﬁ+§+'"+ﬁ’

d.h. T, (x) ist die n-te Partialsumme der Exponentialreihe.

7

y

6

t i
1 2
X

Funktion e* (rot) und ihre Taylor-Polynome Tj (z) = 1 4 x (schwarz) Ty () = 14+ x + ‘%2
(blau) und T3 (z) = 1 + o + % + % (lila)

Bemerkung. Fiir jede Funktion f(z) die mit Hilfe von Potenzreihe

fla) =) apat
k=0

definiert ist, stimmt das Taylor-Polynom 7,,(z) an der Stelle 0 mit der Partialsumme
Sp(z) =D _,ar tberein (Aufgabe 45). Die Idee ist zu beweisen, dass

f(x) = S,(z) +o(z") firx —0
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und danach die Eindeutigkeitsaussage des Satzes 8.19 zu benutzen.

Beispiel. Sei f (z) = zP, wobei z > 0 und p € R. Das Taylor-Polynom an einer Stelle
a >0 ist

k!
k=0
_ Zp(p— 1) '.}C('p— B D) ok (5 — )
k=0 ’
= Gi) a?* (x — a)k , (8.67)

wobel

k k!

eine Verallgemeinerung von Binomialkoeffizienten ist. Nach (8.65) gilt

(p) _plp=1..(p—k+1)

2 =T, (x)+o((x —a)") firz— a.

Fiir b = x — a erhalten wir aus (8.67)

(a+ D) =aP + (?) aP~th + (g) aP72 + .+ (i) aP="" + o (b") |, (8.68)

fir b — 0. Im Fall p = n stimmt (8.68) mit dem binomischen Lehrsatz {iberein (wobei
das Restglied o(b") verschwindet).
Insbesondere fiir n = 1 erhalten wir

(a+0b)f =a”+pa’'b+o(b),

fir n =2 .
(a+ b)Y =a? + pa? b+ %al’ﬁbg + 0 (b?),

and fir n =3

—1 -1 -2
(a+0b)” =a” +pa’'b+ }%a”#lf + P (p E)S v )ap_3b3 +o(b’). (8.69)

Zum Beispiel, (8.69) ergibt fir p = 1/3

1 1 2 1 2
(a+b)"* = a'/? + gaﬂ/% + = (—§> a 3% + (——) (—E) a **b* + o (b*)

2.3 6-3\ 3 3
1 1 5
— a3 4 ga_w’b — §a_5/3b2 + 8—1a—8/3b3 +o(b). (8.70)

Berechnen wir mit Hilfe von (8.70) die Kubikwurzel aus 9. Fiir a = 8 und b = 1 erhalten
wir
1 5

1

3/0 1/3 __ q1/3 -2/3 -5/3 —8/3
9=+ ~8 —8723 _ 23 By

V9= (8+41) +3 5 + 5
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46
9. 1 1 N 5
N 3.-22 9.25  8].928
1 1 5
=24 — — 4+ " —9208010...
137288 20736 , 08010
In der Tat gilt es
/9 = 2,08008...

so dass der Approximationsfehler von (8.71) ca. 0,00002 ist

3__
Yy

+ 1
16 18 20

0 +————+—— '
o 2 4 6 8 10 12 14

Function f (z) = z'/3 (rot) und ihres Taylor-Polynom an a = 8:

@—8f+8fygx—a3@mm

1
Ty(2) =2+ 505 (2= 8) = ;=

Beweis von dem Satz 8.19. Wir beweisen die asymptotische Identitat

f@)—T,(x)=0((x —a)") firx—a

per Induktion nach n. Induktionsanfang: fiir n = 1 gilt (8.72) nach (8.46).
Induktionsschritt von n — 1 nach n. Wir miissen beweisen, dass

f@)=T,(x)=0((z —a)") firz—a

. f (x) = T, ()
i Y

Leiten wir das Taylor-Polynom T;, (x) = T}, s (z) ab and erhalten folgendes

n k) (g 2\
T, (2) = kaf)@c—a))

9 (a)
- k!

()" () k-1
e

o
[en]

k(x—a)t

Il
=
3 M:

=1

ol

(8.72)

(8.73)
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n—1

N (g .

wobei | = k — 1. Wir sehen, dass die rechte Seite hier mit dem Taylor-Polynom der
Ordnung n — 1 der Funktion f’ iibereinstimmt. Somit gilt die folgende Identitét:

T (2) = Tuvp (2)] (8.74)

Nach der Induktionsvoraussetzung gilt

i 7@ = T (2)
r—a (.CIZ' . a)n—l

= 0. (8.75)

Da (8.73) ein unbestimmter Ausdruck der Form 3 ist, so erhalten wir nach der Regel von
L’Hospital (Satz 8.13), (8.74) und (8.75), dass

f@)=To@) (@) =T @)

alzlgzlz (r—a)"  z-a (z —a)" - ﬂlclgtll n(z— a)T;_1 =0
woraus (8.65) folgt.
02.05.2025 Vorlesung 7
Fiir die zweite Aussage, nehmen wir an, dass (8.66) gilt, d.h.
f(x)=Plx)+o((x —a)") firz— a, (8.76)
und bezeichnen 19 (a)
b, = A Cr,.

Wir miissen beweisen, dass by = 0. Es folgt aus (8.65) und (8.76), dass

bo+bi(x—a)+..+b,(x—a)" =T, (z)— P(x)
( () +o((z—a)") = (f(z) +o((x —a)"))
o((z—a)") firz— a. (8.77)

Leiten wir daraus her, dass b, = 0 fir alle £ = 0,...,n. Nehmen wir das Gegenteil an,
dass by # 0 fiir einige k£ und setzen

m =min{k € {0,...,n} : by #0}.
Dann gilt nach (8.77)

" 4 by(z—a)"=0((x—a)") firz— a

b (. — a)" + by (x — a)
Dividieren durch (z — a)™ ergibt

bm—i-bmﬂ(:c—a)—l—...—|—bn(a;—a)"_m:O(<x—_a21)(:c—a)"_m—>0fiirx—>a.
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Andererseits, der Limes der linken Seite hier ist gleich b,,, woraus folgt b,, = 0, was im
Widerspruch zur Annahme steht. m

Beispiel. Bestimmen wir die Taylor-Polynome 75,11 (z) der Funktion sin z an der Stelle
0. Wir haben die folgende Reihe fiir sin x:

00 2+ G
S 1)k —r 4
Nach Aufgabe 45 gilt
n a’,’2k+1 J,‘B x2n+1
T, = Son = ) (-
o1 () an+1 () (=1) (2k + 1)! o 3! ot (=) (2n +1)!

k=0

Analog bestimmt man die Taylor-Polynome von cos . Alternativ kann man die Taylor-
Polynome von cos x mit Hilfe von (8.74) erhalten d.h. als die Ableitungen von Taylor-
Polynomen von sin z:

T T n T
T2n,cos (ZL’) = T2,n+1,sin (I) = Z (_1)k (2]{:)‘ =l-—+..+ (_1)
k=0 )

Es gelten die folgenden Taylorformeln:

2 3 n
m(l+z)=0— =42 — 4+(-1)""Z 40 |firz—0

2 3 n

3 5 2n+1
arctanx::v—%+%—...+(—l)n 2:2_{_1 + o (z*?) | fir z — 0

(siche Aufgaben 43 und 46).

8.15 Taylorformel mit Lagrange-Restglied

Wir geben hier eine andere Darstellung des Restgliedes in Taylorformel an.

Hauptsatz 8.20 (Taylorformel mit Lagrange-Restglied) Sei f (x) eine n-fach differen-
zierbare Funktion auf einem Intervall J, wobei n € N. Dann, fir alle a,x € J, ©x # a,
qgilt

f(c)

n!

(x —a) + ... —i——l(x—a)"_l + (z—a)" (8.78)
fiir ein ¢ zwischen a und x (d.h. ¢ € (a,z) oder ¢ € (x,a)).

Fiir n = 1 sieht (8.78) wie folgt aus:

fx)=f(a)+ [ (c)(x—a),
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was nicht anderes als Mittelwertsatz von Lagrange ist (Satz 8.8) . Fiir n = 2 erhalten wir

f@=f@+ 7 @e—a+ T @ ap,
was mit dem Satz 8.16 iibereinstimmt (mit b = x).

Die Identitat (8.78) lasst sich wie folgt umschreiben:

R, 1 (x) = / (x —a)", (8.79)

was die Restgliedform nach Lagrange heif3t.

Beispiel. Betrachten wir die Funktion f (z) = sinx und ihre Taylor-Polynome an 0

3

x
T4(x):T3(x):x—§.
Nach dem Satz 8.20 gilt fiir alle = # 0
(5)
sinx — Ty (z) = / (C)l‘5

5!

fiir ein ¢ zwischen 0 und z. Da f® (¢) = cosc und |cosc| < 1, so erhalten wir die
Abschatzung des Approximationsfehlers:

Isine — Ty (2)] < —=

die fiir alle z € R gilt.

2+

Funktionen sin z (blau) und Ty(z) = 2 — £ (rot) in der Néhe von 0

3!
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Zum Beispiel, fir x = 0, 1 erhalten wir
_ 0,13
sin0,1~ T, (0,1) =0,1— 5 = 0,0998333... ,

und der Approximationsfehler ist kleiner gleich

0,1°
<107,
120

8.16 * Beweis der Taylor-Formel mit Lagrange-Restglied

Wir beweisen hier die Formel (8.78).

Beweis von dem Satz 8.20. Wir wechseln im Beweis die Notation und beweisen, dass
fiir alle a,b € J, a # b, gilt

FO) =Toa ) = LD gy (8.80)

n!

fir ein ¢ zwischen a und b. Dafiir verwenden wir den Mittelwertsatz von Cauchy (Satz
8.14) mit den folgenden Funktionen F' und G:

"(z "z (n=1)(g n—
Fa)=f@)+520-o)+ 52 0-2’+. + 552 0-o)"", (8.81)
und
G(x):=(b-—2)".
Nach Voraussetzungen ist [ auf J differenzierbar, und nach dem Mittelwertsatz von
Cauchy existiert ein ¢ zwischen a und b mit
EF(b) —F(a) _ F'(c)
G((b)-Ga) G(e)

(8.82)

Bestimmen wir alle Werte in dieser Identitat. Wir haben

(o "(p (n—1) T n—
Fla)=f(@+52 00—+ 52 0-a’+  + L2 (0 —a)"!
= n—l(b>

und

G' ()= —-n(b—z)""".
Leiten wir jedes Glied in (8.81) in = ab. Fiir jedes k = 1,...,n — 1 gilt

(f(k) () . x)k>/ B _f(k) (x)k: (b o)t FOEHD () (b— )"

k! k! k!
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f4) (@)

woraus folgt

0! 1!
—fl(!‘”) (b—x)+f2§m) (b—)?
" ) (4) T 5
1) e S0E

2!

PO @) e IP@)
T O oy e

Alle Glieder in diesem Ausdruck lassen sich wegkiirzen, aufler des letzten Glied. Somit
erhalten wir

F' () = (b—z)"". (8.83)

Einsetzen die Werte von F,G, F’, G’ in (8.82) ergibt

FO) =Tua () _ Gt 0—o"" ()

— (b — a)” -n (b — c)n_l N n!

woraus folgt

d.h. (8.80). m
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Chapter 9

Integralrechnung: unbestimmtes
Integral

Wir betrachten hier das folgende Problem: wie lasst sich eine Funktion F durch ihre
Ableitung F'" wiederherstellen? In Bezug auf die Bewegung von einem Auto bedeutet
diese Frage folgendes: gegeben sei die Geschwindigkeit des Autos an jedem Zeitpunkt ¢,
man muss seine Position bestimmen.

9.1 Stammfunktion und unbestimmtes Integral

Seien f und F reellwertige Funktionen auf einem Intervall J.
Definition. Gilt F’ = f auf einem Intervall J, so heifit die Funktion F' eine Stammfunk-
tion von f auf J.

Nicht alle Funktionen haben Ableitung. Auch nicht alle Funktion haben Stammfunk-
tion. Im nachsten Kapitel beweisen wir den folgenden Satz.

Satz 9.1 (Existenz von Stammfunktion) Jede stetige Funktion auf einem Interval J hat
eine Stammfunktion auf diesem Intervall.

Fiir die Eindeutigkeit von Stammfunktion gilt folgendes.

Satz 9.2 (Eindeutigkeit von Stammfunktion) Ist F' eine Stammfunktion von f auf einem
Intervall J, so hat jede Stammfunktion von f die Form F (x)+ C, wobei C' eine beliebige
Konstante 1st.

Beweis. Gilt F' = f, so gilt auch (F + C) = F' = f. Somit ist F' 4+ C auch eine
Stammfunktion von f. Umgekehrt, ist G' eine andere Stammfunktion von f so gilt auf J
die Identitat F' = G’ = f woraus folgt (G—F)" = 0 auf J. Nach dem Konstantentest (Satz
8.9) ist die Funktion G — F gleich eine Konstante C' auf .J, woraus folgt G (z) = F (z)+C
fiir alle x € J, was zu beweisen war. ®
Zum Beispiel, we wissen, dass
(l’2)/ = 2x,

so dass x* eine Stammfunktion von 2x ist. Es folgt, dass jede Stammfunktion von 2x
gleich 22 + C ist.

2

53
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Definition. Die Menge von allen Stammfunktionen von f (z) bezeichnet man mit

/f(x)dx

(“Integral von f von z dx”). Dieser Ausdruck heifit auch unbestimmtes Integral von f.
Nach dem Satz 9.2 ist [ f (x)dx eine Funktion plus beliebige Konstante.

Z.B. es gilt
/21‘ de = 2% + C.

Der Grund fiir diese Notation ist wie folgt. Das Symbol [ heiit Integral und stamm
aus dem Buchstabe “S” von “Summe”. Allerdings passt der Buchstabe “S” auch zum
Wort “Stammfunktion”.

Um die Nation [ f (x) dx zu erkléren, skizzieren wir eine Konstruktion fiir Stammfunk-
tion, die wir spater fiir den Beweis von dem Satz 9.1 verwenden. Sei F' eine Stammfunktion
von f auf einem Intervall .J. Dann gilt fiir jedes x € J

F(z+dz) — F(x) = F'(z)dx + o (dz) = f(xz)dx + o(dzx) fiir de — 0. (9.1)

Fixieren wir einen Punkt zy € J und fiir beliebigen Punkt x € J betrachten eine Folge
{xx}i_ mit z,, = x so dass die Differenzen

dry, = Tp1 — Ty,

klein genug sind (d.h. n reichend grof ist). Wenn wir o (dz) in (9.1) vernachléssigen so
erhalten mit Hilfe von (9.1)

i
iR
3
R

Fz) = F(xo) = ) (F(aps) — Fag) = ) (F(wp +dag) — F (x)) = if (k) dy.

0

B
Il
o
B
Il

(9.2)
Im néachsten Kapitel beweisen wir, dass der Grenzwert der rechten Seite fir n — oo
existiert und gleich F (z) — F (x9) ist. Wir sehen, dass die Notation [ f (z)dz die Kon-
struktion der Stammfunktion widerspiegelt, und die Summe Y 7} f (1) day wird zum
Integral [ f(z)dx fir n — oc.

Unterhalb sehen wir auch dass die Notation [ f (z)dz sehr bequem fiir Berechnung
von Integralen ist.

Die Operation f — [ f(z)dz heiit unbestimmte Integration oder Integrieren. Das
Wort “unbestimmt” bezieht sich auf die unbestimmte Konstante C' im Satz 9.2. Die
Funktion f (z) heifit der Integrand, die Variable x heifit die Integrationsvariable. Natiirlich
ist der Wert von Integral unabhangig von der Notation der Integrationsvariable.

In diesem Kapitel lernen wir die Methoden von unbestimmten Integration. Da Inte-
grieren eine inverse Operation von Ableiten (=Differenzieren) ist, so erhélt man meist die
Rechenregeln von Integrieren als Umkehrung von den Rechenregeln von Ableiten.

Sei F' eine differenzierbare Funktion auf einem Intervall J. Nach dem Satz 9.2 gilt auf
J die Identitat

/ F(2)de = F () + C| (9.3)

Diese Identitat lasst uns eine Tabelle von Stammfunktionen zu erstellen.
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Zum Beispiel, da (z**!) = (a + 1) 2® so fiir a # —1 erhalten wir

potl /
= xa7
<a + 1)

woraus folgt, fir a # —1,

ma—l—l
/x“dx = +C.
a+1

%)

Fiir reelles a gilt diese Identitét auf (0, +o0), fiir nichtnegative ganze a — auf R, und fiir

negative ganze a — auf (0,4o00) und (—o0, 0).
Insbesondere erhalten wir

/d:c:x+C’, /
/\/_d —iﬂ+c
B YC R

Da (In|z])" = 2 auf (0, +00) und (—o0,0) (Aufgabe 6) so erhalten wir

d
/—x:ln|x\—|—0
T

auch auf (0,400) und (—o0,0).

Umkehrung von Ableitung von Exponentialfunktion ()" = e® ergibt

/exdx:e"”+C’

und (e®®) = ae®® ergibt, fiir a # 0,

2

T
dr=—+C
T ax 2+,
d 1
Z- 1o
T T

ax

/eaxdx:€—+0.
a

Umkehrung von (a®) = (Ina) a® ergibt

/ ady = — + C
Ina
wobei a > 0, a # 1.
Umkehrung von Ableitungen (cos z)' = —sinz und (sinx)" = cos x ergibt:
sinxdr = —cosx + C

coszdr =sinx + C|.
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1

Da und (tanz) = —4— und (cotz) = — 7> so erhalten wir

cos?

cos? x

/ dr =tanz + C'|,

auf jedem Intervall wo cos x nicht verschwinde

t, und

dx
/ —— = —cotx +C|
sin®
auf jedem Intervall wo sin x nicht verschwindet.
Umkehrung von Ableitungen (arcsin ) = \/11_?7 (arccos x)’ = —\/1;_7 und (arctan z)’

Tz ergibt

/ do inz+ C rC
———— =arcsinz = — arccos T
V11— 22
d
/_x = arctanz + C'|.
14 22
Umkehrung von Ableitungen von den Hyperbelfunktionen (cosh x)' = sinhz und

(sinh z)" = cosh z ergibt

/sinhxdw =coshz +C
/cosh:cda: =sinhx + C|.
Da (tanhz)" = —— und (coth )" = —L— so erhalten wir
/cojﬁ;x =tanhz + C'|,
/sirflthx = —cothx +C

auf (0,00) und (—o0,0). Wir haben auch

(i (e + v TT)) =

(1n)x+x/ﬁ‘>

( ‘1—1—3:
In
1—2z

1
Var—1

T 1 g2

auf (1,+o00) und (—oo,—1)

)/ ! auf (—oo,—1),(=1,1) und (1,400)

(Aufgabe 6). Umkehrung von diesen Identitéten ergibt folgendes:

=1In (x

/ dx
Vi +1

+Va2+1)+C,

auf (—1,1),
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d
\/%zln‘x—i-vx?—ﬂ + C'| auf (1,400) und (—o0,—1),

/ dx 11 1+:v_|_
—— = —1n
1—22 2 1—=x

Die Funktionen In (a: + Va2 + 1) und In |x + Va2 — 1‘ heilen langer Logarithmus. FEs

gelten sie Identitaten
In (x—l— Va2 + 1) =sinh™'z, z€eR

C| auf (—o0,—1),(—=1,1) und (1,+400)

und

In (x + Va2 — 1> =cosh™'z, z € (1,+00).
Die Funktion %ln Hf—ﬂ heifit der hohe Logarithmus, es gilt

1. 1+«
—1In

= tanh "' ~-1,1
T tanh™ z, z € (—1,1)

27T

Die Funktionen In |z 4+ v/z% — 1| (blau), In (z + v + 1) (griin) und $ In | 32| (rot)

Die obigen Identitaten liefern eine Tabelle von Stammfunktionen, die auch Integralta-
belle heifit. Die Eintrage dieser Tabelle heilen Grundintegrale. Es gibt langere Tabellen
von Stammfunktionen mit tausenden Eintragen. Es gibt mehrere Programme wie Matlab,
Maple, Mathematica, MuPAD, Scientific Workplace, usw., die Stammfunktion explizit
bestimmen koénnen. Diese Programme benutzen die ausfithrlichen Integraltabellen und
die Rechenregeln von Integrieren.

Integrieren ist normalerweise viel schwieriger als Differenzieren. Dartiiber hinaus ist
es nicht immer moglich das Integral explizit durch elementare Funktionen auszudriicken.
Z.B. die Integrale

/eﬂCde, /Smxdx, /e_m\/fdx, /\/x+ldx
x x

(und viele andere) lassen sie nicht als elementare Funktionen darstellen.
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In diesem Kapitel entwickeln wir die Technik des Integrierens fiir explizite Bestim-
mung von Integralen (wenn moglich). Diese Technik besteht aus drei Rechenregeln —
Linearitét, partielle Integration, und Substitution, die haufig ein gegebenes Integral auf
Grundintegrale zurtickzufiihren helfen.

Es gibt auch spezielle Integrationsverfahren fiir einige Klassen von Integranden.

9.2 Linearitat des unbestimmten Integrals

Satz 9.3 Seien f und g zwei stetige Funktion auf einem Intervall J. Dann gilt

/(f—i—g)dw:/fdx—l—/gda:. (9.4)

Auch fiir beliebige Konstante a € R, a # 0, gilt

/afd:c:a/fdx.

Beweis. Wir miissen beweisen, dass die Ableitung der rechten Seite von (9.4) gleich f+g
ist. Die Summenregel der Ableitung ergibt

(/fdm—i—/gdm)lz (/fdx>/+</gdx)/:f+g,

was zu beweisen war. Die zweite Identitéat lasst sich analog beweisen:
!/ !/
(a/fdx) :a(/fda:) =af.

2
Beispiel. 1. Bestimmen wir f <x + \/LE) dz. Es gilt

1Y) 11 1
(x—i——) =2’ + 22—+ - =2"+2Vr + -,
T T T

VT VT

und somit
1)° 1
/(x%—\/—g) dx:/xgdx+2/xl/2dx+/5dx
- %3 + A +In|z| + C.
07.05.2025 Vorlesung 8
2. Bestimmen wir f izﬂd:p Da
> -1 (2*+1)—-2 2

x2—|—1: 2+1 0 x241’
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wir erhalten

/x2—1d /d / 9arctanz + C
T = T — =T — arctan r .
2 +1 2+ 1

3. Bestimmen wir f Bemerken wir zunéchst, dass

sin? x cos2 T’

1 sin? x + cos? r 1 1

- = — = + =
sin? x cos? x sin? x cos? cos?x  sin’z’
woraus folgt

dx dx dx
EC I 5+ 5 =tanz —cotx + C.
SN~ X COS“ T COS“ T S~ xr

4, Bestimmen wir [ cos? z dz. Dafiir bemerken wir, dass

1+ cos 2z
2

/cos xdm—/l+€082xd
/dx—i— /Cos2xdx

1 1
= —gx+ -sin2z+C

COS2 T =

und somit

2 4
1 1
— §x+ isinxcosvaC’. (9.5)

Hier haben wir benutzt, dass (sin 2z)" = 2 cos 22 und somit
1
/costdx = Esin2x +C.

5. Sei f ein Polynom

fx)=co+cx+..+ca" = Z cpzt.
k=0

Dann erhalten wir

_n k _n Ck  k+1
/f(x)dx—g/ckxdx—§k+lx +C

2 mn—&—l

C + cot + 10— + ... +
= Cor +c1— + ...+ ¢, .
0 9 n+1

Die unbestimmte Konstante C' lasst sich bestimmen wenn die Stammfunktion noch eine
Bedingung erfiillen muss. Z.B., bestimmen wir die Stammfunktion F' des Polynoms f mit
der zusitzlichen Anfangsbedingung F (0) = a, wobei a gegeben ist. Fiir die Funktion

72 e
F(ZL‘) :O+CQJ]+01?+...+0nn+1

gilt F'(0) = C, woraus folgt, dass C' = a und somit
2 |

x
F = — 4+ ... n .
(x) a—l—cox—|—012+ +Cn+1
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9.3 Partielle Integration

Seien u (z) und v (x) zwei Funktionen auf einem Intervall J. Ist v differenzierbar, so
betrachten wir den Ausdruck

/udvz/u(m) dv () ::/u(x)v’ (z) dz.

Satz 9.4 Seien u,v zwei stetig differenzierbare Funktionen auf einem Intervall J. Dann
qilt auf diesem Intervall die Identitdt

/ udv = uv — / vdu. (9.6)

Beweis. Die Identitét (9.6) ldsst sich ausfiihrlicher wie folgt umschreiben:

/uv’dx = uv — /vu’dm. (9.7)

Da die Funktionen wv’ und vu’ stetig sind, so die beiden Integrale in (9.7) existieren.
Um (9.7) zu beweisen, es reicht zu zeigen, dass die rechte Seite eine Stammfunktion von
uv’ ist, d.h. die Ableitung der rechten Seite gleich uv’ ist. In der Tat gilt es nach der
Produktregel der Ableitung, dass

(oo~ [ i) =y - o

= (v'v +wv") — vu

!/
= uv’,
was zu beweisen war. ®

Beispiel. 1. Bestimmen [Inzdz. Fiir v = Inz und v = z haben wir
1
/lnxd:vlenx—/xdlnx:xlnx—/x—dx::vlnzv—$+C',
x

so dass

/lnxdx:xlnx—x—i-C

2. Bestimmen [ z%e¢®dz. Wir benutzen, dass e”dz = de®. Fir u = 2% und v = €”

haben wir
/[EQBdeB = /xQdeI = z2e® — /egcdx2 = 22e® — 2/:Uexda:.

Um [ ze®dr zu bestimmen, wir benutzen den Satz 9.4 wieder, diesmal mit v = z und

v =e":
/:L'exdx:/xdex:xex—/e’”dm:xe’c—ex+0.

Somit erhalten wir
/xzexdz = 22" — 2xe” + 2% + C.
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3. Bestimmen wir [ e*cosz dx. Mit Hilfe von partieller Integration erhalten wir
/egﬁ cosxdr = /cosxdem =e’cosT — /e’”dcosx
= e’ cosT + /ez sin xdx
= e’ cosT + /sinxdez
e’ cosx + e*sinx — /exdsinx
=e"cosx + e’sinx — /ex cos z dx.

Es folgt, dass
1
/em cosx dr = Eex (cosx +sinz) + C.

4. Bestimmen [ v2? + 1dz. Fir u = v22 + 1 und v = x, erhalten wir

/de—xm_/m

x—i—ldm
[
VT
=z x2—|—1—/\/a:2+1dx+ln<a:+\/:v2+1>+C

Wir sehen, dass dasselbe Integral in den beiden Seiten erscheint. Losen diese Gleichung
beziiglich [ V2?4 1dz ergibt

/\/xz—l—ldm:%x\/x2+1+%ln(x+\/x2+1) +C

Analog zeigt man, dass

/\/x2—1dx:%x\/as2— —%ln|x+\/;v2—1‘+0

auf (1,4+o00) und (—oo, —1) (siche Aufgabe 55).

9.4 Substitutionsregel

Satz 9.5 (Substitutionsregel fiir unbestimmtes Integral) Sei f eine Funktion auf einem
Intervall I und sei F' eine Stammfunktion von f auf I, d.h.

/f )dy = F (y)+ C. (9.8)

Sei u eine differenzierbare Funktion auf einem Intervall J mit u(J) C I. Dann gilt auf J

/f (u(z))du(z) = F (u(z)) + C. (9.9)
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Bemerkung. Dieser Aussage bedeutet folgendes: um das Integral in (9.9) zu berechnen,
man macht die Substitution

y=u(x),
berechnet [ f(y)dy und danach ersetzt y durch u (x) . Die Bedingung u (.J) C I gewéhrleistet
dass die Komposition f owu auf J definiert ist.
Dieses Verfahren von Integrieren, die auf der Identitéat (9.9) basiert, heiit die Substi-
tutionsregel. Die Reihenfolge von Schritten ist wie folgt:

[ru@ydute) = [ 1@y =F)+C = Fu@)+c

Beweis. Die beiden Funktionen f (u(x)) und F (u(z)) haben den Definitionsbereich J.
Da
[ Hu@ydu) = [ @) @

so ist die Identitit (9.9) Aquivalent zu
(F(u(2))) = f(u(x)u (z).
Diese Identitiit folgt aus der Kettenregel und F’ = f da
(F(u(2)) = F (u(2)u (x) = f (u(2))d (2),

was zu beweisen war. ®

Es ist klar aus dem Beweis, dass die Substitutionsregel eine Umkehrung der Ketten-
regel ist.

Beispiel. 1. Bestimmen wir [ (az + b)" dz wobei a # 0 und n € R. Da
d(ax +b) = adx

und somit

1
dr = —d(ax +b),
a

so erhalten wir mit der Substitution y = ax + b
n 1 n 1
/(am—i—b) dx = a/(aijb) d(ax +b) = E/y”dy.

n+1
Y

Injy| +C, n=-1.

+C, n#—1,

so erhalten wir

n+1
%—_ﬁ)l) +C, n#-—1,
/(ax—i—b)” dr = (9.10)
1
—Inax +b|+C, n=-1.
a
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2. Bestimmen wir wgﬁ 7+ Wir haben

/ dx _1/ dx
244 4 ) ia241

1 [ 2d(5 1
= —/% (Substitution y = —z)
i) (e 2

1 dy 1
:§/y2+1 :§arctany+0

1 1
=3 arctan 3% +C. (9.11)

3. Bestimmen wir f ﬁdjz. Da

2

(Y2l 2
mdx—d(2)—2d(1—l—1:),

/ vdr 1/d(1+x2)
14+22 2 1422
Die Substitution y = 1 4 2% ergibt

xdx 1 [dy 1 1
— - [ C=-In(1+2%) +C.
/1+x2 2| 5~ g In (L+2%) +

so haben wir

4. Bestimmen wir [ Si‘%. Mit der Substitution y = cos x erhalten wir

/ d:z: :/sh‘la;da::_/ dcosx :/ dy 9.12)
sin x sin” x 1 —cos?zx y?—1
1 1—cosx

y—1
|+ C==-In—+C. 9.13
y—{—l‘—'— 2n1+cosx+ ( )

1
—1In
2

Um die Antwort weiter zu vereinfachen, benutzen wir die trigonometrische Identitat *

1 —cosx 9 T
— =tan” - 9.14
1+cose 0 (9.14)

was ergibt

sin x

/ fsanz| + O

Analog beweist man, dass

/dx :%ln(l—l—s%nx)_i_c
COS T 1 —sinzx

2cos?x —1=1—2sin®x = cos 2z,

In der Tat gilt

woraus folgt
1—cos2zx 2sin“x 9

14 cos2x 2cos?z
Ersetzen x durch z/2 ergibt (9.14).
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(Aufgabe 62) und

/tanxdx = —In|cosz|+ C

(Aufgabe 56).

5. Bestimmen wir f Jlf?dx. Da

1., 5 1 9
S — _Zd(1 -
xdx 2d(x) 2d( x),

so erhalten wir mit Substitution y = 1 — 22

x 1 [d(1—2?) 1/ )
dp = —= [ 2/ _ _~ Py = —y?+C = —V1 —22+C. (9.15
/\/1—1“2 2/ V1-—ua? 2 )" Y Y (8-15)

6. Bestimmen wir [ arcsinz dz. Wir verwenden zunéchst partielle integration und

danach (9.15):

/arcsin:c dr = xarcsinx — /x darcsinx (u=arcsinz, v = 1)

) x
= garcsinx — dx
V1—a?

=garcsinz + V1 — 22+ C.

Somit gilt es

/arcsinxda: =garcsinx +vV1—22+C

Analog beweist man dass

/arccosxdx = xarccosx —V1—x22+C

und

/arctanxda: = zarctanz — 3 In (14 2?) +C

(siche Aufgabe 55).

09.05.2025 Vorlesung 9

Héufig ist es unklar ob das gegebene Integral sich in der form [ f (u (2)) du (z) darstellen
lasst. In diesem Fall hilft die folgende Version der Substitutionsregel.

Korollar 9.6 (Inverse Substitution) Sei f eine stetige Funktion auf einem Intervall J.
Sei v eine differenzierbare streng monotone Funktion auf einem Intervall I mit v (I) = J,
so dass die inverse Funktion v=': J — I emistiert. Gilt auf I

[reaw=cu+c (9.16)
so gilt auf J
/f (x)de =G (v (z)) + C. (9.17)
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Bemerkung. Diese Aussage bedeutet folgendes: um das Integral [ f (z) dx zu berechnen,
man macht die inverse Substitution 2 = v (y), berechnet das Integral [ f (v (y))dv (y)
und dann ersetzt y durch v=!(x). Dieses Verfahren von Integrieren heifit die inverse
Substitutionsregel. Die Reihenfolge von Schritten ist wie folgt:

/ﬂmmz/f@@muwza@+ozaw*@»+a

Beweis. Sei F' eine Stammfunktion von f (die nach dem Satz 9.1 existiert) so dass

/f(x)dx:F(x)+C’.

Nach dem Satz 9.5 ergibt die Substitution z = v (y)

[ro@aw=Few) -
Vergleichen mit (9.16) zeigt dass
F(v(y) =Gy +C.
Einsetzen x = v (y) und y = v~! () ergibt die Gleichheit
F(z) =G (v " (2)) +C,

woraus (9.17) folgt. m

Beispiel. 1. Bestimmen wir 4z im Definitionsbereich z € (0,1). Mit der inversen
v/ z(l—x)

Substitution

r=y>, ye (1)
dx = 2ydy
erhalten wir

2y dy

/\/%:/y 1—y?

= 2arcsin /z + C,

= 2arcsiny + C

day = /x.
2. Bestimmen wir [ /1 — 2?dz im Definitionsbereich 2 € [—1,1]. Dafiir verwenden
wir die inverse Substitution

r=siny, yé€[-n/2,7/2
dx = cosy dy.
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Dann erhalten wir

/\/1—x2dq::/\/1—sin2ycosydy

= /cosy cosy dy (da cosy > 0)
= /COSzy dy (nach (95))
1

+ L +C

= —y + —sinycos

2y 9 Y Y

1 1

=5 arcsin x + 5.%\/1 — 1224+ C,

da y = arcsinz, siny = x und cosy = /1 — z2. Die Antwort ist

1 1
/\/1—x2dx:Earcsinx—l—ﬁxvl—x?—i—C. (9.18)

Die Identitat (9.18) gilt auf [—1,1].

08T
0.6 T
04T

02T

f t t + + + t + t 1
-1 -0.8 -06 -04 - 02 04 06 08 1.0
X

0271

-04 T

-0.6 T

-0.8 —

Funktionen £ arcsinz + $2v/1 — 22 (blau), 3 arcsinz (rot) und 1zv/1 — 22 (lila)

Es ist interessant, dass die einzelnen Funktionen arcsin z und zv/1 — 22 nur auf (—1,1)
differenzierbar sind, aber ihre Summe ist auch an den Grenzen x = 41 differenzierbar.
3. Bestimmen wir das Integral
dz
/ et 41

im Definitionsbereich x € R. Wir benutzen die Substitution y = e*, d.h. die inverse
Substitution

r=1Iny, ye0,+00),
_dy
n

1/Jﬁ1:/§§%ﬁ
[

dz

Somit erhalten wir
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/dy / y+1

=hy—In(y+1)+C
=x—In(e"+1)+C.

9.5 Integration von rationalen Funktionen

Eine rationale Funktion f(z) ist ein Quotient & Q( ) for Polynomen P(z) and @Q(x) mit
reellen Koeffizienten. Wir besprechen hier Integrationsmethode von rationalen Funk-
tion. Die Idee ist die Funktion f als eine Summe von einfacheren rationalen Funktionen
darzustellen und die Linearitat des Integrals zu benutzen. Wir fangen mit einem Beispiel

an.
/ dx
22 -1

Das ist ein Grundintegral, aber trotzdem zeigen wir, wie man dieses Integral direkt berech-
nen kann. Es gilt die Identitat

Beispiel. Bestimmen wir

1 1 11 1
2—-1 (z—1(x+1) 2\z—-1 x+1)’

dx 1 dx 1 dx
/mzé/x—l_i/xﬂ
1 fd(z—1) 1 [d(z+1)
_5/ z—1 _5/ x+1
:lln|x—1|—11n|x+1|+0
2 2

1
=—In
2

woraus folgt dass

r—1
r+1

R

Hier haben wir die Substitutionen y =z — 1 und y = x + 1 verwendet.
Fiir Integration von rationaler Funktion f = g gibt es folgendes Verfahren.

Schritt 0. Wenn deg P > deg () so dividiert man zunéchst P(z) durch Q(x) mit Rest

und schreibt
P(x) Pi(z)

= Py(x) +
@)~ M Q)
wobei Py und P; Polynome sind und deg P, < deg@. Wir nehmen weiterhin an, dass
deg P < deg Q.

Schritt 1. Faktorisieren den Nenner @ (z) in Produkt von linearen und quadratischen
Funktionen wie x — r und x? + px + ¢, mit reellen Koeffizienten (wobei die quadratischen
Polynome z? + px + ¢ keine reelle Nullstellen haben, d.h. p* — 4¢ < 0). Eine solche
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Faktorisierung ist immer moglich was aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgt, was
wir spater besprechen.

Schritt 2. Darstellung der Funktion f = g als eine Summe von (mehreren) Gliedern
der Form

o — % Partialbruch 1 Art;

(x — r)k

b
° z e = Partialbruch 2" Art.

(22 + px +q)

Darstellung von f als eine Summe von Partialbriichen heif3t die Partialbruchzerlegung.
Schritt 3. Integrieren jeden Partialbruch mit Hilfe von Substitution und partiellen

Integration.

Z.B. fiir den Partialbruch 1¢" Art erhalten wir mit Substitution y = x — r

(Z—T)_k+l
/Lkdx:a/(x—r)_kd(x—r):a k1 k#1,
(x =) aln|z —r|, k=1.

Die Integration von Partialbriichen 2" Art ist komplizierter und wird in den Beispielen
unterhalb durchgefiihrt. Eine ausfiihrliche Beschreibung dieses Verfahrens befindet sich

im nichsten Abschnitt.
z+1
—dx.
/ 24+ x—2 o

?+r—2=(r—1)(z+2)

Beispiel. 1. Bestimmen wir

Es gilt

und wir versuchen den Integrand wie folgt zerlegen:

r+1 r+1 a b
= = 9.19
22+r—-2 (x—1)(x+2) x—1+x—|—2’ (9.19)

wobei die Konstanten a, b noch unbekannt sind. Sie lassen sich wie folgt bestimmen.
Um a zu bestimmen, multiplizieren wir (9.19) mit x — 1:
r+1 r—1
=a+b ,
T+ 2 x4+ 2

dann setzen x = 1 ein und erhalten

z+1 2

r+2|,_, 3
Um b zu bestimmen, multiplizieren wir (9.19) mit x 4 2:

r+1 T+ 2
=a
z—1 r—1

+ b,
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dann setzen x = —2 ein und erhalten

Folglich erhalten wir

r+1 2/3 1/3 2 1
———dx = | ——d ——dr=-In|z—1]+ =1 2|+ C.
/x2+x—2x /x—1x+/x+2x 3n|x |—|—3n|x+ |+

/ dx
24+ 2x+5

Da die Diskriminante von x? + 2x + 5 negative ist, so ist die Funktion m
Partialbruch 2" Art. Mit Hilfe von quadratischer Ergénzung erhalten wir

2. Bestimmen wir

schon ein

2?4220 +5=(zx+1)° +4.

Somit ergibt die Substitution y = x + 1, dass

/ dx _/ dlz+1) _/ dy
24+2r+4 ) (x+1)P+4 ) Pr+4
1 1
=3 arctan Syt C (siche (9.11))

1 T
= —arctan

1
+C.

/ zdx
2+ 2x+5

3. Bestimmen wir

Die Funktion m ist auch ein Partialbruch 2¢" Art. Wie oberhalb haben wir
/ xdx _/(x+1—1)d(w—l—1)_/(x+1)d(m+1)_/ dz+1)
2242 +5 (z+1)°+4 ) (z+1)°+4 (z+1)°+4

Das zweite Integral haben wir schon berechnet. Das erste Integral berechnen wir auch
mit Hilfe von Substitution y = x + 1:

/(m+1)d(w—|—1):/ ydy _1/d(y2+4)

(r+1)"+4 2] P+4

v 44 2
:%1n(y2+4)+0

1 2
=5 In(@®+20+5)+C.
Folglich erhalten wir

1
i +C.

d 1 1
/L —1n(m2+2x+5)—§arctanx

22 +20+5 2
4. Bestimmen wir

/ (x+1)dx

z(x2+1)



70 CHAPTER 9. INTEGRALRECHNUNG: UNBESTIMMTES INTEGRAL

Fiir den Integrand bestimmen wir eine Partialbruchzerlegung in der Form:

r+1 a b

93(932+1)::1:+$2+1’

wobei a eine Konstante und b = b(z) eine lineare Funktion ist. Um a zu bestimmen,
multiplizieren wir diese Identitat mit x:

xz+1 i bx
= Qa B ——
2 +1 2 +1’

setzen x = 0 ein und erhalten a = 1. Die Funktion b erhalten wir wie folgt:

br  x+1 -2 x(l-x)

2+1 241 a24+1 2241

9

woraus folgt b =1 — x. Somit erhalten wir

1 1 11—z

:v(:v2+1):x+:c2+1

/:v—l—ldas /d.r / 1n|x|+/ dx _/ xdx
2 +1 2+1 241 2 +1

1
= In|z| + arctan z — 3 In (z*+1) +C.

4 3
-1
/i;;_m
e —x

Zunichst dividieren wir durch 2® — 2 mit Rest wie folgt:

und

5. Bestimmen wir

4+t -1 z@—z)+ (@ —x)+ 2t +r—1

3 —x 3 —x
4+r—1
3 —x

4 3.1 2 —1
/LEL_MZ/@+DM+/£1L_M
3 —x 3 —x

=z+1+

so dass

Weiterhin faktorisieren wir den Nenner

??—r=x(x+1)(z—1)

und finden die Partialbruchzerlegung von ‘”zif” L wie folgt:

x2+:z:—1_ 2?2 +x—1 a b c

-z 7x(x+1)(a:—1):x+x+1+x—1'
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Um a zu bestimmen, multiplizieren wir diese Identitat mit x

> +r—1 . . c
=a+ | —— x
(x+1)(x—1) r+1 x—-1/)"

setzen x = 0 ein und erhalten

24+ x—1
(x4+1)(x—-1)|,_,
Analog bestimmen wir
1 1
b=— und c= -
2
so dass
?+r—-1 1 1 N 1
r(xz+1D)(z—-1) = 2@+1) 2(x—1)
Es folgt, dass
/:L‘2—|—l'—1 B dx 1/ dx +1/ dx
3 —x a x 2 ) xz4+1 2) z—-1

1 1
= 1n|:13|—§1n|m+1|+§ln|x—1|—l—0

und

gt -1 2 1 1
/%dm—%—i—x—l—ln]m\—§1n]x+1]+§ln\x—1|+0.

9.6 * Integration von rationalen Funktionen - Ver-
tiefung

Eine Funktion f (x) heifit rational wenn f als Quotient zweier Polynome darstellbar ist,
d.h.
P (z)
Q(x)’
wobei P (z) und @ (x) Polynome mit reellwertigen Koeffizienten sind. Der Definitions-
bereich von f ist jedes Intervall wo @ (x) nicht verschwindet, insbesondere, jedes Intervall
zwischen aufeinanderfolgenden reellen Nullstellen von @ (z).

Die rationalen Funktionen lassen sich immer in elementaren Funktionen integrieren.
Nehmen wir zunachst an, dass

f(x) =

deg P < deg Q).

Das Verfahren von Berechnung des Integrals

/f(:p)d:p

besteht dann aus drei Schritten.
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(i) Faktorisieren den Nenner ) (x) in Produkt von linearen und quadratischen Funk-
tionen wie folgt:

Q@)=al@—r)" . (e—m)" (@ +prt+aq)™ .. (@ +part+ag)™, (9.20)

wobei l,n € Z, o, 14, pj, ¢ € R, k;j;m; € N, wobei die quadratische Polynome 2% +p;z+q;
keine reellen Nullstellen haben. Dariiber hinaus sind alle Zahlen r; verschieden und die
Paaren (pj,q;) sind auch verschieden®. Die Potenz k; heifit die Vielfachheit von (z —r;)
und m; — die Vielfachheit von (22 + p;z + g;).

(ii) Zerlegen der Funktion f (z) = ggg in die Summe von Partialbriichen der Form

a bx + ¢
(x—r)f" (@2 +pr+q)"

(9.21)

Jeder lineare Faktor (x — ;)™ in (9.20) tragt zu solcher Zerlegung von f (z) die folgende

Summe bei:
aq Q9 A,

($—Ti)+($—7“i)2+ ..+m7

und jeder quadratische Faktor (2% + pjz + ¢;)" in (9.20) tridgt zur Zerlegung von f (x)
die folgende Summe bei:

bix + ¢ box + co n bin; T + Cp,
(@2 +pr+q)  (2+pa+q) (@2 Fprtg)”

Somit erhalt man eine Zerlegung

! agi) &g) al(;_)
fla)=) + gttt

— (x—mri)  (x—r) (x —1y)

(e e ek ),

+

.t -
i (22 +pjx +q;) (a:2+pjx+qj)2 (22 + pjx + q;)"™

wobei 1, pj, ¢;, ki, m; wie in (9.20) sind und ag), b%), ) € R. Die Koeffizienten a,(j), b%), )
miissen noch aus dieser Identitat bestimmt werden.

Die Darstellung einer rationalen Funktion f in der Form (9.22) heiit die Partial-
bruchzerleqgung. Die Existenz der Partialbruchzerlegung lasst sich mit Hilfe von Division
von Polynomen beweisen.

(iii) Integrieren f mit Hilfe von der Partialbruchzerlegung (9.22). Die Partialbriiche
lassen sich wie folgt integrieren.

Der Partialbruch erster Art —2

(@—r)"

wird nach (9.10) integriert:

1-k
. u+c’ k#£1,
/(—)kdx—a/(x—r)_kdx—a 1=k
r—r
Injz—r|+C, k=1

2Existenz der Faktorisierung (9.20) fiir beliebiges Polynom folgt aus dem Fundamentalsatz der Algebra,
die wir spéter beweisen. Allerdings brauchen wir solche Darstellung nur fiir einige Beispiele wo sie leicht
zu bekommen ist.
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Integrieren den Partialbruch zweiter Art (17241-)195—;11)’" ist schwieriger. Zuerst verwenden
wir die quadratische Erganzung:

2 +prt+q=(r+p/2)°+ (¢—p°/4) =y + 5,

wobei y = z + p/2 und s = /q — p?/4 > 0 (da 22 + px + ¢ keine reelle Nullstelle hat, so
gilt ¢ — p?/4 > 0). Mit der inversen Substitution z =y — p/2 erhalten wir

bx + ¢ _ [by—p/2)+c
/(x2+px+q)mdx_/ (y% + s2)™ Ay
_ y dy . dy
_b/(y2+SQ)M+< bp/2)/(y2+82)m‘

Somit bleibt es die folgenden Integrale zu bestimmen:

ydy dy
/(y2+82)m und /(y2+32)m' (9.23)
Das erste Integral ist einfach:
d 1 [d(y*+ s N
/ﬁ =3 / (y<2y—i——s2)”2 (Substitution z = y* + s?)
zl—m
1 1 + C, m 7§ 1,
:—/zmdz—— 1-m
2 2
Injz| +C, m=1,
2 2\1-m
_|_
TR

In(y?+s?)+C, m=1.

Das zweite Integral in (9.23) ldsst sich per Induktion nach m berechnen. Dafiir setzen wir

_ dy
R = | G

und bemerken, dass
d d d 1
Fl(y):/ 2y2:/ 5 :%/(y—z/S):‘arCt?mQJFC?
y*+s s2((y/s)"+1) s (y/s)"+1 s s

d 1
/2—y2:—arctang+0.
Yy -+ s s S

d.h.

Partielle Integration von F}, ergibt

Y 1

Foo(Y) = 75w — d———wm
N e A e
2

y y~dy
= T ym T 2m / T
(y? + s2) (y2 + s2)" !
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2 2
y Yy +s 2 dy
:—m—l—Qm/—mdy—Qms /—m
(y2—|—82) (y2+52) +1 (y2+52) +1
. Y 2

Daraus folgt die folgende Relation zwischen F),, und F,,

1 y
Foy = m 2m —1) Fy, >
T o2 ((?JZ + s2) +(@m—1) )

so dass F}, sich per Induktion nach m bestimmen lasst.

/ dx
-z

Der Nenner léasst sich wie folgt faktorisieren:

Beispiel. 1. Bestimmen wir

P —r=x(x—-1)(r+1).

Somit hat die Funktion f (r) = —*— die folgende Partialbruchzerlegung:

33—z

1 1 _a. b L
B—z x@@-1)@+l) 2 -1 z+1’

(9.24)

wobei die Koeffizienten a, b, c noch bestimmt werden sollen. Diese Identitat gilt fiir alle
x € R\ {0,1,—1}. Um a zu bestimmen, multiplizieren wir (9.24) mit x:

1 b c

und bemerken, dass diese Identitét fiir alle z € R\ {0, 1, —1} gilt, genau wie (9.24). Aber
die beiden Seiten von (9.25) sind auch fiir z = 0 definiert. Nach der Stetigkeit der beiden
Seiten von (9.25) gilt die Gleichheit (9.25) auch fiir z = 0. Setzen wir in (9.25) = 0 ein
und erhalten

1
(x—=1)(z+1)
Analog ergibt Multiplizieren von (9.24) mit = — 1 die folgende Identitét

= —1.
=0

a =

ﬁ:b—i_@_l)(%—i_mil)’

und fur x = 1 erhalten wir

B 1 1
r(z+1)],_, 2
Multiplizieren von (9.24) mit x + 1 ergibt
1 a b
o (=
x(x—1) ct+(z+ )(x+:c—1)’
woraus fiir x = —1 folgt
1 1
c= =—.
r(@—-1),_, 2
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Somit erhalten wir . .

1 1
3 —x x+§x—1+§x—|—1

und

d 1 1
/ ’ =—Injz|+zInjz -1+ zln|lz+ 1|+ C
T 2 2

3 _
1. |22 —1]
= 5 hl x2 -+ C
2. Bestimmen wir das Integral
/ dz
(¢ =1)* (22 +1)
Die Partialbruchzerlegung der Funktion f(x) = Wl(ﬂﬂ) hat die Form
1 aq as bx + ¢

($—1)2($2+1):(x—1)+(z_1)2+x2+17 (9.26)

wobei die Koeffizienten a;, b, ¢ noch bestimmt werden sollen. Multiplizieren diese Identitéit
mit (x — 1) ergibt

—ay+a; (= 1)+ (x—1)"g(x),

241
wobei g (z) = %%¢. Fiir z = 1 erhalten wir
1 1
as = =_.
P2, 2

Subtrahieren aus (9.26) das Ghed 7 ergibt

1 _ a9 _ W g ()
(z—1%@2+1) (z—17 z-1 INED
wobei
1 1
(x—l)z(ﬁ—f—l) (x—1) ( )(x—1)2
_1 1—35
2(224+1) (z —1)°
__1 r+1
222+ 1) (2 —1)
so dass o . 41
o1 tI@= 2@t )@ -1) (9:27)

Um a; daraus zu bestimmen, multiplizieren wir diese Identitdt mit = — 1 und erhalten

lx+1
a1+(:v—1)g(x):—§x2+1.
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Einsetzen x = 1 ergibt

B lz+1 B 1
Ry | S

r=1

Jetzt konnen wir ¢ (x) aus (9.27) bestimmen wie folgt:

1 z+1 ai
I = S D) @-1)
1 z+1 11

2@+ ) @—1)  2z-1

1 —(z+1)+(a*+1)

B (24 1) (x —1)
x(r—1)

(2 41)(z—1)

22+ 1

N~ N~ N

so dass g (z) wirklich die Form f;;?j; mit b = 1 und ¢ = 0 hat. Somit erhalten wir die

folgende Partialbruchzerlegung von f:

f (@) 1 1 +1 1 +1 x
)= —— - Z )
2z —1 2(x—1)2 22241

Jetzt konnen wir jedes Glied von f (x) integrieren:

/ L dx:/wzhﬂx—ﬂ—i-c,
r—1 z—1

/ (x Cixl)? N / C(liz—_l)lg T i [t

xdr 1 [fd=x*+1) 1 5
B B S 1
/x2+1 2/ 211 (@ +1) +C,

woraus folgt

1 1 1 1
/f(x)da: = —éln]x—1|—§m+zlln(x2+l)+0
1. 2241 1 1

+C

IR P
(-1 22

3. Bestimmen wir

/ dx
(22 422 +5)%
Das Polynom z? + 2z + 5 hat keine reelle Nullstelle, und somit ist die Funktion f (z) =

m schon ein Partialbruch zweiter Art. Wir haben mit quadratischer Erganzung

42z +5=(z+1)7+4,
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und mit Substitution y = x 4+ 1 erhalten wir

dx B dy .
/(x2+2x—|—5)2 _/(y2+4)2 =: Iy (y).

Zuerst berechnen wir

_ [ dy L[ dy/2) _1 y
Fi(y) -—/y2+4—2/(y/2)2+1—2arctan2+C'.

Partielle Integration ergibt

dy Y 1
F pu— = —_— d—
1) /y2+4 I /y T

y 2y
- + [ y—22 4
y? +4 /y<y2+4)2y
_ Y /wy
Y +4 (12 +4)°
y

d d
SEVENPY [ H
y?+4 y? +4 (42 + 4)
y

= +2F (y) — 8F3 (y) .

y? +4
Daraus folgt, dass
)
8F: =
> () it 1 (y)
und somit 1
Y Y
F. =————+ —arctan= + C.
5 (y) SE D) + Tg arctan o +

Einsetzen y = x + 1 ergibt die Antwort

/ dx r+1 —|—1acta x+1+0

g — ar 1 .
(22 + 2z +5)° 8(z2+2z+5) 16 2

Betrachten wir jetzt den Fall deg P > deg (). In diesem Fall dividiert man zunachst P
durch @ mit Rest
P=Q+ P,

wobei @), Py, P; Polynome sind und deg P, < deg (). Es folgt dass

PO .
Py

Da die Integration des Polynoms F, trivial ist, muss man die Funktiona mit Hilfe von
Partialbruchzerlegung wie oben weiter integrieren.

Beispiel. Bestimmen wir das Integral

)
/x4_1d:v.
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Zunéchst dividieren wir 22 — 2 durch z* — 1 mit Rest:

x9—2:x5(x4—1)+:):5—2
:x5($4—1)+x(:v4—1)+x—2
:(:E5+93) (:v4—1)—|—x—2
so dass
x? —2 r—2
x4_1—x +x+ RS

Weiter zerlegen wir die Funktion xz4:21 in Partialbriiche. Der Nenner lasst sich wie folgt

faktorisieren:
tt—1=("-1)(®+1)=(z—1)(z+1) (" +1)

so dass
T — 2 T —2 a as bx + ¢

A1 G-t @) a-1 2+l 21

Multiplizieren mit x — 1 und Einsetzen x = 1 ergibt:

T —2 1
a, = =—-
) (@), 4
Multiplizieren mit x 4+ 1 und Einsetzen x = —1 ergibt:
r—2 3
as = =-.
D@+, 4
Es folgt
br+c r—2 ay as
22+1 (2—-D@+1D)(z2+1) z—-1 x+1
B x—2 +1 1 3 1
(=D (x+1)(22+1) 4dz—1 4da+1
o la-=2
22241
so dass

r—2 1 1 +3 1 12—2
-1  4dr—1 4x+1 22241

Wir erhalten

/:1:9—2 / N d 1/ dx +3/ dx 1/1‘—2d
x° x T — — - - = X
4 —1 4 ) x—1 4 ) +1 2 ) x22+1
28 x 1 3 1 [d(z*+1) dx
L e =1+ 2 [ QY]
el e - [ [
6 2 1 3 1
:%+% 4ln\x—1|+—1n|x+1|——ln(a§ +1)+arctan:z:+0
20 22 1 (z+1)°
6+2+4 (x_1>($2+1> + arctanz +
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9.7 * Berechnen von unbestimmten Integralen mit
Hilfe von Software

Viele Programme ermoglichen die Berechnung unbestimmter Integrale. Als Beispiel geben
wir ein Python-Programm, das in Google Colab ausgefiihrt werden kann:

import sympy as sp

# Variable von Integration

X = sp.Symbol(’x’)

# Der Integrand

expr_str = input("Funktion angeben: ")

expr = sp.sympify(expr_str)

integral = sp.integrate(expr, x)

print (f"Int {expr} dx = {integral} + C")
Zum Beispiel, geben wir in das Dialogfeld die Funktion sin(x) * *4 an, d.h. sin?z, und
erhalten die Antwort

Int sin(x) * x4 dx = 3 % x/8 — sin(x) * *x3 * cos(x)/4 — 3 * sin(x) x cos(x)/8 + C

d.h.
3 1 3
/sin4xdx = gaz — Z—Lsingmcosx — gsinxcosx + C.

Zum Vergleichen, die Losung von Aufgabe 70 ergibt

3 1 1
/sin4xdx = ga:— Zsian—f— ﬁsinélx—i—c.

Man kann zeigen, dass diese zwei Antworten identisch sind.
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Chapter 10

Integralrechnung: bestimmtes
Integral

14.05.2025 Vorlesung 10

10.1 Riemann-Integral

Sei f (z) eine reellwertige Funktion auf einem Intervall [a,b] wobei a,b € R und a < b.
Wir definieren hier den Begriff von bestimmten Integral

/ f (@) do (10.1)

(“Integral von a bis b von f von x dx”). Die Zahlen a und b heien die Grenzen des In-
tegrals. Der Ausdruck (10.1) hat einen reellen Wert. Im Fall f > 0 lasst sich (10.1) als
der Flacheninhalt unter dem Graph der Funktion f betrachten werden.

y

«

Der Untergraph einer Funktion f

Das Integral (10.1) heifit auch das Riemann-Integral oder Riemannsches Integral. Die
Idee der folgenden Konstruktion stammt aus (9.2) — Wiederherstellung einer Funktion F
durch Thre Ableitung F’. Mit Hilfe davon werden wir auch die Existenz von Stammfunk-

tion einer stetigen Funktion beweisen.

81
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Definition. Eine Zerlegung von einem Intervall [a,b] ist eine endliche streng monoton
steigende Folge {x)},_,, wobei n € N, 2y = a und z,, = b, d.h.

a=To <21 < Xg... < XTp_1 < xy, =b.

Wir bezeichnen eine Zerlegung mit Z, d.h. Z bezeichnet die ganze Folge {z)},_,.

Gegeben sei eine Zerlegung Z = {x4};_, von [a,b], betrachten wir noch eine Folge
{€,},—, von Zahlen &, mit &, € [zy_1,xx], d.h.

2o <& ST,y Tt S5 STk, e, Tt <&, STy

Dann heiflen £, die Zwischenstellen von Z. Wir bezeichnen & = {{,}7_; .

Definition. Fiir jede Funktion f : [a,b] — R und fiir jede Zerlegung Z von [a, b] mit den
Zwischenstellen ¢ definieren wir die Riemann-Summe mit

S(f,2,6) =) [ (&) Ay,

k=1
wobei

Az = x, — Tpq
die Differenz der Folge {z}} ist.

Geometrische Bedeutung der Summe S (f, Z, €) ist wie folgt. Ist f auf [a, b] nichtneg-
ativ, so heifit die folgende Menge

Uf:{(x,y)ERQ:agxgb, Ogygf(x)}

der Untergraph von f. Die Riemann-Summe S (f, Z, () ist gleich die Summe von Flacheninhalten
von Rechtecken mit der Basis [z5_1, 2] und der Hohe f (&), was eine Annéherung von
dem Flacheninhalt von Uy ist.

A y
. fx)
/ / ~
A ! r
A&) 7z 4
' / : ! : :\\ fi :
1 1 1
gy
- e
1 1 ! 1 1 E\ 1 !
! 1 1 1 1 { 1 !
1 1 ! 1 1 f 1 !
! 1 ' 1 1 . 1 !
1 1 ! 1 1 f 1 !
! 1 ' 1 i / 1 !
1 1 ! 1 1 f 1 !
! 1 ' 1 i . 1 !
| 1 I 1 i { (| !
Ll e B
Pl [ pn el el ,
a=xy Xkt & xx b=x, T x

Der Approximationsfehler dieser Anndherung wird fallen wenn die Feinheit der Zer-
legung Z gegen 0 geht.

Definition. Fiir jede Zerlegung Z = {xy};_, definieren wir die Feinheit von Z mit

p(Z) = max {Axi}.



10.1. RIEMANN-INTEGRAL 33

Der Grenzwert von Riemann-Summen S (f, Z, €) fiir ¢ (Z) — 0 wird wie folgt definiert.

Definition. Wir schreiben

lim S(f,Z,¢) =

»(Z2)—0

mit einem A € R, wenn die folgende Bedingung erfiillt ist:
fir jedes € > 0 gibt es ein 6 > 0 so dass fir jede Zerlequng Z von [a,b] mit p (Z) < ¢
und fiir jede Folge & von Zwischenstellen von Z gilt

S(f,2.6) — A| <. (10.2)
Kurz gesagt:

Ve>030>0s.d VZ mit p(Z) <0 und V¢ gilt (10.2).

Definition. Eine reellwertige Funktion f auf [a,b] heifit Riemann-integrierbar wenn der
Grenzwert

lim S(f,Z,¢)

»(Z)—0

existiert. Der Wert des Grenzwertes heifit das Riemann-Integral (=bestimmtes Integral)
von f und wird wie folgt bezeichnet:
b
[ s

/f T = hm S(fzg hm Zf &) Axy, (10.3)

d.h.

vorausgesetzt, dass der Grenzwert existiert.

Die Notation fab f (z) dz wurde von Leibniz vorgeschlagen und bezieht sich auf die
Summe > 7, f (&) Azy. Die Zahlen a und b heilen untere bzw obere Grenzen des Inte-

grals fabf () dx
Definition. Sei f eine nicht-negative Riemann-integrierbare Funktion auf [a,b]. Dann
definieren wir den Fldcheninhalt des Untergraphes Uy von f we folgt:

F(Uy) ::/ f(x)dz

In diesem Kapitel besprechen wir wie man das Riemann-Integral berechnet. Insbeson-
dere welche Beziehung gibt es zwischen bestimmten und unbestimmten Integralen.
Wir fangen mit Beispielen an.

Beispiel. 1. Sei f (z) = ¢ eine Konstantefunktion. Dann gilt fiir jede Zerlegung Z von
la, b] mit Zwischenstellen &

S(f,Z2,6) = Zf &) Axk—cZAxk—c (b—a),
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woraus folgt, dass
b
/ cdr=c(b—a). (10.4)

Insbesondere ist f Riemann-integrierbar. Da der Untergraph von f der Rechteck [a, b] x
[0, ] ist, so beschliefen wir, dass der Flacheninhalt dieses Rechteckes gleich ¢ (b — a) ist,
wie erwartet.

2. Sei f die Dirichlet-Funktion
|1, 2e€Q,
/() —{ ) ioe (10.5)

Zeigen wir, dass f auf jedem Intervall [a, b] nicht Riemann-integrierbar ist. Gegeben sei
eine Zerlegung Z = {x},_, von [a, b], wihlen wir alle Zwischenstellen &, irrational. Dann
gilt f (&) = 0 und somit

Andererseits, fiir dieselbe Zerlegung wahlen wir jetzt die anderen Zwischenstellen £, so
dass alle &, rational sind. Dann gilt f(§,) = 1 und somit

S(f.Z,&§)=0b—a.

Wir sehen, dass lim,(z)—o S (f, Z, &) nicht existiert.
Der folgende Satz gibt uns viele Beispiele von integrierbaren Funktionen.

Satz 10.1 (Hinreichende Bedingungen fiir Integrierbarkeit)
(a) Jede stetige Funktion f auf [a,b] ist auf diesem Intervall integrierbar.
(b) Jede monotone Funktion f auf [a,b] ist auf diesem Intervall integrierbar.

Wir beweisen diesen Satz spater.

10.2 Fundamentalsatz der Analysis, 1

Der néchste Satz etabliert eine Beziehung zwischen bestimmten und unbestimmten Inte-
gralen.

Hauptsatz 10.2 (Fundamentalsatz der Analysis: Newton-Leibniz-Formel) Sei f (z) eine
Riemann-integrierbare Funktion auf einem beschrinkten abgeschlossenen Intervall [a,b]
mit a <b. Hat f auf [a,b] eine Stammfunktion F, so gilt die Identitdt

b
/ f(x)dx=F (b) — F (a)| (10.6)

Fithren wir die folgende Notation ein:
[F, = F (b)) = F (a).

Da F' = [ f(z)dx, so lasst sich die Newton-Leibniz-Formel (10.6) wie folgt umschreiben:

[ r@a == [/fmdx]:
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In dieser Form liefert die Newton-Leibniz-Formel eine direkte Beziehung zwischen bes-
timmten und unbestimmten Integralen.

Bemerken wir, dass die Voraussetzungen des Satzes 10.2 — die Riemann-Integrierbarkeit
und Existenz von Stammfunktion — fiir alle stetigen Funktionen f erfiillt sind.

Beweis von dem Satz 10.2. Nach Definition von Riemann-Integral gilt

/f dr= lim S(f,7,¢).

p(Z)—0

Fixieren wir eine Zerlegung Z = {zx};_, von [a,b] und wihlen die Zwischenstellen £ =
{¢)},_, wie folgt. Nach dem Mittelwertsatz, es gibt ein &, € [zg_1, x)] mit

F (o) = F(vp1) = F' (&) (26 — 731) -

Fir dieses ¢, erhalten wir

S(f.2,6) = Zf (€4) (= wr1)

= ZF’ (&x) (2x — Tp—1)

k=1

= Z (x-1))

= F(ﬂfn) — F ()

= F(b) = F(a).
Somit muss der Grenzwert lim, 2o S (f, Z,§) gleich F (b) — F'(a) sein, woraus (10.6)
folgt. m

Mit Hilfe von der Newton-Leibniz-Formel kann man die Integrale ff f (z) dx effektiv

berechnen. Ist f > 0, so bestimmt man auf diese Weise den Flacheninhalt F(Uf) des
Untergraphes Uy von f.
Beispiel. 1. Betrachten wir die Funktion f(z) = az + b auf einem Intervall [0, h] mit
h > 0. Es gilt

h h 2 h 2
h h+2b b
/ (ax+b)dx:[/(ax+b)da:} :[aa:_erm} :a_+bh:a . h = +Ch,
0 0 2 0 2 2 2

wobei ¢ = ah+b = f (h). Der Graph der Funktion f (z) = ax+b ist eine Gerade zwischen
den Punkten (0,b) und (h,c).

(h.c)
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Im Fall f > 0 ist der Untergraph von f ein Trapez mit der Hohe h und den Grundseiten
b and c¢. Somit erhalten wir: der Flacheninhalt von dem Trapez ist gleich %h.

2. Fiir die Funktion f (z) = 1 — 22 erhalten wir

/11(1—x2)dx= U(l—x?)dx]l_l: [I_%T_lzg‘

Geometrisch bedeutet dies, dass der Flicheninhalt zwischen der Parabel y = 1 — 2% und
der Achse z gleich 4/3 ist.

0.5 T

-1 0 1
X

Insbesondere betragt dieser Fldcheninhalt genau 2/3 von den Fldcheninhalt von dem
umgeschriebenen Rechteck [—1,1] x [0, 1] . Diese Regel von 2 wurde erst von Archimedes
entdeckt. Er konnte den Flacheninhalt unter der Parabel direkt als der Grenzwert von

Riemann-Summen berechnen, ohne Newton-Leibniz-Formel zu wissen.

3. Sei f(z) = 1. Fiir alle 0 < a < b erhalten wir

/abci:_x N U d?xr = [inal, :lﬂg- (10.7)

Der Graph der Funktion y = i

perbel auf [a, ] ist gleich In 2.

ist eine Hyperbel, und der Flacheninhalt unter der Hy-

Insbesondere gilt
“dx

1 X

=lne=1.

4. Die Existenz der Stammfunktion in (10.6) auf dem ganzen Intervall [a, b] ist wichtig.
Hier ist ein Gegenbeispiel, wie man falsches Ergebnis erhalt:

1 d d 1
R -
1z x 1
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Warum ist diese Berechnung falsch? Die Stammfunktion In |z| ist nicht auf dem ganzen
Intervall [—1, 1] definiert wie die Newton-Leibniz-Formel anfordert, sondern auf zwei dis-

junkten Intervallen (0, +00) und (—o0, 0). Somit gilt diese Formel fiir fab 2 pur dann wenn
entweder [a,b] C (0,00) oder [a,b] C (—00,0).

5. Fiir die Funktion f () = 75 haben wir

Uodx de 7° T
/ = / = [arctan x]l_l =2arctanl = —.
1422 I4+a22] 2

16.05.2025 Vorlesung 11

Seien f(x) und g (x) zwei integrierbare Funktionen auf einem Intervall [a,b] mit
f(z) > g(z). Betrachten wir die Menge

Upg = {(e,y) R :a <z <b, g(e) <y<[(2)}

zwischen den Graphen von f und g. Im Fall g = 0 haben wir Uy = Uy.

J)

4

g(x)

Definieren den Flacheninhalt von Uy, mit

mww:LUmmHLme

Unterhalb beweisen wir, dass die rechte Seite hier gleich fab (f (z) — g(x)) dz ist.
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Bemerken wir auch dass F'(Uy,) > 0 da fiir alle Riemann-Summen gilt

S(f’Z’S) Zs(g7Z7§>

und somit fab f(x)dx > f;g(x)dx

Beispiel. Bestimmen wir den Flacheninhalt der Kreisscheibe von Radius 1:
K={(z,y) eR*:2” +y* < 1}.
Wir haben

K:{(x,y)GRzz—lgxgl, —\/1—x2§y§\/1—:ﬁ2}:Uﬂg,

wobel

fl@)=v1—2% und g(z)=-vV1—2a2% ze[-1,1].

Somit erhalten wir
Fi) = [ s [ g
[ e,

-1
=2 [ / V1—a? dx} 1
—1
= [arcsinx + xﬂ] 1_1 =T.
Genau so erhalten wir fiir die Kreisscheibe
K, = {(az,y) eR?: 2%+ 4% < r2}

von Radius r» > 0 dass

F(K,) = 2/ V2 — 22dx = 7’
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da

/ 2
2/\/7‘2—:172dx:27“2/ 1-— <£> d<z>
r r
= r? (arcsinz+£\/1—z2>+(]
roor r

T
= r?arcsin = + xvVr2 — 22 + C.
T

10.3 Linearitat und partielle Integration

Satz 10.3 (Linearitét fiir bestimmtes Integral) Sind die Funktionen f und g integrierbar
auf einem Intervall [a,b], so ist auch f + g integrierbar und

/ab(f—l—g)dx:/abfdx—i—/abgdx. (10.8)

Auch fiir jedes ¢ € R ist cf integrierbar und
b b
/ (cf) dx:c/ fdx. (10.9)

Beweis. Seien Z = {x;};_, eine Zerlegung von [a,b] und & = {£,};_, eine Folge von
Zwischenstellen von Z. Dann

n

S(F+9.2,6)=> (f+9) (&) Az

k=0

=" F(€) A+ g (&) Ay
k=0 k=0

:S(f7Z7§)+S(g7Z7§)'

Fiir ¢ (Z) — 0 konvergiert die rechte Seite gegen

/abf(:p)dx+ /abg(x)dx .

Somit ist f + g Riemann-integrierbar und (10.8) gilt. Analog beweist man die Integrier-
barkeit von ¢f und (10.9). =

Satz 10.4 (Partielle Integration fiir bestimmtes Integral) Fir stetig differenzierbare Funk-
tionen u,v auf einem Intervall |a,b] gilt

b b
/ udv = [uv]Z—/ v du. (10.10)
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Beweis. Mach dem Satz 9.4 gilt
/udv:uv—/vdu

/abudv: [/udvt: ]’ — {/vdu}i: [uv]g_/abvdu

was zu beweisen war. ®

woraus folgt dass

Beispiel. Bestimmen wir foﬂ e” cosx dzr. Da e”dr = de”, so erhalten wir nach (10.10) mit
u=cosz und v = e”:

T i
/ e coszdr = / cos x de”
0 0

= [e” cosx]g—/ﬂ e’dcosx

0
:_e“—l—i—/ﬂexsinxdx

0

:_(e”+1)+/ﬂsinxd6x

0
:—(e”—i—1)+[e’”sinx]g—/ﬂezcosmdx,

0

woraus folgt

i em+1
/ e*coszdr = — )
0

2

Funktion e* cosx

Sei f eine stetige Funktion auf einem Intervall J. Das Riemann-Integral f; f(z)dz ist
dann fiir alle a,b € J mit a < b definiert. Erweitern wir diese Definition auf alle Paaren
a,b € J wie folgt.

Definition. Im Fall a > b setzen wir

/ab f(x)dx = _/ba f(z)dx

/aaf((x)dx = 0.

und im Fall ¢ = b setzen wir
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Behauptung. Die Newton-Leibniz-Formel bleibt gultig fiir beliebige a,b € J.

Beweis. In der Tat, ist F' eine Stammfunktion von f, so erhalten wir im Fall a > b

b a
[ t@ie == [ fayte =~ r5 = 71,
und im Fall a = b "
/ f((2)dz =0 = [F]".

Auch Linearitat und partielle Integration fiir bestimmtes Integral gelten im Fall a < b.

10.4 Substitutionsregel

Satz 10.5 (Substitutionsregel fiir bestimmtes Integral) Seien f eine stetige Funktion auf
einem Intervall I und u eine stetig differenzierbare Funktion auf einem Intervall J = |a, b]
mit w(J) C I so dass die Komposition f (u(z)) auf [a,b] definiert ist. Dann gilt

b u(b)
/ f (u(2)) du(z) = / Wiy (10.11)

Die Identitdt (10.11) lésst sich als eine Substitution y = wu(z) betrachten. Im Un-
terschied zur Substitutionsregel fiir unbestimmte Integrale muss die Substitution auch in
den Grenzen der Integration erfolgen: die Grenze a fir z fithrt zur Grenze u(a) von y,
und die Grenze b fir « fiithrt zur Grenze u(b) fiir y.

J-la.b]

gu(a) iu(h)

Beweis. Die beiden Funktionen f(y) und f(u(z))u/(z) sind stetig und somit auch
Riemann-integrierbar. Da f auf [ stetig ist, so hat f nach dem Satz 9.1 eine Stammfunk-
tion F' auf I, d.h.

/f(y)dyzF(y)+C-
Nach dem Satz 9.5 gilt auch
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Nach dem der Newton-Leibniz-Formel des Satzes 10.2 gelten die Identitaten

b
/ f (u(@)) du(z) = [F(u(x))], = F (u (b)) — F (u(a)

und
u(

b)
()ﬂw@=¢ﬂmm2=Fww»—me»

woraus (10.11) folgt. m

Beispiel. 1. Bestimmen wir

/2 dx

L oer—1

/2 dx _/2 e*dx _/2 de”
Ler—1 J em(er—1) ), er(er —1)

und die Substitution y = u(z) = e* ergibt

/2 dx _ /U(?) dy
p et —1 u(1) y(y—1)

—[In(y— 1] — [y

—l=In(e+1)—lne=In(l+e").

Wir haben

2. Bestimmen wir

5T
/ (24 cosz)*sin z dx.
0

Wir erhalten mit Hilfe von der Substitution y = u(x) = 2 + cos x:

5m 5m
/ (24 cosz)’sinz dr = —/ (24 cosz)*d (2 + cos x)
0 0

u(5m) 1
=—/ dey:—/ y*dy
u(0) 3

In diesem Beispiel ist die Substitution y = w(z) nicht monoton (und muss nicht monoton
sein).

Korollar 10.6 (Inverse Substitution) Sei f eine stetige Funktion auf einem Intervall
J =[A, B]. Seiv eine stetig differenzierbare streng monotone Funktion auf einem Intervall
I mit v(I) = J, so dass die inverse Funktion v=': J — I ezistiert. Dann gilt

B v~ H(B)
Afmm=/ £ (v(y)) dv(y). (10.12)

(A
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Man betrachtet die Identitdt (10.12) als die inverse Substitution z = v(y) im bes-
timmten Integral. Da y = v~!(x), die Grenze A fiir x wird zur Grenze v—'(A) fiir y, und

die Grenze B fiir  wird zur Grenze v—(B) fiir y.

Beweis. Die inverse Funktion v~! existiert auf J nach dem Satz iiber Existenz der

inversen Funktion. Die Komposition f (v(y)) ist wohldefiniert, da v(y) € J. Die beiden
Funktionen f(z) und f(v(y))v'(y) sind stetig und somit Riemann-integrierbar.
Setzen wir a = v~ ! (A) und b = v~! (B).

X X
B B
v(y) u(y)
Ji J]
A A
a T by D
Monoton steigende Funktion v Monoton fallende Funktion v

Nach der Substitutionsregel (10.11) erhalten wir mit der Substitution z = v(y)

v H(B) b o(b) B
v dv(y) = v dv(y) = x)dr = x)dz
., oo = [ e = [ Ciwa= |

was zu beweisen war. ®

Beispiel. 1. Bestimmen wir

T

/1 V1— 22
—dx
V3/2

mit Hilfe von der inversen Substitution z = siny. Die Funktion v(y) = siny ist auf
[—m/2,7/2] invertierbar mit der inversen Funktion v~'(z) = arcsinz, die auf [—1,1]
definiert ist. Da dx = cosy, wir erhalten

/1 V1—a? J v (1) 1 —sin?y
V3/2 T v=1(+/3/2) simmy

arcsin 1
cos?

_ / Yy
arcsm f Sln y
™21 _sin
_ / Losinty

sin y

w/2 dy /2
/ / sin ydy
/3 siny /3

cos ydy

/2
[l ‘tan } + [cos y]zg
<lntan— — Intan 7r> +({0— 1
6 2

1 1
— 1 2 =004
5= 53— 5 =00493..

=—In

&IH
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2. Bestimmen wir )

/ “ dr
o cos?\/x

wobei 0 < a < . Die inverse Substitution z = y* im Definitionsbereich y € [0, a] ergibt
dx = 2ydy, y = /x und

2
a dr a ydy a
— =2 =2 dtan
/0 cos?\/x o cos?y /0 4 4

a

=2[ytanyl, — 2/ tan ydy
0

= 2atana + 2 [In |cos y|];

= 2atana + 2lncosa.

21.05.2025 Vorlesung 12

10.5 Lange von Kurve

Koordinatenvektorraum. Fiir jedes n € N definieren wir den Raum

R" =R x Rx... x R.
—_——

n mal

Elemente von R™ sind die Folgen

r={xp}i_; = (X1, .y )

von n reellen Zahlen x4, zs, ..., x,. Die Zahlen xj heiflen die Komponenten (oder Koordi-
naten) von z, die Folgen x heiflen auch Punkte oder Vektoren von R™.

Die Menge R™ heifit der n-dimensionale Koordinatenvektorraum. Die Menge R™ ist
auch ein linearer Raum mit den Operationen

(X1 s ) + (Y15 s Yn) = (X1 + Y1, o0y T+ Yn)

und
c(xy, .., xy) = (cxy,...ycxy), c€R.

Der physikalische Raum ist 3-dimensional, aber in Anwendungen braucht man auch
hoherdimensionale Raume die nicht unbedingt physikalisch sind. Zum Beispiel, die Folge
(21, ...,x,) kann Ergebnisse von bestimmten Messungen darstellen, wo die Anzahl n be-
liebig gross sein kann.

Fiir jedes « € R™ definieren wir den Betrag |z| von z (wird auch die Norm genannt)
wie folgt:

o] = /et +ad + .t a2, (10.13)
Zum Beispiel, die Elemente von R? sind die Paare x = (21, z3), und der Betrag von z ist

x| = /2t + a3,

was mit dem Betrag der komplexen Zahl x; + iz, iibereinstimmt. Fiir zwei Punkte
x,y € R" heifit |x — y| der Abstand zwischen x und y.
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Parametrisierte Kurve und ihre Lange. Sei J ein Intervall in R. Jede Abbildung
¢ :J — R" hat der Form

P () =(p1 (1), 0, (1), L€,

wobei die Komponenten ¢, (¢), ..., ¢, () reellwertige Funktion von t € J sind.

Definition. Die Abbildung ¢ heifit stetig wenn alle Komponenten ¢; (t) stetig sind, und
stetig differenzierbar wenn alle Komponenten ¢, (t) stetig differenzierbar sind. Im letzten
Fall definieren wir die Ableitung ¢’ von ¢ mit

o (1) = (@1 ()00 (1))
so dass ¢ auch eine Abbildung von J nach R™ ist.

Definition. Das Bild K = ¢ (J) einer stetigen Abbildung ¢ : J — R" heiit Kurve.
Die Abbildung ¢ heifit die Parametrisierung der Kurve K, und das Paar (K, ) heifit
parametrisierte Kurve oder ein Weg. Die Variable t heifit der Parameter.

Das Intervall J kann man als ein Zeitintervall betrachten und ¢ (t) — als die Posi-
tion eines bewegenden Korpers in R™ um Zeit t. Die Kurve K = ¢ (J) ist die Spur des
Kérpers. Die Parametrisierung ¢ () lasst sich als der Fahrplan der Bewegung des Korpers
betrachten.

Eine Kurve in R™

Definition. Seien J = [a, (] ein beschrianktes abgeschlossenes Intervall mit o < # und
¢ : J — R" eine stetig differenzierbare Parametrisierung. Definieren wir die Lange
L (K, ) der parametrisierten Kurve (K, ) mit

B B
L(K,@):/ |gp’(t)|dt:/ VA O + ot 07| (10.14)

Die Ableitung ¢’ (t) ist der Geschwindigkeitsvektor des Korpers und der Betrag |¢' (¢)]
ist die skalare Geschwindigkeit um Zeitpunkt ¢. Die Integration von |¢’ (t)| tiber [o, 3]
ergibt den ganzen zuriickgelegten Weg des Korpers im Zeitintervall J, was genau die
Lénge der Spur ¢ (J) ist.
Beispiel. Fixieren wir zwei verschiedene Punkte a,b € R™ und betrachten die Parametrisierung

v :[0,1] = R"
pt)=10—-t)a+tb=a+1tb—a).
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Das Bild K = ¢ (J) ist eine gerade Strecke zwischen a und b. Dann gilt ¢’ = b — a und

L(K,m:/o o ()] dt = |b—al.

Beispiel. Die Zykloide ist eine Kurve K mit der Parametrisierung
¢ : [0,27] — R?
p(t) = (t —sint, 1 — cost).

Die Zykloide

Es gilt
¢ (t) = (1 — cost,sint)

und

t
|| = \/(1 —Cost)2+sin2t: V2 —2cost = 281115,

woraus folgt, dass die Lange der Zykloide wie folgt ist:

2 t g
L(K,gp):/o QSinédt:Zl/O sins ds = —4[cos s]j = 8.

Polarkoordinaten in R?. Vor dem nichsten Beispiel fithren wir die Polarkoordinaten
auf der Ebene ein.

Satz 10.7 Fliir jeden Punkt (z,y) € R*\ {0} gibt es genau ein r > 0 und ein 0 € (—7, 7]
mat
r=rcosf und y=rsinb. (10.15)

Die Zahl r heiit der Polarradius von (z,y) und € heifit der Polarwinkel von (z,y). Das
Paar (r,6) heiBt die Polarkoordinaten von (z,y).

X.)

- - — — — = >
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Beweis. Da cos? §+sin? ) = 1, so folgt es aus (10.15) dass r die folgende Identitit erfiillen
muss:
2= % 4y

so dass r eindeutig bestimmt ist:

= VTR,

d.h. 7 ist der Abstand zwischen den Punkten (z,y) und (0,0).

Um die Existenz und Eindeutigkeit von dem Polarwinkel 6 zu beweisen, betrachten
wir zwei Falle.

Fall 1: sei y > 0. Dann gilt sinf > 0 und somit 6 € [0, 7]. Bestimmen wir 6 aus der

Gleichung
cosf = f.
r

Im Definitionsbereich 6 € [0, 7] hat cos die inverse Funktion arccos mit Definitionsbereich
[—1,1]. Da £ € [-1,1], so ist die obige Gleichung dquivalent zu

T
6 = arccos —
”

Insbesondere ist 6 eindeutig bestimmt und 6 € [0,7]. Fir dieses 6 gilt offensichtlich
rcosf = x und

2
rsinf =rv1—cos?20 =ry/1— m_2 =Vr2—a?=y,
r
da sin # und y nichtnegativ sind. Somit erfiillt dieses 6 die beiden Gleichungen (10.15).
Fall 2: sei y < 0. Die Gleichungen (10.15) sind dquivalent zu

r=rcos(—0) und —y=rsin(—0).

Verwenden wir den Fall 1 mit —y statt y, losen diese Gleichungen beziiglich —6 und
erhalten

—f = arccos - € [0,7].
r

Da sin (—6) > 0, so gilt die Inklusion —6 € (0,7), d.h. 6 € (-, 0).
In den beiden Féllen erhalten wir 6 € (7, 7] und die folgende Formel fiir den Polar-

winkel:
0— arccos%, y >0
—arccos £, y <0
I

u
Beispiel. Fixieren wir ein » > 0 und betrachten die Parametrisierung
¢ :[-m, 7] — R?
@ (t) = (rcost,rsint),
Da |p(t)] = 7, so liegt p(t) auf dem Kreis K von Radius r und Zentrum 0. Umgekehrt, es

folgt aus dem Satz 10.7 dass jeder Punkt z € K die Form z = (rcost,rsint) hat wobei
(r,t) die Polarkoordinaten von z sind. Somit ist das Bild ¢ (|-, 7]) gleich K. Da

¢ = (—rsint,rcost)
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und

/| = V/r2sin®t + r2 cos? t = r,

so erhalten wir

L(K,) :/7r |g0'(t)|dt:/7rrdt:27rr.

—Tr —T

Fixieren wir jetzt ein v € (0, 7] und betrachten die folgenden Parametrisierung

©:[0,a] — R?
@ (t) = (rcost,rsint) .

Das Bild K, = ¢ (0, a]) C K ist der Kreisbogen zwischen den Punkten z, = (7 cos a, 7 sin «)
und zg = (r,0) auf K.

rsino - — —

Der Kreisbogen K, von Radius r
Es folgt
L(Kqy, ) = / |’ (t)| dt = / rdt = ar.
0 0

Funktionsgraphen als Kurven. Betrachten wir den Graph

G={(z,y):z€la,B], y=f(2)}

einer Funktion f : [a, 5] — R. Der Graph ldsst sich betrachten als eine Kurve mit
Parametrisierung

¢ :[a, 8] > R?
¢ ()= (z, f (x))

Ist f stetig differenzierbar, so erhalten wir

o' =(Lf (2) und || =1+ (2)",
B
L(G,@:/ 1+ f () dx|. (10.16)

woraus folgt
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Beispiel. Berechnen wir die Lange der Parabel f (z) = 122 auf [—1,1].

Die Parabel
Nach (10.16) erhalten wir die Lénge der Parabel:

1 1 1 1
L:/ V1+ 22de = {§1n<m+\/x2+1>+§x\/x2+l}
1 1 1 1
:1n<1+\/§)+\/§%2,296,

wobel wir benutzt haben dass

Unabhangigkeit der Lange von der Parametrisierung. Jetzt besprechen wir den
Wechsel von Parameter einer Parametrisierung. Sei ¢ : J — R" eine stetig differenzierbare
Parametrisierung wobei J = [, 5]. Sei u : I — J eine stetig differenzierbare Funktion
auf einem Intervall I = [a, b] so dass die Komposition

Y:=pou:l —R"

wohldefiniert ist und auch eine stetig differenzierbare Parametrisierung ist.

Wenn u surjektiv ist, d.h. u(l) = J, dann bestimmen die Parametrisierungen ¢ und
dieselbe Kurve K, da

V(1) =(pou)(I)=¢(u())=¢(J). (10.17)

Somit erhalten wir eine Kurve K mit zwei Parametrisierungen ¢ und 1, die zwei alter-
native Fahrplane der Bewegung entlang der Kurve K darstellen. Der folgende Satz besagt,
dass unter natiirlichen Voraussetzungen die Langen L (K, ¢) und L (K, v) ibereinstimmen.
In anderen Worter, die Lange der Kurve ist unabhangig von dem Fahrplan.
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Satz 10.8 Sei u : [ — J stetig differenzierbar, surjektiv und monoton. Dann bestimmen
die Parametrisierungen

p:J—=R" und Yp=pou:l—-R"

dieselbe Kurve K = ¢ (J) = ¢ (I), und die parametrisierten Kurven (K, ) und (K,v)
haben die gleichen Langen, d.h.

L(K,¢)=L(K,%). (10.18)

Beweis. Die Identitét ¢ (I) = ¢ (J) haben wir schon in (10.17) bewiesen.

Beweisen wir (10.18). Die Funktion w ist monoton steigend oder fallend. Sei u zunéchst
monoton steigend. Wie oben, seien I = [a,b] und J = [«, 5] wobei o < # und a < b. Da
u : I — J monoton steigend und surjektiv ist, so erhalten wir

u(a) =a und u(b) =p.
Fiir jedes k = 1,...,n haben wir nach der Kettenregel

U (5) = (5 (u(9)))" = ¢l (w(s) v’ (s),

woraus folgt
und somit

[ ()] = I¢" (w () (s)] = | (u ()] (s),

wobei wir benutzt haben, dass u' (s) > 0 (da u monoton steigend ist).

Nach der Definition der Lénge (10.14) und mit Hilfe von Substitution ¢ = w (s) erhalten

LK) = / [ ()] ds = / 1 (u ()] (5) ds

/ I (u(s))] du (s)
:/( (t)] dt = /w di = L(K.g).
was zu beweisen war.

Sei u monoton fallend. Dann gelten u(a) = 3, u(b) = o und

[ ()] = I¢" (u () (s)] = = [" (u(s))|u' (5),
da v/(s) < 0. Es folgt dass

L) = [ Wl == [l el (s
/w )| du (s)
u(a) Jé]
= dt = (1)) dt = ') dt = L (K, ),
/u(a)| /(1)) dt /u(b) I (8)] dt /a|w<t>|t (K. )

was zu beweisen war. ®
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10.6 Darboux-Integrierbarkeit

Ab diesem Abschnitt entwickeln wir eine Theorie von integrierbaren Funktionen die uns

zu den Beweisen von den Satzen 9.1 und 10.1 fiihrt, d.h. zur Existenz von Stammfunktion

einer stetigen Funktion und zur Integrierbarkeit von stetigen und monotonen Funktionen.
Um die Integrierbarkeit von Funktionen untersuchen zu konnen, brauchen wir den

folgenden Begriff.

Definition. Fiir eine Funktion f : [a,b] — R und eine Zerlegung Z = {x;},_, von [a,b],

definieren wir die obere Darbouz-Summe von f und Z mit

n

S (f.Z)=> ( sup f)Ax

1 [Th—1,Tk]

und die untere Darbouz-Summe mit

n

Sc(f,2) =) ( inf f)Ax.

oyl

Bemerken wir, dass man fiir die Darboux-Summen keine Zwischenstellen braucht und
dass S* (f,Z) € (—o0,4o00] und S, (f, Z) € [—o0, +00).

Sei f > 0. Die obere Summe S*(f, Z) ist dann die Summe der Flacheninhalte von
Rechtecken, die den Untergraph Uy von f iiberdecken, und die untere Summe S, (f, Z)
ist gleich die Summe der Flacheninhalte von Rechtecken, die im Uy enthalten werden.

Ay Ay

fx) £x)

v
v

a Xfe1 Xk b X a X1 Xk b x

Obere Darboux-Summe Untere Darboux-Summe

Sei £ = {£,}1._, eine Folge von Zwischenstellen von Z. Da &, € [zy_1, zx] so gilt

inf f<f(&) < sup f,

[k—1,2k] [o—1,25]

woraus folgt dass

S (f,2) <5(f,2,§) <5°(f.2). (10.19)
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Definition. Eine reellwertige Funktion f auf [a, b] heifit Darbouz-integrierbar wenn

lim (S*(f,2)—S.(f,2)) =0, (10.20)

©(Z)—0

d.h.
Ve>0 36>0 VZ mit ¢(Z) <6 gilt [S*(f,2)—S.(f,2) <e.

Die Differenz S* (f, Z)—S. (f, Z) heiBt Darbouz-Differenz. Sie ist wohldefiniert da S* (f, Z)
und S, (f, Z) nicht gleichzeitig +00 oder —oo sein konnen.

Beispiel. Fiir die Dirichlet-Funktion (10.5) gilt auf jedem Intervall [z)_1, x]

sup f=1 und inf f=0

[r—1,7k] [h—1,2x]

woraus folgt
S*(f,Z)=b—a und S,(f,Z)=0.

Die Bedingung (10.20) ist somit nicht erfiillt und f ist nicht Darboux-integrierbar.

Hauptsatz 10.9 (Darboux-Kriterium fiir Riemann-Integrierbarkeit) Sei f eine reellw-
ertige Funktion auf [a,b]. Die folgenden drei Eigenschaften sind dquivalent:

(a) Funktion f ist Riemann-integrierbar.
(b) Funktion f ist Darbouz-integrierbar.

(c) Die Grenzwerte lim,z)—o S« (f, Z) und limyz)—0 S* (f, Z) existieren (in R) und
sind gleich.

Dariber hinaus gelten unter jeder von den Bedingungen (a), (b), (¢) die Identititen:

»(Z)—0 »(Z)—0

b
im S (f,2) = lim S*(f,Z)_/ f (@) do = sup S. (£,2) = igt §° (£.2). (1021)

Definition. Eine Funktion f : [a,b] — R heifit integrierbar auf [a,b] wenn f eine (<jede)
von den Bedingungen (a), (b), (¢) erfiillt.

Beweis. Wir bewiesen die Implikationen
(a) = (c) = (b) = (a) .

Beweis von (a) = (c¢). Sei Z = {x;};_, eine Zerlegung von [a,b]. Zunéchst zeigen
wir, dass

sup S (f, Z,§) = 57(f, 2), (10.22)
¢

wobei das Supremum iiber alle Folgen von Zwischenstellen ¢ = {£,};_, genommen wird.
Da S (f,Z,¢) < S*(f,Z) so reicht es zu beweisen dass mit der Wahl von ¢ die Riemann-
Summe S (f, Z,£) beliebig nah zu S*(f, Z) gemacht werden kann. Dafiir setzen wir

M= sup f(§)

E€zp—1,7k]
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so dass .
= Z MkAZL’k
k=1

und fixieren ein € > 0. Fiir jedes k kann eine Zwischenstelle &, € [zg_1,xx] so gewahlt
werden, dass

Ay
— Sx)
e e
Y% S—— / \ /
: A
JEAD e \
171K YRTTTTTITRTR SHveootss SOt Feeeies e ‘: /\\/
a=xy Xkl 5. X b=x, "x
Es folgt dass
S(f,2,6) = f(€)Ax
k=1
(Mk — E) A.Tk
k=

1
“(f,Z2)—e(b—a).
Da ¢ beliebig ist, so (10.22) folgt. Ebenso gilt

Il
)

inf § (£, 2.6) = 5. (1. 2). (10.23)

Setzen wir
= [ f@ae= pm s0.2.0).
Nach Definition des Limes haben wir: Ve > 0 36 > 0 s.d. VZ mit ¢ (Z) < 6 und V¢ gilt
A—e<S(f,Z,) < A+e. (10.24)
Nehmen wir heir das Supremum {iiber alle £ und erhalten mit Hilfe von (10.22) dass
A—e<S*(f,Z) < A+e.
Genau so folgt es aus (10.24) und (10.23) das
A—e<S.([,Z2)<A+c¢

sodass lim S*(f,Z)= lim S.(f,Z)= A, was die Aussage (c) beweist.

0(Z)—0 »(Z)—0
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Beweis von (¢) = (b). Diese Implikation ist trivial: gilt

lim S.(f,Z)= lim S*(f 2),

0(Z)—0 0(Z)—0

so gilt auch
lim (S*(f,Z2)—=S.(f,Z))=0.
i (5°(£,7) = 5.(7,2)
Beweis von (b) = (a). Betrachten wir zwei Zerlegungen Z = {x;};_, und 2’ =
{y:}Y, von [a,b]. Man sagt dass Z eine Verfeinerung von Z' ist und schreibt Z' C Z
wenn Z' als Menge eine Teilmenge von Z ist, d.h. wenn {y;} C {x;}.

Behauptung 1. Fir Z' C Z gelten die Ungleichungen

S (f,2) <S8 (f.2) < S (f,2) <S5 (f.2)). (10.25)

Die mittlere Ungleichung ist bereits bekannt. Die linke Ungleichung besagt, dass die
untere Darboux-Summe nach der Verfeinerung steigt, und die rechte Ungleichung besagt,
dass die obere Darboux-Summe nach der Verfeinerung fallt. Es folgt, dass die obere und
untere Darboux-Summen nach der Verfeinerung naher beieinander liegen.

Wir beweisen die linke Ungleichung in (10.21) (und die rechte Ungleichung ist analog).
Da Z' C Z, jedes Intervall [y;_1,y;] von Z’ stimmt mit einem Intervall [z, x,,] iberein so
dass

Yie1 =T < o < Tppm1 < T < 0. < Ty = Y-

Vi Vi
- ° ° e ° ° ° ° 8 ° g ° $ >
a X1 Xp1 Xk X b

Daraus folgt, dass
Yi = Yi—1 = Z (Tp — Tp—1)

und somit

inf i = Yie1) = inf Tr — Th
(,nf ) @i = yi-1) k;(m—hydﬁ( )

m

< Z( inf f) (xr — 2—1)

Pt [Th—1,7k]

Addieren diese Ungleichungen fiir alle i ergibt S, (f,Z') < S, (f,Z), was zu beweisen
war.

Behauptung 2. Fir zwei beliebige Zerlegungen Z' und Z" von |[a,b] gilt

S.(f.2") < S*(f,2"). (10.26)
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Betrachten wir die Vereinigung Z = Z' U Z”, die auch eine Zerlegung von [a, b] ist.
Offensichtlich ist Z eine Verfeinerung von Z’' und Z”. Da Z’ C Z und Z" C Z, so erhalten
wir nach Behauptung 1, dass

S (f.Z') <8 (f,2) < 5°(f. Z2) <5 (f. Z2"),

woraus (10.26) folgt.

Jetzt konnen wir beweisen, dass eine Darboux-integrierbare Funktion f auch Riemann-
integrierbar ist. Setzen wir

A=supS,(f,Z) und B:irzlfS* (f,2). (10.27)
Z

Es folgt aus der Behauptung 2, dass
A< B. (10.28)
Nach (10.27) und (10.28) gilt fiir jede Zerlegung Z
S (f,Z2) <A< B<ZSS*(f,2). (10.29)
Nach der Darboux-Integrierbarkeit haben wir

lim (S*(f,2)— S, (f,Z)) — 0. (10.30)

»(Z)—0

Da nach (10.29) gilt
0<B-ALZSS*(f,Z2)-5:(f,2),

so folgt es aus (10.30) dass A = B.

I >

S«t.2) A=B S2) R
Nach (10.29) gilt auch
0< S*(faZ) _AS S*(faZ)_S*(f>Z)>

woraus folgt

lim S*(f,2)=A 10.31

i 5°(fZ) (10.31)
und analog

lim S.(f,Z) = A. 10.32

. (f. 2) (10.32)

Fiir jede Folge ¢ von Zwischenstellen von Z haben wir nach (10.19)

woraus folgt dass auch
lim S(f,Z,¢) = A. (10.33)

©(Z2)—0
Somit ist f Riemann-integrierbar und A = fab f(z)dz.
Alle Identitéten in (10.21) gelten nach (10.27), (10.31), (10.32) und (10.33). =
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Korollar 10.10 (Notwendige Bedingung fiir Integrierbarkeit) Ist eine Funktion f auf
la, b] integrierbar, so ist f auf [a,b] beschrdnkt.

Beweis. Wir beweisen folgendes: ist f auf [a,b] unbeschrénkt, d.h. sup,; [f| = oo so
ist f nicht Darboux-integrierbar. Fiir unbeschrankte Funktion f gilt

sup f = 400 oder inf f = —oo0.
[a,b] [a,b]

Nehmen wir an dass supy,; f = +oo (der zweite Fall ist analog). Fiir jede Zerlegung
Z ={xy},_, von [a,b] gibt es ein Intervall [z4_1, )] wo

sup f=+o0
[zr—1.2k]
woraus folgt
S*(f, Z) = +o0.

Da immer S, (f, Z) < 400, so erhalten wir
S*(f,Z) = S. (f, Z) = o0,

woraus folgt, dass f nicht Darboux-integrierbar ist, was zu beweisen war. m
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10.7 Integrierbarkeit von stetigen und monotonen Funk-
tionen

Hier beweisen wir den Satz 10.1:
(a) Jede stetige Funktion f(x) auf [a,b] ist auf diesem Intervall Riemann-integrierbar.
(b) Jede monotone Funktion f(x) auf [a, b] ist auf diesem Intervall Riemann-integrierbar.

Fiir dem Beweis von (a) brauchen wir den Begriff von gleichmdfiger Stetigkeit.

Definition. Eine Funktion f auf einem Intervall J heifit gleichmaf$ig stetig auf J wenn

Ve>0 30>0 Vo,yeJ mit |z —y| <dgilt |f(z)—f(y)] <e. (10.34)

Vergleichen wir (10.34) mit der Definition von Stetigkeit von f an einer Stelle x € J:
Ve>030>0 VyeJmit [z —y|<ogilt |[f(z)—f(y)] <e. (10.35)

In (10.35) héngt § von x ab, wobei in (10.34) ¢ gleich fiir alle = ist, was das Wort
“oleichmafBig” erklart.

Offensichtlich ist jede gleichmafig stetige Funktion auch stetig an allen Stellen x € J,
aber die Umkehrung gilt es nicht immer: eine Funktion kann stetig an allen Stellen x € J
sein, aber nicht gleichmafig stetig auf J.
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Beispiel. Die Funktion f(z) = z? ist gleichmifig stetig auf dem Intervall [1,2] da
2% =y’ =z +yl |z —y| < 4]z —y|

und man in (10.34) § = £/4 wihlen kann: |z — y| < /4 impliziert |2? — y?| < e.

Beispiel. Die Funktion f (z) = & ist stetig auf (0,1] aber nicht gleichméfig stetig auf J
ist. Die Negation von (10.34) ist die folgende Aussage:

Je>0 V6>0 Jr,yeJ mit [z —y|<d und |f(z)— f(y)] >e. (10.36)

Um (10.36) fir f(z) = 1 zu beweisen, setzen wir ¢ = 1 und, fiir jedes ¢ > 0, wéhlen wir
ein x € (0,1] so dass < J, und setzen y = x/2.

y

Dann gilt |z — y| < J, aber
1 1 1 2 1
F@-rwl=|;- o= -2 =1 21--

d.h. (10.36) ist erfiillt.

Lemma 10.11 (GleichméBige Stetigkeit) Sei J ein beschrinktes abgeschlossenes Inter-
vall. Dann jede stetige Funktion f : J — R ist gleichmdf$ig stetig auf J.

Beweis. Nehmen wir das Gegenteil an, dass f auf J nicht gleichméBig stetig ist, d.h.
(10.36) mit ein & > 0 erfiillt ist. Wahlen wir 6 = < fiir ein n € N und somit bekommen
nach (10.36) ein Paar x,,y, € J mit

1
|z, — yn| < - (10.37)

und
|f (zn) = f (yn)] = & (10.38)

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl (Satz 4.8) hat die Folge {z,} eine konvergente
Teilfolge {z,, }:
T, — x € J fir k — oo.

Nach (10.37) gilt auch y,, — x. Nach der Stetigkeit von f in z erhalten wir

lim f(x,,)=f(x)= kll_{f)lof (Yn) »

k—o0

was im Widerspruch zu (10.38) steht. =
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Beweis von Satz 10.1(a). Sei f eine stetige Funktion auf [a,b] . Um zu beweisen, dass
f auf [a, b] Riemann-integrierbar ist, reicht es zu beweisen, dass f Darboux-integrierbar
ist (Satz 10.9), d.h.
lim (S*(f,Z2)—S.(f,Z)) =0
i (5°(0.2) = .04, 2)

wobei Z eine Zerlegung von [a.b] ist.

Nach Lemma 10.11 ist die Funktion f gleichméBig stetig auf [a, b], d.h. die Bedingung
(10.34) ist erfiillt:

Ve>0 30 >0 Ve,yeJ mit [z —y| <d gilt |f(z)— f(y)] <e. (10.39)

Fixieren wir ein € > 0, wahlen § > 0 wie in (10.39), und betrachten eine beliebige
Zerlegung Z = {x}},_, von [a,b] mit ¢ (Z) < 6.

Fiir jedes Intervall [z5_1, xy] und fiir alle ,y € [zg_1, 2] gilt |x — y| < . Nach (10.39)
erhalten wir

flx) = fly) <e,

woraus folgt, dass
s fl@)— if  f(y) <e

TE[TK_1,Tk] YE[TK—1,2k]
Somit gilt
S*(f, Z) = S« (f, Z2) = Z sup [ Axy —Z inf f Az
b1 [Tr—1,%k] 1 [Tx—1,7k]

:i( sup f— inf f)Az
]

1 [Tk—1Tk 2k —1,2%]

SZ&Amkze(b—a).

k=1

Da ¢ (b — a) beliebig klein sein kann, so erhalten wir

©(Z)—0

was zu beweisen war. ®

Beweis von Satz 10.1(b). Sei f eine monoton steigende Funktion auf [a,b] (der Fall
von fallenden Funktionen ist analog). Fiir jede Zerlegung Z = {x;};_, von [a,b] gilt

swp f(x)=f(e) wd inf fla)=f ()

TE€[TK_1,Tk] x€[xp_1,08]

woraus folgt

WE

S (£.2) = S.(£.2) = ( sup [ inf }f) A
[zk_hzk} Tk—1,Tk

(f () = f (wp—1)) Azy,

1

k=1

I
3l

k
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Somit erhalten wir

©(Z2)—0
woraus die Integrierbarkeit von f folgt. m

Unser nachstes Ziel ist die Existenz von Stammfunktionen stetiger Funktionen. Dazu
besprechen wir zunéachst die Ungleichungen von Integralen und Additivitat.

10.8 Integration und Ungleichungen

Wir besprechen hier Ungleichungen zwischen Integralen.

Satz 10.12 Seien f und g integrierbare Funktionen auch einem Intervall [a,b], a < b.
(a) (Monotonie) Gilt f(z) < g(z) fir alle z € [a,b] so gilt auch

/ab fdr < /ab gdz. (10.40)

(b) (LM-Ungleichung) FEs gilt

(b—a) mbf]f</ f(z)dx < (b—a)sup f. (10.41)
[a [a,b]

Beweis. (a) Fiir die Riemann-Summen haben wir
S(f.2,¢) = Zf &) (tx — 1) <D g (&) (zx —wr1) = S (9, Z,6).
k=1

Fir ¢ (Z) — 0 erhalten wir (10.40).

(b) Setzen wir M = sup(,y f und L = b — a. Dann gilt f(x) < M fiir alle x € [a, ],
und nach (a) erhalten wir

b b
/f(x)de/Mdac:M(b—a):LM,

was die rechte Ungleichung in (10.41) beweist und die Bezeichnung LAM-Ungleichung
erklart (Ldnge mal Maximum). Die linke Ungleichung in (10.41) wird analog bewiesen.
]

Insbesondere erhalten wir aus (10.40):

b b
f<0 :>/fdx§0 und f >0 :>/fdx20.
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Korollar 10.13 Ist f stetig auf [a,b] , a < b, dann gilt

/ab f(z)dz

Beweis. Bemerken wir dass |f| auch stetig ist so dass die beiden Integrale in (10.42)
existieren. Da fiir alle = € [a, b] gilt

§/ |f(x)| dz. (10.42)

—[f(@)] < flx) < |f(2)],

so folgt es aus dem Satz 10.12 dass

_/ab|f(g;)|da;g/abf(x)dxg/:|f<:v)ld:v,

was aquivalent zu (10.42) ist =

Bemerkung. Die Ungleichung (10.42) gilt auch fir jede integrierbare Funktion f auf
[a,b] . Dafiir muss man zunéchst beweisen, dass die Funktion |f| auch integrierbar ist
(siehe Aufgaben).

Satz 10.14 (Mittelwertsatz fiir Integration) Sei f eine stetige Funktion auf einem Inter-
vall [a,b]. Dann gibt es ein & € [a,b] mit

b
/ flx)de = f(&)(b—a). (10.43)

Beweis. Setzen wir

m=1inf f und M =supf .
[a,b] [a,b]

Nach Korollar 6.14 (Folgerung von dem Extremwertsatz und Zwischenwertsatz) haben
wir f ([a,b]) = [m, M]. Da nach (10.41)

m(b—a)g/bfdeM(b—a)

und somit

1 b
mg—/ fdx < M,
b—aJ,

so gibt es ein £ € [a, b] mit

b
O =52 [ fin

was aquivalent zu (10.43) ist. =
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10.9 Additivitat von Integral
Ein Intervall I heifit kompakt wenn es abgeschlossen und beschrankt ist, d.h. wenn [ =
[a,b] mit a,b € R.

Definition. Eine Funktion f auf einem Intervall J heiflt lokal integrierbar wenn f auf
jedem kompakten Teilintervall von J integrierbar ist.

Zum Beispiel, alle stetige und monotone Funktionen auf .J sind lokal integrierbar. Man
kann auch folgendes beweisen (siehe Aufgaben).

e Ist f auf [a, b] Riemann-integrierbar so ist f auf [a, b] auch lokal integrierbar.

e Ist f auf [a, b] beschrénkt und auf (a,b) lokal integrierbar so ist f auf [a, b] integrier-
bar.

Sei f eine lokal integrierbare Funktion auf einem Intervall J. Dann fiir alle a,b € J
mit a < b ist das Integral fab f(z)dz wohldefiniert (da f auf [a,b] Riemann-integrierbar

ist). Erinnern wir uns an die Definition von fab f(z)dz fir den Fall a > b.

Definition. Seien a,b € J. Im Fall a > b setzen wir

/ab f(x)dx == — /ba f(z)dz, (10.44)

und im Fall a = b:

/a f(z)dz == 0. (10.45)

Satz 10.15 (Additivitdt) Sei f eine lokal integrierbare Funktion auf einem Intervall J.
Dann fir alle a,b,c € J gilt die Identitat

/ab fdx = /ac fdx + /Cb fdx. (10.46)

Bemerken wir dass alle Integrale in (10.46) wohldefiniert nach der lokalen Integrier-
barkeit von f.

Insbesondere im Fall f > 0 und a < ¢ < b bedeutet (10.46) die Additivitdt von dem
Flacheninhalt des Untergraphes von f beziiglich waagerechter Teilung.
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Beweis. Betrachten wir zunéchst den Fall a < ¢ < b. Seien X = {z}},_,und Y = {y;}.",
beliebige Zerlegungen von [a, c|] bzw [c, b].

]
T hd T
a=xo Xkl Xk Xp=C=Yy Yie Vi b=y

Dann ist Z = X UY eine Zerlegung von [a,b]. Es gilt

¢ (Z) =max (¢ (X), 9 (Y))

woraus folgt dass
©(X)—=0und p(Y) - 0< ¢(Z) — 0.

Offensichtlich gilt die Identitaten
S*(f,2) = " (f,X) + S (1.Y) (10.47)

Fiir ¢ (X) — 0 und ¢ (Y) — 0 erhalten wir aus (10.21) und (10.47)

c b
/fd:v—l—/fdx— lim S*(fX)—i— hm S*(fY)

@(X)—0

= lim S*(f,2)

w(Z)—0

= / fdx,
was zu beweisen war.

Betrachten wir jetzt allgemeine a,b,c € J. Fir a = b ist (10.46) dquivalent zu

O:/acfdx+/cafdx,

was nach (10.44) gilt. Seien jetzt a, b, ¢ verschieden. Dann gibt es 6 Fille wie folgt :

a<c<hb
a<b<c
b<a<e
b<c<a
c<a<b
6. c<b<a

SAR RS

Im Fall a < ¢ < b haben wir (10.46) schon bewiesen. Im Fall @ < b < ¢ haben wir nach

dem 1. Fall
/fm—/fm+/fm
lvaLUM—AVM:Lvm+[%M

Die anderen Falle werden analog betrachtet. m

woraus folgt
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Bemerkung. Hat f eine Stammfunktion F' auf [a,b] so kann man (10.46) sehr einfach
wie folgt beweisen:

/ fdx = F (b) — F(a)
= (F(e) = F(a)) + (F (b) = F (c))

:/jfdm/ffd:::.

Allerdings wird die Additivitdt verwendet um die Existenz der Stammfunktion von steti-
gen Funktionen zu beweisen.

10.10 Fundamentalsatz der Analysis, 2

Hauptsatz 10.16 (Fundamentalsatz der Analysis: Existenz der Stammfunktion) Sei f
eine stetige Funktion auf einem Intervall J C R. Fir jedes ¢ € J ist die Funktion

F(z) = /a: f@)dt, xze€lJ, (10.48)

eine Stammfunktion von f auf J. Insbesondere hat jede stetige Funktion eine Stamm-
funktion.

Somit ist auch der Satz 9.1 bewiesen.

Beweis. Da f stetig ist, so ist das Integral in (10.48) fiir alle z, ¢ € J wohldefiniert. Wir
miissen beweisen, dass F'(z) = f(x) fir jedes x € J, d.h.

i F) = Fla)

y—r Y —T

= f(2). (10.49)

Nach der Additivitdat des Integrals gilt folgendes:

ﬂm—ﬂmzf?@ﬁ—/UVMt

~ [ rwars [Croa= [ 1o

Ist y > x so gibt es nach dem Satz 10.14 (Mittelwertsatz fiir Integration) ein & € [z, y]
mit

[ rwa=r©-a. (10.50)
Ist y < z so gibt es analog ein £ € [y, x] mit

/fﬂwﬁzf@xx—w,

was wieder dquivalent zu (10.50) ist. In den beiden Féllen erhalten wir ein § = £(y)
zwischen x und y mit (10.50), woraus folgt
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und somit

y—x
Fixieren wir eine beliebige Folge {y,} € J \ {z} mit y, — z. Der entsprechende Punkt
&,, = &(yn) liegt zwischen x und y, so dass &,, — z. Es folgt aus der Stetigkeit von f, dass

Fyn) — F(z)

Yn — T

= [(&) = f(=),

woraus (10.49) folgt. m
Die Sétze 10.2 (die Newton-Leibniz-Formel) und 10.16 ergeben zusammen folgendes.

Korollar 10.17 (Fundamentalsatz der Analysis I+1I) Fir jede stetige Funktion f auf
dem Intervall [a,b] existiert eine Stammfunktion F auf [a,b] und es gilt

b
/ flz)dz = F (b) — F (a) .

10.11  Taylorformel mit Integralrestglied

Hauptsatz 10.18 Sei f eine (n + 1)-fach stetig differenzierbare Funktion auf einem In-
tervall J, wobein € NU{0}. Dann gilt fir alle a,x € J die Identitdt

z £(n+1) T — n
f(x)—Tn(x)—i-/ / (yg!( D"y, (10.51)

wobei T,,(x) das Taylor-Polynom von f an der Stelle a ist, d.h. ,

(z —a)*
2!

(- a)"

ot fM(a) —

1,(2) = fa) + @ 4

Bemerkung. Nach (10.51) lasst sich das Restglied

in der Integralform darstellen:

Ro(z) = / A (yi!(a: =0, (10.52)

Die Taylorformel mit Lagrange-Restglied (Satz 8.20) ergibt in diesem Fall

f(n+1) (C)

(n+1)! 9™ (10.53)

Ry(z) =

(z —

wobei ¢ ein Mittelpunkt zwischen a und z ist Die Identitdt (10.53) lésst sich aus (10.52)

herleiten da
[, e
a n!

V=" @ a)""!

fiir ein ¢ zwischen a und = (Aufgabe 92).
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30.05.2025 Vorlesung 15

Beweis. Wir beweisen (10.51) per Induktion nach n.
Induktionsanfang fiir n = 0. In diesem Fall gilt Ty(z) = f(a), und (10.51) sieht wie

folgt aus:
[ rwa

was nach der Newton-Leibniz-Formel gilt da f eine Stammfunktion von f’ ist.
Induktionsschritt von n — 1 nach n. Nach der Induktionsvoraussetzung haben wir die
Identitat

n)
f(x) = /f n—l —y)" dy. (10.54)

In der rechten Seite verwenden wir die partielle Integration. Dafiir bemerken wir zunéchst,
dass beziiglich der Variable y

d(z—y)" =—n(z—y)"  dy.
Dividieren durch n! ergibt

G N C et )

nl (n=1) Y-
Einsetzen in die rechte Seite von (10.54) und Anwendung von partiellen Integration (10.10)
mit .
u(y)=f"(y) und v(y) = %
ergibt

[ e e

so erhalten wir daraus (10.51). =
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10.12  Uneigentliches Integral

Wir haben das Riemann-Integral fab f () dx fir Funktionen auf einem abgeschlossenen
beschrankten Intervall [a, b] definiert. In diesem Abschnitt wird diese Definition auf an-
deren Typen von Intervallen erweitert insbesondere wenn f auf einem rechtsoffenen Inter-
vall [a,b) definiert ist. In diesem Fall kann das Intervall unbeschrénkt sein, d.h. b = +o0,
oder Funktion f kann unbeschrankt sein auch wenn f stetig ist.

Definition. Sei f eine lokal integrierbare Funktion auf einem rechtsoffenen Intervall [a, b)
mit —0o < a < b < +oo. Dann definieren wir das uneigentliche Integral von f auf [a,b)
mit

c—b—

h—
f(x = lim / f(z (10.55)

a

vorausgesetzt, dass der Grenzwert in R existiert. Die Notation ¢ — b— bedeutet ¢ — b
und ¢ < b.

a ¢ —b

Da [a, c] ein kompaktes Teilintervall von [a, b) ist und f auf [a, b) lokal integrierbar ist, so
f ist auf [a, ¢] Riemann-integrierbar und das Integral f; f (z) dz ist wohldefiniert.

Ist der Grenzwert in (10.55) endlich, so sagt man, dass das Integral f;i f(z)dx an
der Grenze b konvergiert. Ist der Grenzwert in (10.55) unendlich, so sagt man, dass das
Integral an der Grenze b bestimmt divergiert. Existiert der Grenzwert nicht, so sagt man,
dass das Integral an der Grenze b unbestimmt divergiert. Im letzten Fall ist der Wert des
Ausdrucks fj_ f (z) dz nicht definiert.

Die Grenze b fiir das uneigentliche Integral in (10.55) heiit kritisch.

Ist f auf [a,b] Riemann-integrierbar, so ist f auch local integrierbar und das un-
eigentliche Integral ffﬁ f(z)dz stimmt mit dem Riemann-Integral fab f(z)dz tiberein (siehe
Aufgabe 109).

Das Riemann-Integral wird auch als eigentliches Integral bezeichnet um es vom un-
eigentlichen Integral zu unterscheiden.

Wenn das uneigentliche Integral (10.55) existiert (konvergiert oder bestimmt divergiert)
so benutzt man fiir das uneigentliche Integral die folgende Schreibweise:

/ f@)de= [ f(2)de, (10.56)

ohne explizite Kennzeichnung der kritischen Grenze b.

Beispiel. Zum Beispiel, im Integral

! X
/0 V1—22

ist die Funktion f(z) = \/1;_7 auf dem Intervall [0,1) definiert so dass 1 die kritische

Grenze ist und dieses Integral als uneigentliches verstanden werden muss.

Im Integral
/+oo dr
1 2
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ist der Definitionsbereich [1,400) so dass 400 eine kritische Grenze ist (die Unendlichkeit
ist immer eine kritische Grenze).

Man kann beweisen dass flir nichtnegative lokal integrierbare Funktion f das un-
eigentliche Integral (10.56) immer existiert, d.h. konvergiert oder bestimmt divergiert
(siehe unterhalb). In diesem Fall definiert man den Flicheninhalt des Untergraphes Uy
der Funktion f auf [a,b) mit

b
F(Uy) = / f(x)dz

so dass F' (Uy) € [0, +o0] .

Definition. Sei f eine lokal integrierbare Funktion auf einem linksoffenen Intervall (a, b]
mit —oo < a < b < 400. Dann definieren wir das uneigentliche Integral mit

c—a+

/:r f(x)dz = lim /cbf (x)dx, (10.57)

vorausgesetzt, dass der Grenzwert existiert. Die Notation ¢ — a+ bedeutet ¢ — a und
¢ > a. Die Grenze a fiir das uneigentliche Integral (10.57) heifit kritisch.

Man definiert analog die Begriffe von Konvergenz, bestimmte Divergenz und unbes-
timmte Divergenz, und benutzt die einfachere Notation

/abf(x)dx:/aif(x)dx.

Die Eigenschaften von Riemann-Integral lassen sich auf uneigentliche Integrale ver-
allgemeinern. Erweitern wir zunichst die Notation [F]” auf den Fall wenn F auf [a, b)
definiert ist wie folgt:

[Flo = [Fl.” = F(b-) = F (a), (10.58)

a

wobei
F(b—)= 1i11171 F(x),
vorausgesetzt, dass der Limes existiert, endlich oder unendlich. In diesem Fall ist [F ]Z
wohldefiniert.
Ist F' auf (a,b| definiert, so setzen wir analog
[Flo = [Flos = F (b) = F (a+)

a
wobel

F(a+) = lim F(x).

r—a+

Satz 10.19 (Newton-Leibniz-Formel fiir uneigentliches Integral) Sei f (x) eine lokal in-
tegrierbare Funktion auf einem halboffenen Intervall J = [a,b) oder J = (a,b]. Sei F' eine
Stammfunktion von f auf J. Dann gilt

/abf<x>dx:[F1Z,

vorausgesetzt, dass die rechte Seite wohldefiniert ist.
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Beweis. Betrachten wir den Fall J = [a,b). Nach Definition von dem uneigentlichen
Integral und Newton-Leibniz-Formel fiir eigentliches Integral gilt

[r@a=[" i@

Der Fall J = (a,b] ist analog. =

Auch Linearitat, partielle Integration und Substitution gelten fiir uneigentliches Inte-

gral.

Beispiel. 1. Bestimmen wir das uneigentliche fol \/1df7 wobei die kritische Grenze 1 ist.

Mit Hilfe von Newton-Leibniz-Formel erhalten wir

/1 dx { / dx ]1 farcsina! = ¥
— = ——=| = larcsinz|, = —.
0 V1 —a? V1—22], 02
Somit ist das Integral konvergent.

2. Betrachten wir das uneigentliche Integral fOJrOO sin x dr mit der kritischen Grenze
+o00. Es gilt

+oo
sinzdr = — [cosz];™ = — lim cosz + 1.
0 T—+400

Allerdings existiert der Grenzwert lim,_,., cos x nicht. Somit beschlieflen wir, dass f0+°° sin x dx
unbestimmt divergiert und keinen Wert hat.

3. Bestimmen wir das uneigentliche Integral f;r
Grenze +oo ist. Im Fall p # 1 haben wir

00 d 00 —p+1 +oo 1-p ]_
/ & :/ v Pdr = |~ ~ lim — — —
1 xP 1 —p—|—1 1 J:—>+ool—p 1—p
Im Fall p < 1 gilt 2'"? — 400 fiir z — +00, woraus folgt

T dx
- — _i_oo7
1 xP

d.h. das Integral bestimmt divergent ist.
Im Fall p > 1 gilt 27 — 0 fiir x — 400, woraus folgt

/+°°dm_ 1
. oz p=1

d.h. das Integral konvergent ist. Insbesondere gilt

> d
/ “_q
o @?

o dx
P

wobei p € R und die kritische
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Im Fall p = 1 haben wir

too g
/ & )™= lim Inz — +oo,
1 T Tr——+00

/—i-oo dx
— = t+00.
1 i

Somit ist das Integral f1+oo % konvergent fiir p > 1 und bestimmt divergent fiir p < 1.

woraus folgt

y
10T

08T
0.6 T
04T

02T

0.0 t t t t t t T T i t
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X

Funktionen < (blau) und = (rot)

4. Bestimmen wir fol j—%. Hier ist 0 die kritische Grenze. Nach der Newton-Leibniz-

Formel erhalten wir ) )
1 1/2
/ dr _ { / x—uzdx] _ {ﬂ} _
0o VT 0 1/2 |,

/Old—x: { d—x_lz[lnx]é:lnl—ln(o+):0_(_oo):+OO_

x T ],

Analog erhalten wir

Funktionen 1 (blau) und \/LE (rot)

5. Bestimmen wir f;roo lg—f dz, wobei die kritische Grenze +oo ist. Wir erhalten mit

Hilfe von der partiellen Integration

1 & 1 1 o >~ 1
/ n—fda::—/ Inzd— = {——lnx] +/ —dlnzx
LT 1 x T L LT
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wobei wir benutzt haben, das 1“7“”

— 0 fir £ — +o0.

020 T

015 T

0.10 T

0.05 T

0.00
0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X

Funktion 22 auf [1, 400)

. . “+o00
6. Bestimmen wir fe Miﬁx

tion y = u(x) = Inz erhalten wir
/°° dx _/oodlnx_/“(oo)dy_{ 1}‘”_1
. zln’z J, W’z u(e) v |y ) T

041

mit der kritischen Grenze 4+o00. Mit Hilfe von Substitu-

0.2 T

0.1 T

+ + + + + + + + t 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X

1

Funktion —
zln“x

auf [e, +00)

Betrachten wir jetzt uneigentliches Integral mit den beiden kritischen Grenzen.

Definition. Sei f eine lokal integrierbare Funktion auf einem offenen Intervall (a, b) mit
—o0 < a < b < +o00. Definieren wir das uneigentliche Integral mit zwei kritischen Grenzen
a, b wie folgt:

b b— c b—
/ f(z)dz = f(z)de = /+ f(z)dx + f (z)dx, (10.59)

+

wobei ¢ € (a,b), vorausgesetzt, dass die beiden Integrale in der rechten Seite existieren
als uneigentliche Integrale und deren Summe auch wohldefiniert ist.

Behauptung. Der Wert von fabf(m) dx in (10.59) ist unabhdngig von der Wahl von
c € (a,b).
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Beweis. Sei ¢’ noch ein Punkt in (a,b). Seien o und § so nah zu a bzw bdass ¢, ¢ € («, 3) .

o4
Qe
o
o
go=X }
S

Mit Hilfe von dem Satz 10.15 (Additivitat) erhalten wir

a—a+

:all>r[£l+ (/ fda:—{—/ fda:) + hm (/dfdx+/dﬁfdx)
:JH&/ fdr + hm/ fdx+</ fdx+/ fdx)

d b—
= / fdx + fdx,
a+ c

c b— B
/ fdx + fdxr = lim / fdx + hril fdx
a+ c -

was zu beweisen war. Wir haben hier benutzt dass

/ fd:zc—l—/ fdx = 0.

Alle Eigenschaften von uneigentlichen Integralen gelten auch fiir den Fall von zwei
kritischen Grenzen. In diesem Fall wird die Notation [F ]Z noch weiter verallgemeinert
wie folgt:

[FIb = [F]), = F(b—) — F (a+), (10.60)

vorausgesetzt, dass die beiden Werte F'(b—) und F (a+) existiert und deren Differenz
auch wohldefiniert ist. Bemerken wir, dass [F' ]Z nicht definiert ist falls die rechte Seite
von (10.60) ein unbestimmter Ausdruck der Form oo — oo ist.

Zum Beispiel, beweisen wir die Newton-Leibniz-Formel in diesem Fall.

Satz 10.20 (Newton-Leibniz-Formel fiir uneigentliches Integral mit zwei kritischen Gren-
zen) Seien f (x) eine lokal integrierbare Funktion auf (a,b) mit —oo < a < b < 400 und
F eine Stammfunktion von f auf (a,b). Dann gilt

/f faig

vorausgesetzt, dass die rechte Seite wohldefiniert ist.

Beweis. Es folgt aus der Definition (10.59) und dem Satz 10.19, dass fiir ¢ € (a, b)

/f m_/f m+/f ) da

F(b—) — F(c))
= F(b—) —F(a+),
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was zu beweisen war. ®

Beispiel. 1. Betrachten wir fj dx, wobei die beiden Grenzen too kritisch sind.

Da

1+x2

x 1 [d(1+2%) 1
de—= [ TP Ty 1422 40
/1+x2x 2/ 1+ 22 g (1+a%) +C,

so erhalten wir nach der Newton-Leibniz-Formel

[ = ) = oo (40,

3 X
Funktion 5 T

2. Bestimmen wir f 1 \/7 Die beiden Grenzen =1 sind kritisch. Nach de Newton-
Leibniz-Formel erhalten wir

[ A=l v

. 1 T T
= [arcsinz]_ | = = — (——) = .

+ + + + + t + + t
-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

. 1
Funktion o

3. Bestimmen wir [” "2 _dr_ Die beiden Grenzen +7/2 sind kritisch da cos 7 = 0. Da

w/2 cosx’

dx 1 1+sinx
=—In{—— ) +C,
COS & 2 1 —sinx
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so erhalten wir

/”/2 dz 1 1+sina\]™?
—r/2 COST 2 1—sinz )2

(In (4+00) —In0) =

1
- (00 = (=00)) = +o0.

1
2

| S S S S S S S

t + t t t t t t t t t t t t t t

-1.6 -14 -1.2 -1.0 -0.8 -0.6 -04 02 00 02 04 06 08 1.0 12 14 1.6
X

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1

Funktion —— auf (—7/2,7/2)

04.06.2025 Vorlesung 16

10.13 Konvergenzkriterien von uneigentlichen Inte-
gralen

Integrale von nichtnegativen Funktionen. Wir fangen mit der folgenden Beobach-
tung an.

Satz 10.21 Sei f eine nichtnegative lokal integrierbare Funktion auf einem Intervall (a,b)

mit —oo < a < b < 400. Dann ist das uneigentliche Integral f(ff(x) dx entweder
konvergent oder bestimmt divergent, und es gilt

/bf(x)d:v € [0, 4o0].
In anderen Worter, es gibt nur zwei Moglichkeiten:
1. entweder das Integral fab f (z) dz konvergiert und ff [ (z)dzx € [0,+00);
2. oder das Integral fab f (z) dz bestimmt divergiert und f; f(x)dx = +o0.
Der Satz 10.21 ahnelt der analogen Eigenschaft von Reihen: fiir jede nichtnegative

Folge {a,}, -, ist die Reihe > | a, entweder konvergent oder bestimmt divergent, und
ihre Summe liegt in [0, +o0].
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Beweis von dem Satz 10.21. Fixieren wir ein ¢ € (a,b) und betrachten die Funktion

= /»’0 f@)dt, =ze(ab). (10.61)

Es gilt nach der Definition der uneigentlichen Integrale, dass

/f 1) di = f()

/f ) dt + bif()dt

ngdHﬂff
= lim F(z)— lim F(x)

r—b— r—a+

= F(b—)— F(at). (10.62)

Somit reicht es zu beweisen dass F' (b—) und F (a+) existieren und dass ihre Differenz
(10.62) wohldefiniert ist.

Bemerken wir, dass die Funktion F(z) monoton steigend ist, da f > 0 und fiir alle
y >z aus (a,b) gilt

P -F@= [ rwd- [ joa= [ roar [raa-["roazo

Behauptung. Der Grenzwert lim, ., F' (z) ezistiert fiir jede monoton steigende Funktion
F auf (a,b).

Fir den Beweis setzen wir

m :=sup F'
(a,b)
und zeigen dass
liril F(z) =m. (10.63)

Sei m < 4oo(der Fall m = 400 ist analog). Dann fiir jedes ¢ > 0 existiert ein t € (a,b)
mit F'(t) > m —e. Da F monoton steigend ist, so erhalten wir dass fiir alle = € (¢,b)

F(z)> F(t)>m—e.

Ug(m)< ms
F(x)§

()
\m—Sw

4
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Da auch F(z) < m so gilt F(z) € (m —e,m + ¢) fir alle x € (¢,b), woraus (10.63) folgt.
Die Funktion (10.61) ist monoton steigend so dass der Grenzwert F' (b—) existiert nach
der Behauptung. Da F'(x) > 0 fiir x > ¢, so gilt F' (b—) € [0, +00].
Analog existiert der Grenzwert F'(a+) = inf(,) F. Da F(z) < 0 fiir z < ¢ so gilt
F (a+) € [-00,0].
Folglich ist die Differenz
F(b—) — F (a+)

wohldefiniert und hat den Wert in [0, +00], was zu beweisen war. ®

Integralkriterium fiir Konvergenz von Reihen. Der folgende Satz etabliert eine
direkte Beziehung zwischen Konvergenz von Reihen und Integralen.

Satz 10.22 (Integralkriterium fiir Konvergenz von Reihen) Sei f () eine nichinegative
monoton fallende Funktion auf [m,+00), wobei m € Z. Dann gilt die Aquivalenz

+OO (x)dr < 0o <— i f (k) < oo. (10.64)
k=m

m

Beweis. Da f nichtnegativ und lokal integrierbar ist, so existieren f;:oo f (z) dx und
Y re.n | (k) als Elemente von [0, +o00]. Wir beweisen, dass die beiden Werte gleichzeitig
entweder endlich oder unendlich sind.

Fixieren wir ein n > m und betrachten die folgende Zerlegung des Integrals [m, n:

Z={mm+1,..n}={k},_ .
Da f () monoton fallend ist, so gilt auf jedem Intervall [k — 1, k] C [m,n]

sup f=f(k—1) und inf f=f(k).
[k—1,K] [k—1,k]

Bestimmen wir die Darboux-Summen dieser Zerlegung:

n

S (f,2)=" (inf f(k—=(k=1))= > f(k)=[f(m+1)+..+[(n)

[k—1,k]
k=m+1 k=m+1
und
n n n—1
S(f2)=Y (sup fllk—(k—=1)= > flk=1)=)_ f()=f(m)+.+f(n—1)
k=m+1 [F—1K] k=m+1 I=m
g W ™
~L ~._ /v
ii A\
N
Sf2) S.f7Z)

m  m+l k-1 ¢ n-1 n X m  m+l k1 k n-ln X
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Da nach dem Satz 10.9

so erhalten wir

S i< [ fwa<S fH) (10.65)

Fiir n — oo ergeben diese Unglemhungen, dass

/ ) de < i (10.66)

Gilt D=7, f (k) < oo so folgt es aus der rechten Seite von (10.66) dass auch

k= m+1

/00 f(x)dr < . (10.67)

m

Umgekehrt gilt: ist (10.67) erfiillt so folgt es aus der linken Seite von (10.66) dass
> remsr f (k) < oo und somit auch »7° f (k) < oo, woraus die Aquivalenz (10.64)
folgt. m

Beispiel. Untersuchen wir die Konvergenz der Reihe

o0

1

npkP
n=1

wobei p € R. Im Fall p < 0 konvergiert die Folge {%} gegen 0 nicht, und somit ist

die Reihe divergent. Sei p > 0. Die Funktion f(z) = - ist dann monoton fallend auf

[1,400). Nach dem Satz 10.22 gilt die Aquivalenz

1 oo dx
Z—<oo — — <. (10.68)

Wir haben frither schon gesehen, dass das Integral in (10.68) genau dann konvergiert wenn
p > 1. Es folgt, dass die Reihe Y 7, p genau dann konvergiert wenn p > 1.

Absolute Konvergenz.
Definition. Sei f eine stetige Funktion auf (a,b). Das uneigentliche Integral fab f(x)dx
heifit absolut konvergent wenn f |f (z)| dx konvergent ist, d.h. wenn

/a |f (z)|dx < +o0.

Bemerkung. Da |f| > 0, so existiert das Integral f: |f (z)] dz nach dem Satz 10.21.

Bemerkung. Diese Definition lésst auch auf lokal integrierbare Funktionen f erweitern.
Dafiir braucht man die folgende Aussage: ist f lokal integrierbar so ist auch |f| lokal
integrierbar, was aus der Aufgabe 110 folgt.
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Satz 10.23 Sei f eine stetige Funktion auf (a,b). Ist das Integral f;f () dx absolut
konvergent, so ist es auch konvergent und es gilt

b
x) dx S/ |f (z)] dx. (10.69)

Beweis. Wihlen wir ein ¢ € (a,b) und setzen fiir alle x € (a,b)

/f t)dt und G (z /yf )| dt.

Da |f| > 0, so ist G () monoton steigend, die beiden Grenzwerte G (a+) und G (b—)
existieren und es gilt

/b F()]dt = G (=) — G (at) (10.70)

(siehe (10.62) im Beweis des Satzes 10.21). Da f |f (t)] dt konvergent ist, so sind die
Werte G (b—) und G (a+) endlich.
Beweisen wir dass auch der Grenzwert

F(b—) = lim F(z) (10.71)

r—b—

existiert und endlich ist. Daflir brauchen wir die folgende Aussage.

Behauptung. Nehmen wir an dass fiir jede Folge x,, — b— die Folge {F (x,)} konvergent
ist. Dann existiert der Grenzwert lim,_,— F (x).

Der Satz 6.1 aus Analysis 1 besagt folgendes: gilt F'(x,) — « fiir ein @ € R und fiir
jede Folge z, — b—, so gilt auch F'(z) — « fiir z — b—. Beweisen wir folgendes: wenn
die Folge {F (x,)} konvergent fiir alle Folgen x,, — b— ist, so stimmen alle Grenzwerte
lim F' (z,,) Uberein, so dass d.o.g. Satz verwendbar ist und die Existenz von lim,_,— F' (2)
ergibt. In der Tat, gilt lim F' (z,,) # lim F (y,) fiir zwei Folgen x,, — b— und y,, — b— so
betrachten wir die gemischte Folge

T, N gerade,
L =
" Yn, N ungerade,

die offensichtlich keinen Grenzwert hat, obwohl z, — b—.

Nach diese Behauptung reicht es folgendes zu zeigen: fiir jede Folge x,, — b— ist die
Folge {F' (x,)} konvergent. Dafiir zeigen wir, dass {F (z,)} eine Cauchy-Folge ist. In der
Tat fir x,, > x,, erhalten wir

t)dt — / ft dt‘

" f |

|F(zn) — F (v)] =

Im

/rn F ()] dt = G () — G () (10.72)

IN

wo wir Korollar 10.13 benutzt haben. Im Fall z,, < x,, erhalten wir analog

|F (zn) — F ()| £ G (xm) — G (T0) ,
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woraus folgt, dass in den beiden Fallen
|F (20) = F (zm)| < |G (20) — G (2m)] -

Da G (z,,) — G (z,,) — 0 fiir n,m — o0, so folgt es |F (z,) — F (x,,)] — 0. Somit gibt es
einen endlichen Grenzwert F' (b—). Analog ist F' (a+) wohldefiniert und endlich. Es folgt
dass uneigentliches Integral

/ b f(t)dt = F (b—) — F (a+) (10.73)

konvergiert.
Um die Ungleichung (10.69) zu beweisen, bemerken wir, dass nach (10.72) fiir alle
a<x<y<bgilt
F(y) - F (@) <G (y) - G ),

woraus folgt fiir x — a+ und y — b—, dass
[F'(b—) = F'(at)] <G (b—) — G (at).

Einsetzen in (10.70) und (10.73) ergibt (10.69). m

06.06.2025 Vorlesung 17

Landau-Symbol O.

Definition. Seien f, g zwei Funktionen auf (a,b) und g () > 0. Man schreibt
f(x)=0(g(x)) fir z — b— (10.74)

und sagt “f (z) ist gro O von g (x) fiir £ — b—" wenn es ein ¢ € (a,b) und ein C' > 0
gibt mit
|f (x)] < Cg(z) fir alle z € (¢,b).

Die Funktion g aus der Bedingung (10.74) heiit eine Majorante von f.
Man kann zeigen dass (10.74) Aquivalent zur folgenden Bedingung ist:

lim sup £ ()]
r—b— g (fL’)

< +00
Die ahnliche Definition gilt fiir x — a+.
Beispiel. Wir haben
z?cosx 4+ 2/ = O (SBQ) fiir v — +o0,
da fiir x > 1

|2% cos x + x/x]
22

1
<Jcosz| + — < 2.
i ﬁ_
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Satz 10.24 (Majorantenkriterium) Seien f (z) und g (z) stetige Funktionen auf [a,b) und
g(x) > 0. Nehmen wir an, dass

f(x)=0(g(x)) firx— b— (10.75)

/abg(x)dx<oo.

Dann ist das Integral f; f (z) dx absolut konvergent.

und

Beweis. Da f (z) = O (g (z)) fiir x — b—, so existieren C' > 0 and ¢ € (a,b) mit

|f (z)] < Cg(x) firalle c <z <b. (10.76)
Wir haben ) . ,
[ @i = [ 1@l [ 1 @)
Die Funktion f ist auf [a, | integrierbar, so dass [”|f (z)|dz < co. Wir schitzen das

zweite Integral mit Hilfe von (10.76) wie folgt ab:

/|f ]dx<(]/ (2) dx < +oo.

Daraus folgt f |f (x)|dx < oo d.h. das Integral f f (z) dx absolut konvergent ist. m

Beispiel. Untersuchen wir die Konvergenz von

+o0 2 si
/ vrtising Smxdm. (10.77)
1

2
Da [sinz| < 1 und vz + 2 < 2z fiir x > 2, so gilt

5
’—:U—l—gsmx S\/ﬁ\/—?:C’x_% fir x > 2
T T

und somit
Vr+2sinz

o =O(x~ 2)fur:t—>+oo

Da floo 73 dr < +00, so folgt es dass das Integral (10.77) absolut konvergent ist.

Aquivalenz von Funktionen.

Definition. Seien f (z) und g (x) zwei Funktionen auf (a, b), die in einer Umgebung von b
nicht verschwinden. Man sagt, dass f () dquivalent zu g (x) fiir £ — b— ist und schreibt

f(z)~g(z) firz — b—

wenn

f(z)
g(z)
Analog definiert man die Aquivalenz fiir  — a-+.

—1 firz —0b—.

Sln X

Zum Beispiel, es gilt sinx ~ x fiir £ — 0— und fiir x — 0+ da — 1.

Die Aquivalenz f ~ ¢ impliziert offensichtlich f = O (g) und g = O (f)-
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Lemma 10.25 Die Aquivalenz hat die folgenden Eigenschaften.
(a) Die Relation f ~ g fiir & — b— ist eine Aquivalenzrelation.

(b) Gelten f1 ~ g1 und fy ~ go fiir x — b— so gelten auch fifa ~ g1g2 und % ~ Z—; fiir
x — b—.

(¢) Die Aquivalenz f ~ g gilt genau dann wenn f (z) = g (z) + o (g (z)) firxz —b—.
Beweis. (a) Nach Definition, soll eine Aquivalenzrelation reflexiv, symmetrisch und
transitiv sein.

1.@ﬁkmwwwEsghfwfdagzl—alﬁrxaba

2. (Symmetrie)f~g:>g~fda%:f—}g—>%:1ﬁira:—>b—.
3. (Transitivitdt) f ~gund g~h = f~hdag =2 —1-1=1firz—b—.
(b) Die Aquivalenz fi fy ~ g1go folgt aus

hf: _hi b
9192 g1 g2

—1-1=1firz — b—

und % ~ Z—; folgt aus
ﬁ 2:£-@—>1fﬁrx—>l)—.
279 g fo

[:f—g+L

g g
woraus folgt, dass % — 1 genau dann gilt wenn % — 0, d.h. f—g=0(g) und somit
f=g9+o(g). m

Beispiel. 1. Es gilt

(¢) Wir haben

2+~ firr— 400

da

2
1
xtx:1+——ﬂﬁhxﬁ+m.
e i

Andererseits, wir haben
P 4r~zx firz—0
da
24z

X

=x+1—1 furxz — 0.

2. Es gilt
In(l+z)~zxfirz—0

da nach der Taylorformel
In(l+x)=z+o0(x).

Es folgt, dass fiir v — 0
(®+2)In(l+2)~z z=2"
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Satz 10.26 (Vergleichskriterium) Seien f und g positive stetige Funktionen auf [a,b).
Gilt

fx) ~g(x) firz—b—
so sind die Integrale fabf () dz und fabg () dx gleichzeitig konvergent oder bestimmt di-
vergent.

x) dz konvergent

Beweis. Da f und g positiv sind, so ist jedes Integral [ " fla f g(z
=0(g ( )) und somit

oder bestimmt divergent. Die Relation f(x) ~ g (z) ergibt f( )
nach dem Satz 10.24

b b
/g(x)da:<—|—oo — /f(x)dx<—|—oo.

Die umgekehrte Implikation folgt analog aus g (z) ~ f (z). m
Beispiel. 1. Untersuchen wir die Konvergenz von

T xdr

1 V1+ 26

an der kritischen Grenze +o0o. Wir haben

flz)= : = - ~ = =22 fiir £ — 400,

V1+ab  a3/xb64+1  ad
d.h. f(z) ~ 27?2 fir x — 400. Da

“+oo
/ r72dr < +o0,
1

so beschlieflen wir nach dem Satz 10.26, dass auch
+o0

xdx -
1 V14 ab

2. Untersuchen wir die Konvergenz von

(10.78)

/ dx
0 VCosT —cosa

wobei 0 < a < w/2. Da cosz in [0, /2] streng monoton fallend ist, so gilt cos x —cosa > 0
fur 0 < x < a. Die Grenze a ist kritisch da der Nenner an z = a verschwindet. Nach der
Differenzierbarkeit von cos x gilt es fiir v — a—

cosx —cosa = —(sina) (r —a) +o(x —a) ~ (sina) (a — z),
woraus folgt

Vcosz —cosa ~ +/(sina) (a —z) firz —a

1 1
\/COST — Ccos a ~ vsinav/a — x

Mit Hilfe von Substitution y = a — = erhalten wir

/0 N / — [2vF)" = 2Va < oo,

woraus folgt, dass das Integral (10.78) konvergent ist.

und somit

firx —a
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10.14 * Wallis-Produkt

Zwei Folgen {ay}, . und {by},y von positiven reellen Zahlen heiflen dquivalent wenn

Schreibweise: a, ~ b, fiir n — oo. Diese Relation heifit Aquivalenz oder asymptotische
Identitdt. Sie besitzt die folgenden Eigenschaften:

1. a, ~ a, (Reflexivitit)
2. a, ~ b, impliziert b, ~ a, (Symmetrie)

3. a, ~ b, und b, ~ ¢, implizieren a,, ~ ¢, (Transitivitit).

Satz 10.27 Es gelten die Aquivalenzen

T 2
/ sin” x dx ~ \/% fiirn — oo (10.79)
0

Moy 1) 2
(?22)? ~ TR fiirn — 0o (10.80)

und

(Wallis-Produkt).

Die #dquivalenten Formulierungen von (10.80):

2.4...-(2n)
1-3-5-...-(2n— 1)

~ /TN

und
(2-4-...-2n)

lim 5
n—oo (1.3-5-...-(2n—1))*n

= T.

Beweis. Bezeichnen wir fiir n € Z

i
In:/ sin” x dx.
0

Wir beweisen Eigenschaften von I, in einer Reihenfolge von Schritten.
(a) I,—1 > 1,>0.Dafir0<z<mgilt0<sinz <1, so folgt es

0 <sin"z <sin" 'z,

woraus 0 < I,, < I,,_; folgt.
(b) Iy =mund I} = 2, da

I():/ dr =7 und _71:/ sinzdr = — [cosz]y = 2.
0 0
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(c) I, = ”T_lln_Q fir n > 2, da

™ ™
I, = / sin”xdas:—/ sin” 'z dcosx
0 0

™
. — s . —
= —[Sln" lxcosx}o—i-/ coswdsin 'z
0
s
= (n—l)/ cos? xsin" 2 x dx
0

= (n—1) /07T (1 — sin? x) sin" 2z dx
- (n - 1) (In—2 - In) )

woraus [,, = ”T’lln_z folgt.
(d) lim,, II—: = 1. In der Tat folgt es aus (¢) und (a), dass

n—1 1, I,
= < <1
n ]n—2 g1

Da =1 — 1, so erhalten wir -z
b
n I, 1

(e) Fiir alle k € Z gelten die Identititen:

— 1 fur n — oo.

2.4 .. (2k)
3.5 .- (2k+1)

1-3-..-(2k—1)
2.4. - (2k)

[2k+1 =2 und I2k =T (1081)

Induktion nach k. Fiir £ = 0 gelten (10.81) nach (b).
Induktionsschritt von k£ — 1 nach k. Angenommen
2-4-..-(2k—-2)
3-5-..-(2k—1)’

Ipp_1 =2

so erhalten wir nach (c)

2k o, 24 (2k—2)(2K)
2%+1 " 35 (2k—1)-(2k+1)

Iopy1 =

Analog beweist man die zweite Identitat in (10.81).
(f) Inal, = 27” Es folgt aus (e), dass fir n = 2k 4 1

1-3 - (2k—1) . 2-4-..-(2k) o 2m
nelin SRR ST T 2k 35 (2k+1) 2%+l m

Im Fall n = 2k erhalten wir analog

2.4 (2k—2) 1-3-..-(2k-1) 27 2«
Looidy = L1 Iy = 2 : ——
! ok S (2k—1) | 2-4-..-(2k) 2k n

g) Jetzt beweisen wir 79), d.h. I, ~4/=. Nac aben wir
J bewei ir (10.79), d.h. I zr’hofhb i

I’=1,1,_ = ,
" 1]n—l n [n—l
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woraus folgt nach (d)
I? I
27r/n n In—l

— 1 fir n — oo,

und somit I2 ~ 2% was dquivalent zu (10.79) ist.

(h) Beweisen wir (10.80). Fiir n = 2k + 1 haben wir nach (e) und (g)

2.4- ... (2k) o .
2 ~ fiir k
3.5-..-2k+1) Vorr1 T

woraus folgt

2-4-...-(2k) s
~al=2k+1) ~ Vrk.
55 @ho1 "~ (a Bk~
Die linke Seite ist gleich
(2-4-...-(2k))? (2kk1)*

35 - (2k—1)-2-4-...-2k  (2k)!’

woraus (10.80) folgt. m

10.15 * Stirling-Formel

Hauptsatz 10.28 FEs gilt

n! ~ V2mn <E>n fir n — oo. (10.82)
e

Beweis. Die asymptotische Identitét (10.82) ist dquivalent zu

Vo (2)"

— 1 fir n — oo,
n!

d.h. zu
V2T (%)n

In—~— — 0 fiirn — oo,
n!

was aquivalent zu

1 n 1
-1 In—)—(Mnl+n2+..+1 In — fi
(an+nn€) (Inl1+1n2+ +nn)—>nm ir n — 00

ist. Zunéchst beweisen wir, dass der Grenzwert

1
lim (nlmE - (1n2+1n3+ wotIn(n—-1)+ 511171)) (10.83)

n—00 e

existiert und endlich ist. Danach bestimmen wir den Grenzwert.
Betrachten wir die folgende Funktion f (z) auf [1,00):

1. f(n)=Inn firalleneN
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2. fiir v € [n,n+ 1] ist f (z) eine lineare Funktion, d.h.
fz)=(n+1—2)lnn+(z—n)ln(n+1).

Da In x konkav ist, so gilt
f(z) <Inz firalle z > 1.

Setzen wir

ap = /ln(lnx—f(x))dx, n € N.

Es folgt, dass die Folge {a,}, .y nicht negative und monoton steigend ist. Es gilt

/ ln:cdx:nlnn—njtlznlnﬁ—i—l
1 e

und

" n—1  gt1 n—1
/ﬁ“’f)df” - Z/k T S AUESACED

1
= ln2—|—ln3—|—...+ln(n—1)—|—§lnn.

Somit erhalten wir
n n 1
an:/ lnxdx—/ f(x)dx:nlnﬁ—i-l—<ln2—|—ln3+...+ln(n—1)+§lnn>.
1 1 €

Somit ist der Grenzwert (10.83) gleich lim a,, + 1. Da die Folge {a,} monoton steigend
ist, so existiert der Grenzwert lim a,,. Es bleibt noch zu zeigen, dass lim a,, endlich ist. Es
gilt

a, = ; / (Inz — f(x))dx
k=1"F
< Z/k (Inz — f(x))dx

- k+1 k' Ink+In(k+1
= Z (k+1)In R - In (b + ))

e e 2

(
((k+1)ln(k+1)—klnk—%lnk—%ln(k—kl)—l)

_ i((m%) (1n(k+1)—lnk)—1)
((m%)m(w%) —1>.
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Die Taylorformel ergibt

1 1 1 1 1 .
In 1+E :E__2k2+_3k‘3+0 5 fir k — oo,
woraus folgt

(k+1)1n(1+1)—1 _ (k:+1) (1—i+i+o(1))_1
2 k 2 ) \k 22 " 3K8 3
(k) ) el
ok | 3k2 ok 4k? 2
o 1
- 12k2+0(ﬁ>

as k — 00.

12k2

> ((k5)m (1+5) 1)

konvergent da sie dquivalent zur konvergenten Reihe Y- 75 ist. Somit ist die Folge {a,}
beschriankt und lim a,, ist endlich.
Folglich der Grenzwert (10.83) existiert und ist endlich. Es folgt, dass auch der Gren-

Zwert n
lim —\/ﬁ (E)

Somit ist die Reihe

existiert und eine positive Zahl ist, sei 1/¢ wobei ¢ > 0. Dann gilt

nl ~ e/ (g)n (10.84)

Um c zu bestimmen, berechnen wir

(2"n!)2 (2”0\/5 (%)n)2 A2 e
(2n)! cvV22n (2?")% eV/2n22p2re=2n

Andererseits es gilt nach dem Satz 10.27

SIE

woraus folgt

o3~ v

und somit ¢ = /27. Einsetzen ¢ in (10.84) ergibt (10.82). m



Chapter 11

Metrische Raume und stetige
Abbildungen

In diesem Kapitel entwickeln wir die Grundlagen fiir Analysis in R” und somit auch
Analysis der Funktionen von mehreren Variablen. Wir definieren und untersuchen die
Konvergenz von Folgen und Funktionen in R™ und sogar in allgemeineren metrischen
Raumen, die mit Hilfe von Abstandsfunktion definiert werden.

11.1 Abstandsfunktion

Definition. Sei X eine beliebige Menge. Eine Metrik (=Abstandsfunktion) auf X ist
eine Funktion d : X x X — R die die folgenden Axiome erfillt:

1. Positivitéat: d (x,y) > 0 fir alle z,y € X und d (z,y) =0 < = =y (somit d (x,y) >
0 fiir alle x # y).

2. Symmetrie: d(z,y) = d(y,x) fir alle z,y € X.
3. Dreiecksungleichung: d (z,y) < d(x,z)+d(y, z) fir alle z,y, z € X.

Ist d eine Metrik auf X, so heifit das Paar (X, d) ein metrischer Raum.

Die Dreiecksungleichung impliziert, dass fir alle z,y, 2 € X
|d(z,y) —d(z,2)] < d(y,z). (11.1)

Beispiel. 1. Sei X = R. Dann ist d (z,y) = |z — y| eine Metrik auf R.
2. Sei X = C =R? Dann ist d (z,w) = |z — w| eine Metrik auf C.
3. Fiir beliebige Menge X ist die folgende Funktion

171: )
den={ g o7

eine Metrik. Diese Metrik heif3t diskrete Metrik auf X.

Fiir uns sind wichtig die Metriken in Vektorraumen, insbesondere in R™. Sei V ein
Vektorraum iiber R. Nach Definition sind in V' zwei lineare Operationen definiert: Vek-
toraddition

r,2yeVme—ot+yelV

137
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und Skalarmultiplikation
AeR, zeV i eVl

Definition. Eine Funktion N : V — R auf einem Vektorraum V heiflt eine Norm wenn
sie die folgenden Axiome erfiillt:

1. Positivitdt: N (z) > 0und N (z) = 0< x = 0 (somit N (z) > 0 fiir alle x € V\{0}).
2. Absolute Homogenitat: N (Ax) = [A| N (z).
3. Dreiecksungleichung: N (z +y) < N (z) + N (y).

Das Paar (V, N) heiit ein normierter Vektorraum.
Die iibliche Notation von der Norm ist ||z| anstatt N ().

Beispiel. 1. Die Funktion N (x) = |z| auf R ist eine Norm.
2. Die Funktion N (z) = |z| auf C = R? ist eine Norm.
3. Sei V =R". Fiir jeden Vektor x = (x1, ..., z,) € R" definieren wir die 1-Norm

[z]l1 = [z1] + 22| + ... + |24] (11.2)

und die co-Norm
|2l = max |xg|.
1<k<n

Es ist leicht zu sehen, dass ||z||, und ||z||, die Normen sind.

11.06.2025 Vorlesung 18

Beispiel. Sei S eine beliebige Menge. Bezeichnen wir mit B (S) die Menge von allen
beschrdnkten reellwertigen Funktionen auf S. Die Menge B (S) ist offensichtlich ein Vek-
torraum iiber R mit Vektoraddition

(f +9) (z) = f(x) + g(x)

und Skalarmultiplikation
(Af) (x) = Af(x).

Definieren wir die sup-Norm (=die oco-Norm) auf B (S) wie folgt:
[flloc == sup | f ()]
x€S

Es ist einfach zu beweisen dass die sup-Norm eine Norm ist (siche Aufgabe 130).

Behauptung. Ist (V, N) ein normierter Vektorraum, so ist die Funktion

d(x,y) = N(z —y)

eine Metrik auf V. Die Metrik d heif$t die induzierte Metrik der Norm N.

Beweis. Zeigen wir dass die Axiome der Metrik aus den Axiome der Norm folgen.
Positivitat: d(z,y) = N(x—y) >0und d(z,y) =0 N(z—y) =0z =y.
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Symmetrie:
d(y,z) =N(y—z)=N({(-1)(z—-y)) = N(z—-y) =d(z,y).
Dreiecksungleichung:

d(z,y) =Nz -y)=N((z—-2)+(z-y)
<N(@—2)+N(z—y)=d(z,2)+d(z,y).

Jeder normierte Vektorraum (V. N) ist somit auch ein metrischer Raum (V, d) mit der
induzierten Metrik d.

Beispiel. Fiir V = R” erhalten wir die 1-Metrik

dy (z,y) = |l =yl =D ok — il
k=1

und die oco-Metrik

doo (2,y) = ||z = Ylloo = max {[zx —yil}.

Fiir V = B (S) erhalten wir die sup-Metrik:

doo (f,9) = If = 9llc = sup |f () —g(2)].

11.2 Die p-Norm in R"

Definition. Fiir jedes 1 < p < oo definieren wir die p-Norm in R™ wie folgt: fiir jedes
r=(21,...,z,) € R"

n 1/p
@] == (Z |$k|p) : (11.3)

Zum Beispiel, fiir p = 1 stimmt diese Definition mit (11.2) {iberein. Fiir p = 2 erhalten

wir
lzll, = /2% + ... + 22

so dass ||z||, = |z| (wobei der Betrag |z| eines Vektors z in (10.13) definiert wurde).
Wir beweisen unterhalb, dass die p-Norm eine Norm ist. Die ersten zwei Axiome von
Norm sind offensichtlich:
Positivitdt. Es ist klar aus (11.3), dass ||z[|, > 0 und

|zll, =0 2 =0firalle k=1,...,n &z =0.
Absolute Homogenitdt: fir alle A € R und x € R" gilt

n 1/p
[Azl, = (prlxk\p> = Al |z][,-

k=1
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Die Dreiecksungleichung fiir die p-Norm wird spater bewiesen.

Man kann beweisen dass
Jim [lzfl, = max {|zi]} = [lz]s

was die Notation [|z|| rechtfertigt (siehe Satz 11.11 unterhalb).

Fiir zwei Vektoren x,y € R" definieren wir das Skalarprodukt

voyi=3 o
k=1
(nicht mit der Skalarmultiplikation zu vermischen). Bemerken wir, dass z - y eine reelle
Zahl ist. Das Skalarprodukt erfiillt offensichtlich die folgenden Eigenschaften:
1. Positivitat: z-xz >0und z- 2 =0< 2 = 0.
2. Symmetrie: x-y =y -x

3. Linearitat:
(x4y) - z=x-24+y-z

und
(Az) -y =A(z-y)
und fiir alle z,y,z € R" und X € R.

Diese drei Eigenschaften sind die Axiome von Skalarprodukt in beliebigen Vektorraumen.
Ein Vektorraum mit einem Skalarprodukt heifit ein Fuklidischer Raum.

Satz 11.1 (Holder-Ungleichung) Fir alle reellen Zahlen p,q > 1 mit

1 1
-+-=1 (11.4)
p g
gilt die folgende Ungleichung
-yl < llellpllyllg (11.5)

fur alle x,y € R™.

Die (11.4) erfiillenden Zahlen heifilen die konjugierten Hélder-Exponenten. Die Iden-
titdt (11.4) ist dquivalent zu p = ;%1 und ¢ = ;%'
Bemerkung. Da p = 2 und ¢ = 2 konjugierte Holder-Exponenten sind, so erhalten wir
nach der Holder-Ungleichung
-y < [zll2lyll2-
Dieser spezielle Fall der Holder-Ungleichung heifit die Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Be-
merken wir auch, dass

lzll, = /22 + ... + 22 = Vo - x.

Man kann beweisen dass in jedem Fuklidischen Raum mit Skalarprodukt z-y, die Funktion
|z|| :== v/x - x eine Norm ist und die allgemeine Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt:

-y <l lyll -
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Beweis von dem Satz 11.1. Gilt = 0 oder y = 0 so ist (11.5) trivial. Nehmen
wir an, dass x,y # 0. Die Ungleichung (11.5) &ndert sich nicht wenn x durch Az ersetzt
wird. Somit kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass ||x||p = 1.
Analog nehmen wir an, dass ||y, = 1.

Weiterhin benutzen wir die Young-Ungleichung?

die unter der Bedingung (11.4) fiir alle a,b > 0 gilt. Fiir a = |x| und b = |yx| erhalten
wir
Lk Yk
> (tf s ) Z|xk| il = [, (1L6)
k=1

Mit Hilfe von ||z||, = |ly||; = 1 und (11.4) erhalten wir, dass die linke Seite von (11.6) ist
gleich

] — 1 — 1 1 11
p q __ P q_ B B
pk§1| | qk§1| | pll [ qH 12 g [,y llg

woraus (11.5) folgt. m

Bemerken wir, dass p = oo und ¢ = 1 auch konjugierte Holder-Exponenten sind, da
é + % = 1. Die Holder-Ungleichung gilt auch fiir p = oo und ¢ = 1 wie folgt:

-yl < [zflsellylls
(siche Aufgabe 127).
Satz 11.2 (Minkowski-Ungleichung) Die p-Norm erfiillt die Dreiecksungleichung
[z +yll, < [lll, + llyll, (11.7)

fiir alle z,y € R™ und p € [1,00]. Folglich ist die p-Norm eine Norm in R™ fir alle
p € [1,00].

Beweis. Die Falle p = 1 und p = oo wurden schon oberhalb erwéhnt, sei jetzt 1 < p < oo.
Wir konnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass xx > 0 und y; > 0.
Wir haben

lz+yll2 = > (e +u)” = (@ +ue) (3 +u)"
k=1 k=1
Za:k xk+yk +Zyk xk+yk) . (11.8)
k=1

Setzen wir z = (xg + yx)" ~! und bemerken, dass nach der Holder-Ungleichung gilt

Zxk T+ Yi)” Zwm < [lll, 1=l »

!Die Young-Ungleichung wurde in Analysis 1 als eine Folgerung der Konkavitit von In z bewiesen.
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wobei ¢ = z% der zu p konjugierte Holder-Exponent ist. Es gilt

b
q

2]l = (Z (wk+yk)(p1)q> = (Z (xk+yk)p> =z +ylp,

k=1 k=1

hSA

wobei wir die Identitdt (p — 1) ¢ = p benutzt haben. Somit erhalten wir

Y wn (we+u)” < Nl e + gl
k=1

und analog

Yk (@)™ < lyll, lle + wll2 "
k=1

Addieren diese Ungleichungen und Einsetzen in (11.8) ergibt

o+ gl < (el + lyll,) llz + w12/,

Daraus folgt, dass
|z +yll™" < ||zl + llyll,

Da

so erhalten wir (11.7). m
Folglich erhalten wir in R™ die folgende Familie von Metriken: fiir jedes p € [1, 4+o0]

dp (2,y) = ||a: - pr'

11.3 Metrische Kugel

In einem metrischen Raum (X, d) definieren wir die metrischen Kugeln wie folgt.

Definition. Fiir jedes z € X und r > 0 definieren wir die offene Kugel U, (z) mit Zentrum
z und Radius r wie folgt:

U-(z)={re X :d(z,z) <r}.
Definieren wir auch die abgeschlossene Kugel mit

U,(2)={r e X :d(z,z)<r}.

Beispiel. In R mit der Metrik d (z,y) = |z — y| die Kugel U, (z) ist das offene Intervall
(z—=r,z4+r)und U, (2) = [z —r,z+7].

Beispiel. Betrachten wir R? mit der Metrik d, (1 < p < oo) und beschreiben wir die
entsprechende Kugel U, (0) abhéngig von p.
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Fiir p = 1 haben wir
U, (0)={z eR*: ||z]ly <r} = {(z1,22) € R*: |zq| + |zo]| <7}
Somit ist U, (0) ein Rhombus wie auf dem Bild:

X 2
1

x 1

-1
Die metrische Kugel U, (0) im Fall p =1

Fiir p = 2 haben wir
U (0)={z e R*: ||z]l <r} = {(z1,22) € R® : 2T + 25 < r’},

und die Kugel ist eine Kreisscheibe

X 2

Die metrische Kugel U, (0) im Fall p = 2

Fiir p = oo haben wir
Uy (0) ={z € R*: [|z]js <7} = {(z1,22) € R* : max {|z1], |22|} <1},
was ein Quadrat ist

X 2

=t

Die metrische Kugel U; (0) im Fall p = oo
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Fiir p = 4 haben wir
Uy (0) ={z eR*: ||z]ls <7} = {(z1,22) € R* : 2] + 25 < r'},

was auf dem Bild gezeigt ist:

X 2

Die metrische Kugel U; (0) im Fall p =4

Beweisen wir die folgenden Eigenschaften von metrischen Kugeln.
Lemma 11.3 Seien U, () und U, (y) zwei Kugeln in einem metrischen Raum (X, d).

(a) Gilt d(z,y) > r+s so sind die Kugeln U, (z) und Us (y) disjunkt.

(b) Gilt d(z,y) <r—s, so gilt Us (y) C U, (x).

Beweis. (a) Sei z ein Punkt aus dem Schnitt U, (z) N Us (y). Dann gelten d (z,2) < r
und d (y, z) < s woraus folgt nach der Dreiecksungleichung

d(z,y) <d(z,2)+d(y,z) <r+s,

was im Widerspruch zur Voraussetzung steht. Somit ist der Schnitt U, (x) NUs (y) leer.

(b) Sei z ein Punkt aus der Differenz Us (y) \ U, (z). Dann gelten d(x,z) > r und
d(y,z) < s woraus folgt

d(z,y) >d(z,2)—d(y,z) >r—s,

was im Widerspruch zur Voraussetzung steht. Somit ist die Differenz Uy (y) \ U, (z) leer
und folglich U, (y) C U, (z). m

Bemerkung. Ahnliche Aussagen gelten when eine oder beide Kugeln abgeschlossen sind.
Zum Beispiel:

e im Fall d(z,y) > 7+ s gilt U, (z) N U, (y) = 0;

o im Fall d(z,y) <r — s gilt U, (y) C U, (z).
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11.4 Konvergenz in metrischen Raumen

Definition. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Folge {x,} -, von Punkten aus X
konvergiert gegen ein a € X wenn

d(zp,a) — 0 fir n — co.

Der Punkt a heiit der Grenzwert (=Limes) der Folge {z,}. Schreibweise: z,, < 4 oder

d- im z,, = a.

n—oo

Die Bedingung x, % a ist offensichtlich aquivalent zu jeder der folgenden Bedingungen:

1. Ve > 0 gilt d (z,,a) < ¢ fiir fast alle n;

2. Ve > 0 gilt x,, € U, (a) fiir fast alle n.

Beispiel. In R mit der Metrik d (z,y) = |z — y| ist die Konvergenz x, < q aquivalent
zu |z, —a] — 0 und somit zur iiblichen Konvergenz x,, — a. Gleiches gilt in C mit der
Metrik d (z,y) = [z —y| = [lz — yll,-

Bemerkung. In der Notation d-lim,, .o, z,, = a und z,, % g ldsst man haufig “d” ausfallen
wenn es klar ist, welche Metrik benutzt wird.

Behauptung. Der Grenzwert einer Folge {x,} im metrischen Raum (X,d) ist eindeutig
bestimmt (wenn er existieren).

Beweis. Gilt z,, — a und z,, — b so erhalten wir
d(a,b) <d(a,z,)+d(x,,b) — 0 fir n — oo,

woraus d (a,b) = 0 und somit a = b folgt. =
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11.5 Stetige Abbildungen

Definition. Seien (X,dx) und (Y,dy) zwei metrische Rdume und f : X — Y eine
Abbildung von X nach Y. Die Abbildung f heifit stetig in einem Punkt a € X wenn

Ve>0 30 >0 sd. Ve € X mit dy (z,a) <0 gilt dy (f(x), f(a)) <e. (11.9)

Die Abbildung f : X — Y heifit stetig wenn sie in allen Punkten a € X stetig ist.

Bezeichnen wir mit U% und UY die metrischen Kugeln in X bzw Y. Dann ist (11.9)
aquivalent zu folgendes:

Ve>0 30 >0 sd Vo eUs (a) gilt f(z) €U (f(a)). (11.10)

X Y

Lemma 11.4 Die folgenden zwei Bedingungen sind dquivalent.

(1) Die Abbildung f : X — Y ist stetig in a € X.

(13) Fir jede Folge {x,} C X mit x, — a gilt f (x,) — f(a).

Beweis. (i) = (i7) Nach Voraussetzung gilt (11.10). Fixieren wir ein ¢ > 0 und zeigen
dass fiir jede Folge z,, — a gilt

f(z,) € UY (f(a)) fiir fast alle n, (11.11)
woraus f (z,) — f(a) folgen wird. Wéhlen wir § > 0 nach (11.10). Da z,, — a so gilt
z, € U (a) fiir fast alle n,

und nach (11.10) erhalten wir (11.11).
(1) = (i) Nehmen wir an, dass f in a unstetig ist. Die Negation von (11.10) laut:

Je >0 V6 >03w €U (a) mit f(z) ¢ UY (f(a)). (11.12)

Fiir jedes k € N verwenden wir (11.12) mit § = + und erhalten ein 2, € Uf?k (a) mit

f (@) € U2 (f(a).

Fiir die Folge {z)} gilt 2x — a da d(zx, a) < 1, aber f (z4) /4 f(a), was im Widerspruch
zur Voraussetzung (i) steht. m
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Korollar 11.5 Sind die Funktionen f,g : X — R (oder f,g : X — C) stetig ina € X
so sind f+ g, fg, f/g auch stetig in a sind (im Fall f/g vorausgesetzt, dass g # 0).

Beweis. Zeigen wir, z.B., dass f + g stetig in a ist. Fiir jede Folge x,, — a gilt nach
dem Lemma 11.4 f (z,) — f (a) und g (x,) — ¢ (a). Daraus folgt, dass f (z,) + g (z,) —
f(a) + g (a), und nach dem Lemma 11.4 beschlieflen wir, dass f + g in a stetig ist. =

Beispiel. Fixieren wir einen Punkt ¢ € X und betrachten die Funktion f : X — R die
mit f (z) = d(z,c) definiert ist. Zeigen wir, dass diese Funktion stetig in jedem Punkt
a € X ist. Sei z,, — a. Es gilt nach (11.1)

\f (xn) — f(a)] = |d(xn,¢) —d(a,c)| < d(xp,a) — 0,

woraus folgt, dass f (z,) — f(a) fir n — oc.

Siehe auch Aufgabe 131 fiir eine Verallgemeinerung dieser Eigenschaft.

11.6 Offene und abgeschlossene Mengen

Sei (X, d) ein metrischer Raum.
Definition. Eine Menge V' C X heiit offen wenn Vo € V' 3¢ > 0s.d. U. (z) C V.

V @

Eine offene Menge V'

Beispiel. 1. Die leere Menge () und die ganze Menge X sind offensichtlich offen.

2. Zeigen wir, dass jede offene metrische Kugel U, (z) eine offene Menge ist. Es reicht
fir jedes x € U, (z) ein € > 0 mit U.(xz) C U,(z) zu finden. Nach dem Lemma 11.3 ist
diese Bedingung erfiillt vorausgesetzt dass

d(z,z) <r—e,

und diese Bedingung gilt mit ¢ :=r — d (x, z) > 0.
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Definition. Eine Menge F' C X heiit abgeschlossen wenn das Komplement F¢:= X \ F’
offen ist.

Beispiel. 1. Die Mengen X = (¢ und () = X¢ sind ~abgeschlossen.
2. Zeigen wir, dass die abgeschlossene Kugel U, (z) eine abgeschlossene Menge ist.
Dafiir reicht es zu zeigen, dass das Komplement

Vi=U,(2)'={re X d(xz) >r}

offen ist. Es reicht fiir jedes z € V ein € > 0 mit U, () C V zu finden, was dquivalent
dazu, dass U, (x) und U, (z) disjunkt sind. Nach dem Lemma 11.3, die Kugeln U, (z) und
U, () sind disjunkt wenn

d(z,z) >r+e,

und diese Bedingung gilt mit € := d (z,2) —r > 0.

Beispiel. In R ist jedes offenes Intervall J = (a,b) eine offene Menge. In der Tat, im
Fall a,b € R stimmt J mit der offenen Kugel U, (c) iiberein wobei ¢ = % und r =
b’T“. Fiir unbeschranktes J beweist man die Offenheit von J direkt wie oberhalb. Jedes
abgeschlossenes Intervall J = [a,b] C R ist eine abgeschlossene Menge da J = U, (c).

Satz 11.6 Die folgenden Figenschaften gelten fir Teilmengen eines metrischen Raums

X.

(a) Die Vereinigung von einem beliebigen Mengensystem von offenen Mengen ist offen.
(b) Der Schnitt von einem endlichen Mengensystem von offenen Mengen ist offen.

(¢) Die Vereinigung von einem endlichen Mengensystem von abgeschlossenen Mengen
1t abgeschlossen.

(d) Der Schnitt von einem beliebigen Mengensystem von abgeschlossenen Mengen ist
abgeschlossen.

Beweis. (a) Sei {V,},c; ein Mengensystem von offenen Mengen, wobei I eine beliebige
Indexmenge ist. Zeigen wir, dass die Vereinigung

V=UVo={zeX:zeV,fireinacl}

acl



11.6. OFFENE UND ABGESCHLOSSENE MENGEN 149

offen ist, d.h. fiir jedes z € V existiert € > 0 mit U, () C V. In der Tat liegt = in einem
V. Da V, offen ist, so existiert ¢ > 0 mit U, (z) C V,. Somit gilt auch U, (z) C V.

(b) Sei V4, V4, ..., V,, eine endliche Folge von offenen Mengen. Zeigen wir, dass der
Schnitt

V=Vi={reX: zeVfiraleke{1,.,n}}
k=1

offen ist. Jedes xz € V liegt in allen V). Somit existiert fiir jedes k = 1,...,n ein g, > 0
mit U, (z) C Vj. Setzen wir

£ :=min (&1, €9, ...,,) > 0.

Dann gilt U, (z) C Vj fiir alle k = 1, ..., n, woraus U, (x) C V folgt.

Bemerkung. Der Schnitt unendlich vieler offenen Mengen muss nicht offen sein. Zum
Beispiel, der Schnitt von allen offenen Intervallen (—%, %) mit n € N ist gleich {0}, was
nicht offen ist.

(c) Sei Fiy,..., F, eine endliche Folge von abgeschlossenen Mengen in X. Dann sind

alle Mengen Fy offen, und nach (b) ist die Menge
(U Fk) = F;
k=1 k=1

auch offen. Somit ist die Vereinigung (J;_, F) abgeschlossen.

(d) Ist {F.},c; ein Mengensystem von abgeschlossenen Mengen. Dann sind alle Men-
gen F¢ offen, und nach (a) die folgende Menge

(n&) -y

acl ael

ist auch offen. Somit ist der Durchschnitt (1., i, abgeschlossen.

Satz 11.7 Die folgenden FEigenschaften gelten fir Teilmengen eines metrischen Raums

X.

(a) Eine Menge V. C X ist offen genau dann, wenn V eine Vereinigung von offenen
metrischen Kugeln ist.

(b) FEine Menge F' C X ist abgeschlossen genau dann, wenn fir jede konvergente Folge
aus F' der Grenzwert auch in F liegt.

Beweis. (a) Sei V offen. Dann fiir jedes x € V existiert ein €, > 0 mit U, (z) C V. Es
ist klar, dass

V=UU, ),

zeV

so dass V' eine Vereinigung von offenen Kugeln ist. Umgekehrt, jede Vereinigung von
offenen Kugeln ist nach dem Satz 11.6 eine offene Menge, da alle Kugeln offen sind.
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(b) Sei F' abgeschlossen. Sei {z,} eine konvergente Folge aus F' mit z, — a. Zeigen
wir, dass a € F. Nehmen wir das Gegenteil an, dass a ¢ F und somit a € F°. Da F*
offen ist, so existiert ein € > 0 mit U, (a) C F*.

X

F F

Da x, € F, so erhalten wir, dass x,, ¢ U, (a), was im Widerspruch zu x, — a steht.

Beweisen wir jetzt die Umkehrung: enthalt F' die Grenzwerte von allen konvergenten
Folgen aus F, dann ist F' abgeschlossen. Dafiir zeigen wir, dass F'¢ offen ist, d.h.

Va € F¢ 3¢ >0 sd. U.(a) C F°.
Nehmen wir das Gegenteil an:
da € F¢Ve >0 gilt U.(a) ¢ F¢ dh. U.(a)NF #0.

Insbesondere ist die Menge U. (a) N F nicht-leer fiir jedes e = £, n € N.

no

X

Somit gibt es fiir jedes n € Nein x,, € Uy, (a)NF. Dann ist {z, } eine Folge von Elementen
von F mit d(z,,a) < &, woraus folgt 2, — a. Somit soll auch a in F' liegen, was im

Widerspruch zu a € F* steht. m

Beispiel. Es folgt aus dem Satz 11.7(b) dass jede Menge F' = {a} die aus einem Punkt
a € X besteht, abgeschlossen ist. Es folgt aus dem Satz 11.6(c) dass jede endliche Menge
F C X abgeschlossen ist.

11.7 Stetigkeit und offene Mengen

Stetigkeit von Abbildungen kann mit Hilfe des Begriffes von offenen /abgeschlossenen Men-
gen wie folgt charakterisiert werden.
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Satz 11.8 Seien X,Y zwei metrischen Raumen und f: X — Y eine Abbildung.

(a) f ist stetig genau dann, wenn fiir jede offene Menge V- C'Y das Urbild f=1 (V) eine
offene Menge in X 1ist.

(b) f ist stetig genau dann, wenn fir jede abgeschlossene Menge F C Y das Urbild
f7Y(F) eine abgeschlossene Menge in X ist.

Hier bezeichnet f~! die Urbildabbildung von f, d.h. f~': P (Y) — P (X).
Kurz kann man den Satz 11.8 wie folgt umformulieren: stetige Urbilder von offenen
(bzw abgeschlossen) Mengen sind offen (bzw abgeschlossen).

Beweis. (a) Sei f stetig. Beweisen wir, dass fiir jede offene Menge V C Y das Urbild
f7H(V) offen ist. Fixieren wir ein a € f~! (V') und setzen b := f (a) € V. Da V offen, so
existiert ein € > 0 mit

UY (v) cV. (11.13)

Nach der Stetigkeit von f in a gibt es ein ¢ > 0 so dass

Vo € U (a) gilt f(z) € UY (b). (11.14)

£ -

f

Es folgt aus (11.13) und (11.14) dass

FUF @)UY ),
woraus folgt

Ui (a) C f7H(V),
und f~1 (V) ist offen.

Sei f~1 (V) offen fiir jede offene Menge V C Y. Beweisen wir, dass f stetig an jeder
Stelle a € X. Setzen wir b = f (a) und zeigen dass

Ve>0 30 >0 sd. f(Us(a)) CUY (),

was dquivalent zur Stetigkeit von f in a. Die Kugel UY (b) ist eine offene Menge in Y.
Somit ist ihres Urbild W = f=' (UY (b)) eine offene Menge in X.
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X Y

w

@ i

Da a € W, so existiert ein 6 > 0 mit

Ui (a) C W,

woraus folgt
£ (UF @) € F(W) CUY (b).
(b) Fiir jede Menge F' C Y gilt
(fHE) = fHEF) = V),
wobei V' = F¢. Die Menge F ist abgeschlossen genau dass, wenn V offen ist, und f~! (F)
ist abgeschlossen genau dann, wenn das Komplement f~! (V) offen ist. Somit ist die
Bedingung
F ist abgeschlossen = f~! (F) ist abgeschlossen

aquivalent zu

V ist offen = 71 (V) ist offen,
und die zweite Bedingung ist nach (a) dquivalent zur Stetigkeit von f. m

Bemerkung. Das Mengensystem von allen offenen Mengen in metrischen Raum (X, d)
heiit eine Topologie von X. Nach dem Satz 11.8 bestimmt die Topologie den Begriff der
Stetigkeit der Abbildungen von X. Man kann zeigen dass auch Konvergenz von Folgen
von der Topologie bestimmt ist (siche Aufgabel28). Topologie ist auch die Bezeichnung
fiir den Bereich von Mathematik, der sich mit den Begriffen Stetigkeit und Konvergenz
befasst.

Korollar 11.9 Seien f: X — Y und g : Y — Z zwei stetige Abbildungen von metrischen
Raumen. Dann ist die Verkettung go f : X — Z stetig.

Beweis. Wir haben
xLy <z
Da (go f) " = flog™!, so gilt fiir jede Menge V C Z
(go ) (V)=F" (g7 (V).
Betrachten wir das folgende Diagramm von Urbildabbildungen:
™t (V) = g (V) « Vv

N N N
X Y A

Ist V offen in Z, so g~ (V) ist offen in Y und somit f~! (¢! (V)) ist offen in X. Wir
beschlieflen, dass (g o f )_1 (V) offen in X ist, und die Abbildung go f ist stetig nach dem
Satz 11.8. =
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11.8 Aquivalente Metriken

Hier vergleichen wir verschiedene Metriken in einer Menge X.

Definition. Seien d; und dy zwei Metriken in X. Man sagt, dass d; und ds dquivalent
sind und schreibt d; ~ ds, wenn es positive Konstanten ¢, C' gibt s.d. fir alle z,y € X

cdy (z,y) < dg (x,y) < Cdy (x,y) . (11.15)

Die Bedingung (11.16) ist dquivalent zu

d2 (l‘,y)

c <
- dl (x,y)

<C

fur alle verschiedene z,y € X. Es ist offensichtlich, dass die Aquivalenz von Metriken
eine Aquivalenzrelation ist, d.h. reflexiv, symmetrisch und transitiv.

Satz 11.10 Seien di und do zwei dquivalente Metriken in X. Dann gelten die folgenden
Aussagen.

(a) Die Begriffe von der Konvergenz von Folgen in X beziglich di und dy stimmen

. , d d
tiberein, d.h. z, = a <z, — a

(b) Die Begriffe von offenen und abgeschlossenen Mengen in X beziglich di und do
stimmen tberein.

(¢) Die Begriffe von stetigen Abbildung von X beziiglich di und dy stimmen tberein.
Beweis. (a) Fiir eine Folge {z;} aus X gilt nach (11.15):

xkga(:)dl(xk,a)—>0<:)d2(xk,a)—>0(:)xkﬁ>a,

was zu beweisen war.

(b) Die abgeschlossen Mengen lassen sich mit Hilfe von Konvergenz formulieren (Satz
11.7(b)). Somit folgt (b) aus (a).

(c) Die Stetigkeit ldsst sich auch mit Hilfe von Konvergenz definieren (Lemma 11.4),
so dass (c¢) aus (a) folgt. m

Bemerkung. Der Satz 11.10 bedeutet dass die Topologien von (X,d;) und (X,ds)
ibereinstimmen.

Definition. Zwei Normen N; und N, in einem Vektorraum V heiflen aquivalent when
wenn es positive Konstanten ¢, C' gibt s.d. fiir alle x € V

cNy () < Ny (x) < CNp (). (11.16)

Es folgt aus (11.16) dass auch die Metriken d; (z,y) = Ny (z —y) und ds (z,y) =
Ny (x — y) dquivalent sind.
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Satz 11.11 Alle p-Normen in R™ fiir p € [1,400] sind dquivalent.

Es folgt dass die Topologien von allen p-Normen in R"™ identisch sind. Man kann
beweisen dass dass alle Normen in R™ dquivalent sind (siehe Aufgabe 135).

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass jede p-Norm zur oo-Norm aquivalent ist. Fiir jede
p € [1,00) gilt

n 1/p
1
zll, = (Z |ﬂfk|p> > (max { |z }")"" = ||zl
k=1
und

n 1/p
1
Iz, = (Z |Ik|p> < (nmax {|z}")""* = n"/7||z]|c
k=1

woraus folgt
[2]loe < llzllp < n'/P)|2|oc- (11.17)

Somit sind ||-||,, und [|-||, dquivalent. =

Bemerkung. Da n!'/? — 1 fiir p — oo so folgt aus (11.17) dass [zll, = llzll, fir p — oo,
was die Notation [|z|| rechtfertigt.

11.9 Vollstandigkeit

Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge {z,} C X heifit Cauchy-Folge,
wenn
d(zp, ) — 0 fiir n,m — oo.

Behauptung Jede konvergente Folge {x,} ist eine Cauchy-Folge.

Beweis. In der Tat, gilt =, — a, so erhalten wir
d(zp,xy) < d(x,,a)+d(z,,a) — 0 fir n,m — oco.

|
Die Umgekehrte Aussage (d.h. jede Cauchy-Folge konvergiert) gilt in R, aber nicht
fiir beliebige metrische Raume.

Beispiel. Jede Teilmenge Y C X eines metrischen Raum (X, d) ldsst sich als metrischer
Raum (Y, d) betrachten. Dann heifit (Y, d) Unterraum von (X, d).

Z.B. Betrachten wir die Menge Y = (0, +00) C R als ein metrischer Raum. Die Folge
Ty = % ist eine Cauchy-Folge in Y, aber diese Folge ist in Y nicht konvergent.

Definition. Ein metrischer Raum (X, d) heifit vollstindig wenn jede Cauchy-Folge in X
konvergent ist.

Z.B. R ist vollstdndig wihrend die Menge (0, +00) als metrischer Raum unvollstandig
ist.
Definition. Ein normierter Vektorraum (V,N) heifit vollstindig wenn der metrische

Raum (V, d) mit der induzierten Metrik d (z,y) = N (z — y) vollstandig ist. Ein vollstdndiger
normierter Vektorraum heifit Banachraum.

Zum Beispiel, R ist ein Banachraum.
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Satz 11.12 Sei S beliebige nicht-leere Menge. Der normierte Vektorraum B (S) von allen
beschrdankten reellwertigen Funktionen auf S mit der sup-Norm ist ein Banachraum.
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Bemerkung. Erinnern wir uns an die Definition der sup-Norm: fiir alle f € B(S)
1A= 1fllse = sup [f ()]
z€S
Die entsprechende Metrik ist
d(f,9) =gl

Die Konvergenz f, KR f ist dquivalent zu || f, — f|| — 0. Diese Konvergenz heifit gle-
ichmdflige Konvergenz und wird mit f,, = f bezeichnet.

Beweis. Sei {f,} eine Cauchy-Folge in B (5), so dass
|| fr = finll — O fiir n,m — oc. (11.18)
Zeigen wir, dass die Folge {f,} in B (S) konvergiert. Fiir jedes z € S haben wir

|fo (%) = fo (2)| < sup | fo = fiul = | fu = finll = O fiir n,m — o0,

woraus folgt, dass fiir jedes x € S die Folge { f,, (x)} von reellen Zahlen eine Cauchy-Folge
in R ist. Dann ist die Folge {f, ()} konvergent fiir jedes x € S. Setzen wir

F@)i= lim £, (@), (11.19)

d.h. fr — f punktweise.
Zeigen wir, dass die Funktion f auf S beschriankt ist. Nach der Dreiecksungleichung
fiir Norm gilt
L fall = Ifmlll < (1 f = finll — O fiir n,m — oo.

Folglich ist die Folge {|| f,.||} konvergent und somit beschrénkt, sei
| full < C fiir alle n.

Es folgt aus (11.19) dass auch sup |f| < C so dass f € B(S5).
Es bleibt zu beweisen dass ||f, — f|| — 0 fir n — oo (d.h. f, = f). Nach (11.18)
haben wir:
Ve >0 dN €N sd. Vn,m > N gilt sup|f, — fi] <e.
S

Es folgt, dass fiir jedes x € S und alle n,m > N

o () = [ ()] <&

Fiir m — oo erhalten wir aus (11.19), dass fiir jedes z € S und alle n > N

[fo () = [ (2)] <&,

woraus folgt || f,, () — f (x)]| < e fiir alle n > N und somit || f, — f|| = 0. m
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Korollar 11.13 Der Raum R™ ist ein Banachraum beziglich jeder p-Norm, p € [1,00].

Beweis. Bemerken wir, dass R" = B(&,) mit &, = {1,2,...,n}, da jede Funktion
f &, — R mit der Folge x = (f(1),...,f(n)) € R” identifiziert werden kann. Es gilt
auch

I£1 = sup[f] = max {f (k)} =[]l -

1<k<n

Nach dem Satz 11.12 ist B (&,) vollstandig beziiglich der sup-Norm, woraus folgt dass R”
vollstandig beziiglich der oo-Norm ist. Es folgt aus dem Satz 11.11, dass R™ vollstandig
auch beziiglich der p-Norm ist. m

11.10 Unterraum

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Fiir beliebige Teilmenge Y von X ist dann (Y, d) auch
ein metrischer Raum der als ein metrischer Unterraum von X bezeichnet ist.

Satz 11.14 Sei (X, d) vollstindig. Dann (Y, d) ist vollstandig genau dann wenn Y eine
abgeschlossene Teilmenge von X ist.

Beweis. Sei Y abgeschlossen. Beweisen wir, dass jede Cauchy-Folge {z,} C YV in Y
konvergiert. Da X vollstdndig ist so konvergiert die Folge {z,} in X, z.B. gegen ein
a € X. Da{z,} CY und Y abgeschlossen ist, so gilt a € Y, was zu beweisen war.

Sei jetzt (Y, d) vollstdndig. Beweisen wir, dass Y eine abgeschlossene Teilmenge von
X ist. Sei {z,} eine Folge aus Y die gegen ein a € X konvergiert. Dann ist {x,} eine
Cauchy-Folge in X und somit auch in Y. Folglich konvergiert {x,} in Y woraus folgt dass
a € Y. Daher ist Y eine abgeschlossene Teilmenge von X. m

Beispiel. Jede abgeschlossene Teilmenge von R™ ist somit ein vollstandiger metrischer
Raum.

Bezeichnen wir mit C'[a, b] die Menge von allen stetigen reellwertigen Funktionen auf
dem Intervall [a, b], wobei a,b € R, a < b. Da alle stetigen Funktionen auf [a, b] beschrankt
sind, so gilt C'[a,b] C Bla,b]. Es ist klar dass C [a, ] ein linearer Unterraum von B [a, b]
ist. Wir betrachten C'[a, ] als ein normierter Vektorraum mit der sup-Norm. Bemerken
wir, dass C'[a, b] unendlich dimensional ist.

Satz 11.15 Der Vektorraum C'[a,b] ist ein Banachraum beziglich der sup-Norm.

Beweis. Um die Vollstédndigkeit von C'[a,b] zu beweisen, reicht es nach dem Satz 11.14
zu zeigen, dass C'[a, b] eine abgeschlossene Teilmenge von B |a, b] ist. Sei {f,,} eine Folge
aus C [a,b] und nehmen wir an dass f, = f wobei f € Bla,b]. Wir miissen beweisen,
dass f € C'a,b).

Fixieren wir einen Punkt = € [a, b] und beweisen, dass f in x stetig ist. Dafiir reicht
es zu beweisen, dass fiir jede Folge {z;} C [a,b] mit 2y — = gilt f (z;) — f(z), d.h.

Ve >0 gilt |f(z) — f(z)| <e fiir fast alle k.

Bemerken wir, dass fiir jedes n € N nach der Dreiecksungleichung gilt

|f () = f @) < [f (@x) = fo (@) | + [ (2i) = S ()] + [ fn (2) = f(2)] . (11.20)
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Jx)

| /fn(x)

X X

Da ||f. — f|| — 0 fiir n — oo, so gibt es n mit

1fn = fll <e/3,

woraus folgt, dass
|fu(z) — f(x)| <e/3 und |f, (xx) — f(xx)] < e/3 fir alle k.
Da f, stetig ist, so gilt
|fo () — fu (x)| < /3 fiir fast alle k.

Einsetzen in (11.20) ergibt |f (xx) — f (z)| < e fir fast alle k, was zu beweisen war. m

11.11 Fixpunktsatz von Banach

Definition. Sei X eine Menge und f : X — X eine Selbstabbildung. Ein Punkt z € X
heiit Fizpunkt von f wenn f (x) = z.

In diesem Abschnitt betrachten wir die Bedingungen fiir Existenz eines Fixpunktes.
Beispiel. Zeigen wir, dass jede stetige Funktion f :[0,1] — [0, 1] einen Fixpunkt hat. In
der Tat ist die Funktion f (z) — 2 nichtnegativ an x = 0 und nichtpositiv an = 1. Nach
dem Zwischenwertsatz hat die Funktion f (x) — x eine Nullstelle, die ein Fixpunkt von f
ist.

Andererseits es gibt viele Abbildungen f : R — R ohne Fixpunkt, z.B. f(z) =2+ 1.
Beispiel. Betrachten wir die Gleichung P (z) = 0 wobei P eine reellwertige Funktion auf
R ist. Jede Nullstelle x von P erfiillt offensichtlich die Gleichung

r=ux—cP(z)

fiir beliebige Konstante ¢ # 0. Folglich stimmen die Nullstellen von P mit den Fixpunkten
der Funktion f (x) = z—cP (z) tiberein. Berechnen der Nullstelle einer Funktion ist somit
aquivalent zum Berechnen des Fixpunktes einer anderen Funktion.

Definition. Eine Selbstabbildung f : X — X eines metrischen Raums (X, d) heifit
Kontraktionsabbildung wenn es eine Konstante ¢ € (0,1) gibt mit

d(f(x),f(y) <qd(z,y) Vo,yecX. (11.21)
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Hauptsatz 11.16 (Fixpunktsatz von Banach) Seien (X, d) ein vollstandiger metrischer
Raum und f : X — X eine Kontraktionsabbildung. Dann besitzt f genau einen Fixpunkt.

Zuerst beweisen wir ein Lemma.
Lemma 11.17 Gilt fiir eine Folge {x,} in einem metrischen Raum (X, d)
d(Tpi1,2n) < Cq" VneN (11.22)

fir ein q € (0,1) und C > 0, so ist {x,} eine Cauchy-Folge.

Beweis. In der Tat, fiir jede m > n erhalten wir aus (11.22) mit Hilfe von der Dreieck-
sungleichung, dass

d (ZL‘m, xn) d (x’m In—l—l) + d (xn—i—l; xn+2) + ...+ d (xm—h xm)

C(qn+qn+1++qul)

k=0
Cq"
l1—gq

IN A

IN

— 0 fur n — oo.

Es folgt, dass d (2, z,,) — 0 fir n,m — oo, d.h. {z,,} eine Cauchy-Folge ist. =

Beweis von dem Satz 11.16. Wahlen wir einen beliebigen Punkt zy € X und
definieren per Induktion eine Folge {z,}, -, durch

Tpi1=f(x,), m=0,1,2 ..

Wir beweisen, dass die Folge {z,} konvergiert in X und der Grenzwert ein Fixpunkt von
f ist.
Bemerken wir, dass

d (xn—&-h xn) =d (f (xn) ) f (xn—l)) < qd (l‘n, In_1> :
Per Induktion erhalten wir, dass
d(Tny1,7n) < ¢"d (21, 20) .

Nach dem Lemma 11.17 mit C' = d (z1, zo) erhalten wir, dass die Folge {z,} eine Cauchy-
Folge ist.

Nach der Vollstandigkeit von (X,d) konvergiert die Folge {x,} gegen einen Punkt
a € X. Daraus folgt

f (@) — fa),
fir n — oo da

Andererseits gilt

fiir n — oo, woraus folgt f (a) = a. Also, a ist ein Fixpunkt.
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Sind a, b zwei Fixpunkte, so gilt es nach (11.21)

d(a,b) =d(f (a), [ (b)) < qd(a,b),
woraus folgt d (a,b) = 0 und somit a =b. =

Bemerkung. Der Beweis des Fixpunktsatzes ergibt die folgende Methode um den Fix-
punkt zu bestimmen bzw zu approximieren. Man fangt mit einem beliebigen Punkt =z
an und bildet induktiv die Folge von Ndherungslosungen wie folgt:

die gegen einen Fixpunkt konvergiert. Die Folge {x,} heifit die Fizpunktiteration.

Beispiel. Fixieren ein a > 0 und betrachten die Funktion

f0-3(6+2)

Man kann zeigen, dass f auf X = [y/a,00) eine Selbstabbildung ist und sogar eine Kon-
traktionsabbildung ist, was aus der Ungleichung

sup [f'] <1
X

folgt (siehe Aufgabe 129). Die Menge X C R ist ein vollstdndiger metrischer Raum da X
eine abgeschlossene Teilmenge von R ist. Somit konvergiert die Fixpunktiteration {x,}
gegen einen Fixpunkt z. Der Gleichung f(z) = x hat eine positive Losung x = y/a woraus
folgt dass x,, — +/a. Insbesondere lassen sich z, als Anndherungen von /a betrachten.

Nach (11.23) haben wir
1 a
Tnt1 = 5 | Tn + z. )

und x( kann beliebig in X gewahlt werden. Zum Beispiel, sei a = 2. Setzen wir xq = 2
und

T = [(x,) = L <xn+£> :

2 Tn

Damn gil 7, = 7 (2) = § 05 = £ (2) = 5, = £ (1) = 32, vy = 1 (3) = 59352 wn

1
x5 =f <665 857) 886731088 897 = 1.41421356237309505...,

470832 ) ~ 627013566 048

was schon eine gute Anniherung von /2 mit 17 richtigen Nachkommastellen ist.
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11.12 Kompakte Mengen und Extremwertsatz

Ein Intervall J C R heifit kompakt when J beschrankt und abgeschlossen ist. Wir kennen
die folgenden zwei wichtigen Eigenschaften von kompakten Intervallen.
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1. Satz von Bolzano-Weierstrafl: jede beschrankte Folge von reellen Zahlen hat eine
Konvergente Teilfolge, was sich wie folgt umformulieren lasst: fiir jede Folge aus
einem kompakten Intervall J gibt es konvergente Teilfolge mit dem Grenzwert in J.

2. Extremwertsatz: jede stetige Funktion auf einem kompakten Intervall J hat Maximum-
und Minimumstellen. Zusammen mit dem Zwischenwertsatz ergibt sich daraus fol-
gendes Korollar: das Bild eines kompakten Intervalls unter einer stetigen Funktion
ist wiederum ein kompaktes Intervall.

In diesem Abschnitt definieren wir den Begriff von kompakten Teilmengen eines metrischen

Raums und beweisen die ahnlichen Eigenschaften. Dariiber hinaus beweisen wir dass eine
Teilmenge von R™ genau dann kompakt ist wenn sie beschrankt und abgeschlossen ist.
Seien (X, d) ein metrischer Raum space und K eine Teilmenge von X.

Definition. Eine Uberdeckung von K ist ein Mengensystem {Va},eg von Teilmengen von
X (wobei S eine beliebige Indexmenge ist), die K tiberdeckt, d.h.

Kc |V,

a€esS

Die Uberdeckung {Va}aeg heiBt offen wenn alle V,, offene Teilmengen von X sind.

Definition. Sei 7" eine Teilmenge von S. Die Familie {V,} ., heifit Teiliberdeckung von
{Va},eg wenn sie auch K iiberdeckt.

Definition. Eine Menge K C X heiBt kompakt wenn jede offene Uberdeckung von K eine
endliche Teiliiberdeckung enthélt. Eine kompakte Menge K heifit auch ein Kompaktum.

Es ist offensichtlich, dass jede endliche Menge K kompakt ist. Unterhalb beweisen wir,
dass jedes abgeschlossenes beschrinktes Intervall eine kompakte Menge ist. Andererseits,
ein offenes oder halboffenes Intervall ist nicht kompakt. Zum Beispiel, das offene Intervall
K = (0,1) hat eine Uberdeckung {Vithens Vo = (£,1) die keine endliche Teiliiberdeckung
enthalt

Eine von wichtigsten Eigenschaften von Kompaktheit ist die folgende Beziehung zur
Stetigkeit.

Satz 11.18 Seien X undY zwei metrische Raume und f : X — Y eine stetige Abbildung.
Ist K C X kompakt so ist auch das Bild f (K) CY kompakt.

Kurz: stetiges Bild einer kompakten Menge ist kompakt.
Beweis. Sei {V,},.g eine offene Uberdeckung von f (K), so dass

f(K)C |V
a€esS
Anwendung von Urbildabbildung f~! ergibt

Kcf! (U va> = rto.

aesS a€esS
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Nach dem Satz 11.8 ist f~! (V,) eine offene Menge in X und somit ist {f~' (Vi)},cq €ine
offene Uberdeckung von K in X. Nach der Kompaktheit von K gibt es eine endliche
Teilitberdeckung {f~! (V4)},er von K, d.h.

Kc|Jr(va)

acT

woraus folgt

fE)Cf (U f (va>> =Urirtow) = UYve

acT a€cT a€T

Somit ist {V4},cp eine endliche Teiliiberdeckung von f (K), was die Kompaktheit von
f (K) beweist. =

Unser néchstes Ziel ist eine Beschreibung von kompakten Mengen in vollstandigen
metrischen Raumen, insbesondere in R™.
Definition. Eine Teilmenge K C X heifit beschrdnkt wenn sie in einer metrischen Kugel
liegt.

Jede Kugel ist somit immer beschrankt. Auch jedes beschrinktes Intervall in R ist
eine beschrankte Teilmenge von X.
Definition. Eine Teilmenge K C X heifit totalbeschrdinkt wenn es fiir jedes € > 0 eine
endliche Uberdeckung von K mit Kugeln von Radius ¢ gibt.

Die letzte Bedingung bedeutet folgendes: fiir jedes € > 0 gibt es eine endliche Folge
{a;}, von Punkten in X so dass {U. (z;)}/_, eine Uberdeckung von K ist.

Definition. Sei K eine Teilmenge von X. Eine endliche Folge {z;};_, von Punkten von
X heifit e-Netz von K wenn die Folge von Kugeln {U, (z;)};_, eine Uberdeckung von K

1st.

Somit ist K totalbeschrénkt genau dann, wenn es fiir jedes € > 0 ein e-Netz {z;};,

von K gibt. Ein e-Netz lasst sich als eine endliche Approximation von K mit dem Approx-
imationsfehler < e betrachten wie folgt: fiir jedes x € K gibt es ein x; mit d(z,x;) < e.
Man kann zeigen, dass die Punkte x; in Definition von totalbeschrankter Menge K
immer aus K gewahlt werden kénnen (siehe Aufgabe 131).
Die folgenden Aussagen folgen direkt nach Definition.
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e Jede Teilmenge einer beschrankten Menge ist beschrankt.

e Jede Teilmenge einer totalbeschrankten Menge ist totalbeschrankt.

Es gelten auch die folgenden Eigenschaften von beschrankten und totalbeschréankten
Mengen (siehe Aufgabe 137)

e Vereinigung endlich vieler beschrankten Mengen ist auch beschrankt.
e Vereinigung endlich vieler totalbeschrankten Mengen ist auch totalbeschrankt.

e Jede totalbeschrankte Menge ist beschrankt.

Es gibt beschrankte Mengen die nicht totalbeschrankt sind, z.B. eine Kugel im Raum
C'la, b] ist nicht totalbeschrénkt obwohl offensichtlich beschrénkt ist (sieche Aufgabe 137).

Im néachsten Satz beweisen wir, dass in R™ die Beschranktheit und Totalbeschranktheit
aquivalent sind.

Satz 11.19 In R™ mit beliebiger p-Metrik sind Beschranktheit und Totalbeschranktheit
aquivalent.

Beweis. Da die p-Metrik und die co-Metrik dquivalent sind, so reicht es diese Aussage
fiir p = oo zu beweisen. Da jede totalbeschrankte Menge immer beschrankt ist, so bleibt
es zu zeigen, dass jede beschrinkte Menge K C R™ auch totalbeschrankt ist. Dafiir reicht
es zu beweisen dass jede Kugel UX" (0) in R" (beziiglich der co-Norm) totalbeschrankt
ist.

Beweis per Induktion nach n. Induktionsanfang fiir n = 1: zeigen wir, dass jedes
beschranktes Intervall J in R totalbeschrankt ist. Dafiir betrachten wir fiir jedes € > 0
die Folge von Intervallen

Us(ek)=(e(k—1),e(k+1)), keZ

die offensichtlich eine Uberdeckung von R ist. Das beschrankte Intervall J hat nicht leeren
Schnitt mit endlich vieler Intervallen U. (ek), die somit eine endliche Uberdeckung von .J
ergeben.

Fiir den Induktionsschritt beweisen wir zuerst die folgenden Aussagen.

Behauptung. Fir x € RF und y € R! betrachten wir das Paar (x,y) als Element von
R¥*. Dann gilt

12, y)l oo = max (2l » wllc) (11.24)

Sei = (21, ...,x) und y = (Y1, ..., y;) so dass

(.fll',y) = (.CCl, oy Ty Y1, '--7yl) .

Dann gilt
2]l = max (Jza], ., [zal), Nyl = max (o], .., [ui])

und somit

1@, y)lloe = max [z, ., [zx] syl s lw]) = max (f[z]] o s [[yll0) -
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Behauptung. Bezeichnen wir mit UX" die Kugel in R™ beziiglich der oo-norm von radius
r mit dem Zentrum 0. Dann gilt fur k+1=n

R™ _ 7Rk R!
u: =U" xU. .

Die Kugel UX" besteht aus den Punkten (z,y) € R", wobei z € R* und y € RY, mit
|(z,y)||,, <r was nach (11.24) dquivalent zu

2]l <7 und lyl[ <7
ist. Es folgt, dass

R™
U’I‘

Il
—

(z,y) € R" - [|(z, )]l <7}

:{(x,y cz € RF, y € R! mit |z]|,, <7 und Hy|]oo<7"}
Z{(w,y wGUiR,yGUiRl}
:URk URZ

Behauptung. Seien X C R*¥ undY C R! totalbeschrinkte Mengen. Dann ist das Produkt
X x Y C R¥ quch totalbeschrinkt.

Fixieren ein € > 0. Seien {z;};_, und {y]} die e-Netze von X bzw Y. Fiir jedes
r € X gibt es ein z; € RF mit dy, (z,7;) < ¢ und fiir jedes y € Y gibt es ein y; € R! mit
doo (y,y;) < €. Wie behaupten, dass die Doppelfolge {(z;,y;)} von nm Punkten in RF
ein e-Netz von X X Y ist.

Vm@

P S Py
y (x.») I
°

1 ] 1
N I: o S o—0

X1 Xi X Xn

In der Tat, fiir jedes (x,y) € X x Y wéhlen wir x; und y; wie oberhalb und erhalten

doo ((.9), (21,95)) = 1(2,9) = (@i, ) | oo = max (|2 — 2l Iy — willc) <e

Jetzt konnen wir den Induktionsschritt von n nach n + 1 durchfiihren. Da R** =
R™ x R, so gilt
UR™ = UR" x UR,

Da UR" und UR totalbeschriinkt sind, so ist U™ auch totalbeschrénkt. m
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Definition. Eine Menge K C X heifit folgenkompakt wenn jede Folge in K eine konver-
gente Teilfolge mit dem Grenzwert in K enthélt.

Zum Beispiel, jedes abgeschlossenes beschrianktes Intervall [a,b] ist folgenkompakt
nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass, wahrend ein offenes Intervall (a,b) nicht fol-
genkompakt ist.

Hauptsatz 11.20 (Aquivalente Bedingungen fiir Kompaktheit) Seien (X, d) ein vollstindiger
metrischer Raum und K eine Teilmenge von X. Die folgenden drei Bedingungen sind
aquivalent.

(1) K ist kompakt.
(i) K st folgenkompakt.

(1i1) K ist totalbeschrdnkt und abgeschlossen.

Bemerkung. Sei J = [a,b] ein beschranktes abgeschlossenes Intervall. Dann erfillt J
die Bedingung (7¢). Die Implikation (iii) = (ii) ergibt, dass J folgenkompakt ist, was
dquivalent zum Satz von Bolzano-Weierstrass. Die Implikation (éii) = (7) ergibt, dass J
eine kompakte Menge ist, was Uberdeckungssatz heit.

Beweis. Wir beweisen die Implikationen (i) = (ii) = (4i1) .
Beweis von (ii) = (iii). Zeigen wir zuerst, dass K abgeschlossen ist. Datfiir
beweisen wir dass fiir jede Folge {z,} in K, die einen Grenzwert a € X hat, gilt a €

K.Nach der Folgenkompaktheit von K besitzt {x,} eine konvergente Teilfolge mit dem
Grenzwert in K. Da der Grenzwert der Teilfolge auch gleich a ist, so erhalten wir a € K.

Beweisen wir jetzt, dass K totalbeschrankt ist, d.h. es fiir jedes £ > 0 ein e-Netz von
K gibt. Nehmen wir das Gegenteil an, dass es fiir ein £ > 0 kein e-Netz gibt. Definieren
wir dann induktiv eine Folge {z,} -, C K wie folgt. Sei x; € K beliebig. Sind z, ..., z,
schon bestimmt, so wéhlen wir z,; wie folgt. Die Kugeln {U; (z;)}._, tiberdecken K
nicht, da sonst {z;},_, ein e-Netz wére. Somit gibt es einen Punkt in K, der in keiner
Kugel U (z;), i = 1,...,n liegt, so bezeichnen wir diesen Punkt mit z,1.

Nach Konstruktion gilt d (z,,z,) > ¢ fiir beliebige zwei Indizes n # m. Daraus
folgt, dass {x,} keine Cauchy-Folge ist und dariiber hinaus keine Teilfolge von {z,} eine
Cauchy-Folge ist. Somit ist keine Teilfolge von {z,} konvergent, was in Widerspruch zur

Folgenkompaktheit von X ist.
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Beweis von (i) = (i) . Wir benutzen die folgende Terminologie. Ein Punkt z € X
heilt Haufungspunkt einer Folge {x,} aus X wenn z der Grenzwert einer Teilfolge von
{z,,} ist. Ein Punkt z € X heifit Verdichtungspunkt von {x,} wenn jede Kugel U, (z) mit
r > 0 unendlich viele Glieder der Folge {x,} enthilt.

Behauptung. Fin © € X ist ein Hiufungspunkt einer Folge {x,} aus X genau dann,
wenn x ein Verdichtungspunkt von {x,} ist.

In der Tat, ist = ein Haufungspunkt, so enthélt jeder Kugel U, () fast alle Glieder
einer Teilfolge von {z,} und somit unendlich viele Glieder der Folge {z,}. Ist z ein
Verdichtungspunkt, so gibt es eine Teilfolge {z,, },—, mit z,, € Uy (z), die somit gegen
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x konvergiert, so dass x ein Haufungspunkt ist. In der Tat, wahlen wir n; so dass x,, €
Ui (x). Ist ng_q schon gewéhlt, so wéhlen wir ein nj > nj_1 so dass ,,, € Uy, (x) (solches
ny, existiert da Uy, (z) unendlich viele Glieder der Folge {z,} enthélt).

Sei K kompakt und sei {x,} eine Folge in K. Zeigen wir, dass {x,} einen Verdich-
tungspunkt enthalt. Nehmen wir das Gegenteil an, dass jedes z € K kein Verdich-
tungspunkt der Folge {z,} ist. Somit gibt es fiir jedes z € K ein £, > 0 so dass die
Kugel U, (2) nur endlich viele Glieder der Folge {x,} enthélt. Die Familie {U., (2)},.x
ist eine offene Uberdeckung von K, woraus folgt, dass sie eine endliche Teiliiberdeckung
{U., (zk)}fc\;l enthdlt. Da jede Kugel U,, (z;) nur endlich viele Glieder der Folge {z,}
enthélt, so beschlieen wir, dass die Folge {z,} endlich viele Glieder enthilt, was ein
Widerspruch ist.

Beweis von (iii) = (7). Angenommen, dass K totalbeschrénkt und abgeschlossen
ist, beweisen wir, dass jede offene Uberdeckung {V,} von K eine endliche Teiliiberdeckung
von K besitzt. Nehmen wir das Gegenteil an: es gibt in {V,, } keine endliche Teiliiberdeckung
von K.

Wir werden eine Folge {K,},—, von Mengen mit den folgenden Eigenschaften auf-
bauen:

(a) Ko=K und K, C K,,_; firn > 1;
(b) K, liegt in einer Kugel von Radius 27" fiir jedes n > 1;
(¢) K, léasst keine endliche Teiliiberdeckung von {V,} zu.

Induktionsanfang fiir n = 1. Bestimmen wir K;. Nach Totalbeschranktheit von K
gibt es ein 3-Netz {z;} von K so dass

Setzen wir
und bemerken folgendes:
o F; CK;

e [} liegt in einer Kugel von Radius 1

o U Fi=K
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Gibt es fiir jedes F; eine endliche Teiliiberdeckung von {V,}, so liefert die Vereinigung
der Teiliiberdeckungen von allen F; eine endliche Teiliiberdeckung von K. Somit gibt
es ein F; ohne endliche Teiliiberdeckung von {V,}. Setzen wir K; = F; fiir dieses i.
Offensichtlich erfiillt K alle Bedingungen (a)-(d) mit n = 1.

Induktionsschritt von n — 1 nach n. Ist K,,_; schon bestimmt, so konstruieren wir K,
mit der gleichen Methode. Da K,,_; C K so ist K,,_; totalbeschrankt. Dann gibt es ein
2 "-Netz {x;} von K, 1, und eine von Mengen

Fy = Usn (2;) N K,

keine endliche Teiliiberdeckung von {V,} zulésst. Setzen wir K,, = F; mit diesem 1.

K

Fox

Fiir jedes n > 1 wahlen und fixieren wir einen Punkt a, € K,. Da K, nach (b) in einer
Kugel Us-» (2) von Radius 27" liegt so gilt

K, C Uy (Z) C sz(nfl) (an), (11.25)

da d(z,a,) <27 =21 27"

Da
Ap41 € Kn+1 CcK,C U2—(n—1) (an)

so folgt es

d (A, ) <2707,

Nach dem Lemma 11.17 ist {a,} eine Cauchy-Folge, und nach der Vollstandigkeit von X
ist die Folge {a,} konvergent, sei a = lim a,,.
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Da K abgeschlossen ist und alle a,, € K, so liegt a in K. Folglich gilt a € V,, fiir ein a.
Da V,, offen ist, so existiert ein r > 0 mit U, (a) C V,. Da a,, — a so gilt fiir hinreichend
grofles n auch

Uy-tn-1) (an) C U, (a), (11.26)

da fiir grofles n

d(a,a,) <r—2-0"1

(siche Lemma 11.3).

Es folgt aus (11.25) und (11.26), dass
K, C U, (a) CV,.

Somit ist K, nur von einer Menge V,, iiberdeckt, was im Widerspruch zur (c) steht. m

Bemerkung. Die Implikationen (i) = (ii) = (iii) des Satzes 11.20 gelten ohne die
Voraussetzung von Vollstandigkeit von X, was man aus dem Beweis sieht.

Korollar 11.21 FEine Menge K C R"™ ist kompakt genau dann, wenn K beschrankt und
abgeschlossen ist.

Beweis. Der Raum R” ist vollstandig nach Korollar 11.13. Nach dem Satz 11.19 ist K
totalbeschréankt genau dann, wenn K beschrankt ist. Somit folgt die Aussage aus dem
Satz 11.20. m

Satz 11.22 (Extremwertsatz) Seien K eine kompakte Teilmenge von einem metrischen
Raum (X,d) und f : K — R eine stetige Funktion. Dann existieren die beiden Werten
maxy f und ming f. Insbesondere gilt diese Aussage wenn K eine abgeschlossene beschrinkte
Teilmenge von R™ ist.

Beweis. Da K kompakt ist, so ist f (K) auch kompakt nach dem Satz 11.18. Nach dem
Korollar 11.21 ist f (K') eine beschrénkte und abgeschlossene Teilmenge von R. Insbeson-
dere sind supy f = sup f (K) und infx f = inf f (K) endlich. Da supy f und infx f die
Grenzwerte von Folgen aus f (K) sind, so liegen sie in f (K) nach der Abgeschlossenheit
von f (K). Somit existieren die beiden Werte max f (K) und min f (K).

Ist K eine abgeschlossene beschrankte Teilmenge von R"™ so ist K kompakt nach dem
Korollar 11.21 so dass die erste Aussage verwendbar ist. ®

Korollar 11.23 Alle Normen in R"™ sind dquivalent.

Beweis in Aufgabe 135.
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11.13 Fundamentalsatz der Algebra
Hauptsatz 11.24 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom
P(z)=ay+a1z+ ...+ a,2"

des Grades n > 1 mit komplexwertigen Koeffizienten ag,aq, ..., a,, wobet a, # 0, hat
mindestens eine komplexe Nullstelle.

Beweis. Wir beweisen, dass die reellwertige Funktion z +— |P (2)| eine Minimumstelle in
C besitzt und min |P (z)| = 0 ist, woraus folgt, dass die Minimumstelle von |P (z)| auch
eine Nullstelle von P (z) ist.

Der Graph der Funktion |25 + 222 — 4|

Bemerken wir zunéachst, dass

|P(2)] — oo fir |z| — oo,

da
1P (z)] > |an2"| = |an-12"""| = |an—22""%| — ... — |ao|
|ana| _ lan-s| ol
= |2" <|a | — - — ..
B Kk 2"

~ ag| |2|" fir |z] — oo,

und |z|" — oo fiir |z]| — .
Wiéhlen wir R > 0 so grof}, dass

|P(2)| > |ag| fur alle |z| > R,
und betrachten eine abgeschlossene Kugel in C = R?:

K:=Ugr(0)={z€C:|z| <R}.
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Da die Funktion z — |P (z)| offensichtlich stetig ist, so nimmt die Funktion |P ()| nach
dem Satz 11.22 den minimalen Wert in K an einer Stelle 2y € K an. Dann gilt

|P (20)] < |P(0)| = |ag| < |P(2)] fir alle z € K°.

Somit ist zy die Minimumstelle von |P (z)| nicht nur in K sondern auch in C.
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Zeigen wir, dass | P (zp)| = 0 und somit z; eine Nullstelle ist. Nehmen wir das Gegenteil
an, dass |P(z)| > 0, und zeigen, dass es ein z € C mit |P (z)| < |P (2)| gibt was ein
Widerspruch ist.

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass zy = 0 (sonst stellen
wir P (z) als ein Polynom von (z — zp) dar und benennen z — zy in z um). Dann gilt
P (0) = ag # 0. Auch ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass ag = 1,
d.h.

P(z)=14az+ ...+ az".

Wir finden ein z mit |P (z)| < [P (0)| = 1. Sei k > 1 der minimale Index mit a; # 0, so
dass
P(2) =1+ ap2® + app 25 4 4 ap2™.

Wir wahlen ein z € C so dass die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:
(a) apz® ist eine negative reelle Zahl;
(b) |arz*| < 1;
(c) ‘akﬂzk“ + ..+ anz”| < % |akzk} )
Gelten (a)-(c), so erhalten wir
1P (2)] < |14 an2®| + |aps 12" + . 4 a,2”
< ’1 +@kzk’ + % ‘akzk‘
=1+ a2k — %akzk (da 1+ apz® > 0 und ;2" < 0)

1
=14 —quzF
+20sz

<1,

was zu beweisen war.

Es bleibt ein z mit (a)-(¢) zu finden. Dafiir verwenden wir die Polarform der kom-
plexen Zahlen. Nach dem Satz 10.7, fiir jede komplexe Zahl z = z + iy # 0 gibt es
Polarkoordinaten (r, ) mit

r=rcosf und y =rsinb,
wobei r = \/x?+y? = |z| der Polarradius ist und € der Polarwinkel. Mit Hilfe der

Eulerformel erhalten wir die Darstellung

z=rcosf+irsinf =r(cosf +isinf) = re?,
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die die Polarform von z heifit. Der Polarwinkel 6 heifit auch das Argument von z.
Wir werden eine Zahl z mit Eigenschaften (a)-(c) in der Polarform z = re “ bestim-
men. Dafiir verwenden wir die Polarform von ay:

ap = pe'?,
wobei p, ¢ gegeben sind und r, # zu bestimmen. Es gilt

ap’ = (pew) (rkeike) = prke

i(<p+k9).
Die Zahl a;2* muss reell und negativ sein, und das ist der Fall wenn

o+ kO =m,

da in diesem Fall e/**#) = ¢i™ = —1. Somit (a) gilt wenn

h=""7% (11.27)

Jetzt wéhlen wir » um (b) und (c¢) zu sichern. Da

|apz"| = pr",
so gilt die Bedingung (b), d.h. |akzk| < 1, fiir alle klein genug r. Die Bedingung (c) gilt
auch fiir reichend kleine Werte von r = |z| da
’akﬂzk“ + ..+ anz”‘ B }akﬂz + .. F anz”_k|

- = — 0 fur z — 0.
|ax2*| |ag|

Somit erfiillt 2 = re? die Bedingungen (a)-(c) wenn @ nach (11.27) bestimmt ist und
r > 0 klein genug ist. =

Jump to Chapter 12
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11.14 * Gleichméaflige Stetigkeit

Seien (X, dx) und (Y, dy) zwei metrische Rédume und K Teilmenge von X. Eine Funktion
f X =Y heilit gleichmdflig stetig auf K wenn

Ve >030 >0 Vo,y € Kmit dy (x,y) <d gilt dy (f(x), f(y)) <e.

Satz 11.25 Sei f : X — Y stetig. Dann ist [ gleichmdfig stetig auf jeder kompakten
Teilmenge K C X.

Beweis. Fixieren wir ein € > 0. Nach der Stetigkeit von f, fiir jedes x € K gibt es ein
0, > 0 so dass

Vy € X mit dx (z,y) <, gilt dy (f (x), f(y)) <¢e/2.

Das Mengensystem von Kugeln {U% 5 (a:)} ist eine offene Uberdeckung von K. Sei
zeK

{U% ey (xk)} eine endliche Teiliiberdeckung. Setzen wir
k=1

.
d = 5 12}3?715“ > 0.

Seien jetzt z,y beliebige Punkte in K mit dx (z,y) < d. Der Punkt x liegt in einer Kugel

Da 1
dx (z,y) < < 55%,

so erhalten wir nach der Dreiecksungleichung
dx (y, ) < 0y, .
Es folgt nach der Definition von d,, dass
dy (f(x), f(xx)) <e/2und dy (f (y), f(zk)) <e/2,
was nach der Dreiecksungleichung ergibt

dy (f (), f(y)) <e,

was zu beweisen war. ®

11.15 * Zusammenhingende Mengen und Zwischen-
wertsatz
Definition. Eine Teilmenge K von einem metrischen Raum X heifit zusammenhdingend

wenn fiir jede Uberdeckung K C U UV von K mit zwei disjunkten offenen Mengen U, V'
gilt K C U oder K C V.
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Satz 11.26 (Zwischenwertsatz) Seien X und Y zwei metrische Raume und f: X — Y
eine stetige Abbildung. Ist K eine zusammenhdingende Teilmenge von X so ist f (K) auch
zusammenhangend.

Beweis. Sei f (K) C UUV eine Uberdeckung von f (K) mit disjunkten offenen Mengen.

Daraus folgt
KEcfuuv)y=fouftyv).

Da nach dem Satz 11.8 f~ (U) und f~! (V) offen sind, so ergibt der Zusammenhang von
K, dass K C f~'(U) oder K C f~'(V), woraus folgt, dass f (K) C U oder f(K) C V,

was zu beweisen war. ®

Satz 11.27 Jedes Intervall J C R ist zusammenhangend. Umgekehrt, jede zusammenhdngende
Teilmenge von R ist ein Intervall.

Beweis. Zeigen wir, dass beliebiges Intervall J zusammenhangend ist. Sei J C ULV eine
Uberdeckung von J mit disjunkten offenen Mengen U, V. Definieren wir eine Funktion

f:+J — R wie folgt:
1, zeUNJ,
f(x)_{ 0, z€VnJ.

Beweisen wir, dass f stetig auf J ist. Fiir jedes x € U N J gibt es ein € > 0 mit
(x—e,x+¢e)CU,

woraus folgt, dass f = 1in (z —e,x 4+ ¢) N J. Insbesondere ist f stetig an z. Analog ist
f stetig an alle Stellen x € V' N J und somit auf J.

Sind U N J und V N J nicht leer, so nimmt f auf J die Werte 0 und 1 an und somit
nach dem Zwischenwertsatz aus Analysis 1 soll f auch alle Werte in [0, 1] annehmen, was
nicht der Fall ist. Somit ist U N J oder V N J leer, woraus folgt, dass J C V oder J C U.

Sei K eine zusammenhangende Teilmenge von R. Beweisen wir, dass K ein Intervall
ist. Fiir a,b € K soll auch das ganze Intervall [a,b] in K liegen, da es sonst einen Punkt
¢ € (a,b) \ K gibt und somit eine offene Uberdeckung von K

K C (—o0,¢) U (c,4+00),

mit K ¢ (—oo,¢) und K ¢ (c,00), was im Widerspruch zum Zusammenhang von K
steht. Es folgt, dass K ein Intervall mit den Grenzen inf K und sup K ist. =

Bemerkung. Als eine Folgerung aus den Satzen 11.26 und 11.27 erhalten wir, dass das
Bild der stetigen Abbildung f : J — R wieder ein Intervall ist, was aus Analysis 1 schon
bekannt ist.

Fiir jede zwei Punkte z,y € R" bezeichnen wir mit [z, y] die Menge
(] = {1 = N+ Ay Ae 0,1},

Die Menge [z, y] ist die gerade Strecke zwischen x und y.
Definition. Eine Menge K C R" heifit Sterngebiet, wenn es einen Punkt a € K gibt mit

r € K =la,z] € K.
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Der Punkt a heifit ein Sternzentrum.

Beispiel. Zeigen wir, dass jede offene oder abgeschlossene Kugel in R" beziiglich einer
Norm immer ein Sterngebiet ist. Sei K eine (offene oder abgeschlossene) Kugel mit
Zentrum a und Radius r, d.h.

K=U(a)={zeR": ||z —a||<r} oder K=U,(a)={ze€R": |z —a| <r}.

Zeigen wir, dass a ein Sternzentrum von K ist, d.h. fiir jedes z € K gilt [a, 2] C K. Jeder
Punkt y € [a, x] lasst sich wie folgt darstellen:

y=(l=XNa+ Az fiirein A € [0,1],
woraus folgt, dass
ly —all = Az = Aal| = Al [l& = af| < [l —af
und somit y € K und [a,z] C K.

Satz 11.28 Jedes Sterngebiet K in R™ ist zusammenhdngend. Insbesondere sind alle
Kugeln in R™ zusammenhdangend.

Beweis. Sei a ein Sternzentrum von K, so dass fiir jedes z € K gilt [a,2] C K. Sei
K C UUYV eine Uberdeckung von K mit offenen Mengen. Nehmen wir an, dass a € U.
Es folgt, dass U,V auch eine Uberdeckung von [a, z] fiir jedes x € K ist, d.h.

[a,z] CUUV.
Die Strecke [a, z] ist das Bild von [0, 1] unter der Abbildung

¢ : [0,1] - R"
e(A) = (1—=XNa+ Az

Da ¢ offensichtlich stetig ist, so ist [a, 2] = ¢ ([0, 1]) zusammenhéngend nach dem Satz
11.26. Somit soll [a, 2] in einer von U,V enthalten. Da a € U, so folgt es, dass [a, x] C U,
und somit r € U und K C U. =

Beispiel. Bestimmen wir das Bild der Funktion
z? +y° + 2

f(a:,y,z) = (a:—l—y—l—z)2

auf der Menge
K = {(x,y,z) eR®:z,y 2> O}.

Die Funktion f : K — R ist offensichtlich stetig. Da K Sterngebiet ist und somit
zusammenhéngend, so ist das Bild f (K) zusammenhéngende Teilmenge von R und somit
ein Intervall. Bestimmen wir die Grenzen des Intervalls, d.h. sup f und inf f, und ob
diese dem Intervall gehoren. Wir haben

P4+ < P+ 2y 20+ 2y = (Y + 2)°
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so dass f(x,y,2) < 1und sup f < 1. In der Tat gilt supf =1dafiry - 0und z — 0
erhalten wir f (z,y,z) — 1. Offensichtlich liegt sup f = 1 nicht in f (K).

Andererseits, nach der Ungleichung zwischen arithmetischen und quadratischen Mit-
telwerten gilt?

Pyt > S (e +y+2)°, (11.28)

W =

woraus folgt
fzy,2) >

und somit inf f > % Da f(1,1,1) = %, so erhalten wir inf f = % € f(K). Es folgt, dass

Wl =

1

f(K) = [5.1).

11.16 * Topologie

Der Begriff von offenen Mengen lasst sich axiomatisch definieren wie folgt. Betrachten
wir eine Menge X und ein Mengensystem O von Teilmengen von X (d.h. O C P (X).
Das Mengensystem O heifit eine Topologie in X und die Elemente von O heiflen offene
Mengen, wenn O die folgenden Aziome von Topologie erfiillt:

1. e Ound X € O.
2. Beliebige Vereinigung von Elementen von O ist wieder ein Element von O.

3. Der Schnitt endlich vieler Elemente von O ist auch Element von O.

Das Paar (X, O) heifit ein topologischer Raum. Die Komplemente in X von offenen
Mengen heiflen abgeschlossene Mengen. Die Topologie in X lasst auch die Begriffe von
Konvergenz von Folgen, stetigen Funktionen usw. definieren. Dafiir benutzt man statt
der Kugeln U, (z) die beliebigen offenen Mengen U die x enthalten (sie heiBlen offene
Umgebungen von ).

Beispiel. 1. Fiir jede Menge X ist die Potenzmenge P (X) immer eine Topologie.
2. Sei X = {a,b,c,d} eine Menge von 4 Elementen. Dann das folgende Mengensystem

O ={0,{a},{a,b},{a,b,c,d}}

erfiillt alle Axiome von Topologie und somit ist eine Topologie in X. Im Gegenteil ist das

Mengensystem
O"={0.{a} . {b} . {a,b,c,d}}
keine Topologie, da die Vereinigung {a} U {b} = {a, b} nicht in O’ liegt.

2Es gilt die Identitét

2 2

3%+ +2) =@ +y+2)°+ @ -2+ -2+ (@—y)°,

woraus (11.28) folgt.
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3. Fiir jeden metrischen Raum (X,d) haben wir oberhalb den Begriff von offenen
Mengen mit Hilfe von Metrik d definiert. Das Mengensystem von diesen offenen Mengen
ist eine Topologie nach dem Satz 11.6(a)-(b). Sie heifit eine metrische Topologie. Die
Aussage des Satzes 11.7(b) gilt fiir eine metrische Topologie aber nicht fiir allgemeine
Topologie.

In diesem Kapitel betrachten wir nur die metrischen Topologien.

11.17 * Vervollstandigung von metrischen Raumen

In diesem Abschnitt beweisen wir, dass fiir jeden metrischen Raum es eine vollstandige
Erweiterung gibt.

Definition. Zwei metrische Rdume (X, dy) und (Y, dy) heiflen isometrisch wenn es eine
bijektive? Abbildung ® : X — Y gilt so dass

dy (® (x1),P (29)) = dx (x1,22) fiir alle 21,20 € X. (11.29)

Die Abbildung ® heifit dann Isometrie.

Sind zwei metrische Rdume (X, dx) und (Y, dy) isometrisch, so sind alle Eigenschaften
dieser RAdume identisch, so hdufig identifiziert man (X, dx) und (Y, dy).

Zum Beispiel, we haben gesehen, dass (R, ||-||,) isometrisch zu B (&,) ist und zwar
mit der Isometrie

® : B(E,) — R
o(f) = (f(1),...f(n)

fiir beliebige Funktion f € B (&,). Somit kénnen wir R™ mit B (&,) identifizieren und
sagen, dass jede Funktion f € B(&,) ein Element von R™ ist.

Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Fiir jede Teilmenge A C X definieren wir
den Abschluss A von A als die Teilmenge von X die aus allen Grenzwerten von allen
konvergenten Folgen aus A besteht.

Insbesondere gilt immer A C A. Die Identitit A = A gilt genau dann, wenn A
abgeschlossen ist.

Definition. Man sagt, dass die Menge A C X dicht in X liegt wenn A = X.

Zum Beispiel, Q liegt dicht in R, da jede reelle Zahl der Grenzwert einer Folge von
rationalen Zahlen ist.
Jeder metrische Raum (X, d) lasst sich vervollsténdigen wie folgt.

Satz~11.29 Fiir jeden metrischen Raum (X, d) gibt es einen anderen metrischen Raum
(X,d) mit den folgenden Figenschaften:

e (X,d) ist vollstindig

3Es reicht zu erfordern, dass ® surjektiv ist, da es aus (11.29) folgt, dass ® injektiv ist:

T 7é$2:>dX (1‘1,.’11‘2)#0:>dy(‘1)($1),‘1)($2>) #O:><I)(.’IJ1)7ECI)(.’L‘2)
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o FEs gibt eine Teilmenge Y C X so dass Y dicht in X liegt und (Y, c?) 1sometrisch zu
(X,d) ist.

Der Raum (X, d) heift die Vervollstindigung von (X, d). Man kann (X, d) mit (Y, @

identifizieren und dann sagen, dass X eine vollstandige Erweiterung von X ist.
Zum Beispiel, R ist die Vervollstindigung von Q beziiglich der Metrik d(z,y) =
|z — y|, was wir unterhalb erkléren.

Beweis. Bezeichnen wir mit £’ die Menge von allen Cauchy-Folgen in X. Die Elementen
von F' werden mit f, g usw. bezeichnet. Ist f ein Element von F' so werden die Glieder
der Folge f wie iiblich mit f; bezeichnet so dass f = {fi},cn-

Zwei Folgen f und g aus F heiflen dquivalent wenn d(fx,gx) — 0 fiir & — oo. In
diesem Fall schreibt man f ~ ¢. Es ist klar, dass die Relation ~ eine Aquivalenzrelation
ist.

Die Aquivalenzklasse der Folge f = { fi}pen wird mit [f] oder [{f},cn] bezeichnet.
Bezeichnen wir mit [F] die Menge von allen Aquivalenzklassen von Elementen von F. Fiir
[f],1g] € [F] definieren wir

d((f1.1g]) = lim d(fy, g (11.30)
Da {f} und {gx} Cauchy-Folgen sind, so ist {d (fx, gx)} eine Cauchy-Folge in R, da

Da jede Cauchy-Folge in R konvergiert, so existiert der Grenzwert in (11.30). Auch ist
der Grenzwert unabhéngig von der Wahl von f aus der Klasse [f]. In der Tat, gilt f' ~ f
so erhalten wir

|d (frs 96) = d (frs gr)| < d (i, fr) = 0 fir k — o0
so dass
Jim d(fr, ) = lim d(fi, gx) -
Somit ist die Funktion d wohldefiniert auf [F] x [F].
Behauptung. Die Funktion d ist eine Metrik auf [F).

Die Symmetrie und Dreiecksungleichung von d folgen direkt aus (11.30). Auch es ist
klar, dass d > 0. Beweisen wir dass

d([f],lg]) =0« [f] =g].

In der Tat haben wir

d([f],l9) =0 d(fe,g8) =0 f~g < [fl=]g].

Somit ist d eine Metrik.

Behauptung. Fir jedes x € X betrachten wir die konstante Folge {xy}, .y = {2, 2,...}
mit xp, = x fur alle k. Diese Folge ist Cauchy-Folge in X und somit bestimmt ein Element
von [F] das mit [x] bezeichnet wird. Bezeichnen wir mit [X] die Teilmenge von [F] die
aus allen Elementen [z] besteht. Dann ist ([X],d) isometrisch zu (X, d).
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Die Abbildung = +— [z] ist offensichtlich eine Bijektion von X nach [X]. Es gilt fiir
alle z,y € X

d([e]. [y)) = lim d (wh, ) = lim d(2,y) = d (2,y),

woraus folgt, dass die Abbildung z — [z] eine Isometrie ist.
Behauptung. [X] liegt dicht in [F].
Fiir jedes f € F und n € N betrachten wir die konstante Folge

{f"}keN = {fna fm } .
Diese Folge bestimmt die Aquivalenzklasse [f,] € [X]. Zeigen wir, dass
[fn] = [f] fiir n — oo,

woraus es folgen wird, dass [X] dicht in [F] liegt. Wir haben

d([fa),[f1) = lim d(fu, fi)

und somit

lim d([f,],[f]) = lim lim d(f,, fi) =0,

n— 00 n—o00 k—oo
da {fi}en €ine Cauchy-Folge ist.

Behauptung. ([F],d) ist vollstindig.

Sei {[yn]},en €ine Cauchy-Folge von Elementen von [F] (wobei jedes ¥, selbst eine
Cauchy-Folge {ynk } ey von Elementen von X ist). Fa [X] dicht in [F] liegt, so gibt es fiir
jedes [y, € [F] ein [z,] € [X] (wobei z,, € X) mit

([ lonl) < =

Es folgt, dass die Folge {[z,]},cy auch Cauchy-Folge in [F] ist.

Da (X,d) und ([X],d) isometrisch sind, so ist die Folge {#n},en eine Cauchy-Folge
in X. Somit bestimmt diese Folge ein Element f € F mit f, = z,. Wir haben schon
oberhalb gesehen, dass

d([xn] ) [f]) = d([fn] ) [f]) — 0 fir n — oo,

woraus folgt, dass auch

d([yn], [f]) — 0 fiir n — oo.

Somit gilt [y,] — [f] und die Folge {[yx]}, oy ist konvergent.

Es bleibt nur zu setzen X = [F]und Y = [X]. m

Sei X ein normierter Vektorraum mit der Norm N und Metrik d (z,y) = N (x — y).
Dann ist der Raum X auch ein normierter Vektorraum mit den linearen Operationen

1+ 19l = [{fs + adren) s A= [N iheen]

und der Norm

N () = Jim N (fi).
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Es folgt, dass

d([f],[g]) = ,}i_{god(fk,gk) = ]}i_{goN(fk —gx) = N([fl - l9]),

so dass die Metrik d von der Norm N erzeugt ist. Somit ist (X, N) ein Banachraum, und
X lasst sich als ein dicht liegender Unterraum von X identifizieren.

Beispiel. Sei X = Q und d(z,y) = |z — y|. Der Raum Q von rationalen Zahlen ist nicht
vollsténdig, da jede Folge {fx} von rationalen Zahlen, die gegen eine irrationale Zahl in
R konvergiert, ist offensichtlich Cauchy-Folge in QQ aber ohne den Grenzwert in Q.

Die Vervollstandigung von Q ist der Raum Q von allen Aquivalenzklassen von Cauchy-
Folgen aus Q. Jede Cauchy-Folge f = {fi},cy von rationalen Zahlen hat den Grenzwert

in R den wir mit f bezeichnen, d.h.

7 = lim f,.

k—o0

Gilt f ~ g so erhalten wir _
’f—m =lim|fx — gl =0
so dass f = g. Somit ist die folgende Abbildung wohldefiniert:

Q — R (11.31)
[f] = f

Diese Abbildung ist offensichtlich surjektiv da jede reelle Zahl der Grenzwert einer Folge
von rationalen Zahlen sit. Es gilt fiir zwei Cauchy-Folgen f, g von rationalen Zahlen

d([f].19) = lim |fi — gl = [T~ 9] = 4 (7.9).

so dass die Abbildung (11.31) eine Isometrie ist. Somit ist die Vervollstdndigung @ von
Q isometrisch zu R.

In anderen Wortern, die Menge R von reellen Zahlen lasst sich mit der Menge von
Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen von rationalen Zahlen identifizieren.

11.18 * p-adische Zahlen

Betrachten wir in X = Q eine andere Metrik. Fixieren wir eine Primzahl p und definieren
in Q eine p-adische Norm wie folgt. Jedes z € Q\ {0} lasst sich eindeutig darstellen wie

folgt:

naQ

r=p Ea

wobei a,b,n € Z und a, b durch p nicht teilbar sind. Dann setzen wir

—n

], = p
Fiir z = 0 setzen wir [|0]|, = 0. Zum Beispiel, es gilt

=33 = i

2
332
; 27

54
10, 8|, = ||—

3 ’
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Es ist leicht zu zeigen, dass die p-adische Norm die folgenden Eigenschaften erfiillt:

lzyll, = 11, [1yll, (11.32)

und
o+ yll, < max |lall . 1sl, ) - (11.33)

Definieren wir den p-adischen Abstand zwischen x,y € Q wie folgt:
dy (@) = llz =yl
Es folgt aus (11.33), dass fiir alle z,y, 2z € Q gilt
dp (Ilf,y) S ma‘X(dP (ZE,Z),dp (y,Z)) (1134)

Somit erfiillt d, die Dreiecksungleichung® und auch die anderen Axiome von Metrik.
Definition. Die Metrik d, in Q heifit die p-adische Metrik.

Es folgt aus (11.32) und (11.33), dass der Grenzwert in (Q, d,) die folgenden Eigen-
schaften erfiillt: gelten

Tn % & und Yn & Y (11.35)
so gelten auch
Tn + Yn Lo y und z,y, & xy. (11.36)

Definition. Die Vervollstindigung @ von (Q,d,) wird mit Q, bezeichnet, und die Ele-
mente von Q, heilen p-adische Zahlen.

Wir betrachten Q als dichte Teilmenge von Q,. Man definiert die Operationen = + y
und zy auf p-adischen Zahlen x,y mit Hilfe von (11.36), wobei {z,} und {y,} jetzt die
Folgen von rational Zahlen mit (11.35) sind. Es folgt, dass Q, ein Korper ist.

Analog erweitert man den Begriff von p-Norm auf Q, und zeigt, dass die p-Norm in
Q, auch (11.32) und (11.33) erfiillt. Somit ist QQ, ein normierter Korper.

Um zu verstehen wie die p-adischen Zahlen aussehen, betrachten wir zuerst eine Reihe

o0

Z ak:pka

k=0
wobei ay die p-adische Ziffern sind, d.h. a; € {0,...,p — 1}. Seien

n

Ly = Z akpk

k=0

die Partialsummen der Reihe. Wir behaupten, dass die Folge {z,},y eine Cauchy-Folge
in (Q,d,) ist. In der Tat, es gilt fiir m > n

m m
o k _  ntl k—(n+1
k=n+1 k=n+1

1Die Ungleichung (11.34) ist stiirker als die Dreiecksungleichung, und sie heifit ultrametrische Dreieck-
sungleichung. Jede Metrik die ultrametrische Dreiecksungleichung erfiillt heiit Ultrametrik. Somit ist d,,
eine Ultrametrik.
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Da die Summe hier eine ganze Zahl ist, so folgt es, dass

(n+1)

|Zm — zall, <p~ — 0 fiir n — oo.

Somit ist {z,},y eine Cauchy-Folge.
Folglich hat die Folge {x,}, .y einen Grenzwert z € Q, so dass immer

k .
d,- Z agp” = d,- nh_{& Ty € Q.

k=0

Gleiches gilt fiir die Summen der Form

dy- Y arp” (11.37)

k=—N

wobei N € Z,. Dariiber hinaus kann man zeigen, dass jede p-adische Zahl der Form
(11.37) hat.

Beispiel. Setzen wir a; = 1 fiir alle k, so dass

n n+1
p o b1
Tp = = Q0.
S
k=0
Da |p"*t]| = p~ ™D — 0 fiir n — oo und somit
pn-i-l ﬁ) O,
so folgt es, dass
. dyp 1
_) ——

und somit
> 1
k __
d,- kg_op = _p—— T

So, in diesem Fall ist die Summe der Reihe ) 7 p¥ eine rationale Zahl. Zum Beispiel, in

Q2 gilt

Allerdings fiir beliebige Folgen {ay }-, von p-adischen Ziffern liegt die Summe > -, axp”
nicht immer in Q (d.h. (Q,d,) nicht vollstédndig ist). Um dies zu beweisen, bemerken wir
zuerst, dass

dy- > agp® #0, (11.38)
k=0

vorausgesetzt, dass mindestens ein aj nicht Null ist. In der Tat, sei [ der minimale Index
mit a; # 0 so dass fiir n > [ gilt

Tn = Z akpk = pl (al +app+ .+ a”pn_l) :
k=0
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Da a; nicht durch p teilbar ist, so folgt es, dass ||z, |, = p~! und somit
y (0, 0) = lzall, = p™ 5 0 fir 0 — oo,

woraus (11.38) folgt.
Folglich erhalten wir, dass fiir zwei Folgen {ay},., und {b},;-, von p-adischen Ziffern

immer gilt
dy- Y axp® # dp- Y it
k=0 k=0

vorausgesetzt, dass ay # by fiir mindestens ein k. Es folgt, dass die Menge von den Werten
der Summe d,-Y o, arp® iiberabzihlbar ist, wie die Menge von allen Folgen {ax},,.
Somit ist auch die Menge Q, iiberabzahlbar, wahrend Q abzahlbar ist. Es folgt, dass Q
eine echte Teilmenge von Q, ist. Folglich ist (Q, d,,) nicht vollstandig.

Man erhélt ein explizites Beispiel von der Zahl z € Q, \ Q wenn man in der Summe

[e.9]
T = dy- Z app”
k=0

eine nicht-periodische Folge {aj} wahlt.

11.19 * Lebesgue-integrierbare Funktionen

Betrachten wir den Raum X = C'[a,b] von stetigen Funktionen auf einem kompakten
Intervall [a, b] mit der 1-Norm wie folgt.

I, = [ 1 @l s

Wir wissen, dass C'[a, b] vollstéandig beziiglich der sup-Norm ist, aber jetzt betrachten wir
die 1-Norm in C'[a, b]. Es ist leicht zu beweisen, dass die 1-Norm eine Norm ist.

Die Vervollstandigung von (C'[a,b], ||-||;) wird mit L' [a,b] bezeichnet. Nach Kon-
struktion ist L' [a, b] ein Banachraum wo C'[a,b] dicht liegt. Die Elemente von L' |[a, b]
heiflen Lebesque-integrierbare Funktionen.

Bezeichnen wir mit R [a,b] den Raum von allen Riemann-integrierbaren Funktionen
auf [a,b] und zeigen, dass jede Funktion f € R |a,b] sich als Element von L' [a, ] identi-
fizieren lasst.

Lemma 11.30 Fiir jede Funktion f € R|a,b] gibt es eine Folge { fy}, oy aus Cla,b] mit
b
/ |f = fuldz — 0 fiir n — oo. (11.39)

Beweis. Nach Aufgabe 113 gibt es eine Folge {g,} von Treppenfunktionen mit

b
/ |f — gn|dx — 0 fiir n — oo.
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Jede Treppenfunktion g, lasst sich offensichtlich mit einer stetigen Funktion f, approx-
imieren so dass

b 1
/|fn—gn\dm<—,
u n

woraus (11.39) folgt. m

Es folgt aus (11.39), dass die Folge {f,} eine Cauchy-Folge beziiglich |||, ist. Somit
ergibt die Folge {f,} ein Element [{f,}] von L![a,b], was wir jetzt zu f zuweisen. Es
folgt auch, dass

b b
[ 1f1de =t [ 15 do =t 40 = AL (11.40)

Es existieren Riemann-integrierbare Funktionen f # 0 mit

lﬁﬂdx:o

Zum Beispiel, die Funktion f die nur an einer Stelle ¢ € (a,b) nicht verschwindet, hat
diese Eigenschaft. Es folgt aus (11.40) dass das zu f entsprechende Element [{f,}] von
L' [a,b] gleich 0 ist. Somit ist die oberhalb definierte Abbildung R [a,b] — L' [a,b] nicht

injektiv.

Lemma 11.31 Zwei Funktionen f,g € R[a,b] entsprechen einem Element von L' |[a,b]
genau dann, wenn

b
/ﬁf—gmx:u (11.41)
Beweis. Scien {f,} und {g,} die Folgen von stetigen Funktionen auf [a, b] mit

b b
/‘f_fn|d$—>0 und /|g—gn|dx—>0 fur n — oo.

Es folgt, dass
b b

Somit gilt
{fa} ~ o} & di(fa,gn) = 0= || fn — gn||1 — 0 < (11.41),

was zu beweisen war. ®

Zwei Funktionen aus R [a, b] heiflen &dquivalent wenn sie (11.41) erfiillen. Somit enthélt
L' [a,b] neben stetigen Funktionen auch Aquivalenzklassen von Riemann-integrierbaren
Funktionen. Es gibt jedoch Elemente von L' [a,b] die nicht von Riemann-integrierbaren
Funktionen erzeugt werden.



Chapter 12

Differentialrechnung in R"

12.1 Partielle und totale Differenzierbarkeit

Seien () eine offene Teilmenge von R"™ und f : 2 — R™ eine Abbildung. Wir benutzen
die folgende Notation fiir die Komponenten von = und f (x):

r = (21, ..., 2y)

und

f(x) = (fl ($> sees S (gj))a

wobei jedes fi (z) eine reellwertige Funktion auf €2 ist. Man schreibt fj () auch in der
Form f (x4, ...,x,) so dass fi sich als eine reellwertige Funktion von n reellen Variablen
betrachten lasst.

Fixieren wir ein j = 1,...,n und ein k = 1, ..., m und betrachten die Funktion

Tj = fk (ZL’l, cey Ly, ,ZL‘n) s

wobei alle z; mit i # j als Konstanten betrachtet werden. Ist diese Funktion differenzier-
bar, so betrachten wir ihre Ableitung.

Definition. Die Ableitung von f; beziiglich x; heifit partielle Ableitung 1-er Ordnung von
J und wird mit 9, f bezeichnet, d.h.

6x7f]g<l’> = 111% fk’ (3:17 7$]+ g ey & i fk (l‘l ij T ) '

Die Ableitung heifit partiell da es nur eine Variable z; von n Variablen benutzt wird.
Es gibt noch andere Notation fiir partielle Ableitungen wie folgt:

A fr

6_33]- = 8xjfk = (fk)xj = aﬂfk - fk;j'

In dieser Notation wird im Gegenteil zum geraden d fiir die gewohnliche Ableitung %ein
rundes 0 benutzt.

183
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Definition. Existieren die partiellen Ableitungen % fiir alle k£ und j, so heifit die Abbil-
J

dung f partiell differenzierbar in x. In diesem Fall lasst sich die Menge von allen partiellen

Ableitungen von f in einer m x n Matrix anordnen wie folgt:

fl;l f1;2 fl;n
Jyi= ) = o) = | T e P, 121)
fm;l fm;2 fm;n
wobei k = 1,...,m ein Zeilenindex ist und j = 1,...,n ein Spaltenindex. Die Matrix

Jp = Js (z) heifit die Jacobi-Matriz von f an der Stelle z.

Beispiel. Betrachten wir eine Funktion f : R? — R!. Wir bezeichnen die Koordinaten
in R? mit z,y. Die Jacobi-Matrix J; ist eine 1 x 2 Matrix, d.h. die Zeile

Jr = (O1f1,02f1) = (0o f, Oy f) .

Zum Beispiel, betrachten wir die Funktion

Ty

rea={ 5 00 123

Diese Funktion ist in jedem Punkt (z,y) # (0,0) partiell differenzierbar und es gilt

y(@®+y?) —ay-2x P —ya?

O, f = =
I (22 + 2)* (22 +12)°
und analog
3 02
8yf = %
(z? +y?)

Zeigen wir, dass f auch in (0,0) partiell differenzierbar. In der Tat haben wir nach
Definition

9, £ (0.0) = lim 1LY =/ (0,0)

t—0 t

=0

da f(¢,0) = 0, und analog J,f (0,0) = 0. Somit ist f partiell differenzierbar in allen
Punkten von R2.

Allerdings ist die Funktion f unstetig im Punkt (0, 0), da fiir jedes t # 0 gilt f (¢,t) = %
und somit

nmf@w:%¢0:fmﬁy

t—0
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Funktion f (z,y) = %>

Beispiel. In Q = {(z,y) € R*: z > 0} betrachten wir die Abbildung f : @ — R? wie

folgt:
f(x,y) = (\/ac2 + y2, arctan Q) :
x

was eine Transformation von Kartesischen Koordinaten nach Polarkoordinaten darstellt.
In diesem Fall ist J; eine 2 x 2 Matrix:

Jf _ (a'rfl 8yf1) )

amf2 ayf2
Wir haben
O = 0,((22 + 1)) = —
Yy
O fi = —od
yfl ,—x2+y2
und
Yy y 1 Yy
Opfo =0y (arctan;) :_91+2—§ = _:v2+y2’
1 1 T

Oyf2 = 0, (arctan Q) = _

T 51+g—§ z? + o2

Die Jacobi-Matrix ist somit

x y
Jp = <\/x2+y2 \/z2+y2> )
y z

- 2 +y2 x2+y2

Erinnern wir uns daran, dass die Differenzierbarkeit einer Funktion f : R — R die
Stetigkeit ergibt, aber eine partiell differenzierbare Funktion f : R"™ — R™ nicht unbedingt
stetig ist. Wir definieren jetzt einen starkeren Begriff von Differenzierbarkeit — die totale
Differenzierbarkeit.
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Definition. Sei Q2 eine offene Teilmenge von R™. Eine Abbildung f : Q — R™ heif3t total
differenzierbar in x € () wenn es eine lineare Abbildung A : R® — R™ gibt mit

flz+h)=f(x)+ Ah+o(h) fir h — 0. (12.3)

Die lineare Abbildung A heifit die totale Ableitung von f in x und wird mit f’(x) oder
% (x) bezeichnet, so dass

fx+h)=f(z)+ f'(x)h+o0(h) fir h — 0. (12.4)

Aus Linearer Algebra ist es bekannt, dass jede lineare Abbildung A : R” — R™ sich
als eine m x n Matrix darstellen lasst, die auch mit A bezeichnet wird. Man versteht Ah
auch als das Produkt von der m x n Matrix A und den n x 1 Spaltenvektor h, was einen
Spaltenvektor m x 1 ergibt:

aip a2 .. Q1n hy aiihy + aighe + ... + arnhy, (Ah),

asq a9 Qo hg a21h1 + CL22h2 + ... 4+ agnhn (Ah)2
Ah — = —

Am1 Am2 ... Amn hn amlhl + a,mghg + ...+ amnhn (Ah)m

Insbesondere kann die totale Ableitung f’(x) als eine m x n Matrix betrachtet werden.

Fixieren wir eine Norm || - || in R™ und bezeichnen mit U, (z) die metrische Kugel
beziiglich der induzierten Metrik ||z — y||. Da die Menge 2 offen ist, so gibt es fiir jedes
x € 2 eine Kugel U, (x) mit r > 0 die in Q liegt. Folglich fiir alle h € R™ mit ||h| < r
liegt x + h in Q und f (x + h) wohldefiniert ist.

Das Landau-Symbol o (h) bezeichnet in (12.3) und (12.4) eine Funktion ¢ (h) mit den
Werten in R™ und mit

‘ﬁ%méomuhqx (12.5)

wobei im Zahler eine Norm in R™ steht. Da alle Normen in R (und in R™) dquivalent
sind, so ist die Richtigkeit von (12.5) (und (12.3)) unabhéngig von der Wahl von den
Normen in R" bzw R™.

Definition. Die Variable h in (12.3) heifit das Differential von x und wird auch mit dx
bezeichnet. Der Ausdruck

df (x) = f'(z) dzx
heifit das Differential der Funktion f in x.
Es folgt aus (12.4), dass

f(x+dx)=f(z)+df () +o(dr) firdr— 0,

d.h. das Differential df (x) ist ein linearer Teil der Differenz f (z + dx) — f (x).

Beispiel. Seien B eine m x n Matrix und C' eine m x 1 Spalte. Betrachten wir eine affine
Abbildung
f:R*"—=R" f(x)=Bzx+C,
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wobei x als eine n x 1 Spalte betrachtet wird. Dann gilt
fx+h)—f(z)=(B(x+h)+C)— (Bx+C) = Bh,

woraus folgt, dass f in jedem Punkt x differenzierbar ist und f’(x) = B.

Jetzt besprechen wir Folgerungen (= die notwendigen Bedingungen) der totalen Dif-
ferenzierbarkeit.

Satz 12.1 Sei ein Abbildung f : Q@ — R™ in einem Punkt x € Q total differenzierbar.
Dann ist f stetig in x.

Beweis. Fixieren wir die Normen in R™ und R™. Wir benutzen den Begriff von Opera-
tornorm einer linearen Abbildung A : R” — R™:

Ah
1A = sup AR

: (12.6)
heR™\{0} ||h||

Zeigen wir dass ||A|| < co. Es reicht dies fiir die 1-norm in R” zu beweisen. Sei ey, ..., e,
die kanonische Basis in R™. Dann gilt

h = h161 —+ ...+ hnen

und
Ah = h1A61 + ...+ hnAen

Aus der Dreiecksungleichung und der absoluten Homogenitéat der Norm erhalten wir, dass
[AR]] < [ha| [|Aer]] + ... + [ [ Aen ]
< C([f+ ...+ hal) = C[All, = Clnll,

wobel

C':= max [|Aex| < oo,
1<k<n

und somit || A|| < C < oo. Es folgt aus (12.6), dass

|AR|| < [JA|[ ||R||| fir alle h € R™. (12.7)

Da
fx+h)—f(z)=Ah+o(h) fir h—0

so erhalten wir
[f (z+h) = f (@) <[AR| + [lo (R[] < [|A[ [|R]| + o ([[A]]) — O

fir h — 0, woraus die Stetigkeit von f in z folgt. m

Satz 12.2 Sei eine Abbildung f : Q2 — R™ an einem Punkt x € § total differenzierbar.
Dann ist f an der Stelle x partiell differenzierbar und es gilt

f (@) = Js (a). (12.8)
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Bemerken wir, dass f’(z) und Jy(x) die m x n Matrizen sind. Es folgt aus (12.8),
dass die totale Ableitung f’ (z) eindeutig bestimmt ist, wenn sie existiert.

Wir betonen, dass aus der partiellen Differenzierbarkeit die totale Differenzierbarkeit
nicht folgt, was das Beispiel der Funktion (12.2) zeigt.

Beweis. Sei f'(r) = A = (ay;) wobei k der Zeilenindex ist und j der Spaltenindex. In
der Identitat
fx+h)—f(z)=Ah+o(h) fir h —0 (12.9)

fixieren wir einen Index j und setzen

d.h. hj =t € Rund h; =0 fiir ¢ # j. Dann gilt

a1 ... A1y ... Qip 0 aljt
Ah = Qg1 ... Qgj ... Qkp t = Cl,kjt
Am1 .- Amj ... Amn 0 (ijt

Die Identitdt von k-en Komponenten in (12.9) ergibt
fe(@+h)— fi(z) =(Ah), + o0 (t) = ayt +o(t) fiirt—0,
d.h.
fr (@1, oy + 1t xn) — fo (21,0, 2,) = agit +0(t) firt — 0,
woraus folgt, dass
O, fr () = frj (2) = ag;.
Da die Eintrage von J; (x) gleich fi.; (x) sind, so erhalten wir Jy (z) = A= f'(z). =
Jetzt beweisen wir eine hinreichende Bedingung der totalen Differenzierbarkeit.

Definition. Eine Abbildung f : 2 — R™ heifit stetig differenzierbar wenn f partiell
differenzierbar in €2 ist und alle partielle Ableitungen 0; fj stetig in €2 sind.

Satz 12.3 Ist f : Q — R™ stetig differenzierbar so ist f total differenzierbar in jedem
Punkt x € €.

Somit erhalten wir die folgenden Implikationen:

stetige Differenzierbarkeit 23 totale Differenzierbarkeit 222 partielle Differenzierbarkeit
8121

Stetigkeit

Beweis. Betrachten wir zunéchst den Fall m = 1, d.h. eine Funktion f : 2 — R. Die
Jacobi-Matrix Jy ist in diesem Fall eine Zeile

Jp=(Oif,...,0nf).
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Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass =z = 0. Um die totale Dif-
ferenzierbarkeit von f in 0 zu beweisen, wir zeigen dass

F(h) = £(0) = J; (0) b+ o(h) fix h — 0. (12.10)

Wahlen wir in R™ die Norm ||-|| = ||| .. Sei 7 > 0 so klein, dass U, (0) C Q. Fixieren wir
einen Vektor h € R™ mit ||h]| < r so dass h € §2, und betrachten eine Folge {aj};.lzo von
Punkten in R™ wie folgt:

A

0=(0,..,0) =0 o
a; = (h1,0, ...,0) az:(hlghz)’
a9 = (hl,hz,o, ,0)

T
=

GOZ(O,O) alz(};l,o
a; = (hl, vy hj, 0, ey O)

tn = (hi, s hn) = h

Die Punkte a; im Fall n = 2

Alle Punkte a; liegen in U, (0) und somit auch in €, da ||a;|| < ||h|| < r. Wir haben dann

n

F(h) = f(0) = f(an) = f(ao) =D (f(a;) = f(a;-1)). (12.11)

j=1
Fixieren wir einen Index j und betrachten die Funktion
P (t) = f (h,l, ceey hjfla t, 0, ceey O)

die fiir alle ¢ zwischen 0 und h; definiert und differenzierbar ist. Der Mittelwertsatz fiir
d ergibt
® (hy) — @ (0) = @' (&) hy

fiir ein £ = £ (h) zwischen 0 und h; ist. Es folgt dass

flaj) = flaj—1) = f(h1, s hjor,|h; |0, ...,0) = f(ha, ..., hj—1,[0],0, ..., 0)
=@ (h;) = @ (0) = () by
- ij(hl,...,hj,l,,0,...,0)hj
— 0,1 (cy). (1212)
wobei ¢; = ¢j (h) = (h1,...,h;—1,&,0,...,0). Es gilt offensichtlich ||¢;|| < ||A]| und somit

c; — 0 fir h — 0.
Es folgt aus (12.11) und (12.12), dass

) =F(0) =Y 0,1 ()b,
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Bemerken wir dass fiir h — 0
9;f (¢j) = 9;f(0) = 0
da auch ¢; — 0 und 0, f stetig ist. Es folgt dass
0;f (¢j) hj — 0;f (0) hj = (9;f (¢;) — 9;f (0)) hj = o([[h]]) fiir h — 0
und somit
0 f (¢;) hj = 9;f (0) hy + o ([[A]])
und
f(R)=F(0)=>0;f(0)h;+o(|h])
j=1
= J; (0)h+o([|Al])

was (12.10) im Fall m = 1 beweist.

Sei m beliebig. Da jede Komponente f; eine reellwertige Funktion auf € ist, so ergibt
der erste Fall die totale Differenzierbarkeit von fj in jedem z € 0, d.h.

fr(x+h)— fe(x) = Axh+o(h) fir h — 0, (12.13)

wobei Ay, eine Zeile 1 xn ist. Sei A die m xn Matrix mit der k-ten Zeile Ay, fir k =1, ...,m.
Es folgt aus (12.13), dass

fx+h)—f(z)=Ah+o(h) fir h— 0,

d.h. f ist total differenzierbar in x. m
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