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Chapter 4

Integralrechnung

In Analysis I haben wir die Operation von Differenzieren (Ableiten) gelernt. Sei [
ein Intervall. Fiir eine Funktion f : I — R definiert man die Ableitung f’(z) an
eine Stelle x € [ mit
B) —
= i D=1 @)

h—0

vorausgesetzt, dass der Limes existiert. Wir haben auch gelernt, wie man die
Ableitung berechnet (die Rechenregeln) und wie die Ableitung fiir die Untersuchung
der Funktion benutzt werden kann.

Jetzt betrachten wir das inverse Problem: gegeben sei eine Funktion f, wie man
eine Funktion F' mit F” = f bestimmen kann? Das heif}t:

wie eine Funktion F durch thre Ableitung wiederherstellt werden kann?

Diese Frage entsteht in vielen Anwendungen von Mathematik. Zum Beispiel, die
Bestimmung der Position z () von einem bewegenden Kérper durch die gegebene
Geschwindigkeit v (t) = 2’ (¢) fithrt zu diesem Problem. Noch allgemeineres Problem
bekommt man aus dem Aktionsprinzip (Zweites Newtonsches Gesetz)

ma = F,

wobei m die Masse des Korpers ist, a = a (t) die Beschleunigung an der Zeit ¢ und
F die bewegende Kraft. Da a (t) = 2" (t), so erhalten wir die Gleichung

F

Ist I als eine Funktion von Zeit t bekannt, so bestimmt man erst 2’ und danach
x. Ist F eine Funktion von x und 2’ wie h#ufig der Fall ist, so erhilt man eine
Differentialgleichung — eine Beziehung zwischen x”, x’, x die x wiederherstellen lisst.

4.1 Unbestimmtes Integral

Definition. Gilt F’ = f auf einem Intervall I, so heifit die Funktion F' eine Stamm-
funktion von f auf I.
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Nicht alle Funktionen haben Ableitung. Auch nicht alle Funktion haben Stamm-
funktion. Spéter in der Vorlesung beweisen wir den folgenden Satz.

Satz. Jede stetige Funktion auf einem Interval I C R hat eine Stammfunktion auf
diesem Intervall.

Fiir die Eindeutigkeit von Stammfunktion gilt folgendes.

Satz 4.1 Ist F' eine Stammfunktion von f auf einem Intervall I C R, so jede
Stammfunktion von f hat die Form F (z)+ C, wobei C eine beliebige Konstante ist.

Beweis. Gilt F' = f, so gilt auch (F' 4+ C)" = F' = f. Somit ist F + C' auch
eine Stammfunktion von f. Umgekehrt, ist G noch eine Stammfunktion von f
so gilt auf I die Identitéit F' = G’ = f woraus folgt (G — F) = 0 on I. Nach
dem Konstantentest (Satz 3.24 aus Analysis I) ist die Funktion G — F' gleich eine
Konstante auf I. Bezeichnen wir diese Konstante mit C' und erhalten G (z) =
F (x) + C fiir alle z € I, was zu beweisen war. m

Definition. Die Menge von allen Stammfunktionen von f (z) wird mit

/f(a:)dm

bezeichnet (“Integral von f von z dx”). Dieser Ausdruck heifit auch das unbestimmte
Integral von f. Nach dem Satz ist [ f(z)dz eine Funktion bis zur additiven
Konstante.

Der Grund fiir diese Notation wird spéter gekldrt. Im Moment zeigen wir die
Beziehung zwischen den Begriffen von Integral und Differential. Das Differential
von einer differenzierbaren Funktion F' ist der Ausdruck

dF = F' (z) dx, (4.1)

wobei dx is eine unabhéingige Variable ist, die das Differential von x heiffit. Somit
ist dF eine lineare Funktion von dz (fiir jedes x).
Nach der obigen Definition gilt

([r@w) =r@.

was nach (4.1)) dquivalent zu
d/f (x)dx = f (z)dx (4.2)

ist. Nach dem Satz [4.1] gilt
/F' (x)dx = F (z)+ C, (4.3)
was sich wie folgt umgeschrieben lisst:

/ dF (z) = F (z) + C. (4.4)
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Der Vergleich von und zeigt, dass die Symbolen d und [ sich formal
wegkiirzen lassen (bis zur Konstante), d.h. die Operationen Integral und Differential
zueinander invers sind.

Die Operation f +— [ fdz heiit unbestimmte Integration. In diesem Kapitel
lernen wir die Methoden von unbestimmten Integration. Die einfachste Methode ist
die in der Differentialrechnung erhaltenden Identitédten umzukehren. Zum Beispiel,

da N
xn
— " 1
(n—l—l) ) n 1,

so ergibt (4.3) die folgende Identitit:

xn+1
/x"daz = +C.
n+1

Fiir allgemeines n € R\ {—1} gilt diese Identitét auf (0, +00), fiir n € NU {0} gilt
sie auf R, und fiir n € (=N) — auf (—o0,0) und (0, 4+00).
Insbesondere erhalten wir
/ de = z+C,

2
/xdx = x——i—C’,

2
/\/_d —ﬁﬂjt()
xx—3/2 .C,
d 1
© - 40
x x

Da (In|z|)" = 2 auf (0, +0c) und (—o0,0), so erhalten wir

d
Zx =In|z|+ C|auf (0,400) und (—o0,0).

Umkehrung von Ableitung von Exponentialfunktion ergibt

/exp (x)dx = exp (x) + C,

und auch

fira >0, a# 1.
Umkehrung von Ableitungen von trigonometrischen Funktionen ergibt:

/Sinxdx = —cosz+C

/cosxdm =sinz 4+ C|,
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dx
/ >~ =tanz +C|,
cos? x

auf jedem Intervall wo cos z nicht verschwindet,

dx
/ —— = —cotx +C|
sin

INTEGRALRECHNUNG

auf jedem Intervall wo sin z nicht verschwindet. Umkehrung von Ableitungen von
inversen trigonometrischen Funktionen ergibt

dx
V1 — 22

= arcsinz + C

dx
= arctanz + C
1422

Betrachten wir die Hyperbelfunktionen

coshzx

tanh x

2

auf (—1,1),

auf (—o00,00).

E (e" + e "), sinhz = % (e —e"),

1

sinhz tenhz

sinh

-10 —

X L

Umkehrung von Ableitungen von den Hyperbelfunktionen ergibt

/Sinhx =coshz 4+ C

/ cosh xdx = sinhx + C

1
=tanhz + C
/coshzx
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1
/ 5— = cotha + C'| auf (0,00) und (—o00,0)

sinh” z

Die Hyperbelfunktionen haben die folgenden inversen Funktionen.
Die inverse Funktion von sinh wird mit arsinh x bezeichnet. Sie hat den Defini-
tionsbereich (—o00, 00) und die Ableitung

. 1
(arsinhz)’ = ———.
2 +1
y T
tanh
2__
arcosh
5 4 3 2 4 1 2 3 4 s
X
arsinh
2+
4+

Die inverse Funktion von cosh wird mit arcosh z bezeichnet. Sie hat den Defini-
tionsbereich [1, 00) und die Ableitung auf (1, 00)

1
(arcoshz) = ———.
x?—1

Die inverse Funktion von tanh wird mit artanh x bezeichnet. Sie hat den Defin-
itionsbereich (—1,1) und die Ableitung

1

1— a2

(artanhx)’ =

Dariiber hinaus gelten die Identitéiten:
arsinhz = In (x+\/x2+1) , T€ER
arcoshx = In (w—i—x/:ﬁ—l), x>1,

1.1
artanhz = =1In +$,
2 1—=x

—1l<x<l.

Somit erhalten wir folgendes:

:arsinhx+Czln(:c+\/:C2+1)+C,

/ dx
vz +1

/d—x =arcoshz +C =1In (x—i—va—l) + C auf (1,+o0), (4.5)

2 —1
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1+z
l—=x

/ de_ _ artanhz + C' = %ln + C auf (—1,1). (4.6)

1— 22

Die Identitét (4.5)) ldsst sich wie folgt verallgemeinern:

=In|z+ V22— 1|+ C| auf (1,+00) und (—oo,—1),

/ dz
Vo1
(siehe Aufgaben). Die Funktion In |z + v/2? — 1| auf (1, +00) U (—o0, —1) heifit der

lange Logarithmus:

Die Identitét (4.6) ldsst sich auf die Intervalle (—oco, —1), (=1,1), (1, +00) wie
folgt erweitern:

/ dx 1 1+z
=—1In
1—22 2 1

(sieche Aufgaben). Die Funktion In ‘i| heilt der hohe Logarithmus:

1—x

+C

— X

X L

Die obigen Identitéiten in den Rahmen liefern eine einfache Tabelle von Stamm-
funktionen, die auch Integraltabelle heifit. Die Eintréige von dieser Tabelle heiflen
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Grundintegrale. Es gibt lange Tabellen von Stammfunktionen mit tausenden Eintra-
gen. Es gibt auch viele Programme, die Stammfunktion explizit bestimmen kénnen.
Diese Programme benutzen die ausfiihrlichen Tabellen von Stammfunktionen und
bestimmte Rechenregeln.

Die Operation f — [ f(z)dz heifit Integration oder Integrieren. Die Funktion
f (=) heiit der Integrand, die Variable x heifit die Integrationsvariable. Natiirlich
ist der Wert von Integral unabhéingig von der Notation der Integrationsvariable.

Integrieren ist normalerweise viel schwieriger als Differenzieren. Dariiber hinaus
ist es nicht immer méglich das Integral explizit (durch elementare Funktionen) zu
bestimmen; z.B. das ist der Fall fiir die Integrale | e du, [ #22dz und andere.

Unterhalb entwickeln wir die Technik des Integrierens fiir explizite Berechnung
von Integralen (wenn moglich). Diese Technik besteht aus drei allgemeinen Regeln —
Linearitét, partielle Integration und Substitution, die hiufig ein gegebenes Integral
auf Grundintegrale zuriickzufithren helfen. Da Integrieren eine inverse Operation
von Differenzieren ist, so erhilt man meist die Rechenregeln von Integrieren als
Umkehrung von den Rechenregeln von Differenzieren.

Es gibt auch spezielle Integrationsverfahren fiir spezielle Klassen von Integranden.

4.2 Linearitit des unbestimmten Integrals

Satz 4.2 Seien f und g zwei Funktion auf einem Intervall I. Existieren die beiden
Integrale [ fdx und [ gdz auf I, so fiir alle a,b € R (mit a # 0 oder b # 0) gilt

/(af+bg) dx:a/fdx—l—b/gda:. (4.7)

Beweis. Wir miissen beweisen, dass die Ableitung der rechten Seite gleich af + bg
ist. Die Linearitét von Ableitung (Satz 3.16) ergibt

e s = o(f ) ou(f o)

was zu beweisen war. ®

2
Beispiel. 1. Bestimmen wir [ <a: + \%) dxr. Nach dem Binomischen Lehrsatz gilt
es

1)? 1 1 1

2 2
i Qp—— 4+ = 20N+ =
(x+\/_x) T x\/_g;+x . \/_‘{’a:’

1\? 1
/<x+ﬁ) dr = /xzdx+2/x1/2d$+/5dx

3 4302
= %4— x3 +1In|z| + C.

und somit

2. Bestimmen wir [ —%—. Bemerken wir, dass
SN~ X Cos< &
1 sin?z + cos? 1 N 1
. - . - . b
sin? x cos? x sin? x cos? cos?x  sin’z
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woraus folgt

dx dx dx
ﬁ: 2 + ) :tanx—cotx—i-C.
SN~ T CoOS“ T COS“ T S~ T

4.3 Partielle Integration

Seien u (x) und v () zwei Funktionen auf einem Intervall I. Ist v differenzierbar, so
betrachten wir den Ausdruck

/udvz/u(m)dv(m) ::/u(a:)v' (z) dz.

Satz 4.3 Seien u,v zwei stetig differenzierbare Funktionen auf einem Intervall I.
Dann gilt auf diesem Intervall die Identitit

[ wdo=uw— [ i (48)

Beweis. Die Identitit (4.8)) ldsst sich ausfiihrlicher wie folgt umschreiben:

/uv’da: = uv — /vu'dx. (4.9)

Da die Funktionen uv’ und vu’ stetig sind, so die beiden Integrale in (4.9)) existieren.
Um (4.9) zu beweisen, es reicht zu zeigen, dass die Ableitung der rechten Seite gleich
wv' ist. In der Tat gilt es

(uv— / vu’dm)l — () — o

= (u'v+w') —ovu

= w,

was zu beweisen war. ®

Bemerkung. Im Beweis haben wir die Produktregel (Satz 3.16) fiir die Ableitung
(uv)" benutzt. Somit kann die Identitiit (4.8)) als eine Umkehrung von der Produk-
tregel betrachtet werden.

Beispiel. 1. Bestimmen [ Inadz. Fir u = Inz und v = 2 haben wir

/ln:vd:p:xlnx—/xdlnm:xlnx—/xldx:mlnm—x—l—C,
x

so dass

/lnxda::xlnx—x—i-c
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2. Bestimmen [ z2e”dx. Wir benutzen, dass e“dz = de®. Fiir u = 2 und v = ¢*

haben wir
/$26$d:v = /xzdem = z2e® — /exdx2 = z2e® — Q/zexda:.

Um [ ze“dz zu bestimmen, wir benutzen den Satz wieder, diesmal mit u = =

und v = e*:
/me’”daz = /xdex = ze® — /exdx =ze® — "+ C.

Somit erhalten wir
2etdr = x2e® — 2xe” + 26° + C.

3. Bestimmen f V1+ 22dx. Firu=+vV1+ 22 und v = x, erhalten wir
5. 5 r?dx
/mdx = oVi+a - V1422
- oITa- /1+$

V1422 \/1—|—x2
= x 1+w2—/\/1+x2dx—|—ln<x+Vx2+1>+C.

Wir sehen, dass dasselbe Integral in den Beiden Seiten erscheint. Verschieben das
Integral nach links und Dividieren durch 2 ergibt

/\/1+x2dx:%x\/xz—l-l—i—%ln(x—i—\/xZ—l—l)—I—C’

4.4 Integration durch Substitution

Satz 4.4 Sei u eine differenzierbare Funktion auf einem Intervall I mit uw(I) C J
wobei J noch ein Intervall ist. Sei f eine Funktion auf J mit der Stammfunktion
F'. Dann gilt

/ f (@) du(z) = F (u(2)+ C. (4.10)
Beweis. Die beiden Funktionen f (u (z)) und F' (u (x)) haben den Definitionsbere-

ich I. Da
[ra@ydu@ = [ @y @
so ist die Identitét (4.10]) dquivalent zu
(F (u(2))) = [ (u(@) v ().
In der Tat erhalten wir nach der Kettenregel (Satz 3.17) und F’ = f, dass

F(u(@) =F (u(@)v (z) = f(u(@) (2),
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was zu beweisen war. B

Bemerkung. Da F' eine Stammfunktion von f ist, so gilt es

/f(u)du:F(u)+C,

wobei u hier eine Integrationsvariable ist. Die Identitét besagt, dass die Inte-
grationsvariable u hier durch eine differenzierbare Funktion v = wu (z) ersetzt werden
kann. Die Formel heiflt die Substitutionsregel von Integration. Es ist klar aus
dem Beweis, dass die Substitutionsregel eine Umkehrung von der Kettenregel ist.

Beispiel. 1. Bestimmen wir

/ (ax +b)" dx
wobei a # 0. Da

d(ax +b) = adx
und somit

1
dx:ad(ax—i-b),

so erhalten wir mit der Substitution v = axz + b
1 1
/(am—l—b)"da: = —/(ax+b)nd(ax+b) = —/u”du.
a a

Andererseits gilt es
n+1

u
/und“: o I o
In|u|+C, n=-L.

woraus folgt
(az +b)"*!

/(ax—i—b)"da:: 1a(n+1)
—Injar+b/+C, n=-1
a

dx
/ 22 -1
Das ist ein Grundintegral, aber trotzdem zeigen wir, wie man dieses Integral unab-
héngig berechnen kann. Da

+C, n#1,

2. Bestimmen wir

1 1 1/ 01 1
2—1 (z—1(x+1) 2\z—-1 x+1)’

dx 1 dx 1 dx
/x2—1 B §/x—1_§/x+1
1 fd(x—1) 1 [d(z+1)

- 5/ z—1 _5/ r+1

1 1
= §ln|x—1|—§ln|x—|—1|—|—0

so erhalten wir

r—1
z+1

In

1
2

e
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/ xdx
14 22

(Y 1 2
xdx—d(g) —2d(1+x),

/ vdr 1/d(1+x2)
1+22 2 1+a22
Substitution u = 1 + 22 ergibt

d 1 [d 1 1
u

1+22 2
/ dx
sinz’

4. Bestimmen wir
Mit der Substitution v = cos z erhalten wir

dx B sin xzdx B dcosx B dcosz B du
sinz sinr sinr ) cos2z—1 ) w2—1
1 u—1 1 1—cosz
= —In +C==-In——
2 u+1 2 1-+cosx
Um die Antwort weiter vereinfachen zu konnen, benutzen wir die trigonometrische

Identitét

3. Bestimmen wir

so haben wir

1—cosx 0T
— =tan” -,
1+ cosx 2

/ dr :1n|tan§‘ + C.

sin x

/ arcsin xdzx.

/ arcsinzdr = xarcsinx — / xzdarcsinxz  (partielle Integration)

was ergibt

5. Bestimmen wir

Wir haben:

T
= garcsinx — | ———dx
/ V1— a2
, 1 [d(1—2?
= garcsiny + —

2 V1— a2

1
= xarcsinx + 5 / w2 du (Grundintegral)

(Substitution u = 1 — 2?)

— xarcsinz +u/? +C

= garcsinz +vV1—22+C.

Somit gilt es

/ arcsin zdx = x arcsinx + V1 — 22 + C




12 CHAPTER 4. INTEGRALRECHNUNG

4.5 Integration von rationalen Funktionen

Ein Polynom P (z) tiber R ist eine Funktion der Art

P(z) =co+crx+ ... + eyay

wobei N € Z., cg, ..., ¢, reellwertige Koeffizienten sind und z eine reellwertige Vari-
able. Gilt cy # 0 so heifit V der Grad des Polynoms.

Man kann die Polynome auch iiber C betrachten, d.h. mit komplexwertigen
Koeffizienten und Variable = € C, aber in diesem Abschnitt brauchen wir nur die
Polynome iiber R.

Eine Funktion f heifit rational falls f als Quotient zweier Polynome darstellbar
ist, d.h.

mit Polynomen P (z) und Q (z).

Integrationsverfahren fiir die rationalen Integrande basiert auf dem folgenden
Satz.
Satz. (a) Jedes Polynom @ (x) mit reellwertigen Koeffizienten ldsst sich wie folgt
faktorisieren:

Q(zr)=A(x— rl)kl (T — Tl)kl (5172 + prx + ql)m1 (:132 + pox + qn)m" . (4.11)

wobei n,l € Zy, A,ri,p;,q; € R, ki,m; € N, und die Polynome z* + p;x + g,
keine reelle Nullstelle haben. Dartiber hinaus alle Zahlen r; sind verschieden und die
Paaren (pj, q;) sind auch verschieden.

(b) (Partialbruchzerlegung) Jede rationale Funktion f(x) =
folgt darstellen:

P(x
Qz

; ldsst sich wie

fla) =R+ a—’“+zz € b F g (4.12)

(. —r;)F 2+ pja )"

wobei R (x) ein Polynom ist, r;, pj, ¢;, ki, m; sind wie in (4.11)), und ay;, by, cmj € R.

Der Teil (a) wird spéiter in diesem Vorlesungskurs bewiesen und ist eine Folgerung
des Fundamentalsatzes der Algebra. Teil (b) wird in Algebra mit Hilfe von Division
von Polynomen bewiesen.

Die Identitéit bedeutet, dass jede rationale Funktion sich darstellen lisst
als die Summe von einem Polynom und einigen Partialbriichen

a bxr + ¢
(x — )" (@2 +pr+q)™

Jeder lineare Faktor (x — ;)™ in (4.11)) ergibt in (4.12) eine Summe

i S —_
(r=r) (x—r)?® T (x—r)
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und jeder quadratische Faktor (2% + p;jz + ¢;)" in (4.11]) ergibt in (4.12) eine Summe
bix + 1 box + Co box + Co
?rpr g (@ prtg)’ @ e )™

m hat die folgende Par-

Zum Beispiel, die rationale Funktion f (z) =
tialbruchzerlegung:
1 ap as br + ¢
2 - + 7 T J
(x—1)*(22+1) -1 (z-1)° 2*+1
wobei die Koeffizienten ay, as, b, ¢ noch bestimmt werden miissen (siehe unterhalb).
Wir benutzen die Partialbruchzerlegung um das Integral [ f(z)dz zu
berechnen. Das Polynom R (x) ldsst sich einfach integrieren, da es eine Summe der
Glieder der Form ax® ist. Besprechen wir jetzt, wie integriert man die Partialbriiche.
Der Partialbruch erster Art —*— wird wie folgt integriert:

(:cfr)k

— % gr = a dlz—r) = (Substitution v =z — )
( k

x—r)k (x —1)

1-k

u
= a/ukdu:a 1_k+C, k# 1,
Injul+C, k=1,

="\ k41
= a 1—k ’ ’
Injz—r|+C, k=1
Integrieren den Partialbruch zweiter Art % ist schwieriger. Schreiben

wir 2% + px + ¢ in der Form
2 pr+q=(z+p/2)°+ (¢—p*/4) =’ + &,
mit v =z + p/2 und s = /¢ — p?/4 > 0 und erhalten

bx + ¢ bu+c
_dr = [ v gy
(2 4+ pz +q) (u? + s?)

B b’/ udu -I—c’/ du
o (u2 +52)m (u2 +82)m'

Somit bleibt es die folgenden Integrale zu berechnen:

udu du
/ s / Wt (4.13)
Das erste Integral ist einfach:
d 1 d 2 _l_ 2 . .
/ﬁ -~ 9 / H (Substitution v = u? + 82)
1 1 v +C, m#1
B 5/2}"”031;:_ 1—m ’ ’
In |/U| + C? m = 1,
2 2\1-m
S o s
= 3 T

In(u*+s%)+C, m=1.
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Das zweite Integral in (4.13) ldsst sich per Induktion nach m berechnen. Dafiir

setzen wir p
u
Fo = | 75— m
(u> / (U2 + 82>

und bemerken, dass

_ [ _du_ du L[ dw/s) 1 ean®
Fl(u)_/u2+32 /82((U/S)2+1) 3/(u/3)2—|—1 p t S+C7

d.h.

du
——  —larctan ¥+ C|
u2+s2 s S

Partielle Integration von F),, ergibt

U 1
Fa) = Gy | Wi

u 4o / u?du
= _— m _—_—
(U2 + 82)m (U2 + Sz)erl

u u? + 52 du
U 2
= m + 2mFm —2ms Fm+1.

Daraus folgt die Relation zwischen F, und F}, 1

1 U
Fi= — 2m — 1) F,, |,
T omes? <(u2 + s?) +(2m—1) )
und somit ldsst F}, sich per Induktion nach m bestimmen.
Eine Funktion heifit elementar falls sie sich durch die Funktionen

const, 2%, e, In x, sin x, cos x, arcsin x, arctan x

mit Hilfe von Operationen Addition, Multiplikation, Division und Komposition

darstellen ldsst. Alle Funktionen, die wie bisher benutzt haben, sind elementar.

Man sagt, dass eine Funktion f elementar integrierbar ist falls [ f (z)dz eine el-

ementare Funktion ist. Wir haben oberhalb schon viele Beispiele von elementar

integrierbaren Funktionen gesehen. Andererseits, wie es schon erwihnt wurde, es

gibt die elementaren Funktionen die nicht elementar integrierbar sind, z.B. e*” und
: Nach dem obigen Argument erhalten wir die folgende Behauptung.

Behauptung. Jede rationale Funktion f (x) ist elementar integrierbar.

/ dx
x3—x

Der Nenner ldsst sich wie folgt zerlegen:

Beispiel. 1. Bestimmen wir

P —r=x(x—-1)(z+1).
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1
P

Somit has die Funktion die folgende Partialbruchzerlegung:

1 1 a b c

= -+ — 4 — 4.14
-z z(x—-1)(x+1) :1:+a:—1+a:+1’ (4.14)

wobei die Koeffizienten a, b, ¢ noch bestimmt werden sollen. Diese Identitét soll fiir
alle x € R\ {0, 1, —1} erfiillt werden. Um a zu bestimmen, multiplizieren wir (4.14])

mit x: . )
c
= 4.1

x?2—1 a+x<x—1+x—|—1) (4.15)
und bemerken, dass diese Identitét fiir alle x € R\ {0, 1, —1} gilt, genau wie (4.14]).
Aber die beiden Seiten von (4.15)) sind auch fiir z = 0 definiert. Nach der Stetigkeit
der beiden Seiten von (4.15) gilt die Gleichheit (4.15)) auch in x = 0. Setzen wir in
(4.15) x = 0 und erhalten

a=—1.
Analog ergibt Multiplizieren von (4.14) mit  — 1 die folgende Identitit

1 a c
— =0 )
z(x+1) +@ )(x+x+1>’
1
b= —.
2
Multiplizieren von (4.14)) mit = + 1 ergibt

! :c+(x+1)(%+ b )

x(r—1) r—1

woraus fiir x = 1 folgt

woraus fiir x = —1 folgt
1
Cc = 5

Somit erhalten wir

1 B 1+1 1 +1 1
»—r r 2z—1 2x+1
und J 1 1
T
/333_:6:—1n\x|+§1n\x—1|+§ln]$+1|+0

2. Bestimmen wir das Integral

/ (2 + 1?3(; —1)*

Die Partialbruchzerlegung der Funktion f (x) = m hat die Form

1 ay a9 bx + ¢
— + + , 416
(224+1)(z—17% (z—-17% z-1 2241 (4.16)

wobei die Koeffizienten a;, b, ¢ noch bestimmt werden sollen. Multiplizieren diese
Identitét mit (z — 1)* ergibt

S mat a1+ @ -1,



16 CHAPTER 4. INTEGRALRECHNUNG

bx+c

2<. Fiir z = 1 erhalten wir
z4+1

wobei ¢ (x) =

a1:§.

Subtrahieren von (4.16) den Glied %ﬁ ergibt

1 1 1 as

((m2—|—1)_§> (x —1)° - x_1+g(x)
_1 x?—1 B a9 +g(2)
2(241)(z—1)°>  z—1 g\
_%(ﬁf&i_l) - iy, (4.17)

Multiplizieren mit x — 1 ergibt

lxz+1
_§$2+1 :CLQ—’—(.T_].)Q(IL'),
woraus fiir z = 1 folgt
1
a9 = —5
Einsetzen von as in (4.17)) ldsst uns g (z) bestimmen wie folgt:
1 r+1 1 1

g9(x)

2@+ ) @—1) 2z-1

und somit
12?4+ 1—(z+1) 1 z(x—1) x

1
9<$)_§(x2+1)(x_1) _5(1;24-1)(&:—1)_51:2—1-1’

so dass g (z) wirklich die Form iﬁii mit b = 1 und ¢ = 0 hat. Somit erhalten wir

die folgende Partialbruchzerlegung von f:

(@) 1 1 1 1 1«
T) = = — = — .
2(x—1)> 2x—-1 22241

Jetzt konnen wir jedes Glied von f (x) integrieren:

/ du = /M (Substitute u = x — 1)

(x—1)° (¢ —1)°
-1
= /u2du:u_—1+0
1
= 1—m+C’
/ ! dx:/wzln\x—ﬂ—i—a
x—1 z—1

2

x2?2+1 2 x?2+1 2
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woraus folgt
21—

/ dx
(22 4+ 224 5)%

Das Polynom 22 + 2 + 5 hat keine Nullstelle, und somit ist die Funktion

/f :————ln|x—1|—i——1n<x —i—l)—l—C.

3. Bestimmen wir

1
(2+22+45)2
schon ein Partialbruch zweiter Art. Wir haben

2?4+ 2045 = (z+1)° +4,

und mit Substitution u = z + 1 erhalten wir

/(x2+02lz+5)2 :/(u;l%l.f)”

Zuerst benutzen wir, dass

/ du :%/M 1arctam +C.

u? +4 u/2’+1 2 2

Partielle Integration ergibt
/ du u / J 1
= — [ u
u?+4 u?+4 u?+4
U . / 2u J
= u—— du
u? + 4 (u? 4 4)°
244-4
= 2u +2 / wre—s 5-du
u® +4 (u?+4)

B U +2/ du —8/ du
= U2+4 U2+4 (U2+4)2

Daraus folgt, dass

8 L4 = +/ L 4 L aetan 40
= U= —/— — arctan —
W42 w4 u? + 4 u?+4 2 2

und somit

/ L 4 v« 1 ettt
u = —arcan—
(u? + 4)° S(uz44) 16 2

und

/ dx r+1 +1 ‘ x+1+c
= — arctan :
(22 +2x+5)° 8(22+2zx+5) 16 2
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4.6 Bestimmtes Integral (Riemann-Integral)

Sei f (z) eine Funktion auf einem Intervall [a,b] wobei a,b € R und a < b. Wir
definieren hier den Begriff von bestimmten Integral

/ f(z)dx. (4.18)

Das ist eine reelle Zahl, die man als der Fléicheninhalt unter dem Graph der Funktion
f betrachten kann. Das Verfahren fiir Definition des bestimmten Integrals wurde
von Riemann eingefiihrt. Somit heifft das Integral auch Riemann-Integral
oder Riemannsches Integral.

Eine Zerlegung von dem Intervall [a, b] ist jede endliche streng monoton steigende
Folge {xy},_, mit n € N, o = a und z,, = b, d.h.

a=2To < T1 < Xg... < Tp_1 < Ty = 0.

Wir bezeichnen eine Zerlegung mit Z, d.h. Z ist die ganze Folge {z},_, wie ober-
halb.

Gegeben sei eine Zerlegung Z von [a,b], betrachten wir noch eine Folge ¢ =
{&€,},_, von Zahlen &, mit &, € [v4_1,xx]. Dann heifien &, die Zwischenstellen von
Z.

Definition. Fiir jede Funktion f : [a,b] — R und fiir jede Zerlegung Z von |[a, 0]
mit den Zwischenstellen ¢ definieren wir die Riemann-Summe mit

k=1

wobei

Axk =T — Th—1-

Geometrische Bedeutung der Summe S (f, Z,¢) ist wie folgt. Ist f auf [a, b
nichtnegative, so heiflt die folgende Menge

{(z,y) eR*:a<z<b, 0<y< f(2)}

der Untergraph von f. Die Riemann-Summe S (f, Z, () ist gleich die Summe von
Fliécheninhalten von Rechtecken mit der Basis [x;_1,zx] und der Hohe f (&), was
eine Annéherung von dem Flicheninhalt des Untergraphes von f (z) ist.
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Ay

- f(x)
vaf "
L 4
g N / i
g N
e

a=Xo ' Xk—lj(k xkl I b=x, >x

Der Approximationsfehler dieser Annéherung wird fallen wenn die Feinheit der
Zerlegung gegen 0 geht. Fiir jede Zerlegung Z = {z}},_, definieren wir die Feinheit
von Z mit

p(Z) = max {Azg}.

1<k<n

Der Grenzwert von Riemann-Summen S (f,Z,€) fir u(Z) — 0 wird wie folgt
definiert.

Definition. Wir schreiben

lim S(fZ,¢)=A

w(Z2)—0

mit einem A € R, fall fiir jedes € > 0 existiert ein § > 0 so dass fiir jede Zerlegung
Z mit pu (Z) < 6 und fiir jede Folge £ von Zwischenstellen von Z gilt

|S(f727€)_‘4‘ <é&.

Definition. Eine Funktion f auf [a,b] heifit Riemann-integrierbar falls der Gren-
zwert

lim S(f,Z,¢)

w(Z)—0

existiert. Der Wert des Grenzwertes heifit das Riemann-Integral (=bestimmtes In-
tergal) von f und wird mit
b
[ s

In anderen Worter, wir haben nach Definition

bezeichnet.

b n
[ r@de= tm S5 () A, (4.19)
a e =1
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vorausgesetzt, dass lim existiert. Die Notation fab f (z) dx wurde von by Leibniz
vorgeschlagen und wurde so gewiihlt, um an die Summe » ;. f (§,) Azy zu erinnern.

Fiir nichtnegative Funktion f heifit der Wert von fab f (z) dx auch der Flécheninhalt
des Untergraphes von f.
Die folgenden Fragen sollen unterhalb betrachtet werden.

1. Welche Funktionen sind Riemann-integrierbar?
2. Wie kann man den Wert von Riemann-Integral bestimmen?
3. Wofiir benutzt man das Riemann-Integral?

4. Welche Bezichung gibt es zum unbestimmten Integral [ f (z) da?

Wir fangen mit zwei Beispielen an.

Beispiel. 1. Sei f (z) = ¢ eine Konstantefunktion. Dann ist f Riemann-integrierbar
da fiir jede Zerlegung Z mit Zwischenstellen & gilt

S(£.2,6)=> f&)Any=c) Axp=c(b—a)
k=1 k=1
und somit der Grenzwert in (4.19) existiert und ist gleich ¢ (b — a), d.h.

b
/ cdr =c(b—a). (4.20)
2. Sei f die Dirichlet-Funktion

1, €@
f(x):{()’ ¢ Q

Dann ist f auf jedem Intervall [a,b] nicht Riemann-integrierbar. Gegeben sei eine
Zerlegung Z = {x};_,, wihlen wir alle Zwischenstellen {, irrational. Dann gilt
f (&) = 0 und somit

S(f,2,€) = 0.

Andererseits, fiir die gleiche Zerlegung wiihlen wir jetzt die anderen Zwischenstellen
&, so dass &, rational sind. Dann gilt f (£,) = 1 und somit

S(f,Z7€):b—CL

Wir sehen, dass lim,,z)—0 S (f, Z,£) nicht existiert.

4.7 Darboux-Integrierbarkeit

Gegeben sei eine Funktion f : [a,b] — R und eine Zerlegung Z von [a, b], definieren
wir die obere Darbouz-Summe von f und Z mit

n

S*(f,2) =) ( sup [Aw

k=1 [h—1,%]
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und die untere Darbouz-Summe mit

n

Sc(f,2)=) ( inf f)Az.

oyl

Bemerken wir, dass S* (f, Z) Element von (—o0o, +o0] ist und S, (f, Z) Element von
[—00, +00) ist.

Die Darboux-Summen brauchen keine Zwischenstellen. Die obere Summe S* (f, Z)
ist die Summe von Flicheninhalten von Rechtecken, die den Untergraph von f
iberdecken:

Ay

f(x)

»
»

a Xi-1 Xk b X

und die untere Summe S, (f, Z) ist die Summe von Flicheninhalten von Rechtecken,
die im Untergraph enthalten werden:

Ay

f(x)

v

a X1 Xk b X

Da fiir jede Zwischenstelle &, € [zx_1, 2] gilt

inf f<f(&)< sup f,

[Zh—1,7%] [Th—1,7k]
so erhalten wir, dass fiir jeder Wahl Zwischenstellen £ von Z gilt
S (f,2) < 8(f,2,§) <5°(f.2). (4.21)
Definition. Funktion f heiflt Darbouzx-integrierbar wenn

lim (S* (faZ)_S* (f,Z)) =0,

m(Z2)—0
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d.h.
Ve>030>0 VZ mit pu(Z2)<égilt |S*(f,2)—-5.(f,Z2)] <e.

Satz 4.5 Sei f eine Funktion auf [a,b]. Die folgenden drei Eigenschaften sind
dquivalent:

(a) Funktion f ist Riemann-integrierbar.
(b) Funktion f ist Darbouz-integrierbar.

(c) Die Grenzwerte lim,,z)—0 Sx (f, Z) und lim, 7o S* (f, Z) existieren in R und
sind gleich.

Dariiber hinaus unter jeder von Bedingungen (a), (b), (c) gelten die Identitdten:

b
lm $°(7.2)= lim S.(.2)= [ J@)dr=swS.(5.2) =inf 5°(£.2).
(4.22)

I

Definition. Die Funktion f heifit integrierbar fall f eine (<jede) von Bedingungen
(a), (b), (c) erfiillt.

Beweis. (a) = (c) Setzen wir

A:/abf(:v)dx.

Nach Definition, Ve > 0 3§ > 0 so dass fiir jede Zerlegung Z mit p (Z) < 0 und jede
Folge von Zwischenstellen ¢ gilt

|S(f,Z,€)—A‘ <é&.

Waihlen wir die Zwischenstellen &, € [zy_1, 73] so dass f ({;) sehr nahe zusupy,, , ., f (¥)
ist. Dann der Wert von S (f, Z, £) kann beliebig nahe zu S* (f, Z) sein, woraus folgt,
dass

1S (f,2) — Al <e

und somit

lim S*(f,Z) = A. (4.23)

w(Z2)—0

Analog beweist man, dass

lim S, (f,Z)=A

w(Z)—0

und somit (c) gilt. Gleichzeitig haben wir auch die beiden linken Identitéiten in
bewiesen.

(¢) = (b) Trivial.

(b) = (a) Fiir zwei Zerlegungen Z und Z’ von |a, b] schreiben wir Z' C Z falls
7' als Menge eine Teilmenge von Z ist. Man sagt, dass Z eine Verfeinerung von 2’
ist.
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Behauptung 1. Im Fall Z' C Z gelten die Ungleichungen
S*(f,2) <8 (f, 7))

und

S.(f,Z2) > S.(f,Z").
D.h. die obere Summe von Verfeinerung fallt und die untere Summe steigt.

Seien Z = {z;};_, und Z' = {x;}Z;O Da Z' C Z, jedes Intervall [2}_,, )] von
Z" stimmt mit einem Intervall [x;, x,,] {iberein so dass

T 1 =2 < Xpyy < oo < Ty = T

Daraus folgt, dass

NE

( sup f) (@i — i)

(sup f) (2}, —a4y) =
I+1 [T—1,2k]

[Th_1,78]

(2

( sup f) (5Uz — Ti—1).

1 [:Ei—l 7xi}

NE

l

+

(2

Addieren solche Ungleichungen fiir alle k ergibt S* (f, Z") > S*(f, Z). Die zweite
Ungleichung wir analog bewiesen.

Behauptung 2. Fir zwei beliebige Zerlegungen Z' und Z" von |a,b] gilt

S, (f,7') < S*(f,2") . (4.24)

Die Vereinigung Z = 7’ U Z" ist auch eine Zerlegung von [a,b]. Da Z' C Z und
Z" C Z, so erhalten wir nach Behauptung 1 und (4.21)), dass

S*<f7Z/) SS*(.ﬂZ) S S*(f,Z) S S*(f7Z”>7
woraus folgt.

Jetzt beweisen wir, dass eine Darboux-integrierbare Funktion f auch Riemann-
integrierbar ist. Setzen wir

A=supS,(f,Z) und B:i%fS* (f,72). (4.25)
Z

Es folgt aus der Behauptung 2, dass

A<B. (4.26)
Nach (4.25) und (4.26]) gilt
S« (f,Z2) <A< B<ZSS*(f,Z2). (4.27)
Beweisen wir, dass
lim S(f,Z,¢) = A. (4.28)



24 CHAPTER 4. INTEGRALRECHNUNG
Nach (4.21)) gilt

S ([, 2)<S(f, 2,8 <S*(f.2).

Vergleich mit (4.27)) zeigt, dass die beiden Werte A und S (f, Z,§) im gleichen In-
tervall [S, (f, Z),S* (f, Z)] liegen, woraus folgt

Da nach der Darboux-Integrabilitit die rechte Seite fiir 4 (Z) — 0 gegen 0 kon-
vergiert, so erhalten wir und somit auch die Riemann-Integrabilitit von f.

Die dritte Identitit von folgt aus (4.28), und die vierte wird analog be-
wiesen, da der obigen Argument auch fiir B statt A funktioniert. m

4.8 Integrierbare Funktionen

Korollar 4.6 (Notwendige Bedingung fiir Integrabilitéit) Ist eine Funktion f auf
la, b] integrierbar, so ist f auf [a,b] beschrinkt.

Beweis. Nehmen wir das Gegenteil an, dass supy,, f = +oo. Fir jede Zerlegung
Z = {wp}— gibt es ein Intervall [z, z;] Wo supy,, | .1 f = +oo, woraus folgt
S*(f, Z) = 4o0.
Da immer S, (f, Z) < 4+00, so erhalten wir
S*(f, Z) — Su (f, Z) = 400,

und f ist nicht Darboux-integrierbar. Somit muss es gelten supy,; f < 400, und
analog inf, , f > —o0, was zu beweisen war. m

Der folgende Satz gibt uns viele Beispiele von integrierbaren Funktionen.
Satz 4.7 (Hinreichende Bedingungen fiir Integrierbarkeit)

(a) Jede stetige Funktion f auf |a,b] ist auf diesem Intervall integrierbar..
(b) Jede monotone Funktion f auf [a,b] ist auf diesem Intervall integrierbar.

Fiir dem Beweis von (a) brauchen wir den Begriff von gleichmifiiger Stetigkeit.
Definition. Eine Funktion f auf einem Intervall I heifit gleichmdflig stetig falls

Ve>0 30 >0 Ve,yeImit [z —y|<d gilt |f(z)—f(y)] <e. (4.29)

Erinnern wir uns, dass f stetig auf [ ist, falls f stetig an jeder Stelle z € I, d.h.
for any x € I for any ¢ > 0 there exists § > 0 such that

Veel Ye>030>0 Vyelmit |z —y|<dgilt |f(z)— f(y)]<e (4.30)

In (4.30) hiingt 6 von = ab, wobei in (4.29)) 0 gleich fiir alle z ist, was das Wort “gle-
ichméflig” erkldrt. Offensichtlich ist jede gleichmiiflig stetige Funktion auch stetig,
aber umgekehrt gilt es nicht immer.
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Beispiel. Die Funktion f () = 1 ist stetig auf (0, 1) aber nicht gleichméBig stetig.
In der Tat, fiir jedes 6 > 0, wihlen wir 0 < x < § und y = /2 so dass |z — y| < 9,
wihrend .

xz

F@ ==

beliebige grofl werden kann, da = beliebig nahe zum 0 gewihlt werden kann.

1 1 ‘

Lemma 4.8 Ist f (x) stetig auf einem beschrinkten abgeschlossen Intervall I, so
ist fauf I gleichmdfsig stetig.

Beweis. Nehmen wir das Gegenteil an, dass f auf I nicht gleichméflig stetig ist.
Die Negation von (4.29)) ergibt

>0 V6>0 Jr,y el mit |z —y| <0 und |f(x)— f(y)] >e.

Wihlen wir § = % fiir ein n € N und somit bekommen z,,,y, € I mit

1
|Tn — Y| < " (4.31)

und
|f(@n) = [ (yn)| 2 €. (4.32)

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl (Satz 2.14) hat die Folge {z,} eine konver-
gente Teilfolge {x,, }. Nach (4.31]) erhalten wir, dass auch {y,, } konvergiert und

lim z,, = lim y,,.
k—o0 k—o0

Nach der Stetigkeit von f daraus folgt

k—o00

was im ¢ zu (4.32)) steht. m

Beweis von Satz [4.7(a). Nach Lemma [4.§ist die Funktion f gleichmiBig stetig
auf [a,b], d.h. sie die Bedingung (4.29) erfiillt. Betrachten wir beliebige Zerlegung
Z ={x},_, von [a,b] mit pu(Z) < 6. Fiir jede z,y € [zx_1, x)] gilt |z — y| < § und
somit

If () = fy)l <e

Daraus folgt, dass
sup f— inf f<e¢

lox—ren] [Eeo1]

und somit

n

Sf2) =S (f,Z2) = DY (sup f— inf f)(xx—ap1)

el [Tr—1,7k] [k—1,7k]

< EZ(IEk—xkq)
= E(b_—a).
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Da e (b — a) beliebig klein sein kann, so erhalten

lim (S*(f,Z)—S.(f.2)) = 0.

w(Z)—0
Somit ist f Darboux-integrierbar und nach dem Satz auch integrierbar. m

Beweis von Satz [4.7[b).  Sei f monoton steigend. Fiir jede Zerlegung Z =
{@x}r_, von [a,b] gilt

sup [ = [f(z;) und inf f=f(zy-1)

[r—1,7k] [2r—1,2x]

woraus folgt

M=

S*(f.2) = S:(f,2) = <[ sup]f—[ inf ]f> (z — Tp-1)
k Th—1,Tk Tk—1,Tk

= (f (wx) = f (21-1)) (2% — T5-1)

k=1

(2)> " (f (@) = f (@5-1))
= w(Z)(f ()~ f(a)).

1

Sl

3

IN
=

Somit erhalten wir

w(Z)—0

woraus die Integrabilitéit von f folgt. m

4.9 Fundamentalsatz der Analysis, I

Der niichste Satz etabliert eine Beziehung zwischen bestimmten und unbestimmten
Integralen.

Hauptsatz 4.9 (Fundamentalsatz der Analysis Teil 1) Sei f (x) eine stetige Funk-
tion auf einem beschrinkten abgeschlossenen Intervall [a,b]. Sei F'(x) eine Stamm-
funktion von f auf diesem Intervall. Dann gilt die Identitdt

b
/ f(x)dx=F(b) — F (a). (4.33)

Die Identitét (4.33)) heifit auch Newton-Leibniz-Formel. Fiihren wir die folgende
Notation ein:
[FIL = F (5) — F(a).

Da F = [ f(z)dx, so lasst die Newton-Leibniz-Formel wie folgt umschreiben:

/abf(a:)d:c: [/f(x)da:t.
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In dieser Form liefert die Newton-Leibniz-Formel eine direkte Beziehung zwischen
bestimmten und unbestimmten Integralen.

Man kann (4.33) auch wie folgt umschreiben:

/ab F (z) da

Beweis. Nach dem Satz ist f integrierbar. Nach Definition von Riemann-
Integral haben wir

Il
R
—
=
S~—
|
B
~—~
Q
~
Il
|
o>

b
[ 1@de= 1w s(r.2.6).

Fixieren wir eine Zerlegung Z = {x;};_, von [a,b] und wihlen die Zwischenstellen
€ = {&,},_, wie folgt. Nach dem Mittelwertsatz (Satz 3.23 aus Analysis I), es gibt
€k € [ka_l,xk] mit

F (k) = F(@p-1) = F' (&) (@5 — 2p-1) -
Fiir diese ¢, erhalten wir
S (fa Z, f) = Zf (fk) (xk - :Ckfl)
k=1

= D F'(&) (o — xp1)

= > (F(zx) = F(211))
— F(b)—F(a).

Somit kann der Grenzwert lim,,(z)—0 S (f, Z, ) nur den Wert F' (b)—F (a) annehmen,

woraus ({4.33)) folgt. m

Mit Hilfe von der Newton-Leibniz-Formel kann man die Integrale fab f(z)dz
effektiv berechnen. Ist f > 0, so definieren wir den Flicheninhalt des Untergraphes

von f als fabf(x) dr.
Beispiel. 1. Fiir die Funktion f (z) = 1 — z? erhalten wir

IR [/(1_952)@}1_1: {x_glzg.

Geometrisch bedeutet dies, dass der Flicheninhalt zwischen der Parabel y = 1 — 22
und der Achse z gleich 4/3 ist.
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IO T

Insbesondere betriigt dieser Flicheninhalt genau 2/3 von den Flidcheninhalt von
dem kleinsten umschriebenen Rechteck [—1, 1] x [0, 1] . Diese Regel von 2 wurde erst
von Archimedes entdeckt. Er konnte den Flicheninhalt direkt als der Grenzwert
von Riemann-Summen berechnen, ohne Newton-Leibniz-Formel zu wissen.

2. Sei f (z) = L. Fiir alle a > 1 erhalten wir

/1a Ci:_x N [/ Ci;_x}j = [Inz]} = Ina. (4.34)

Die Identitsit lasst sich als eine unabhingige Definition von Ina benutzen.

Danach kann man auch eine neue Definition von exp geben als inverse Funktion

von In. Insbesondere erhilt man eine neue Definition von e als die Zahl mit der
Eigenschaft

“dx

1T

Der Graph der Funktion y = % heifit Hyperbel. Auf dem néchsten Bild ist der
Fliécheninhalt unter der Hyperbel auf [1,¢] gleich 1.

=1

X L

3. Fiir Funktion f () = =z und a > 0 haben wir

/a dx / dr ¢ larct ]2 t
= = |arctan x|, = arctana.
o 1+a2 1+a2], 0
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Diese Identitéit ldasst sich als unabhéngige Definition von arctan benutzen. Dann
gibt man an eine neue Definition von 7 durch

T Vdx
— —arctanl = .
4 0 ]. + .1?2

Auf dem néchsten Bild ist der Flidcheninhalt des Untergraphes von f () = ﬁ auf
[—1,1] gleich .

15T
y
10T
/0,5 T \
f f f !
-2 1 0 1 2
X

Dariiber hinaus kann man eine neue Definition von tan als inverse Funktion von
arctan erhalten.

Bemerkung. Erweitern wir die Definition von Integral ff f(z)dx zum Fall a > b
wie folgt:

/a f(z)dx =0, (4.35)

/abf(x)dx:—/baf(a:)dxfﬁra>b. (4.36)

Die Newton-Leibniz-Formel gilt dann fiir beliebige a,b € R: ist eine Funktion F
stetig differenzierbar auf einem Intervall I, so gilt fiir alle a,b € I

/ F'(z)dz = [F]" == F (b) — F(a).

Fiir a < b was dies im Satz [£.9 bewiesen. Fiir a = b sind die beiden Seiten gleich 0.
Fiir a > b gilt

/abF’(x)dx—_/baF’(x)dl'__[F]z_ Pl

Die Zahlen @ und b heiflen untere bzw obere Grenzen des Integrals f: f(z)dx.
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4.10 Weitere Eigenschaften vom bestimmten In-
tegral

Satz 4.10 (Linearitéit) Sind die Funktionen f und g integrierbar auf [a,b], so ist
auch af + Bg integrierbar fir alle o, f € R und

/ab(af+5g)dx:a/abfd:v—l—ﬁ/abgdm. (4.37)

Beweis. Sei a < b. Sei Z eine Zerlegung von [a, b] und £ eine Folge von Zwischen-
stellen von Z. Dann

n

S(af+89,7,€) = Y (af +Bg) (&) A

k=0

= a) f(&)An+8) g(&) Axy
k=0 k=0
= aS(f,Z2,§)+B5(9,Z,¢).
Fiir p(Z) — 0 konvergiert die rechte Seite gegen
b b
a/ f(a:)dm+[3/ g (z) dz.

Somit ist af + S¢g Riemann-integrierbar und (4.37)) gilt. =

Satz 4.11 (Partielle Integration im bestimmten Integral) Fiir stetig differenzierbare
Funktionen u,v auf einem Intervall [a,b] gilt

/a ’ udv = [uv]” — / bvdu. (4.38)

Beweis. Wir haben nach dem Produktregel

(uv) = wv' 4+ vu'.

b b b
/(uv)/dx = /uv’dm—i—/ vu'dx

ab ba
= udv—{—/ vdu.

a

Daraus folgt, dass

Nach dem Satz [4.9] gilt
b
[ twy e =l

a

woraus (|4.38) folgt. m
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Beispiel. Bestimmen wir fow e’ cosxdx. Da e®dx = de”, so erhalten wir nach 1)
mit u = cosx und v = e*:

/ e’ coszdr = [e"cosx]y — / e“dcosx
0 0
= —e”—l—i—/ e’ sinxdx
0
= —(e"+1)+ / sin xde”
0
= —(e"+1)+[e"sinz]) — / e” cos zdz,
0

woraus folgt

/7r - e™ 41
e’ cosxdr = — .
0 2

Alternativ kann man zunéichst das unbestimmte Integral | e®cosz berechnen und
erst danach die Newton-Leibniz-Formel anwenden.

Satz 4.12 Sei a < b.
(a) (Positivitét) Ist f integrierbar auf [a,b] und f > 0, so gilt

b
/ fdxz > 0.

(b) (Monotonie) Sind f und g integrierbar auf [a,b] und f > g, so gilt

b b
/fde/ gdzx.

Beweis. (a) Fiir nichtnegative Funktion f sind alle Riemann-Summen auch nicht-
negativ, woraus die Aussage folgt.

(b) Nach dem Satz und (a) gilt

/abfdx:/ab(f—g)dx—l—/abgdxz/abgdm.

Korollar 4.13 Sei a < b. Ist [ integrierbar auf [a,b] so gilt

(b—a)inf f </ fdx < (b—a)sup f. (4.39)

[a,b] [a,b]

Beweis. Sei s = supy,; f. Dann f < s auf [q,b], und nach dem Satz erhalten

wir , )
/fda:ﬁ/sdx:s(b—a),

wobei wir auch (4.20]) benutzt haben. Die untere Abschétzung wird analog bewiesen.
n
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Korollar 4.14 Sei f eine stetige Funktion auf [a,b]. Dann gilt

/abfdx

Beweis. Nach dem Satz[4.7sind f und |f| integrierbar. Da

— A< f<Ifl,

so erhalten wir nach dem Satz [4.12

/|f|daz</fda:</ |f| dx,
woraus ({4.40) folgt. m

Bemerkung. Es gilt eine stirkere Aussage: ist f auf [a,b] integrierbar so ist |f]
auch integrierbar und (4.40) gilt (sieche Aufgaben).

b
< / |f| d. (4.40)

Satz 4.15 (Mittelwertsatz fiir Integration) Ist f stetig auf [a,b], so existiert ein

c € la,b] mit
/f () (b—a).

Beweis. Der Fall a = b ist trivial. Betrachten wir den Fall ¢ < b (und der Fall
a > b ist analog). Nach dem Satz ist f integrierbar. Setzen wir

=inf f und M =sup f.
[a,b] [a,b]

Nach dem Korollar 3.9 aus Analysis I (eine Folgerung aus dem Extremwertsatz und
Zwischenwertsatz) ist das Bild von f gleich das Intervall [m, M| . Da nach (4.39)

b
=z [ fdoelm .

so es gibt ein ¢ € [a, b] mit

1 b
Ry

was zu beweisen war. ®

Satz 4.16 (Additivitit) Sei f eine integrierbare Funktion auf einem Intervall [a, b]
mit a < b. Dann, fir jedes ¢ € (a,b), ist [ auf den Intervallen |a,c] und |c,b]

integrierbar und es gilt
b c b
/ fdx:/ fd:z:+/ fdx. (4.41)
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Beweis. Seien Z’' und Z” die Zerlegungen von [a, ¢| bzw [c, b]. Dann ist Z = Z'UZ"
eine Zerlegung von |[a, b] und es gilt

p(Z) = max (u(2'), 1 (2"))

und
S (f,Z2)=8S"(f,Z2")Y+S(f,Z"). (4.42)
Die gleiche Identitét gilt fiir S,.. Da f auf [a, b] integrierbar, so haben wir
lim (S*(f,Z)— S.(f,Z)) =0. (4.43)
w(Z)—0

S*<f,Z) —S*(f,Z) = (S*(f7Z/) _S*(f7Z,))+(S*(f7Z”) — 5, (faZ”))7
daraus folgt, dass

lim (S*(f,2") =5.(f,2') =0=1lim (5*(f,2")=5.(f,2")).

w(z")—0 wz")—0
Somit ist f integrierbar auf [a,c] und [c, b]. Fiir 4 (Z) — 0 erhalten wir aus (4.42)
lim S*(f,Z)= lim S*(f,Z)+ lim S*(f,Z").

1(Z)—0 §(Z)—0 H(Z")—0

Nach der Identitét (4.22) aus dem Satz erhalten wir (4.41)). =

Korollar 4.17 Sei f eine stetige Funktion auf einem Integral I. Dann fiir alle

a,b,c e I gilt (4.41)).
Diese Aussage gilt auch fiir integrierbaren Funktionen f.

Beweis. Fiir ¢ = a oder ¢ = b gilt (4.41) trivial nach (4.35)). Fiir a = b ist (4.41)

dquivalent zu
O:/fdx+/ fdzx,

was nach gilt. Seien jetzt a, b, ¢ verschieden. Dann gibt es 6 Fille wie folgt:
a<c<b

a<b<ec

b<a<c

b<c<a

c<a<b

6. c<b<a

Der Fall a < ¢ < b gilt nach Satz Im Fall ¢ < b < ¢ haben wir nach dem

Satz [4.16] . , .
/ fdx :/ fd:v+/ fdx,
a a b

/abfd:c:/acfdx—/bcfda::/acfdx—i-/cbfdx.

Andere Fille werden analog betrachtet. m

Ol Wi

woraus folgt
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4.11 Fundamentalsatz der Analysis, 11

Hauptsatz 4.18 (Fundamentalsatz der Analysis Teil 2) Ist f eine stetige Funktion
auf einem Intervall I C R, so fiir jedes c € I ist die Funktion

F(x):/wf(t)dt

eine Stammfunktion von f. Insbesondere has jede stetige Funktion eine Stammfunk-
tion.

Beweis. Da f stetig ist, so ist das Integral fcx f (t) dt nach dem Satzwohldeﬁniert.
Wir miissen beweisen, dass F’ (z) = f (z) fiir jedes z € I, d.h.

= f(z). (4.44)

EIEE
Nach der Additivitét des Integrals gilt

F@—F@>=Lffmw—/UﬁMt

- /Cyf(t)dtJr/;f(t)dt

- /:f(t)dt.

Nach dem Satz [4.15] gibt es ein £ € [z, y| mit
Fy) — F(x)
y—x
Nach der Stetigkeit von f erhalten wir
f) — f(x) firy— z,

= f(8).

woraus ({4.44) folgt. m
Die Sétze [4.9 und ergeben folgendes.

Korollar 4.19 Fiir jede stetige Funktion f auf dem Intervall [a,b] existiert eine
Stammfunktion F auf [a,b] und es gilt

b
/f(:L‘)da::F(b)—F(a).

Die Existenz der Stammfunktion auf dem ganzen Intervall [a, b] ist wichtig. Hier
ist ein Gegenbeispiel, wie man falsches Ergebnis erhélt:

1 1
-
1z X 1

Warum ist diese Berechnung falsch? Die Stammfunktion In |z| ist nicht auf dem
ganzen Intervall [—1, 1] definiert wie die Newton-Leibniz-Formel anfordert, sondern
auf zwei disjunkten Intervallen (0, 4o00) und (—o0,0). Somit l4sst diese Formel sich

fiir Berechnung von f; % nur dann anwenden wenn entweder [a,b] C (0,00) oder

la,b] C (—00,0). Dariiber hinaus ist die Funktion X auf [—1,1] nicht Riemann-

integrierbar, da diese Funktion nicht beschrinkt ist.
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4.12 Substitutionsregel

Hauptsatz 4.20 (Substitutionsregel im bestimmten Integral) Seien u eine stetig
differenzierbare Funktion auf einem Intervall I = [a,b] und f eine stetige Funktion
auf dem Intervall u (I). Dann gilt

b u(b)
/ £ (u (2)) du (2) = / f () dy. (4.45)
a u(a)

Beweis. Das Bild u (1) ist abgeschlossenes beschrénktes Intervall (Theorem 3.8 from
Analysis I). Da f auf u (I) stetig ist, so hat f nach dem Satz eine Stammfunktion
F auf diesem Intervall. Somit gilt nach der Newton-Leibniz-Formel

u(b)
[ =118 = £ @) Fraa)

Nach dem Kettenregel gilt
(Fou) (x) = F'(u(z))u (z) = f (u(2) v (2), (4.46)

und somit nach der Newton-Leibniz-Formel

b b
[ Fw@)dute) = [ f @) @)de = [Foull = F (u(®) - F(u(a).
‘ ’ (4.47)
Vergleichen von und beweist . [ ]

Der Satz gilt auch fiir integrierbare Funktionen f, aber der Beweis in diesem
Fall ist deutlich komplizierter.

Die Identitét lasst sich als eine Substitution y = u (x) im linken Integral
betrachten. Man stellt zuerst den Integrand im gegebenen Integral als f (u (z)) v’ ()
dar. Danach ersetz man v (x) zwei mal durch y und die Grenzen @ und b durch v (a)
bzw u (b) (die Werte u (a) und w (b) sollen die Grenzen von dem Intervall « (1) nicht
unbedingt sein).

A

~

u(a) %u(b)

~ ~ >
u(l)
I=[a,b]
/- N > X




36 CHAPTER 4. INTEGRALRECHNUNG

Alternativ betrachtet man das rechte Integral

/ABf(y)dy

als gegeben und ersetzt die Variable y zwei mal mit einer Funktion u (z). Man
bestimmt a, b aus der Gleichungen

A=u(a), B=u(b)
und erhélt

[ rwa= [ s,

Beispiel. 1. Bestimmen wir ff effl. Man versucht den Integrand ezdfl in der Form
f(u(z))du(z) mit einer Funktion u (z) darzustellen, so dass f (u) eine einfachere

Funktion ist. Wir haben

/2 dv /2 e"dr /2 de®
Lcee—1 J em(er—1)  J, er(er—1)

T

Somit ergibt die Substitution y = u (z) :=e
/2 dax B /u(2) dy
p et —1 u(l) Y (y—1)

e 1 1
/e (y— 1 y)

= [y =17 — Myl
e?—1 1
= In . —1l=In(e+1)—Ine=In(1+e').
6—

2. Bestimmen wir fol /1 — y2dy mit Hilfe von einer Substitution y = u (z) we
folgt. Nehmen wir y = sinz auf [0,7/2] so dass u (0) = 0 und u (7/2) = 1. Dann
haben wir

dy = cos xdx

und
1 u(m/2)
/ V1—y2dy = / V1 —1y2dy
0 u(0)

(0
/2

= V1 —sin?z cos z dx

3
~
[ V]

cos? x dx

71'/21 2
~+ cos xd

9 T

1
+1 [sin 2x]g/2

I
SR S— S— S
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Natiirlich die gleiche Antwort erhilt man mit Hilfe vom unbestimmten Integral

1 1
/\/1—y2dy: §arcsiny—l—§y\/1—y2+0

und Newton-Leibniz-Formel.

4.13 Lange von Kurve

Wir betrachten hier die Abbildungen mit den Werten in R”. Jedes x € R" is eine
Folge © = (z1,...,x,) von n reellen Zahlen, die die Komponenten von x sind. Fiir
jedes x € R™ definieren wir die Norm (oder den Betrag) von = mit

loll = /o2 4+ a3 + .. + 2.

Die Norm ||z|| ist eine offensichtliche Verallgemeinerung des Betrages in R und
C =R2%

Sei I ein Intervall on R. Jede Abbildung ¢ : I — R™ hat n Komponenten
w1 (t), ..., 0, (1), so dass jedes ¢, eine reellwertige Funktion von ¢ € [ ist. Wir
schreiben

P () = (@1 (1), (1) -

Die Abbildung ¢ heifit stetig falls alle Komponenten ¢, () stetig ist, und stetig
differenzierbar falls alle Komponenten ¢, (t) stetig differenzierbar sind. Im letzten
Fall definieren wir die Ableitung ¢’ von ¢ mit

90/ = (90/17 "'790;1) )

so dass ¢’ auch eine Abbildung von I nach R" ist.

Definition. Das Bild K = ¢ (I) von einer stetigen Abbildung ¢ : I — R™ heif}t
Kurve und das Paar (I, ) heiit Parametrisierung der Kurve K. Man nennt das
Dreifache (K, I, @) parametrisierte Kurve.

Betrachten wir [ als ein Zeitintervall und ¢ (¢) als die Position von einem be-
wegenden Korper in R™ um Zeit ¢. Die Kurve ¢ (I) ist die Spur des Korpers. Die
Parametrisierung (I, ¢) lésst sich als der Stundenplan des Korpers betrachten.
Definition. Sei I = [«, 3] ein beschriinktes abgeschlossenes Intervall mit o < . Fiir

die parametrisierte Kurve (K, I, ¢) mit stetig differenzierbarer Abbildung ¢ : I — R
definieren wir die Linge L (K, 1, ) mit

3 3
L(K,],gp):/ ||gp’(t)||dt:/ \/gog(t)2+...+go;(t)2dt. (4.48)

Die Ableitung ¢’ (t) ist der Geschwindigkeitsvektor des Korpers und die Norm
|’ (t)|| ist die skalare Geschwindigkeit um Zeitpunkt ¢. Die Integration von ||¢’ (¢)||
iiber I ergibt den zuriickgelegten Weg des Korpers im Zeitintervall I, was die Lénge
der Spur ¢ (I) ist.
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Beispiel. Betrachten wir die Parametrisierung

¢ : [0,1] — R?
et) = 1—-t)a+tb

mit zwei Punkten a,b € R?. Das Bild K = ¢ (I) ist eine gerade Strecke zwischen a
und b. Dann gilt

g01:<1—t)a1+tb17 302:(1—t)a2+tb2

und
<P/1:bl—(117 9012152—612

und

L= /01 V(b1 — @) + (b — a2)dt = /(b1 — 1) + (b — a2)",

Beispiel. Betrachten wir die Parametrisierung

¢ : [0,27] — R?
e (t) = (rcost,rsint)

mit einem r > 0. Das Bild K = ¢ (I) ist der Kreis von Radius r. Da
¢ = (—rsint,rcost)

und

'] = Vr2sin?t + r2cos?t = r,

2
L= / rdt = 27r.
0

so erhalten wir

Beispiel. Die Zykloide hat die Parametrisierung

¢ : [0,27] — R?
p(t) = (t—sint, 1—cost).
3_—
y
2__
1__
0 f f f f f f
0 1 2 3 4 5 6
X

Zykloide
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Dann gilt

t
¢l = \/(1 —COSt)2 +sin?t =2 — 2cost = 231n§.

Somit ist die Lénge der Zykloide gleich
2 t s
L—/ 25in—dt-4/ sins ds = 8.
0 2 0

Beispiel. Betrachten wir den Graph

I={(z,y):zel, y=[(x)}

einer Funktion f : I — R. Der Graph lisst sich betrachten als eine Kurve mit
Parametrisierung

o : I —R?
p(z) = (2 f(2))

Sei I = [a, 5]. Ist f stetig differenzierbar, so erhalten wir

'l = /1 + f ()’

L:/aﬁ\/l%—f’(a:)?dx.

Zum Beispiel, fiir den Graph der Parabel y = %ﬁ auf [0, 1] erhalten wir

und somit

1 1 1 !
L = /\/1+x2d:c: [iln(x—l—\/ﬂ—l—l)—i—ﬁx\/aﬂ—kl]
0 0

- %1n(1+\f2>+§.

Satz 4.21 Seien I,J zwei abgeschlossene beschrinkte Intervalle und ¢ : I — R”,
Y J — R" zwei stetig differenzierbare Abbildungen. FExistiert eine monotone stetig
differenzierbare Funktion f: I — J mit f(I) = J und ¢ =1 o f, so bestimmen die
zwei Parametrisierungen (I,¢), (J,) die gleiche Kurve K = ¢ (I) = ¢ (J) und es
gilt

L(K.I,p) = L(K,Jv).

Die Abbildungen ¢, und f werden an dem folgenden Diagramm gezeigt:

RTL
e \w

I RN J
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wobei ¢ die Verkettung von f und ¢ ist. Insbesondere gilt fiir jedes ¢t € I dass
o (t) = (s) mit s = f(t); d.h. zwei bewegende Korper mit Stundenplénen (I, ¢)
bzw (J, 1) sich immer am gleichen Punkt befinden, aber um verschiedene Zeitpunkte
t und s.

Beweis. Wir haben

p(I) = (po /) )=¢(f (D) =v(]),

was die erste Aussage ergibt.

Da f monoton ist, so gilt entweder f'(¢) > 0 fiir alle t € I (f ist monoton
steigend) oder f’(t) < 0 fiir alle t € I (f ist monoton fallend). Betrachten wir den
Fall von monoton steigendem f (der Fall von fallendem f ist analog). Fiir jedes
k =1,...,n haben wir nach der Kettenregel

i () = % (Wi (f (1)) = U (f (1)) f (1),

woraus folgt
le" O = 18" (fF ENILF @ = 1" (f @IS (@)
wo wir f > 0 benutzen.

Seien I = [a, 5] und J = [a,b] mit o < B und a < b. Nach (4.48)) haben wir

B8 B8
MKLw:/WW@wwzfanmwf@ﬁ

Da f(I) = J und f monoton steigend ist, so gelten f (a) = a und f(5) = b. Mit
der Substitution s = f (¢) erhalten wir

B £(
L) = [ G- |

fla

B) b
)wwwwz/mwwmszxw,

was zu beweisen war. ®

Beispiel. Betrachten wir den Halbkreis mit zwei Parametrisierungen:

v [07] >R
o (t) = (cost,sint)
und
v o [-1,1] - R?

P(s) = (s,V1—s?).
Fiir die Funktion

f : [Ovﬂ-} - [_17 1]
f(t) = cost

erhalten wir

Vv (f(t) = (cost, m) = (t).
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Somit sind die Léngen von den beiden Parametrisierungen gleich. Da
L(K,pI)=m

somit erhalten wir auch
L(K,,J)=m.

Da

2 ) 1
— 1+

Il = \/1+ (vi—=)

so erhalten wir

/1 ds
=7
-1 \/1—82

Natiirlich lisst dieses Integral sich auch direkt berechnen:

1 ds ds ! R
Vi = Vi = [arcsin s]_, = 7.
- - — sl
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Chapter 5

Konvergenz von Integralen und
Reihen

5.1 Uneigentliches Integral

5.1.1 Definition und Eigenschaften vom uneigentlichen In-
tegral

Das Riemann-Integral f; f (x) dz ist immer fiir eine Funktion auf einem abgeschlosse-
nen beschrinkten Intervall [a, b] definiert ist. In diesem Abschnitt wird diese Defin-
ition zu anderen Typen von Integralen erweitert.

Definition. Sei f eine Funktion auf einem Intervall /. Die Funktion f heifit lokal
integrierbar auf I falls f auf jedem abgeschlossen beschrinkten Intervall J C [
Riemann-integrierbar ist.

Es folgt aus dem Satz[4.7] dass alle stetige Funktionen und alle monotone Funk-
tionen lokal integrierbar sind.

Definition. Sei f eine lokal integrierbare Funktion auf einem Intervall [a,b) mit
—00 < a < b < +00. Dann definieren wir das uneigentliche Riemann-Integral von
f mit
b c
/ f(z)dx = }EI? / f (z) dx, (5.1)

vorausgesetzt, dass der Grenzwert existiert als Element von R. Die Notation ¢ — b—
bedeutet, dass ¢ < b und ¢ — b; insbesondere ist das Riemann-Integral fac f(z)dz
wohldefiniert.

Ist der Grenzwert in endlich, so sagt man, dass das Integral f: f (z)dz an
der Grenze b konvergiert.

Ist der Grenzwert unendlich, so sagt man, dass das Integral an der Grenze b
bestimmt divergiert.

Existiert der Grenzwert nicht, so sagt man, dass das Integral an b unbestimmt
divergiert. Im letzten Fall ist der Wert des Ausdrucks f; f (x) dz nicht definiert.

Die Grenze b fiir das uneigentliche Integral heif3t kritisch.

43
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Definition. Im Fall wenn f auf dem Intervall (a,b] mit —oco < a < b < 400 lokal
integrierbar ist, wird das uneigentliche Integral analog definiert:

/abf (w)do = lim, / @, (5.2)

vorausgesetzt, dass der Grenzwert existiert. Die Notation ¢ — b+ bedeutet, dass
¢ > b und ¢ — b. Die Grenze a fiir das uneigentliche Integral (5.2)) heiit kritisch.

Ist f auf einem abgeschlossenen beschrénkten Intervall [a, b] definiert und Riemann-
integrierbar, so werden jetzt drei Begriffe von Integral fiir f definiert: eigentliches
(normales) Riemann-Integral, das uneigentliche Integral mit kritischer Grenze a und
das uneigentliche Integral mit kritischer Grenze b.

Behauptung Ist f auf [a,b] Riemann-integrierbar, so stimmen drei Werte von
fabf (x) dx iiberein.

Beweis. Markieren wir die kritische Grenze mit einem Punkt und zeigen, dass

/f da:_/f da:_/f

Wir benutzen die Stetigkeit der Funktion F' (x f (t) dt. Fiir die linke Identitét
haben wir

.bf(x)dm:lim @) dz = lim F(c fla
[ r@ar=p [ 1= o =ro- [

und die rechte Identitéit wird analog bewiesen. m

Beispiel. Betrachten wir die Funktion f (z) = 2? auf [1, +00) und das uneigentliche
Integral [;° 2Pdz. Im Fall p # —1 haben wir fiir jedes ¢ € (1, +00)

c c p+1 ]¢ p+1 1
/ 2Pdx = {/:cpd:c] = {x 1 = C — .

Im Fall p > —1 so divergiert die rechte Seite gegen +oo fiir ¢ — +00. Somit gilt in
diesem Fall

+oo
/ 2Pdxr = 4o0 falls p > —1,
1

d.h. das Integral bestimmt divergent ist. Im Fall p < —1 gilt ¢?™! — 0 fiir ¢ — 400,

woraus folgt
+oo
/ 2Pdr = —
1

d.h. das Integral konvergent ist.
Im Fall p = —1 haben wir

1
1 falls p < —1,

/ d = [Inz|] = Inc — +oo fiir ¢ — 400,
1

x
woraus folgt
+oo
/ r e = +o0.
1
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Somit ist das Integral f1+°° rPdx konvergent fiir p < —1 und bestimmt divergent fiir
p>—L

Beispiel. Betrachten wir das uneigentliche Integral fooo sin zdz. Fiir jedes 1 < ¢ < o0
gilt

C
/ sinzdr = — [cosz]; = 1 — cosc.
0

Aber der Grenzwert lim,._, ., cos ¢ existiert nicht. Somit beschlieffen wir, dass fooo sin xdx
unbestimmt divergiert und keinen Wert hat.

Die Eigenschaften von eigentlichem Integral werden fiir uneigentliches Integral
einfach verallgemeinert. Dafiir verallgemeinern wir die Notation [F ]Z zum Fall wenn
F auf [a,b) definiert ist wie folgt:

wobei
F(b—):= lim F (z),

r—b—

vorausgesetzt, dass der Limes existiert, endlich oder unendlich.

Satz 5.1 (Newton-Leibniz-Formel fiir uneigentliches Integral) Seien f (x) eine stetige
Funktion auf [a,b) mit —oo < a < b < 400 und F ihre Stammfunktion auf |a,b).
Dann gilt

[ r@a=ir

vorausgesetzt, dass mindestens eine von zwei Seiten wohldefiniert ist.

Beweis. Nach Definition von dem uneigentlichen Integral und Newton-Leibniz-
Formel fiir eigentliches Integral gilt

b c
/ fx)de = lim [ f(x)de= lim (F(c)— F (b)) = lim F(c)— F (a)

c—b— a c—b— c—b—

= F(b—)—F(a)=[F].

a

Insbesondere sehen wir, dass der Grenzwert in der linken Seite genau dann existiert,
wenn der Grenzwert in der rechten Seite existiert. m

Partielle Integration. Seien u und v stetig differenzierbare Funktion auf |a,b).

Dann gilt
b b
/ udv = [uv]” —/ vdu (5.3)

vorausgesetzt, dass die rechte Seite wohldefiniert ist, d.h. der Wert (uv) (b—) und
das uneigentliche Integral f; vdu ezistieren und deren Differenz wohldefiniert ist.

Beweis ist trivial: da die Funktionen u,v auf [a, ¢] stetig differenzierbar fiir jedes
¢ € (a,b) sind, so gilt es nach dem Satz

/ udv = [uv]i—/ vdu.
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Fiir ¢ — b— erhalten wir (5.3)).

Substitutionsregel. Seiu eine stetig differenzierbare Funktion auf einem Intervall
I = [a,b) so dass der Wert u (b—) ezistiert. Sei f eine stetige Funktion auf dem
Intervall u (I). Dann gilt

b u(b—)
[ rweae= [ rwa (5.4
vorausgesetzt, dass mindestens eines von zwei uneigentlichen Integralen existiert.

In der Tat gilt fiir jedes ¢ € (a,b)

c u(c)
/ f(u(x))dwm:/() f (v)dy.

Fiir ¢ — b— erhalten wir u (¢) — u (b—) und somit (5.4).

Analog formuliert und beweist man die weiteren Eigenschaften von Integral, wie
Linearitét, Monotonie, Additivitiit.

Im Fall wenn die kritische Grenze a ist, d.h. man integriert iiber (a,b|, gelten
alle obigen Eigenschaften auch. Zum Beispiel, die Newton-Leibniz-Formel sieht so
aus: ist f auf (a,b| stetig, dann fiir die Stammfunktion F' von f gilt

/f<a:>dx—[F]’; — F(b)— F(a+),

wobei
F(a+)= lim F(z).

r—a+

Beispiel. 1. Bestimmen wir fol \d/—‘%. Hier ist 0 die kritische Grenze. Nach Newton-
Leibniz-Formel erhalten wir

/ld_a: = [/x_1/2d:v]l = [2x1/2]1 = 2.
0 VT 0 °
Analog erhalten wir

/old_x - U d_mr = [lnz]y =In1—In(0+) = +oo.

T T ]y

2. Bestimmen f1+°° x2Inxdw, wo die kritische Grenze 400 ist. Wir erhalten
mit Hilfe von der partiellen Integration

/ r2Inzdr = —/ Inzd— = — [— lnx] —i—/ —dlnzx
1 1 T T 1 1 T

+001 +oo 400
- [ me=[fee] el =m0
1

Inz
T

wo wir benutzt haben, das 2£ — 0 fiir x — +o00.
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020 T

0151

010 T

0.05T

0.00

y=a2lnx

3. Bestimmen f;oo mhi%dx, wo die kritische Grenze +oo ist. Mit Hilfe von

Substitution y = u (x) = Inx erhalten wir

/+oo 1 /+°° dlnz
s—dr = —
. rln“x . In“z

u(400) d +o0o
Y - _17400
u(e) Y 1

Betrachten wir jetzt uneigentliches Integral mit beiden kritischen Grenzen.

Definition. Sei f eine lokal integrierbare Funktion auf einem Integral (a,b) mit

—00 < a < b < 400. Definieren wir das uneigentliche Integral f; f () dx mit
beiden kritischen Grenzen a, b mit

/abf(x)dxz/acf(x)dx—l—/cbf(;c)dx, (5.5)

wobei ¢ € (a,b), vorausgesetzt, dass die beiden Integrale in der rechten Seite ex-
istieren als uneigentliche Integrale mit einer kritischen Grenze und deren Summe
auch wohldefiniert ist.

Behauptung. Der Wert von fj f(z)dx in ist unabhdngig von der Wahl von

C.

Beweis. Sei ¢ noch ein Punkt in (a,b). Wir haben dann

[ saos [ gar - ( [ [ fdx) o ([ g [ sa)
[Fas [Fars ([ gas [Cgac)
= /acfdx—l—/cbfdx.



48 CHAPTER 5. KONVERGENZ VON INTEGRALEN UND REIHEN

Alle Eigenschaften von uneigentlichen Integralen gelten auch fiir den Fall von
zwei kritischen Grenzen. In diesem Fall wird die Notation [F]° noch weiter verall-
gemeinert wie folgt:

[Fly = F (b=) = F (a+),

vorausgesetzt, dass die beiden Werte F' (b—) und F (a+) existiert und deren Dif-
ferenz auch wohldefiniert ist. Zum Beispiel, beweisen wir die Newton-Leibniz-Formel
in diesem Fall.

Satz 5.2 (Newton-Leibniz-Formel fiir uneigentliches Integral mit zwei kritischen
Grenzen) Seien f (x) eine stetige Funktion auf (a,b) mit —oo < a < b < +o0 und
F eine Stammfunktion von f auch (a,b). Dann gilt

[ r@a=i,

vorausgesetzt, dass mindestens eine von zwei Seiten wohldefiniert ist.

Beweis. In der Tat folgt es aus der Definition ((5.5) und dem Satz , dass

/abf(x)da: = /acf(a:)d:c—l—/cbf(a:)d:c
[Fls + [F);

+ |
= F(c)—F(a+)+ F(b—)— F(c)
= [F..

a

Beispiel. 1. Betrachten wir f_Jr;o xdx. Die Newton-Leibniz-Formel ergibt

00 1.2 +oo
/ xdr = {?] = 400 — (+00),

—00

was unbestimmter Ausdruck ist. Somit ist das Integral nicht definiert.

2. Bestimmen wir [, —Z. Die Funktion > ist stetig auf (—1,1) aber nicht
an *+1 definiert, so dass die beiden Grenzen +1 kritisch sind. Nach de Newton-
Leibniz-Formel erhalten wir

[ ] et = - () ==

3. Betrachten wir f:/j? tanz. Die Funktion tanz ist stetig auf (—7n/2,7/2),
aber an +7/2 ist nicht definiert (unendlich). Wir haben

w/2 /2 o w/2 d
/ tan o — / sinz _/ cosT [lnycosxufp = — (=00 — (—0)).

—r/2 —rj2 COST —x/2 COST

Wir haben benutzt, dass cosm/2 = 0 and In (0+) = —oo. Da die Differenz —oo —
(—o0) nicht wohldefiniert ist, so existiert das Integral f:/r Z tan x nicht.
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5.1.2 Konvergenzkriterien von uneigentlichen Integralen

Wir fangen mit der folgenden Beobachtung an.

Satz 5.3 Sei —o0 < a < b < +oo. Ist f: (a,b) — R nichtnegativ und lokal inte-
grierbar, so existiert das uneigentliche Integral fab f (x) dz mit dem Wert in [0, 4+00]

an. Insbesondere ist fab f (z)dz genau dann konvergent, wenn

/abf(x)da:<oo.

Beweis. Fiir ein ¢ € (a,b) betrachten wir die Funktion

ziizf@)ﬁ

Die Funktion F'(z) ist monoton steigend, da fiir y > = gilt

F)-F@ = [ fwa- [ raa= [ roazo

Somit existieren die Grenzwerte F' (b—) und F (a+). Nach Definition gilt

[fmmzz/f m+/f ) dz
zlm/f ﬁ+m3/f

— a+)

De Differenz F' (b—) — F (a+) ist wohldefiniert ist, da die Werte F' (b—) und F (a+)
nicht gleichzeitig +00 oder —oo sein kénnen, weil

F(a—)<F(c)=0<F(b+).
Daraus auch folgt, dass F (b+) — F (a—) € [0,+00] und somit auch fabf (t)dt €
[0, +0c]. Die zweite Aussage ist offensichtlich. =

Erinnern wir uns fiir Vergleichen eine Eigenschaft von den Reihen: fiir jede
nichtnegative Reihe ) >° | a,, ist ihre Summe immer wohldefiniert als Element von
0, 4+00], und )2, ay ist genau dann konvergent wenn

o0
Z ap < 400.
k=1

Der folgende Satz etabliert eine direkte Beziehung zwischen Konvergenz von Reihen
und Integralen.

Satz 5.4 (Integralkriterium fiir Konvergenz von Reihen) Sei f (z) eine nichtnega-
tive monoton fallende Funktion auf [1,+00). Dann gilt die Aquivalenz

+oo

f(z)dr < 0 <= Zf(k)<oo

1
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Beweis. Da f nichtnegativ und lokal integrierbar ist, so nehmen f1+°° f (z) dz und
> re f (k) die Werte in [0, +o00] an. Wir beweisen, dass die beiden Werte gleichzeitig
entweder endlich oder unendlich sind. Fixieren wir ein n > 2 und betrachten die
Zerlegung Z = {1,2,...,n} von Intervall [1,n]. Da f (z) monoton fallend ist, so gilt
auf jedem Intervall [k — 1,k C [1,n]

sup f=f(k—1) und mff f (k).

[k—1,k] k—1,k]

Somit sind die entsprechenden Darboux-Summen gleich

n

S (f,2) =2 (sup f) (k- Zf 1)+ ..+ fn—1),

iy [k—1k]
und
Se(f.Z) = Z([klnlf]f)( —(k=1)=>_ fE)=f@)+...+f(n)
k= k=2
Ay f(x)
S(2)
e k1l K ni n >
Da immer

S*<f,z>s[”f(x)dxsswf,zx

so erhalten wir
@+t f0) S [ F@)de < f0) 5t fin=1).

Fiir n — oo ergibt diese Ungleichung, dass

AR / fla)de <> f( (5.6)
k=1 k=1
Somit ist [ f (z) dz genau dann endlich wenn Y 77, f (k) < co. ®

Beispiel. Zeigen wir, dass die Reihe 220:1 -5 genau dann konvergiert, wenn p > 1.

Im Fall p < 0 konvergiert die Folge {ni} gegen 0 nicht, und somit ist die Reihe

p
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divergent. Im Fall p > 0 ist die Funktion f () = - monoton fallend auf [1, +00).

P

Nach dem Satz [5.4| konvergiert > °° . L genau dann, wenn
g n=1 npP

+o00
/ do < 00, (5.7)
1

TP
und das letzte ist der Fall genau dann wenn p > 1.

Definition. Sei f eine lokal integrierbare Funktion auf (a, b). Das Integral fab f(z)dx
heifit absolut konvergent, falls fab |f (z)| dx konvergent ist, d.h.

b
/ 1 (2)] dz < +oo.

Bemerken wir, dass | f| auch lokal integrierbar ist (siche Aufgaben). Da |f| > 0,
so existiert das Integral fab |f (z)| dz nach dem Satz

Satz 5.5 Ist das Intervall f; f () dx absolut konvergent, so ist es auch konvergent
und es gilt
b
< [t @lde

Beweis. Wihlen wir ein ¢ € (a,b) und setzen

/f t)dt und G (z /yf )| dt.

Die beiden Grenzwerte G (a+) und G (b—) existieren und sind endlich, da

/|f Nz = [ 17 |dx+/\f d = G (b-) — G (a+)

(wie im Beweis von Satz[5.3). Beweisen wir dass auch der Grenzwert F' (b—) existiert
und endlich ist. Es reicht zu zeigen, dass fiir jede Folge z,, — b— die Folge {F' (z,,)}
konvergiert, d.h. {F (x,)} eine Cauchy-Folge ist. In der Tat fiir x,, > x,, erhalten

wir
t)dt — / f(t)dt ’

g/ POl =G o) - Glam).

x)dx

|F (2n) = F (2m)| =

o

Nach der Voraussetzung gilt G (z,,) — G (z,,,) — 0, woraus auch |F' (x,,) — F (x,,)| —
0 folgt. Somit existiert der Grenzwert F'(b—) und er ist endlich. Gleiches gilt fiir
F (a+), woraus folgt, dass das Integral

/f dx—/f dm+/f F(a+) + F (b-)
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konvergiert. m
Definition. Seien f () und g (z) zwei Funktion auf (a,b), die nicht verschwinden.
Gilt
lim /(@)
z—b ¢ (x)

so sagen wir, dass f (z) dquivalent zu ¢ (z) fiir + — b ist und schreiben

=1

f(x)~g(z) firz — b

Behauptung. Die Relation f ~ g fir © — b ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Offensichtlich f ~ f und f ~ g ergibt g ~ f. Gelten f ~ g und g ~ h so
gilt auch f ~ h da
f_19

h  gh
m

Behauptung Gelten f; ~ g1 und fy ~ go so gelten auch fifo ~ g1go und % ~ g—;.
sinz

Beispiel. 1. sinx ~ z fiir r — 0 da — 1 fiir x — 0.

2. Es gilt
24+~ firr— 400
da ) .
* —;x:1+——>1fﬁrm—>—|—oo.
x x
Andererseits,
4o~z firzr—0
da

2?2+

=x+1—1 fiirz—0.

Erinnern wir uns an Landau-Symbol o:

T)=o0 T ir © — alls imf(x):

Es gilt f ~ g genau dann when f (z) = g (z) + 0 (g ()) da

und 5 — 1 genau dann, wenn f — g =o0(g) .
Definieren wie das andere Landau-Symbol O.

Definition. Seien f, g zwei Funktionen auf (a,b) und ¢ (x) > 0. Wir schreiben

f(2)=0(g()) fira —b
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und sagen “f (z) ist groB O von g (z) fir x — 0" falls |f (z)| < Cg(x) for alle
x € (¢, b) gilt, mit einer Konstante C' und einem ¢ € (a, b) . Aquivalente Definition:

= r)) tir x — alls limsu |f (=)
f(2)=0(g(2)) £ b falls lim sup o)

< 400

Die Aquivalenz f ~ g ergibt offensichtlich f = O (g).

Satz 5.6 (Vergleichskriterium) Seien f (x) und g (x) lokal integrierbare Funktionen
auf [a,b) und g (z) > 0.

(a) Gelten f(x) = O (g(x)) fir x — b und fabg (r)dx < o0, so ist das Integral
fab f (z) dx absolut konvergent.

(b) Gilt f(z) ~ g(x) fiir x — b so sind die Integrale fab f (z)dz und f:g (x)dx
gleichzeitig konvergent bzw divergent.

Beweis. (a) Nach Voraussetzung f () = O (g (z)) fiir © — b existieren C' > 0 and
€ (a,b) mit
If ()] < Cg(x) firallec<z<b. (5.8)

/b’f(l’)‘CMZ/c\f(w)|dx+/b\f(x)\da:.

Die Funktion f ist auf [a, ] integrierbar, so dass das Integral [ | f ()| da eigentlich
ist. Nach . léisst das zweite Integral sich wie folgt abschéitzen:

Schreiben wir

/Cb|f(x)|dx§0/cbg(x)dx<+oo.

Daraus folgt f |f (z)| dz < oo d.h. f f (z) dz konvergiert absolut.
(b) Die Relation f (z) ~ g () ergibt f( ) = O (g (z)) und somit nach (a)

b b
/g(:v)d:v<+oo = /f(:c)da:<—|—oo.

Die Implikation in die umgekehrte Richtung folgt von g ~ f. =

Beispiel. 1. Untersuchen wir die Konvergenz von f oo \/@ Wir haben

N NG Vi
V14+at a2V i1 2P

d.h. f(x) ~ 2732 fiir 2 — +o00. Da
“+oo
/ 73 dr < 400,
1

so beschlieflen wir nach dem Satz [5.6] dass

/+oo \/de
1 V1+at

= 2732 fiir © — 400,

f(x) =

< +00
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. . +00 &j
2. Untersuchen wir die Konvergenz von || 25tdr. Da

sin x

= O (a:’Q) fiir r — +o0,

und [z 2dx < +00, so ist das Integral [ #5%dz absolut konvergent.
3. Untersuchen wir die Konvergenz von

/a dz (5.9)
0 VCosT — cosa .

wobei 0 < a < 7/2. Die kritische Grenze ist a. Nach Differenzierbarkeit von cos
folgt es, dass fiir x — a

cosz —cosa = — (sina) (v —a)+ o(xr —a) ~ (sina) (a — x),

woraus folgt
1 1

Y
Veost —cosa  ysinava —x

fiirz — a

/Oa dz /Oa%  VE = 2vE <o

Ja—z

so beschliefen wir, dass das Integral (5.9)) absolut konvergent ist.

5.1.3 Bedingte Konvergenz

Definition. Sei f eine lokal integrierbare Funktion auf einem Intervall (a,b). Das

uneigentliche Integral fab f (z) dx heiit bedingt konvergent falls es konvergent aber
nicht absolut konvergent ist.

Der néchste Satz liefert zwei Kriterien fiir Konvergenz ohne absolute Konvergenz
zu benutzen.

Satz 5.7 Sei f (z) eine stetige Funktion auf [a,+00) und g (x) eine stetig differen-
zierbare monotone Funktion [a,+00). Das Integral

(e}
| r@e@
konvergiert unter jeder von zwei folgenden Bedingungen:

(a) (Abel-Kriterium) Integral [ f () dx ist konvergent und g (x) ist beschrinkt.

(b) (Dirichlet-Kriterium) Die Stammfunktion F (z) = [ f(t)dt ist auf [a,o0)
beschrankt und g (x) — 0 fir r — 4o0.

Beweis. Partielle Integration ergibt

[Tr@ewar= [Tg@ar@ =irdz - [TF@g @i 60)
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Wir zeigen, dass die beiden Glieder am rechts endlich sind.

Beweisen wir zunéchst, dass das [~ F (z) ¢’ (z) dz absolut konvergent ist. In den
beiden Féllen (a) und (b) ist die Funktion F beschréinkt. Im Fall (b) ist es Vorausset-
zung, wihrend im Fall (a) ergibt die Konvergenz von faoo fdz, dass lim, . F (z)
existiert und ist endlich, woraus folgt, dass F' beschréinkt ist. Sei C' eine Konstante
mit |F (z)] < C fiir alle x € [a, 00). Dann gilt

[ irwg@li<e [Ty @ia

In den beiden Féllen existiert lim, . ¢ () und ist endlich. Im Fall () ist es Voraus-
setzung, wihrend im Fall (a) folgt es aus der Monotonie und Beschrénktheit von g.
Die Monotonie ergibt auch, dass entweder immer ¢’ (x) > 0 oder immer ¢’ (z) < 0.
Angenommen ¢ (z) > 0, so erhalten wir

xr——+00

[ @lte= [" g @dr == = tim o) g @) < o

was die absolute Konvergenz von dem Integral in der rechten Seite von (5.10) beweist

Um zu beweisen, dass der Ausdruck [F g}:oo endlich ist, betrachten wir die zwei
Fille separat.

(a) In diesem Fall existiert endlicher lim, , . F' (z). Da lim, ;. g (z) auch
existiert und endlich ist, so ist [Fg];™ wohldefiniert und endlich.

(b) Da F (x) beschrénkt ist und g (x) — 0 fiir £ — 400, so gilt F (z)g(z) — 0
fiir # — oo so dass [Fg]; > wieder wohldefiniert ist. m

Beispiel. 1. Zeigen wir, dass das Integral floo Si%d:v konvergent ist. Dafiir betra-
chten wir die Funktionen f () = sinz und g (z) = #~!. Die Stammfunktion

T
a

F(x):/ f(t)dt:/ sinxdr = —cosx + cosa

ist offensichtlich beschrénkt, wihrend g () "\, 0 fiir  — 4o00. Nach dem Dirichlet-
Kriterium ist das Integral floo #Ldx konvergent.

Das Integral fooo Si%dm heifit Dirichlet-Integral. Es ist auch konvergent, da die
Funktion *2% den Grenzwert 1 fiir x — 0 hat und somit ist auf [0, 1] integrierbar.
Es ist moglich zu beweisen, dass

/ smxdx _ L
0 x 2
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1.2
1.0
0.8 1
06

0.4

0.2

00+— R A T
! U 8§  o—1 14 16 18 20
02+ X

sinx
T

N

Die Funktionen und %:

sin x

bedingt konvergent ist, d.h.

/ Bsinal (5.11)
1 xr

. . o0
Zeigen wir, dass fl

Die Funktion @

Die Nullstellen von sin z auf [1,00) sind x,, = 7n fiir n € N. Wir haben

Tn+1 3 1 Tn+1
/ |Smx|d:c > / |sin x| dz
Tn x Tn+1 Jgp,

1 Tn+41
/ sin xdx
Tn

xn+1
1

= |[cos a7+ |

Tn1

2

T(n+1)

v

woraus folgt

o0

 |sin x| Oo/x"“ |sin x| 2
B g > N WL A
/1 T x_; . T x_zw(n+1) o

n=1



5.2. GLEICHMASSIGE KONVERGENZ o7

dh. (GI0).
2. Zeigen wir, dass floo Si‘;”” arctan xdx konvergiert. Setzen wir f (z) = und
g (xz) = arctanz. Die Funktion g ist beschréinkt und monoton steigend, wihrend
1+OO f (z) dx wie oberhalb konvergiert. Nach dem Abel-Kriterium ist das gegebene
Integral konvergent.

sinx
T

5.2 Gleichméiaflige Konvergenz

5.2.1 Funktionenfolgen

Sei S eine beliebige Menge. Sei {f;},., eine Folge von reellwertigen (oder kom-
plexwertigen) Funktionen auf S.

Definition. Man sagt, dass { f} gegen eine Funktion f punktweis auf S konvergiert
falls fiir jedes x € S gilt fi () — f (z) fiir £ — oo, d.h.

VeeS |fi(z)— f(x)] — 0 fir k— oo.

Die punktweise Konvergenz bezeichnet man mit f, — f.

Fiir jede Funktion f : S — R definieren wir die sup-Norm von f mit

1flls = A1 == sup |f ()]
€S

Definition. Man sagt, dass {fx} gegen f gleichmdssig auf S konvergiert, falls
| fe — fIl = 0 fir & — oo.

Die gleichméflige Konvergenz bezeichnet man mit f, = f.

Die gleichmiflige Konvergenz ist offensichtlich eine stéirkere Bedingung als die
punktweise Konvergenz, da sie dquivalent zu

Sgp|fk—f! —0

ist, was impliziert |fy () — f (z)| — O fiir jedes z € S.

Die Umkehrung gilt nicht: es gibt punktweis konvergente Folgen die nicht gle-
ichméfig konvergent sind.
Beispiel. 1. Betrachten wir die Funktionen f, () = 7 auf S = (0, 4+-00). Fiir jedes
x € S gilt offensichtlich f; (z) — 0 fiir £ — oo so dass fy — 0, aber f; 7 0 da
[/l = oo

2. Ein komplizierteres Beispiel zeigt gleiches auf einem abgeschlossenen beschrink-
ten Intervall. Betrachten wir auf S = [0, 1] die Funktionen

kx, ngS%

1 5

fe(@) =19 2—kr, ; <x<4,
0, f<r<l
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=+
X

0 1k 2k

Der Graph von f;, fiir k =5

Zeigen wir, dass fi, — 0, d.h. fiir jedes = € [0,1] gilt fx () — 0. Fiir z = 0 ist es
offensichtlich, da f (0) = 0. Fiir z > 0 gilt > 2/k fiir hinreichend groBe k, woraus
fx () = 0 folgt. Andererseits, da || fx|| = 1, so sehen wir, dass f; 7 0.

Die gleichmiflige Konvergenz ist wichtig da sie die Stetigkeit von Funktionen
bewahrt.

Satz 5.8 Sei {fi} eine Folge von stetigen Funktionen auf einem Intervall I C R.
Gilt fr = f auf I so ist f auch stetig auf I.

Beweis. Es reicht zu beweisen, dass f auf jedem beschrinkten abgeschlossenen
Teilintervall J C I stetig ist. Da || fx — f|| — 0 fir & — oo, so fiir jedes ¢ > 0
existiert £ € N mit || fx — f|| < /3, woraus folgt, dass

VeedJ |fi(x)—f(x)| <e/3.
Die Funktion f; ist auf .J gleichméBig stetig (Lemma [4.8)), so dass fiir ¢ wie oberhalb
30 >0 Ve,y € Jmit |z —y| <0 gilt |fp(x)— fi(y)| <e/3.
Es folgt, dass fiir alle z,y € J mit |z — y| < J gilt
[f @)= fWl < [f @)= fe @]+ fe (@) = fr O]+ s () = ] )]
< €/34¢/3+¢/3=¢,
was beweist, dass f auf J gleichméflig stetig ist. m

Beispiel. Die punktweise Konvergenz bewahrt die Stetigkeit nicht. Betrachten wir
zum Beispiel die Funktionen

1—Fkz, 0<Z i
9“@:{0 1<
? k-— *

S R
IA A
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Der Graph von g fiir k =5

Offensichtlich ist gy stetig auf [0,1]. Fiir & — oo erhalten wir gy () — 0 fiir
x>0 und g, (0) — 1, d.h. g — ¢ mit

1, z=0,
g(z) = 0, 0<z<1.

Es ist klar, dass g unstetig an 0 ist.

5.2.2 Gleichmiflige Konvergenz von Funktionenreihen

Sei {fi}re, eine Folge von reellwertigen (oder komplexwertigen) Funktionen auf
einer Menge S. Betrachten wir die Funktionenreihe > /7, fx (z) und ihre Partial-
summen

Fu(e) = fila).

Definition. Die Reihe ) -, fi (z) konvergiert auf S punktweis bzw gleichméBig
falls die Folge {F,} von Partialsummen punktweis bzw gleichméiBig auf S kon-
vergiert.

Die folgende Aussage gibt ein hilfreiches Kriterium fiir gleichméfige Konvergenz
von Funktionenreihen an.

Satz 5.9 (Weierstrafisches Majorantenkriterium; auch Weierstraf3scher M -Test) Sei
{fx} eine Funktionenfolge auf S mit

o
DIl < e
k=1

Dann konvergiert die Reihe Y, | fi (z) auf S absolut und gleichmdfsig.

Somit folgt die gleichméfBige Konvergenz von einer Funktionenreihe aus der Kon-
vergenz von der numerischen Reihe.

Beweis. Fiir jedes x € S gilt

7A@ <Dl < oo
k=1 k=1

so dass die Reihe Y fi (z) absolut konvergent fiir jedes x € S ist. Insbesondere ist
diese Reihe punktweis konvergent. Setzen wir

F(x) =) fil)

und beweisen, dass F,, = F' fiir n — oo. Fiir jedes z € S gilt

< Z | (2)] < Z Il frll-

k=n+1 k=n+1

[e 9]

> fl@)

k=n+1

|F () = Fo (2)| =
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Da die rechte Seite unabhéingig von x € S ist, so erhalten wir

|F = Eull = sup| F (z) — Fy. ()] < >l

k=n+1

Da die rechte Seite fiir n — oo gegen 0 konvergiert, so erhalten wir, dass ||F' — F,,|| —
0 und somit F,, = F', was zu beweisen war. m

Beispiel. Beweisen wir, dass die Reihe > #2¢** gleichmé#fig auf [0, +00) kon-
vergiert. Die Funktion f;, (r) = x2e~*® ist positive fiir z > 0, aber verschwindet at
x = 0 und konvergiert gegen 0 fiir x — 4o00. Es folgt, dass fi eine Maximumstelle

auf [0, c0) hat.

y o5+
04t
03T
02T

01T

0.0 ¥— ; : - |
0 1 2 3 4 5
X

Funktionen f; (z) = 22 fiir k = 1,2,3
An der Maximumstelle x von f;, gilt fi (¥) = 0, was fiquivalent zu (In f;,)’ = 0, d.h.
(2lnz — kz) =0

woraus folgt © = % Somit erhalten wir

2 2\? , 4de?
||fk||—[ﬂao>§)fk—fk (E) = (E) e "= 2

Da die Reihe ) 1%2 konvergiert, so erhalten wir nach dem Majorantenkriterium dass
die Funktionenreihe absolut und gleichméBig auf [0, +00) konvergiert.

Definition. Sei {f;},-, eine Folge von Funktionen auf einem Intervall /. Die Folge
{fr} konvergiert auf I lokal gleichmdjSig, falls diese Folge auf jedem abgeschlosse-
nen beschrénkten Intervall J C I gleichmifiig konvergiert. Konvergiert {fx} lokal

loc
gleichméflig gegen f, so schreibt man f, = f.
Analog konvergiert die Reihe ). | fi auf I lokal gleichmiBig falls diese Reihe
auf jedem abgeschlossenen beschrinkten Intervall J C I gleichméflig konvergiert.

Die Beziehung zwischen den Typen von Konvergenz ist wie folgt:

loc

h=f = f[(=2f = fi—f
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Beispiel. Die Reihe Y 17, 2* ist auf (—1,1) lokal gleichmé8ig konvergent, da jedes
abgeschlossene beschréinkte Intervall J C I in einem Intervall [—a,a] mit 0 < a <1
liegt und somit auf J gilt

kf;uxkuj gia’“ <o

Andererseits konvergiert die Reihe Y 7 | #* auf (—1, 1) nicht gleichméBig (siehe Auf-
gaben).

Satz 5.10 Sei{fy} eine Folge von stetigen Funktionen auf einem Intervall I. Kon-
vergiert die Folge { i} lokal gleichmdf$ig auf I, so ist der Grenzwert f (z) = lim f, (z)
stetig auf I. Die analoge Eigenschaft gilt auch fiir die Reihen: die Summe von einer
lokal gleichmdyj$ig konvergenten Reihe von stetigen Funktionen ist stetig.

Beweis. Auf jedem abgeschlossenen beschriankten Intervall J C I gilt fi = f.
Nach dem Satz ist f stetig auf J und somit ist f stetig auch auf /. Die Aussage
fiir die Reihen folgt, da die Partialsummen stetig und lokal gleichméfig konvergent
sind. m

5.2.3 Potenzreihen

Betrachten wir eine Potenzreithe -
> gt (5.12)
k=0

mit Koeffizienten ¢, € R und bezeichnen wir mit f(z) die Summe der Reihe
> e cxx™ fiir alle z wo die Reihe konvergent ist.

Satz 5.11 Angenommen, dass die Potenzreihe (5.12)) fiir ein x = xy # 0 konvergent
ist. Dann konvergiert die Potenzreihe absolut und lokal gleichmdfig auf (— R, R) mit
R = |zo|. Insbesondere ist die Summe f(x) = > 1o, cxx® eine stetige Funktion auf
(—R,R).

Beweis. Wihlen wir ein 0 < r < R. Fiir jedes x € [—r, 7] gilt

z\* r\k
k k
CLxy | — < |cpx (—> .
O(xo) | 0| R

Die Konvergenz von > .-, cxz” impliziert, dass ¢zz§ — 0 fiir K — oo. Insbeson-
dere ist die Folge {cyzf} beschrénkt, zum Beispiel, |c,zf| < C fiir alle k und eine
Konstante C'. Es folgt, dass

Jexa] =

Jex < 0 (%)

Da % < 1 und somit die geometrische Reihe ) 7, (%)k konvergiert, so beschlielen wir
nach dem M-Test, dass die Potenzreihe ), ;2" absolut und gleichméfig auf [—r, 7]
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konvergiert. Somit ist die Potenzreihe lokal gleichmiflig auf (—R, R) konvergent.
Die zweite Aussage folgt aus dem Satz [5.10, =

Beispiel. Die Potenzreihe > ;7 % ist konvergent fiir x+ = —1, woraus folgt, dass

sie auf (—1, 1) konvergent ist und ihre Summe eine stetige Funktion auf (—1, 1) ist.

Liegt zo im Definitionsbereich von f (z) = Y7, cx@® so ist f nach dem Satz
stetig auf (— R, R) mit R = |x¢| . Die Frage entsteht, ob f an der Grenze x = x
auch stetig ist. Die Antwort wird im folgenden Satz gegeben.

Satz 5.12 (Satz von Abel) Liegt ein xo # 0 im Definitionsbereich von f(x) =
S oo ckx™, so ist f (z) an x = xq stetig.

Beweis. Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass zo = 1
(sonst x durch z/x ersetzen) und f (z¢) = 0 (sonst ¢y éndern). Somit gilt

o0
E Cp = 0,
k=0

und wir werden beweisen, dass f (z) stetig auf [0, 1] ist, insbesondere an = = 1.
Bezeichnen wir fiir jedes n € Z

n
Sp = E CL
k=0

und s_; = 0, so dass fiir alle k € Z
Cr. = Sk — Sk—1-

Da die Folge {s;} konvergent und somit beschrinkt ist, so konvergiert die Reihe

oo
E skxk
k=0

fir alle z € (—1,1) nach dem Majorantenkriterium. Es gilt fiir alle z € (—1,1)

oo [e.9]
f(x) = Z cpa = Z (5 — Sp_1) 2"
k=0 k=0
oo (e.9]
k=0 k=1
o0 o0
k=0 k=0
o0
= Z (1 —z)spa”

k=0

(Abelsche partielle Summation). Fiir © = 1 gilt diese Identitéit da f (1) = 0.
Beweisen wir, dass die obige Reihe gleichméBig auf [0, 1] konvergiert, woraus die
Stetigkeit von f auf [0, 1] folgen wird. Die Partialsumme davon ist

n

fol@) =37 (1—2) s,

k=0
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und fiir alle z € [0,1) gilt

1f (@)= fu(@)] = | D> (1—x)sa? <(1—$)Sup\8k\ Z z*
k=n+1 k=n+1
1
< (1—x)sup|sk|
k>n — T
= sup sk
k>n

Fiir z = 1 gilt diese Ungleichung auch, da f (1) = f,, (1) = 0. Da s,, — 0, so erhalten
wir
Hf - fn”{o 1] < supsg — 0 fiirn — oo
’ k>n

und somit f,, = f auf [0,1]. Nach dem Satz ist f auf [0, 1] stetig. m
Beispiel. Es gilt die folgende Identitt fiir alle z € (—1,1)

ZES 5 2k+1

T x’ >
arctanr =or — —+ — — — +

(5.13)

(sieche Aufgaben). Die Potenzreihe konvergiert auch fir x = 1 was aus dem
Leibniz-Kriterium folgt, da die Glieder monoton fallend und mit abwechselndem
Vorzeichen sind. Somit ist die Summe der Reihe stetig an z = 1. Da arctan z auch
stetig an o = 1 ist, so erhalten wir, dass die Identitiit auch fiir z = 1 gilt (und

analog fiir = —1). Da arctan 1 = /4, so erhalten wir
T 1,11
4 3 5 7

5.2.4 Integrations unter gleichmifliger Konvergenz

Satz 5.13 Sei {fi} eine Folge von stetigen Funktionen auf einem beschrinkten
abgeschlossenen Intervall [a,b]. Konvergiert f, gleichmdfig auf [a,b] gegen eine

Funktion f, so gilt
b b
/ f(z)dr = klim / fr (z) dz. (5.14)

Man kann auch schreiben

so dass die Operationen gleichméfliger lim und f; vertauschbar sind.
Beweis. Die Funktion f ist stetig nach dem Satz[5.8] Wir haben

J:)dx—/abf(x)dx

b
= || (e = flde| <sup|fi = fI(b—a) = [lfx = fIl(b—a).

(a,b]
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Da fr, = f und somit || fi — f|| — 0, so erhalten wir

/abfk(x)dx—/abf(x)dx

Beispiel. Die Voraussetzung von der gleichméfligen Konvergenz ist wichtig fiir den

Satz Die punktweise Konvergenz f;, — f ergibt die Konvergenz von Integralen
nicht. Zum Beispiel, betrachten wir die folgenden Funktionen auf [0, 1]:

— 0,

was zu beweisen war. ®

k2x, nggi,
fk(x): 2k—k2$, %ngia
0, <z <l
y
k
0 Uk 2k 14

Der Graph von fj

Es gilt die punktweise Konvergenz f;, — 0 auf [0, 1], aber

1 1/k 2/k 1 3
/fk(ﬂﬁ)dfﬁ:/ kzxdw—i—/ (2k—k2x)dw:§~l—2—§:1
0

0 1/k

und somit

k—o0

1 1
lim / fe(@)dr =1#0= / klim frdzx.
0 0 "

Korollar 5.14 Sei {f;} eine Folge von stetigen auf |a,b] Funktionen. Konvergiert
die Reihe Y, fi (x) gleichmdfig auf [a,b] so gilt

/ab <§fk(x)> dxzi/abfk(x)dx.

In anderen Worter, die Operationen ff und » 7, iiber einer Funktionenreihe
sind vertauschbar, vorausgesetzt, dass die Reihe gleichmiiflig konvergiert.

Beweis. Setzen wir

F,=Y frund F =Y fi.
k=1 k=1



5.2. GLEICHMASSIGE KONVERGENZ 65
Da F,, = F so erhalten wir nach dem Satz
b b
/ F.dx — / Fdx,

woraus folgt

0o b n b b b b 00

> | frdz = lim Z/ fydr = lim [ F,dz = / Fdx = / > | da,

- n—00 P n—oo [, a a =
was zu beweisen war. m

Korollar 5.15 Sei die Potenzreihe f (x) = Z/io cx® auf einem Intervall (—R, R)
mit R > 0 konvergent. Dann gilt fiir alle x € (—R, R)

F(t)dt = i kc’“ sy (5.15)

Beweis. Nach dem Satz konvergiert diese Reihe gleichmiiflig auf jedem Intervall
[0, z] mit z € (=R, R). Die Integration von 0 bis x ergibt dann

’ ) dt = S mc that = G fraany
f %
0 k=00 k:0k+1

Beispiel. Betrachten wir die geometrische Potenzreihe
1 [e.e]
k
= x
1—2 Z ’
k=0

die fiir |z| < 1 konvergiert. Nach (5.15]) erhalten wir fiir alle x € (—1,1)

k+1 I2 133 ,I4

Andererseits gilt

Der Vergleich von den beiden Identitéiten und der Wechsel von x nach —z ergeben

die Identitat

2 5133 .I‘4

X
In (1 =r——+ — — — + ... 5.16
n(l+z)==x 2—|—3 4—1- , (5.16)

die fiir alle x € (—1,1) gilt. Die Partialsummen von dieser Reihe sind die Taylor-
Polynome der Funktion In (1 + x).

Bemerken wir, dass die Reihe in fir + = 1 die Leibniz-Reihe ist, die
konvergent ist. Nach dem Satz ist die Summe der Reihe (5.16) stetig an x = 1.
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Da In (1 + ) auch an = = 1 stetig ist, so sehen wir, dass (5.16) auch an x = 1 gilt,

d.h. Lo
In2=1—=4—-——
1 R

Beispiel. Betrachten wir fox e’ dt (was in elementaren Funktionen nicht darstellbar
ist). Es folgt aus der Exponentialreihe, dass

o]
CC2TL 5172 1.4

Da diese Reihe fiir jedes x € R konvergiert, so nach Korollar [5.14] erhalten wir

2201
“dt =
/ ¢ / (2n + 1) n!’
Insbesondere fiir £ = 1 erhalten wir

1 00
2 1 1 1 1
L R

Ae Z;@n+nom HERS TR TR T

Die Partialsummen dieser Reihe lassen sich als numerische Anniherungen zum Wert
von fol e’ dt betrachten. Zum Beispiel, es gelten

14

1
——— ~ 1.462651745 90716
—~ (2n+1)n!
15 1
——— ~ 1.46265174590718
—~ (2n+1)n!
20 1
Z — ~ 1.462651745 90718
— (2n+ 1) (n!)

so dass auch )
L/‘eﬁdtm:146265174590718
0

5.2.5 Ableitung unter gleichméfliger Konvergenz

Satz 5.16 Sei {fi} eine Folge von stetig differenzierbaren Funktionen auf einem
Intervall I C R. Angenommen sei

o f. — f punktweis auf I;

loc

o fi =g aufl.

Dann gilt f" = g. Insbesondere ist [ stetig differenzierbar.
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Aquivalente Formulierung: konvergiert {f} punktweis und {f;} lokal gleich-
miBig, so gilt

/
(fim £.) = lim £
d.h. die Operationen lim und Ableitung vertauschbar sind.

Beweis. Nach der Newton-Leibniz-Formel gilt fiir alle z,c € 1

fu (@) — fule) = / " p . (5.17)

Nach dem Satz ist g stetig auf I. Da f, = ¢ auf [z, ], der Satz ergibt

/fo,’ﬁ(t)dte/;g(t)dtaskeoo.

Aus (5.17)) erhalten wir fiir &k — oo, dass

Nach dem Satz beschlielen wir, dass f’ = ¢, was zu beweisen war. =

Bemerken wir, dass die Behauptung von dem Satz iiber Ableitung ist,
wihrend der Beweis auf Integration basiert.

Beispiel. Die Konvergenz f, = f allein ergibt f;, — f’ nicht. Zum Beispiel,
die Folge fr = %Sin kx konvergiert gegen 0 gleichméBig auf R aber f, = coskx
konvergiert nicht.

Korollar 5.17 Sei{fy} eine Folge von stetig differenzierbaren Funktionen auf einem
Intervall I C R. Angenommen sei

e Die Reihe Y., fi () ist auf I punktweis konvergent.
e Die Reihe Y -, fi (x) ist auf I lokal gleichmdf$ig konvergent.

Dann gilt /
(S) -3n
k=1 k=1

Beweis. Anwendung von dem Satz fiir Partialsummen der Reihe ergibt die
Behauptung. =

Satz 5.18 Sei die Potenzreihe Y -, cra® auf einem Intervall (—R, R) mit R €
(0, +00] konvergent. Dann ist die Funktion f(z) = Y 1o, ckx”™ unendlich oft dif-
ferenzierbar auf (—R, R) und es gilt auf (—R, R)

f(z) = i crkat L. (5.18)
k=1
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Beweis. Nach dem Korollar es gilt fiir alle x € (=R, R)

(o, ¢] / (o ¢]
= E cpr® :5 ckm E ekt L,
k=0 k=0

vorausgesetzt, dass Y, c,z* punktweis konvergiert, was gegeben ist, und >, cpkz
lokal gleichméfBig konvergiert. In der Tat zeigen wir, dass die Reihe Y, cpha®~?
gleichméBig auf jedem Intervall [—r,r] mit 0 < r < R konvergiert. Nach dem
Majorantenkriterium (Satz reicht es zu zeigen, dass

k-1

D lkcra® M- < oo (5.19)
k=1

Da
}}Ckijk_1||[—rr] - |Ck| krk_l’

so miissen wir beweisen, dass

[e.@]
Z x| krF ! < oo
k=1

Nach Bernoulli-Ungleichung gilt fiir alle € > 0
(1+¢e)f >14¢ck> ¢k,

woraus folgt
(14¢)"
€

k<

und somit

Z|ck|krk 1<Z lex] (1 + )" rh 1——Z|ck|a

wobei a = (1 + &) r. Wéhlen wir € > 0 so klein, dass a < R. Dann konvergiert die
Reihe S~ cpa® absolut, woraus (5.19) folgt. Somit ist f stetig differenzierbar und

(-18) gilt.

Da die Potenzreihe (5.18)) auf (— R, R) konvergiert, so ergibt die Anwendung von
(5.18) zu [’ statt f, dass f’ stetig differenzierbar ist und

o0

fl@) =) ek (k—1)2"2.

k=2
Per Induktion erhalten wir, dass f unendlich oft auf (—R, R) differenzierbar ist. m

Beispiel. Die Exponentialreihe

> 37
exp (z I;k—
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konvergiert auf (—oo, 4+00). Nach dem Korollar erhalten wir
R L N 0
exp (2) :]; <ﬁ) :;m :nz%m — exp (2),

so dass (exp (z))" = exp (r), was wir schon aus Analysis I kennen.

Beispiel. Betrachten wir die Identitit

auf (—1,1). Ableiten davon ergibt

1 = k-1
5 = Z kx" .
(1—2) —

Wieder Ableiten und Dividieren durch 2 ergeben

1 k(k—1) ,
3 T
(1—x) 2

k=2

USw.
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Chapter 6

Metrische Riaume

In diesem Kapitel entwickeln wir die Basis fiir Analysis in R” und somit auch Analy-
sis von Funktionen mit mehreren Variablen. Wir definieren und untersuchen die
Konvergenz von Folgen und Funktionen in R™ und sogar in allgemeineren metrischen
Réumen, die mit Hilfe von Abstandfunktion definiert werden.

6.1 Abstandfunktion

Definition. Sei X eine beliebige Menge. Eine Metrik (=Abstandfunktion) auf X
ist eine Funktion d : X x X — R die die folgenden Axiome erfiillt:

1. Positivitdt: d(z,y) > 0 fir alle z,y € X und d(z,y) = 0 & x = y (somit
d(z,y) > 0 fiir alle x # y).

2. Symmetrie: d(x,y) = d(y,x) fir alle z,y € X.

3. Dreiecksungleichung: d (z,y) < d(z,z) +d(y, 2) fiir alle z,y, z € X.

Ist d eine Metric auf X, so heifit das Paar (X, d) metrischer Raum.

Beispiel. 1. Sei X = R. Dann ist d (z,y) = |z — y| eine Metrik auf R.
2. Fiir beliebige Menge X ist die folgende Funktion

1, z ,
dwn={ 527"

eine Metrik. Diese Metrik heifit diskrete Metrik auf X.
Unser Hauptbeispiel ist die Menge R" = R x R x ... x R die aus allen n-Tupeln

n times

(21, ...,z,) besteht (wobei alle x; € R). Die Elementen von R" heiflen Vektoren
(oder Punkte).

Fiir x = (21, 29, ..., x,) heiflen alle x;, die Komponenten (oder Koordinaten) von
x. Fiir zwei Vektoren x,y € R" definieren wir die Summe

l'—f—y: (x1+y17$2+y27"'axn+yn)7

71



72 CHAPTER 6. METRISCHE RAUME

die auch ein Vektor ist. Fiir jedes A € R und x € R™ definieren wir das Produkt Az

mit
Ax = (A\xy, Axg, ..., Azy,) € R™.

Die Menge R™ mit den obigen Addition und Multiplikation ist ein Vektorraum
iiber R. Erinnern wir uns die Definition von Vektorraum iiber R (die reellen Zahlen
heiBt dann Skalare).

Definition. Sei V' eine Menge wo die folgenden zwei Operationen definiert werden:
Addition
rvyeVme—ot+yelV

und Skalarmultiplikation
AeR zeVims eV

Die Menge V' mit diesen Operationen heifit Vektorraum falls die folgenden Axiome
erfiillt werden:

1. Nullvektor: es gibt ein 0 € V mit 1 +0=0+x =z fiir alle z € V.

2. Das inverse Element: fiir jedes x € V existiert ein —x € V mit z + (—z) =
(—z)+2=0.

3. Assoziativgesetz fiir Addition: (z4+y) +z=1z+ (y + 2).

4. Kommutativgesetz fiir Addition: x +y =y + z.

5. Skalarmultiplikation mit 1: 1x = x fiir alle x.

6. Assoziativgesetz fiir Skalarmultiplikation: (Au)x = A (ux) .

7. Distributivgesetz fiir Addition von Skalaren: (A + p)x = Az + p.

8. Distributivgesetz fiir Addition von Vektoren: A (z +y) = Az + Ay.

Die Operationen Addition und Skalarmultiplikation heiflen zusammen lineare
Operationen.

Beispiel. 1. Offensichtlich erfiillt R alle Axiome von Vektorraum. Der Nullvektor
ist 0 = (0,0, ...,0) und das inverse Element zu z € R" ist —z = (—x1, ..., —x,).

2. Sei S eine beliebige Menge. Bezeichnen wir mit F' (S) die Menge von allen
reellwertigen Funktionen auf S. Definieren wir Addition von Funktionen f, g € F (.5)
mit

(f+9)(s)=F(s)+g(s) VseS§
und die Skalarmultiplikation mit

(Mf)(s) = Af(s) VseS

wobei A € R. Offensichtlich ist F'(S) ein Vektorraum wo der Nullvektor 0 ist die
Funktion die identisch Null ist, und die inverse Funktion zu f ist (—f) (s) = —f (s) .
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Insbesondere betrachten wir die Menge E,, = {1,2,...,n}, die aus n Elementen
besteht. Dann ist jede Funktion f auf E, mit der Folge {f (1), ..., f (n)} von ihren
Werten eindeutig bestimmt. Diese Folge ist ein Element von R", so dass f auch
als Element von R" betrachtet werden kann. Umgekehrt, jedes Element x € R"
erzeugt eine Funktion f € F (E,) mit f (k) = x. Somit kénnen wir F' (E,,) mit R™
identifizieren, und diese Identifizierung bewahrt die linearen Operationen.
Definition. Eine Funktion N : V' — R auf einem Vektorraum V' heifit Norm falls
sie die folgenden Axiome erfiillt:

1. Positivitédt: N (z) > 0 und N (z) = 0 < = = 0 (somit N () > 0 fiir alle

x e V\{0}).
2. Absolute Homogenitét: N (Az) = |A\|N () VA € R und Vz € V.

3. Dreiecksungleichung: N (z +vy) < N (z) + N (y).

Das Paar (V, N) wobei V ein Vektorraum ist und N eine Norm auf V, heifit
normierter Vektorraum.

Beispiel. 1. Die Funktion N (x) = |z| auf R ist eine Norm. Der abstrakte Begriff
von Norm ist eine Verallgemeinerung des Begriffes vom Betrag. Um das zu betonen
bezeichnet man normalerweise eine beliebige Norm mit ||z|| statt N (z).

2. Sei V = B(S) der Vektorraum von allen beschrinkten reellwertigen Funktio-
nen auf S. Die Menge B (.5) ist offensichtlich ein Unterraum von F' (S) und somit
auch ein Vektorraum. Die folgende Funktion ist eine Norm in B (5):

If|I = sup [ f (x)|
€S

(siche Aufgaben), die heifit die sup-Norm und wird auch mit || f||,,, bezeichnet.
3. Sei V= R". Die Identifizierung von R" mit B (E,) = F (E,) wobei E, =
{1,2,...,n} ergibt die folgende sup-Norm in R™:

l#llowp = sup ] = max [zl

Eine andere Norm in R"”, die heifit die 1-Norm, ist wie folgt definiert:

|lz|l1 = |z1| + |z2| + ... + |24] -

Behauptung. Ist (V,N) ein normierter Vektorraum, so ist d(z,y) = N (x —y)
eine Metrik auf V. Die Metrik d heifst die induzierte Metrik der Norm N.

Beweis. Beweisen wir alle Axiome von der Metrik, wo wir die Axiome der Norm
benutzen.
Positivitét: d(z,y) = N(x —y) >0und d(z,y) =0 N(z—y) =0z =y.
Symmetrie:

d(z,y)=Ny—2)=N((-1)(z-y)=N(r—y)=d(y,z).
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Dreiecksungleichung:
d(z,y)=N(@—-—y)=N{(z—2)+(z—y) <N(@—2)+N(z—y)=d(x,2)+d(z,y) .

Jeder normierter Vektorraum (V, N) ist somit auch ein metrischer Raum (V,d)
mit der induzierten Metrik d.

Beispiel. Fiir V = B (S) mit der sup-Norm erhalten wir die sup-Metrik:
daup (£,9) = 1] = gllawp = sup £ () — g (2]}
Insbesondere fiir V = R" = B (F,) erhalten wir die sup-Metrik
dsup (2,y) = |2 = Yllsup = max {|zx —l}-

Fir V = R" mit der 1-Norm erhalten wir die 1-Metrik

di(@,y) = llz = ylli = D lox — wel .
k=1

Definition. Fiir jedes 1 < p < oo definieren wir die p-Norm in R™ mit

n 1/p
], = (Z !fl?k!p) : (6.1)

k=1

Satz 6.1 Die p-Norm ist eine Norm in R™ fiir alle p € [1, 00).

Beweis. Der Fall p = 1 ist offensichtlich, sei jetzt p > 1.
Positivitdt. Es ist klar aus (6.1), dass ||z, > 0 und

[zll,=0<z;=0firallek=1,...,n &z =0.
Absolute Homogenitit:

n 1/p
[ Az, = (ZW’I%IP) = |A[{]=]].

k=1

Die Dreiecksungleichung ist deutlich schwieriger und wird erst nach bestimmter
Vorbereitung bewiesen.

Behauptung 1. (Holder-Ungleichung) Fir alle p,q > 1 mit

gilt die folgende Ungleichung

11|+ |z2y2| + oo F zayal < l2lpllyllg (6.3)
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fir alle x,y € R™.

Die erfiillenden Zahlen heifien die konjugierten Hélder-Exponenten.

Gilt x = 0 oder y = 0 so ist trivial. Nehmen wir an, dass z,y # 0. Die
Ungleichung dndert sich nicht, wenn z mit einem Skalar A\ # 0 multipliziert
wird, da die beiden Seiten von (6.3) mit |A\| multipliziert werden. Multiplizieren x
mit A = Tl ” und Umbenennen Az zuriick nach z lidsst uns ohne Beschrinkung der

Allgemelnhelt annehmen, dass ||z||, = 1. Analog nehmen wir an, dass ||y||, = 1.
Weiter benutzen wir die Young-Ungleichung

a? bl
— + — > ab,
p q

die unter der Bedingung (6.2) fiir alle a,b > 0 gilt. Fiir a = |zg| und b = |y

erhalten wir
YA |yk|)
x 6.4
}j( C §j|k\|yk\ (6.4)

k=1
Mit Hilfe von ||z, = |ly|l, = 1 und (6.2 erhalten wir, dass die linke Seite von (6.4)
ist gleich

1 — 1 1
=Nl + E el =~ Ilelp —||y||q = —+—=1=[z|,/ylle
P b g e

woraus ((6.3)) folgt.
Fiir zwei Vektoren x,y € R" definieren wir das Skalarprodukt

Ty = Zxkyk
k=1

(nicht mit der Skalarmultiplikation zu vermischen). Bemerken wir, dass z - y eine
reelle Zahl ist. Das Skalarprodukt erfiillt offensichtlich die folgenden Eigenschaften:

1. Positivitidt: x-x2>0undz-z2=0< 2z = 0.
2. Symmetrie: x -y =y -z
3. Linearitét:
(A2) -y =A(x-y)

und
(x4y)-z=z-24+y-z

fiir alle z,y,2 € R" und A € R.

Es folgt aus (6.3]) dass
z -y < zllpllylle; (6.5)
vorausgesetzt, dass p und ¢ (6.2)) erfiillen.

Behauptung 2. Fir konjugierte Holder-Exponenten p und q und fiir alle x € R"
gilt

Ty
|z]l, = sup : (6.6)
yeR?\{0} ||y||q
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Nach der Holder-Ungleichung (6.5)) gilt

x -y
|z, > —=
? ||3/Hq

woraus folgt

X
|2[|, > sup
P 0 llle

Jetzt beweisen wir die umgekehrte Ungleichung. Fiir x = 0 sie ist klar. Sonst wihlen
wir y wie folgt:
y =z |mlP 2, k=1,..,n.

Fiir dieses y haben wir
n
voy=> |l = |l
k=1

und mit Hilfe von ¢ = 25

n 1/q n pTTl
—1)-P_ —
lyllg = <Z|yk|q> = (Z|$k|(p )”1> = [lz|p~,
k=1 k=1

Somit erhalten wir fiir dieses y, dass

vy lelp
yllg )™ g
woraus folgt
sup -1 2 el

As folgt aus diesem Argument, dass sup in . ) mit max ersetzt werden kann.
Beweisen wir jetzt die Dreiecksungleichung. Nach Behauptung 2 gilt

rT+y)-z Tz Y-z
ool = sup S s (£ 4 4
=0 |l7] o Izlle =]
< Tz n
< Sup— +Sup ——
=0 27 20 || Hq

=zl + 11yll,

was zu beweisen war. B

Besonders wichtig ist die 2-Norm:

n 1/2
2
el = (zw ) |
k=1

da sie mit dem Skalarprodukt wie folgt verbunden ist: |z|, = v/z-z. Dap = 2
und ¢ = 2 konjugierte Holder-Exponenten sind, so erhalten wir nach der Holder-
Ungleichung

-y < lzl2 ]|yl
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Dieser spezielle Fall der Holder-Ungleichung heifit die Cauchy-Schwarz-Ungleichung.
Erkldren wir jetzt die Beziehung zwischen p-Norm und sup-Norm in R™.

Behauptung. Es gilt

lzllp = l[@llsup fiir p — oo
(siehe Aufgaben)

Aufgrund dieser Eigenschaft heifit die sup-Norm auch die co-Norm und wird mit
||z]| o bezeichnet, d.h.

[lloo = ll#llsup = Tim ],
p—to0

Bemerken wir, dass p = oo und ¢ = 1 auch konjugierte Holder-Exponenten sind, da
é + % = 1. Die Holder-Ungleichung gilt auch fiir p = oo und ¢ = 1 wie folgt:

2y < flsollyll

(sieche Aufgaben).

In jedem normierten Vektorraum (V, ||-||) bestimmt die Norm eine Metrik d (z,y) =
|z — y||. Folglich erhalten wir in R" die folgende Menge von Metriken: fiir jedes
p € [1,+od]

0 (2.g) = o — gl = § e loe =), p < oo,
o ’ maxi<i<n |2k — Ys|, p=o0.

6.2 Metrische Kugel

In einem metrischen Raum (X, d) definieren wir die metrische Kugeln wie folgt.

Definition. Fiir jedes z € X und r > 0 definieren wir die Kugel B (z, r) mit Zentrum
z und Radius r wie folgt:

B(z,r)={re X :d(x,z) <r}.

Beispiel. In R mit der Metrik d(x,y) = |x — y| die Kugel B (z,r) ist das offene
Intervall (z — 7,z + 7).

Beispiel. Betrachten wir R? mit der Metrik d, (1 < p < 0o) und beschreiben wir
die entsprechende Kugel B (0, r) abhéingig von p.
Fiir p = 1 haben wir
B(0,r) ={z € R*: ||z]ls < r} = {(z1,22) € R*: |zq| + |z2| <7}

Somit ist B (0,r) die Raute (Rhombus) wie auf dem Bild:
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X 2

[N
[N

Die metrische Kugel B (0,1) im Fall p =1
Fiir p = 2 haben wir
B(0,r) = {z € R*: ||z] < r} = {(21,22) € R? : a¥ + 25 <17},

und die Kugel ist eine Kreisscheibe

X 2

Die metrische Kugel B (0,7) im Fall p = 2
Fiir p = 4 haben wir
B0,r)={zeR*: ||lzlls <r} = {(z1,22) eR* : 2l + 25 <1},

was auf dem Bild gezeigt ist:

Die metrische Kugel B (0,7) im Fall p =4
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Fiir p = oo haben wir
B(0,r)={z € R*: ||z[joc <7} = {(21,22) € R* : max {|a1], |z2]} <7},

was ein Quadrat ist

Die metrische Kugel B (0,7) im Fall p = co
Beweisen wir die folgenden Eigenschaften von metrischen Kugeln.

Lemma 6.2 Seien B (x1,7r1) und B (xq,r2) zwei Kugeln im metrischen Raum (X, d).
(a) Gilt d(x1,25) > 11+ 19 S0 sind die Kugeln disjunkt.
(b) Gilt d(x1,22) < 11— re, so haben wir B (xa,13) C B (x1,71).

Beweis. (a) Sei x ein Punkt aus dem Schnitt B (x1,71) N B (29, r2). Dann gelten
d(z,z1) <ry und d(z, ) < o woraus folgt nach der Dreiecksungleichung

d(z1,22) < d(z,21) +d(z,22) <711 + T2,

was im ¢ zur Voraussetzung steht.
(b) Fiir jedes x € B (x2,72) haben wir

d(z,z1) <d(x,z2) +d(z1,29) <12+ d(x1,22) <71y

woraus folgt € B (xq,71). Somit gilt B (z2,72) C B(x1,71). ®

6.3 Konvergenz in metrischen Riumen

Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge {z,} -, von Punkten aus
X konvergiert gegen ein a € X falls d (z,,a) — 0 fiir n — oo. Der Punkt a heift

der Grenzwert (=Limes) der Folge {x,} und man schreibt d-lim, .., x, = a oder

d
T, — a.

Aquivalente Definitionen fiir x,, < a:

1.Ve >03N € N Vn > N gilt 2, € B(a,e) (da z, € B(a,¢e) dquivalent zu
d(zp,a) < € ist).
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2. Ve > 0 fast alle z,, liegen in B (a,¢).
Beispiel. In R mit Metrik d (z,y) = |z — y| ist die Konvergenz x,, < a squivalent

zu |z, — a| — 0 und somit zur normalen Konvergenz x,, — a.

Beispiel. Sei S eine Menge. Bezeichnen wir mit B (S) die Menge von allen reell-
wertigen beschréinkten Funktionen auf S. Es ist klar, dass B (S) ein Vektorraum
iiber R ist. Betrachten auf B (S) die sup-Norm:

1/ llswp = sup |f ()]
T€S
Die sup-Norm ist offensichtlich eine Norm, und we erhalten die entsprechende Metrik

d(fag) = Hf_gHsup

Die Konvergenz f, KR [ ist dquivalent zu || f, — fll,, — 0, d-h. zur gleichméfigen
Konvergenz f,, = f auf S.

Bemerkung. In der Notation d-lim,, .., , = a und =z, % q lasst man hiufig “d”
ausfallen wenn es klar ist, welche Metrik benutzt wird.

Behauptung. Jede Folge {x,} in einem metrischen Raum (X,d) hat héchstens
einen Grenzwert.

Beweis. Gelten z,, — a und z,, — b so erhalten wir
d(a,b) <d(a,z,) +d(x,,b) — 0 fiir n — oo,
woraus d (a,b) = 0 und somit a = b folgt. m

Definition. Seien (X, dx) und (Y, dy) zwei metrische Réume und f : X — Y eine
Funktion (=Abbildung) von X nach Y. Seien a € X und b € Y. Man schreibt

lim f(x) =b oder f(x)—b firz—a (6.7)

r—a

(f (z) konvergiert gegen b fiir x — a) falls
Ve>0 30 >0 Ve e X\ {a} mit dx (z,a) <dgiltdy (f(x),b) <e. (6.8)

Der Punkt b heifit der Grenzwert (=Limes) von f (x) fiir z — a.

Bezeichnen wir mit Bx und By die metrischen Kugeln in X bzw Y. Dann ist

und somit auch dquivalent zu
Ve>0 30 >0 Vz € Bx(a,0)\ {a} gilt f(z) € By (b,e). (6.9)

Lemma 6.3 Die folgenden zwei Bedingungen sind dquivalent.
(2) limg_o f () =0

(i7) Fiir jede Folge {z,} C X \ {a} mit x, X q gilt f (z,) & p,
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Beweis. (i) = (i) Nach Voraussetzung gilt (6.9). Wihlen wir ein ¢ > 0 und
erhalten nach einen Wert ¢ > 0. Fiir jede Folge {z,} C X \ {a} mit z, — a
haben wir nach Definition, dass fast alle x,, in By (a,d) liegen. Da z, # a, so
erhalten wir aus (6.9), dass auch fast alle f(z,) in By (b,¢) liegen, woraus folgt

f(x,) —b.
(77) = (i) Angenommen, dass lim,_,, f (x) = b nicht gilt, so erhalten wir:

Je >0 V6> 03z € By (a,8)\ {a} mit f () ¢ By (f(a),¢). (6.10)

Fiir jedes k € N benutzen wir (6.10) mit § = % und erhalten ein x;, € By (a, %) \{a}
mit

f(zx) & By (f(a),¢).
Fiir die Folge {zx} gilt =, — a aber f(xx) 4 f(a), was im Widerspruch zur
Voraussetzung (i) steht. m
Folglich hat jede Funktion f : X — Y hochstens einen Grenzwert fiir x — a.
Definition. Seien X und Y zwei metrische Rdume. Eine Funktion f : X — Y heifit
stetig in a € X falls lim, ., f () = f (a).

Es folgt aus , dass die Stetigkeit von f in a dquivalent zur folgenden Bedin-
gung ist
Ve > 030> 0Vze € By (a,0) gilt f(z) € By (f(a),e). (6.11)

Definition. Funktion f : X — Y heif}t stetig falls sie in allen Punkten a € X stetig
ist.

Beispiel. Fixieren wir einen Punkt xq € X und betrachten die Funktion f : X — R
die mit f () = d (z, ) definiert ist. Zeigen wir, dass diese Funktion stetig ist, was
dquivalent zu € > 0 there exists § > 0 such that

Ve > 036 >0 Ve mit d(z,a) <6 gilt |d(z,z0) — d(a,z0)| < e.
Da nach der Dreiecksungleichung
|d (2, 20) — d(a,z0)| < d(x,a),

so reicht es zu nehmen § = ¢.

6.4 Offene und abgeschlossene Mengen

Sei (X, d) ein metrischer Raum.
Definition. Eine Menge U C X heifit offen falls fiir jedes z € U existiert ein r > 0

mit B (xz,r) C U. Eine Menge F' C X heifit abgeschlossen falls das Komplement
X¢:= X\ F offen ist.

Beispiel. 1. Die leere Menge () und die ganze Menge X sind offen. Somit sind
X = (° und @ = X¢ abgeschlossen.

2. In R die offenen Intervalle sind offene Mengen und die abgeschlossenen Inter-
valle sind abgeschlossene Mengen.
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3. Zeigen wir, dass offene metrische Kugel B (z,7) = {x € X : d(2,z) < r} eine
offene Menge ist. Fiir jedes z € B (z,r) gilt d(z,x) < r und somit

e:=r—d(zx)>0.

Dann r — ¢ = d (z,2), und nach Lemma [6.2] erhalten wir, dass B (z,¢) C B (z,r).
Somit ist B (z,r) offene Menge.

Satz 6.4 Alle Mengen hier sind Teilmengen von einem metrischen Raum X .
(a) Jede Vereinigung von offenen Mengen ist offen.
(b) Der Schnitt endlich vieler offenen Mengen ist offen.
(c) Jeder Schnitt von abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen.
(d) Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen.
(e) Eine Menge U ist offen genau dann, wenn U eine Vereinigung von offenen
metrischen Kugeln ist.
(f) Eine Menge F ist abgeschlossen genau dann, wenn jede konvergente Folge
aus F' den Grenzwert auch in F hat.

Beweis. (a) Sei {U,},.; ein Mengensystem von offenen Mengen. Zeigen wir, dass
die Vereinigung U = |J,; Us offen ist, d.h. fiir jedes € U existiert r» > 0 mit
B (xz,r) C U. In der Tat liegt = in einem U,. Da U, offen ist, so existiert > 0 mit
B (xz,r) C U,. Somit gilt auch B (z,r) C U.

(b) Seien Uy, Uy, ..., U, offene Mengen. Zeigen wir, dass der Schnitt U = (,_, U
offen ist. Jedes x € U liegt in allen Uy. Somit existiert fiir jedes £ = 1,....,n ein
T > 0 mit B (z,7) C Ug. Dann fiir

r:=min (r, 72, ...,7,) > 0

gilt B (z,r) C Uy fiir alle k = 1, ..., m, woraus folgt B (z,r) C U.
Bemerkung. Der Schnitt unendlich vieler offenen Mengen muss nicht offen sein.
Zum Beispiel, der Schnitt von allen offenen Intervallen (—%, %) mit n € N ist gleich

{0}, was nicht offen ist.

(c) Ist {F,}, ein Mengensystem von abgeschlossenen Mengen, so ist die Menge

(nr) -y
ael ael

offen nach (a). Somit ist [, ., F. abgeschlossen.
(d) Sind F1, ..., F, abgeschlossene Mengen, so ist die Menge

<U Fk) = Iy
k=1 k=1

offen nach (b). Somit ist |J;_, I abgeschlossen..
(e) Sei U offen. Dann fiir jedes x € U existiert ein r, > 0 mit B (z,7,) C U. Es
ist klar, dass
U= U Bl(x,r,),

zeU
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so dass U eine Vereinigung von offenen Kugeln ist. Umgekehrt, jede Vereinigung
von offenen Kugeln ist nach (a) eine offene Menge, da alle Kugeln offen sind.

(f) Sei F' abgeschlossen. Sei {x,} eine Folge von Elementen von F' die gegen
ein a € X konvergiert. Zeigen wir, dass a € F. Nehmen wir das Gegenteil an, dass
a ¢ F und somit a € F°. Da F*° offen ist, so existiert ein r > 0 mit B (a,r) C F*°.
Da x, € F, so erhalten wir, dass z,, ¢ B (a,r), woraus folgt, dass x, /4 a.

Beweisen wir jetzt die Umkehrung: enthélt F' die Grenzwerte von allen konver-
genten Folgen aus F', so ist F' abgeschlossen. Datfiir zeigen wir, dass F'© offen ist, d.h.
fiir jedes a € F* existiert ein r > 0 mit B (a,) C F'°. Nehmen wir das Gegenteil an:
existiert ein a € F° so dass keine Kugel B (a,r) mit 7 > 0 in F* liegt. Insbesondere
existiert fiir jedes k € N ein z, € B (a, %) mit 7y, ¢ F°, d.h. x; € F. Somit erhalten
wir eine Folge {z}} von Punkten aus F' mit d (zx,a) < %, woraus folgt z;, — a.
Dann soll auch a in F' liegen, was im Widerspruch mit a € F° steht. =
Bemerkung. Man kann die offenen Menge axiomatisch wie folgt definieren. Be-
trachten wir eine Menge X und ein Mengensystem O C 2X. Die Elementen von O
heifit offene Mengen, falls O die folgenden Axiome erfiillt:

1.0 € Ound X € O.

2. Jede Vereinigung von Elementen von O ist wieder ein Element von O.

3. Der Schnitt endlich vieler Elemente von O ist auch Element von O.

Jedes Mengensystem O mit diesen Eigenschaften heifit Topologie in X, und das
Paar (X, Q) heifit topologischer Raum. Die Topologie in X ldsst die Begriffe von
Konvergenz von Folgen, stetigen Funktionen usw. definieren.

In diesem Kurs Betrachten wir nur die Topologie von metrischen Raum, die
durch eine Metrik definiert ist.

Beispiel. Betrachten wir eine abgeschlossene Kugel

B(z,r)={rc X :d(z,2) <1}
und beweisen, dass sie abgeschlossene Menge ist. Dafiir reicht es zu zeigen, dass das
Komplement -
C:=B(z,r)'={zeX:d(zz)>r}
offen ist. Zeigen wir, dass fiir jedes x € C existiert ein ¢ > 0 mit B (z,¢) C C. In
der Tat setzen wir
e:=d(z,x)—r>0

so dass 7 + ¢ = d(z,2). Analog zum Lemma beweist man, dass die Kugeln
B(z,r) und B (7,¢) disjunkt sind. Es folgt, dass B (z,e) C C, was zu beweisen
war.

Es folgt, dass jede abgeschlossene Kugel die Grenzwerte von allen konvergenten

Folgen aus dieser Kugel enthélt.

Satz 6.5 Seien X,Y zwei metrischen Riumen und f: X — Y eine Abbildung.

(a) f ist stetig genau dann, wenn fir jede offene Menge U C Y das Urbild
f~Y(U) eine offene Menge in X ist.

(b) f ist stetig genau dann, wenn fir jede abgeschlossene Menge F' C Y das
Urbild f~' (F) eine abgeschlossene Menge in X ist.

(c) f ist stetig in a € X falls f(x,) — f(a) fir jede Folge {x,} C X mit

T, — a.
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Beweis. (a) Sei f stetig. Beweisen wir, dass f~1 (U) offen fiir jede offene Menge
U CY ist. Fiir jedes a € f~! (U) haben wir f (a) € U. Da U offen, so existiert ein
€ > 0 mit

By (f(a),¢) C U. (6.12)

Nach der Stetigkeit von f in a gibt es ein § > 0 mit
r € Bx (a,0) = f(z)€ By (f(a),¢e). (6.13)

Es folgt aus (6.12) und (6.13)) dass
f(Bx (a,0)) C U,

woraus folgt
BX (CL?(S) - fil (U> )

und £~ (U) ist offen.

Sei f~1(U) offen fiir jede offene Menge U C Y. Beweisen wir, dass f stetig an
jeder Stelle a € X. Wir zeigen: fiir jedes ¢ > 0 existiert 6 > 0 mit (6.13)). Die Kugel
By (f (a) ,¢€) ist eine offene Menge in Y. Somit ist ihres Urbild V' eine offene Menge
in X. Da a € V, so existiert ein § > 0 mit

BX (CL, 6) - V7

woraus folgt

f(Bx (a,0)) C f(V)C By (f(a),e),
und somit ([6.13).

(b) Gegeben sei, dass f~! (F) abgeschlossen in X fiir jede abgeschlossen Menge
F CY ist. Setzen wir U = F° und bemerken, dass

FHE) = [ U) = fHU)

und somit
(fH ) =),

Die Menge F ist abgeschlossen genau dass, wenn U offen ist, und f~!(F) ist
abgeschlossen genau dann, wenn f~!(U) offen ist. Somit ist die Abgeschlossen-
heit von f~1 (F) fiir jede abgeschlossene Menge F' C Y #iquivalent zur Offenheit von
f~H(U) fiir jede offene Menge U C Y, was nach (a) #quivalent zur Stetigkeit von f
ist.

(c) Nach Lemma f(z) — f(a) fir x — a gilt genau dann, wenn f (z,) —
f (a) fiir jede Folge {z,,} € X \ {a} mit z,, — a. Die letzte Bedingung impliziert,
dass f (z,) — f (a) auch fiir jede Folge {z,,} C X mit x,, — a, da fiir die Glieder
x,, der Folge, die a gleich sind, gilt f (z,) = f(a). m

Korollar 6.6 Seien f : X — Y und g : Y — Z zwei stetige Abbildungen von
metrischen Riumen. Dann ist die Verkettung go f: X — Z stetig.



6.4. OFFENE UND ABGESCHLOSSENE MENGEN 85

Beweis. Wir haben
xLy <%z

Da (go f)™' = flog™!, so gilt fiir jede Menge U C Z

(go Y U)=f(g"(U)).

Ist U offen in Z, so ist g~' (U) offen in Y und somit f~ (¢! (U)) ist offen in X.
Wir beschlieen, dass (go f )_1 (U) offen in X ist, und die Abbildung g o f stetig
nach dem Satz [6.5] ist. =

Korollar 6.7 Sind f,g : X — R stetige Abbildungen dann auch f + g, fg,f/g
stetig sind (im Fall f/g vorausgesetzt, dass g # 0).

Beweis. Zeigen wir, z.B., dass f + g stetig an jeder Stelle a € X ist. Fiir jede Folge
x, — a gilt nach dem Satz f(x,) — f(a) und g (z,) — g(a). Daraus folgt,
dass f(x,) + g (z,) — f(a) + g (a), und nach dem Satz beschliefen wir, dass
f + g an a stetig ist.

u

Betrachten wir die Metriken in einem Vektorraum V', insbesondere in V' = R".

Definition. Seien N’ und N” zwei Normen in V. Man sagt, dass N’ und N”
dquivalent sind, fall es die positiven Konstanten C, Cs gibt mit

CoN' (z) < N" () < O1N' (2) (6.14)

fiir alle x € V.

Es ist einfach zu sehen, dass die Aquivalenz von Normen eine Aquivalenzrelation
ist.

Satz 6.8 Seien N’ und N" zwei dquivalente Normen in V. Seien d’' und d" die von
N’ bzw N" induzierten Metriken auf V', d.h.

d'(z,y)=N'(z—y) undd’(z,y) =N"(z—y).

Dann gelten die folgenden Aussagen.

(a) Die Begriffe der Konvergenz von Folgen in V beziiglich d' und d" stimmen
tiberein.

(b) Die Begriffe von stetigen Abbildung von V beziglich d' und d” stimmen
tiberein.

(¢) Die Topologien (=Mengensysteme von offenen Mengen) in' V' beziiglich d' und
d" stimmen tiberein.

Beweis. (a) Die Bedingung x 2 a ergibt d’ (zy,a) — 0, d.h. N'(z) —a) — 0.

Nach (6.14)) erhalten wir N” (zy — a) — 0 woraus folgt d” (zx,a) — 0 und x, 2
(b) Die Stetigkeit ldsst sich mit Hilfe von Konvergenz formulieren (siche Satz
[6.5), so dass die Aussage (b) aus (a) folgt.
(¢) Die abgeschlossen Mengen lassen sich mit Hilfe von Konvergenz formulieren

(siche Satz[6.4). Somit folgt (c) aus (a). =
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Satz 6.9 Alle p-Normen in R™ fir p € [1,+o00] sind dquivalent.

Unterhalb wir nehmen immer an, dass die Topologie in R™ mit Hilfe von einer
der p-Normen definiert wird.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass jede p-Norm zu co-Norm #quivalent ist. Fiir jede
p € [1,00) gilt

n 1/p
1
[zl = (Z !$k1p> > (max {|zx 1) = ||zl
k=1

und
n 1/p
2|l = (Z Iwklp> < (nmax {|z[}")"? = n'/?|[2
k=1

woraus folgt
|zlloo < ll2llp < nYPl2]loo, (6.15)

was zu beweisen war. ®

6.5 Vollstandigkeit

Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge {x,} C X heifit Cauchy-
Folge, falls

d(zp, xmy,) — 0 fiir n,m — oco.

Gilt z,, — a, so erhalten wir
d(Tp, xm) < d(z,,a) +d(Tm,a) — 0as n,m — oo.

Somit ist jede konvergente Folge auch Cauchy-Folge. Die Umkehrung gilt in R, aber
nicht fiir beliebige metrische Rdume.

Beispiel. Betrachten wir den Raum X = (0, +00) mit der Metrik d (x,y) = |z — y|.
Die Folge ,, = = ist eine Cauchy-Folge in (X, d), aber diese Folge ist in (X, d) nicht
konvergent.

Beispiel. Im Raum X = [a,b] mit d(z,y) = |z — y| ist jede Cauchy-Folge {z,}
konvergent ist, da sie einen Grenzwert z in R hat, und z, € [a,b] ergibt x € [a,b)].
Gleiches gilt fiir X = [a, +00) und X = (—o0, b].

Definition. Ein metrischer Raum (X, d) hei3t vollstindig falls jede Cauchy-Schwarz
in X konvergent ist. Ein normierter Vektorraum (V, V) heifit vollstéindig falls der
metrische Raum (V) d) mit der induzierten Metrik d (z,y) = N (z — y) vollstéindig
ist. Ein vollstindiger normierter Vektorraum heif3t Banachraum.

Wir haben oberhalb gesehen, dass (0,00) nicht vollstéindig ist, wihrend [a, b],
[a,00), (—00, b] vollstéindig sind.
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Satz 6.10 Sei S beliebige Menge. Der normierte Vektorraum B (S) von allen reell-
wertigen beschrankten Funktionen auf S mit der sup-Norm ist ein Banachraum.

Beweis. Bezeichnen wir die sup-Norm mit || f||, d.h.

[f]] = sup [ f].
S
Sei {fn} C B (S) eine Cauchy-Folge von, d.h.
| fn = fnll = 0O fiir n,m — oc. (6.16)

Zeigen wir, dass die Folge { f,,} gleichméBig konvergiert. Fiir jedes x € S haben wir

o (@) = fn ()] <sup |fo = foul = [ = finll = O fiiw m,m — o0,

woraus folgt, dass fiir jedes x € S die Folge { f,, (x)} von reellen Zahlen eine Cauchy-
Folge in R ist. Dann die Folge {f, (z)} ist konvergent fiir jedes = € S. Setzen wir

f (@)= lm f, (z).

Zeigen wir, dass die Funktion f auf S beschrinkt ist und dass f,, = f auf S. Nach
(6.16) gilt:
Ve>03dN €N Vn,m >N sup|f, — f] <e.

Insbesondere fiir jedes x € S gilt

|fn (2) = frn (2)] < &

Fiir m — oo erhalten wir, dass fiir jedes z € S

[fn () = f(2)] < e

woraus folgt
Ve>0 AINeN Yn>N |f.— fll <e.

Somit erhalten wir
[fall < N fll +e <00

d.h. f € B(S), und || f, — f|| — 0 fiir n — oo, was zu beweisen war. m

Korollar 6.11 R" ist Banachraum beziglich jeder p-Norm, p € [1,00] .

Beweis. Wir wissen schon, dass R" = B(FE,) mit E, = {1,2,...,n}, da jede
Funktion f : E,, — R mit der Folge {f (1),..., f(n)} € R" identifiziert wird. Nach
dem Satz[6.10)ist R” = B (E,) vollstéindig beziiglich der sup-Norm, die mit co-Norm
iibereinstimmt. Nach dem Satz ist R vollstdndig auch beziiglich p-Norm. =

Korollar 6.12 Die Menge C'[a,b] von allen reellwertigen stetigen Funktionen auf
dem Intervall [a,b] ist ein Banachraum beziiglich der sup-Norm.

Beweis. Alle stetige Funktionen auf [a, b] sind beschrinkt, so dass C'[a,b] C B |a,b].
Dariiber hinaus ist C'[a, b] ein Unterraum von B [a, b]. Insbesondere ist die sup-Norm
eine Norm in C'[a,b]. Sei {f,},-, eine Cauchy-Folge in C' [a,b]. Dann ist { f, } auch
eine Cauchy-Folge in B [a, b] und somit konvergiert gleichmiifig gegen einer Funktion
f € Bla,b]. Nach dem Satz ist f stetig, d.h. f € C[a,b] und somit ist C' [a, D]
vollstdndig. m
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6.6 Fixpunktsatz von Banach

Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum und f : X — X eine Selbstabbildung.
Ein Punkt x € X heifit Fizpunkt von f falls f (z) = .

In diesem Abschnitt betrachten wir die Bedingungen fiir Existenz eines Fixpunk-
tes und das Verfahren den Fixpunkt zu bestimmen.
Beispiel. Zeigen wir, dass jede stetige Funktion f : [0,1] — [0, 1] einen Fixpunkt
hat. In der Tat ist die Funktion f (z) — = nichtnegativ an x = 0 und nichtpositiv
an r = 1. Nach dem Zwischenwertsatz hat die Funktion f (z) — = eine Nullstelle,
die ein Fixpunkt von f ist.

Andererseits es gibt viele Abbildungen f : R — R ohne Fixpunkt, z.B. f(z) =
r + 1.

Beispiel. Sei P eine reellwertige Funktion auf R. Jede Nullstelle x von P erfiillt
offensichtlich die Gleichung
r=ux—cP(x)

fiir beliebige Konstante ¢ # 0, d.h. die Nullstelle von P stimmt mit dem Fixpunkt
der Funktion f(z) = 2 — ¢P (z) iiberein. Berechnen der Nullstelle einer Funktion
ist somit dquivalent zur Berechnen des Fixpunktes anderer Funktion.

Definition. Eine Selbstabbildung f : X — X heifit Kontraktionsabbildung falls es
eine Konstante ¢ € (0,1) gibt mit

d(f(x),f(y) <qd(z,y) Vo,yeX (6.17)

Hauptsatz 6.13 (Fixpunktsatz von Banach) Seien (X, d) ein vollstindiger metrischer
Raum und f : X — X eine Kontraktionsabbildung. Dann besitzt f genau einen Fix-
punkt.

Beweis. Wihlen wir einen beliebigen Punkt 2y € X und definieren nach Induktion
eine Folge {xz,},-, durch

Tpi1 = f(x,), n=0,1,2, ..

Wir beweisen, dass die Folge {x,} konvergiert und der Grenzwert ein Fixpunkt von
f ist.
Bemerken wir, dass

d(Tni1,T0) = d(f (xn) , [ (2n-1)) < qd (T, Tpr) -
Per Induktion erhalten wir, dass
d(Tpi1,n) < ¢"d (21, 20) .
Setzen wir C' = d (x1, zg) und erhalten fiir alle n € N

d(zps1, ) < Cg. (6.18)
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Behauptung. Fs folgt aus mit ¢ < 1 dass {x,} eine Cauchy-Folge ist.

In der Tat, fiir jede m > n erhalten wir nach Dreiecksungleichung und ([6.18)),
dass

d(zm, xy) d(zp, Tpi1) +d(Tpst1, Tnyo) + oo + d(T_1, Tim)

C (qn +qn+1 + . +qm—1>
anzqk

k=0
Cq"

= — 0 fiir n — oo.
l—gq

IA A

IN

Insbesondere gilt d (v, z,) — 0 fir n,m — oo, was bedeutet, dass {z,} eine
Cauchy-Folge ist.

Nach der Vollstéandigkeit von (X, d) konvergiert die Folge {x, } gegen einen Punkt
a € X. Daraus folgt f (z,) — f(a), da

d(f (zn), f(a)) < qd(zn,a) = 0.

Andererseits f (z,) = z,41 — a, was ergibt f (a) = a. Also, a ist ein Fixpunkt.
Sind a, b zwei Fixpunkte, so gilt es nach (6.17)

d(a,b) =d(f(a),f (b)) <qd(a,b),
was nur dann moglich ist, wenn d (a,b) = 0 und somit a =b. ®

Bemerkung. Der Beweis des Fixpunktsatzes ergibt die folgende Methode um den
Fixpunkt zu bestimmen bzw anzundhern. Man fingt mit einem beliebigen Punkt
xo an und bildet induktiv die Folge von Ndherungslosungen wie folgt:

Tni1 = [ (x), (6.19)

die gegen Fixpunkt konvergiert. Die Folge {z,} heifit die Fizpunktiteration.

Beispiel. Fixieren ein @ > 0 und betrachten die Funktion P (z) = x — 2 auf (0, 00),
deren Nullstelle ist 2 = y/a. Somit ist \/a auch ein Fixpunkt der Funktion

1 1 a
o=y ee?)
fa)=a- 3P =y (e 2
Man kann zeigen, dass f auf X = [\/a, c0) Selbstabbildung und sogar eine Kontrak-
tionsabbildung ist (sieche Aufgaben). Somit konvergiert die Fixpunktiteration {x,}
gegen /a. Insbesondere lassen sich x,, als Annéiherungen von /a betrachten. Nach

(6.19) haben wir
1 a
Tp+1 = 5 T, + l’_n )

und o kann beliebig in X gewihlt werden. Zum Beispiel, sei a = 2. Setzen wir
zo = 2 und

Tn
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Dann gilt 71 = £ (2) = 4, a2 = £ (2) = 5, a5 = £ (1) = 32, a4 — £ (522 =

665 857
17083z und

1
x5 =f <665 857) 886731088 897 = 1.41421356237309505...,

470832 ) ~ 627013566 048

was schon eine gute Anndherung von v/2 mit 17 richtigen Nachkommastellen ist.

6.7 Kompakte Mengen

Seien (X, d) ein metrischer Raum space und K eine Teilmenge von X.

Definition. Eine Uberdeckung von K ist eine Familie {Us} ,eg von Teilmengen von
X, die K iiberdeckt, d.h.

K c | U,

a€eS

wobei S eine beliebige Indexmenge ist. Sei T eine Teilmenge von S. Die Fam-
ilie {Ua},ep heit Teiliiberdeckung von {U,},.q falls sie auch K iiberdeckt. Die
Uberdeckung {Uy}, .4 heiit offen falls alle U, offene Teilmengen von X sind.

In Analysis I haben wir Uberdeckung von [a, b] mit offenen Intervallen betrachtet,
und haben bewiesen, dass jede solche Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung
enthilt (Uberdeckungssatz).

Definition. Eine Menge K C X heiit kompakt falls jede offene Uberdeckung von
K eine endliche Teiliiberdeckung enthélt.

Jede endliche Menge K ist offensichtlich kompakt. Jedes abgeschlossenes beschrink-
tes Intervall [a, b] ist kompakt, was aus dem Uberdeckungssatz folgt (spiter erhalten
wir einen unabhéngigen Beweis davon). Andererseits, offenes Intervall (a, b) ist nicht
kompakt.

Eine von wichtigsten Eigenschaften von Kompaktheit ist die Beziehung zur Stetigkeit.

Satz 6.14 Seien X undY zwei metrische Ridume spaces und f : X — Y eine stetige
Abbildung. Ist K kompakt in X so ist das Bild f (K) kompakt in'Y .

Somit ist ein stetiges Bild von kompakter Menge wieder kompakt.

Beweis. Sei {U,} .4 eine offene Uberdeckung von f (K), so dass
f(K)c | U..
a€esS
Anwendung von Urbildabbildung f~! ergibt
Kc|]Jru).
a€es

Nach dem Satz ist f~' (U,) eine offene Menge in X und somit ist {f~* (Ua)},cq
eine offene Uberdeckung von K in X. Nach der Kompaktheit von K gibt es eine



6.7. KOMPAKTE MENGEN 91

endliche Teiliiberdeckung {f~' (Ua)},cr von K. Dann ist {U,}, . eine endliche
Teiliiberdeckung von f (K'), woraus die Kompaktheit von f (K) folgt. m

Jede Teilmenge Y C X vom metrischen Raum X l&sst sich als metrischer Raum
mit gleicher Metrik d betrachten. Der metrischer Raum (Y, d) heifit Unterraum von
(X, d). Die Eigenschaften einer Teilmenge K C Y konnen davon abhéingen, ob K im
metrischen Raum (Y, d) oder (X, d) betrachtet wird. Zum Beispiel, K kann offen in
Y sein, aber nicht offen in X (z.B. K =Y ist immer offen in Y, aber nicht unbedingt
in X).

Definition. Eine Eigenschaft der Menge K C X heifit intrinsisch oder inner falls
sie unabhéingig vom enthaltenden metrischen Raum ist.

Wie gesagt, die Eigenschaft von K offen zu sein ist nicht intrinsisch.

Satz 6.15 Die Kompaktheit von K ist eine intrinsische Eigenschaft.

Beweis. Sei K C Y C X. Wir miissen beweisen, dass
K ist kompakt in (Y,d) < K ist kompakt in (X, d).

Sei K kompakt in (Y,d). Sei {U,}, g eine offene Uberdeckung von K in X. Fiir
jede offene Teilmenge U C X ist die Menge U’ = U NY offen in Y, da fiir jedes
x € U’ ein r > 0 existiert mit By (z,r) C U und somit mit

By (z,r) = {yeY :d(z,y) <r}
= {yeX:d(z,y) <r}ny
= Byx(z,r)NY CU"

Die Familie {U.} ¢ ist somit eine offene Uberdeckung von K in Y. Nach der
Kompaktheit von K in Y gibt es eine endliche Teiliiberdeckung {U]} ., von K.
Dann ist {Uy},op eine endliche Teiliiberdeckung von K in X.

Umgekehrt, sei K kompakt in (X, d) und sei {V,} 4 eine offene Uberdeckung
von K in (Y, d). Jede offene Menge V in Y ist eine Vereinigung von den Kugeln in

Y (Satz[6.4), d.h.
V= UBY (iL’Z’,Ti)

Die Vereinigung von den entsprechenden Kugeln in X ergibt uns eine offene Menge
Vin X, d.h.

‘7 = UBX (l‘i,ri) .
Esgilt V=VnNY,da
Vvny = UBX (JI,;,TZ') ny
= UBY (l’i,Ti> =V
Die Familie {V, }acs ist somit eine offene Uberdeckung von K in (X,d). Nach der

Kompaktheit von K in X gibt es eine endliche Teiliiberdeckung {V, },cr, woraus
folgt, dass {V4},cr eine endliche Teiliiberdeckung von K in (Y,d) ist. m
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Definition. Eine Teilmenge K vom metrischen Raum (X, d) heifit folgenkompakt
falls jede Folge in K eine konvergente Teilfolge mit dem Grenzwert in K enthlt.

Zum Beispiel, jedes abgeschlossenes beschrinktes Intervall [a,b] ist folgenkom-
pakt nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass, wihrend offenes Intervall (a, b) nicht
folgenkompakt ist.

Definition. Eine Teilmenge K vom metrischen Raum (X, d) heifit totalbeschrinkt
falls es fiir jedes € > 0 eine endliche Uberdeckung von K mit Kugeln mit Radien ¢
gibt.

Die letzte Bedingung bedeutet folgendes: fiir jedes € > 0 gibt es eine endliche
Folge {x1,...,7;} von Punkten in X so dass {B (z;,¢)}._, eine Uberdeckung von
K ist. Jede Folge {z;} mit diesen Eigenschaften heifit e-Netz von K in X. Eine
dquivalent Definition von e-Netz von K: das ist eine endliche Folge {z;} von Ele-
menten von X so dass es fiir jedes © € X ein z; mit d (z,z;) < € gibt. Ein e-Netz
lésst sich als eine endliche Approximation von K mit dem Approximationsfehler < ¢
betrachten.

Definition. Eine Teilmenge K von einem metrischen Raum heiflt beschrinkt falls
sie in einer metrischen Kugel liegt.

Zum Beispiel, jedes beschriinktes Intervall in R ist eine beschriinkte Menge. Be-
merken wir die folgenden Eigenschaften von diesen Begriffen.

e Folgenkompaktheit, Totalbeschrinktheit und Beschréanktheit sind intrinsische
Eigenschaften. Fiir die Folgenkompaktheit ist es offensichtlich nach Definition,
fiir Totalbeschrinktheit und Beschrinktheit siehe Aufgaben.

e Jede Teilmenge von totalbeschréinkter Menge ist auch totalbeschriankt (offen-
sichtlich nach Definition).

e Totalbeschrinkte Menge ist beschrinkt, aber die Umkehrung davon gilt nicht
immer (siehe Aufgabe 81).

Beispiel. Trotzdem jedes beschrianktes Intervall 7 in R ist totalbeschrinkt, da [
fiir jedes € > 0 eine endliche Menge von Gliedern der Folge {ek}, , enthilt, die ein
e-Netz ergibt. Daraus folgt, dass jede beschriinkte Teilmenge von R totalbeschrinkt
ist. Somit in R sind Beschrinktheit und Totalbeschrinktheit dquivalent.

Das folgende Lemma ist eine Verallgemeinerung davon fiir R".

Lemma 6.16 Jede Kugel in R™ ist totalbeschrinkt. Folglich sind in R™ Beschrdnk-
theit und Totalbeschrinktheit dquivalent (beziiglich jeder p-Metrik).

Beweis. Bezeichnen wir die Kugel beztiglich p-Metrik mit B, (z,r). Es folgt aus

(6.15), dass

B, (z,1) C By (z,71),

so reicht es zu beweisen, dass By, (x,7) totalbeschréinkt ist. Wir beweisen dies per
Induktion nach n. Induktionsanfang fiir n = 1 wurde schon im obigen Beispiel
gemacht. Da die co-Kugel in R" ein Produkt von oo-Kugeln in R"~! und R ist, so
folgt der Induktionsschritt aus der folgenden Aussage.
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Behauptung. Seien X C R™ und Y C R' totalbeschrinkte Mengen. Dann ist
X x Y C R™ quch totalbeschrinkt.

Seien {z;} und {y;} die e-Netze in X bzw Y, d.h. es fiir jedes x € X ein z; mit
deo (x,2;) < € gibt und es fiir jedes y € Y ein y; mit do (y,y;) < € gibt. Dann gilt

doo ((2,y) ; (21, y;)) = max (de (2, 21) , doo (4, 45)) < &,

so dass die Doppelfolge {(z;,y;)} ein e-Netz in X x Y ist. m

Hauptsatz 6.17 Sei (X,d) ein metrischer Raum. Die folgenden drei Bedingungen
sind dquivalent.

(1) X ist kompakt.
(1) X ist folgenkompakt.

(13i) X st totalbeschrinkt und vollstindig.

Beweis. (i) = (ii) Wir benutzen die folgende Terminologie, wie in Analysis 1.
Ein Punkt = € X heiflt Haufungspunkt der Folge {z,} falls z der Grenzwert einer
Teilfolge von {z,} ist. Ein Punkt = € X heiit Verdichtungspunkt von {xz,} falls
jede Kugel B (x,r) mit r > 0 unendlich viele Glieder der Folge {z,} enthilt.

Behauptung. Ein x € X ist Hiufungspunkt der Folge {x,} genau dann, wenn x
Verdichtungspunkt von {x,} ist.

In der Tat, ist z ein Hiufungspunkt, so enthélt jeder Kugel B (x,r) fast alle
Glieder einer Teilfolge und somit unendlich viele Glieder der Folge {z,}. Ist x ein
Verdichtungspunkt, so erhilt man eine Teilfolge {z,, },., mit z,, € B (x, %), die
gegen x konvergiert, so dass x ein Haufungspunkt ist.

Sei X kompakt und sei {z,} eine Folge in X. Zeigen wir, dass {z,} eine kon-
vergente Folge enthilt, d.h. es einen Verdichtungspunkt von {z,} gibt. Nehmen
wir das Gegenteil an, dass jeder Punkt z € X kein Verdichtungspunkt von {z,} ist.
Das bedeutet, dass fiir jedes x € X es ein ¢, > 0 gibt so dass die Kugel B (z,¢,)
nur endlich viele von Glieder der Folge {z,} enthilt Die Familie {B (z,€,)},c ¢ ist
eine offene Uberdeckung von X, woraus folgt, dass sie eine endliche Teiliiberdeckung
enthélt. Da jede Kugel B (z,¢,) nur endlich viele von den Gliedern von der Folge
{z,,} enthiilt, so folgt es, dass die Folge {z,} nur endlich viele Glieder enthilt, was
ein Widerspruch ist.

(i1) = (¢it) Zeigen wir zuerst, dass X vollstindig ist. Sei {z,} eine Cauchy-
Folge in X. Nach der Folgenkompaktheit von X besitzt {x,} eine konvergente Teil-
folge. Daraus folgt, dass auch die ganze Folge {x,} konvergent ist, da die folgende
allgemeine Aussage gilt.

Behauptung. Hat eine Cauchy-Folge {x,} eine konvergente Teilfolge, so ist {z,}
auch konvergent.

Sei {zn, }r, konvergente Teilfolge mit dem Grenzwert a € X. Zeigen wir, dass
auch x,, — a. Nach Definition von Cauchy-Folge haben wir:

Ve >0dN €N Vn,m > N gilt d(x,,z,) < .
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Da z,, — a, so gilt d(x,,,a) < ¢ fiir fast alle k. Insbesondere gibt es n; > N mit
d(zy,,a) < e. Fiir jedes n > N haben wir

d(zn,a) < d(Tn,Tn,) +d(Ty,,a) <2

woraus x, — a folgt.

Beweisen wir jetzt, dass X totalbeschrinkt ist, d.h. es fiir jedes € > 0 ein
e-Netz von X gibt. Nehmen wir das Gegenteil an, dass es fiir ein ¢ > 0 kein &-
Netz gibt. Definieren wir dann induktiv eine Folge {z,} -, C X wie folgt. Sei
1 € X beliebige. Sind x4, ..., x,,_1 schon gewihlt, so wiithlen wir z,, wie folgt. Die
Kugeln { B (z;,¢)}/~]' tiberdecken X nicht, da sonst {z;}7—}' ein e-Netz wiire. Somit
gibt es einen Punkt in X, der in keiner Kugel B (x;,¢), i = 1,...,n — 1 liegt, so
bezeichnen wir diesen Punkt mit z,. Nach Konstruktion gilt d (z,,z,) > ¢ fir
beliebige zwei Indizes n # m. Daraus folgt, dass {z,,} keine Cauchy-Folge ist und
dariiber hinaus keine Teilfolge von {x, } Cauchy-Folge ist. Somit keine Teilfolge von
{z,} konvergiert, was in Widerspruch zur Folgenkompaktheit von X ist.

(i) = (i) Sei {Ua},cq eine offene Uberdeckung von X. Zeigen wir, dass sie
eine endliche Teiliiberdeckung von X besitzt. Nehmen wir das Gegenteil an: es gibt
keine endliche Teiliiberdeckung.

Nach Totalbeschrénktheit gibt es ein 1-Netz {z1, ..., 2 }. Falls jede Kugel B (z;, 1)
i =1, ..., k eine endliche Teiliiberdeckung von {U,, } zulésst, so liefert die Vereinigung
von allen Teiliiberdeckungen von B (x;,¢) fiir ¢ = 1, ..., k eine endliche Teiliiberdeck-
ung von X . Somit existiert ein B (z;, 1) ohne endliche Teiliiberdeckung. Bezeichnen
wir diese Kugel mit B (ag, 1) (wobei ag = ;).

Es gibt ein %—Netz {Y1,...,y1} von X. Betrachten wir nur jene Kugeln B (yi, %),
die mit B (ao, 1) nicht-leeren Schnitt haben. Wie oberhalb beschlieen wir, dass
eine von solchen Kugeln B (y;, 1) keine endliche Teiliiberdeckung von {U,} zuléisst;

bezeichnen wir diese Kugel mit B (al, %)

= Blanl/d) | .

Induktiv erhalten wir eine Folge {B (a,,27")},_, von Kugeln mit der Eigen-
schaften:

(a) jede zwei nacheinander stehende Kugeln haben nicht-leeren Schnitt;

(b) jede Kugel lisst keine endliche Teiliiberdeckung von {U,} zu.
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Ist B (an_l, 2’("’1)) schon bestimmt, so wihlen wir ein e-Netz {2, ..., 2, } mit
e = 27", Eine von den Kugeln B(z;,27") die mit B (a,—_1,2" ") nicht-leeren
Schnitt haben, lésst keine endliche Teiliiberdeckung von {U,} zu; nennen wir diese
Kugel B (a,,27").

Es folgt aus (a¢) und Lemma [6.2] dass

d (an, an-1) <27 427" < 27072,

Daraus folgt, dass {a,, } eine Cauchy-Folge ist (siehe die Behauptung aus dem Beweis
von dem Satz [6.13]). Nach der Vollstindigkeit von X ist die Folge {a,} konvergent,
sei a, — a. Der Punkt a liegt in einer Menge U,. Da U, offen ist, so existiert ein
r > 0 mit B (a,r) C U,. Fiir hinreichend grofies n erhalten wir

B(a,,2™") C B(a,r), (6.20)
da d(z,a,) — 0 und 27" — 0 fiir n — oo und somit fiir hinreichend grofies n gilt
d(a,a,)+27" <,

was (6.20) folgt. Somit erhalten wir B (a,,2™™) C U,, was im Widerspruch zur
Bedingung steht, dass B (a,,27") keine endliche Teiliiberdeckung zulésst. m

Satz 6.18 Eine Menge K € R" ist kompakt genau dann, wenn K beschrinkt und
abgeschlossen ist.

Beweis. Zeigen wir, dass jede kompakte Menge K immer abgeschlossen und beschrinkt
ist. In der Tat, ist K nicht abgeschlossen, so existiert nach dem Satz eine kon-
vergente Folge in K mit dem Grenzwert aufler K. Dann hat diese Folge keine
konvergente in K Teilfolge, und somit ist K nicht folgenkompakt und nicht kom-
pakt nach dem Satz Ist K nicht beschrénkt, so ist K nicht totalbeschrankt
und somit nicht kompakt nach dem Satz [6.17]

Sei K eine beschriankte abgeschlossene Teilmenge von R”. Nach Lemma ist
K totalbeschrénkt. Da R™ nach dem Korollar[6.11] vollstéindig ist und K abgeschlossen
ist, so ist K vollstindiger metrischer Raum (Aufgabe 83). Nach dem Satz ist
K kompakt. m

Korollar 6.19 (Extremwertsatz) Seien K eine beschrinkte abgeschlossene Teil-
menge von R" und f : K — R eine stetige Funktion. Dann existieren die beiden
Werten maxy f := max f (K) und ming f := min f (K).

Beweis. Da K nach dem Satz kompakt ist, so ist f (K) auch kompakt nach
dem Satz Somit ist f (K') beschréinkte und abgeschlossene Teilmenge von R.
Insbesondere sind supy f und infx f endlich. Da supy f und infx f die Grenzwerte
von Folgen aus f (K) sind, so liegen sie in f (K) nach der Abgeschlossenheit von
f (K). Somit existieren die beiden Werte max f (K) und min f (K). m

Korollar 6.20 Alle Normen in R" sind dquivalent (sieche Aufgaben).
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6.8 Fundamentalsatz der Algebra

Hauptsatz 6.21 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom P (z) = ag+a1z+
o + an2™ von Grad n > 1 mit komplexwertigen Koeffizienten ag, ay, ..., a, # 0 hat
mindestens eine komplexe Nullstelle.

Beweis. Wir beweisen, dass die reellwertige Funktion z +— |P (2)| eine Minimum-
stelle in C besitzt und der Wert des Minimums gleich 0 ist, woraus die Existenz
einer Nullstelle folgt. Bemerken wir zunéchst, dass

|P(2)] — oo fiir |z| — oo,

da
P(2) =anz" + an_12"t + ... +ag
ergibt
1P ()] > lan2"| = |an-12"""| = |an—22""?| — ... — |ao|
|an—1]  [an—2 |aol
= |2" <|a | — — — ...
N El 2"

~ Japz|" fiir |z| — oo,

und |a,z"| — oo fiir |z| — oo. Wihlen wir R > 0 so grof}, dass |P (2)| > |ao| fiir
alle |z| > R, und betrachten eine abgeschlossene Kugel in C = R?%:

K:=B(0,R)={z€C:|z|] <R}.

Da die Funktion z +— |P (z)| offensichtlich stetig ist, so nimmt die Funktion |P (z)]
nach Korollar den minimalen Wert in K an einer Stelle z5 € K an. Dann gilt

|P (20)| < |P(0)| = |ao| < |P(2)] fiir alle z ¢ K.

Somit ist zy die Minimumstelle von |P (z)| nicht nur in K sondern auch in C.

Zeigen wir, dass |P (zp)| = 0. Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit nehmen wir
an, dass zp = 0 (sonst schreiben wir P (z) um als ein Polynom von (z — z9) und
dann z — 2z in z umbenennen). Nehmen wir das Gegenteil an, dass P (0) # 0, d.h.
ag # 0. Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass ag = 1, d.h.

P(z)=14+az+ ... +a,z".

Zeigen wir die Existenz von einem z € C mit |P (2)| < |P (0)| = 1, was im Wider-
spruch zur Minimalitét von |P (0)| stehen wird. Sei k£ € {1,...,n} der minimale
Index mit a; # 0, so dass

P(z)=1+ Gk:Zk + ak+1zk+1 + ...+ a,2".
Jetzt wihlen wir z € C\ {0} so dass a;z" eine negative reelle Zahl ist, d.h.

arg (az2") = m. (6.21)
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Da
arg (akzk) = argay + karg 2,

so wird ((6.21)) erfiillt, vorausgesetzt

arg z = T8k (6.22)
k
Jetzt wihlen wir |z| so klein (aber nicht Null), dass
k k+1 n 1
}akz ‘ <1 und ‘akHz + ... tayz } < 5 (6.23)

was moglich ist, dass

‘akﬂzk“ o+ anz”‘ ‘akﬂz .o+ anz”_k| )
- = — 0 fiir |z] — 0.
|ag "] |a|
Fiir z wie in ) und ( - gilt
|P(2)] < }1 + akzk| + ‘akﬂzk“ + ...+ anz"}
1
< }1 + akzk| + 3 ‘akzk| (da az2" negativ ist)
1
= 14 ap2" — §akzk
1
S
+ QGkZ
< 1,

was zu beweisen war. ®

Sei P ein Polynom von Grad n > 1 mit komplexen Koeffizienten und seien Aq,...,\; are
verschiedene komplexe Nullstellen von P. Der Fundamentalsatz der Algebra impliziert die folgende
Faktorisierung

P(z)=clz—X)"" ...(z—=\)™" = cH 2= M) (6.24)

wobei ¢ € C\ {0} und my, € N (siehe Aufgaben). Die Zahl my, heifit die Vielfachheit der Nullstelle
M. Es gilt auch
mi +...+m; =n.
Sei jetzt P (z) ein Polynom mit reellwertigen Koeffizienten. Dann fiir jede Nullstelle A € C\ R mit
Vielfachheit m ist auch die komplexe Konjugierte X eine Nullstelle von P, und zwar mit gleicher
Vielfachheit m. Insbesondere lassen sich die Faktoren (z — )™ und (z — X)m in gruppieren
wie folgt:
(z=X) (= fX))m = (22 + pz +q)m,

wobei p = — ()\ + X) und g = A\ reel sind. Somit erhalten wir aus 1) die folgende reellwertige

Faktorisierung
_cH (z—1;) H (2> + pjz +q;) "
J

wobei 7; alle reelle Nullstellen von P sind und jeder Faktor 22 + pjz + q; zum Paar A, A von kon-
jugierten komplexwertigen Nullstellen von P entspricht. Diese Faktorisierung wurde im Abschnitt

5 benutzt.
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6.9 Zusammenhang

Definition. Eine Teilmenge K von einem metrischen Raum X heifit zusammen-
hingend falls fiir jede Uberdeckung K C U L'V von K mit zwei disjunkten offenen
Mengen U,V gilt K C U oder K C V.

Die Eigenschaft von Zusammenhang ist eine intrinsische Eigenschaft (siche Auf-
gaben).

Satz 6.22 Seien X und Y zwei metrische Riume und f : X — Y eine stetige Ab-
bildung. Ist K eine zusammenhingende Teilmenge von X so ist f (K) auch zusam-
menhdngend.

Beweis. Sei f(K) C U UV eine Uberdeckung von f (K) mit disjunkten offenen
Mengen. Daraus folgt
Kc oy,

Da f~'(U) und f~! (V) offen sind, so ergibt der Zusammenhang von K, dass K C
fH(U) oder K C f~1(V), woraus f(K) C U bzw f(K) CV folgt. m

Satz 6.23 Jedes Intervall I C R ist zusammenhdingend. Umgekehrt, jede zusam-
menhdngende Teilmenge von R ist ein Intervall.

Beweis. Zeigen wir, dass beliebiges Intervall / zusammenhéingend ist. Sei I C ULV
eine Uberdeckung von I mit offenen Mengen. Definieren wir eine Funktion f : I — R
wie folgt:

1, zeUNI,
f("”)_{ 0, ze VNI

Beweisen wir, dass f stetig auf I ist. Fiir jedes x € U N I gibt es ein € > 0 mit
(x—e,x+¢e)CU,

woraus folgt, dass f = 1in (v —e,2 +¢) N I und somit die Stetigkeit von f an x.
Analog ist f stetig an alle Stellen x € V' N [ und somit auf I.

Sind U NI und V N [ nicht leer, so nimmt f die Werte 0 und 1 an und somit
nach dem Zwischenwertsatz soll f auch alle Werte in [0, 1] annehmen, was nicht der
Fall ist. Somit soll U NI oder V N I leer sein, woraus I C V oder I C U folgt.

Sei K eine zusammenhingende Teilmenge von R. Fiir a,b € K soll auch ganzes
Intervall [a,b] in K liegen, da sonst es einen Punkt ¢ € (a,b) \ K gibt und wir eine
Uberdeckung erhalten

K C (—o0,¢) U (e, +00)

mit K ¢ (—oo,c) und K ¢ (¢, 00), was im Widerspruch mit Zusammenhang von K
steht. Somit ist K ein Intervall mit den Grenzen inf K und sup K. =

Als Folgerung aus den Sitzen [6.22] und [6.23] erhalten wir, dass das Bild der
stetigen Abbildung f : I — R wieder ein Intervall ist, was in Analysis 1 schon
bewiesen wurde.
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Fiir jede zwei Punkte 2,y € R" bezeichnen wir mit [z, y] die Menge
[z,y] ={(1 =N z+Ay: A€ [0,1]}.

Die Menge [z, y] ist die gerade Strecke zwischen x und y.

Definition. Eine Menge K C R"™ heifit Sterngebiet, falls es einen Punkt a € K gibt
mit
re€ K =[a,z] € K.

Der Punkt a heif3t ein Sternzentrum.

Beispiel. Zeigen wir, dass jede offene oder abgeschlossene Kugel in R" beziiglich
einer Norm immer ein Sterngebiet ist. Sei K eine (offene oder abgeschlossene) Kugel
mit Zentrum a und Radius r, d.h.

K=B(a,r)={r €R": ||z —al| <7} oder K =B(a,r)={x€R":|z—al <r}.

Zeigen wir, dass a ein Sternzentrum von K ist, d.h. fiir jedes x € K gilt [a, 2| C K.
Jeder Punkt y € [a, z] ldsst sich wie folgt darstellen:

y=(1—=XNa+ Az firen X €[0,1],
woraus folgt, dass
ly —all = [[Az = ol = [Al ||z — af| < [l —al

und somit y € K und [a,z] C K.

Satz 6.24 Jedes Sterngebiet K in R" ist zusammenhdngend.

Beweis. Sei a ein Sternzentrum von K, so dass fiir jedes x € K gilt [a, 2] C K.
Sei K C UUYV eine Uberdeckung von K mit offenen Mengen. Nehmen wir an, dass
a € U. Es folgt, dass U,V auch eine Uberdeckung von |[a, 7] fiir jedes z € K ist,
d.h.

l[a,z] CUUV.

Die Strecke [a, z] ist das Bild von [0, 1] unter der Abbildung
¢ : [0,1] = R"
e(A) = (1=XNa+ Az

Da ¢ offensichtlich stetig ist, so ist [a,z] = ¢ ([0,1]) zusammenhéngend nach dem

Satz Somit soll [a,z] in einer von U,V enthalten. Da a € U, es folgt, dass
la,z] C U, woraus folgt t € U und K CU. m

Beispiel. Bestimmen wir das Bild der Funktion

2?4y 4 2

f (fL’, Y, Z) - 7 2
(x+y+=2)

auf der Menge
K= {(:L‘,y,z) €R3:m,y,z>0}.



100 CHAPTER 6. METRISCHE RAUME

Die Funktion f : K — R ist offensichtlich stetig. Da K Sterngebiet ist und somit
zusammenhéngend, so ist das Bild f (K) zusammenhéngende Teilmenge von R und
somit ein Intervall. Bestimmen wir die Grenzen des Intervalls, d.h. sup f und inf f,
und ob diese dem Intervall gehoren. Wir haben

PP+ <P+ 2y + 20+ 22 = (2 +y + 2)°

so dass f(z,y,2) < 1 und sup f < 1. In der Tat gilt sup f = 1 da fiir y — 0 und
z — 0 erhalten wir f (z,y,z) — 1. Insbesondere liegt sup f nicht in f (K).

Andererseits, nach der Ungleichung zwischen arithmetischen und quadratischen
Mittelwerten giltfl]

(@ +y+2)°, (6.25)

woraus folgt

und somit inf f > % Da f(1,1,1) = %, so erhalten wir inf f = % € f(K). Es folgt,
dass

1

£(K) = [5.D).

'Es gilt die Identitiit
3+ +28) =@ty +2)’+(@—2)"+@y—2)"+@—y)?,

woraus folgt.



Chapter 7

Differentialrechnung in R"

7.1 Partielle und totale Differenzierbarkeit

Seien (2 eine offene Teilmenge von R™ und f : 2 — R™ eine Funktion auf 2 mit den
Werten in R™. Wir benutzen die folgende Notation fiir die Komponenten von x und

f(x)

x = (21, ..., Ty)

f@) = (fi(), s fn (1)),

wobei jedes fi (x) eine reellwertige Funktion auf € ist. Man schreibt fj () auch in
der Form f (z1,...,x,) so dass fi sich als eine reellwertige Funktion von n reellen
Variablen betrachten ldsst.

Fixieren wir ein j = 1,...,n und ein k£ = 1, ...,m und betrachten die Funktion

= fi (@1, T, T

wobei alle x; mit ¢ # j als Konstanten betrachtet werden. Ist diese Funktion dif-
ferenzierbar, so betrachten wir ihre Ableitung.

Definition. Die Ableitung von fj beziiglich =, heifit partielle Ableitung 1-er Ord-
. . % .
nung von f und wird mit o bezeichnet, d.h.

% (2) = Jim fr (@1, .xj+h,.xn) — f (21, ..., 25, ,xn)
336]- h—0 h

In dieser Notation wird ein rundes 0 statt eines geraden d benutzt. Die Ableitung
heifit partiell da es nur eine Variable z; von n Variablen benutzt wird.
Es gibt noch andere Notation fiir partielle Ableitungen wie folgt:

ofi

or, 0jfr = (fr)a, -

Definition. Existieren die partielle Ableitungen 0; fy, (x) fiir alle £ und j, so heifit
die Funktion f partiell differenzierbar in x. In diesem Fall lésst sich die Menge von

101
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allen partiellen Ableitung von f in einer m x n Matrix anordnen wie folgt:

nfi Oafi .. Onfi
0 0 0 e Oy
Jf — (6_]‘"6) _ (a]fk;) _ 1f2 2f2 f2 (71)
alfm a2fm anfm
wobei k =1, ..., m ein Zeilenindex ist und j = 1,...,n ein Spaltenindex. Die Matrix
Jr = Jy (z) heifit die Jacobi-Matriz von f.

Beispiel. Betrachten wir eine Funktion f (z) : R* — R'. In diesem Fall ist J; eine
1 x 2 Matrix, d.h. die Zeile

Jr=(0f,0:f).

Setzen wir

Ty
_ | = 2 #0,
In jedem Punkt (x,y) # (0,0) ist diese Funktion differenzierbar beziiglich x und y,
und es gilt

of  y@®+y?) —ay2r  y° —ya?

alf =

@y @)

und analog

0 > — xy?

of = LW

Oy (2% +y?)
Zeigen wir, dass f auch in (0,0) partiell differenzierbar. In der Tat haben wir nach
Definition of F(h0)— £(0.0)

5 0.0 = im B ERS <o

da f (h,0) = 0, und analog g—g (0,0) = 0. Somit ist f partiell differenzierbar in allen
Punkten von R2.
Allerdings ist die Funktion f nicht stetig im Punkt (0,0), da fiir jedes ¢t # 0 gilt
f(t,t) = 5 und somit
1

t—0

Funktion f (z,y) = zf—fyz
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Erinnern wir uns daran, dass die Differenzierbarkeit von Funktion von einer
Variable die Stetigkeit ergibt. Diese Eigenschaft ist sehr gewiinscht, und um sie zu
bekommen soll der Begriff von partieller Differenzierbarkeit verstirkt werden.

Definition. Eine Funktion f : 2 — R™ heifit total differenzierbar in x € 2 falls es
eine lineare Abbildung A : R” — R™ gibt mit

F(x+h)— f(z)=Ah+o(h) fir h — 0. (7.3)

Fixieren wir eine Norm || - || in R” und bezeichnen mit B (x,r) die metrische
Kugel beziiglich der induzierten Metrik ||z — y||. Da die Menge Q2 offen ist, so gibt
es eine Kugel B (z,7) mit r > 0 die in Q liegt. Somit fiir alle h € R™ mit ||| < r
liegt  + h in ©Q und f (x + h) wohldefiniert ist.

Die Abbildung A : R” — R™ heifit linear falls sie mit den linearen Operationen
in R™ vertauschbar ist, d.h.

Alu+v) = Au)+A(v)
A(Mu) = AA(u)

fiir alle u,v € R” und A € R. Fiir lineare Abbildungen ist es iiblich zu schreiben Au
statt A (u), was wir in benutzt haben.

Das Landau-Symbol o (h) bezeichnet in eine Funktion ¢ (h) mit den Werten
in R™ und mit

h
H(Tli(zH)H — 0 fiir b — 0, (7.4)

wobei im Z#hler eine Norm in R™ steht. Da alle Normen in R" (und in R™) #quiv-
alent sind, so ist die Richtigkeit von (und (7.3))) unabhéngig von der Wahl von
den Normen in R" bzw R™.

Die Identitiit bedeutet, dass fiir eine lineare Abbildung A gilt

If (4 h) — f(z) — Ah

— 0 fiir h — 0.
[ Al

Man kann auch sagen, dass die Differenz f (z + h) — f (x) sich als die Summe von
zwei Gliedern darstellen lisst: der fithrende lineare Glied Ah und der Rest o (h),
der als Approximationsfehler fiir die Approximation von f (z +h) — f (x) mit Ah
betrachtet werden kann.

Definition. Die Variable h in heiit das Differential von z und wird auch mit dz
bezeichnet (so dass doz € R™ eine unabhéngige Variable ist). Die Function h — Ah
heifit das Differential der Funktion f in x und wird auch mit df (z) bezeichnet, so
that df = Adx. Die lineare Abbildung A heifit die totale Ableitung von f in x und
wird mit % (x) oder f’(x) bezeichnet.

Mit dieser Notation lésst ([7.3)) sich wie folgt umschreiben:

fla+h)=f(x)=f(z)h+o(h),

was mit der entsprechenden Eigenschaft von Ableitung in Analysis 1 iibereinstimmt.
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Beispiel. Sei f: R” — R™ eine lineare Abbildung, d.h. f (x) = Az. Dann gilt
f(z+h)— f(z)=Ah,
woraus folgt, dass f in jedem Punkt x differenzierbar ist und f’(z) = A.

Es ist aus Linearer Algebra bekannt, dass jede lineare Abbildung A : R” — R™
sich als eine m x n Matrix A darstellen ldsst, nimlich Ah = Ah wobei der Vektor
h € R™ als ein Spaltenvektor betrachtet wird. Somit ist Ah das Produkt von m x n
Matrix A und n x 1 Matrix h, was eine m x 1 Matrix ergibt, d.h. einen Spaltenvektor
in R™, wie erwartet. Normalerweise identifizieren wir die Abbildung A mit der
Matrix A und bezeichnen mit A sowohl die Abbildung als auch ihre Matrix.

Insbesondere ldsst sich die totale Ableitung f’ (x) als eine m x n Matrix betra-
chten.

Satz 7.1 Ist die Funktion f : Q) — R™ total differenzierbar im Punkt x € €0, so gilt
folgendes.

(a) f ist stetig in x.

(b) f ist partiell differenzierbar in x und es gilt

f'(x) = Jg (x). (7.5)

Bemerken wir, dass f' () und J; () die m x n Matrizen sind. Es folgt aus (7.5),
dass die totale Ableitung f’ (z) eindeutig bestimmt ist, falls sie existiert.

Wir betonen, dass die totale Differenzierbarkeit aus der partiellen Differenzier-
barkeit nicht folgt, was das Beispiel der Funktion zeigt.

Beweis. (a) Wir benutzen den Begriff von Operatornorm der linearen Abbildung

A:R" - R™ AR
| Al := TR (7.6)
heR™\{0} H H
Man kann zeigen, dass immer ||A|| < oo (siche Aufgaben). Es folgt aus (7.6]), dass
[AR] < A IR
Da

f(x+h)—f(z)=Ah+o(h) fir h -0
so erhalten wir
1f (x+h) = f(@)] < [[AR] + [lo (R)[| < [IA[[ R[] + flo (R)]| — 0O

fiir h — 0, woraus die Stetigkeit von f in z folgt.
(b) Sei f'(z) = A = (ax;) wobei k der Zeilenindex ist und j der Spaltenindex.
In der Identitét
fx+h)—f(z)=Ah+o(h) (7.7)

wihlen wir b = (0, ..., h;,...0) d.h. alle Komponenten von h auler h; gleich 0 sind.
Dann gilt

air ... Qi ... Qi 0 aijh;
Ah = ap ... ag ... gy hjy | =1 agh;

Qm1 - Qmj ... Qmp 0 amjhj
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Die Identitéit von k-en Komponenten in (7.7)) ergibt
fr(@+h) = fi (x) = arihy + o (hy),

d.h.
fk (Il, ...,Ij + hj, ,l’n) — fk ([El, ...,In) = akjhj + O(hj)

woraus folgt, dass
ijk (x) = Qfj-

Da die Eintréige von J¢ (z) gleich 0, f; (z) sind, so erhalten wir die Identitét (7.5)).
|

Unter einer zusétzlichen Bedingung folgt die totale Differenzierbarkeit aus der
partiellen Differenzierbarkeit wie im n#chsten Satz.

Satz 7.2 Sei f : Q0 — R™ partiell differenzierbar in allen Punkten von ). Sind alle
Ableitungen 0; fi, stetig in einem Punkt x € S so ist f total differenzierbar in x.

Beweis. Betrachten wir erst den Fall m = 1, so dass f reellwertig ist. Ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass x = 0.
Die Jacobi-Matrix J; ist eine 1 x n Matrix, d.h. ein Zeilenvektor

Jr=(O1f,....,0nf).
Die totale Differenzierbarkeit von f in 0 wird folgen, falls wir bewiesen, dass
f(h)—=f(0)=Js(0)h+o0(h) fir h — 0.

Wiéhlen wir die Norm in R™ als die co-Norm. Sei r > 0 so klein, dass B (0,7) C €.
Dann nehmen wir an, dass ||h|| < r. Gegeben sei ein A € R" mit ||h|| < 7, betrachten
wir eine Folge {ay},_, von Punkten in R™ wie folgt:

arp = (hl, hg, ceey hk, O, ceey 0) .
Insbesondere haben wir

apg = 0
ay = <h170,...,0)

an = (hi,..,hn) = h.

Es gilt ||ax|| < ||h]| < r so dass alle Punkte ay in € liegen. Dann haben wir

n

F(R) = f(0) = f(an) = f(ao) =D (f (ar) — f (ar-1)). (7.8)

k=1

Um die Differenz f (ax) — f (ax_1) abzuschitzen, betrachten wir die Funktion

qg (t) = f (]’Ll, ceey hk_l,t,(), ,O) s
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so dass
9(0) = f(ag—1) und g(hx)=f(ar).
Die Funktion g (¢) ist fiir alle ¢ € [0, hy] wohldefiniert und ist in ¢ differenzierbar, da
g/ (t> = 8kf (h'17 e h’k—la t 07 sey 0) :
Der Mittelwertsatz ergibt fiir ein £ € [0, hy], dass
far) — f(ar—1) = g (hy) — g (0) = g' (&) hi = Onf (bk) P, (7.9)

wobel

b = (b oo b1, 6,0,..,0)
Insbesondere gilt ||b|| < ||h]| und somit by — 0 fiir h — 0. Es folgt aus (7.8)) und
(7.9), dass

F(R) = F(0) = > Ouf (br)

= D SO i+ Y (Onf (br) = Ouf (0)) I

= Jy(0)h+o(h),
da

1350y O f () — O f (0) Myl B .
T g;!ambk) Of (0)] =0

fiir h — 0 weil by — 0 und O f stetig in 0 ist.

Betrachten wir jetzt den Fall von beliebigen m. Da jede Komponente f; eine
Funktion von €2 nach R ist, so ergibt der vorige Fall die totale Differenzierbarkeit
von f; in x, d.h.

fi (@ +h)— fr(x) = Agh+o(h) fiir h — 0, (7.10)

wobei Aj eine 1 x n Matrix ist, d.h. ein Zeilenvektor. Sei A die m x n Matrix mit
k-ter Zeile Ay fiir k =1,...,m. Es folgt aus (7.10), dass

fx+h)—f(z)=Ah+o(h) fir h— 0,
woraus die totale Differenzierbarkeit von f in x folgt. m

Definition. Die Funktion f : Q) — R™ heif3t stetig partiell differenzierbar in €2, falls
sie in allen Punkten =z € () partiell differenzierbar und alle partielle Ableitungen
0; fr stetig in €2 sind.

Korollar 7.3 Jede stetig partiell differenzierbare in ) Funktion ist total differen-
zierbar in §Q.

Beweis. Folgt aus dem Satz 4.7 =
Bemerkung. Hiufig benutzt man die folgende einfachere Terminologie:

Differenzierbarkeit = totale Differenzierbarkeit

stetige Differenzierbarkeit = stetige partielle Differenzierbarkeit.

Die stetige Differenzierbarkeit ergibt somit die Differenzierbarkeit.



7.2. RECHENREGELN FUR TOTALE ABLEITUNG 107
7.2 Rechenregeln fiir totale Ableitung

7.2.1 Linearitit

Satz 7.4 (Linearitéit) Sind die Funktionen f,g : Q — R" total differenzierbar in
einem Punkt x € ), so ist auch thre lineare Kombination af + bg mit a,b € R total
differenzierbar in x und es gilt

(af +bg) (z) = af' (x) +bg' (z).
Beweis. Nach Definition gilt fiir h — 0

fx+h)=f(x)=f(x)h+o(h)

und

g@+h)—g(x) =g @)h+o(h).
Es folgt, dass die Funktion ' = af + bg erfiillt
F(x+h)—F(x)=(af' (x)+bg" (x))h+0(h)

woraus I (x) = af’ (z) + bg' (z) folgt. m

7.2.2 Kettenregel

Satz 7.5 (Kettenregel) Seien U C R" und V' C R™ offene Mengen. Sei eine Funk-
tion g : U — V differenzierbar in einem Punktx € U und f : V — R! differenzierbar
im Punkt g (z) € V. Dann ist die Komposition fog:U — R differenzierbar in x
und es qilt

(fog) (z)=[f"(g9(x)d (z).

Bemerken wir, dass

R ) g /9E) B

Somit ist das Produkt (=Komposition) f’ (g (x)) ¢’ (z) von den linearen Abbildung
wohldefiniert und ist eine lineare Abbildung von R™ nach R, genauso, wie die totale

Ableitung (f o g) (z).

Beweis. Wir haben
g(@+a)—g(x) =g (x)a+e(a),

wobei ¢ (a) = o(a) fir a — 0. Setzen wir v = ¢ (x) so dass
fw+b) = fv)=f(v)b+1(b),

wobei 1 (b) = o (b) fiir b — 0. Wihlen wir b so dass v +b = g (z + a), d.h.

b=g(z+a)—g(®) =g (@)atpla). (7.11)
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Es folgt, dass

fog(x+a)=fog(x) = [flv+b)—[(v)

Es bleibt zu zeigen, dass

f () p(a)+1(b) =o0(a) fiira— 0. (7.13)

Es gilt
1" ) ¢ (@)l < [[f" )¢ (@)l = o (llall)

so dass
' (v)¢(a) = o(a) fiir a— 0.

Es folgt aus ([7.11]), dass
16l < llg" (=) all + [l (@)l < llg" (@)l llall + e (@)l = O (lall),

und somit
19 ()]l = o([[bl]) = o (Olall) = o([lal])
woraus ¢ (b) = o (a) folgt. m

Korollar 7.6 Unter der Bedingungen des Satzes [7.5] gilt

820] Z 61)% 8x] (@), (7.14)

wobei v das Argument von [ bezeichnet.

Man schreibt auch

8 Zafk ng()‘

Beweis. Die Ableitung (f Og)k ist der (k,j)-Eintrag von der Jacobi-Matrix und
somit auch von (f o g)’ (nach dem Satz [7.1] . Da

(fog) (z)=f (v)g ()

wobei v = g (), so gilt fiir den (k, j)-Eintrag nach der Regel von Matrizenmultip-
likation

WDk (1) 0y = 3o 0 0,
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was zu beweisen war. B

Beispiel. Betrachten wir den Fall n = m = 2 und [ = 1. Bezeichnen wir die
Koordinaten in U C R? mit (x,y) und die Koordinaten in V' C R? mit (u,v) so dass

g=g(z,y)und f = f (u,v). Bezeichnen wir mit u, v auch die Komponenten von g,
d.h.

g(z,y) = (u(z,y),v(zr,y)).

Dann ergibt
O (f (u(z,y),v(z,y))) = (Ouf) (u(z,y),v(z,y) Osu(z,y)+(0uf) (u(z,y), v (z,y)) O (2,y)
und die &hnliche Identitét fir d, f. Kurz schreibt man:

Ouf = Ouf Outi + O f Duv,

So, die Regel ist wie folgt: um die Komposition f (u (x,y),v (x,y)) in x abzuleiten,
leitet man f beziiglich u bzw v ab, multipliziert die Ableitung mit d,u bzw d,v, und
danach addiert die zwei Produkte.

Z.B.sei f (u,v) =u’und g (z,y) = (22 + y,2y?) , so dass u = 22 +y und v = x>

und
2

fu)=(®+y)™ .
Wir erhalten

Ouf (u,v) = Ouf Opu+ O, f Opv

vu’ 122 + Inw uby?
2

= (2 +y) =1 20°y* +In (2° +y) (2* +y)™ o
und analog

Oy f (u,v) = Ouf Oyu+ 0pf Oyv
= (¥ +y) =yl zy? +1In (2% +y) (2% +y) = 2xy

Korollar 7.7 (Ableitung der inversen Funktion) Seien U C R" und V' C R" offene
Mengen. Sei g : U — V' eine bijektive Funktion die in einem Punkt x € U differen-
zierbar ist. Sei die inverse Funktion f = g~' im Punkt v = g (x) differenzierbar.
Dann es gilt

frw)y=4¢ )" (7.15)

Die beiden linearen Abbildung f’ (v) und ¢’ (x) sind von R™ nach R™ und somit
werden mit n x n Matrizen dargestellt. Dann ist f’ (v) die inverse Matrix von ¢’ (x).

Beweis. Die Komposition fog ist die identische Funktion I : U — U, d.h.I (z) = .
Dann gilt I’ (z) = Id wobei Id : R® — R" die identische Abbildung ist. Somit haben
wir nach der Kettenregel

Id=1I'(z)=(fog) (z)=f (v)g (z),
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woraus ([7.15) folgt. m

Beispiel. Betrachten wir die kartesische (z,y) Koordinaten in R?\ {0} als Funktio-
nen von den Polarkoordinaten (r,6), d.h.

(z,y) = (rcosf,rsinf) =: g (r,0).

Die totale Ableitung von F' existiert und stimmt mit der Jacobi-Matrix iiberein

g =J, = ( Orx Oy ) _ ( cosf) —rsinb )7 (7.16)

0,y Oyy sinfl  rcosf

da J, stetig beziiglich (r, ) ist. Sei h die inverse Abbildung von g, d.h. h ergibt die
Polarkoordinaten durch die kartesischen Koordinaten,

(r,0) = h(z,y).
Dann wir haben nach ([7.15)

W (g')_l _ ( cosf) —rsinb )_1

sinf rcosf

B cos 6 sinf '\ x/r  y/r
N —Ising Lcos )\ —y/r* x/r? )"
o Opr Oyr
0,0 0,0

O,r =

Andererseits gilt

woraus folgt

) ayT = % (717)
0,0 = —2L  960=2.

r2’ r2

Natiirlich erhilt man diese Identitéiten auch direct aus r = /22 + 2 and tanf =

y/x.
Sei f eine total differenzierbare Funktion von (z,y) einer offenen Teilmenge von

R?\ {0}. Einsetzen = und y als Funktionen von r,6 ergibt uns f als Funktion von
r,0. Mit Hilfe von (7.16|) erhalten wir

O f=0,(fog)=0,f0x+0,f0y =0,fcosf+0,fsinb

und

Opf = O0pfOpx + 0y fOpy = 1 (=0, f sinf + 0, f cos ).

Umgekehrt, ist f eine total differenzierbare Funktion von (r,6), so erhalten wir

mit Hilfe von (7.17)
0of = 0, fOur + Dp 0,0 = %arf - %aef

und

Of = 0,10, + 00f0,0 = 20,f + 500 .
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Zum Beispiel, fiir f = r*sin bf erhalten wir

Opf = ar®*sin bOZ — 1 cos b@% = r* ! (asinbf cos § — bcos bl sin )
r r

und

d,f = ar®*sin be% + b cos 69% =71 (asinbf sin 6 + b cos b cos 0)

7.3 Richtungsableitung und Mittelwertsatz

Definition. Sei f eine reellwertige Funktion auf einer offenen Menge ) C R”. Fiir
jedes x € 2 und fiir jeden Vektor v € R" definieren wir die Richtungsableitung

of L flette) = fv)  df (z+tw)
v @) = lim t T at |,

avf (33) =

wobei t eine reelle Variable ist.

Die partielle Ableitung 0, f ist ein spezieller Fall der Richtungsableitung. In der
Tat betrachten wir den Basisvektor

J
e; = (0,...,0,1,0,..,0)

wobei die Eins an der Position j steht. Dann gilt

ajf = aejfa
da
9, f = lmdEHte) = f@) _
J t—0 t
_ 1iI%f(:,ltl,...,a:j +t,...,txn) — f(x1, ., mp) _of

Satz 7.8 Ist f total differenzierbar in x dann fir jedes v € R"™ existiert die Rich-
tungsableitung 0, f (x) und es gilt

0 (2) = f (&) v =3 0,f (@) v,

Beweis. Es folgt aus der Definition von totaler Differenzierbarkeit, dass
flx+tv)—f(z)=f(z)(tv)+o(t) firt—0
Dividieren durch t ergibt
[z +tv) - f(x)
t

ouf =l
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Insbesondere sehen wir, dass die Abbildung v +— 0, f (z) linear ist, was aus der
Definition nicht offensichtlich ist.
Im néchsten Satz benutzen wir die Strecke [z, y| zwischen zwei Punkten z,y €
R", d.h.
[,y ={(1-t)x+ty:0<t<1}.

Satz 7.9 (Mittelwertsatz) Sei f eine reellwertige total differenzierbare Funktion auf
einer offenen Menge 2 C R™. Seien xz,y zwei Punkte in Q mit [z,y] C Q. Dann es
gibt einen Punkt £ € [x,y] mit

fly) = f@)=f()y—a).
Beweis. Setzen wir v = y — x und betrachten die Funktion
g(t)=f(x+tv) fur te0,1],

so dass ¢ (0) = f(z) und ¢ (1) = f(y). Die Funktion ¢ ist in [0, 1] differenzierbar
als Komposition von den Funktionen ¢ +— x + tv und f. Nach dem Mittelwertsatz
aus Analysis I gibt es ein s € [0, 1] mit

9(1)—g(0)=4'(s).

Setzen wir
E=x+sv=x+s(y—z)=(1—-s)z+sy,

so dass & € [z,y], und bemerken, dass

_df (§+tw) _df (z+(t+s)v)
Of(€) = —5— L 0 .

_df (z+7v) o

= T |79 (s)

Nach dem Satz [7.8 erhalten wir

fy)=f@)=9g1)=g(0)=g'(s) =0f (&) = [ (x)v=f(2) (y — 2),

was zu beweisen war. B

7.4 Partielle Ableitungen héherer Ordnung und
Satz von Schwarz

Seien ) C R" eine offene Menge und und f eine reellwertige Funktion auf 2. Ex-
istiert die partielle Ableitung 0, f in €2, so man kann diese Funktion weiter ableiten
und die partielle Ableitung 2-ter Ordnung betrachten:

0; (0;f) -
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Existiert diese Ableitung, so bezeichnet man sie mit 0;; f oder afaij' Fir i = j

schreibt man 0, f = ﬁ’;. If Fall i # j heifit a?f - die gemischte Ableitung.
Ox4 Ox;0x;

Analog kann man die partiellen Ableitungen héherer Ordnung betrachten wie
folgt

ok f
i1 gee- ik

Die Zahl k hier heifit die Ordnung der Ableitung. Die Ableitung der Ordnung 0 ist
die Funktion f selbst.

Satz 7.10 (Satz von Hermann Schwarz) Angenommen, dass die Funktion f : Q) —
R in Q die beiden partiellen Ableitungen 0;;f und 0;;f hat. Sind 0;;f und 0;;f in
einem Punkt x € Q stetig, so gilt 0;;f (x) = 0;; f (x).

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass * = 0 und
1 =1, j = 2. Im Beweis werden die Variablen x3, ..., x,, konstant sein. Somit kénnen
wir die Funktion f als eine Funktion nur von x, x5 betrachten, d.h. we kénnen auch
annehmen, dass n = 2. Bezeichnen wir die Koordinaten in R? mit (z,y).

Da die Funktion f = f (z,y) in der N#he von (0,0) definiert ist, so gibt es ein
€ > 0 so dass f im Quadrat

Q={(z,y) eR?*: |z| <e,|y| <&}

definiert ist. Betrachten wir im () die Funktion

F(:L‘,y) :f(xvy)_f(xvo)_f(()?y)—i_f(()?())

und beweisen die folgende Aussage: fiir jedes (x,y) € @ existieren s € [0, z] und
t € [0,y] mit
F (Iv y) - 821f (87 t) ry. (718)

Dafiir fixieren wir (z,y) € Q und betrachten die Funktion
p(s)=f(s,y) = f(s,0) fiir |s| <e,
so dass
F(z,y) = [f(zy) = f(2,0) = (f(0,y) - f(0,0))
= (@) —¢(0).

Nach Voraussetzung ist ¢ differenzierbar. Nach dem Mittelwertsatz existiert ein
s € [0, 2] mit

p(2) =@ (0) =¢ ()= (9f (s,9) — Ouf (s,0)) . (7.19)

Die Funktion
Y (t) =01f (s,t) fiir |t| <e

ist differenzierbar und somit existiert ein ¢ € [0, y| mit

U (y) =¥ (0) =9 () y = 01 f (s,1)
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d.h.
O f(s,y) = 01f (5,0) = O f (s,1) y. (7.20)

Einsetzen in ([7.19) ergibt
p(x) = @(0) = 0o f (s,1) zy,

woraus (7.18) folgt.

Analog beweist man die Existenz von 5 € [0, ] und ¢ € [0, y] mit

F(z,y) = Owf ('§,£> Y- (7.21)

Dafiir stellen wir F' wie folgt dar:

Flog) = (Flwy) = FO.9) = (f (,0) = £ 0,0)
= -0,

wobei

Dann existiert ein ¢ € [0, y] mit

Gy) =0 (0) = (D) y=(0of (x,7) —0af (0,1)) y = (B (x) — 3 (0)) v,

wobei
o (s) = 0aof (3,%) :

Nach dem Mittelwertsatz erhalten wir ein § € [0, z] mit

P(x) = 2(0)=F (3)z = ddef (5.1) .

woraus ([7.21)) folgt.
Beim Vergleichen von (7.18]) und (7.21)) erhalten wir fiir 2,y # 0, dass

aglf (S, t) = 812f (g,%) . (722)

Bemerken wir, dass die Variablen s, ¢, 3.t die Funktionen von z, y sind. Nach Kon-
struktion konvergieren s, ¢, s, t gegen 0 fiir x,y — 0. Da o1 f und 012 f in (0, 0) stetig
sind, so erhalten wir aus (|7.22)) fiir x,y — 0, dass

9211 (0,0) = 012/ (0,0),

was zu beweisen war. ®
Ohne die Voraussetzung von Stetigkeit kénnen Sie Ableitungen 0;;f und 0); f
verschieden sein, wie im néchsten Beispiel.

Beispiel. Betrachten wir die folgende Funktion in R?

2 2

f (@.y) :{ gy%’ Eﬁi;ig



7.4. PARTIELLE ABLEITUNGEN HOHERER ORDNUNG UND SATZ VON SCHWARZ115

und berechnen 015 f (0) und 0o f (0). Nach Definition gilt

D f (0,0,) = Orduf (0,0) = Jim 22/ (7:0) = 2/ (0,0),

x—0 €T

So, berechnen wir zuerst Oy f (z,0):

fley) = f(2,0) 2 -y

82f(x,0):gl/1£r(1) ; :zl;li%x:cz—i—y?:x'

Da auch 0, f (0,0) = 0, so erhalten wir
. -0
Analog haben wir
o flay) - fOy) 2ty

alf(oaw—}:l_{% . _iﬂ%nyijz =Y

und 5 5

y—0 Y y—=0 Yy

Definition. Eine Funktion f : £ — R heifit k-fach stetig differenzierbar falls alle
partielle Ableitungen von f der Ordnung < k existieren und stetig in €2 sind. Die
Menge von allen k-fach stetig differenzierbaren Funktionen auf Q wird mit C* (Q2)
bezeichnet. Insbesondere wird mit C'(2) = C° () die Menge von allen stetigen
Funktionen auf 2 bezeichnet.

Es ist klar aus der Definition, dass C* (Q) c C¥1(Q).

Korollar 7.11 Fiir jede Funktion f € C*(Q) ist der Wert von jeder partiellen
Ableitung der Ordnung < k unabhdngig von der Reihenfolge von Ableiten. D.h.,
fuir jede Folge iy, ...,1,, von m < k Indizes und fiir jede Permutation ji, ..., jm vON

il, ey Zm ngt 8zlsz = 8j1_,.,jmf.

Beweis. Nach dem Satz gilt folgendes: jede zwei nacheinander stehende Indizes
in der Folge i1, ...7,, , z.B. 7; und 7;,1, lassen sich vertauschen ohne den Wert von
O, ...i,, [ zu &ndern, da

8i1---ilil+1---imf = ail---iz—1 (aiza’izH) ail-s—z----imf
= 6)2'1~~i171 (aiurl iz) aiz+2~~.imf
= Oiyireripeim ] -

Da jede Permutation ji,..., j,, von iy, ...,1,, sich aus iy, ...,7, mit Hilfe von einer
Reihe von Vertauschen von nacheinander stehenden Indizes erhalten lisst, so gilt

ai1....imf = ajl----jmf u
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Fiir Funktionen f € C* () benutzen wir die folgende Notation fiir die partiellen
Ableitungen m-er Ordnung mit m < k:
o"f

0r{10xs?...0xon’

(7.23)

wobei a; + ... + a,, = m. Diese Notation bedeutet folgendes: man leitet f o mal in
1, (o mal in x3 usw. ab, d.h.
omf
=0 .
D2 052 .. Daon 1.12.2 . p.nf

aj ag an

Nach Korollar liéisst jede partielle Ableitung von f der Ordnung < k sich in der
Form ([7.23)) darstellen.

Definition. Jede Folge o = (a, ...., ;) von nichtnegativen ganzen Zahlen «ay heif3t
Multiindex von Dimension n. Die Menge von allen Multiindizes von Dimension n
wird mit [" bezeichnet. Fiir jeden Multiindex o € I" definieren wir die Ordnung
(Betrag) von a mit

la| = a1 + ... + .

Fiir jede Funktion f € C* () und fiir jeden Multiindex o € I" mit |a| < k definieren
wir die a-Ableitung von f mit

olel f

D*f = .
/ 0x ' 0xy?...0xon

Insbesondere D°f = f.
Es folgt aus dem Korollar [7.11} dass fiir jede Funktion f € C*(2) und fiir
beliebige Multiindizes «, 8 mit |a| + |8] < k gilt

D f =D (D"f). (7.24)

7.5 Taylorformel

Im néchsten Satz benutzen wir die folgende Notation: fiir jeden Multiindex o =
(v, ..., ) € I setzen wir
al == oql..ap!,

und fiir jeden Vektor h = (hy, ..., h,) € R"
h* == hit.. hom
(wobei hj" =1 fiir oy; = 0).

Hauptsatz 7.12 (Taylorformel mit der Restgliedform nach Peano) Sei Q eine of-
fene Teilmenge von R™. Fiir jede Funktion f € C*(Q) mit k > 0 und fiir jedes
x € Q gilt
Dof(2),, )
f(x+h)= Z T!(h + o (||n]|¥) fir h — o. (7.25)

{acI:|a|<k}
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Umgekehrt, gilt fiir reelle Koeffizienten c,
fl+n) = > ch®+o(|h]F) firh— o, (7.26)
{a€l”:|a|<k}

. D
so haben wir c, = (f,(m).

Nach der Offenheit von 2 liegt = + h fiir hinreichend klein ||A|| in €, so dass
f (z 4+ h) wohldefiniert ist.

Definition. Die Funktion
D« 1 |ex]
Ty (h) = Z Mh“ = Z 0 f (@) h{t...hom (7.27)

al gl ! 02 . .0z
{a€l™:|a|<k} {a€l™:|a|<k}

heilt Taylor-Polynom der Ordnung k von der Funktion f im Punkt z. Die aus-
fithrliche Notation fiir das Taylor-Polynom ist T} ¢ (h; x).

Es ist klar, dass T} (h) wirklich ein Polynom beziiglich der Variablen hq, ..., h,
ist und 7} (0) = f (x). Die Taylorformel lisst sich wie folgt umschreiben:
f(z+h) =T (h) 4 of||n]|*) fir h — 0. (7.28)

Somit ist T} (h) eine Approximation von f (x + h) fiir kleine Werte von h mit dem
Approximationsfehler o(||2[|*).
Die zweite Aussage des Satzes [7.12] bedeutet folgendes. Gilt

f(z+h) =P (h)+o(||n]|*) fiir h — 0 (7.29)

fiir ein Polynom P (h) = > c,h® von h des Grades < k, so ist P identisch gleich Ty.
Somit ist 7} das einzige Polynom des Grades < k, das ([7.29) erfiillt.
Seien n = 1 und 2 ein offenes Intervall. Dann ergibt (7.27))

a

F @) (o
Tk(h)zzf ,()ha

und wir erhalten die Taylorformel aus Analysis I:

f ()
!

. ho‘+o<|h|k> fiir b — 0.

fla+n)=>"

Sei n beliebig. Berechnen wir explizit T}, (h) fir k£ = 0,1,2,3. Fiir |a| = 0 gilt
a = (0,...,0) und somit

DUf ()0 _
und somit
To (h) = f (z) = const
Fiir |o| =1 gilt
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mit einziger 1 an einer Position ¢ und mit allen anderen Komponenten gleich 0.
Somit haben wir
Def (x)

SR = Oif () b

und

>

{a€l™:|a|=1}

) o N0 (2) hi = 0uf () by + o+ 00 f (2) b
=1

Es folgt, dass
Ty (h) = f(2)+ 0 f (@) hy+ ..+ 0nf (&) o = f () + f ()b

Fiir |a| = 2 gibt es zwei Moglichkeiten: entweder

mit 2 an einer Position ¢ oder

wobei 1 zweimal an den Positionen ¢ < j steht. Im ersten Fall haben wir

Do f (x)

Be — Oiif () h??
al 2
und im zweiten Fall Do f ()
o x o
a! h = (9ij (ZL’) hzhj

woraus folgt
DOtf (‘T) a a“f 2
Y. h Z h+28”f
|a|=2 i 1<j
Somit erhalten wir
a’L’L
Ty ( +Zaf h+z f hMZamf . (T.30)
1<j
Analog bestimmt man 73:
Dyii f (z) 0yij [ ()
Ty (h) =Ty (h)+ZThf’+; 2L p2hy 4 <Z<la”lf ) hihjhy. (7.31)
7 17£) <]

Beispiel. Betrachten wir den Fall n = 2 und x = 0. Dann bezeichnen wir die
Koordinaten in R? mit (z,y) statt (z1,72) und setzen h = (z,y). Es folgt aus
(7.30)), dass das Taylor-Polynom T3 in 0 ist wie folgt:

Ty (2,4) = £ (O) + 0uf (0)7 4+ 0, (0)y + 500 (0) 2 + 304, (097 + Do (0) v,
(7.32)
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und aus ([7.31)
1 3, 1 3, 1 2 1 2
T3 (v,y) =T ($ay)+éaxxmf (0)z +68yyyf 0)y +§amyf (0)x y+§a’ryyf (0) zy”.

Zum Beispiel, berechnen wir 75 und T3 in 0 fiir die Funktion f (x,y) = cos (z — y) .
Dafiir brauchen wir alle partielle Ableitungen 0, f, 0, f, Ousf, Ouyf, Oy f in 0. Wir
haben

0,f = —sin(x—y), 0,f=sin(z—y).
und
Opof = —cos(x —y), O =cos(z—y), Oyf=—cos(z—1y)
woraus folgt
und
Oy f (0,0) = 0,y f (0,0) = —1 und 0y, f (0,0) = 1.
Somit erhalten wir aus (7.32))

1 1
Ty (z,y) =1— §$2 — §y2 + xy. (7.33)
Da die dritten Ableitungen Ouuyf, Oyyyf, Opayfs Ouyyf gleich £ sin (z — y) sind und

somit in (0,0) verschwinden, so erhalten wir die gleiche Formel auch fiir T5:

1 1
T3 (z,y) =1— §x2 - §y2 + zy. (7.34)
Alternativ lassen sich 75 und T3 wie folgt bestimmen. Mit Hilfe von Taylorformel

fiir cosx und sinz aus Analysis 1 erhalten wir

cos(x —y) = cosxcosy+sinzsiny
2 2
_ (1_%+o(x3)) (1—%—1—0(?;3))+(:L‘+0(x2))(y+0(y2))
2 2
= 1= =S +ay+o(lhl).

woraus ([7.33) und [7.34) nach der Eindeutigkeit des Taylor-Polynoms folgen.

Beweis von dem Satz [7.12} Fixieren wir ein = € €, setzen
Ry (h) == f(x+h) = T; (h) (7.35)
und beweisen per Induktion nach k, dass
Ry (h) = o (||n]|*) fir b — 0 (7.36)
Induktionsanfang. Fiir £ = 0 wird
f(x+h)—f(z)=0(1) fir h — 0,

was nach der Stetigkeit von f gilt.
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Induktionsschritt von k£ — 1 nach k. Fixieren wir einen Index ¢ = 1,...,n und
bemerken, dass 9;f € C** ().

Behauptung. Das Taylor-Polynom der Ordnung k — 1 von 0;f ist gleich 0;T},, d.h.

Nach ([7.27)) haben wir
DS () 0
OTi(h)= ) T O (7.38)
{a€l™:|a|<k}

Im Fall o; = 0 héngt h* von h; nicht ab, woraus folgt 9;h“ = 0. Somit kénnen
wir annehmen, dass in der obigen Summe nur die Werte von o mit «; > 1 benutzt
werden. Bezeichnen wir

B8=1(0,..1,..,0). (7.39)

Dann ist o« — 8 ein Multiindex der Ordnung || — 1 und es gelten die Identitéten:
Oih® = 0; (RS ...k . .hem) = (R . 1L hSm) = ah® P,
al = aql ol = o (! (a4 — D) = a; (e — B)!,
Dof =D FDPf = D>Po,f.
Einsetzen in und Wechsel 7 = o — 8 ergeben:

Ty, (h) = Z w

) — Bl
{a€l™:|a|<k,a;>1} i (CY 5)

_ Z wm =Tr-1.0, (h),

|
{vel™:ly|<k—1} i

a;h* P (7.40)

was ((7.37) beweist.
Nach ((7.37)) und nach der Induktionsvoraussetzung fiir die Funktion 9; f € C*~1 (Q)

erhalten wir
(0:if) (x + h) = 0Ty (h) + o (||h]|*") fiir b — 0,
was dquivalent zu
;R (h) = o (||n]|*") fir h — 0 (7.41)

ist (bemerken wir, dass (0., f) (z + h) = Op, (f (x + h)) nach der Kettenregel).

Die Funktion Ry (h) ist in einer Kugel B (0,e) wohldefiniert und gehoért zur
Klasse C* (B (0,¢)). Da k > 1, so ist R}, differenzierbar in dieser Kugel. Nach dem
Mittelwertsatz [7.9) erhalten wir, dass fiir ein Punkt £ € [0, h]

Ry, (h) = R (h) = B (0) = R () h = 3 0:RRic (€) .
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Da [[£]| < ||h||, so erhalten wir aus

| Ry (h)] < Z 10iRi ()] 11l = o (IEI7) 1hlloe = o (IR]I*) ,
woraus ) folgt.

Jetzt beweisen wir die Eindeutigkeit des Taylor-Polynoms. Gilt ((7.26)), so setzen
wir

a!
und
Q(h)y=" > bh"
{a€l™:|a|<k}

so dass @ (h) ein Polynom von h des Grades < k ist. Es folgt aus and ([7.26),
dass
Q(h) =o (Hh”k) fiir k — oo (7.42)

Wir miissen beweisen, dass b, = 0 fiir alle o, was wir aus ([7.42)) gewinnen.
Zuerst zeigen wir, dass @ (h) = 0 fiir alle h € R". Setzen wir h = tv fiir v € R"
und ¢ € R und stellen @ (h) wie folgt dar:

Q)= Y ba(to)*= D bt ZQJ g,

{a€l":|a|<k} {a€l":|a|<k}

wobei @; (v) die Polynome von v sind. Fiir festes v und fiir ¢ — 0 erhalten wir aus

(7.42])
k
ZQJ (v)t/ = o (t") fiir t — 0.
=0

Da die linke Seite hier ein Polynom von t des Grades < k ist, so erhalten wir
nach der Taylor-Formel aus Analysis 1, dass alle Koeffizienten von diesem Polynom
verschwinden, d.h.

Q; (v) =0 fiir alle j =0, ...,k und fiir alle v € R",
woraus folgt
Q@ (h) = 0 fiir alle h € R". (7.43)

Beweisen wir jetzt per Induktion nach k, dass unter der Bedingung ((7.43) alle
Koeffizienten b, von @ verschwinden. Fiir k£ = 0 ist das offensichtlich, da @ (h) =
by = const . Fiir Induktionsschritt bemerken wir, dass analog zu (7.40)) und mit /3

aus ([7.39)
9Q (h) = > aibeh® = " W,
{a€l™:|a|<k,a;>1} {yeln:|y|<k-1}

wobei v = a — 8 und b, = a;b,. Da 9;Q (h) = 0 und 9;Q ein Polynom des Grades
< k — 1 ist, so erhalten wir nach der Induktionsvoraussetzung, dass 0., = 0 fiir alle
v, woraus folgt, dass b, = 0 fiir alle & mit a; > 1. Da ¢ beliebig ist, so erhalten wir
bo = 0 fiir alle a # 0. Fiir o = 0 gilt by = @ (0) = 0 auch. Somit sind alle b,, gleich
0, was zu beweisen war. ®
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7.6 Lokale Extrema

Wir benutzen hier die Taylorformel um lokale Extrema von Funktionen in R™ zu
bestimmen. Sei (2 eine offene Teilmenge von R™.

Definition. Eine Funktion f : 2 — R hat in einem Punkt x € Q lokales Maximum
falls es eine Kugel B (z,7) C Q gibt wo f (z) der maximale Wert von f ist, d.h.

f(x) > f(y) firalley € B(z,7).

Der Punkt x heifit die lokale Maximumstelle von f. Analog definiert man lokale Min-
imumstelle. Der Punkt x heiflt lokale Extremumstelle von f, falls x lokale Maximum-
oder Minimumstelle ist.

In diesem Abschnitt besprechen wir die notwendigen und hinreichenden Bedin-
gungen fiir lokale Extrema. Wir fangen mit der Verallgemeinerung des Satzes von
Fermat.

Satz 7.13 Sei x € M eine lokale Extremumstelle von f in ). Ist f in x differen-
zierbar, so gilt f' (xz) = 0.

Die Bedingung f’ (z) = 0 ist dquivalent zu 01 f (z) = 0o f () = ... = O,.f () = 0.
Beweis. Fixieren wir ein A € R” und betrachten die folgende Funktion ¢ (¢) von
reeller Variable t:

o (t) = f (w+th).

Diese Funktion ist in einem Intervall um 0 definiert und hat in 0 eine lokale Ex-
tremumstelle. Da ¢ in 0 differenzierbar, so erhalten wir nach dem Satz von Fermat,
dass ¢’ (0) = 0. Da ¢’ (0) = f'(x) h, so folgt f'(xz)h = 0 fiir alle h € R™, woraus
folgt f' () =0. m

Sei f in € differenzierbar. Die Punkte x € Q wo f’(z) = 0 heiflen die kritischen
Punkten von f. Um die lokalen Extremumstellen von f zu bestimmen, soll man

zuerst alle kritischen Punkten finden und danach jeden kritischen Punkt weiter zu
untersuchen.

Beispiel. Betrachten wir die Funktion f(x,y) = sinzcosy in Q = (—m,7) X
(—m,m). Da
Opf =coszcosy und O,f = —sinxsiny,

so erfiillen die kritischen Punkte das System

cosxcosy = 0
sinzsiny = 0,

d.h. entweder cosz = 0 und siny = 0 oder cosy = 0 und sinx = 0. Somit erhalten
wir die folgenden kritischen Punkte:

(30) (-5:9)-(03) (0-3)-

Wie wir spéter sehen, zwei davon sind wirklich die lokalen Extremumstellen und die
anderen zwei sind nicht.
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In Analysis 1 wird die hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema mit Hilfe von
zweiter Ableitung gegeben.

Definition. Fiir jede Funktion f € C? (Q) definieren wir die totale zweite Ableitung
f" (z) als die folgende n x n Matrix:

onf(x) Ownf(x) ... Ouf(v)
(@) = @i @) = O f(x) Onf(x) ... Onmf(x)
Ouf (&) Oaf (x) .. Ounf ()
Diese Matrix heifit auch die Hesse-Matriz von f.

Nach dem Satz gilt 0;; f = 0;;f so dass die Hesse-Matrix symmetrisch ist.
Jede symmetrische n x n Matrix A = (a;;) mit reellen Eintréigen bestimmt eine
Bilinearform

Q (u,v) = 2": ;Ui V;

3,7=1

wobei u,v € R", und die entsprechende quadratische Form
Q(u) = Q (u,u) = Z ;U
ij=1

als Funktion von v € R".
Im Fall A = f”(z) heifit die Bilinearform @ von f” (z) das zweite Differential
von f und wird mit d?f (z) bezeichnet, d.h.

d’f (x) (u,v) = Z 0ii f (z) w;v;.
ij=1
Nach Aufgabe 109 gilt die folgende Identitiit
& f (z) (u,v) = 3, (Ouf) (x)

fiir alle u,v € R", was als eine dquivalente Definition von d?f (x) betrachtet werden
kann.

Definition. Eine symmetrische n x n Matrix A (und ihre quadratische Form @)
heif3t

e positiv semidefinit falls Q (u) > 0 fiir alle v € R™; in diesem Fall schreiben wir
A >0;

e positive definit falls @ (u) > 0 fiir alle u # 0; Schreibweise A > 0;
e negativ semidefinit falls @ (u) < 0 fiir alle u € R™; Schreibweise A < 0;
e negativ definit falls @ (u) < 0 fiir alle u # 0; Schreibweise A < 0;

e indefinit falls @ (u) positive und negative Werte annimmt.



124 CHAPTER 7. DIFFERENTIALRECHNUNG IN RY

Bemerken wir, dass () (0) = 0. Somit ist 0 eine Minimumstelle von () genau dann,
wenn ) (u) > 0 fiir alle u > 0, d.h. wenn A > 0. Analog ist 0 eine Maximumstelle
von () genau dann, wenn A < 0.

Beispiel. Die identische Matrix A = id erzeugt die quadratische Form @ (u) =
u? + ... +u2, die offensichtlich positiv definit ist, so dass id > 0. Offensichtlich ist 0
eine Minimumstelle von Q).

Im Fall n = 2 betrachten wir die Matrix A = ( 01 > deren quadratische Form

10
ist

Q (u) = a11u} + arurts + azrusty + asous = 2uius.
Da @ (u) positive und negative Werte annimmt, so ist A in diesem Fall indefinit,
und 0 ist keine Extremumstelle.

Satz 7.14 Seien Q C R" eine offene Menge und f eine Funktion von C? (). Sei
x ein kritischer Punkt von f, d.h. f'(z) = 0.

(a) (Notwendige Bedingung fiir lokales Extremum) Ist = eine lokale Mazimum-
stelle von f, so gilt f"(x) < 0. Ist x eine lokale Minimumstelle von f so gilt
7 (2) > 0.

(b) (Hinreichende Bedingung fiir lokales Extremum) Gilt f” () < 0 so ist x eine
lokale Mazimumstelle von x. Gilt f” (x) > 0 so ist x eine lokale Minimumstelle von

7.

Als eine Folgerung von (a) erhalten wir folgendes: ist f” (x) indefinit so ist z
keine Extremumstelle.

Beweis. Nach ((7.30) haben wir fiir das Taylor-Polynom von f in z

ONNIERS SUTTIIES Sl LI R S NI

1<i<j<n

= F@ YA @it 5 S 0 (x) hiby
=1

= F@) 4P @t Q).

wobei ) die quadratische Form der Hesse-Matrix f” (x) ist. Da f'(x) = 0, so
erhalten wir nach der Taylorformel

fx+h)—f(z)= %Q (h) + o (||A]]?) fiir h — 0. (7.44)

(a) Sei x eine lokale Minimumstelle. Beweisen wir, dass f” (z) > 0d.h. @ (h) >0
fir alle h € R". Ersetzen wir in (7.44) h mit th fiir t € R und erhalten

f(:t—i—th)—f(x):%Q(h)t2+o(t2) fiir t — 0.

Da z eine lokale Minimumstelle ist, so gilt f (x + th) > f (x) fiir hinreichend kleinen
Werte von t, woraus folgt

%Q (h)t* + o (t*) > 0.
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Dividieren mit ¢? ergibt fiir t — 0, dass @ (h) > 0, was zu beweisen war.
Analog beweist man f” (z) < 0 im Fall wenn z eine lokale Maximumstelle ist.
(b) Sei f"(x) >0, d.h. @ (h) > 0 fiir alle h € R™\ {0}. Beweisen, wir, dass

fle+h)> [f(x)

fiir alle h # 0, vorausgesetzt, dass ||h|| hinreichend klein ist. Nach (7.44]) reicht es
zu beweisen, dass fiir solche Werte von h

SQ ) +o () > 0.

Die Funktion @ (h) ist offensichtlich stetig auf R", da @ eine lineare Kombination
von stetigen Funktionen h;h; ist. Betrachten wir die Menge

S={heR": |h| =1}

(die der Rand der Kugel B (0,1) ist). Die Menge S ist offensichtlich beschrinkt
(da S C B(0,2)) und abgeschlossen, da S das Urbild von {1} unter der stetigen
Abbildung h +— ||h|| ist. Nach dem Extremwertsatz (Korollar besitzt die
Funktion @ (h) ein Minimum auf S. Sei m = ming Q.

Da Q|s > 0, so gilt m > 0. Fiir jedes h # 0 gilt 2= € S, woraus folgt

Al
h
Q (W) > m,

Q(h) = m|Al*.

und somit

Andererseits fiir jedes € > 0 gilt

o (I1R11%)| < e lIAl1*,

vorausgesetzt, dass ||k hinreichend klein ist. Wihlen wir ¢ < m, z.B. ¢ = m,

und erhalten, dass fiir alle A # 0 mit hinreichend kleiner Norm ||A|| gilt

30+ o (1) = (3m—<) 1 >0,

was zu beweisen war. Analog beweist man, dass im Fall f” (z) < 0 der Punkt « eine
Maximumstelle ist. m

Beispiel. Betrachten wir wieder die Funktion f (z,y) = sinzcosy in 2 = (—m, ) X
(—m, m). Wir wissen schon, dass diese Funktion vier kritische Punkte hat:

(30) (-5:9)-(03) (0-3)-

Bereichen wir die Hesse-Matrix von f:

£ (2) = ( Owaf Ouyf ) _ < —sinzcosy —cosxsiny )

Oyaf Oyyf —cosxsiny —sinzcosy
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Daraus folgt:

y, T (-1 0
so dass (g, ()) eine lokale Maximumstelle ist;
s 10

" .
f (_570) - 0 1 >07

s

so dass (——, 0) eine lokale Minimumstelle ist;

(53 mrap=(2 )

sind indefinit, so dass weder (O, —) noch (0, —g) lokale Extremumstelle ist.
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Die Funktion f (x,y) = sinz cosy

n
i7

Bemerkung. Die Definitheit von einer symmetrischen Matrix A = (a;;) =1 lésst
sich mit Hilfe von Eigenwerten wie folgt bestimmen. Da A symmetrisch ist, so sind
alle Eigenwerte Aq, ..., \,, von A reell. Die quadratische Form @ (u) von A ldsst sich
mit Hilfe von einer linearen Transformation v = v (u) zur Diagonalform fiihren:

Q (u) = \Mvi + ... + A2
Somit erhalten wir die dquivalenten Bedingungen:

1. A>0<alle \; >0
2. A>0 < alle); >0
3. A<0 s alle \; <0

4. A<0 & alle)\; <0
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5. A ist indefinite < es gibt ¢, 7 mit A\; > 0 und \; < 0.

Im Fall n = 2 die Vorzeichen von A; und A\, lassen sich leicht bestimmen ohne
die Werte von Ay und Ay zu berechnen. Es ist bekannt, dass

)\1 + )\2 = SpurA = ay1 + ass

)\1/\2 = detA = a11099 — CL%Q.

Im Fall det A < 0 folgt es, dass die Eigenwerte verschiedene Vorzeichen haben und
somit ist die Matrix A indefinit. Im Fall det A > 0 und SpurA > 0 sind die
Eigenwerte positiv und somit A > 0. Im Fall det A > 0 und Spur A < 0 sind die
Eigenwerte negativ und somit A < 0.

Es gibt auch andere Methoden um die Definitheit von A zu bestimmen. Zum
Beispiel, das Sylvester-Kriterium besagt folgendes: A > 0 genau dann, wenn alle
fiithrenden Hauptminoren von A positiv sind, d.h. fiir alle 1 < k < n,

det (CLij)k >0

i,j=1 ’

7.7 Satz von der impliziten Funktion

Betrachten wir das folgende Problem: gegeben sei eine Funktion F'(z,y) von zwei
reellen Variablen, man bestimme y als Funktion von x aus der Gleichung F' (z,y) =
0. Gibt es eine Funktion f (z) so dass

F(r,y)=0&y=f(z), (7.45)

so sagt man, dass die Funktion f(z) durch die Gleichung F (z,y) = 0 implizit
definiert wird. H#ufig wird der Begriff “implizite Funktion” benutzt, was bedeutet
nicht anderes als “implizit definierte Funktion”.

Betrachten wir die Menge

M={(z,y) eR*: F(z,y) =0}.

Die Existenz von der impliziten Funktion f ist dann &quivalent zur Bedingung, dass
M der Graph einer Funktion ist.

Beispiel. Die Menge von Punkten (z,y) € R? die die Gleichung
>+t =1 (7.46)

erfiillen, ist ein Kreis. Der Kreis ist kein Graph, aber besteht aus zwei Graphen von
den Funktionen y = /1 — 22 auf © € [—1,1]. Diese Funktionen werden implizit
von der Gleichung im Bereichen {y > 0} bzw {y < 0} definiert.

Betrachten wir noch eine andere Gleichung;:

x+cosr+y+5siny =0, (7.47)

die sich nicht explizit l6sen léisst.
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Die Menge von Punkten (z,y), die (7.47) erfiillen

Die Menge von Punkten (z,y) € R? die erfiillen, ist eine Kurve, die sich
in mehreren Graphen teilen ldsst, und zwar zwischen den Wendepunkten. Somit
gibt es mehrere impliziten Funktionen, die von definiert werden, abhingig
von dem Definitionsbereich von (7.47).

Betrachten wir jetzt eine allgemeinere Situation when x ein Punkt in R™ ist und
y ein Punkt in R™. Wir betrachten das Paar (x,y) als Element von R"*" mit den
Komponenten
(X1, ey Ty Y1y oony Yrm) -

Sei Q) eine offene Teilmenge von R™ wo eine Funktion F' : Q — R™ definiert ist.
Wir méchten die Gleichung F' (z,y) = 0 beziiglich y losen und somit eine Funktion
y = f (x) erhalten. Diese Gleichung sieht ausfiihrlich so aus:

Fl ('Ilv s Ty Y1, ﬂym) =0
F2 (xly cy Ty Y1, 7ym) =0

Fo (1, s Ty Y1y ooy Ym) = 0

wobei Fi, ..., F},, die Komponenten von F' sind. Das ist ein System von m skalaren
Gleichungen mit m Unbekannten vy, ..., y,,, und mit n Parametern z, ..., x,,. Solches
System kann sehr kompliziert sein, aber wir formulieren unterhalb die einfachen
Bedingungen, die mindestens lokale Losbarkeit garantieren.

Beispiel. Betrachten wir ein Beispiel, wo F' eine lineare Abbildung beziiglich y ist,
d.h.

F(z,y) = A(z)y + B(z),
wobei A (z) eine m X m von z abhingige Matrix ist und B (x) € R™. Die Gleichung
F (x,y) = 0 ist ein lineares System

A(x)y+ B(x) =0,

das genau dann losbar ist, wenn die Matrix A (z) invertierbar ist. In diesem Fall
erhalten wir

y=—A"1(z)B(z).



7.7. SATZ VON DER IMPLIZITEN FUNKTION 129

Sei die Funktion F' : Q — R™ differenzierbar. Die Jacobi-Matrix von F' lisst
sich wie folgt darstellen

OnFy . O F 0,F .. 0,.F
Je=| .. . . . | =(@F|9,F), (748
0p Fro o 0. Fr 0, Fm ... 0y, Fn

wobei 0, F die Jacobi-Matrix von F' beziiglich z ist und 0, F" die Jacobi-Matrix von
F beziiglich y ist. Es ist klar, dass 0, F eine m x n Matrix ist und J,F eine m x m
Matrix. Insbesondere ist 0, F eine quadratische Matrix.

Zum Beispiel, im Fall F = A (z)y + B (x) haben wir 0,F (z,y) = A (z). Somit
ist in diesem Fall die Losbarkeit der Gleichung F' (z,y) = 0 dquivalent zur Invertier-
barkeit der Matrix 0, F.

Definition. Let € eine offene Teilmenge von R¥. Eine Funktion f : Q — R™ heifit
I-fach stetig differenzierbar falls alle partielle Ableitungen D f; der Ordnung || <1
von allen Komponenten f; existieren und stetig in €2 sind. Die Menge von allen [-fach
stetig differenzierbaren Funktionen f : Q — R™ wird mit C! (2, R™) bezeichnet.

Hiufig schreibt man kurz f € C! statt f € C'(2,R™) und sagt, dass f eine
Funktion der Klasse C! ist.

Hauptsatz 7.15 (Der Satz von der impliziten Funktion) Seien € eine offene Menge
in R"™™ und F eine Funktion der Klasse C'(Q,R™) mit I > 1. Gelten fiir einen
Punkt (a,b) € Q die Bedingungen

F(a,b) =0 und 0,F (a,b) ist invertierbar, (7.49)

so existieren offene Mengen U C R" und V C R™ mita € U, be V, U xV C Q,
und eine Funktion f:U — V mit

F(z,y)=0 & y=f(x) sofernxecUyeV. (7.50)

Dariiber hinaus ist f von der Klasse C'(U,R™) und es gilt fiir alle v € U die
Identitat

f'(x) == (0,F)" 0, F (x, f (x)) (7.51)
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yerrd

! L

(a.b)

N F(xy)=0 & y=1(x

L

XeR"
Bild zum Satz [T.15]
Betrachten wir die Mengen
M ={(z,y) € Q: F(z,y) = 0}
und
N={(z,y) € Q:det 9, F (z,y) = 0}.

Die Bedingung bedeutet, dass (a,b) € M \ N. Die Existenz von f mit
bedeutet, dass die Menge M in der Néhe von (a,b) (ndmlich in U x V) der Graph
einer Funktion ist. Somit lésst sich der Satz [7.15] wie folgt kurz umformulieren: in
der Nihe von jedem Punkt (a,b) € M \ N ist die Menge M ein Graph. Oder noch
kiirzer: die Menge M \ N ist lokal ein Graph. Das Wort “lokal” bedeutet genau "in
der Nihe von jedem Punkt”, und “ein Graph” bedeutet “der Graph einer Funktion
von x”.

Beispiel. Betrachten wir wieder die Funktion ([7.47)), d.h.
F(z,y) =x+cosx+y+ 5siny

mit z,y € R. Wir haben
OyF' =14 5cosy.

Betrachten wir die Mengen M und N wie oberhalb, d.h.

M ={(z,y) e R*:x+cosz+y+5siny =0}

{
{

und

1
(z,y) € R* : cosy = —g}

1
(z,y) € R? : y = + arccos (—5> + 27k, ke Z} :
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Die Mengen M und N

Am obigen Bild M ist die Kurve und N ist die Vereinigung von waagerechten Ger-
aden. Der Schnitt M NN besteht aus allen Wendepunkten der Kurve M. Die Menge
M auflerhalb des Schnittes ist lokal der Graph einer Funktion y = f ().

Sei y = f (z) eine implizit von F (z,y) = 0 gegebene Funktion. Es folgt aus

(7.51), dass

, 0. F 1 —sinz 1 —sinx
f<x):_8F:_1+5 " 1+5cosf(z)
5 cosy 1+ 5cos f (2)
Obwohl die Funktion f (z) nicht explizit bekannt ist, die Formel (7.51)) ergibt die
Ableitung f’ (z) explizit durch z und f (z).

Bemerkung. Die Formel ((7.51)) ldsst sich leicht gewinnen, vorausgesetzt, dass die
implizite Funktion y = f (z) existiert und differenzierbar ist. Dann erfiillen sie fiir
alle z € U die Gleichung

F (o, f (1)) =0
Ableiten von der Funktion g (z) = F (z, f (z)) ergibt nach der Kettenregel

Id
/' (x)

woraus die folgende Identitéit in U folgt

Id

/@) =F ) ( oo

) _ (O.F | 8,F) ( ) — 0,F + (0,F) ' (x),

0:F + (0, F) f' () = 0,
und somit auch ((7.51)).
Dieser Argument gilt als Beweis von ([7.51)) nur dann, wenn die Differenzierbarkeit

von f schon bekannt ist. Allerdings im Beweis des Satzes werden wir die
Differenzierbarkeit von f zusammen mit (7.51]) erhalten, aber nicht zuvor.

7.8 Satz von der inversen Funktion

Hauptsatz 7.16 (Satz von der inversen Funktion) Seien W' eine offene Teilmenge
von R™ und f eine Funktion der Klasse C'(W,R™) mit | > 1. Ist f'(p) in einem
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Punkt p € W invertierbar, so existieren offene Teilmengen U und V' von R", so dass
peUcCW, f(p) €V, und f|y eine Bijektion von U nach V ist; insbesondere ist
die inverse Funktion f=' : V — U wohldefiniert. Dariiber hinaus liegt =% in der
Klasse C' (V,R") und es gilt

() ) =(f (=) (7.52)

fiir alley € V und x = f~* (y).

f
—
f-l
W -

»
L

v

Bild zum Satz [T.16]

Eine kurze Umformulierung des Satzes in der Nihe von jedem Punkt p, wo
die Matrix f’ (p) invertierbar ist, ist auch die Funktion f invertierbar. Betrachten
wir die Menge

Wo={peW:detf (p)=0}.

Dann in W\ W, ist f lokal invertierbar.

Bemerkung. Sei f : I — R eine Funktion der Klasse C! auf einem Intervall I C R
mit f'(x) # 0 fiir alle x € R. Zeigen wir, dass die inverse Funktion f~! existiert auf
ganzem Bild J = f(I). Da f’ stetig ist, so gilt nach dem Zwischenwertsatz, dass
entweder [’ (z) > 0 fiir alle x € I oder f’ (z) < 0 fiir alle z € I. Dann erhalten wir
nach dem Satz von den inversen Funktion aus Analysis 1 (Satz 3.27): f~! existiert
auf J, ist differenzierbar, und

1
f'(x)
fir alley € J und x = f~! (y) . Der Satz ergibt auch die Existenz von f~! aber

nur lokal, in einer Umgebung von einem Punkt p. Fiir globale Existenz von f~! in
Dimension n > 2 benotigt man zuséitzliche Bedingung, die wir hier nicht angeben.

(F Y ()

Beispiel. Betrachten wir die Funktion f : R? — R? wie folgt:

fx,y) = (ZL‘2 — 2, ny) ) (7.53)

Die totale Ableitung

e =dwn = (o o0 )= (5 )
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ist genau dann invertierbar, wenn det [’ (z,y) = 4(2* + y*) # 0 d.h. fiir (x,y) # 0.
Setzen wir W = R? \ {0} und erhalten nach dem Satz [7.16] dass f in W lokal
invertierbar.

Mit Hilfe von der komplexen Variable z = x + iy konnen wir die Funktion ([7.53])
wie folgt darstellen: f(z) = 22. Jede komplexe Zahl w € W hat genau zwei Werte
von y/w, d.h. es gibt zwei Werte von z mit f (z) = w. Es folgt, dass das Bild f (W)
gleich W, aber die Funktion f : W — W nicht injektiv ist und somit nicht (global)
invertierbar ist.

Beweis. Setzen wir

so dass die Gleichung y = f (x) dquivalent zu
F(z,y)=0

ist. Die Funktion F'(z,y) ist fiir alle (z,y) € 2 := W x R" definiert und nimmt die
Werte in R” an. Offensichtlich haben wir F' € C' (Q,R").

Mit Hilfe von dem Satz von der impliziten Funktion (Satz losen wir die
Gleichung F' (z,y) = 0 beziiglich  und somit erhalten z als Funktion von y. Dafiir
brauchen wir die Invertierbarkeit von 0, F in einem Punkt. Offensichtlich haben wir

0 F (z,y) = —f ().

Da f’(p) invertierbar, so erhalten wir, dass 0,F (p, f (p)) invertierbar. Da auch
F(p, f(p)) = 0, so erhalten wir nach dem Satz folgendes: es gibt die Umge-
bungen U C W von p und V' C R" von f (p) und eine Funktion g : V' — U von der
Klasse C! mit

F(r,y)=0&z=g(y) firallexz € U und y €V,

d.h.
y=f(z)ex=g(y) firallex € U und y € V. (7.54)
R4 |
 Q=WXR" :
ybt o) !
@} (P/E)
'R s
E U W E >
x=g(y) P R"

Funktion g : V — U
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Weiter bestimmen wir fo g und go f. Fiir jedes y € V setzen wir x = g (y). Da

x € U, so erhalten aus (7.54) f (g (y)) = f (x) =y, d.h.
fog=1Idv. (7.55)

Allerdings go f ist nicht unbedingt gleich Idy . Fiir jedes € U setzen wir y = f ().
Es ist uns nicht gegeben, dass f(z) € V. Im Fall f(z) € V gilt y € V und wir

erhalten aus ([7.54)), dass
g(f(x)) == firallex € Umit f(x)eV.

Die zusitzliche Bedingung f (z) € V ist dquivalent zu z € f~1 (V) wobei f~! hier
die Urbildabbildung ist. Somit erhalten wir

g(f(@) ==z firallex c UN f (V) =:U,. (7.56)

Da f stetig ist, so ist die Menge f~! (V) offen und somit ist Uy auch offen. Wir
haben auch p € Uy dap € U und f (p) € V.

Bemerken wir, dass das Bild von ¢ in Uy liegt da nach flg(V) =V,
woraus folgt g (V) C f~1 (V) und somit g (V) C f~(V)NU = U,. Es folgt, dass
die Bedingung auch fiir Uy anstatt U gilt. Dann erhalten wir aus

gof:IdUm

was zusammen mit ([7.55]) ergibt, dass g : V' — U die inverse Funktion von f : Uy —
V ist. Es bleibt nur Uy in U umbenennen.

Um zu beweisen, leiten wir die Identitit f o g = Idy ab. Nach der
Kettenregel gilt fiir jedes y € V

id=(fog) =f(2)¢ (v),

wobei z = g (y) = f~1 (y), was ¢/ (y) = f' ()" ergibt. m

7.9 Beweis von dem Satz von der impliziten Funk-
tion

Beweis von dem Satz Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir
an, dass a = 0 in R” und b = 0 in R™. In den Vektorriumen R™, R™, R"*™ wihlen
wir die co-Norm. Da F' in 0 differenzierbar ist und F' (0) = 0, so haben wir

F(h)=F (0)h+¢(h), (7.57)
wobei die Funktion ¢ : 2 — R™ erfiillt
¢ (h) = o(|[h]]) fir b — 0.
We behaupten, dass

e CHOR™), ¢(0)=0, ¢ (0)=0. (7.58)
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In der Tat, es folgt aus , dass
p (h) = F (h) = F'(0) h,
woraus die ersten zwei Eigenschaften in folgen. Da
' (h) = F'(h) — F'(0)

so erhalten wir auch ¢’ (0) = 0.
Da h € R™™ so bezeichnen wir h = (x,y) mit z € R” und y € R™. Setzen wir

A=0,F(0) und B=0,F(0).
Dann gilt
F'(0)=(A| B)
und
F'(0)h = (A| B) <‘;) — Az + By.
Somit erhalten wir aus (7.57))
F(z,y) =Ax+ By + ¢ (z,y). (7.59)
Die Gleichung F' (z,y) = 0 ldsst sich wie folgt umschreiben:
Az + By + ¢ (z,y) = 0.
Da die Matrix B invertierbar ist, so ist diese Gleichung dquivalent zu
y=-B" (Az+ ¢ (z,y)).

Setzen wir

G (z,y) = B (Ax + ¢ (2,y)) (7.60)

und erhalten die folgende Aquivalenz:
F(r,y)=0&y=G(xy).

Die weitere Idee von Beweis ist, dass die Abbildung y — G (z,y) fiir jedes z
in der Nidhe von 0 in R" eine Kontraktionsabbildung in der N#he von 0 in R™
ist. Nach dem Fixpunktsatz von Banach konnen wir daraus beschlieflen, dass diese
Abbildung einen Fixpunkt hat, dass heifit, die Gleichung y = G (x,y) beziiglich y
losbar ist, was y als eine Funktion von z liefert. Um diese Idee rigoros zu machen,
wir miissen den Definitionsbereich der Abbildung y — G (z,y) bestimmen, wo diese
Abbildung eine Selbstabbildung und auch eine Kontraktion ist. Dariiber hinaus soll
der Definitionsbereich ein vollsténdiger metrischer Raum sein.

Die Funktion G (x,y) erfiillt die folgenden Eigenschaften:

GeCH(QR™), G(0)=0, 9,G(0)=0,

die trivial aus (7.58) und (7.60) folgen. Wéhlen wir hinreichend kleine positive

Konstanten ¢ und ¢ aus den folgenden Bedingungen (i)-(i77).
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(i) Da alle partielle Ableitungen 0,,G; stetig sind und in 0 verschwinden, so gilt
fiir hinreichend kleines € > 0 die Eigenschaft:

1
Ve e R",Vy € R™" mit ||z]| <e¢, |ly|| <e gilt (z,y) € Qund |0,,G; (z,y)| < -
m

(7.61)
fiir alle 1, j.

(i7) Dadet 0, F stetigist und det 9, F (0) # 0 nach der Invertierbarkeit von 9, F (0),
so gilt fiir hinreichend kleines ¢ auch die folgende Eigenschaft:

Ve e R" Vy € R™ mit ||lz|| <e, |ly|| <e ist O, F (z,y) invertierbar. (7.62)

(77i) Da die Funktion z +— G (x,0) stetig ist und G (0,0) = 0, so existiert fiir jedes
e > 0 (insbesondere fiir ¢ wie in ([7.61]) und (7.62))) ein 6 € (0, €] mit

Vo € R™ mit [[z| <4 gilt |G (2,0)] < %5. (7.63)
Da 4 < € so liegt der Punkt (z,0) in 2 und somit ist G (z,0) wohldefiniert.
Bezeichnen wir mit U und V' die folgenden Kugeln
U={z eR":[lzf| <o}, V={y eR™: [lyl| <&}
und betrachten auch die abgeschlossenen Kugeln
U={zeR": |z <d}, V={yeR": |yl <e}.

Nach der Wahl von ¢ und § gilt U x V C €. Der weitere Beweis wird schrittweise
durchgefiihrt.

Schritt 1. Zeigen wir, dass fiir alle x € U und y,y € V gilt

/ ]‘ /
16 (2. y) = G (@) < 5 ly =yl (7.64)

Nach dem Mittelwertsatz erhalten wir fiir jede Komponente G; of G und fiir ein
¢ €[y y], dass

G (z,y) = Gj (z,9)] = 10,G; (z.€) (y —¢/)

- ! ]‘ !
= D>20,G (@) (wi— )| < smlly =yl
=1

= 2m

woraus ((7.64)) folgt. Hier haben wir (7.61)) benutzt, was die Konstante 5 in (7.61)
erklart.

Schritt 2. Zeigen wir, dass fiir allex € U und y € V gilt G (x,y) € V.
We erhalten mit Hilfe von (7.64]) und ((7.63)

1 1
IG (@, 9)]| 116 (2,9) = G (2,0)]| + G (. 0)]| < 5 lyll + 3¢ <.

Schritt 3. Beweisen wir, dass es eine Funktion f : U — V gibt, so dass

y=f(z) e F(r,y)=0 firalex €U undy € V. (7.65)
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A
yERm e e
o
V
U »
XeR"
F(xy)=0 & y=f()
Funktion f

Fiir jedes € U betrachten wir die Selbstabbildung von V'
Voy—G(z,y) eV,

die nach Schritt 2 wohldefiniert ist. Die Menge V ist eine abgeschlossene Teilmenge
von R™ und somit ist ein vollstédndiger metrischer Raum (siehe Aufgaben). Nach
ist diese Abbildung eine Kontraktion. Nach dem Fixpunktsatz von Banach
(Satz gibt es genau einen Fixpunkt dieser Abbildung, den wir mit f (z) beze-
ichnen. Diese Funktion ist fiir jedes € U definiert und nimmt die Werte in V'
an. Nach Definition von f erhalten wir, dass fiir z € U und y € V die Gleichung
G (z,y) = y dquivalent zu y = f (x) ist. Da G (z,y) = y dquivalent zu F (z,y) =0
ist, so erhalten wir ([7.65]).

Schritt 4. Beweisen wir: es gibt eine Konstante C' mit

If (z) — f @) || < Cllw— 2| fiir alle x,2" € U. (7.66)

Die Funktionen, die ([7.66|) erfiillen, heiflen Lipschitz-stetig. Es ist klar, dass eine
Lipschitz-stetige Funktion auch stetig ist. Insbesondere ist die Funktion f stetig in
U.

Es folgt aus der Identitét f (z) = G (z, f (x)), dass

If (2) = F @O = G (=, f(2) =G f
< G (@, f(2) -G, f
+G (@, f (2) - G («

(@)
()]l (7.67)

@)
Nach ([7.64])) gilt

G (@, f () = G @, f ()] < %Hf (z) = f (@) -
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Um den ersten Glied in (7.67)) abzuschétzen, benutzen wir fiir jede Komponente G,
von G den Mittelwertsatz: es gibt ein £ € [z, 2'] mit

G (z, f(2)=G; (@, f () = 0:G; (&, f (2)) (x — o) Z%G (&5 f (@) (i = ).

Da die Funktion 0,,G; (7, y) stetig ist, so ist sie nach dem Extremwertsatz beschrénkt
auf U x V, da diese Menge beschréinkt und abgeschlossen ist. Also, es existiert eine
Konstante M mit |0,,G; (z,y)| < M fiir alle z € U, y € V alle i, j, woraus folgt

|G (z, f (2)) = G; (2, f (z))] < Mn|jz — 2|

und somit

|G (2, f (2)) = G (2, f (@)]| < Mn||z —2'].
Es folgt aus ([7.67)) dass

1
1F (@) = f (@) || < Mnllz — 2" + S |1f (2) = f () ],
was mit C' = 2Mn ergibt.

Schritt 5. Beweisen wir: die Funktion f: U — R™ st in U differenzierbar und

f (@) == (0,F) " 0, F(x, f (z)). (7.68)

Fixieren wir ein x¢y € U und beweisen, dass f differenzierbar in x ist. Setzen
wir yo = f (29). Nach der Differenzierbarkeit von F' in (zo,yo) gilt

F(z,y) — F (20,10) = A(x — x0) + B (y — %) + ¢ (2,9) (7.69)

mit
A= aa:F (ZE(), yO) ; B = ayfr (ZEO7 ?/0)

und
¢ (z,y) = o(|lr — xol| + |y — woll) fiir * — o und y — yo. (7.70)

Wir benutzen ((7.69)) mit x € U und y = f (z). Nach Definition von f haben wir
F(z,y) = F(20,y0) = 0. (7.71)
Nach (|7.62)) ist die Matrix B invertierbar. Es folgt aus ) und - dass
fx)=f(xo) =y —yo=—B'A(x —x0) — B_lso (z, f (2)) - (7.72)

Um die Differenzierbarkeit von f in zy daraus zu gewinnen, reicht es zu zeigen,
dass

Yo (z, f (2) = o(||x — x| fiir & — wo.

Da die Norm der Matrix B~! endlich ist, so reicht es zu beweisen, dass

oz, f(x)) =o0(]|zr — xo||) fiir x — xo. (7.73)
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Nach haben wir
p (z, [ (x)) = oz — xoll + [If () = f (w0) [|) fiir z — o,
woraus folgt, da nach
1f () = f (o) || < Cllz — ol
Es folgt aus (7.72)), dass
' (o) = =B7'A = =0, F (0, f (20)) " 8, F (o, f (x0)).

Schritt 6. Beweisen wir, dass f € C' (U, R™).

Induktionsanfang fiir [ = 1. Da die Funktion f und alle partiellen Ableitungen
von F stetig sind, so es folgt aus (7.68), dass auch f’(z) stetig ist, woraus f € C!
folgt.

Induktionsschritt von [ — 1 nach I. Beweisen wir, dass F' € C! ergibt f € C.
Nach der Induktionsvoraussetzung gilt f € C'~!. Da d,F und 9,F von der Klasse
C'~1 sind, so folgt es aus (7.68), dass f’ € C!~1 (siche Aufgaben), woraus f € C"
folgt. m

7.10 Fliachen in R"

7.10.1 Linearer Unterraum

Es gibt die folgenden zwei Wege um einen Unterraum von R"™ zu bestimmen.
Fiir jede lineare Abbildung A : R™ — R" ist das Bild

imA={Au:ueR™}

ein Unterraum von R™. Man sagt, dass der Unterraum S = im A durch die para-
metrische Gleichung v = Au gegeben wird, was bedeutet, dass jeder Punkt x € §
sich als * = Au mit v € R™ darstellen ldsst. Der Punkt u heif3t Parameter. Wir
haben

dim S = dimim A =rg A,

da die linear unabhéingigen Spalten von A eine Basis in im A liefern und der Rang
rg A gleich die maximale Anzahl von linear unabhéingigen Spalten (oder Zeilen) der
Matrix A ist.

Fiir jede lineare Abbildung B : R” — R* ist der Kern

ker B={x € R": Bx =0}

ein Unterraum von R". Man sagt, dass der Unterraum S = ker B durch die Gle-
ichung Bx = 0 gegeben wird. Nach dem Rangsatz gilt

dim S = dimker B =n —rg B.

Es ist leicht zu sehen, dass jeder Unterraum von R™ sich in den beiden Formen
darstellen ldsst: sowohl parametrisch wie als Kern.
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7.10.2 Parametrische Gleichung einer Fléiche

Seien M eine Teilmenge von R™ und m eine ganze Zahl zwischen 1 und n.

Definition. Die Menge M heif3t m-dimensionale Fldche falls es eine offene Menge
U C R™ und eine Abbildung f : U — R" gibt, so dass gilt:

L M= f(U)
2. f ist injektiv;
3. f ist stetig differenzierbar;

4. f'ist nichtsingulér, d.h. rg f’ (u) = m fiir alle uw € U.

Das Paar (U, f) heiit Parametrisierung von M. Das Dreifache (M, U, f) heifit
parametrisierte Fliche. Die parametrisierte Fliche gehort zur Klasse C! falls f € C'.

Rm

m-~dimensionale parametrisierte Fliche (M, U, f)

Wir bezeichnen die Punkte in U mit » und nennen u Parameter. Nach Definition
gilt fiir jeden Punkt = € M die eindeutige Darstellung z = f (u) mit v € U. Man
sagt auch, dass M mit der parametrischen Gleichung x = f (u) gegeben wird. Die
Komponenten uy, ..., u,, von dem Parameter u heiflen die lokalen Koordinaten von
z. In ausfiihrlicher Form sieht die parametrische Gleichung wie folgt aus:

I = fl (Ul, ..,'U,m)
Tp = fn (uh 7um) .

Die Ableitung f" = <%) ist eine n x m Matrix (die Jacobi-Matrix) und die Be-

dingung rg f' (r) = m bedeutet, dass der Rang von f’(u) an jeder Stelle u € U
maximal ist.

Im Fall m = 1 nehmen wir an, dass U ein offenes Intervall ist. Die 1-dimensionale
parametrisierte Fliache (M, U, f) ist offensichtlich eine parametrisierte Kurve.

Beispiel. (m-dimensionale Ebene) Sei A : R™ — R™ eine lineare Abbildung oder,
was dquivalent ist, eine n x m Matrix. Angenommen, dass m < n und rg A = m,
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wir erhalten, dass A eine Parametrisierung von im A ist. Somit ist der Unterraum
im A von R" eine m-dimensionale Fliche.

Betrachten wir jetzt eine affine Abbildung f : R™ — R" d.h. f(u) = Au+b
wobei A eine Matrix wie oberhalb ist und b € R". Da f' = A und somit rg f' = m,
so ist die Menge M = f (R™) eine m-dimensionale Fliche. Offensichtlich ist M das
Bild des Unterraums im A unter Translation x — x+b, d.h. M eine m-dimensionale
Ebene ist.

Beispiel. (Graphen) Seien U eine offene Teilmenge von R™ und ¢ : U — R* eine
stetig differenzierbare Funktion. Betrachten wir den Graph von ¢

G={(u,p(u)eR":ueclU}, (7.74)

wobei das Paar (u, ¢ (u)) ein Element von R™ mit n = m + k ist.

R* 4

s

Der Graph G der Funktion ¢

Lemma 7.17 Der Graph G ist eine m-dimensionale Fldche.

Beweis. Es folgt aus (7.74)), dass G = f (U) wobei die Abbildung f : U — R" wie
folgt definiert wird:

fu) = (u, ¢ (u)).
Die Abbildung f ist offensichtlich injektiv und stetig differenzierbar. Es gilt

fuw) = ( gp,i% ) (7.75)

wobei id die identische m x m Matrix ist und ¢’ (u) eine kxm Matrix. Da die ersten
m Zeilen der Matrix f’ (u) linear unabhéingig sind, so erhalten wir rg f’ (u) = m.
Somit ist (G, U, f) eine Parametrisierung und G ist eine m-dimensionale Fliche. m

Der nichste Satz wird ohne Beweis angegeben.
Satz. Jede m-dimensionale Fliche ist lokal der Graph einer stetig differenzierbaren
Funktion.

Im Beweis dieses Satzes wird der Satz von der impliziten Funktion benutzt und
die Bedingung, dass die Parametrisierung der Fliche nichtsinguléir sein soll, spielt
eine wichtige Role. Dafiir betrachten wir ein Beispiel.
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Beispiel. Die Abbildung
f @ R—=R?
flu) = (v u?)

erfiillt die Bedingungen 1-3 von der Definition der Parametrisierung, aber die Be-
dingung 4 gilt nicht im Punkt uv = 0 da

f(0) = (3u?,2u) |y = (0,0)

und somit rg f' (0) = 0 < 1. Das Bild von f ist eine Kurve und sogar der Graph der
Funktion y = 2%?, aber diese Funktion ist in 0 nicht differenzierbar.

" " " " " " " 1 " ]
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
X

Due Kurve f (u) = (u®,u?) ist der Graph der Funktion y = 2%/°

7.10.3 Tangentialebene

Definition. Seien U eine offene Teilmenge von R™ und f : U — R” eine differen-
zierbare Abbildung. Die Tangentialabbildung von f im Punkt v € U ist die folgende
affine Abbildung
7:R™ - R"
r(h) =1 (u) + ' () (7:76)
In anderer Worter ist 7 (h) das Taylor-Polynom der Ordnung 1 der Funktion f
in u. Nach der Differenzierbarkeit von f gilt

fluth)=fu)+ [ (wh+o(lnl) =7 (h)+o(lhl)
fir h — 0, so dass 7 (h) eine affine Approximation von f (u+ h) fiir die kleinen

Werte von ||h]| ist.

Definition. Sei (M,U, f) eine m-dimensionale parametrisierte Fliche in R". Die
Tangentialebene T, M an M im Punkt z = f (u) € M ist das Bild der Tangential-
abbildung 7 von f im Punkt wu.

Es folgt aus (7.76]), dass
T.M =im71 =z +im f' (u).

Da rg f' (u) = m, so ist T, M eine m-dimensionale Ebene und (R", 7) ist die Para-
metrisierung von T, M. Die Ebene T, M ist eine “gute” Approximation der Fliche
M in der Nihe von x.
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Tangentialebene T, M

In Anwendungen ist es bequem die parametrische Gleichung (7.76)) wie folgt
darstellen:

7(h) = f(u) + hi01f (u) + hoOa f (w) + ... + hynOp f (u),

wobei hy, ..., by, die Komponenten von A sind und 0 f, ..., 0,, f die Spalten von der
Matrix f sind, die eine Basis in im f’ (u) liefern.
Beispiel. Betrachten wir die Parametrisierung des Kreises
f : (0,27) — R?
f(u) = (cosu,sinu)
Da f"(u) = (—sinu, cosu), so ist die Tangente (=1-dimensionale Tangentialebene)
7(h) = (cosu,sinu)+ h(—sinu,cosu)
= (cosu — hsinu,sinu + hcosu) .

Die Richtung (—sinu,cosu) der Tangente ist offensichtlich orthogonal zum Ra-
diusvektor (cosu,sinu).

Beispiel. Betrachten wir die Parametrisierung
f : U—-R?
f(u,v) = (coshucoswv,coshusinv,u)

wobei U = R x (0,2r). Die Fliche M = im f heifit Katenoid.

Katenoid
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Berechnen wir die Ableitung;:

sinhucosv — coshwusinwv
f = (0uf,0,f) = | sinhusinv coshucosv
1 0

woraus folgt rg f* = 2. Die Tangentialabbildung von f im Punkt (u,v) ist

T (h) = f (U, U) + hlauf + hQavf

= f(u,v)+ hy (sinhucosv,sinhusinv, 1) + hy (— coshusin v, coshu cosv,0) .
Zum Beispiel fiir u = v = 0 haben wir 2 = f(0,0) = (1,0,0) und
7(h) = (1,0,0) + h1(0,0,1) + hy (0,1,0) .

Die Tangentialebene T,M = im 7 geht durch (1,0,0) und wird von den Vektoren
(0,0,1) und (0,1,0) erzeugt.

Katenoid und Tangentialebene

7.10.4 Implizite Flachen

Satz 7.18 Seien ) eine offene Teilmenge von R™ und F : Q — RF, k < n, eine
stetig differenzierbare Funktion. Giltrg F' (p) = k in einem Punktp € 0, so existiert
eine offene Menge W mit p € W C €2 so dass die Null-Niveaumenge

M={xeW:F(z)=0}

eine (n — k)-dimensionale Fliche ist.
Dariiber hinaus gilt fiir jedes v € M

T.M =z +ker F' (z). (7.77)

Die von der Gleichung F' (x) = 0 gegebene Menge heiit implizite Fliche. Der
Satz besagt, dass jede implizite Fliche in der Ndhe von jedem Punkt p mit
nichtsingulérem F” (p) eine Fliche ist.
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Es folgt aus (7.77), dass X € T, M #quivalent zu X — z € ker F' (x) ist, d.h. zu
F' () (X —x)=0.

Das ist die Gleichung der Tangentialebene T, M.

Beweis. Setzen wir m = n — k. Die Matrix F’ (x) hat k Zeilen und n Spalten.
Da rg F' (p) = k, so existieren k linear unabhingige Spalten von F’(p). Ohne
Beschriankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass die letzten k£ Spalten, d.h. die
Spalten m + 1, ...,n linear unabhéngig sind. Setzen wir z = (u,v) wobei

= (z1,...,0,) €ER™ and v = (Tpi1,...,Tn) € R
und schreiben die Gleichung F' (z) = 0 in der Form F'(u,v) = 0. Da

F'(p) = (0.F (p) | O.F (p))

und die Matrix 0, F (p) aus den letzten k Spalten von der Matrix F’ (p) besteht, so
erhalten wir nach der Voraussetzung, dass 0,F (p) invertierbar ist.

Nach dem Satz von der impliziten Funktion existieren offene Mengen U C R™,
V C R mit pe U x V C Q und eine C*-Funktion ¢ : U — V mit

F(u,v)=0 ©v=¢(u) firalleu € U und v € V. (7.78)
Setzen wir W = U x V und bemerken, dass die Menge

M = {zeW:F(z)=0}
{(u,v) e U x V : F(u,v) =0}
{(u,0) e U XV :v=0¢p(u)}

der Graph der Funktion v = ¢ (u) in U ist. Nach Lemma ist M eine m-
dimensionale Fliche.

Diese Fliche hat die Parametrisierung = = f (u), wobei f (u) = (u, ¢ (u)). Die
Tangentialebene an M im Punkt x = f (u) ist

T.M =z +im f' (u) .
Es bleibt zu beweisen, dass
im f' (u) = ker F' (x).

Nach (7.78) gilt F' (u, ¢ (u)) = 0 fiir alle uw € U, was dquivalent zu Fo f = 0. Ableiten
von dieser Identitéit ergibt

woraus folgt
im f' (u) C ker F' (z). (7.79)

Da rg F' (z) = k in der Nihe von p, so erhalten wir nach dem Rangsatz

dimker F' (z) =n—1g F' () =n—k=m.
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Andererseits nach dem Beweis von Lemma gilt
dimim f’ (u) = rg f' (u) = m.

Somit haben die Unterrdume ker F” (z) und im f’ (u) die gleiche Dimensionen, woraus
folgt, dass sie iibereinstimmen. m

Beispiel. Betrachten wir die Gleichung 2% + ... + 22 = 1, die die Einheitssphére
beziiglich der 2-Norm bestimmt. Die Sphire ist die Null-Niveaumenge der Funktion
F(z) =22+ ...+ 22 — 1. Wir haben

F'(x) = (O F, ... 0uF) = 2 (21, ..., )

woraus die Gleichung der Tangentialebene folgt:

=1

Insbesondere sehen wir, dass X — x orthogonal zu z ist.

7.11 GewoOhnliche Differentialgleichungen
Eine gewohnliche Differentialgleichung (abgekiirzt mit DGL) hat die Form
F(z, 9,9/, y™) =0, (7.80)

wobei x eine unabhéingige reelle Variable ist, y = y (x) eine gesuchte Funktion (und
y*®) die k-te Ableitung von y), und F eine gegebene Funktion von n + 2 Variablen.
Die Zahl n, die die maximale Ordnung der Ableitung y* in (7.80) ist, heifit die
Ordnung von der DGL. Man sagt auch, dass eine DGL n-ter Ordnung ist.

Die Gleichung heiit “differential”, weil sie die Ableitungen der gesuchten
Funktion enthélt. Figentlich stellt die Gleichung eine Beziehung zwischen ver-
schiedenen Ableitungen von y () dar. Die Differentialgleihung heifit “gewdhn-
lich”, weil die Ableitungen y*) gewshnlich sind, im Gegensatz zu partiellen Ableitun-
gen. Es gibt auch die partiellen Differentialgleichungen, wo die gesuchte Funktion
von mehreren Variablen abhingt und deshalb die partiellen Ableitungen benutzt
werden miissen, aber in diesem Kurs betrachten wir nur gewhnliche DGLen.

Gewohnliche DGLen entstehen in verschiedenen Gebieten von Mathematik, als
auch in Wissenschaften und Technik, da viele Naturgesetze mittels Differentialgle-
ichungen formuliert werden konnen. In meisten Anwendungen braucht man eine Lo-
sung y (x) von (mit gegebenen Randbedingungen) analytisch oder numerisch
zu ermitteln. Es gibt bestimmte spezielle Typen von DGLen, die sich explizit ana-
lytisch losen lassen. Andererseits, fiir ziemlich generellen Typen von GDLen kann
man verschiedene Eigenschaften von Lésungen beweisen ohne sie explizit zu berech-
nen, z.B. die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen, Differenzierbarkeit, usw.

Betrachten wie die DGLen 1. Ordnung: F(z,y,y’) = 0. Haufig kann diese

Gleichung beziiglich y' gelost werden, und man erhilt die DGL in der expliziten
Form:
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v =f(zy)), (7.81)

wobei y = y (z) eine gesuchte reelle Funktion einer reellen Variablen z, und f (x,y)
eine gegebene Funktion von zwei reellen Variablen. Wir betrachten das Paar (x,y)
als ein Punkt in R?. Der Definitionsbereich von f ist dann eine Teilmenge Q von R2.
Die Menge € heifit auch der Definitionsbereich von DGL ([7.81)).

Definition. Sei y (z) eine reelle Funktion, die auf einem Intervall I C R definiert
ist. Die Funktion y () heifit (spezielle) Lésung von (7.81) genau dann, wenn

1. fiir jedes x € I, der Punkt (x,y (x)) ein Element von €2 ist;
2. y(z) an jeder Stelle x € I differenzierbar ist;

3. fiir jedes = € I, die Gleichung ¢’ (x) = f (x,y (x)) erfiillt ist.

Die Gesamtheit von allen speziellen Losungen von (7.81) heifit die allgemeine
Losung.

Die Losingen von lassen sich graphisch wie folgt darstellen. Der Graph
einer speziellen Losung heiflt Integralkurve der Gleichung. Offensichtlich ist jede
Integral-Kurve im Definitionsbereich € enthalten. Dass die Losing y (z) die Gle-
ichung v’ = f (z,y) erfiillt bedeutet, dass die Tangente zur Integralkurve an jeder
Stelle (x,y) die Steigung f (z,y) hat. Offensichtlich kann man die Steigung an
jeder Stelle (x,y) € 2 bestimmen ohne die DGL zu l6sen. Jeder Stelle (x,y) € €
entspricht eine Richtung: eine Gerade durch (z,y) mit der Steigung f (z,y). Die
Gesamtheit von allen Richtungen heifit das Richtungsfeld der DGL. Es ist klar, dass
die Tangente zu jeder Integralkurve an jeder Stelle ein Element des Richtungsfeldes
ist. Losen von hat die folgende graphische Bedeutung: man verbindet die
Elemente des Richtungsfeldes durch eine Integralkurve.
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Integralkurven eines Richtungsfeldes
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In der Regel lassen sich die allgemeinen DGLen nicht explizit analytisch 1osen.
Wir zeigen hier ein Beispiel wo man die allgemeine Losung mit Hilfe von Integration
bestimmen kann.

Beispiel. Hiingt f von y nicht ab, so haben wir die Gleichung ' = f (). In diesem
Fall ist y die Stammfunktion von f. Angenommen, dass f stetig ist, erhalten wir
die allgemeine Losung

v=[f@dr=F @)+,
wobei F'(x) eine Stammfunktion von f (z) ist und C' eine beliebige Konstante ist.
Beispiel. Betrachten wir eine DGL
v =y

und ermitteln erst alle positive Losungen. Angenommen y (z) > 0 auf einem Inter-
vall I, konnen wir durch y dividieren. Da

/

Y

— = lny /a

) (Iny)
erhalten wir die dquivalente Gleichung

(Iny) = 1.

Daraus folgt, dass
lny:/dm:x+0,

also

y =ee” = Cre”,
wobei C; = e“. Da C € R beliebig reell ist, ist C; = e beliebig positive. Daher
sind alle positiven Losungen y (z) auf I wie folgt:

Yy = C’lea”, Ol > 0.

Angenommen, y (z) < 0 fiir alle z € I, erhalten wir ebenso

/

Yy /
= =(In(—y
” (In (—y))
und

Yy = _Clewa

wobei 7 > 0. So, jede Losing y (), die immer entweder positive oder negative auf
I bleibt, hat die Form
y(x) = Ce”,

wobei C' > 0 oder C' < 0. Es ist klar, dass C' = 0 auch eine Losung y = 0 ergibt.
Die Integralkurven der Losungen y = Ce” sind auf Fig. gezeichnet worden.
Bemerken wir, dass fiir jeden Punkt (zg,10) € R? es eine Integralkurve gibt, die
durch diesen Punkt geht. Man kann zeigen, dass die Gesamtheit von Losungen
y = Ce®” mit C € R die allgemeine Losung von 3’ = y ist.
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Die Integralkurven von 3/ =y

Sei  eine offene Teilmenge von R? und f :  — R eine gegebene Funktion.
Betrachten wir jetzt das Anfangswertproblem

y/ - f (l‘, y) s
{ y (20) = vo, (7.82)

wobei (g, o) ein gegebener Punkt in €2 ist. Eine Funktion y : I — R™ heifit die
Losung von falls y eine Losung von 3/ = f(x,y) auf einem Interval I ist,
9 € I und y(z9) = yo. Der Graph der Losung y (z) ist eine Integralkurve, die
durch den Punkt (z¢,yo) geht.

Jetzt konnen wir den Hauptsatz von DGLen formulieren (ohne Beweis).

Hauptsatz 7.19 (Satz von Picard-Lindelsf) Seien die Funktion f und die partielle
Ableitung O, f stetig in Q. Dann hat das Anfangswertproblem (7.82)) eine Lisung
fiir jedes (zo,v0) € Q. Sind yy (x) und ys (x) zwei Losungen vo, dann gilt
y1 (z) = yo () im gemeinsamen Definitionsbereich von y; und ys.

Der Beweis basiert auf dem Fixpunktsatz von Banach. Die Bedingung von
Stetigkeit von 9, f ldsst sich durch eine schwachere Bedeutung von lokale Lipschitz-
Stetigkeit von f in y ersetzt werden. Unter der einzigen Bedingung von der Stetigkeit
von f gilt die Eindeutigkeit von Losungen nicht.

Beispiel. Fiir die Differentialgleichung 3’ = y erfiillt die Funktion f (z,y) = y die
Voraussetzungen des Satzes[7.19] Somit hat das Anfangswertproblem eine eindeutige
Losung fiir beliebige Anfangsbedingung. Da es fiir jeden Punkt (zg, o) € R? eine
Losung y = Ce” gibt, die durch diesen Punkt geht, so ist y = Ce” die allgemeine
Losung von ¢y’ = y.

Beispiel. Betrachten wir die DGL

v =yl

im Bereich R x R. Diese DGL hat offensichtlich eine Losung y = 0. In den Bereichen
y > 0 und y < 0 16sen wir die DGL mit Hilfe von Trennung der Variablen. Im Bereich

y > 0 erhalten wir
dy / d
_ = ./L'7
VY
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2y =x+C,
und

) = i (x+C7, 2> —C, (7.83)

wobei die Beschrinkung x > —(C' aus der vorherigen Gleichung kommt. Ebenso, im
Bereich y < 0 erhalten wir

1
y=-7 (z+0), z < —C. (7.84)

Die Integralkurven der Losungen (7.83) und ([7.84)) werden unterhalb gezeichnet.

Die Integralkurven von y' = /|y

Wir sehen, dass die Integralkurven aus den Bereichen y > 0 and y < 0 schneiden
die Linie y = 0, die auch eine Losung ist. Das ermoglicht Erstellung von mehreren
Losungen wie folgt: fiir jedes Paar von reellen Zahlen a < b, betrachten wir die
Funktion

—Yz—a)?, z<a,
y(x)=1< 0, a<xz<b, (7.85)

Z—i(a:—b)2, x> b,

=

die durch Verkleben von drei anderen Losungen gewonnen wird und offensichtlich
eine Losung fiir alle x € R ist. Erlauben wir a zu sein —oo oder b zu sein +o0,
mit der offensichtlichen Bedeutung von in diesen Fillen, stellt die
allgemeine Losung von ¢y’ = \/m dar. Es ist jetzt klar, dass durch jeden Punkt
(70,90) € R? unendliche viele Integralkurven der DGL gehen, und die Eindeutigkeit
im Anfangswertproblem gilt nicht. Bemerken wir, dass die Funktion f (x,y) = \/m
keine Ableitung d, f im Punkt y = 0 hat.
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