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Chapter 9

Differentialrechnung: hohere
Ableitungen

9.1 Hohere Ableitungen

Zu Anfang erinnern wir uns an den Begriff der Ableitung. Ist f : J — R eine
Funktion auf einem Intervall J, so die Ableitung f’(z) an einer Stelle x € J wird
wie folgt definiert:

o) — i LW @) ) (@)

Yy—x Yy—x h—0 h

Y

vorausgesetzt, dass der Limes existiert. Ist Limes auch endlich, so heifit die Funktion
f differenzierbar in z. Ist f differenzierbar in alle x € J, so heifit f differenzierbar
in J. In diesem Fall ist f" auch eine Funktion auf J.

Andere Notation fiir f:

df
!
= — =0,f.
I
Der Ausdruck % kommt aus der Schreibweise
. Af(x)
/ —
filz) = lim =3

wobei Az beliebig ist und Af (z) = f (x + Ax) — f (z) .
Die zweite Ableitung f” (z) wir als die Ableitung von f’ definiert, vorausgesetzt,
dass f in J differenzierbar ist und f’ in J differenzierbar ist. Schreibweise:

_ &
 da?

"=(f) = Opuf = 03 f.

Definition. Sei f eine Funktion auf einem Intervall J. Die Ableitung f™ der
Ordnung n € Z, (oder die n-te Ableitung) wird per Induktion wie folgt definiert:

fO = f ynd ™ = (f("’l))/ fiir jedes n > 1,
vorausgesetzt, dass "~V in J definiert und differenzierbar ist.

1
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Schreibweise: o f
(n) — =af.
/ dxm™ 2
Zum Beispiel, wir haben
o=y
=y =g
f(3) _ (f//)/ —. f///
f(4) _ (f///)/ —. fIV

USwW.

Definition. Die Funktion f heifit n fach differenzierbar in J falls £ in J existiert
(insbesondere miissen auch f &) fir alle k < n existieren). Die Funktion f heifit
unendlich oft differenzierbar in .J, falls f in J fiir alle n € N existiert.

Beispiel. 1. Sei f = ¢e*. Dann f’ = e® und per Induktion erhalten wir, dass
() = e

fur alle n € N. Insbesondere ist e* unendlich oft differenzierbar.
2. Sei f =sinz. Dann

f'=cosz, f"=—sinz, " =—cosz, fIV =sinz,
woraus folgt
sin x, n = 0mod 4
. (n) cos x, n = 1lmod4
(sinz)"™ =

—sginx, n =2mod4
—cosr, n=3mod4

3. Sei f (z) = x* wobei x € (0,4+00) und a € R. Dann
ff=az*', f"=a(la—1)2"2 f"=a(a—1)(a—2)z"?

usw. Per Induktion erhalten wir fur alle £k € N

(2" =a(a—1)..(a—k+1)a" = (kff (a— @')) 7F,

-~ =0
k Glieder

4. Sei f (x) = 2™ wobei z € R und n € N. Dann gilt
@™ =nn—1)..(n—k+1)2""

Fir k£ = n erhalten wir
(™)™ = n! = const,

woraus folgt, dass (z)* = 0 fiir alle k > n.
Alle Funktionen in den obigen Beispielen sind unendlich oft differenzierbar.
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Fiir die n-te Ableitung gilt auf die Rechenregeln

(f+g)™ = f 4 g™,
(cf)" = cf™

vorausgesetzt, dass f und g n-fach differenzierbar sind und ¢ € R. Diese Regeln
lassen sich leicht per Induktion beweisen.
Fiir das Produkt gilt die Leibnizformel

0 x— (1 -
(fo)" =% (k)f("”)g( 9,
k=0

wobei (}) der Binomialkoeffizient ist (Aufgabe 29).
Beispiel. Sei f ein Polynom

f(x) =co+ 1w+ cox® + ...+ cpa” (9.1)

mit reellen Koeffizienten ci, wobei n € Z, und ¢, # 0. Die Zahl n heifit der Grad
von f und wird mit deg f bezeichnet. Ist n > 1 so ist die Ableitung von Polynom f
ein Polynom des Grades n — 1, da

f'(x) =c1 + 21 + ... +ncz™

Es folgt, dass
™ (x) = ¢,n! = const

und f*®) = 0 fiir alle k& > n. Die Eigenschaft, dass f*) = 0 fiir ein k, ist die
charakteristische Eigenschaft von Polynomen, was wir spater sehen.

9.2 Taylorformel mit Peano-Restglied
Ist f differenzierbar in J so gilt es fiir alle a € J die asymptotische Identitat
F(2) = f(a)+ f (a) (x—a) + oz —a) fiir & — a, (9.2)

was direkt aus der Definition der Ableitung folgt (siehe (8.29)). Diese Identitét 1asst
sich betrachten als eine Approximation der Funktion f(z) in der Ndhe von a mit
der linearen Funktion

Ty (z) = f(a) + f'(a) (x —a).
Da die Gleichung
y=f(a)+f (a)(z—a)
die Tangente zum Graph von f am Punkt (a, f (a)) bestimmt, so bedeutet (9.2) die
Approximation des Graphes von f in der Nahe von a mit der Tangente.

Der Satz 8.14 besagt folgendes: ist f 2-fach differenzierbar in J, so gilt die
asymptotische Identitat

/" (a)

5 (x—a)+o ((z — a)2) fir z — a. (9.3)

flz)=f(a)+ f(a) (x—a) +
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Diese Identitat ldsst sich betrachten als eine Approximation der Funktion f (z) in
der Nahe von a mit der quadratischen Funktion

7, () = fa) + £ 0) (o =) + 02 (0 — .
Die Gleichung
y=F@)+f @@ -a)+ T @ - ay

bestimmt eine Parabel, die die Schmiegparabel zum Graph von f an (a, f (a)) heifit
und eine bessere Approximation des Graphes von f liefert.

I t f t {
-4 -3 -2 -1 1 2
1 X

) L

Funktion e” (rot) und ihre Taylor-Polynome 7} () = 1+ 2z und Ty (z) = 1+ z + %2

In diesem Abschnitt beweisen wir die Taylorformel, die eine Approximation der
Funktion f mit Hilfe von Polynomen des beliebigen Grades n liefert. Wir fangen
mit Taylorformel fiir Polynome an.

Lemma 9.1 Fir jedes Polynom f von Grad < n gilt fir alle a,x € R,

"(a "(q ) (n)CL .
1@ = f@+ I @ T e Ty

)
—~ /¥ (a)

= (- a)t. (9.4)

Beweis. Induktionsanfang fiir n = 0. Ist deg f = 0 so ist f = const und f/ =0, so
dass die Identitdt (9.4) ist offensichtlich erfiillt.

Induktionsschritt von n nach n+ 1. Sei f ein Polynom des Grades < n+1. Wir
miissen beweisen, dass fiir alle x

wobel

g(x)—f(a)+%@(m—a)—l—%@(x—afj&..—i——(x—a)"“. (9.5)
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Da deg f’ < n, so kénnen wir die Induktionsvoraussetzung fiir das Polynom f’
verwenden. Da (f’)(k) = f+1 50 erhalten wir

"(a "(a ) (n+1) (4 n
f(x)=f(a)+ fl(! )(x—a)—i- / 25 )(x—a) —i—...—l—fT!()(:c—a) . (9.6)
Ableiten der Funktion g aus (9.5) ergibt
"(a "(a ) (n+1) (4 "
g @ =F @+ D @y T o T

Vergleichen mit (9.6) ergibt die Identitéit f' (z) = ¢’ (z). Somit gilt (f — ¢g)' = 0, und
nach dem Konstantentest (Satz 8.10) beschlieflen wir, dass f — g = const. Da nach
(9.5) g (a) = f (a), so erhalten wir dass const = 0, so dass die Identitat f (z) = g (x)
fir alle x € R gilt. m

Beispiel. Setzen wir x = a + b ein und schreiben (9.4) um wie folgt:

f(a),  f"(a) (@), <~ M (a)
flatb)=fla)+ b+ b2+...+Tb :kZ:OTb’f.

Insbesondere fiir f () = 2™ erhalten wir den binomischen Lehrsatz:

—1 !
a+b)" = a"+na" b+ Ma”—zb2 b e
( 2 n!
_ Nl (Z'— krDam™" Xn: (Z)ankbk'
k=0 ) k=0

Wir haben hier verwendet, dass

Hauptsatz 9.2 (Taylorformel mit der Restgliedform nach Peano) Sei f(x) eine
n-fach differenzierbare Funktion auf einem Intervall J, wobei n € N. Dann gilt es
fur jedes a € J

"(a ™ (a
f(x) :f(a)+fl—(!)(x—a)+...+fT!()(x—a)n+0((x—a)") (9.7)

fur x — a. Umgekehrt, gilt fir einige co,cq,...,c, € R
f@)=c+ca(xr—a)+..+c,(x—a)"+o((x—a)") (9.8)

fur x — a, so qilt dann c; = % fur alle k =0,1,...,n.
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Das Polynom

Tn(x):f(a>+f—@(x—a)+...+w(x—a>": () (z—a)*, (9.9)

1! n!
=

[e=]

heiit Taylor-Polynom von f der Ordnung n an der Stelle a. Die vollstandige Nota-
tion von dem Taylor-Polynom ist T, s (z;a), aber héufig schreibt man 7, (z) wenn
es klar ist was f und a sind.

Der Satz 9.2 besagt, dass

f(x)—T,(x)=0((x —a)") firz — a. (9.10)

Dariiber hinaus ist 7;, (x) das einzige Polynom des Grades < n, das (9.10) erfiillt.
Die Differenz f (x)—T, (z) heifit das Restglied der Taylorformel. Die Darstellung
des Restgliedes in der Form (9.10) heifit die Restgliedform nach Peano.
Satz 8.14 ist ein spezieller Fall des Satzes 9.2 fir n = 2.

Beispiel. Sei f (z) = e¢”. Da f( (a) = e fiir alle n, so erhalten wir aus (9.9)

T, (z) = e <1+<x;a)+(x;!a) ++(:C7_l—|a>71>

Insbesondere fiur a = 0 erhalten wir

T ZE2 n

Tn(:ﬁ):1+ﬁ+§+...+ﬁ,

was nicht anderes ist als die Partialsumme S, (z) der Exponentialreihe.

7 -
y

6 —

: : ] : |
-4 3 /71 1 1 2
X

1+

Funktion e (rot) und ihre Taylor-Polynome 77 (z) =1+, To () = 1 + = + %
2 3 .
und T3 (v) = 1 + 2 + % + % (lila)

Beispiel. Sei f (z) = 2P, wobei x > 0 und p € R. Fiir b = = — a erhalten wir aus
(9.7)

(a+b)P =a?+ <]1)> aP~tb + (g) aP2 % + .+ (i) aP="b" + o (b") |, (9.11)
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fiir b — 0, wobei

(@ _plp—1) ...k(!p— k+1)

eine Verallgemeinerung von Binomialkoeffizienten ist. Insbesondere fiir n = 1 erhal-
ten wir

(a+b)" =a” +pa’'b+o(b) (9.12)

and fiir n = 3

-1 -1 -2
(a+b)" =a? +pa?~'b+ Z%ap_zlﬂ 42 v f)i v )ap_3b3 +0(b%). (9.13)

Zum Beispiel, (9.13) ergibt fir p = 1/3

1 1 2 1 2 5
(a + b)1/3 = &1/3 + §G_2/3b + ﬁ (—g) a_5/3172 + m <—§) (—g) a_8/3b3 +o0 (b3)
1 5)

1
I VE! + ga_2/3b B §a—5/3b2 + ﬁa—8/3b3 +o (63) '

Fir a = 8 und b = 1 erhalten wir

1 1 5
30 ~ /1/3 4 1g-2/3 _ 2g-5/3 . 2 q-8/3
V9 817+ 28 87+ o8

= 2+ L L + >
N 3.22  9.25  8]1.928
1 1 5

_ o ot 0 9 gs010.. 9.14
13 " 588 T 20735 ~ 2 VBV (9-14)

In der Tat gilt es
V9 = 2,08008...

so dass der Approximationsfehler von (9.14) ca. 0,00002 ist.

3__
y

Function f () = 2/ und ihres Taylor-Polynom an a = 8:

— Q)%+ (z —8)°

8128

Beweis von dem Satz 9.2. Wir beweisen (9.10) per Induktion nach n. Induk-
tionsanfang: fiir n = 1 gilt (9.10) nach (9.2).
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Induktionsschritt von n nach n + 1. Wir miissen beweisen, dass

f (@) = T ()

)n+1

lim
z=a (z—a

— 0. (9.15)

Leiten wir das Taylor-Polynom 7,11 () = T),4+1,f (z;a) ab and erhalten folgendes:

n+1 (k) a 1 n+1 (k) a -
D@ = S Do =3 T oy

wobei | = k — 1. Wir sehen, dass die rechte Seite hier gleich das Taylor-Polynom
der Ordnung n der Funktion f’ ist, d.h.

T’V,H-l,f (z;a0) = T pr (x50) . (9.16)
Nach der Induktionsvoraussetzung gilt
[ (@) =Thp(x;a) =0((x —a)") firz— a,

woraus folgt
F' (@) = Ty (1) = (@ — a)") fiir & — a,

d.h.
o () = Th @)

T—a (x —a)"

= 0. (9.17)

Da (9.15) ein unbestimmter Ausdruck der Form % ist, so erhalten wir nach der Regel
von I"'Hospital (Satz 8.12) und (9.17), dass

P T (@) _ S ) Tl ()
m p— = = =0,
i—a (1 —a) a—a (n+1)(z — a)
woraus (9.10) folgt. 19.10.2018
Fiir die zweite Aussage bezeichnen wir
*) (4
i k!( ) .,

und bemerken, dass nach (9.7) und (9.8)
bo+bi(zr—a)+..+b,(x—a)" = T,(x)—(co+ca(z—a)+..+c,(x—a))

= o((x —a)") firz— a. (9.18)

Leiten wir daraus her, dass b, = 0 fiir alle £ = 0,...,n. Nehmen wir das Gegenteil
an, dass by, # 0 fiir einige k und setzen

m = min {k : b, # 0} .
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Dann gilt
b (£ — @)™ + bpyr (x—a)" T+ by (2 —a) =0 ((x—a)") fir z — a.
Dividieren durch (z — a)™ ergibt

o((z —a)")

(x—a)"

Andererseits, der Limes der linken Seite hier ist gleich b,,, woraus folgt b,, = 0, was
im Widerspruch zur Annahme steht. m

b + b1 (z—a)+ ..+ b, (x —a)" " = (x—a)" ™ — 0 fir x — a.

Beispiel. Bestimmen wir die Taylor-Polynome fiir sinz an ¢ = 0. Wir haben die
folgende Reihe fiir sin x:

o ka-‘rl $3 x5
ng=S (-1~ —,- T 4%
sy ;( T e T

Zeigen wir, dass das Taylor-Polynom 75,1 () von sin z ist gleich die Partialsumme

n . a2k
Song () = ;(—1) it
In der Tat gilt es fiir [z <1
> L g2kl
|sinx — Sopy1 ()] = k;rl(—l) 2T
PR 1
< lof +3kzn;1 2k + 1)!
2n+3

< const |z

so dass

fir x — 0.

sin — Sapi (2) = o (z™1)

Nach dem Eindeutigkeit-Aussage des Satzes 9.2 erhalten wir T, 11 = So,11-

Analog bestimmt man die Taylor-Polynome von cos x. Alternativ kann man die
Taylor-Polynome von cos z mit Hilfe von (9.16) erhalten d.h. als die Ableitungen
von Taylor-Polynomen von sin z:

n 2k
v o _ kX
T2n,cos (l‘) - T2n—|—1,sin (l’) - ; ( 1) (2]{?)' .
Mit Hilfe von dem Satz 9.2 erhélt man auch die folgenden Taylorformeln:
$2 1.3 S " ~
h(l+z)=0——+——..+(-1)"" —4o(a") |firxz—0
2 3 n
3 5 2n+1
arctanx = x — % + % — o (=D)" an+ Tt o (x?" )| fiir x — 0

(siche Aufgaben 33 und 38).
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9.3 Taylorformel mit Lagrange-Restglied

Wir verbessern hier die Taylorformel, indem wir eine bessere Abschétzung des Rest-
gliedes f (x) — T, (z) beweisen.

Hauptsatz 9.3 (Taylorformel mit der Restgliedform nach Lagrange) Sei f (z) eine
n-fach differenzierbare Funktion auf einem Intervall J, wobein € N. Dann, fur alle
a,x € J, x # a, gilt

f'(a)
1!

(n-1) (g )
(as—a)—i—...—l—%l()!)(x—a)" +

fx) = fla)+
fir ein ¢ zwischen a und x (d.h. ¢ € (a,z) oder ¢ € (x,a)).

Fiir n = 1 sieht (9.19) wie folgt aus:

fa)=f(a)+ [ () (x—a),
was nicht anderes als Mittelwertsatz von Lagrange ist (Satz 8.9). Fiir n = 2 erhalten

wir
/" ()
2

f@)=f(a)+ f(a) (x —a)+ (z —a)”,

was mit dem Satz 8.15 iibereinstimmt.
Die Identitat (9.19) ergibt die folgende Darstellung des Restgliedes:

f (&)~ T () = L

die die Restgliedform nach Lagrange heift.

(x —a)", (9.20)

Beweis von dem Satz 9.3. Wir wechseln im Beweis die Notation und beweisen,
dass fir alle a,b € J, a # b, gilt

) (¢
S0~ Toa (0 = LD (5 ayr, (9.21)

n!

fiir ein ¢ zwischen a und b. Dafiir verwenden wir den Mittelwertsatz von Cauchy
(Satz 8.13) zu den folgenden Funktionen F' und G:

Fla)=f0) = (f@+ 52 0-0)+ 52 0-2)+ .+ L2 0 -2 ),
(9.22)
G(x)=(b—2x)".

Nach Voraussetzungen ist I’ in J differenzierbar, und nach dem Mittelwertsatz von
Cauchy existiert ein ¢ zwischen a und b mit

G'(¢) (F (a) = F (b)) = F'(c) (G (a) = G (b)) (9.23)
Bestimmen wir alle Werte in dieser Identitat. Wir haben

F(a)=F () =(f(b) =T, (b)) = 0= f(b) = T5—1 ()
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und

Gla)—G(b) =(b—a).

Auch gilt
G'(z)=—-nb—x)""".

Leiten wir jedes Glied in (9.22) in z ab. Fiir jedes k = 1,...,n — 1 gilt

*) (g X ! ®) (g k—1 D) (2 k
(f <)(b—:r)) _ _f—()k:(b—:r) +w(b—x)

k! k! k!
f® (x) o S ()

woraus folgt

P = @+ [ 5L )

0! 11
_f// (x) f/// (3:) 9

—1—_ T (b—z)— 5 (b—x)}
£ (g ) M) (r 3

+_f£)®—x)—f35)®—@}
@)y fE)
Jn—m!“_@ ‘_m—1ﬂ@_@ 1'

Alle Glieder in diesem Ausdruck lassen sich wegkiirzen, aufler des letzten Glied.
Somit erhalten wir

/ _ f(n) (I) n—1
F'(z) = D (b—a)" . (9.24)
Einsetzen von den Werten von F, G, F', G’ in (9.23) ergibt
_3\n—1 o . f(n) (C) o 3\n—1 o n
w7 (F0) = T 0) = £ b= ™ -

Da ¢ # b, so dividieren durch n (b — ¢)"~" ergibt (9.21). =
Beispiel. Betrachten wir die Funktion f (z) = sinz und ihre Taylor-Polynome an 0

3

x
Ty (x) =T5 (x) =T- 3
Nach dem Satz 9.3 gilt fiir alle z # 0
(5)
sinz — Ty (z) = ! (C)x5

5!

fiir ein ¢ zwischen 0 und z. Da f® (¢) = cosc und |cos¢| < 1, so erhalten wir die
Abschatzung des Approximationsfehlers:
jaf?

ine— T, (z)) < 2
|sine — Ty (x)] < 150
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die fiir alle z € R gilt. Zum Beispiel, fiir x = 0,1 erhalten wir

0,13
sin0,1 4 Ty (0,1) = 0,1 — == = 0,0998333...

und der Approximationsfehler ist kleiner gleich

0,1°
—~— <1077,
120 =



Chapter 10

Integralrechnung: unbestimmtes
Integral

Wir betrachten hier das folgende Problem:
wie ldsst sich eine Funktion durch ihre Ableitung wiederherstellen?

Diese Frage entsteht in vielen Anwendungen von Mathematik. Zum Beispiel, die
Bestimmung der Position x (t) von einem bewegenden Kérper durch die gegebene
Geschwindigkeit v (t) = 2’ (¢) fithrt zu diesem Problem. Noch allgemeineres Problem
bekommt man aus dem Aktionsprinzip (Zweites Newtonsches Gesetz)

ma = F)|

wobei m die Masse des Korpers ist, a = a (t) die Beschleunigung an der Zeit ¢ und
F die bewegende Kraft. Da a (t) = 2" (t), so erhalten wir die Gleichung

F

Ist F' als eine Funktion von Zeit ¢ bekannt, so bestimmt man erst ' und danach
x. Ist F eine Funktion von z und z’ wie haufig der Fall ist, so erhalt man eine
Differentialgleichung — eine Beziehung zwischen z”, 2’, x die x wiederherstellen lasst.

10.1 Stammfunktion und unbestimmtes Integral

Definition. Gilt F’ = f auf einem Intervall J, so heifit die Funktion F eine Stamm-
funktion von f auf J.

Nicht alle Funktionen haben Ableitung. Auch nicht alle Funktion haben Stamm-
funktion. Im nachsten Kapitel beweisen wir den folgenden Satz.

Satz 10.1 Jede stetige Funktion auf einem Interval J hat eine Stammfunktion auf
diesem Intervall.

Fiir die Eindeutigkeit von Stammfunktion gilt folgendes.

13
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Satz 10.2 Ist ' eine Stammfunktion von f auf einem Intervall J, so hat jede
Stammfunktion von f die Form F (z) + C, wobei C' eine beliebige Konstante ist.

Beweis. Gilt I’ = f, so gilt auch (F' + C) = F' = f. Somit ist F' + C auch eine
Stammfunktion von f. Umgekehrt, ist G eine Stammfunktion von f so gilt auf J die
Identitdt F' = G’ = f woraus folgt (G — F')’ = 0 on J. Nach dem Konstantentest
(Satz 8.10) ist die Funktion G — F gleich eine Konstante C' auf J, woraus folgt
G (xz) = F (x) + C fiir alle x € J, was zu beweisen war. ®

Zum Beispiel, we wissen, dass
/
(mz) = 2z,

so dass 22 eine Stammfunktion von 2z ist. Es folgt, dass jede Stammfunktion von
22 gleich x2 + (' ist.

Definition. Die Menge von allen Stammfunktionen von f (x) wird mit

/f(x)da:

bezeichnet (“Integral von f von z dx”). Dieser Ausdruck heiit auch unbestimmtes
Integral von f. Nach dem Satz 10.2 ist [ f(x)dxz eine Funktion plus beliebige
Konstante.

Jetzt erkldren wir den Grund fiir diese Notation. Das Symbol [ heiit Integral
und stamm aus dem Buchstabe “S” von “Summe”. Allerdings passt der Buchstabe
“S” auch zum Wort “Stammfunktion”.

Definition. Fiir differenzierbare Funktion F' heifit der Ausdruck F” (z)dx das Dif-
ferential von F' und wird mit dF bezeichnet, d.h.

dF = F' (x)dx, (10.1)

wobei dz eine unabhangige Variable ist, die das Differential von z heif3t.

Nach Definition der Ableitung gilt es fiir dz — 0

F(zx+dz)—F(x) = F'(x)dx+ o(dr) (10.2)
= dF +o(dx).

Somit ist das Differential dF eine lineare beziiglich dx Approximation der Differenz
F(z+dz)— F(x).

Gegeben sei eine stetige Funktion f auf einem Intervall J, versuchen wir die
Stammfunktion F' von f zu bestimmen. Fixieren wir einen Punkt zy € J und
fiir beliebigen Punkt z € J betrachten eine Folge {zx};_, mit z, = = so dass die
Differenzen dxy = 11 — xx klein genug sind (d.h. n reichend grof} ist). Dann gilt
nach (10.2)

|
—

n

0 k=

B
Il
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Im néchsten Kapitel beweisen wir, dass der Grenzwert der rechten Seite fir n —
oo existiert und gleich F (z) — F (z0) ist. So, die Notation [ f (z)dx spiegelt die
Konstruktion der Stammfunktion als der Grenzwert von S 7=} f () day, fiir n — oo
wider.

Die Operation f +— [ f(x)dx heiBt unbestimmte Integration oder Integrieren.
Das Wort “unbestimmt” bezieht sich auf die unbestimmte Konstante C' im Satz
10.2. Die Funktion f(x) heifit der Integrand, die Variable z heifit die Integra-
tionsvariable. Natiirlich ist der Wert von Integral unabhangig von der Notation
der Integrationsvariable.

In diesem Kapitel lernen wir die Methoden von unbestimmten Integration. Da
Integrieren eine inverse Operation von Ableiten ist, so erhédlt man meist die Rechen-
regeln von Integrieren als Umkehrung von den Rechenregeln von Ableiten.

Fiir jede differenzierbare Funktion F' auf einem Intervall J gilt auf J nach dem
Satz 10.2 die Identitat

/ F'(¢)de = F (z) + C| (10.3)

Diese Identitat lasst uns eine Tabelle von Stammfunktionen zu erstellen.
Zum Beispiel, da (z**") = (a + 1) 2% so fiir a # —1 erhalten wir

.CL’CH_l /
= aja?
(a + 1)

xa—i—l
/:c“daf = + C.
a+1

woraus folgt, fir a # —1,

Fiir reelles a gilt diese Identitét auf (0, +o0), fir nichtnegative ganze a — auf R, und
fiir negative ganze a — auf (0,4o00) und (—o0,0).
Insbesondere erhalten wir

22
/dx = x+C, a:d:v———l—C

d = = ——
/\/E x 3/2 +C / + C,
Da (In|z|)" = 2 auf (0, +0c) und (—o0,0) (Aufgabe 5), so erhalten wir

d
’ =lIn|z|+ C|,

auch auf (0,400) und (—o0,0).
Umkehrung von Ableitung von Exponentialfunktion ergibt

/e“”dxz@"”%—C’

/axdm: ¢ +C

Ina

und auch

24.10.18
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fiir a > 0, a # 1. Einsetzen b = Ina ergibt, fiir b # 0,

ebx
/ebxdx = 5 +C.

Umkehrung von Ableitungen von trigonometrischen Funktionen ergibt:

/sinxd:c = —cosz +C

/Cosmda: =sinz 4+ C|,

/ du =tanx + C'|,

cos? x

auf jedem Intervall wo cos z nicht verschwindet,

d
/ f = —cotx+C|,

sin”“ x

auf jedem Intervall wo sin x nicht verschwindet.
Umkehrung von Ableitungen von inversen trigonometrischen Funktionen ergibt

= arcsinz + C |auf (—1,1),

7=

d
/1 :;2 = arctanx + C'| auf (—o00,00).

Umkehrung von Ableitungen von den Hyperbelfunktionen ergibt

/sinh:c =coshz +C

/ cosh zdxr = sinhz + C

1
/—taanhx—i-C

cosh” x

/;:—cothx%—C’

sinh? z

auf (0,00) und (—o0,0) (die Ableitung von tanh und coth wurden in Aufgabe 3
bestimmt).
Aus den Aufgaben 5, 6,21 erhalten wir auch die Identitaten

dx
———=In(z+Va2+1)+C =arsinhz + C|
[ = = tla s vaE )
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d
/\/%:lnlx—i—MH-C auf (1,+00) und (—o0,—-1),

/ dx 1
——— =—-In
1—22 2

Die Funktion In |z + /22 — 1] heift der lange Logarithmus. Auf (1, +00) stimmt
diese Funktion mit arcosh x tiberein.

Die Funktion 1 1In |32 heift der hohe Logarithmus. Auf (—1,1) stimmt diese
Funktion mit artanh x iiberein.

Die obigen Identitaten liefern eine Tabelle von Stammfunktionen, die auch Inte-
graltabelle heilt. Die Eintrége dieser Tabelle heilen Grundintegrale. Es gibt langere
Tabellen von Stammfunktionen mit tausenden Eintréagen. Es gibt auch Programme
wie Mathematica, Maple, MuPAD usw., die Stammfunktion explizit bestimmen
konnen. Diese Programme benutzen die ausfiihrlichen Tabellen von Stammfunktio-
nen und die Rechenregeln.

Integrieren ist normalerweise viel schwieriger als Ableiten. Dariiber hinaus ist es
nicht immer moglich das Integral explizit durch elementare Funktionen auszudriicken.
Z.B. die Integrale [ e dr, i Si%dx (und viele andere) lassen sie als elementare Funk-
tionen nicht darstellen.

Unterhalb entwickeln wir die Technik des Integrierens fiir explizite Bestimmung
von Integralen (wenn méglich). Diese Technik besteht aus drei allgemeinen Regeln —
Linearitat, partielle Integration und Substitution, die haufig ein gegebenes Integral
auf Grundintegrale zuriickzufiihren helfen.

Es gibt auch spezielle Integrationsverfahren fiir spezielle Klassen von Integranden.

1+=z
1—=x

+C| auf (—o0,—1),(—=1,1) und (1,+00)

10.2 Linearitat des unbestimmten Integrale

Satz 10.3 Seien f und g zwei stetige Funktion auf einem Intervall J. Dann gilt

Ju+gar= [+ [ g (109

Auch fur beliebige Konstante a € R, a # 0, gilt

/afdx:a/fdx.

Beweis. Wir miissen beweisen, dass die Ableitung der rechten Seite von (10.4)
gleich f + g ist. Die Summenregel der Ableitung ergibt

(/fdx—i—/gdx)/: (/fdx>,+(/gdx)/:f—|—g,

was zu beweisen war. Die zweite Identitéat lasst sich analog beweisen:

(a/fdx)/:a(/fdx)/:af.
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2
Beispiel. 1. Bestimmen wir [ (x + \%) dz. Es gilt

7

1\? 1
/(:c—l—%) dr = /:czdx+2/a:1/2da:+/5da:

3 432
— 3_1_

1\? 11 1
T+ —=| =2 +22—=+—-=2"+2yx + -,
NG T x

und somit

+1In|z| + C.

dx

snlzcola Bemerken wir ZquChSt, dass

2. Bestimmen wir [

1 sin x + cos? x 1 1
3

. - . - . b
sin? x cos? x sin? x cos? cos?x  sin‘“z

woraus folgt

dx dx dx
——— = -— + —— = tanz — cotz + C.
sin® z cos? x cos? x sin” x

3. Sei f ein Polynom

f@)=cot+cx+.. +ca"= Z cpzt.
k=0

Dann erhalten wir

_ - kg _ ~ Gk
/f(x)dx = Z/ckxdx—zk—_i_lx +C
k=0 k=0
2 xn+1

C + cot + 10— + ... +
= cox +c1—+...+c, .
0 9 n+1

10.3 Partielle Integration

Seien w (x) und v (z) zwei Funktionen auf einem Intervall J. Ist v differenzierbar,
so betrachten wir den Ausdruck

/udvz/u(m) v (z) ::/u(x)v' (z) dz.

Satz 10.4 Seien u,v zwei stetig differenzierbare Funktionen auf einem Intervall J.
Dann gilt auf diesem Intervall die Identitdt

/udv = uv — /vdu. (10.5)
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Beweis. Die Identitét (10.5) ldsst sich ausfiihrlicher wie folgt umschreiben:

/uv’dw = uv — /vu'da:. (10.6)

Da die Funktionen uv’ und vu' stetig sind, so die beiden Integrale in (10.6) existieren.
Um (10.6) zu beweisen, es reicht zu zeigen, dass die Ableitung der rechten Seite gleich
wv” ist. In der Tat gilt es nach der Produktregel der Ableitung, dass

(uv— / W'dx)/ = (w) — vt

= (u'v+w')—ovd
= w',
was zu beweisen war. m

Beispiel. 1. Bestimmen [ Inadz. Fir u = Inz und v = z haben wir

1
/lnxd:c:mln:v—/xdlnx:xlnx—/x—dx:xlnx—x—i-C,

T

so dass

/lnxdx:mlnx—x—l—C'

2. Bestimmen [ z2e”dx. Wir benutzen, dass e“dz = de*. Fiir u = 2 und v = ¢*
haben wir

/xZemdx = /:UQdem = z%e” — /emde = %" — Q/xe’”d:r.

Um [ ze®dx zu bestimmen, wir benutzen den Satz 10.4 wieder, diesmal mit u =

und v = e*:
/xe‘”dm = /xde‘” = ze® — /ezdx =qxe® — e+ C.

Somit erhalten wir
2e%dr = 2% — 2xe” + 2¢* + C.

3. Bestimmen [ /1 + z%dz. Fir u = v/1+ 22 und v = x, erhalten wir
2
VIT@de = o128 - / _wdr
/ V1+ x2

1—|—x
= oV1+a22-— / /
1+x2 V1422

= 1+:1:2—/\/1+x2dx+1n<x+\/x2+l>+C.

Wir sehen, dass dasselbe Integral in den Beiden Seiten erscheint. Verschieben das
Integral nach links und Dividieren durch 2 ergibt

/\/1+:c2dx:%x\/x2+1+%1n(x+\/x2+1) +C
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10.4 Substitutionsregel

Satz 10.5 Sei f eine Funktion mit der Stammfunktion F auf einem Intervall I,
d.h.

/ fy)dy=F(y)+C. (10.7)

Sei u eine differenzierbare Funktion auf einem Intervall J mit w(J) C I. Dann gilt

auf J
/ f (@) du(z) = F (u(2)+ C. (10.8)

Beweis. Die beiden Funktionen f (u (z)) und F' (u (z)) haben den Definitionsbere-
ich J. Da

[Hu@ydu) = [ @) @

so ist die Identitat (10.8) dquivalent zu

(F (u(2))) = [ (u(@) ().

In der Tat erhalten wir nach der Kettenregel und F’ = f, dass

(F (u(2))) = F'(u(z)u' (x) = f(u(2) v (z),
was zu beweisen war. ®

Bemerkung. Die Identitét (10.8) bedeutet folgendes: die Integrationsvariable y in
(10.7) lasst sich durch eine differenzierbare Funktion y = u (x) ersetzen. Die Formel
(10.8) heifit die Substitutionsregel von Integration. Es ist klar aus dem Beweis, dass
die Substitutionsregel eine Umkehrung der Kettenregel ist.

Beispiel. 1. Bestimmen wir

/ (ax +b)" dx
wobei a # 0 und n € R. Da

d(ax +b) = adx

und somit )
dxr = —d(ax +b),
a

so erhalten wir mit der Substitution v = ax + b

/(am+b)ndx:1/(ax+b)”d(ax+b):1/u"du.

a a

Betrachten wir weiter u als neue Integrationsvariable (ohne y einzufithren) und er-

halten
n+1

u
In|ul| +C, n=-1.




10.4. SUBSTITUTIONSREGEL 21
Es folgt, dass

(az 4 )"
————+C, n
/(am+b)n dr = a(n+1) oAl (10.9)

—Injar+0b/+C, n=-1
a

/ dx
2 -1

Das ist ein Grundintegral, aber trotzdem zeigen wir, wie man dieses Integral un-
abhangig berechnen kann. Da

2. Bestimmen wir

I 1 111
2—-1 (z—1(x+1) 2\z—-1 x+1)’

dx 1 dx 1 dx
/3:2—1 B E/x—1_§/gg+1
1 fd@—=1) 1 [d@+1)
- 5/ z—1 _5/ T+ 1

1 1
= §ln|x—1|—§ln|:£—|—1|+0

1
2

so erhalten wir

r—1
rz+1

e

3. Bestimmen wir

so haben wir

/ xdx _1/d(1+x2)
1+22 2 14 a2

Substitution u = 1 + 2% ergibt

xdx 1 fdu 1 1
/ =5 [ S =3mlul+C=3n(+a?)+C.

1422 2
/ dx
sinz

Mit der Substitution 4 = cos z erhalten wir

dx sin xdx dcosz dcosz du
sin « sin? sin? cos?x —1 u2 —1

1 u—1’+C:%1n1—cosx

4. Bestimmen wir

= —-In

2 u—+1 1+ cosx
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Um die Antwort weiter zu vereinfachen, benutzen wir die trigonometrische Identitét !
1 —cosz 9 T
P tan?s, 10.10
1+ cosz 2 ( )

was ergibt

/ dx zln’tang‘ + C.

sinx

/ arcsin xdzx.

/ arcsinxzdr = xarcsinx — / xdarcsinz  (partielle Integration)

5. Bestimmen wir

Wir haben:

. x
= garcsing — | ———dx
V1—a?

= zarcsinx + (Substitution v = 1 — z?)

1 / d(1—2?)

2 V1— a2
1

= xarcsinx + 5 /u_l/Qdu (Grundintegral))

— zarcsinz +u/? +C

= garcsinz+vV1—224+C.

Somit gilt es

/ arcsin zdx = x arcsinz + V1 — 22+ C

26.10.18
6. Bestimmen wir

/ dz

Va(l—ux)

im Definitionsbereich x € (0,1). Es ist nicht offensichtlich, welche Substitution
y = u (x) zu benutzen. Versuchen wir

y =
Da z = y* (wobei y € (0,1)) so erhalten wir
/ dx B / d (y?) B / 2ydy
Vel=a) ) V-9 J y/1-9

d
0 | Y _ 2arcsiny + C
V1—192
= 2arcsinx + C.

TIn der Tat gilt
2cos’x —1=1—2sin®z = cos 2z,

woraus folgt
1 —cos2r 2sin’z tan?
= = tan” x.
1+cos2x  2cos?x

Ersetzen x durch z/2 ergibt (10.10).
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/ dz
er 4+ 1
mit Hilfe von Substitution y = €*, d.h. z = Iny wobei y > 0. Wir erhalten
/ dr /dlny_/ dy
er+1 S y+1l | yy+1)
1 1
= -———|d
/(y y+1> !
= lny—In(y+1)+C
= z—In(e"+1)+C.

7. Bestimmen wir

In den beiden letzten Beispielen haben wir tatsachlich die inverse Substitution
x = v (y) benutzt. Man kann das immer machen, vorausgesetzt, dass v eine invertier-
bare differenzierbare? Funktion ist, so dass # = v (y) aquivalent zur Substitution
y=v""1(x) ist.

8. Bestimmen wir

/ V1= 22da.

Man kann es mit Hilfe von partieller Integration berechnen (Aufgabe 42), aber wir
machen es mit Hilfe von der inversen Substitution. Da in diesem Integral = € [—1, 1],
so wahlen wir die Substitution x = siny mit y € [—7/2,7/2] so dass sin invertierbar
ist und y = arcsin x. Dann erhalten wir

/vl—x2dx = /\/1—sin2ydsiny

= / cosy (cos ydy)

1 2
= /COSZydyZ/#dy

1 1
= §y—|—Zsin2y+C’

L + Ly +C
= —y+ —sinycos
2y 5 my Y

1 1
= 3 arcsin x + §x\/1 — 22+ C.

Wir haben benutzt dass cosy > 0 fiir y € [—7/2,7/2]. Somit ist die Antwort

/\/1 — 22dx = jarcsinz + 321 — 22+ C

2Hinreichende Bedingung fiir die Invertierbarkeit einer differenzierbaren Funktion f auf einem
Intervall J ist f' (z) # 0 fiir alle x € J (Aufgabe 8)
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10.5 Integration von rationalen Funktionen

Eine Funktion f heifit rational falls f als Quotient zweier Polynome darstellbar ist,
d.h.

wobei P (z) und @ (z) Polynome mit reellwertigen Koeffizienten sind. Der Defi-
nitionsbereich von f ist jedes Intervall wo @) (z) nicht verschwindet, insbesondere,
jedes Intervall zwischen aufeinanderfolgenden reellen Nullstellen von @ ().

Die rationalen Funktionen lassen sich immer in elementaren Funktionen integri-
eren. Das Verfahren von Berechnung des Integrals

[ty
besteht aus drei Schritten.
(i) Faktorisieren den Nenner ) (z) in Produkt von linearen und quadratischen
Funktionen wie folgt:

Qx)=a(x—r)" . (x—r)" (P +px+aq)" (2P +pxr+q) ", (10.11)

wobei I,n € Zy, a,1i,p;,q; € R, kj,m; € N, wobei die quadratische Polynome
z? + p;jx 4+ ¢; keine reelle Nullstelle haben. Dariiber hinaus alle Zahlen r; sind
verschieden und die Paaren (pj,¢;) sind auch verschieden®. Die Zahl k; heifit die
Vielfachheit von (x — r;) und m; — die Vielfachheit von (22 + p;z + g;).

(ii) Zerlegen der Funktion f(z) = % in die Summe von einem Polynom und
einigen Partialbrichen der Form

a bx + ¢
(-7 (@ +pr+q)™

(10.12)

Jeder lineare Faktor (x — ;)™ in (10.11) tragt zu solcher Zerlegung von f (x) eine

Summe
aq a9 ag,

@r) T e

bei, und jeder quadratische Faktor (z2 + p;z + ¢;)"™ in (10.11) trigt zu f (z) eine
Summe

bl.’ﬂ +c bz.ﬁlﬁ + co T 4 b2$ + C
?tpirtq (P+pr+q) 0 @ 4prtg)”
bei. Somit gilt

l
a1 Q2 Aik;
r) = R(x)+ + T T A
flo) = Rt 2 ((w—m @) <x—n>‘“>
“ b‘l-T + ¢ b]ml' + Cim,; )
+ J .+ : 1, 10.13
Z(($2+pﬂ+%) (22 + pjz + ;)™ (10.13)

=1

3Existenz der Faktorisierung (10.11) fiir beliebiges Polynom folgt aus dem Fundamentalsatz der
Algebra, aber wir brauchen solchen Darstellung nur fiir einige Beispiele wo sie fast offensichtlich
ist.



10.5. INTEGRATION VON RATIONALEN FUNKTIONEN 25

wobei R (x) ein Polynom ist, r;, p;, q;, ki, m; sind wie in (10.11), und @i, bjm, Cjm €
R. Die Koeffizienten a;i, bjpm, ¢jm miissen noch aus dieser Identitat bestimmt wer-
den®.

(iii) Integrieren f mit Hilfe von der Partialbruchzerlegung (10.13). Integrieren
von dem Polynom R (x) ist offensichtlich. Die Partialbriiche lassen sich wie folgt

integrieren.
Der Partialbruch erster Art (zjr)k wird nach (10.9) integriert:
(.93 _ T)l*k
/Lkdx:a/(x—r)kda::a 11—k +C, k# 1L
(x—r) Injz—r|+C, k=1
bx+-c

Integrieren den Partialbruch zweiter Art e t™ ist schwieriger. Dafiir ver-
pa+q)

wenden wir die quadratische Erganzung und stellen 22 + px + ¢ in der Form
2 +pr+q=(z+p/2)°+ (q—p*/4) =’ + 5
dar mit u = z + p/2 und s = \/q — p?/4 > 0. Wir erhalten
b b(u—p/2
[ (w=p/2)te,

(22 +pr +q)" (u? + %)™
udu du

= o [t e [ e

Somit bleibt es die folgenden Integrale zu bestimmen:

udu du
e Aot (10,19
Das erste Integral ist einfach:
udu 1 [d(u®+5%) o 2, 2
/m ) / m (Substitution v = u* + s%)

1-m

1 1] Y
Injv|+C, m=1,

2 2\1-m
1 M_FC, m#1,
= 1—m
In(u*+s*)+C, m=1.

Das zweite Integral in (10.14) ldsst sich per Induktion nach m berechnen. Dafiir

setzen wir P
U
P = [ s
und bemerken, dass
d d 1 d 1
Fl(u):/%:/ u2 :—/#/s):—arctangjLC,
u? + s 52 ((u/s) + 1) sJ) (u/s)"+1 s 5

1Die Existenz von Darstellung (10.13) fiir beliebige rationale Funktion lisst sich mit Hilfe von
Division von Polynomen beweisen.
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d.h.

d 1
/—u :—arctang—l—C.
s s

u? + 52

Partielle Integration von F;, ergibt
U 1
F = T avm d———wm
() (u? + s?) /u (u? + s2)
u 4o / u?du
= _— m _—_—
(w2 + )" W+ s

2 2 d
= %”m/%du—?mf/—um
(u? + s2) (u? 4 s2) (u? + s?)

u 2
= m +2mkl,, — 2ms“F, 1.

Daraus folgt die Relation zwischen F,, und F,,

u

1
Fm—HZ <(u2+82)m+(2m_1)Fm)7

2ms?

was [, per Induktion nach m bestimmen lasst.
Wir sehen, dass jede rationale Funktion f(z) in elementaren Funktionen inte-

grierbar ist.
/ dx
-

Der Nenner lasst sich wie folgt faktorisieren:

Beispiel. 1. Bestimmen wir

P —r=x(x—1)(r+1).

1
x3—z

Somit has die Funktion die folgende Partialbruchzerlegung:

1 1 a b c
+ )
z+1

w3 —x z(r—1)(z+1) E—{—x—l

(10.15)

wobei die Koeffizienten a, b, ¢ noch bestimmt werden sollen. Diese Identitéat gilt fir
alle x € R\ {0,1,—1}. Um a zu bestimmen, multiplizieren wir (10.15) mit z:

1 b c
(x—l)(x+1):a+x(x—1+x+1) (10.16)

und bemerken, dass diese Identitét fiir alle z € R\ {0, 1, —1} gilt, genau wie (10.15).
Aber die beiden Seiten von (10.16) sind auch fiir z = 0 definiert. Nach der Stetigkeit
der beiden Seiten von (10.16) gilt die Gleichheit (10.16) auch in x = 0. Setzen wir
in (10.16) x = 0 ein und erhalten

a=—1.
Analog ergibt Multiplizieren von (10.15) mit x — 1 die folgende Identitét

ﬁ:b—i_@_l)(%—i—xil)’
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und fur x = 1 erhalten wir )

Multiplizieren von (10.15) mit = + 1 ergibt

L :c+(x+1)(%+ b )

x(r—1) r—1

woraus fir x = —1 folgt

C = 5
Somit erhalten wir
1 1 1 1

1 1
»—r x+§x—1+§x+1

und

dx 1 1
/333_:6:—ln|x|+§ln|x—1\+§1n|$+1|+0.

2. Bestimmen wir das Integral

/ (x - 1;22 T

Die Partialbruchzerlegung der Funktion f(x) = m hat die Form

1 ay Qs bx + ¢
= + + , 10.17
(z—1)°(@2+1) (@-1) (z-1° 22+1 ( )

wobei die Koeffizienten a;, b, c noch bestimmt werden sollen. Multiplizieren diese
Identitét mit (2 — 1)* ergibt

1
a1 ),
wobei g (z) = %%¢. Fiir = 1 erhalten wir

CL2:§.

Subtrahieren aus (10.17) das Glied %ﬁ ergibt

(ﬁ‘@ <x—11>2 = it

1 x?—1 _ e ()
2@+ (@17  a—1 9V
1 r+1 ay
_5@2 D) = 7 +g(z). (10.18)

Multiplizieren mit x — 1 ergibt
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woraus fiir x = 1 folgt

1
ap = —5
Einsetzen von a; in (10.18) lasst uns g (z) bestimmen wie folgt:
(2) 1 r+1 + 1 1
r) = —= =
g 2@+ ) (z—1)  2z-1

1?2 +1—(z+1)
2 (22+1)(x—1)
1 z(@-1) 1 x

22+ 1) (x—1) 2z2+1

so dass ¢ (z) wirklich die Form iﬁ—ﬁ mit b = % und ¢ = 0 hat. Somit erhalten wir

die folgende Partialbruchzerlegung von f:

/(@) 11 11 1«
r)—=—= — — .
20 -1 2(x—1)° 22241

Jetzt konnen wir jedes Glied von f (x) integrieren:

1 d(z—1
/ dm:/bzln\x—ﬂ—l—a
z—1 r—1

woraus folgt

3. Bestimmen wir

/ dx
(22 + 2z +5)°

Das Polynom z? + 2z + 5 hat keine Nullstelle, und somit ist die Funktion 1

(#2+2z45)°
schon ein Partialbruch zweiter Art. Wir haben

2?4+ 2045 = (x+1)° +4,

und mit Substitution ©w = z + 1 erhalten wir

/ dx B / du
(22 + 22 + 5)° (u2 +4)*
Zuerst berechnen wir

du 1 d(u/2) 1 u
A el
/u2+4 2/(u/2)2+1 2 g
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Partielle Integration ergibt

/ du B
wl+4 u2—|—4

-

B u2+4 / u2+4
Jhre
Je

u2—|—4

ur 44— 4
u2—|—4

/ du
2+4 (u2+4)2

u2—|—4

u2+4

Daraus folgt, dass

8/ L 4 = +/ L 4 “ L acan 4o
u = u = — arctan —
(u? +4)? u? +4 u? + 4 u?+4 2 2

und somit

/ 1 d Y + 1 arcta u—irC
u = — arctan —
(u? 4 4)° 8(u2+4) 16 2
und
/ dx r+1 L 1 tn$+1+0
= — arcta .
(22422 +5) 8(z2+2x+5) 16 2

In allen Fallen oberhalb gilt deg P < deg (), so dass das Polynom R in der Zer-
legung (10.13) verschwindet. Im Fall deg P > deg () bekommt man in der Zerlegung
(10.13) ein nicht-triviales Polynom R (x) indem man zunéchst P durch () mit Rest
dividiert:

P=QR+ P,
wobei deg P< deg ). Es folgt N
P P
— =R + —,
Q Q

und weiter zerlegt man g in Partialbriiche wie oberhalb.

Beispiel. Bestimmen wir das Integral

x? —2
/x4_1d:c.

Zunichst dividieren wir z° — 2 durch z* — 1 mit Rest:

-2 = x5(x4—1)+x5—2
= x5(1’4—1)+x(m4—1)+x—2
= (m5—|—x) (x4—1)+x—2
so dass
x? —2 IE—2

x4_1—x +x+ 1

31.10.18
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r—2

“— in Partialbriiche. Der Nenner lasst sich wie

Weiter zerlegen wir die Funktion
folgt faktorisieren:

1= (2"-1)(2®+1) =(z—1)(x+1) (2 + 1)

so dass

z—2 r—2 aq as br +c

A1 @ DEiD@+D) r-1 z+1 241

Multiplizieren mit x — 1 und Einsetzen z = 1 ergibt:

T — 2 1
a, = =,
et D@, 4
Multiplizieren mit 4+ 1 und Einsetzen z = —1 ergibt:
T — 2 3
as = =-.
-+, 4
Es folgt
br+c x—2 +1 131
2+1 (z-D(@+1)(@2+1) 4dz—-1 4x+1
B loz—-2
222+ 1
so dass

r—2 1 1 +3 1 1z—2
-1  dx—1 4x+1 222+1

1 dx 3 dx 1 x—2
(2° +2) do 1) 1td) 201 2) 2™

Wir erhalten

) —2
/x4—1dx - /
T

6+x2 11‘ 1“"31 5+ 1] 1/d(m2+1)+/ dx

= —+——-Inlz— —In|z —— | —

6 2 4 4 4 2 +1 2 +1
6 21 3 1

= %+%—Zln|a:—1|—|—zln|x+1|—Zln(mg—kl)+arctan:p+C’.



Chapter 11

Integralrechnung: bestimmtes
Integral

11.1 Riemann-Integral

Sei f (z) eine Funktion auf einem Intervall [a,b] wobei a,b € R und a < b. Wir
definieren hier den Begriff von bestimmten Integral

b
/ f(z)dz. (11.1)

Das ist eine reelle Zahl, die man als der Flacheninhalt unter dem Graph der Funktion
f betrachten kann. Das Verfahren fiir Definition des bestimmten Integrale wurde
von Riemann eingefithrt. Somit heift das Integral (11.1) auch Riemann-Integral
oder Riemannsches Integral.

Definition. Eine Zerlegung von dem Intervall [a, b] ist jede endliche streng monoton
steigende Folge {z}},_, mit n € N, zp = ¢ und xz,, = b, d.h.

a=2To <1 < Xo... < XTp_1 < Ty, = b.

Wir bezeichnen eine Zerlegung mit Z, d.h. Z ist die ganze Folge {z}},_, wie ober-
halb.

Gegeben sei eine Zerlegung Z von [a,b], betrachten wir noch eine Folge ¢ =
{€,}i_, von Zahlen &, mit &, € [x_1,2g]. Dann heiBen ¢, die Zwischenstellen von
Z.

Definition. Fiir jede Funktion f : [a,b] — R und fir jede Zerlegung Z von [a, b]
mit den Zwischenstellen ¢ definieren wir die Riemann-Summe mit

S(f,2,6) =) [ (&) Ay,
k=1

wobei
Az =21 — Tp_1.

31
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Geometrische Bedeutung der Summe S (f, Z,€) ist wie folgt. Ist f auf [a, b
nichtnegative, so heifit die folgende Menge

{(x,y)ERQ:angb, Ogygf(x)}

der Untergraph von f. Die Riemann-Summe S (f,Z, () ist gleich die Summe von
Flacheninhalten von Rechtecken mit der Basis [zj_1,zx] und der Hohe f (&), was
eine Annéherung von dem Fliacheninhalt des Untergraphes von f (x) ist.

A y
ot Ax)
yal -

=1 | A

A&k / / : : :\\ : E
s N
e B

a=xg Xf-1 ;fA. Xk b=x, " x

Der Approximationsfehler dieser Annéherung wird fallen wenn die Feinheit der
Zerlegung gegen 0 geht. Fiir jede Zerlegung Z = {z}};_, definieren wir die Feinheit
von Z mit

¢ (Z) = max {Ax}.

1<k<n
Der Grenzwert von Riemann-Summen S (f,Z,¢) fir ¢(Z) — 0 wird wie folgt
definiert.

Definition. Wir schreiben

lim S(f,2,6) = A

p(Z)—0

mit einem A € R, fall fiir jedes € > 0 existiert ein d > 0 so dass fiir jede Zerlegung
Z mit ¢ (Z) < § und fiir jede Folge £ von Zwischenstellen von Z gilt

|S(f727§)_A| <é&.

Definition. Eine Funktion f auf [a,b] heifit Riemann-integrierbar falls der Gren-
zwert

lim S(f,Z,¢)

w(Z2)—0

existiert. Der Wert des Grenzwertes heiit das Riemann-Integral (=bestimmtes In-

tegral) von f und wird mit
b
[ r@s
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bezeichnet.

In anderen Wortern, wir haben nach Definition
b
/ f(z)dx = hm Zf &) Axy, (11.2)

vorausgesetzt, dass lim existiert. Die Notation fab f (x) dz wurde von Leibniz vorgeschla-
gen und bezieht sich auf die Summe Y7, f(§,) Axy. Die Zahlen a und b heifien

untere bzw obere Grenzen des Integrals f; f(x)dx.

Fiir nichtnegative Funktion f heifit der Wert von fab f (z) dz auch der Fldcheninhalt
des Untergraphes von f.
Die folgenden Fragen werden in diesem Kapitel behandelt werden:

1. Wie bestimmt man den Wert von Riemann-Integral? Insbesondere welche
Beziehung gibt es zum unbestimmten Integral [ f (z) dx?

2. Wie lasst sich das Riemann-Integral verwenden?

Wir fangen mit zwei Beispielen an.

Beispiel. 1. Sei f (z) = ¢ eine Konstantefunktion. Dann ist f Riemann-integrierbar
da fiir jede Zerlegung Z mit Zwischenstellen & gilt

S(f,Z,§) = Zf ) A:ck—cZA:ck—cb—a)
und somit der Grenzwert in (11.2) existiert und ist gleich ¢ (b — a), d.h.

/bcd:c:c(b—a). (11.3)

Da der Untergraph von f der Rechteck [a,b] x [0, ¢] ist, so beschliefen wir, dass der
Flacheninhalt dieses Rechteckes gleich ¢ (b — a) ist, wie erwartet.
2. Sei f die Dirichlet-Funktion

f(z) = { (1) i;% (11.4)

Zeigen wir, dass f auf jedem Intervall [a, b] nicht Riemann-integrierbar ist. Gegeben
sei eine Zerlegung Z = {x;};_,, wihlen wir alle Zwischenstellen ¢, irrational. Dann
gilt f (&) = 0 und somit

S(f7Z7€):O'

Andererseits, fiir die gleiche Zerlegung wahlen wir jetzt die anderen Zwischenstellen
&, so dass &, rational sind. Dann gilt f (§,) = 1 und somit

S<f7Z,€):b—(I

Wir sehen, dass lim,(z)—o S (f, Z, &) nicht existiert.
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11.2 Darboux-Integrierbarkeit

Gegeben sei eine Funktion f : [a,b] — R und eine Zerlegung Z von [a, b], definieren
wir die obere Darbouz-Summe von f und Z mit

S(f,2) =Y ( sup [lAw

k=1 [xk—lvl’k}

und die untere Darbouz-Summe mit

k=1 [tx—1,7k]
Bemerken wir, dass S* (f, Z) Element von (—oo, +00] ist und S, (f, Z) Element von
[—o0, +00) ist.
Die Darboux-Summen brauchen keine Zwischenstellen. Die obere Summe S* (f, Z)
ist die Summe von den Flacheninhalten von Rechtecken, die den Untergraph von f
iiberdecken:

Sx)

»
»

a Xk-1 Xk b b

und die untere Summe S, (f, Z) ist die Summe von den Flécheninhalten von Rechtecken,
die im Untergraph enthalten werden:

Ay

Jx)

\

v

a X1 Xk b X
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Da fiir jede Zwischenstelle &, € [zx_1, zx] gilt

inf f<f(§)< sup f,

[xkflaxk] [xk—hxk]
so erhalten wir, dass fiir jeder Wahl Zwischenstellen £ von Z gilt

S (f,2) <5(f,2,§) <5°(f.2). (11.5)

Definition. Funktion f heifit Darboux-integrierbar wenn

lim (S*(f,Z) —S.(f.2)) =0, (11.6)

©(Z2)—0

d.h.
Ve>030>0 VZ mit ¢(Z) <dgilt [S*(f,2Z)—S.(f,2)] <e.

Beispiel. Fiir die Dirichlet-Funktion (11.4) gilt auf jedem Intervall [z)_1, 2]

sup f=1 und inf f=0

[a;k—17xk:] [xkflvxk]

woraus folgt
S*(f,Z)=b—a und S.(f,Z)=0.

Die Bedingung (11.6) ist somit nicht erfiillt und f ist nicht Darboux-integrierbar.

Satz 11.1 Sei f eine Funktion auf [a,b]. Die folgenden drei FEigenschaften sind
aquivalent:

(a) Funktion f ist Riemann-integrierbar.
(b) Funktion f ist Darbouz-integrierbar.

(c) Die Grenzwerte limy,(z)—o Sy (f, Z) und limyz)—0 S* (f, Z) ewistieren (in R)
und sind gleich.

Dariiber hinaus unter jeder von Bedingungen (a),(b), (c) gelten die Identititen:

b
Jim SU(£2) = dim S.(5.2) = [ f@)dr=supS.(,2) = inf S°(1.2).
(11.7)
02.11.2018
Definition. Die Funktion f heifit integrierbar fall f eine (<jede) von den Bedin-
gungen (a), (b), (c) erfiillt ist.

Beweis. (a) = (c¢) Setzen wir

A:/abf(x)dx
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ein. Nach Definition gilt: Ve > 0 3§ > 0 so dass fiir jede Zerlegung Z = {z)},_,
mit ¢ (Z) < 0 und fiir jede Folge von Zwischenstellen £ = {¢,}_; gilt

A—e<S(f,Z2,6) < A+e.

Da!
Sf.Z) = Y sup f(&) (@ —w5m1)
1 SkE[TK—1,7k]
= sup > f(&) (m— )
§p€lzn—1.2k] 3
1<k<n
:S?S@ZQ
und analog

so erhalten wir

A—e< S (f,Z2)<S"(f,Z) < A+e.

und somit

lim S*(f,Z)= lim S.(f,Z)=A. (11.8)
©(Z)—0

0(Z)—0

Somit haben wir sowohl die Aussage (c) als auch die beiden linken Identitdten in
(11.7) bewiesen.
(¢) = (b) Trivial: gilt

lim S,(f,Z)= lm S*(f,2),

©(Z)—0 ©(Z)—0

so gilt auch

lim (S*(f,2) —S.(f.Z)) =0.

©(Z)—0

(b) = (a) Fiir zwei Zerlegungen Z und Z’ von [a, b] schreiben wir Z' C Z falls
7' als Menge eine Teilmenge von Z ist. Man sagt, dass Z eine Verfeinerung von Z’
ist.

Behauptung 1. Fulls Z' C Z, dann gelten die Ungleichungen
ST (f.2) <5 (f, 2

und

D.h. die obere Summe fdllt nach Verfeinerung und die untere Summe steigt.

'Wir benutzen dass fiir beliebige Teilmengen Ay, ..., A,, von R gilt

sup (A1 + ...+ A,) =sup A; + ... + sup 4,,.
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Seien Z = {z;};_, und Z' = {yk}ffzo. Da Z' C Z, jedes Intervall [yx_1,yx] von
Z'" stimmt mit einem Intervall [z, x,,] iberein so dass

Y1 = X < Xpg1 < oo < Ty = Y-

Daraus folgt, dass

m

(sup f)ye—w) = Y ( sup f)(wi—wi)
[Yk—1,Yk] imi1 [Wk—1k]

> Z( sup f)(z; —xiq).

- [@i—1,24]

i=l+1

Addieren solche Ungleichungen fiir alle k ergibt S* (f, Z") > S*(f, Z). Die Ungle-
ichung fiir S, wird analog bewiesen.

Behauptung 2. Fir beliebige zwei Zerlegungen Z' und Z" von |a,b] gilt

S.(f,2") < S*(f,2"). (11.9)

Die Vereinigung Z = Z' U Z"” ist auch eine Zerlegung von [a,b]. Da Z' C Z und
Z" C Z, so erhalten wir nach Behauptung 1 und (11.5), dass

S (f.2") < 8. (f,2) < 5" ([, 2) < §*(f.2"),

woraus (11.9) folgt.
Jetzt beweisen wir, dass eine Darboux-integrierbare Funktion f auch Riemann-
integrierbar ist. Setzen wir

A:sgpS* (f,Z) und B:i%fS* (f,2) (11.10)
ein. Es folgt aus der Behauptung 2, dass
A< B. (11.11)
Nach (11.10) und (11.11) gilt
S (f,Z2) <A< B<ZSS*(f, 2). (11.12)
Beweisen wir, dass
lim S(f,Z,§)=A=B, (11.13)

»(Z2)—0
was sowohl die Riemann-Integrierbarkeit von f als auch die beiden rechten Iden-
titdten in (11.7) ergeben wird. Nach (11.5) gilt

Vergleich mit (11.12) zeigt, dass die Werte A, B und S (f, Z, €) im gleichen Intervall
(S, (f,Z),S* (f, Z)] liegen, woraus folgt

|S(f7Z>£)_A’ < S*<f,Z)—S*(f,Z)7
Da nach der Darboux-Integrabilitit

fir p (Z) — 0, so erhalten wir (11.13), was zu beweisen war. ®
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11.3 Integrierbare Funktionen

Korollar 11.2 (Notwendige Bedingung fiir Integrabilitéit) Ist eine Funktion f auf
la, b] integrierbar, so ist f auf [a,b] beschrdnkt.

Beweis. Nehmen wir das Gegenteil an, dass sup,; f = +oo. Fir jede Zerlegung
Z = {wk}j_ gibt es ein Intervall [z}, ;] Wo supy,, | ,.1f = +o0, woraus folgt

S*(f, Z) = +o0.
Da immer S, (f, Z) < +00, so erhalten wir
S*(f, Z2) = S (f, Z) = +o0,

und f ist nicht Darboux-integrierbar. Somit muss es gelten sup,, f < 400, und
analog inf, f > —o00, was zu beweisen war. =

Der folgende Satz gibt uns viele Beispiele von integrierbaren Funktionen.

Satz 11.3 (Hinreichende Bedingungen fiir Integrierbarkeit)
(a) Jede stetige Funktion f auf [a,b] ist auf diesem Intervall integrierbar..
(b) Jede monotone Funktion f auf [a,b] ist auf diesem Intervall integrierbar.

Fiir dem Beweis von (a) brauchen wir den Begriff von gleichméfiger Stetigkeit.

Definition. Eine Funktion f auf einem Intervall J heiflt gleichmafig stetig falls

Ve>0 30>0 VeeJVyeJmit [z —y| <o gilt |f(zx)—f(y)] <e (11.14)

Erinnern wir uns, dass f stetig auf J ist, falls f stetig an jeder Stelle z € J, d.h.
for any x € J for any € > 0 there exists 0 > 0 such that

VeeJ Ye>030>0 VYyeJmit |z —y| <dgilt |f(z)— f(y)| <e (11.15)

In (11.15) héngt § von x ab, wobei in (11.14) § gleich fiir alle x ist, was das Wort “gle-
ichmafig” erklart. Offensichtlich ist jede gleichmafig stetige Funktion auch stetig,
aber umgekehrt gilt es nicht immer.

Beispiel. Die Funktion f (x) = < ist stetig auf (0, 1) aber nicht gleichméBig stetig.
In der Tat, fiir jedes 6 > 0, wihlen wir 0 < z < § und y = x/2 so dass |z — y| < 6,
wahrend

beliebige gro3 werden kann, da x beliebig nahe zum 0 gewahlt werden kann.

Lemma 11.4 Ist f (x) stetig auf einem beschrinkten abgeschlossen Intervall J, so
ist [ auf J gleichmdf$ig stetig.
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Beweis. Nehmen wir das Gegenteil an, dass f auf J nicht gleichmafig stetig ist.
Die Negation von (11.14) ergibt

>0 Vo>0 dreJIyeJmit [x—y|<d und |f(z)— f(y)| > e

Wiéhlen wir § = % fiir ein n € N und somit bekommen x,,,y, € J mit

1
|zn — yn| < - (11.16)

und
|f (zn) = [ (yn)| = €. (11.17)

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl (Satz 4.9) hat die Folge {z,} eine konver-
gente Teilfolge {x,, }. Nach (11.16) erhalten wir, dass auch {y,, } konvergiert und

lim z,, = klim Yn, =: C € J.
—00

k—oo

Nach der Stetigkeit von f erhalten wir

lim f (2y,) = f(c) = lim f (yn,).

k—oo
was im Widerspruch zu (11.17) steht. =

Beweis von Satz 11.3(a). Nach Lemma 11.4 ist die Funktion f gleichméBig stetig
auf [a, b], d.h. sie die Bedingung (11.14) erfiillt. Betrachten wir beliebige Zerlegung
Z = {xp};_, von [a,b] mit ¢ (Z) < 6. Fiir jede z,y € [x5_1, 2] gilt |z —y| < § und
somit

If (@)= fyl <e

Daraus folgt, dass
sup f— inf f<e

R

und somit

n

S (f,2) =S (f,2) = Y (swp f— inf f)(zp—zp1)

1 [Tk—1,7k] [Zp—1,2k]
< ey (@ 2pe)
k=1
= eg(b—a).

Da ¢ (b — a) beliebig klein sein kann, so erhalten

lim (S*(f,Z) - S.(f.2)) = 0.

p(Z)—0
Somit ist f Darboux-integrierbar und nach dem Satz 11.1 auch integrierbar. m

Beweis von Satz 11.3(b). Sei f monoton steigend. Fiir jede Zerlegung Z =
{xk}i_o von [a,b] gilt

sup f=f(z) wnd inf f=f(e)

[e—1,2] [r—1,2x]
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woraus folgt

NE

S (), 2) = 5.(f,2) = <[ sup f— inf f) (@k — k1)

k Th—1,%k] [Th—1,2k]

= (f (@x) = f (xp-1)) (2 — Tp—1)

1

< @(Z)Z(f(xk)—f(ﬂﬂkq))
= ¢(2)(f(b) = [f(a)).

1

Sl

B
I
3

Somit erhalten wir

©(Z2)—0

woraus die Integrierbarkeit von f folgt. m
07.11.2018

11.4 Fundamentalsatz der Analysis, 1

Der néachste Satz etabliert eine Beziehung zwischen bestimmten und unbestimmten
Integrale.

Hauptsatz 11.5 (Fundamentalsatz der Analysis: Newton-Leibniz-Formel) Sei f (x)
eine integrierbare Funktion auf einem beschrankten abgeschlossenen Intervall [a,b]
mit a < b. Sei F (z) eine Stammfunktion von f auf diesem Intervall. Dann gilt die
Identitat

b
/ f(x)dx=F(b) — F (a)| (11.18)

Fithren wir die folgende Notation ein:
[FIL = F(b) ~ F (a).

Da F = [ f(x)dx, so lasst sich die Newton-Leibniz-Formel wie folgt umschreiben:

/abf(x)d:p: {/f(m)dx}z.

In dieser Form liefert die Newton-Leibniz-Formel eine direkte Beziehung zwischen
bestimmten und unbestimmten Integralen.
Man kann (11.18) auch wie folgt umschreiben:

/ab F (2) da

Insbesondere gilt diese Identitét fiir jede stetig differenzierbare Funktion F auf [a, ],
da F’ stetig und somit nach dem Satz 11.3 integrierbar ist.

I
~
=
|
"
&
I
=)
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Beweis. Nach Definition von Riemann-Integral haben wir

b
/a f(x)dxzw(légrLOS(f,Z,f).

Fixieren wir eine Zerlegung Z = {zy};_, von [a,b] und wéhlen die Zwischenstellen
€ = {¢,},_, wie folgt. Nach dem Mittelwertsatz, es gibt &, € [zg_1, x)] mit

F(ay) = Fzp-1) = F' (&) (xp — 25-1) -

Fir dieses ¢, erhalten wir

S(fazaf) = Zf(gk)($k_xk*1)

= D F'(&) (o — 2p1)
= D (F(ay) = F(wx))

= F(b)-F(a).

Somit muss der Grenzwert limyz)—oS (f,Z,&) gleich F' (b) — F (a) sein, woraus
(11.18) folgt. m

Mit Hilfe von der Newton-Leibniz-Formel kann man die Integrale f; f(x)dx
effektiv berechnen. Ist f > 0, so bestimmt man auf diese Weise den Flacheninhalt
des Untergraphes von f.

Beispiel. 1. Der Graph der Funktion f (z) = ax + b auf dem Intervall [0, A, h > 0,
ist eine Gerade zwischen den Punkten (0,b) und (h, ¢) wobei ¢ = f (h) = ah +b. Es
gilt

h h 9 h 9
[errnir=|[@rsna] =[] —alem-220
0 0 2 0 2 2

d.h. der Flacheninhalt von dem Trapez mit der Héhe h und den Grundseiten b and
c ist gleich b%ch.

(h.c)
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2. Fiir die Funktion f (z) =1 — 2? erhalten wir

R {/(1-#)@};: {f—%T_lzg-

Geometrisch bedeutet dies, dass der Flicheninhalt zwischen der Parabel y = 1 — 2
und der Achse z gleich 4/3 ist.

0.5 T

Insbesondere betrigt dieser Flacheninhalt genau 2/3 von den Flécheninhalt von
dem umgeschriebenen Rechteck [—1,1] x [0, 1]. Diese Regel von 2 wurde erst von
Archimedes entdeckt. Er konnte den Flacheninhalt unter der Parabel direkt als
der Grenzwert von Riemann-Summen berechnen, ohne Newton-Leibniz-Formel zu
wissen.

3. Sei f(x) = 1. Fiir alle 0 < a < b erhalten wir

/abd?m - V d?x]b = [Inal, = hlg (11.19)

a

Der Graph der Funktion y = % ist eine Hyperbel, und der Flacheninhalt unter der
Hyperbel auf [a, ] ist gleich In %

Insbesondere gilt
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4. Der Graph der Funktion f(z) = v/1 — 2?2 auf dem Intervall (—1,1) ist Hal-
bkreis. Der Flacheninhalt des Untergraphes des Halbkreises ist gleich

1
1 1
/\/1—:62(135 = §arcsin$+§xv1—x2
-1

1

-1

1
= 3 (arcsin 1 — arcsin (—1))

1
= Lwj24np2)
= 7/2.

A i
\\ X
. /

N /

N ’
~ _7

~ \l_._-— —

5. Fiir die Funktion f () = =% und a > 0 haben wir

1422
*  dr dx ¢ a
o _ T = [arctan x]_a = 2arctan a.
y
_a a X

Insbesondere, der Flicheninhalt des Untergraphes von f(r) = —5 auf [—1,1]

T2
ist gleich
1
dx T
/_1 a2 = 2arctanl = 5
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11.5 Weitere Eigenschaften vom bestimmten In-
tegral

Satz 11.6 (Linearitdt vom bestimmten Integral) Sind die Funktionen f und g in-
tegrierbar auf einem Intervall [a,b], so ist auch f + g integrierbar und

/ab(f—l—g)d:z::/abfdx—l—/abgdx. (11.20)

Auch fiir jedes c € R ist cf integrierbar und

/ab (cf)dx = c/ab fda. (11.21)

Beweis. Seien Z = {z;},_, eine Zerlegung von [a,b] und & = {£,};_, eine Folge
von Zwischenstellen von Z. Dann

n

S(f+9.2,6) = Y (f+9) (&) Axy

k=0
= Y FE) AT+ g(&) Ay
k=0 k=0

— S(£.2.6)+5(0.2,6).

Fiir ¢ (Z) — 0 konvergiert die rechte Seite gegen

/abf(a:)dx+/abg(a:)d:v.

Somit ist f + g Riemann-integrierbar und (11.20) gilt. Analog beweist man die
Integrierbarkeit von c¢f und (11.21). =

Satz 11.7 (Partielle Integration im bestimmten Integral) Fiir stetig differenzierbare
Funktionen u,v auf einem Intervall |a,b] gilt

b b
/ udv = [uv]’ —/ vdu. (11.22)

Beweis. Da die Funktionen uv’ und vu' stetig sind, so existieren die Integrale

b b b b
/udv:/ wv'dr und /Udu:/ vu'dx

nach dem Satz 11.3. Nach der Produktregel gilt
(uv) = wv' + v

Nach (11.20) erhalten wir

b b b b b
/(uv)’dx:/ uv’da:+/ vu'dx:/ udv+/ vdu.
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Andererseits, nach dem Satz 11.5 gilt

/ () do = !

woraus (11.22) folgt. m

Beispiel. Bestimmen wir foﬂ e® cos zdr. Da e*dr = de”, so erhalten wir nach (11.22)
mit u = cosz und v = e”:

/7T e®cosxdr = [e”cosx]) — /7r e“dcosx
0 0
= —e’r—l—l—/ﬂexsinxdx
0
— —(e”—|—1)+/ﬂsinxdez
0
= —(e"+ 1)+ [e”sinz]; — /ﬂ e” cos xdz,
0

woraus folgt

4 e™ 4+ 1
/ e’ cosxdr = — + .
0

2

20 T
10+

0 : % i % |

| 3 4 5

X
-10 T
20 T
30 T

Funktion e® cos z

Alternativ kann man zunéchst das unbestimmte Integral [ e”cosz berechnen
und erst danach die Newton-Leibniz-Formel anwenden.

Satz 11.8 (Additivitat) Sei f eine integrierbare Funktion auf einem Intervall |a, b
mit a < b. Dann, fir jedes ¢ € (a,b), ist f auf den Intervallen [a,c] und |c, b

integrierbar und es gilt
b c b
/ fdyc:/ fd:c—i—/ fdx. (11.23)

Beweis. Seien X und Y beliebige Zerlegungen von [a, c] bzw [c¢,b]. Dann ist Z =
X UY eine Zerlegung von [a, b] und es gilt

¢ (Z) = max (¢ (X), ¢ (Y))
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und
S (f,7) = S* (£, X) + S (£,Y). (11.24)
Die gleiche Identitét gilt fiir S,. Da f auf [a, b] integrierbar ist, so haben wir
lim (S*(f,Z2)—S.(f,Z))=0. (11.25)
©(2)—0

daraus folgt, dass

0(X)—0 p(Y)—0
Somit ist f integrierbar auf [a,c] und [c,b]. Fir ¢ (Z) — 0 erhalten wir aus (11.7)
und (11.24)

b
de = lim S*(f,Z)= lim S*(f,X)+ lim S*(f,Y
[ ras = im S(5.2) = Jm ST(EX) S Jm S(Y)
c b
= /fdx+/fdx,
was zu beweisen war. ®

Sei f eine integrierbare Funktion auf einem kompakten Intervall J. Nach dem
Satz 11.8 ist f auch auf jedem kompakten Teilintervall von J integrierbar, d.h.
fab f(z)dx ist fiir alle a,b € J, a < b, definiert. Erweitern wir die Definition von

Integral ff f (z) dx fiir beliebige a,b € J wie folgt: im Fall a > b setzen wir

/abf(x) i = —/baf@) dz, (11.26)

und im Fall a = b: "
/ f(x)dz = 0. (11.27)

Die Newton-Leibniz-Formel gilt dann fiir beliebige a,b € J: ist F' eine Stammfunk-
tion von f auf J , so gilt fir alle a,b € J

| @de =Pl = F () - F ).

Im Fall ¢ < b wurde diese Identitdt im Satz 11.5 bewiesen. Im Fall ¢ = b sind die
beiden Seiten gleich 0. Im Fall a > b gilt

/abf(x)da::_/b“f(x)dx:_[F]Z:[F]Z.

Korollar 11.9 Sei f eine integrierbare Funktion auf einem kompakten Intervall J.
Dann fiir alle a,b,c € J gilt (11.23).
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Beweis. Fiir ¢ = a oder ¢ = b gilt (11.23) trivial nach (11.27). Fiir a = b ist (11.23)

aquivalent zu
O:/fdx+/ fdx,

was nach (11.26) gilt. Seien jetzt a, b, ¢ verschieden. Dann gibt es 6 Fille wie folgt:
a<c<b
a<b<ec
b<a<ec
b<c<a
c<a<b
.c<b<a
Im Fall @ < ¢ < b gilt (11.23) nach Satz 11.8. Im Fall a < b < ¢ haben wir nach

dem Satz 11.8 ,
/ fda::/ fda:—i—/ fdx,
a a b

/abfdx:/acfdx—/bcfdx:/acfder/cbfdx.

Die anderen Falle werden analog betrachtet. m

I

woraus folgt

11.6 Integration und Ungleichungen

Satz 11.10 Seien [ und g integrierbare Funktionen auch einem Intervall [a,b], a <
b.

(a) (Monotonie) Gilt f > g auf [a,b] so gilt auch

/ab fdx > /ab gdz. (11.28)

(b) (LM-Ungleichung) Es gilt

b
(b—a) [mlg f< / fdx < (b—a)sup f. (11.29)
a a [a,b]

Beweis. (a) Fiir die Riemann-Summen haben wir

S(£2,6) =D F&) (wn =) 2D g (&) (o —a1) = S (9, 2,€) -

Fiir ¢ (Z) — 0 erhalten wir somit auch (11.28).
(a) Sei M = supy, ;) f. Dann f < M auf [a,b], und nach (a) erhalten wir

/abfdngab]\/[dx:]\/[(b—a),

Die untere Abschétzung wird analog bewiesen. m

Insbesondere erhalten wir: f > 0 impliziert f; fdx > 0, und f < 0 impliziert
P fdx <o0.
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Korollar 11.11 Sei a < b und sei f eine stetige Funktion auf [a,b]. Dann gilt

/abfd:p

Beweis. Nach dem Satz 11.3 sind f und |f| integrierbar. Da

=A< f<Ifl,

so erhalten wir nach dem Satz 11.10

—/ab|f|d9:§/abfda:§/ab\f|d$,

woraus (11.30) folgt. m

b
< / \f| da. (11.30)

Bemerkung. Es gilt eine stiarkere Aussage: ist f auf [a,b] integrierbar so ist |f]
auch integrierbar und (11.30) gilt.

Satz 11.12 (Mittelwertsatz fur Integration) Ist f stetig auf [a,b], a < b, so existiert
ein & € [a,b] mit

[ 1@ =©0-a. (11.31)

Beweis. Setzen wir

m=1inf f und M =supf .
[a,b] [a,b]

Nach dem Extremwertsatz und Korollar 7.10 ist das Bild f ([a, b]) gleich das Intervall
[m, M]. Da nach (11.29)

b
mSL/ fdr < M,
b—a/,

so gibt es ein & € [a, b] mit

b
O =50 [ fin

woraus (11.31) folgt. m

11.7 Fundamentalsatz der Analysis, 2

Hauptsatz 11.13 (Fundamentalsatz der Analysis: Existenz der Stammfunktion)
Sei f eine stetige Funktion auf einem Intervall J C R. Dann fir jedes c € J st die
Funktion

F(x):/xf(t)dt

eine Stammfunktion von f auf J. Insbesondere hat jede stetige Funktion eine Stamm-
funktion.
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Somit wird auch der Satz 10.1 bewiesen.

Beweis. Da f stetig ist, so ist f nach dem Satz 11.3 integrierbar auf jedem kompak-
ten Teilintervall von J so dass das Integral f: f (t) dt wohldefiniert ist. Wir miissen
beweisen, dass F' (z) = f (z) fir jedes x € J, d.h.

L F(y) —F )
y—z y—x

= f(z). (11.32)

Nach der Additivitat des Integrals gilt

F@—F@)Zhﬁfwﬁ—/nﬁwt

::[ﬂMHZ%®ﬁ

:L%@w

Ist y > z so gibt es nach dem Satz 11.12 ein £ € [z, y| mit

[ twa=f©w-o. (11.33)

Ist y < z so gibt es analog ein & € [y, x] mit

/ﬁﬂwﬁzfgnx—w

was wieder dquivalent zu (11.33) ist. In den beiden Féllen erhalten wir ein £ = £ (y)
zwischen z und y mit (11.33), woraus folgt

y—x

Da [£ (y) — z| < |y — | und somit & (y) — z fiir y — =, so erhalten wir nach der
Stetigkeit von f, dass

(&) = f(z) firy—u,
woraus (11.32) folgt. m
Die Satze 11.5 und 11.13 ergeben folgendes.

Korollar 11.14 Fir jede stetige Funktion f auf dem Intervall [a,b] existiert eine
Stammfunktion F auf [a,b] und es gilt

b
/ f(z)dz =F(b) — F(a).

Die Existenz der Stammfunktion auf dem ganzen Intervall [a, b] ist wichtig. Hier
ist ein Gegenbeispiel, wie man falsches Ergebnis erhélt:

Ld dz]?
ﬁ:Uﬁ}:mmhzu
1z x 1
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Warum ist diese Berechnung falsch? Die Stammfunktion In |z| ist nicht auf dem
ganzen Intervall [—1, 1] definiert wie die Newton-Leibniz-Formel anfordert, sondern
auf zwei disjunkten Intervallen (0, +o00) und (—o0,0). Somit lésst sich diese Formel
fiir Berechnung von fab % nur dann anwenden wenn entweder [a,b] C (0,00) oder
[a,b] C (—00,0). Dartiber hinaus ist die Funktion X auf [—1,1] nicht Riemann-
integrierbar, da diese Funktion unbeschrankt ist.

11.8 Substitutionsregel

Satz 11.15 (Substitutionsregel im bestimmten Integral) Seien f eine stetige Funk-
tion auf einem Intervall I und v : J — I eine stetig differenzierbare Funktion auf
einem Intervall J = [a,b] mit a < b so dass die Komposition f(u(x)) auf [a,0]
definiert ist. Dann gilt

b u(b)
y/‘f(U(x))dU(lﬁ:=§/l) f () dy. (11.34)

Die Identitat (11.34) ldsst sich als eine Substitution y = u (x) betrachten. Im Un-
terschied zur Substitutionsregel fiir unbestimmtes Integral soll man die Substitution
auch in den Grenzen der Integration durchfiithren.

Beweis. Da f auf I stetig ist, so hat f nach dem Satz 11.13 eine Stammfunktion
Fim I, d.h.

/f(y)dyZF(yHG
Nach dem Satz 10.5 gilt?
/f (u(x))du(z) = F (u(x))+ C. (11.35)

Nach der Newton-Leibniz-Formel des Satzes 11.5 gelten die Identitaten

u(b) u(b)
/ ﬂw@:U}@@] — F(u() - F(u(a) (11.36)
u(a) u(a)

2Man kann die Identitit (11.35) auch direkt aus der Kettenregel erhalten, da
F(u(z)) = F (u(@) v () = f(u(2) o ().
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/abf(u (2)) du (z) = {/f(u (2)) du (x)r = [F (u(2))], = F (u(b)) = F (u(a)).

(11.37)
Vergleichen von (11.36) und (11.37) ergibt (11.34). m

Der Satz 10.5 gilt auch fiir integrierbare Funktionen f, aber der Beweis in diesem
Fall ist deutlich komplizierter.

Beispiel. 1. Bestimmen wir f12 effl. Wir haben

/2 dx _/2 e*dx _/2 de”®
Ler—1 J em(er—1) ), er(er —1)

und die Substitution y = u (x) = e* ergibt

/2 dx _ /’1/,(2) dy
et —1 u(1) y(y—1)

I
—
)
—~
<
|
—_
Pl
o o
|
—
=
=,

—1l=In(e+1)—Ine=In(1+e').

2. Bestimmen wir f057r (2 4 cos )’ sin zdz. Wir erhalten mit Hilfe von der Sub-
stitution y = u () = 2 + cos x:

5T 5t
/ (2 +cosz)’sinadr = — / (24 cosz)*d (2 + cos z)
0 0

3 1 2
. 3 . 3 3

In diesem Beispiel ist die Substitution y = w (x) nicht monoton (und muss nicht
monoton sein).

Korollar 11.16 (Inverse Substitution) Seien f eine stetige Funktion auf einem In-
tervall I = [A, Bl mit A < B und u : J — I eine streng monotone stetig differen-
zierbare Funktion auf einem Intervall J mit w(J) = 1. Dann gilt

B u~1(B)
/ f(z)dz = / fu(t))du(t). (11.38)
A u—l

(4)

Man betrachtet die Identitdt (11.38) als die inverse Substitution z = w (¢) im
bestimmten Integral.
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Beweis. Die inverse Funktion u~! existiert auf I nach dem Satz 7.11 (Existenz der
inversen Funktion). Die Komposition f (u (t)) ist wohldefiniert, da w (¢) € I.

Setzen wir a = u™' (A) und b = u~! (B). Die Funktion u ist entweder streng
monoton steigend oder fallend. Sei u steigend, dann a < b und J = [a, b].

B

Dann gilt nach der Substitutionsregel (11.34)

b u(b) B
/ fu@)du@) = [ f@) dyz/ £ (@) dy
a u(a) A

Es bleibt nur die Integrationsvariablen x und y in ¢ bzw  umbenennen.
Im Fall von fallender Funktion u gilt @ > b und somit J = [b, a], woraus folgt

b u(a)
/f(u(x»du(x) = )@ =— [ ey

u(b)
b)
= (f dy—/f ) dy.

Beispiel. Bestimmen wir fol V1 — 22dx. Verwenden wir die Substitution z = sint
mitt € [0,7/2], d.h. t = arcsinz. Dann gilt

1 arcsin(1)
/ V1—2x2dx = / V1 —sin?tdsint
0 a

resin(0)
w/2

= V1 —sin®tcostdt

7r/2
= / cos® t dt
0

/21 2t
Loty

1
+7 [sin 275]77/2

I
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Natiirlich erhdlt man die gleiche Antwort mit Hilfe von dem unbestimmten Integral
1 1
/\/1 — x2%dx = Earcsina:%— 5:16\/1 —x2+C

und der Newton-Leibniz-Formel.

11.9 Lange von Kurve

Wir betrachten hier die Kurven in

R" =R x Rx... x R.
~—_—

n mal

Elemente von R" sind die Folgen

z={xp}i_; = (X1, s T)

von n reellen Zahlen. Die Zahlen xj heilen die Komponenten (oder Koordinaten)
von z, die Folgen x heiflen auch Punkte oder Vektoren.

Die Menge R™ heif3t der n-dimensionale Koordinatenvektorraum. Der physikalis-
che Raum ist 3-dimensional, aber in Anwendungen braucht man auch hoherdimensionale
Ré&ume die nicht unbedingt physikalisch sind. Zum Beispiel, jede Folge (1, ..., x,)
kann Ergebnisse von bestimmten Messungen enthalten, wo die Anzahl n beliebig

14.11.18 gross sein kann.

Fiir jedes x € R™ definieren wir der Betrag |z| von z (wird auch die Norm

genannt) wie folgt:

|z| = \/x%+x§+...+x%.

Zum Beispiel, die Elemente von R? sind die Paare x = (x1,z3), und der Betrag von

x ist
2| = /@] + 3,

was mit dem Betrag von komplexen Zahlen tibereinstimmt. Fiir zwei Punkte x,y €
R™ heifit |z — y| der Abstand zwischen = und y.
Sei J ein Intervall in R. Jede Abbildung ¢ : J — R" hat der Form

(p(t) = (901 (t) e P (t)>7 ted,

wobei die Komponenten ¢, (t), ..., ¢, (t) reellwertige Funktion von t € .J sind.

Die Abbildung ¢ heifit stetig falls alle Komponenten ¢, (t) stetig ist, und stetig
differenzierbar falls alle Komponenten ¢, () stetig differenzierbar sind. Im letzten
Fall definieren wir die Ableitung ¢’ von ¢ mit

P (1) = (P () (1))

so dass ¢’ auch eine Abbildung von J nach R™ ist.

Definition. Das Bild K = ¢ (J) einer stetigen Abbildung ¢ : J — R™ heifit Kurve.
Die Abbildung ¢ heifit die Parametrisierung der Kurve K, und das Paar (K, )
heifit parametrisierte Kurve. Die Variable t heiflit der Parameter.
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Das Intervall J kann man als ein Zeitintervall betrachten und ¢ (t) — als die
Position eines bewegenden Korpers in R” um Zeit ¢. Die Kurve K = ¢ (J) ist die
Spur des Kérpers. Die Parametrisierung ¢ (t) lasst sich als der Stundenplan des
Korpers betrachten.

Definition. Seien J = [«, (] ein beschrinktes abgeschlossenes Intervall mit o < 3
und ¢ : J — R” eine stetig differenzierbare Parametrisierung. Definieren wir die
Léinge L (K, ) der parametrisierten Kurve (K, ) mit

B B
L(K,gp):/ |g0’(t)]dt:/ Vo (0 + ot g, ()7t | (11.39)

Die Ableitung ¢’ (t) ist der Geschwindigkeitsvektor des Korpers und der Betrag
|¢" ()| ist die skalare Geschwindigkeit um Zeitpunkt ¢. Die Integration von |¢’ (¢)]
tiber [a, ] ergibt den ganzen zuriickgelegten Weg des Korpers im Zeitintervall J,
was genau die Lange der Spur ¢ (J) ist.

Beispiel. Fixieren wir zwei verschiedene Punkte a,b € R™ und betrachten die
Parametrisierung

¢ : [0,1] - R"
) = (1—t)a+tb

Das Bild K = ¢ (J) ist eine gerade Strecke zwischen a und b. Dann gilt
o =b—a

und .
LK) = [ I Oldt=[b-al
0

Beispiel. Betrachten wir die Parametrisierung

¢ : [0,27] — R?
p(t) = (rcost,rsint),

wobei r > 0. Das Bild K = ¢ (J) ist der Kreis in R? von Radius r und Mittelpunkt
0. Da

¢ = (—rsint,rcost)

und

|| = Vr2sin?t + 12 cos?t = r,
so erhalten wir

2m 2m
L(K,gp):/ |’ (t)|dt:/ rdt = 2xr.
0 0

Fixieren wir zwei Punkte 2z, = r (cosa + isin ) und zg = r (cos § + isin 3) auf dem
Kreis K wobei 0 < a < 8 < 27, und sei K, g der Kreisbogen zwischen den Punkten
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2o und zg auf K. In anderen Wortern, K, g ist eine parametrisierte Kurve mit der
Parametrisierung

p o [of] - R?
p(t) = (rcost,rsint),
Kaop
Fa
| |
| |
[ |
cosP cosa

Der Bogen K, g3

Es folgt
B ) 8
L(Keaio) = [ 1 @lde= [ rdt=(5-a)r

Somit erhalten wir die geometrische Bedeutung von dem Begriff des Polarwinkels:
die Differenz zwischen den Polarwinkeln von z, und zg ist gleich die Lange des
Kreisbogens zwischen z, und zg dividiert durch den Radius.

Beispiel. Die Zykloide ist eine Kurve mit der Parametrisierung

¢ : [0,27] — R?
e (t) = (t—sint, 1—cost).

Die Zykloide

Dann gilt

t
o' = \/(1 — cost)® +sin’t = /2 — 2cost = 2sin 7.
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Somit ist die Lange der Zykloide gleich

27 t m
L(K,gp):/o 2Sin§dt:4/0 sins ds = —4[cos s]j = 8.

Beispiel. Betrachten wir den Graph

I'={(z,y):2€[a,0], y=f(z)}

einer Funktion f : [a, ] — R. Der Graph lésst sich betrachten als eine Kurve mit
Parametrisierung

p ¢ [of] - R?
p(z) = (zf(2))

Ist f stetig differenzierbar, so erhalten wir

¢ = (L[ () und [¢f| =1+ f (2)",

L(T) = /j‘/l ()| (11.40)

Zum Beispiel, betrachten wir die Parabel f (z) = $2? auf [0, 1].

woraus folgt

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
X

Die Parabel

Nach (11.40) erhalten wir die Lange der Parabel:

1

! 1 1
L = /\/1+x2dx:{§1n<x+\/m2+1>+§x\/x2+1]
0
1 1

0

Sei ¢ : J — R" eine stetig differenzierbare Abbildung. Betrachten wir eine
Substitution ¢t = u (s) wobei u : I — J eine stetig differenzierbare Funktion auf
einem kompakten Intervall I ist. Somit ist die folgende Komposition definiert

Yi=pou:Il —R",

die auch eine stetig differenzierbare Abbildung ist.
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[ = J 2R

y=gou

Satz 11.17 Unter d.o.g. Bedingungen sei die Funktion u monoton und surjektiv
(d.h. w(l) = J). Dann bestimmen ¢ und 1 die gleiche Kurve K = ¢ (J) = (1),
und die parametrisierten Kurven (K, @) und (K,1) haben die gleichen Lingen, d.h.

L(K,p) = L(K,4).

Beweis. Da
V() =(pou)(I)=p¢u)) =¢(J),

so bestimmen ¢ und v die gleiche Kurve K.
Die Funktion u ist monoton steigend oder fallend. Sei u monoton steigend, so
dass u’ (s) > 0 fiir alle s € I. Fiir jedes k = 1, ...,n haben wir nach der Kettenregel

Vi (5) = (@5 (u(9)))" = ¢ (u(s) ' (s),

woraus folgt

und somit
[ (s)] = ¢ (u(s))] [u' (s)| = [ (u(s))| v (5),

wobei wir benutzt haben, dass v’ (s) > 0.

Seien I = [a,b] und J = [o, 3] wobei a@ < f und @ < b. Da w : I — J monoton
steigend und surjektiv ist, so erhalten wir u(a) = « und w(b) = (. Nach der
Definition der Lange (11.39) und der Substitutionsregel (11.34) erhalten wir

L(K,Y) = /|¢ |d8—/ | (u u' (s)ds  (Substitution ¢t = u (s))

=/u( (1) dt = /|so dt = L(K, ).

was zu beweisen war. Der Fall von monoton fallender Funktion w ist analog. m

Beispiel. Betrachten wir den Kreisbogen K, 3 von Radius 1 mit der Parametrisierung

p o, B —R?
¢ (t) = (cost,sint).

Wir wissen schon, dass
L(Kup,p)=0—a.
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Seien 0 < a < @ < 7. Auf dem Intervall [0, 7] ist cost monoton fallend und hat die
inverse Funktion arcsin auf [—1,1]. Die Substitution s = cost (was dquivalent zu
t = arcsin s) ergibt uns eine neue Parametrisierung

Y i [cos B, cosal — R?
1/}(8) = (87"1_82)’

so dass K, g der Graph der Funktion f (s) = v/1 — s? auf [cos 3, cos a] ist. Es gilt

L(Ka,ﬁ7¢) - \/1+f/ \/1+ 1—82) ds

cos B3 cos Jé]

COS &
= / = [arcsin s]¢ o3
cosBV 1—s?

= [r/2 —arccoss] .5 =5 — o

Somit gilt L (K, ¢) = L (Kap,1) wie erwartet.

11.10 * Wallis-Produkt

Fiir zwei Folgen {a,}, .y und {b,},.y von positiven reellen Zahlen schreiben wir
a, ~ b, fir n — oo falls

Offensichtlich ist die Relation ~ eine Aquivalenzrelation, d.h.

1. a, ~ a,
2. a, ~ b, impliziert b,, ~ a,,
3. a, ~ b, und b, ~ ¢, implizieren a,, ~ c,.
Satz 11.18 Es gelten die Aquivalenzen
/7T sin” zdx ~ 2; fiir n — oo (11.41)
0
and

(2n))?
(2n)!

Die dquivalenten Formulierungen von (11.42):

~ /T fiirn — oo. (11.42)

2.4 ... (2n)
1-3-5-...-(2n—1)

~ \/TTN

und

- (2-4-...-2n)°
n—o0 (1.3-5-...-(2n—1))*n
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Beweis. Bezeichnen wir fiir n € Z

™
[n:/ sin” x dx.
0

Wir beweisen Eigenschaften von I, in einer Reihenfolge von Schritten.
(a) In.1 > 1, >0. Dafir 0 <x < mgilt 0 <sinz <1, so folgt es

0 <sin"z <sin" 'z,
woraus 0 < I,, < I, folgt.
(b) Iy =mund I} =2, da
I :/ de =7 und I :/ sinzdr = — [cosz]y = 2.
0 0

(¢) I, = “T’lln_g fir n > 2, da

™ ™
I, = / sin” x dr = —/ sin™ ! zd cos x
0 0

™

. — ™ . —

= —[sm” 1xcosx}0+/ cos xdsin™
0

s
= (n—l)/ cos® xsin" ? z dx
0

= (n—1) /07r (1 — gin? IL‘) sin" 2z dx
= (n—1)(In-2— 1),

woraus I, = =11, folgt.
(d) lim,, o % = 1. In der Tat folgt es aus (¢) und (a), dass

n—1 I, I,

= < <L
n [n72 n—1
Da ”T_l — 1, so erhalten wir 11"1 — 1 fir n — oc.

(e) Fiir alle k € Z, gelten die Identititen:

2.4 ... (2k)
3.5-..-(2k+1)

13- .. (2k—1)
2.4 .. (2k)

]2k+1 =2 und ]2k; =T (1143)

Induktion nach k. Fiir k£ = 0 gelten (11.43) nach (b).
Induktionsschritt von k£ — 1 nach k. Angenommen

2.4 .. (2k—2)

_[_ =
AT s 2k — 1)
so erhalten wir nach (c)
_ 2% 204 (26—2) - (2K)
AT k1 T T3 h L (2k—1) - (2k+ 1)
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Analog beweist man die zweite Identitat in (11.43).
(f) LI, = 27” Es folgt aus (e), dass fir n = 2k 4 1

1:3- - (2k—1) . 2-4-..-(2k) o 2m
[7[ :[ I = . — = —,
nelin TR ST T (2k) 35 (2k+1) 2%+l m

Im Fall n = 2k erhalten wir analog

2.4 (2k—2) 1-3-..-(2k—1) 27 2r
IyiI, = Dopy Lo = 2 : =TT
! ok e 2k —1) " 2-4-..-(2k) 2% n

(9) Jetzt beweisen wir (11.41), d.h. I,, ~ y/2%. Nach (f) haben wir

I 2r 1
=10, - ==
" 1In71 n Infl

woraus folgt nach (d)
I? I,
o /n Ih_y

und somit I2 ~ 2°, was dquivalent zu (11.41) ist.

(h) Beweisen wir (11.42). Fiir n = 2k + 1 haben wir nach (e) und (g)

— 1 fir n — oo,

2-4-...-(2k) 2 .
2 ~ fir k — oo,
3-5-...-(2k+1) 2k+1

woraus folgt
2-4- .- (2k) T

~Y

3:5-...-(2k—1) 2
Die linke Seite ist gleich

(2k + 1) ~ Vrk.

(2-4- ... (2k))? (2kk!1)*

3:5-..-(2k—1)-2-4-..-2k  (2k)! "’

woraus (11.42) folgt. m

11.11  * Stirling-Formel

Hauptsatz 11.19 FEs gilt

nl ~V2mn <E>n fir n — oo. (11.44)
e

Beweis. Die asymptotische Identitét (11.44) ist dquivalent zu

n!
d.h. zu .
NG n
DL<B)—>O fiir n — oo,
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was aquivalent zu

1 1
(ilnrm—nlnE) —(Inl14+m2+..+Inn) - In— fiirn — oo

e V2T

ist. Zunachst beweisen wir, dass der Grenzwert

1
lim (nlnE - <ln2+ln3+ e +ln(n—-1)+ 51nn>) (11.45)
e

n—oo

existiert und endlich ist. Danach bestimmen wir den Grenzwert.
Betrachten wir die folgende Funktion f (x) auf [1, c0):

1. f(n)=Inn firallen eN
2. fiir ¢ € [n,n+ 1] ist f (z) eine lineare Funktion, d.h.

f@)=n+1—2)lnn+(xr—n)ln(n+1).

Da In x konkav ist, so gilt
f(z) <Inz firalle z > 1.

Setzen wir

ay = /n(lnx—f(x))d:v, n € N.

Es folgt, dass die Folge {ay}, .y nicht negative und monoton steigend ist. Es gilt

/ lnxdx:nlnn—n—l—lznlnﬁ—l—l
1 e

und

/jf(x)dl’ = Z f(x)dx:z_:f(k’)+f(k+1)

2
k=1“Fk k=1

1
= ln2—|—ln3—|—...+1n(n—1)+§1nn.
Somit erhalten wir

n n 1
an:/ lnxdx—/ f(x)dx:nlnﬁ+1—(ln2+ln3+...+1n(n—1)+§lnn).
1 1 €

Somit ist der Grenzwert (11.45) gleich lim a,,+1. Da die Folge {a,, } monoton steigend
ist, so existiert der Grenzwert lim a,,. Es bleibt noch zu zeigen, dass lim a,, endlich
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ist. Es gilt
n—1 g1
a, = / (Inzx — f(x))dx

k=1"k
okl

< Z/ (e — f(2)do
k=1"k

_ Z (k+1)1nk+1_klnﬁ_lnk+lg(k+1)>

e e

(k+%) (In (k + 1) —lnk;)—l)

(- )n(r+1) )

Die Taylorformel ergibt

1 1 1 1 1
1n<1—|——>=———+—+0<—) fir £k — oo,

(

S ((k+1)ln(k+1)—klnk—%lnk—%ln(kJrl)—l)
(
(

k ko 2k?  3k3 k3

woraus folgt

ke S mlie i) o1 = (e i)V (P by b))y
7)™ 2 - 2 ) \% 22 T3 T O\ ks
1 1 1

Somit ist die Reihe
((k 1) ! (1 1) 1)
Z 2 k
k=1

konvergent da sie dquivalent zur konvergenten Reihe ) 1%2 ist. Somit ist die Folge
{a,} beschrinkt und lim a,, ist endlich.
Folglich der Grenzwert (11.45) existiert und ist endlich. Es folgt, dass auch der

Grenzwert .
V()
im —&

n—oo  nl
existiert und eine positive Zahl ist, sei 1/¢ wobei ¢ > 0. Dann gilt
n n
nl ~ cvn (—) )
e

(11.46)
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Um ¢ zu bestimmen, berechnen wir

(2nn!)? (2”0[(")”)2_ 222y p?ne—2n
(2n)! 2n( )Qn _C\/%Z%n?”e—?"

Andererseits es gilt nach dem Satz 11.18

(2mn!)?
(2n)!

/3~ v

und somit ¢ = v/27. Einsetzen ¢ in (11.46) ergibt (11.44). m

~ /T,

woraus folgt

SE

63
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Chapter 12

Konvergenz von Integralen

12.1 Uneigentliches Riemann-Integral

Das Riemann-Integral f; f (z) dx ist immer fiir eine Funktion f auf einem abgeschlosse-
nen beschrénkten Intervall [a, b] definiert ist. In diesem Abschnitt wird diese Defi-
nition zu anderen Typen von Intervallen erweitert.

Definition. Sei f eine Funktion auf einem beliebigen Intervall J. Die Funktion f
heifit lokal integrierbar auf J falls f auf jedem abgeschlossen beschrankten Intervall
I C J Riemann-integrierbar ist.

Es folgt aus dem Satz 11.3, dass alle stetige Funktionen und alle monotone
Funktionen lokal integrierbar sind.

Definition. Sei f eine lokal integrierbare Funktion auf einem rechtsoffenen Intervall
[a,b) mit —oco < a < b < +oo. Dann definieren wir das uneigentliche Riemann-
Integral von f mit

/f )dx = abf clgz?/ f(z (12.1)

vorausgesetzt, dass der Grenzwert existiert als Element von R. Die Notation ¢ — b—
bedeutet, dass ¢ < b und ¢ — b; insbesondere ist das Riemann-Integral fac f(x)dz
wohldefiniert.

Ist der Grenzwert in (12.1) endlich, so sagt man, dass das Integral fab f(z)dx an
der Grenze b konvergiert.

Ist der Grenzwert unendlich, so sagt man, dass das Integral an der Grenze b
bestimmt divergiert.

Existiert der Grenzwert nicht, so sagt man, dass das Integral an b unbestimmt
divergiert. Im letzten Fall ist der Wert des Ausdrucks fab f () dz nicht definiert.

Die Grenze b fiir das uneigentliche Integral in (12.1) heifit kritisch.
16.11.18

Definition. Sei f eine lokal integrierbare Funktion auf einem linksoffenen Intervall
(a,b] mit —oo < a < b < +00. Dann definieren wir

/abf(a:) d:cz/aif(:c) dx:c£T+/cbf(x) dz, (12.2)

65



66 CHAPTER 12. KONVERGENZ VON INTEGRALEN

vorausgesetzt, dass der Grenzwert existiert. Die Notation ¢ — a+ bedeutet, dass
¢ > a und ¢ — a. Die Grenze a fiir das uneigentliche Integral (12.2) heifit kritisch.

Beispiel. 1. Betrachten wir das uneigentliche Integral fol In xdx wobei die kritische
Grenze 0 ist. Es gilt fiir ¢ € (0,1)

1
/ Inzdr =[z(Inz —1)]. = -1—-c(lnc—1)=-1+c—che
Da clnc — 0 fiir ¢ — 0, so erhalten wir

1 1
/ In zdx = lim Inzdx = —1.
0

c—0+ ¢

Somit ist das Integral an der Grenze 0 konvergent.
2. Betrachten wir das uneigentliche Integral f1+oo xPdx, wobei p € R und die
kritische Grenze +o0 ist. Im Fall p # —1 haben wir fiir jedes ¢ € (1, 4+00)

c c p+1 7¢ p+1 1
/ xPdx = {/mpdx] = {x } = ° - .

Im Fall p > —1 gilt ™' — +o0 fiir ¢ — +o00, woraus folgt
+00
/ xPdx = 400,
1

d.h. das Integral an +o0o bestimmt divergent ist.
Im Fall p < —1 gilt ¢*** — 0 fiir ¢ — +o00, woraus folgt

+00 1
/ Pde = ———,
1 p+ 1

d.h. das Integral an +o0o konvergent ist.
Im Fall p = —1 haben wir

°d
/ ar _ [nz]; =Inec— +oo fiir ¢ — +o0,
1 x

woraus folgt
+o0
/ v ldr = +o0.
1

Somit ist das Integral f1+°° xPdx konvergent fiir p < —1 und bestimmt divergent fiir
p=>—1

3. Betrachten wir das uneigentliche Integral fOJrOO sin xdx. Fir jedes 1 < ¢ < o0
gilt

C
/ sinzdr = — [cosx]y; = 1 — cosc.
0

Aber der Grenzwert lim,_, ., cos ¢ existiert nicht. Somit beschlieen wir, dass f0+oo sin xdx
an -+oo unbestimmt divergiert und keinen Wert hat.

Sei f eine Riemann-integrierbare Funktion f auf einem kompakten Intervall [a, b].

Dann gibt es drei Begriffe von Integral ff f () dx: eigentliches (normales) Riemann-
Integral, das uneigentliche Integral mit der kritischen Grenze a und das uneigentliche
Integral mit der kritischen Grenze b.
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Satz 12.1 Ist f auf [a,b] Riemann-integrierbar, so stimmen die drei Werte von
f;f (x) dx tberein.

Beweis. Wir miissen beweisen, dass

b— b b
f(z)de = / f(z)dx = /+ f(z)dz. (12.3)

Betrachten wir die Funktion
- / Ft)dt

und zuerst zeigen, dass F' auch [a, b] stetig ist. Fiir beliebige z,y € [a, b] haben wir

F(x /fdt—/fdt/f

Sei x > y. Dann erhalten wir nach der LM-Ungleichung:

|F () = F(y)| =

t>dt\s/xrf<t>|dtSM|x—y|

wobei M = sup, ,; f. Da f integrierbar auf [a, b], so ist M endlich nach dem Korollar
11.2. Analog beweist man die Ungleichung

|F(x) = F(y)| < M|z —y]

im Fall x < y, woraus die Stetigkeit von F' folgt.
Dann erhalten wir

f dx—hm/f )dz = lim F(c /f

a c—b c—b—

was die erste Identitdt in (12.3) beweist. Die zweite Identitdt lasst sich analog
beweisen. m

Die Eigenschaften von eigentlichem Integral lassen sich zum uneigentlichen In-
tegral verallgemeinern. Erweitern wir die Notation [F]° zum Fall wenn F auf [a, b)
definiert ist wie folgt:

[Fl, =[Fl, =F (=)~ F(a), (12.4)

wobel

F(b—) = lim F(x),

r—b—

vorausgesetzt, dass der Limes existiert, endlich oder unendlich.
Ist F' auf (a,b] definiert, so setzen wir analog

[Fly = [Floy = F (b) = F (at)
wobei

F(a+) = lim F(x).

r—a+
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Satz 12.2 (Newton-Leibniz-Formel fiir uneigentliches Integral) Sei f (x) eine stetige
Funktion auf einem halboffenen Intervall J = |a,b) oder J = (a,b]. Sei F eine
Stammfunktion von f auf J. Dann gilt

b
| r@as =11,
vorausgesetzt, dass die rechte Seite wohldefiniert ist.

Beweis. Betrachten wir den Fall J = [a, ). Nach Definition von dem uneigentlichen
Integral und Newton-Leibniz-Formel fiir eigentliches Integral gilt

/f(x)dx — dim [ f(5)dz = lim (F(c)— F (a))

c—=b— [, c—b—
= 11121 F(c)—F(a)

Analog betrachtet man den Fall J = (a,b]. =

Satz 12.3 (Partielle Integration) Seien u und v stetig differenzierbare Funktion auf
einem Intervall J = [a,b) oder J = (a,b]. Dann gilt

/abudv — o] — /ab vdu (12.5)

vorausgesetzt, dass die rechte Seite wohldefiniert ist (d.h. der Wert [uv}z und das
uneigentliche Integral f; vdu ezistieren und deren Differenz wohldefiniert ist).

Beweis. Sei J = [a,b). Fiir jedes ¢ € (a,b) sind die Funktionen u, v auf [a, c] stetig
differenzierbar. Somit gilt es nach dem Satz 11.7

/ udv = [uv]Z—/ vdu.

Fiir ¢ — b— erhalten wir (12.5). Der Fall J = (a, b] ist analog. =

Satz 12.4 (Substitutionsregel) Sei f eine stetige Funktion auf einem Intervall I.
Seiw : J — I eine stetig differenzierbare Funktion auf einem Intervall J = [a,b).
Nehmen wir an, dass der Wert u (b—) existiert. Dann gilt

b u(b—)
/ £ (u () du (z) = / f () dy, (12.6)

u(a)
vorausgesetzt, dass mindestens eines von zwei Integralen wohldefiniert ist.
Im Fall J = (a,b] gilt analog

u(b)

b
/ £ (u () du (z) = / f () dy, (12.7)

(at)

vorausgesetzt, dass u(a+) und mindestens eines von zwei Integralen wohldefiniert
15t.
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Beweis. Sei J = [a,b). Fiir jedes ¢ € (a,b) haben wir u (¢) € I und

c u(c)
/ f(U(x))dU(x)z/() f (v) dy.

N

u(c)g u(b-)
. —

Es folgt, dass

c u(c)
lim / f(u(x))du(z) = lim f (y) dy, (12.8)

c—b— c—b— u(a)

vorausgesetzt, dass mindestens einer von zwei Grenzwerten in R existiert. Nach
Definition des uneigentlichen Integrals gilt

ip [ ry e = [ 7).

c—b—

Fiir ¢ — b— erhalten wir u (¢) — u (b—). Da u(c) € I, so liegt u (b—) im Abschluss
von [. Liegt u (b—) in I so gilt

u

(c) u(b—)
i [ fwdy= [ sy, (12.9)

e=b= Ju(a) ()

da das Integral fi(a) f (y)dy stetig in ¢t € I ist. Ist u(b—) eine (linke oder rechte)

Grenze von I, so gilt (12.9) nach der Definition des uneigentlichen Integrals. Somit
folgt (12.6) aus (12.8).
Der Fall J = (a,b] ist analog. =

Analog formuliert und beweist man die weiteren FEigenschaften von Integral, wie
Linearitéat, Monotonie, Additivitéat.

Beispiel. 1. Bestimmen wir fol %. Hier ist O die kritische Grenze. Nach Newton-
Leibniz-Formel erhalten wir

Hdr

1
= 1‘1/2d$:| — [221/2 1:2.
e ] e,

Analog erhalten wir

[ [ k-t - e

T €T 0
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25
y

20

15

10

5
0 +——F+—+—F+—+—+—+— —
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

. 1 1
Funktionen " und 7

2. Bestimmen fﬁoo r2Inxdw, wo die kritische Grenze +oo ist. Wir erhalten
mit Hilfe von der partiellen Integration

+o00 400 1 1 +o00 +00 1
/ r?Inzdr = —/ lnzd— = — [— lnx} +/ —dlnzx
1 1 T T 1 1 T

+001 _2 +oo _114oo
- [T = [[rw] == 0=,
1

wo wir benutzt haben, das 1“7””

— 0 fur z — +o0.

02T
y

0.1 T

0.0

Funktion 272 Inz auf [1, +00)

3. Bestimmen wir fjoo xli%dx, wobel die kritische Grenze +oo ist. Mit Hilfe

von Substitution y = u () = Inz erhalten wir

/+°° 1 /+°° dlnz
s—dr = 2
B rln“x o In“z

u(400) d 400
Yy — —11+to0
=/ —22{/y2dy] =—-ly '], =1
u(e) Y 1

04T
y 4
03T |
02T |
1 |
01T |
0.0 +—————H——————
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X
Funktion —%— auf [e, +00)
zln“x
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Betrachten wir jetzt uneigentliches Integral mit beiden kritischen Grenzen.

Definition. Sei f eine lokal integrierbare Funktion auf einem Integral (a,b) mit

—00 < a < b < +00. Definieren wir das uneigentliche Integral fab f (x) dx mit zwei
kritischen Grenzen a, b wie folgt:

/ f(z)dx = : f(z)dx = /jr f(x)dx + i f(x)dz, (12.10)

+

wobei ¢ € (a,b), vorausgesetzt, dass die beiden Integrale in der rechten Seite ex-
istieren als uneigentliche Integrale mit einer kritischen Grenze und deren Summe
auch wohldefiniert ist.

Behauptung. Der Wert von f;f(x) dx in (12.10) ist unabhdingig von der Wahl
von ¢ € (a,b).

Beweis. Sei ¢ noch ein Punkt in (a, ). Wir haben dann

[ saas [ gar - ( [ [ fdx> o ([ g [ sar)
g [ e ( [ i [ fdx)
= /acfder/cbfdx.

Bemerken wir, dass die Werte fccl fdz und [ fdz endlich sind und deren Summe
gleich 0 ist. m

Alle Eigenschaften von uneigentlichen Integralen gelten auch fiir den Fall von
zwei kritischen Grenzen. In diesem Fall wird die Notation [F' ]Z noch weiter verall-
gemeinert wie folgt:

[F2 = [F]", = F (b-) — F (a+), (12.11)

a

vorausgesetzt, dass die beiden Werte F'(b—) und F'(a+) existiert und deren Dif-
ferenz auch wohldefiniert ist. Bemerken wir, dass [F ]Z nicht definiert ist falls die
rechte Seite von (12.11) ein unbestimmter Ausdruck der Form oo — oo ist.

Zum Beispiel, beweisen wir die Newton-Leibniz-Formel in diesem Fall.

Satz 12.5 (Newton-Leibniz-Formel fiir uneigentliches Integral mit zwei kritischen
Grenzen) Seien f (x) eine stetige Funktion auf (a,b) mit —oo < a < b < +00 und
F eine Stammfunktion von f auf (a,b). Dann gilt

/abf(x)dwz faid

vorausgesetzt, dass die rechte Seite wohldefiniert ist.
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Beweis. Es folgt aus der Definition (12.10) und dem Satz 12.2, dass fiir ¢ € (a, b)

/abf(x)d:c = /f d:c—l—/f

= F@—Fmﬂ+F@ﬁ—F@)

dx, wobei die beiden Grenzen +oo kritisch

Beispiel. 1. Betrachten wir f_+
sind. Da

1+2

x 1 fd(1+2%) 1 9
Py e Sl MY
/1+x2x 2/‘1+m2 gl (427 +C,

so erhalten wir nach der Newton-Leibniz-Formel

oo xde 1 0
[ = I = e (520,

was unbestimmter Ausdruck ist. Somit ist das Integral nicht wohldefiniert.

M T
Funktion Tia?

2. Bestimmen wir f L \/7 Die Funktion \/1_7 ist stetig auf (—1, 1) aber nicht
an +1 definiert, so dass die beiden Grenzen =1 kritisch sind. Nach de Newton-
Leibniz-Formel erhalten wir

[ =[] =t =F - (-3) =

. 1
Funktion NiE
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3. Bestimmen wir f w2 oz Die Funktion — ist stetig auf (—m/2,7/2) aber
nicht an #+m/2 definiert, so dass die beiden Grenzen =£7/2 kritisch sind. Nach

Aufgabe 44 gilt
/ dz _ lln 1—|—s%nx el
cosr 2 1 —sinx
woraus folgt

[ B (2] b

x/2 COST 2 1 —sinx )2

N | —

ys——

-1 0 1

Funktion —— auf (—7/2,7/2)

12.2 Konvergenzkriterien von uneigentlichen In-
tegralen

Wir fangen mit der folgenden Beobachtung an.

Satz 12.6 Se:i f eine nichtnegative lokal integrierbare Funktion auf einem Intervall
(a,b) mit —oo < a < b < +oo. Dann existiert das uneigentliche Integral f; f(x)dx

mit dem Wert in [0, +o00]. Insbesondere ist fab f (z) dx genau dann konvergent, wenn

/abf(:zc)dx<oo.

Beweis. Fixieren wir ein ¢ € (a,b) und betrachten die Funktion

:/czf(t)dt

Die Funktion F'(x) ist monoton steigend, da fiir y > x gilt

Fa)-F@ = [ twa- [ roa-["roa=o

Somit existieren die Grenzwerte F' (b—) und F (a+). Bemerken wir, dass F'(b—) €
[0,4+00] da F (b—) > F' (¢) = 0 und analog F (a+) € [—o0, 0]. Es gilt nach Definition

/abf(a:)d:v = /f d:z:+/f ) dx

= € [0, +o0],

(+00 — (—0)) = +o0.
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da die Differenz F' (b—) — F' (a+) wohldefiniert ist.
Die zweite Aussage ist offensichtlich. m

Vergleichen wir den Satz 12.6 mit der folgenden Eigenschaft von den Reihen: fiir
jede nichtnegative Reihe )" | a, ist ihre Summe immer wohldefiniert als Element
von [0, 00|, und Y, | a ist genau dann konvergent wenn

o0

Zak < +00

k=1

(Satz 5.1). Der folgende Satz etabliert eine direkte Beziehung zwischen Konvergenz
von Reihen und Integralen.

Satz 12.7 (Integralkriterium fiir Konvergenz von Reihen) Sei f () eine nichtnega-
tive monoton fallende Funktion auf [m, +00), wobei m € Z. Dann gilt die Aquivalenz

+°° (x)dr < 00 <= io:f(k:)<oo
k=m

m

Beweis. Da f nichtnegativ und lokal integrierbar ist, so existieren f;{oo f(x)dx
und Y 72 f (k) als Elemente von [0, +occ]. Wir beweisen, dass die beiden Werte
gleichzeitig entweder endlich oder unendlich sind.

Fixieren wir ein n > m und betrachten die Zerlegung

Z={m,m+1,...,n}

von dem Intervall [m,n]. Da f (z) monoton fallend ist, so gilt auf jedem Intervall
[k - 1ak] - [man]

sup f=f(k=1) und inf [ =f (k).

[k—1,k]

Somit sind die entsprechenden Darboux-Summen gleich

n

S(fZ2)= Y (swp flk—(k=1)= Y flk=1)=f(m)+..+f(n—-1),

k=m+1 [k—1.k] k=m+1

und

n

S (f,2)=" (it f(k—(k=1))= > f(k)=[f(m+1)+..+[(n)

[k—1,k]

k=m+1 k=m+1
RN 7x) A4~ :
S I~ ) ~. /™
I~ I~
~

2 k-l k n-1 n x 0o 1 2 I n-l1 n X
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Da nach dem Satz 11.1 immer gilt

S*(f,Z)S/nf(m)dxés*(f,Z),

so erhalten wir

n

f(m+1)+...+f(n)§/ F@)de < f(m)+ .+ fn—1).

m

Fiir n — oo ergeben diese Ungleichungen, dass

/ f (@) de < i (12.12)

k= m+1
Somit ist [ f () dz genau dann endlich wenn > 37 f (k) < oco. m

Beispiel. Untersuchen wir die Konvergenz der Reihe ) | — L wobei p € R. Im Fall
p < 0 konvergiert die Folge {n—lp} gegen 0 nicht, und somit ist die Reihe divergent.
Sei p > 0. Die Funktion f (x) = - ist dann monoton fallend auf [1, +00). Die Reihe

e}

1

np
n=1

konvergiert nach dem Satz 12.7 genau dann, wenn

400
/ ® . (12.13)
1

TP

Wir haben frither schon gesehen, dass (12.13) genau dann gilt wenn p > 1. Es folgt,
dass die Reihe "7, p genau dann konvergiert wenn p > 1.

Definition. Sei f eine lokal integrierbare Funktion auf (a, b). Das Integral fab f(z)dx
heifit absolut konvergent, falls f |f (z)| dx konvergent ist, d.h.

b
/ f (2)] dz < +oo.

Bemerken wir, dass |f| auch lokal integrierbar ist (Aufgabe 78). Da |f| > 0, so
existiert das Integral f |f (z)| dz nach dem Satz 12.6.

Satz 12.8 Ist das Integral f;f (x) dx absolut konvergent, so ist es auch konvergent
und es gilt

2) dz g/ 1 (2)] da. (12.14)
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Beweis. Wihlen wir ein ¢ € (a,b) und setzen

F(w):/xf(t)dt und G(x):/aj]f(t)]dt.

Da |f| > 0, so existieren die beiden Grenzwerte G (a+) und G (b—) und es gilt

[ 1f@lde =G =) - 6 )

(wie im Beweis von dem Satz 12.6). Da fab |f (t)| dt konvergent ist, so sind die Werte
G (b—) und G (a+) endlich.

Beweisen wir dass auch der Grenzwert F'(b—) existiert und endlich ist. Es reicht
folgendes zu zeigen: fiir jede Folge x,, — b— ist die Folge {F (z,)} konvergent, d.h.
{F (x,)} eine Cauchy-Folge ist. In der Tat fiir z,, > z,, erhalten wir

Z%ﬂﬂﬁ—me@ﬁM:Ljf®ﬁ‘

< [ 1Ol =G ) - G, (12.15)

|F (2n) = F (2m)| =

wo wir das Korollar 11.11 benutzt haben. Somit gilt es
|F (2n) = F ()] < |G (20) — G (2)]

fir alle n,m. Nach der Voraussetzung gilt G (z,) — G (z,,) — 0 fiir n,m — oo,
woraus auch |F' (x,) — F (x,)| — 0 folgt. Somit existiert der Grenzwert F' (b—) und
er ist endlich. Gleiches gilt fiir F' (a+), woraus folgt, dass das Integral

/f@m:/%@ﬁ+/f@ﬁ:F@q—Fmﬂ

konvergiert.
Um die Ungleichung (12.14) zu beweisen, bemerken wir, dass fiir alle a < z <
y < b nach (12.15) gilt

[F'(y) = F(2)] <G (y) = G (2),
woraus folgt fir x — a+ und y — b—
|F(b=) = F(at)| < G (b—) — G (a+)
was dquivalent zu (12.14) ist. =

Definition. Seien f (z) und g (z) zwei Funktionen auf (a,b), die im (a,b) nicht
verschwinden. Man sagt, dass f (z) dquivalent zu g (x) fiir z — b— ist und schreibt

f(x)~g(z) fir x — b—,

falls
f(z)

— 1 firz—0b—.
g (z)
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Analog definiert man die Aquivalenz

f(x)~g(z) firz —a+.

sine 1

Zum Beispiel, es gilt sinx ~ z fir  — 0+ (und x — 0—) da
Lemma 12.9 (a) Die Relation f ~ g fir v — b— ist eine Aquivalenzrelation.
(b) Gelten f1 ~ g1 und fo ~ go fiir x — b— so gelten auch fify ~ g192 und
~ ‘;—; fiir x — b—.
(c) Es gilt f ~ g genau dann wenn f(x) =g (z) +o(g(x)) firz —b—.

fi
f2

Beweis. (a) Nach Definition, soll eine Aquivalenzrelation reflexiv, symmetrisch
und transitiv sein. Offensichtlich gilt f ~ f (Reflexivitédt) und f ~ g ergibt g ~ f
(Symmetrie) da

1 1
g:——>—:1f1'irgv—>b—.
foflg 1
Gelten f ~ g und g ~ h so gilt auch f ~ h (Transitivitét), da
%:5%—>1-1:1fﬁm—>b—.

(b) Die Aquivalenz fi fy ~ g1go folgt aus

@zﬁéﬁlizlfﬁrx—ﬁ)—
9192 91 92
und % ~ g—; folgt aus
S &:ﬁgﬂlfﬁrx—ﬂ)—.
f2" 92 g1 /2
(¢) Wir haben
izﬂ—i—l,
g g

woraus folgt, dass Jé — 1 genau dann gilt wenn % —0,dh. f—g=o0(g). m
Beispiel. 1. Es gilt
??+r~x? firr — +oo

da
2+

1
5 =14+—-—=1fur z — +o0.

X

T
Andererseits, wir haben
4o~z firzr—0
da
2+

xz

=x+1—1 firxz — 0.
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2. Es gilt In (14 2) ~ « fiir x — 0 da nach der Taylorformel
In(l+z)=z+o0(x).
Es folgt, dass fir x — 0

(®+2)In(l+2)~z z=2"

Definieren wie das Landau-Symbol O.

Definition. Seien f, g zwei Funktionen auf (a,b) und g (x) > 0. Man schreibt
f(x) = 0(g(x)) fir z — b

und sagt “f (z) ist groB O von ¢ (x) fir x — b—" falls fiir ein ¢ € (a,b) und ein
C >0 gilt
|f (2)] < Cg(2)

for alle 2 € (¢,b) . Aquivalente Definition:

f(x)=0(g(x)) fir z — b falls liar:riiljp |£Ei;| < 400

Die Aquivalenz f ~ g ergibt offensichtlich f = O (g).
Zum Beispiel,
z?cosx + /2 = O (a:Q) fir x — +o0,
da fir x > 1

|22 cos x + x+/x]
12

1
< |cos | +ﬁ < 2.

Satz 12.10 Seien f(x) und g(x) lokal integrierbare Funktionen auf [a,b). Sei g
positiv auch diesem Intervall.
(a) (Majorantenkriterium) Gelten f (x) = O (g (x)) fiir © — b— und ffg (x)dr <

00, so ist das Integral fab f (z) dz absolut konvergent.
(b) (Vergleichskriterium) Sei auch f positiv. Gilt f (x) ~ g (x) fir x — b— so
sind die Integrale fab f () dx und fabg () dx gleichzeitig konvergent bzw divergent.

Die dhnliche Aussage gilt fiir Funktionen auf (a, b].
Beweis. (a) Da f (z) = O (g (x)) fiir x — b, so existieren C' > 0 and ¢ € (a,b) mit

If ()] < Cg(x) firallec<uz<b. (12.16)

/ab|f(x)|dx:/aclf(x)|dx+/Cb|f(m)|d$'

Wir haben
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Die Funktion f ist auf [a, ¢] integrierbar, so dass das Integral f |f (x)| dz eigentlich
ist. Nach (12.16) schétzen wir das zweite Integral wie folgt ab:

/b|f($)’d$§0/bg(a:)dx<+oo.

Daraus folgt f |f ()| dz < oo d.h. f f (z) dz konvergiert absolut.

(b) Da f und g positiv sind, so sind d1e Integrale f;f(x) dx und f:g(x) dx
konvergent oder bestimmt divergent. Die Relation f(x) ~ g(z) ergibt f(x) =
O (g (x)) und somit nach (a)

b b
/g(m)dm<—|—oo = /f(x)dx<—|—oo.

Die umgekehrte Implikation folgt analog aus g ~ f. =

+oo /zdx
1+z4

Beispiel. 1. Untersuchen wir die Konvergenz von f an der kritischen

Grenze +o0o. Wir haben

f(l‘): \/E _ \/5 Nﬁ_;p?’ﬂ
Vitat 2o+l 2P

d.h. f(x) ~ 2732 fiir £ — 4o00. Da
“+o0o
/ 232 dx < 400,
1

so beschliefen wir nach dem Satz 12.10, dass

+oo \/_dx
1 \/1—|—$4

. . o0
2. Untersuchen wir die Konvergenz von fl Slc%d:c. Da

flir x — +o0,

sin x

= O (a:’Q) fiir  — +o0,

und [[* 272dx < +o00, so ist das Integral [~ #5Zdz absolut konvergent.
3. Untersuchen wir die Konvergenz von

/ de (12.17)
o VCOST — CcOosa )

wobei 0 < a < 7/2. Die kritische Grenze ist a wo der Nenner verschwindet. Nach
der Taylorformel (9.2) gilt es fir x — a

cosx —cosa = — (sina) (r —a) +o(x —a) ~ (sina) (a — z),

woraus folgt
1 1

Y
Veosr —cosa  ysinava — x

Mit Hilfe von Substitution y = a — x erhalten wir

/0 Va—x / = [2v/y]g = 2v/a < oo,

woraus folgt, dass das Integral (12. 17) absolut konvergent ist.

firx — a
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12.3 Bedingte Konvergenz

Definition. Sei f eine lokal integrierbare Funktion auf einem Intervall (a,b). Das

uneigentliche Integral fab f (x) dx heiBt bedingt konvergent falls es konvergent aber
nicht absolut konvergent ist.

Der nachste Satz liefert zwei Kriterien fiir Konvergenz ohne absolute Konvergenz
zu benutzen.

Satz 12.11 Seien f und g stetige Funktionen auf [a, +00). Sei g () zusdtzlich stetig
differenzierbar und monoton auf [a,4+00). Dann das Integral

+00
f(z)g(z)de (12.18)

a

konvergiert falls eine von den folgenden zwei Bedingungen erfillt ist:

(a) (Abel-Kriterium) Das Integral fa+oo f () dx ist konvergent und g () ist beschrdnkt.

(b) (Dirichlet-Kriterium) Die Stammfunktion F (x) = [ f (t)dt ist auf [a,+00)
beschrankt und g (x) — 0 fir r — +o0.

Beweis. Partielle Integration ergibt

“+oo

+00 +oo

f (@) g (x) dr = / g(x)dF (¢) = [Fgl™ — / F(2)g (¢)dr. (12.19)
Wir zeigen, dass die beiden Glieder am rechts endlich sind, woraus die Konvergenz
von dem Integral (12.18) folgen wird.

Zuniichst beweisen wir, dass der Wert des Ausdrucks [Fg]7> endlich ist, d.h.
Fg(+00) endlich ist. Im Fall (a) ergibt die Konvergenz von fa+oo fdx, dass F (x)
konvergent fiir  — o0 ist, wihrend ¢ (x) auch konvergent fiir z — 400 ist, da g
monoton und beschrankt ist. Es folgt, dass der Grenzwert

Fg(+o00) = lir+n F (z) liIJP g(x)
existiert und endlich ist.
Im Fall (b) ist F' (x) beschrinkt und g (z) — 0 fiir + — 400, woraus folgt
Fg(+o0) = lim (Fg)(z)=0.

T—+00

Jetzt beweisen wir, dass das Integral [ F ()¢ (x)dz absolut konvergent ist.
Die Funktion F ist in den beiden Féllen (a) und (b) beschrankt. Im Fall () ist es
eine Voraussetzung, wéhrend im Fall (a) folgt es aus der Konvergenz von F (z) fir
r — +00. Sei C eine obere Schranke von |F|, d.h. |F (z)| < C fiir alle z € [a, 00).
Dann gilt

[ i@y @ia <o [y @l
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Die Funktion g ist monoton, woraus folgt, dass entweder immer ¢’ (z) > 0 oder
immer ¢’ (z) < 0 ist. Angenommen, dass ¢’ (z) > 0 (der Fall ¢’ (z) < 0 ist dann
analog), so erhalten wir

/mw%Msz/myumm:guﬂw—gmw<m.

Somit erhalten wir, dass

[ IFw g @l <o

was zu beweisen war. ®

Beispiel. 1. Zeigen wir, dass das Integral

o
sin
dx
1 T

konvergent ist. Dafiir betrachten wir die Funktionen f (x) =sinz und g(z) =«
Die Stammfunktion

-1
F(x):/ f(t)dt:/ sinxdr = — cosx + cosa

ist offensichtlich beschrankt, wihrend ¢ () monoton fallend ist und ¢ () — 0 fir

x — 400. Nach dem Dirichlet-Kriterium ist das Integral floo Si;”da: konvergent.

Die Funktionen sin z, *+ und o

T

Das Integral fooo Si%dx heifit Dirichlet-Integral. Es ist auch konvergent, da die
Funktion #22 den Grenzwert 1 fiir z — 0 hat und somit ist auf [0, 1] integrierbar.
Es ist moglich zu beweisen, dass

*sinx T
de = —
0 x 2

(siche Abschnitt 12.6 unterhalb).
Zeigen wir, dass floo SinZ hedingt konvergent ist, d.h.

/ Bsinal e (12.20)
1

T
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Die Funktion @

Die Nullstellen von sin z auf [1,00) sind x,, = 7n fiir n € N. Wir haben

Intlgin @ 1 Fntl
/ ud:l: > / |sin x| dx
Tn T Tn+1 Jz,

1 Tn+1
/ sin xdx
Tn

Tnt1
1

= |[cos ;|

xn+1

2

T(n+1)

v

woraus folgt

> |sin z| °°/$n+1 |sin z| = 2 2= 1
——dzr > —dr >y ————— == =
e [ e Yy T

n=1

d.h. (12.20).
2. Zeigen wir, dass das Integral

®sinx
arctan zdx
1

T

sin x

konvergiert. Setzen wir f (z) = und ¢ (z) = arctanz. Die Funktion g ist

beschrankt und monoton steigend, wahrend f;roo f (x) dz konvergent ist, wie wir
gleich bewiesen haben. Nach dem Abel-Kriterium ist das gegebene Integral konver-
gent.

12.4 * Alternative Definition von Elementarfunk-
tionen

Wir geben hier eine alternative Definition von allen elementaren Funktionen mit
Hilfe von Integralen. Dafiir muss man die Differential- und Integralrechnung zuerst
ohne Exponentialfunktion und ohne trigonometrische Funktionen entwickeln.

Mit Hilfe von Integral definieren wir zunéchst die logarithmische Funktion: fiir
alle z > 0
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Cdt
Inz:= —. (12.21)
1
Insbesondere gilt In1 = 0. Es folgt, dass (Inz)" = 1.
Beweisen wir mit Hilfe von Definition (12.21) die Identitét
In(ab) =Ina+1nb (12.22)

fiir alle a,b > 0. In der Tat gilt

b
Inb = / do (Substitution y = ax)
1

ab
d

= / & In (ab) — Ina,

a Y

woraus (12.22) folgt.

Die Funktion In ist auf (0,+o00) definiert, ist differenzierbar und somit stetig,
und ist streng monoton steigend. Beweisen wir, dass

In (0, +00) = R

so dass die inverse Funktion In~! auf R definiert ist. Dafiir reicht es zu beweisen,
dass

Iim Inz = +o00 und limlnz = —o0.
r—+400 r—0

In der Tat gilt nach dem Satz 12.7

) T dy
lim Inx = — = 400,
1

x——+00 €T

da Y7, + = +o0. Es folgt, dass

1
limlnz = lim In— =— lim lny = —o0.
z—0 y——+00 Yy y——+00

Somit ist die inverse Funktion In~" auf R definiert und nimmt die Werte in (0, +-00)
an. Diese Funktion heifit die Exponentialfunktion und wird mit exp bezeichnet, d.h.

exp :=1In""'.
Es folgt, dass fiir y = exp ()
, 1 1
exp (z)) = =— =y =exp(z).
(e (@) = o = (@)
Setzen wir
e:=exp(l),

d.h. die Zahl e die folgende Identitat erfillt:
e ﬁ B
1t

1.
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Beweisen wir die Haupteigenschaft: fiir alle z,y € R
exp (x +y) = exp (x) exp (y) . (12.23)
In der Tat ist (12.23) dquivalent zu
In (exp (z +y)) = In [exp () exp (y)] -
Da die linke Seite gleich x 4 y ist und die rechte Seite nach (12.22) gleich
Inexp (z) + Inexp (y) =z +y

ist, so erhalten wir die o.g. Identitat.
Jetzt definieren wir arctan fur alle x € R durch

; /z dt
arctanx = .
o 1+12

1
t gEs .
(arctan x) T2

Es folgt, dass

Diese Funktion hat die inverse Funktion, die auf dem Intervall (—7,7) definiert ist,

wobei
T = 5
o 1+t
In der Tat gilt 7 < 2 da

/°° dt _/1 dt +/°0 dt
o 14tz Jo 142 ), 1412

Setzen wir
tan := arctan_l,

so dass der Definitionsbereich von tan gleich (—7, 1) ist. Es folgt, dass fiir y = tanx

1
(tanz) = ————— = 1+19? =1+ tan’z.
(arctan y)

Definieren wir fur alle z € [—1, 1]

. Toodt
arcsin x := :
| A

Auf (—1,1) ist arcsin x differenzierbar und

(arcsinx)’ =
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Die Funktion arcsin x ist somit streng monoton steigend auf (—1,1). Es ist klar,
dass arcsin 0 = 0. Beweisen wir, dass arcsin1 < oo:

arcsinl =

Substitution s=1—1)

/1 dt (
o V(1—=1t)(1+1)
! ds /1 ds 1
— < — = 2\/5 =2 < 0.
/0 /S (2 . S) 0 \/g |: j|0
Wir definieren die Zahl 7 durch

- /1 dzx
— :=arcsinl = —_—
2 0o vV 1— a2

Somit ist arcsin z eine stetige streng monotone steigende Funktion auf [—1, 1] mit

dem Bildmenge [—7,7]. Definieren wir die inverse Funktion auf [—7, 7] mit den

272
Werten in [—1, 1]:
sin = arcsin™!.

Es folgt, dass fir y = sinx

1
(sinz) = ——— = /1 -2 =1 —sin’z.

(arcsin y)’

Analog definieren wir fiir z € [—1, 1]

/1 dt
arccos r .— .

Diese Funktion has die Bildmenge [0, 7] da
arccos1 =0

und

arccos (—1) /1 dt 2/1 dat

I O, _ = —_— = T
VAR 2 0o V1—1?

Offensichtlich gilt

arccosx—l—arcsinx:/xL—k/lL:/1 dt _r
und somit
(arccos )’ = — (arcsinz) = —;.
V1—2a2
Setzen wir

COs = arccos_l,

so dass cos z auf [0, 7] definiert ist mit den Werten in [—1, 1].
Es gilt fiir y = cosx

1
(cosr) = ———— = —/1 — 92 = —V/1 — cos? .

(arccos y)
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Beweisen wir fiir alle x € [0, 7/2] die Identitét

sinx + cos’z = 1 (12.24)

Setzen wir ¢ = cosx und b = sin z so dass

/” dt /1 dt

0 V1—1t2 o V1—1t2

Wir miissen beweisen, dass a? + b*> = 1. Die Substitution
w=1t% du=2tdt

ergibt

bodt _/b2 du
0o V1 —1t2 0o 2 u(l—u)

Loar /1 du /“2 dv
o V1I—12 a2 2¢/u (1 —u) 0 2y/v (1 —v)
wobei v = 1 — u. Es folgt b> = 1 — @ und somit a? + b* = 1.
Es folgt, dass

(sinz) =cosz und (cosz) = —sinz.

Bemerken wir, dass

da die Substitution

§=—=, ds=———, t= (12.25)

ergibt

/°° ds _/1(1_t2) dt _/1 dt
o 1+8? 0 (1—t2)% o V1—1t2

Somit ist tan x auf (—m/2,7/2) definiert.
Beweisen wir jetzt, dass fiir alle z € [0,7/2) gilt

sinx

tanx = .
CcoS T

Setzen wir a = cosx, b = sinx, ¢ = tan x so dass

/b at /1 dt / ds’
o V1=t Jo V1= Jy 1+s%
Wir miissen beweisen, dass ¢ = S Die gleiche Substitution (12.25) ergibt

c

/c ds _/m(l_tQ) dt _/\/T dt
o 1+ 0 (1—t2)% 0 VI—t
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Es folgt ﬁ = b und somit ¢ = 11’_62 = %
Somit erhalten wir
. 9
1
tanx’:1+tan2x:1—l—smxz .
(
cos? cos? x

Um die Potenzreihen fiir die elementaren Funktionen zu bestimmen, benutzt
man die Taylorformel mit einer Abschitzung des Restgliedes (siehe Abschnitt 13.6
unterhalb). Man erhélt

k

=
exp (1) =37
k=0

00
& Qf2k+1

sinx = kzzg (—1) 2k
cosx = ; (1) R

Die Funktion exp (z) wurde bisher fiir € R definiert, sin x — fur « € [-7/2,7/2]
und cosz — fir z € [0,7]. Diese Potenzreihen lassen uns die Funktionen exp (),
cosx und sin z fir alle z € C fortsetzen. Allerdings muss man noch beweisen, dass
die Haupteigenschaft (12.23) fiir alle z,y € C gilt.

Es folgt aus den obigen Potenzreihen, dass fiir alle x € C gilt

exp (iz) = cosx + isinx.

Insbesondere gilt
ex <iz>:cosz+isinzzi
P 2 2

und
exp (im) = —1, exp (i27) =1,

woraus auch die Periodizitdt von exp, sin und cos folgt.

12.5 * Gammafunktion

Definition. Definieren wir die Gammafunktion I (x) fir jedes x > 0 mit

+o0
[ (z) = / t" e Lt (12.26)
0

Lemma 12.12 Das Integral (12.26) konvergiert fir alle x > 0.

Beweis. Die beiden Grenzen 0 und +oo sind kritisch (genauer zu sagen, 0 ist
kritisch nur wenn z < 1). Setzen wir

fi)=pte
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und beweisen, dass

—+00

/lf(t)dt<+oo und f(t)dt < 400,
0

1

woraus die Konvergenz von (12.26) folgen wird.

Da f (z) <! und
1 1
t* 1
/ "t = [—] = - < o0,
0 r], =

So erhalten wir, dass auch fol f(t)dt < oo.
Beweisen wir jetzt die Konvergenz des zweiten Integral. Beweisen wir dafiir die
Ungleichung
=l < Ce2! fiir alle t > 1,

wobei C'= C (z). Wir haben
(t/2)"

1
t n
= 1+t/2+—2! ot (t/2)" + ...

N

e
Wiéhlen wir eine natiirliche Zahl n > x — 1. Dann gilt fiir alle t > 1

1
et > — (t/2)" =ct" >t
n.
1

nl2n”

mit ¢ = Setzen wir C' = ¢! = n!2" und erhalten
Ft)=t""et < Cerle™ = Ce 2,

dh. f(t) =0 (e‘ét> fir t — +oo0. Da [ e~2!dt < oo, so erhalten wir auch
[T () dt <oo. m

Lemma 12.13 Fir allex > 0 gilt I' (x + 1) = «I" ().

Beweis. Die partielle Integration ergibt

—+o00 —+o00 Yoo —+o00o
Cz+1) = / t'e tdt = —/ t'de”" = — [tze_t]o +/ e tdt”
0 0 0

+oo
= / rt* e tdt = 2 (z).
0

Bemerken wir, dass
+o0
ra = / e tdt = 1.
0
Nach Lemma (12.13) erhalten wir per Induktion nach n, dass fiir alle n € N

I'(n)=(n-1)!
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Der Graph von I' (z) ist da.

6T

y
s+
it
3_-
2__
4
0 t } } {
0 I 2 3 4
X
Gammafunktion
12.6 * Dirichlet-Integral
Wir beweisen hier, dass
*“sinw s
de = —. 12.27
[ (12.27)

Das Integral in der rechten Seite heifit das Dirichlet-Integral. Es reicht zu beweisen,
dass

/ E0r - T fir n — +oo. (12.28)
0 x 2

Setzen wir zunachst fiir jedes n =0,1,2, ...

un:/ sin (2n + )xd:z:
0

sin x

und zeigen, dass alle u,, gleich sind. In der Tat gilt fiir jedes n > 1

dx

Up — Up—1 =

/”/2 sin(2n+ 1)z —sin(2n — 1) x
0

sinx

/”/2 2 cos2nxsinx
—  dx
0

sinx

/2
= 2/ cos2nzdr  (y = 2nzx)
0

1 /m 1
= —/ cosydy = — [siny];" = 0.
n Jo n

/2 T
un:u0:/ dr = —
0 2

Es folgt fiir alle n > 0
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und somit
Up = 5 (un + unfl)
1 /”/2 sin (2n + 1) x + sin (2n — l)a:d
= = €T
2 Jo sin
/”/2 sin 2nx cos x
= —_—dx
0 sin x
w/2
= / sin 2nx cot xdx.
0
Es folgt
w/2 T
/ sin 2nx cot xdx = —.
0 2
Da

™ sin T /2 gin 2na /2
/ de — = = / dr — / sin 2nx cot xdx
0 0 0

w/2 1
= / sin 2nx (— — cot :17) xdx
0 T

1 (™2 /1
= — (— — cot :L‘) xd cos 2nx
2n J, x

e (3 =)
= — |cos2nzx | — —cotx
2n T 0

I 1 1
+— cos 2nx (— — —) dzx. (12.29)

2n J, sin®r 22

Bemerken wir, dass

) (1
lim [ — — cotx

. sinx —xcosx
x—0 \

z—0 rsinw
x> z? 3
m—g—x< —7)+0(x)
= lim 5
z—0 z(z— %) +o(zt)
. x3/3+0(2%)

= 1
200 22 4 o(x?)

=0

so dass die Funktion * — cot z auf [0, 7/2] beschrankt ist. Somit gilt

1 1 w/2
lim — [cos 2nx (— — cot x)} =0.
n—oo 2N x 0
Da auf (0,7/2) gilt 0 < sinz < x, so erhalten wir
1 1

>0
sinx 22
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woraus folgt
/2 1 1 /2 1 1
Og/ cosan(_2 ——2>d:v§/ ('2 ——2>d:c.
0 sin“x 0 sin“x
Da
| 1 1 | 22 —sin’z
im —— ] = lim
=0 \ sin?z a2 20 g2sin’x
2
22 — <x — % —1—0(333))
= lim . 5
=022 (1 — L 4 0(a?))
22— <:172 — 23:%) +o(zh)
—
220 22 (22 + o (a?))
, 13—4 +o(zt) 1
= lim2—F = = —|
a—0 2440 (zt) 3
so sehen wir, dass die Funktion —— — = auf [0, 7/2] beschrénkt ist, woraus folgt

o1 [P 1 1
lim — cos2nw | —5— — — | dz = 0.
n—oo 21 Jo sinz 2?2

Somit erhalten wir (12.28) aus (12.29).
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Chapter 13

Gleichmaflige Konvergenz von
Reihen

13.1 Funktionenfolgen

Seien J eine beliebige Menge und {fy},-, eine Folge von reellwertigen (oder kom-
plexwertigen) Funktionen auf J.

Definition. Man sagt, dass die Folge {fx} gegen eine Funktion f punktweise auf J
konvergiert falls fiir jedes = € J gilt fy (z) — f (x) fiir £ — oo, d.h.

Veed |fi(z)—f(z)]— 0 fir k — oo.

Die punktweise Konvergenz bezeichnet man mit f; — f.

Fiir jede Funktion f : J — R definieren wir die sup-Norm von f mit

7= 171 = supf )]

Definition. Man sagt, dass {fi} gegen f gleichmdfig auf J konvergiert, falls
| fe — fll = 0 fir &k — oo.

Die gleichmaflige Konvergenz bezeichnet man mit f, = f.

Die gleichmaflige Konvergenz ist offensichtlich eine starkere Bedingung als die
punktweise Konvergenz, da sie aquivalent zu

Sgp|fk_f| — 0

ist, woraus | fx (z) — f (z)| — 0 fir jedes z € J folgt.
Die Umkehrung gilt nicht: es gibt punktweise konvergente Folgen die nicht gle-
ichmafig konvergent sind.

Beispiel. 1. Betrachten wir auf J = (0, +00) die Funktionen f; () = £. Fiir jedes
x € J gilt offensichtlich f; () — 0 fiir £ — oo so dass f, — 0, aber f; & 0 da

[ fill = oo

93
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2. Betrachten wir auf J = [0, 1] die Funktionen

kx, nggi
2
y
1+
0 0102 0.4 1 x

Die Graphen von f5 und fiq

Zeigen wir, dass fi, — 0, d.h. fiir jedes = € [0,1] gilt fx () — 0. Fiir z = 0 ist es
offensichtlich, da fi (0) = 0. Fir # > 0 gilt « > 2/k fiir hinreichend grofie k, woraus
fx (x) = 0 folgt. Andererseits, da || fx|| = 1, so sehen wir, dass fr 7 0.

Die gleichmafliige Konvergenz ist wichtig da sie die Stetigkeit von Funktionen
bewahrt.

Satz 13.1 Sei {fi},cy eine Folge von stetigen Funktionen auf einem Intervall J C
R. Gilt fr = f auf J so ist f auch stetig auf J.

Beweis. Fixieren wir einen Punkt = € J und beweisen, dass f in z stetig ist.
Dafiir reicht es zu beweisen, dass fiir jede Folge {z,}, .y aus J mit z, — z gilt

f(2) — f (), d.h.
Ve >0 gilt [f(2n) — f(2)] < fiir fast alle n.
Bemerken wir, dass fiir jedes k € N gilt
|f () = £ @) <1 (@) = fi (@) + [ i (20) = fi (@) + | fo (2) = f ()] (13.1)
Da || fr — f|| — 0 fiir k — o0, so gibt es k mit
1fr = fIl < /3,
woraus folgt, dass
f () — f(2)] < /3 und | fi (z0) — f (20)] < £/3 fiir alle n.
Da f;. stetig ist, so gilt

|fr (xn) — fr ()| < e/3 fir fast alle n.



13.2. GLEICHMASSIGE KONVERGENZ VON FUNKTIONENREIHEN 95

Einsetzen in (13.1) ergibt |f (z,) — f (z)| < e fir fast alle n, was zu beweisen war.
u

Beispiel. Die punktweise Konvergenz bewahrt die Stetigkeit nicht. Betrachten wir
zum Beispiel die Funktionen

Der Graph von g5

Offensichtlich ist gy stetig auf [0,1]. Fiir & — oo erhalten wir g, (z) — 0 fiir
x> 0und g, (0) — 1, d.h. gy — g mit

(z) = 1, =0,
g(z) = 0, 0<z<l.

Es ist klar, dass ¢g unstetig an 0 ist.

13.2 Gleichmaflige Konvergenz von Funktionen-
reihen

Sei {fix}re, cine Folge von recllwertigen (oder komplexwertigen) Funktionen auf
einer Menge J. Betrachten wir die Funktionenreihe )., fi (z) und ihre Partial-
summen

Fy(x) =) fi(x).

Definition. Die Reihe Y 7, fi (z) konvergiert auf J punktweise bzw gleichméBig
falls die Folge {F,} von Partialsummen punktweise bzw gleichméBig auf J kon-
vergiert.

Die folgende Aussage gibt ein hilfreiches Kriterium fiir gleichmaflige Konvergenz
von Funktionenreihen an.
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Satz 13.2 (WeierstraBsches Majorantenkriterium; auch Weierstrafischer M -Test)
Sei {fr} eine Funktionenfolge auf J mit

o
D el < oo
k=1

Dann konvergiert die Reihe Y.~ | fx (x) auf J absolut und gleichmapig.

Somit folgt die gleichmaflige Konvergenz von einer Funktionenreihe aus der Kon-
vergenz von der numerischen Reihe.

Beweis. Fiir jedes x € J gilt

ST @) <Y lIfll < o0
k=1 k=1

so dass die Reihe Y f (x) absolut konvergent fiir jedes x € J ist. Insbesondere ist
diese Reihe punktweise konvergent. Setzen wir

Fle)=3 fila)

und beweisen, dass F,, = F fiir n — oco. Fiir jedes z € J gilt

Yo h@| < Y @< Y Il

k=n+1 k=n+1 k=n+1

|F () = F (2)| =

Da die rechte Seite unabhéngig von x € J ist, so erhalten wir

|F = Full = sup |F (2) = F (o)) < > Il

k=n+1

Da die rechte Seite fiir n — oo gegen 0 konvergiert, so erhalten wir, dass ||F' — F,|| —
0 und somit F,, = F', was zu beweisen war. m

Beispiel. Beweisen wir, dass die Reihe >, | z%e** gleichmafig auf [0, +00) kon-
vergiert. Die Funktion f, (r) = 2%e~%® ist positive fiir z > 0, aber verschwindet in
x = 0 und konvergiert gegen 0 fiir x — +o00. Es folgt, dass f; eine Maximumstelle
auf [0, co) hat.

y 05T
0.4 T
03T
02T
0.1 T

0.0 HE————F—— ; J

0 1 2 3 4 5

X

Funktionen f (z) = 22e7* fiir k = 1,2,3
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An der Maximumstelle x von f; gilt fi (z) = 0, was dquivalent zu (In f;)" = 0,
d.h.

(2Inz — kz) =0,

woraus folgt = = % Somit erhalten wir

2 2\* _, de?
||ka = [(ﬂa;j) e =Tk (E) = (g) e "= 2

Da die Reihe ;2| % konvergiert, so erhalten wir nach dem Majorantenkriterium
dass die Funktionenreihe absolut und gleichmafig > >, z?e~* auf [0, +00) kon-
vergiert.

Definition. Sei {f},-, eine Folge von Funktionen auf einem Intervall J. Die Folge
{fx} konvergiert auf J lokal gleichmdfsig, falls diese Folge auf jedem abgeschlosse-
nen beschrénkten Intervall I C J gleichméBig konvergiert. Konvergiert {fx} lokal

loc
gleichmaflig gegen f, so schreibt man f, = f.
Analog konvergiert die Reihe Y 7~ | fi auf J lokal gleichméaflig falls diese Reihe
auf jedem abgeschlossenen beschrankten Intervall I C J gleichméafig konvergiert.

Die Beziehung zwischen den Typen von Konvergenz ist wie folgt:
loc
h=f = =5 = -

Beispiel. Die Reihe > .-, 2* ist auf (—1,1) lokal gleichméBig konvergent, da jedes
abgeschlossene beschrénkte Intervall I C J in einem Intervall [—a,a] mit 0 < a < 1
liegt und somit auf I gilt

o0 o0
Ok, £ ak < o
k=1

k=1

Andererseits konvergiert die Reihe Y~ #* auf (—1, 1) nicht gleichméBig (siehe Auf-
gabe 96).

Satz 13.3 Sei {fi} eine Folge von stetigen Funktionen auf einem Intervall J. Kon-
vergiert die Folge { fi} lokal gleichmdf$ig auf J, so ist der Grenzwert f (x) = lim fj (x)
stetig auf J. Die dhnliche Eigenschaft gilt auch fir die Reihen: die Summe einer
lokal gleichmaf$ig konvergenten Reihe von stetigen Funktionen ist stetig.

Beweis. Auf jedem abgeschlossenen beschrankten Intervall I C J gilt f, = f.
Nach dem Satz 13.1 ist f stetig auf I und somit ist f stetig auch auf J. Die Aussage
fiir die Reihen folgt, da die Partialsummen stetig und lokal gleichméafig konvergent
sind. m
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13.3 Potenzreihen

Betrachten wir eine Potenzreihe .
> ot (13.2)
k=0

mit Koeffizienten ¢, € R und bezeichnen wir mit f(z) die Summe der Reihe
S g ckx”. Der Definitionsbereich von f ist die Menge von allen z € R wo die
Reihe konvergent ist.

Satz 13.4 Angenommen, dass die Potenzreihe (13.2) fir ein x = xy # 0 konver-
gent ist. Dann konvergiert die Potenzreihe absolut und lokal gleichmdflig auf dem
Intervall (—R, R) mit R = |xo|. Folglich ist die Summe f(x) = >~ ckx® eine
stetige Funktion auf (—R, R).

Beweis. Wir beweisen, dass fiir jedes 0 < r < R die Reihe Y ;7 cxa* auf [—r, 7]
absolut und gleichméBig konvergiert. Fiir jedes x € [—r, 7] gilt

cprk x ' <|cxk|(i>k
k To — kL0 R .

Die Konvergenz von Y, cxxf impliziert, dass ¢zf — 0 fiir & — oo. Insbeson-
dere ist die Folge {ckx’g} beschrankt, zum Beispiel, ckx’g‘ < C fir alle k und eine
Konstante C'. Es folgt, dass

Jexa] =

ety < 0 (%)
CLX (—rr] = R .

Da £ < 1 und somit die geometrische Reihe ), (}%)k konvergiert, so beschlieffen
wir nach dem M-Test, dass die Potenzreihe Y, cxz* absolut und gleichméfig auf
[—r, r] konvergiert. Somit konvergiert diese Reihe absolut und lokal gleichméfig auf

(=R, R). Die zweite Aussage folgt aus dem Satz 13.3. m

Definition. Der Wert

[e.9]

R :=sup {\x| : chxk konvergiert} € [0, 4+o0] (13.3)
k=0

heifit der Konvergenzradius der Reihe Y 7 cxa®. Das Intervall (—R, R) heifit das
Konvergenzintervall der Reihe.

Wir behaupten, dass diese Reihe lokal gleichméfBig auf (—R, R) konvergiert. In
der Tat, fiir jedes r € (0, R) konvergiert die Reihe fiir ein  mit r < |z| < R (nach
Definition (13.3) von R), woraus die gleichméflige Konvergenz auf [—r, r] nach dem
Satz 13.4 folgt. Andererseits, fiir jedes = auferhalb [—R, R| divergiert die Reihe
einfach nach (13.3). An den Grenzpunkten R und —R kann die Reihe sowohl kon-
vergieren als auch divergieren. Der Definitionsbereich der Summe f (z) = Y77 cpa®
ist somit eines von Intervallen (—R, R), [-R, R|, (—R, R], [-R, R). Nach dem Satz
13.3 die Funktion f ist stetig im (—R, R).

30.11.18
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Satz 13.5 Fir den Konvergenzradius der Reihe Y oo, cxa® gilt die folgende Formel

von Cauchy-Hadamard:
1
R — '—l/k- (13.4)
lim sup ||
k—o0

Beweis. Wir benutzen die folgende Eigenschaft von lim sup: gilt fiir eine Folge {y;}

limsupy, < ¢
k—o00
so gilt yx < c fiir fast alle k. In der Tat, liegt im [c, +00) unendlich viele Glieder der
Folge {yx} so gibt es im [c, +00] eine Haufungspunkt der Folge, was unmdglich ist,
dass der grofite Haufungspunkt lim sup y,, kleiner als c¢ ist.
Definieren wir R mit (13.4) und beweisen, dass die Reihe fiir |z| < R konvergiert
und fiir |x| > R divergiert. Sei zuerst 0 < |z| < R. Es folgt, dass

1 1
li k= = « =
e
Offensichtlich gibt es ein € > 0 mit

1—
lim sup |ep| /% < —6,

woraus folgt, dass
1—
(Jex)Y* < == fiir fast alle k.

]

|ckxk| <(1—¢)

Somit gilt

fiir fast alle k. Da die Reihe 37>, (1 — ¢)* konvergiert, so konvergiert auch Y27°  cpa*.
Beweisen wir jetzt, dass fiir || > R die Reihe divergiert. Es gilt dann

limsup || "/* >

und somit gibt es eine Teilfolge {cg, } mit

1
lim ’Cki|1/k > —

il > 1 und somit die Reihe Y cpa® di-

Daraus folgt, dass fiir fast alle 7 gilt ’ckix
vergiert. m

Beispiel. Die Potenzreihe Y7 % ist konvergent fiir x = —1, woraus folgt, dass sie

auf (—1,1) konvergent ist. Fiir |z| > 1 gilt % — 00 so dass die Reihe divergiert.
Somit ist das Konvergenzradius gleich 1 und das Konvergenzintervall (—1,1). Das

Gleiche folgt auch aus (13.4) da (%)I/k = ﬁ — 1 fir k — oc.
Der Definitionsbereich der Reihe ist [—1, 1), da die Reihe an & = —1 konvergiert

und an z = 1 divergiert.

Nach dem Satz 13.4 ist die Summe f (x) = > _po, cxz” stetig auf dem Konvergen-
zintervall (—R, R). Ist f am Grenzpunkt x = R oder x = —R definiert, so entsteht
die Frage, ob f an diesem Grenzpunkt auch stetig ist. Die Antwort ist positive und
wird im folgenden Satz gegeben.
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Satz 13.6 (Satz von Abel) Die Funktion f(x) = > _,o,ckx® ist stetig in jedem
Punkt x = xo # 0 wo die Reihe konvergiert.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass xy =
1 (sonst umbenennen z/xy in z) und f (1) = 0 (sonst ¢y &ndern). Wir werden
beweisen, dass f (z) stetig auf [0, 1] ist, insbesondere an z = 1.

Wir benutzen die abelsche partielle Summation um die Reihe > ¢pap umzufor-
men. Bezeichnen wir fiir jedes n € Z

Sp = g c, =¢Cy+c1+...+cy
k=0

und s_; = 0, so dass fiir alle k£ € Z gilt

Cr — Sk — Sk—1-

=30
k=0

so ist die Folge {s,} konvergent und somit beschriankt, woraus folgt, das die Reihe

o0
E 8k$k
k=0

nach dem Majorantenkriterium fiir alle x € (—1,1) konvergiert. Es gilt somit fiir
alle z € (—1,1)

00 oo 00 oo
= E Ckl’k: E Sk — Sk— 1 E Skl’ E Sk— 1ZEk.

k=0 k=0 k=0 k=0

Da der Glied s,_12"* fiir k = 0 verschwindet, so ldsst sich der Index k in der letzten
Summe von k£ = 1 anfangen. Zudem umbenennen wir in dieser Summe k£ — 1 in k
und somit erhalten

E Sp—1T = E Sk$k+1
k=0 k=0
und
o0 o0
f(z) = E skxk—g spat Tt
o0
_ }:sk(:r;k ka)

k=0

= ) (1—a)spat. (13.5)
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Fiir z = 1 gilt die Identitat (13.5) auch da f (1) = 0. Beweisen wir, dass die Reihe
(13.5) gleichméBig auf [0, 1] konvergiert, woraus die Stetigkeit von f auf [0, 1] folgen
wird. Die Partialsummen sind

n

ful@) =37 (1~ ) s,

k=0
und fiir alle z € [0, 1) gilt

[e.9]

Z (1 —z)spa”

k=n+1

@) = fa(@)] = <suplsif (L-a) D ot

k=n+1

1
< sup|sg| (1 —x) .
k>n -

— sup s
k>n

Fiir x = 1 gilt diese Ungleichung auch, da f (1) = f, (1) = 0. Somit erhalten wir fiir
alle z € [0, 1]
|f (@) = fn (2)] < suD 5],

woraus folgt
Hf - an[O,l] = sup |f - fn’ S sup ’3k| .
[0,1] k>n
Da s,, — 0 fiir n — 00, so erhalten wir' sup;s.,, [sx| — 0 und auch
1f = fallp) — 0 fiir n — o0

woraus die gleichméfliige Konvergenz f, = f auf [0, 1] folgt. Nach dem Satz 13.1 ist
f auf [0, 1] stetig. m

Beispiel. Es gilt die folgende Identitét fiir alle x € (—1,1)

333 Z’S 1,7 o~ kx2k+1
t =r——4+—=———=+..= -1 13.6
e V=BT

(sieche Aufgabe 97). Die Potenzreihe (13.6) hat den Konvergenzradius 1, aber kon-
vergiert auch an dem Grenzpunkt x = 1, was aus dem Leibniz-Kriterium folgt, da
die Folge alternierend ist und die Glieder monoton fallend sind. Nach dem Satz 13.6
ist die Summe der Reihe stetig an x = 1. Da arctan z auch stetig an z = 1 ist, so
erhalten wir, dass die Identitdt (13.6) auch fiir = 1 gilt (und analog fiir z = —1).
Da arctan 1 = /4, so erhalten wir die Identitét

+ ... =

| =

- (D
— 2k + 1

k=0

IFiir jedes ¢ > 0 gibt es ein N mit
|si| < e fur alle k& > N.
Daraus folgt, dass fir alle n > N

sup |sk| < sup |sg| <e
k>n k>N

und somit supys.,, |sk| — 0 fir n — oo.
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13.4 Integrations unter gleichmafliger Konvergenz

Satz 13.7 Sei {fi} eine Folge von stetigen Funktionen auf einem beschrankten
abgeschlossenen Intervall [a,b]. Konvergiert f, gleichmdfig auf [a,b] gegen eine

Funktion f, so gilt
b b
/ f (#)dz = lim / fi () da. (13.7)

Man kann auch schreiben

b
[ gt f—gg/ﬁ

so dass die Operationen gleichmafliger lim und fa vertauschbar sind.

Beweis. Die Funktion f ist stetig nach dem Satz 13.1 und somit integrierbar. Es

gilt
b b b
/Jumm—/mex (fe — 1) de

Lﬂn—fo

< suplfp = fI(b—a) = [lfx = fl (b—a),

[a,b]

IN

wo wir die LM-Ungleichung des Satzes 11.10 verwendet haben. Da f; = f und
somit || fr — f|| — 0, so erhalten wir

bfk(m)dx— bf(x)dx
[ oo |

was aquivalent zu (13.7) ist. =

— 0,

Beispiel. Die Voraussetzung von der gleichmafligen Konvergenz ist wichtig fiir den
Satz 13.7. Die punktweise Konvergenz f, — f ergibt die Konvergenz von Inte-
gralen nicht. Zum Beispiel, betrachten wir die folgenden Funktionen auf [0, 1]:

k2x, ngS%,
fi (@)=} 2k—kax, <z<z
0, F<z<l
y 1
k_-_
0 Uk 2k 14

Der Graph von fj



13.4. INTEGRATIONS UNTER GLEICHMASSIGER KONVERGENZ 103

Es gilt die punktweise Konvergenz f, — 0 auf [0, 1], aber

1 1/k 1/k Q;Q 1/k 1
/ i () dz > / frdr = / K xdr = k? {_1 _ =
0 0 0 2 ], 2

1
| @ o0
0

und somit

Korollar 13.8 Sei {fy} eine Folge von stetigen auf [a,b] Funktionen. Konvergiert
die Reihe Y, fi (z) gleichmapig auf [a,b] so gilt

b [ o b
/ (ka($)> difZZ/ fi (@) da. (13.8)

In anderen Wortern, die Operationen f: und Y7, iber einer Funktionenreihe
sind vertauschbar, vorausgesetzt, dass die Reihe gleichmafig konvergiert. Noch eine
Umformulierung von (13.8): die Reihe ldsst sich gliedweise Integrieren vorausgesetzt
dass sie gleichméafig konvergiert.

Beweis. Setzen wir .
k=1

Da die Folge {F,,} gleichméafBig auf [a,b] konvergiert, so gilt nach dem Satz 13.7

oo b n b b b b e

> / fedz = lim / fodr = lim | Fdr — / lim Fdr = / (Z fk,> dx
—1 a n—oo el a n—oo a a n—oo a 1

was zu beweisen war. ®

Satz 13.9 Sei die Potenzreihe f(x) = Z:o_o cxx® konvergent auf einem Intervall

(—R,R) mit R > 0 (insbesondere kann R der Konvergenzradius sein). Dann gilt
fir alle x € (—R, R)

/$f(t) dt=3" kcj T (13.9)
0 k=0

Beweis. Fiir z = 0ist (13.9) trivial. Sei « € (0, R). Nach dem Satz 13.4 konvergiert
die Reihe Y~ ¢xt* gleichmiBig auf dem Intervall [0, x]. Nach dem Korollar 13.8 lisst

sich die Identitat
_ > k
ft)= Zkzo Crl

auf dem Intervall [0, z] integrieren:

T 00 T o} cr
t) dt = thdt = ket
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Analog betrachtet man den Fall x < 0. m

Beispiel. Betrachten wir die geometrische Reihe
1 o0
-3
-
k=0

die fiir |z| < 1 konvergiert. Nach (13.9) erhalten wir fiir alle x € (—1,1)

T dt ixk“ +x2+az3+x4+
— = =r4+— 4+ =44 .
2 3 4

Andererseits gilt

woraus folgt

2 3 4
Der Wechsel von x nach —z ergibt die folgende Identitét

2 3 4
ln(l—x):—(x+x—+$—+x—+...>.

€T T ./E > .I
m(l+a)=a— o4 o= t= > (D 13.1
n(l+z)=ux st3 -t 2 ik (13.10)

die fiir alle z € (—1,1) gilt. Die Reihe in (13.10) heifit die Taylorreihe der Funktion
In (1 + z). Die Partialsummen von dieser Reihe sind die Taylor-Polynome der gle-
ichen Funktion.

3+

7 z? a8

Die Funktion In (1 4 z) (rot) und die Partialsummen x — CIEA) + 3
e
TR T3 T

Bemerken wir, dass die Reihe in (13.10) fiir z = 1 die Leibniz-Reihe ist, die
konvergent ist. Nach dem Satz 13.6 ist die Summe der Reihe (13.10) stetig an
z = 1. Daln(1l+ z) auch an x = 1 stetig ist, so beschliefen wir, dass (13.10) auch

an xr = 1 gilt, d.h.
In2=1 1+1 1+
R T B

An z = —1 divergiert die Reihe (13.10), und auch In (1 + z) ist nicht definiert.
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13.5 Differenzieren unter gleichmafliger Konver-
genz

Satz 13.10 Sei {fy} eine Folge von stetig differenzierbaren Funktionen auf einem
Intervall J C R. Nehmen wir an, dass

o f. — f punktweise auf J,;

loc
o fi =g auf J.
Dann ist die Funktion f stetig differenzierbar und es gilt f' = g.
Aquivalente Formulierung: es gilt
/
(Jim ) = Jim i
vorausgesetzt, dass {fr} punktweise konvergiert und {f;} lokal gleichméBig kon-

vergiert. In diesem Fall sind die Operationen lim und Ableitung vertauschbar.

Beweis. Fixieren wir ein ¢ € J. Nach der Newton-Leibniz-Formel haben wir fir
alle x € J

fo (@) — fiu(e) = / Ao (13.11)

loc
Da f] = g auf J, so ist g stetig in J nach dem Satz 13.3. Da f; = g auf [z, ¢| (oder
[c, z] falls & > ¢), so erhalten wir nach dem Satz 13.7

/fo,;(t)dtﬂ/cmg(t)dtask:ﬁoo.

Es folgt aus (13.11) fiir £ — oo, dass

f(x)—f(C)Z/xg(t)dt-

Nach dem Satz 11.13 beschliefen wir, dass f’ = g, was zu beweisen war. ®

Bemerken wir, dass die Behauptung von dem Satz 13.10 iiber die Ableitung ist,

wahrend der Beweis auf Integration basiert.

Beispiel. Die Konvergenz f;, = f allein ergibt f;, — f’ nicht. Zum Beispiel,
die Folge fr = %sin kx konvergiert gegen 0 gleichméBig auf R aber f, = coskx
konvergiert nicht.

03
y
0.2

0.1

0.0 y ;
ot
-0.2
-0.3

1
3

Funktionen = sin 3z und % sin 8z



106 CHAPTER 13. GLEICHMASSIGE KONVERGENZ VON REIHEN

Korollar 13.11 Sei {fy} eine Folge von stetig differenzierbaren Funktionen auf
einem Intervall J C R. Nehmen wir an, dass

o die Reihe Y oo fr (z) ist auf J punktweise konvergent;

o die Reihe Y oo fi (x) ist auf J lokal gleichmafig konvergent.

Dann gilt /
(Z fk> => 1 (13.12)
k=1 k=1

In anderen Wortern: die Reihe lasst sich gliedweise ableiten vorausgesetzt dass
sie punktweise konvergiert und die Reihe von Ableitungen lokal gleichméafig kon-
vergiert.

Beweis. Die Partialsummen F,, = >/, f erfiillen alle Voraussetzungen des Satzes
13.10, woraus folgt

o / ’ n o
Y i :<lian):1imF1;:11m§:f,’€:§:f,’€,
n—oo n—oo n—oo
k=1 k=1 k=1
was zu beweisen war. =

Satz 13.12 Sei .-, cxx* eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius R > 0.

Dann ist die Funktion o

f(x) = Z cpa”

k=0
in (—R, R) unendlich oft differenzierbar, es gilt in (—R, R)

fi(@) = i ekt (13.13)
k=1

und der Konvergenzradius der Reihe (13.13) ist auch R.

Beweis. Sei R’ der Konvergenzradius der Reihe >, ¢xkz*~'. Nach dem Satz 13.5
gilt

1 1
7 = limsup (k jexl) '/ = lim k17 1ilgis;jp(lck|)l/k ==

da k'F — 1 fiir k — co. Somit erhalten wir R’ = R. Insbesondere konvergiert die
Reihe (13.13) lokal gleichméBig in (—R, R).
Nach dem Korollar 13.11 gilt fiir alle x € (=R, R)

()= (Z ckxk> = Z (ckxk)/ = chkxk_l,
k=0 k=0 k=1

da >, cxz” punktweise konvergiert und >, cyka* ! lokal gleichmafBig in (=R, R)
konvergiert. Somit ist f in (—R, R) differenzierbar und es gilt (13.13).
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Es bleibt nur zu beweisen, dass f unendlich oft differenzierbar ist. Dafiir be-
merken wir, dass die Reihe f’(z) = Y, cxkz*~! mit den gleichen Konvergenzradius
R alle Voraussetzungen dieses Satzes erfiillt. Somit beschlieBen wir, dass f’ in
(—R, R) differenzierbar ist,

M (x) = ickl{ (k—1)a2*2,
k=2

und der Konvergenzradius dieser Reihe gleich R ist. Per Induktion erhalten wir
weiter, dass f unendlich oft in (=R, R) differenzierbar ist. m

Beispiel. Betrachten wir die Identitat

1ix :ixk
k=0

n (—1,1). Ableiten davon ergibt

1 D
= kbt
5=
(1—2x) —

Wieder Ableiten ergibt

e B

usw. Alle diese Identitdten gelten in (—1,1).

13.6 Taylorreihe

Sei die Potenzreihe .
f(x)= Z cpa®
k=0

konvergent in einem Intervall (—R, R) mit R > 0. Nach dem Satz 13.12 erhalten
wir per Induktion nach n

™ (x) = ickk (k—=1)..(k—n+1)2z""

Insbesondere fiir z = 0 gilt
f0)=cmnn—1)..(n—n+1)=c,n!

und somit
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Umgekehrt, sei f eine unendlich oft differenzierbare Funktion auf einem Intervall J
mit 0 € J. Betrachten wir die Reihe

f: /e '(O>x” (13.14)

n
n=0

und stellen die Frage ob diese Reihe gegen f (z) konvergiert.

Definition. Die Reihe (13.14) heifit die Taylorreihe der Funktion f an der Stelle 0
(oder Macklaurin-Reihe).

Es folgt aus dem obigen Argument, dass jede konvergente Potenzreihe mit der
Taylorreihe seiner Summe tibereinstimmt.

Die Umkehrung gilt nicht: obwohl die Taylorreihe fiir alle unendlich oft dif-
ferenzierbare Funktionen definiert ist, muss sie nicht gegen f (x) konvergieren (oder
iberhaupt konvergieren).

Die Partialsummen der Taylorreihe (13.14) sind offensichtlich die Taylor-Polynome

"ok
T, (x) = Z fk—'(o)xk
k=0 '

Somit konvergiert die Reihe (13.14) gegen f (x) genau dann, wenn
f(z)—=T,(x) = 0 fir n — 0.

Um diese Bedingung iiberpriifen zu konnen, brauchen wir Abschatzung des Rest-
gliedes f (z) — T, (x).

Eine Darstellung des Restgliedes wurde im Satz 9.3 gegeben (die Taylorformel
mit Lagrange-Restglied). Hier beweisen wir eine andere Darstellung.

Hauptsatz 13.13 (Taylorformel mit Integralrestglied) Sei f eine (n + 1)-fach stetig
differenzierbare Funktion auf einem Intervall J mit 0 € J. Dann gilt fir jedes x € J

x _ t n
f(x)="T, () +/ %ﬂ"*” (t) dt. (13.15)
0 .
Die Funktion
R, (z) = / %ﬂnﬂ) (t)dt (13.16)
0 .
heifit das Integralrestglied.

Beweis. Beweisen die Taylorformel

f(x)=T,(x)+ R, (x) (13.17)

per Induktion nach n. Fir den Induktionsanfang fiir n = 0 haben wir nach den
Newton-Leibniz-Formel

f(m):f(0)+/0xf'(t)dt:To(x)+Ro(:v).
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Fiir den Induktionsschritt von n—1 nach n nehmen wir die Induktionsvoraussetzung
f(x)="T,_1(x) + Ryp-1 () (13.18)

an und beweisen die Induktionsbehauptung (13.17). Die partielle Integration ergibt
T —t)" oz —
Roe) = [EEE e ga— [T g )
0

_ [f(m (;; } / o _)

() (z —

woraus folgt

T, (z) + Ro(z) = (Tn_1 @)+ 1 (O)x”) +( O k@ ))

was zu beweisen war. =

Korollar 13.14 Sei f unendlich oft differenzierbar im Intervall J mit O € J. Se:

x € J. Die Identitat
*_r(n) ((
=> / '( ) g (13.19)
0 n:

gilt genaw dann wenn R, (z) — 0.

Beweis. Offensichtlich folgt diese Aussage aus (13.15). =

Beispiel. Bestimmen wir die Taylorreihe fiir die Funktion f (z) = e®. Da f (z) =
e und f™ (0) = 1, so erhalten wir die Taylorreihe

o0 n

>
nl’

n=0

Wir wissen, dass die Summe dieser Reihe fiir alle x € R gleich e* ist. Beweisen wir
dies noch einmal, mit Hilfe von dem Korollar 13.14. Es gilt

R, (z) = /Om Mf(n+l) (t)dt = /Ox (z — t>netdt.

n! n!

Da ¢! < el*l und |z — t| < |z], so erhalten wir nach der LM-Ungleichung

2"
|Rn ()] < e‘wlw ||
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Da % — 0, so erhalten wir R, () — 0 fiir n — oo, woraus folgt, dass fiir alle

z € R gilt
-y
n=0

was naturlich uns schon bekannt ist.

)

SR

Beispiel. Bestimmen wir die Taylorreihe fiir die Funktion
fz)=(1+2)
wobei p € Rund z > —1. Es gilt
fa)y=pA+af ™, f@)=pp-1)01+2)"",

und

Insbesondere gilt

fP0)=pp—1)..(p—n+1), neN,
und f (0) = 1. Somit ist die Taylorreihe von f wie folgt:
S (n) x_n — N P\ n 13.2
;f (0) = 2:;@96 (13.20)

wobel

firn € N

(p) _pp=D..(p=n+l)

n!

(-

Bemerken wir, dass fiir p € N und 0 < n < p gilt

(p) _pp—D.e(p—ntHp-n! _ p

n n! (p—n)  nl(p—n)’

und

was mit der Uiblichen Definition von Binomialkoeffizienten iibereinstimmt.
Beweisen wir, dass fiir jedes p € R die Taylorreihe (13.20) gegen f (x) fiir alle
x € (—1,1) konvergiert, d.h. es gilt

(1+ ) = i (z) 2| (13.21)

n=0

Die Reihe in (13.21) heifit die binomische Reihe. Die Identitdt (13.21) ist eine
Verallgemeinerung des binomischen Lehrsatz. In der Tat, fiir p € N gilt nach dem
binomischen Lehrsatz fiir alle x € R

(1+2z) = i (Z)x”

n=0
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was mit (13.21) tibereinstimmt, da in diesem Fall alle Koeffizienten (?) mit p > n
verschwinden.

Um (13.21) zu beweisen, zeigen wir, dass fiir alle x € (—1,1) gilt R,, () — 0 fiir
n — oo. Wir haben

R () = /:uf"“()dt

n!
n! 0
Die Substitution ¢t = zs ergibt

T 1

/ (z—t)" (1+ )" Vgt = / (x —x8)" (14 25)P" " 2ds
0 0
1 o n
x"/ ((1—8)71 (14 zs)"" zds.
0

1+ xs)

Dal—-s<1+us (daxz > —1), so erhalten wir

(1_—8>n <1
(1+zs)
und somit .
/’@—w”u+ﬂ”m“M4SCMW,
0
wobei C' = C (z fo (14 zs)P " || ds < oo.

Es folgt, dass

|Rn (I)| S C’p(p_ 1)n|(p_n) |Ji|n
- (1-p)@2-=p).(n=D)| n
- Om’ 1-2-..-n Mﬂ

p p p
- o1 1) D)o (- 2)-
C|p|’< 1 v 2 ¢ n v
- p
= ClpITT |1 — %]l
k=1
Da 1— % — 1 fiir K — oo, so gilt fiir jedes ¢ > 0

)1 — %‘ < 1+ ¢ fiir fast alle k,

und somit

1= 2lJe] < (1 + ) Jal =
Da |z| < 1, so wihlen wir ein € > 0 so klein, dass ¢ < 1. Dann gilt es fiir fast alle n
|R,, (z)| < const (z) ¢",

woraus R, (x) — 0 folgt.
Im Fall p > 0 kann man analog beweisen, dass die Identitdt (13.21) fiir alle
€ [—1,1] gilt und die binomische Reihe in [—1, 1] gleichmé&Big konvergiert (siehe
Aufgabe 106).
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13.7 * Satze von der majorisierten und monoto-
nen Konvergenz
Satz 13.15 (Satz von der majorisierten Konvergenz) Sei { f} eine Folge von steti-

gen Funktionen auf einem Intervall (a,b) die lokal gleichmafSig auf (a,b) gegen f
konvergiert. Sei g eine nichtnegative lokal integrierbare Funktion auf (a,b) mit

b
/ g (z)dz < oco. (13.22)
Gilt fur alle k
[fel <9 auf (a,b) (13.23)
so gilt
b b
/ Je (x) dx —>/ f(x)da firk — oc. (13.24)

Die Funktion g mit (13.22)-(13.23) heiBt integrierbare Majorante der Folge { fi} .

Beweis. Wihlen wir ein ¢ € (a,b) und beweisen, dass

/: fu (@) dz — /acf@;) dz. (13.25)

Analoge Eigenschaft gilt auch fiir Integration von ¢ bis b, woraus (13.24) folgen wird.
Fiir jedes a < t < ¢ haben wir

/acfk(x)dx:Atfk(x)der/:fk(x)dx'

Da fr = f auf [t, ¢], so auf [t, ¢] gilt

/tcfk(x)dxe/tcf(z)dx fiir & — oo.

[ < [1n@lar< [ g
[ 1@ s/:gu)dx

Somit haben wir

/acfk(x)d:c_/acf(:c)da: - /atfk(fﬁ)dx—/atf(:c)dx

+/tcfk(x)dx—/tcf(x)dx

Andererseits,

und analog
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woraus folgt

/acfk(x)dx_/acf(x)dx < /atfk(x)dx—/atf(m)dx
+/tcfk(x)d$—/tcf(x)dx
<

2/atg(x)dm—l—

| @iz [ r@a

Es folgt aus (13.22), dass

t
/g(x)dx—>0ﬁirt—>a—.

Fiir jedes € > 0 wahlen wir ¢ so dass

/tg(x) dr < e/4.
Dann gilt es N so dass fiir alle £ > N gilt
/ka(x)dx—/cf(x)dx <2
¢ ¢
Es folgt, dass
[ @ [ f@ar <=

woraus (13.25) folgt. =

Korollar 13.16 Sei {f} eine Folge von stetigen Funktionen auf einem Intervall
(a,b). Angenommen seien die folgenden Bedingungen:

(a) die Reihe Yy v | frx (z) konvergiert lokal gleichmafig auf (a,b);

(b) es gilt Y22, |fu ()] < g(x) wobei g eine lokal integrierbare nichtnegative
Funktion auf (a,b) mit

/abg(x)da:<oo.

Dann gilt

b o© 0o b
/ > fi@) dw:Z/ fi (@) d. (13.26)
@ k=174
Beweis. Bezeichnen wird .
F(z) =) fi(z)do
k=1

und

F,(z) =) fe(x)da.
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loc
Es folgt, dass F,, = F auf (a,b) und

|F ()] < g(x) Vxe(a,b)

/abFn(m)dxa/abF(a:)dx,

Nach dem Satz 13.15 gilt

woraus (13.26) folgt. m

Satz 13.17 (Satz von Dini) Sei {f.}, oy eine monoton steigende Folge von steti-
gen Funktionen auf einem kompakten Intervall J die punktweise gegen eine stetige
Funktion f auf J konvergiert. Dann gilt auch die gleichmdfige Konvergenz f, = f
auf J.

Beweis. Bezeichnen wir g, = f — f,. Dann ist {g,} eine monoton fallende Folge
von nichtnegativen stetigen Funktionen die auf J punktweise gegen 0 konvergiert.
Zu beweisen ist, dass g, = 0 auf J, d.h.

Ve>03INeNVn>N suplg,| <e.
J

Da g, > 0 und g, monoton fallend ist, so reicht es zu beweisen, dass
Ve > 0 3n € N so dass g, (z) < ¢ fiir alle z € J. (13.27)

Fixieren wir ein ¢ > 0. Nach der Voraussetzung haben wir g, (z) — 0 fir jedes
r € J, insbesondere
Ve e J dn,sodass g, (v) <e.

Da g,, stetig ist, so existiert ein offenes Intervall U, mit Zentrum z so dass auch
Gn, <€ auf U, N J. (13.28)

Das Mengensystem {U,},., ist eine Uberdeckung von J mit offenen Intervallen.
Nach dem Uberdeckungssatz gibt es eine endliche Teiliiberdeckung {U,,} von .J.
Setzen wir

n = max(Ng,, Nyy, .- )-

Es folgt aus (13.28) und aus den Monotonie der Folge {g,}, dass
gn < cauf U, NJ fir jedesi=1,...,m.
Da | J*, U, D J, so erhalten wir, dass
gy < € auf J.

Nach der Monotonie folgt es, dass auch fiir alle n > N gilt ||g,|| < ¢, was (13.27)
beweist. m
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Satz 13.18 (Sétze von der monotonen Konvergenz)

(a) Sei {fn} eine monoton steigende Folge von nichtnegativen stetigen Funktio-
nen auf einem offenen Intervall (a,b), die gegen eine stetige Funktion f auf (a,b)
punktweise konvergiert. Dann gilt

b

lim [ f,(x)de = / f(x)dz. (13.29)

n—oo
a

(b) Sei {f.} eine monoton fallende Folge von nichtnegativen stetigen Funktio-
nen auf einem offenen Intervall (a,b), die gegen eine stetige Funktion f auf (a,b)
punktweise konvergiert. Gilt fur ein m

b
/ fm (z) dx < oo, (13.30)
so gilt (13.29).

Beweis. Nach dem Satz von Dini (Satz 13.17) ist die Konvergenz in den beiden
Féllen lokal gleichméBig. Nach dem Satz 13.15, um (13.29) zu beweisen, reicht es eine
integrierbare Majorante g zu erstellen, d.h. eine nichtnegative lokal integrierbare
Funktion auf (a,b) die die Bedingungen

/ g (z)dr < 0o
und
[fn (@) < g(z) Ve (ab) Vn

erfillt.

Im Fall (b) ist die Funktion g = f,, die integrierbare Majorante (es reicht die
Folge {f,} -, zu betrachten).

Im Fall (a) gibt es zwei Moglichkeiten. Gilt

/bf(x)dx<oo,

so ist g = f die integrierbare Majorante.
Im Fall

/ f(z)dx = o0 (13.31)

miissen wir beweisen, dass
b
/ fn (x) dx — oo fiir n — oo. (13.32)

Nach definition vom uneigentlichen Integral, (13.31) impliziert folgendes: fiir jedes
E > 0 existiert ein Intervall [« 8] C (a,b) mit

/aﬁf(x)d:v>E.
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Da f, = f auf [« 8], so erhalten wir, dass

n—oQ
«

B B
lim fn (a:)dx:/ f(z)dx > E,

woraus folgt, dass auch
b

lim [ f,(z)dz > E.

n—oo
a

Da E beliebig ist, so erhalten wir (13.32). m

Die Bedingung (13.30) im Fall (b) ist wesentlich. In der Tat, fiir die Folge f, (z) =
L auf (0,00) gilt f, = 0= f aber

/Doofn(x)dx—ooﬁo—/ooof(x)dx.

Der Grund dafiir ist, dass alle [ f, () dz divergent sind.

13.8 * Gauss-Integral

Satz 13.19 Es gilt
/ e dr = /T (13.33)

Fiir den Beweis brauchen wir das folgende lemma.

Lemma 13.20 Fir die Funktion (1 -+ %)t auf (0,+00) ist monoton steigend und
konvergiert gegen e firt — 4o00.

Beweis. Es reicht zu beweisen, dass In (1 + %)t monoton steigend ist, d.h.

() 2

fiir alle t > 0. Die Ableitung ist gleich

t1 1+1 /—1 1+]L +t 1 ! =1 1+1 —
. t - t 1+1 p) =" t 1+t

und wir miissen beweisen, dass

1 1
m(14-)>— 13.34
n(+t)_1+t (13:34)

fiir alle t > 0. Setzen wir x = %th so dass 0 < x < 1. Dann gilt

N
t_ )
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und (13.34) ist dquivalent zu
1

11—z

> e,

Diese Ungleichung gilt fiir alle 0 <z < 1 da
2 .3

1 T x

1 t
lim (1 + —) =e
t— 400 t

zu beweisen, bemerken wir, reicht es zu zeigen, dass

1
lim ¢In (1 + —) =1.
t——4o00 t

Mit der Substitution =z = % ist diese Identitat aquivalent zu

lim In(1+x)
x—0 x

=1

Y

was gilt, da nach der Taylorformel
In(l1+z)=a+o0(z) fir x — 0.
|

Beweis von dem Satz 13.19. Fiir jedes n € N betrachten wir die Funktion

fur alle z € R. Da

2y

so folgt aus dem Lemma 13.20 die Folge { (1 + %) } monotone steigend ist und
neN

gegen e fiir n — oo konvergiert.
Somit ist die Folge {f,, (¢)},,cy monoton fallend und konvergiert fiir jedes « € R
gegen e fiir n — oo.

Da fur die Funktion )

1+ 22

+o0 1
/_OO —1+x2:7r<oo,

so beschliefen wir nach dem Satz 13.18(b) dass

/ fo (2 d:cﬁ/ e du. (13.35)

fi(z) =

gilt
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Andererseits die Substitution y = x//n ergibt

[Lwie= | rmy =i

Die inverse Substitution y = cott, t € (0, 7) ergibt

/ fo () dz = /n — o = \/ﬁ/ sin®"? tdt.
o 0 sin“t (1 + ;Os_gt) 0

Da nach dem Satz 11.18 gilt

T [ 2
/ sin?" 2 tdt ~ LY \/E fiir n — o0,
0 2n — 2 n

/_anmdwﬁ

was zusammen mit (13.35) ergibt (13.33). =

so erhalten wir

Korollar 13.21 I' (1) = /7

Beweis. Nach Definition (12.26) von I'-Funktion und nach (13.33) erhalten wir

1 o0 oo [o.¢]
r (—) = / e t12d = 2/ e td (t1/2) = 2/ e dy = Qﬁ = /.
2 0 0 0 2

13.9 * Approximationssatz von Weierstraf

Hauptsatz 13.22 Fir jede stetige Funktion f auf einem kompakten Intervall J
gibt es eine Folge von Polynomen {P,} mit P, = f auf J fiir n — oo.

Beweis. Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit nehmen wir J = [0,1] an. Wir
verwenden die Bernstein-Polynome: fir jedes n € N und k =0, ..., n setzen wir

By (2) = (Z) 2k (1 — z)"F

Zum Beispiel,
Bl,O (l’) =1- Z, Bl,l (l’) =X
Bog(x) =(1— x)Q, By (z) =21 (1 — 1), Bay(z) =2
Offensichtlich ist das Polynom B, ; immer nichtnegativ auf [0,1]. Sei 0 < k <

n. Dann die Funktion B, j () verschwindet an z = 0 und = = 1, und hat die
Maximumstelle an = = £ da

(InBux () = (klnz+ (n—k)In(1—2))
k n—k

l1—2z



13.9. * APPROXIMATIONSSATZ VON WEIERSTRASS 119

und die Gleichung f — ’f%’; = 0 die einzige Nullstelle x = % hat.

1.0 7
y |
0.8
0.6

0.4 7

0.2

0.0
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0
X

Polynome Bs, k=0,1,2,3,4,5

Fiir jedes n € N betrachten wir das Polynom

P (z) = ; f (%) B () (13.36)

und beweisen, dass
P, = f auf [0,1] firn — oco.

0.8 T
0.6 T

04T

0.0 F————————————————————|
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
X

Funktion f (blau) und ihres Polynom P, (x) (rot) mit n = 20

Der Beweis basiert auf den folgenden Identitaten fiir Bernstein-Polynome, die
fiir alle x gelten:

i By (z) =1 (13.37)

> kB (x) =nx (13.38)
k=0
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> k(k—1) By () =n(n—1)a’ (13.39)
k=0

und

i (f - %)2 Bug () = 222 (13.40)

n
k=0

Fir den Beweis verwenden wir den binomischen Lehrsatz in der Form:
(x+a)" = ; (Z) zFamr, (13.41)

Fir a =1 — x erhalten wir

n n

1= (Z) (1= 2)"" =" By (2),

k=0 k=0
was mit (13.37) tibereinstimmt.

Ableiten von (13.41) ergibt

n(z+a)" " = (Z) kxhtam ", (13.42)
k=0

Einsetzen hier a = 1 — x und Multiplizieren mit x ergibt (13.38).
Weiteres Ableiten von (13.42) ergibt

n(n—1)(z+a)" %= Z (Z) k(k — 1) 25 ~2q"*,

k=0

Einsetzen hier @ = 1 — x und Multiplizieren mit z? ergibt (13.39).
Es folgt aus (13.38) und (13.39), dass

> KBui(z) = Y k(k—1)Byx(z)+ > kB (v)
k=0 k=0 k=0
= n(n—1)2° +nz.

Jetzt beweisen wir (13.40). Da

so erhalten wir

n k’ 2 n T n 1 “
> (w - g) Buic(r) = a*3 Bui(®) =2, 3 kBux(@)+ 50 K Boi(v)
k=0 k=0 k=0 h=0
2 _ ot 1 2
= 2°—2=nz+ — (n(n—1)2° + nx)
n
(1—2)z
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Jetzt kdnnen wir beweisen, dass die Polynome P, aus (13.36) gegen f gleichméfig
auf [0, 1] konvergieren. Nach Lemma 11.4, die Funktion f ist auf [0, 1] gleichmé&Big
stetig, d.h. fiir jedes € > 0 existiert ein ¢ > 0 so dass fiir alle x,y € [0, 1]

[z -yl <d=[f(z) - fy)l<e (13.43)

Fixieren wir ein solches Paar ¢, § und schétzen die Differenz f (z) — P, (x) wie folgt
ab. Fir jedes x € [0, 1] mit Hilfe von (13.37) erhalten wir

R WIEENTE WG EME
= S (1@ -1 (5)) Bt

k=0

- ¥ (to-1())puers ¥ (10-1(2)) Bt

%f:r|<6 77x|25

n

Im Bereich |£ — z| < § gilt nach (13.43)

woraus folgt, dass

Sei C' = supyg q1 | f| < co. Dann gilt

> (f(x)—f(%))Bmk(x) <2C > Bu(a).

|£—2|>s | —a[>0

Nach (13.40) gilt

|£—z|>0 |£—z|>0

n

woraus folgt
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Somit erhalten wir fiir alle z € [0, 1]

Jetzt wahlen wir n so gross dass
2C
5T <e¢g
und somit erhalten
1f = Pallpy < 2¢

woraus P, = f folgt. m
Zweiter Beweis. Bezeichnen wir mit A [a, b] die Menge von allen stetigen Funk-
tionen f auf [a,b] so dass es eine Folge {P,} von Polynomen gibt mit P, = f auf
[a,b]. We miissen beweisen, dass A [a, b] alle stetige Funktionen auf [a,b] enthélt.
Schritt 1. Beweisen wir, dass die Funktion f (z) = |z| in A[—1,1] liegt. Wir
haben
T @1 = (149"

wobei y = x? — 1. Fir z € [—1,1] gilt y € [-1,0]. Es folgt aus der binomischen

Taylorreihe (13.21), dass
= (1/2
V2 = Z( )
k=0

wobei die Konvergenz auf [—1, 1] gleichméafig ist (siehe auch Aufgabe 106). Daraus

folgt, dass
=~ (1/2
\ﬂzZ( ]/f ) (.1'2_1)k’

k=0
wobei die Konvergenz gleichméfig auf [—1, 1] ist. Da die Partialsummen dieser Reihe
Polynome sind, so erhalten wir, dass |z| € A[—1,1].

1.0
y

0.8

X
1/2
Funktionen |x| und Z < / ) (z2 — 1)

k=0

Schritt 2. Bemerken wir die folgenden einfachen Eigenschaften von A [a, b], die
direkt aus der Definition folgen.

(1) Gilt f,g € Ala,b] so gilt auch af + Bg € A|a,b] fiir beliebige a, 8 € R.
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(i) Ist {gn},ey eine Folge von Funktionen aus A [a,b] mit g, = f auf [a, b] so gilt
auch f € Ala,b].

(¢7) Fiir jede Funktion f (z) € Ala,b] gilt f (£<) € A[Aa + ¢, A\b+ (] fiir beliebige
A>0und ceR.

Schritt 3. Es folgt aus den Schritten 1 und 2, dass

Tr —cC

A

€EA[-A+ec, A+ .

Gegeben seien ein Intervall [a,b] und ¢ € R, es gibt A\ gro8 genug so dass
—A+c<a<b<A+ec
Es folgt, dass

r —cC

A

€ Ala,b],

und Multiplizieren mit A ergibt, dass
|z —c| € Ala,b].
Somit erhalten wir, dass fiir beliebige Folgen {c;},_, und {a;};_,
Zaj |z —¢j| € Ala,b].
=0

Sei f eine stetige Funktion auf [a,b]. Da f auf [a,b] auch gleichméBig stetig ist, so
gibt es fiir jedes € > 0 ein > 0 so dass

r,y € [a,b], [x—y|<d=|f(z)— f(y)] <e. (13.44)

Weéhlen wir eine Zerlegung {cy },_, von [a, b] so dass ¢y —cp_1 < 0 furalle k = 1,...,n.
In jedem Intervall [c_1, ¢i] gilt nach (13.44)

z,y € [ep-1, ] = [f (2) = f(y)| <e.

Jetzt wihlen wir eine Folge {a;}7_; von reellen Zahlen so dass fiir die Funktion

gn () = Z aj |z — ¢l (13.45)
=0

gilt
gn (cr) = f(c) firalle k=0,...,n. (13.46)
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Funktionen f (blau) und g, (rot), n =15

Wir beweisen unterhalb im Schritt 4, dass (13.46) immer moglich ist. Gilt
(13.46), so leiten wir daraus her, dass

|f (z) — gn (2)] < 2¢ fiir alle x € [a,b].

Jedes = € [a,b] liegt in einem Intervall [cx_1,ck]. Im Intervall [cx_q,cx] ist jede
Funktion |z — ¢;| linear (da c¢; auBlerhalb (cx_1,ci) liegt), woraus folgt, dass auch
gn () im Intervall [cx_1, ¢i] linear ist. Somit gilt fiir jedes = € [cx_1, ck]

|9 () = gn ()] < [gn (ck—1) = gn ()| = | f (ck—1) — f(cr)| <e.
Da auch
|f(z) = f(en)] <e,

so erhalten wir fiir alle z € [c,_1, ¢

f (@) = gn (2)] < |f (2) = f (cr)| + |gn (2) = gn (ci)| < 2¢.

Es folgt
1 = gulljay < 2,

und somit g, = f fiir n — oo. Da g, € Ala,b], so erhalten wir f € Ala,b].

Schritt 4. Es bleibt zu beweisen, dass die Koeffizienten «; fiir die Funktion g,, in
(13.45) so gewahlt werden konnen, dass (13.46) gilt, was dquivalent zum folgenden
System von Gleichungen fur a;:

Zaj lek —c;| = f(ck) fiir alle k=0, ...,n.
=0

Das ist ein lineares System von n + 1 Gleichungen mit n + 1 Unbekannten ;. Es
hat eine eindeutige Losung {a;} fiir beliebige Folge {f (¢x)} genau dann, wenn das
homogene System

Zaj|ck—cj| =0 firalek=0,..,n (13.47)

J=0
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nur die trivialle Losung a; = 0 hat. Angenommen, dass (13.47) gilt, betrachten wir
die Funktion

g(z) = ajlz—q¢l.
=0
Da g (z) an allen Stellen x = ¢, verschwindet und in jedem Intervall [c;_1, x| die
Funktion ¢ (z) linear ist, so gilt
g(z) =0 Vo € [cr_1,cx] -

Fiir jedes z € (cx_1,¢x) ist @ — ¢; positiv fiir j < k — 1 und negativ fiir j > k. Es
folgt, dass fir x € (¢x—1, cx) gilt:

g(x) =apr+ a1+ ... + Qp_1T — QpT — ... — @, T + const .
Da ¢’ (z) = 0 fiir alle € (cx_1, k), so folgt es, dass fiir alle k =1,....,n
ag+ar+ ... Fap 1 — ok — aggq... —ay = 0.
Ist k < mn — 1, so Subtrahieren diese Gleichung aus
ag+oar+ ... +ap 1 t+ap—ar—...—a, =0
ergibt ay, = 0, fur alle £k = 1,...,n — 1. Somit erhalten wir fiir alle x € [a, b]
g(x) = aglr—col +an |z —cpl

= ao(r—co) —an(x—cp)

= (a0 — ) T — aco + ey
Da g (x) = 0 so folgt es ag = v, und agcy = a,,¢, woraus folgt ag = a,, = 0. Wir
beschliefen, dass a = 0 fiir alle £ =0, ..., n, was zu beweisen war. =

Eine interessante Folgerung aus diesem Beweis ist, dass
det (|e; — ¢j]); ;0 # 0

fiir beliebige Folge {cy};_, von verschiedenen reellen Zahlen.

13.10 * Fourier-Reihen

A Fourier series is a series of the form
% + ; (ag cos kx + by sin kx) (13.48)

where x € R and ayg, b, are the coefficients of the series. Partial sums are

a n
Sp () = 50 + Z (ay cos kx + by sinkz) ,
k=1
and they are called a trigonometric polynomial for the obvious reason.

In this section, we consider the question whether a given function can be repre-
sented as a sum of the Fourier series. We start with the following lemma.
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Lemma 13.23 Let the Fourier series (13.48) converge uniformly on R to a function
f(x). Then, for all k,

1 2m 1 2m
ar = —/ f (z)coskadr and by = —/ f (z) sin kxdz. (13.49)
T Jo T Jo

Beweis. Note that the integrals in (13.49) are defined because function f(z) is
continuous as the uniform limit of continuous functions. Fix non-negative integer n
and multiply the identity

f(x)= % + Z (ag cos kx + by sin kx) (13.50)

00
k=1

by cosnz. The resulting series still converges uniformly (because |cosnz| < 1),
whence by Theorem 13.7

27 27
(x) cosnxdr = % / cos nxdx (13.51)
0

00 2 27
+ Z (ak / cos kx cos nxdx + by, / sin kx cos nxdx) )
1 0 0

0

Using the identity
1
cosacosb = 5 (cos (a —b) +cos(a+1D)),
we obtain

2m 1 2m 1 2m
/ cos kx cos nxdr = 5 / cos(k —n)x dr + 5/ cos(k +n)x dz.  (13.52)
0 0 0

Now, use the following formula: for any integer [,

2
2w, [ =0
coslx dx = ’ 13.53
/0 { 0. 140, (13.53)

because in the case [ # 0 the integral is proportional to [sin laz:]g7r = 0. It follows
from (13.52) that

o 2r, k=n=20
/ coskrcosnxdr =< m, k=n+#0,
0 0, k#n.

Next, similarly we have, for all k,n,
2m 1 2m
/ sin kx cos nxdr = 5 / (sin(k + n)x +sin(k —n)x)dr =0
0 0

because

27
/ sinlx de =0 for all [ € Z. (13.54)
0
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It follows from (13.51) that the only non-zero term in the right hand side is the one

with £ = n. If n = 0 then we obtain
27

f(zx)de = Dor = may.
0 2

If n > 0 then )

(x) cosnzdr = ma,
0

so that in both cases we have (13.49).
The coefficients by are found similarly by multiplying (13.50) by sinnz. m

Note that all the terms in the Fourier series are 2m-periodic functions on R.
Therefore, whenever the sum exists it will be also 27-periodic. In what follows we’ll
deal with either functions defined on [0, 27| or 27-periodic functions on R.

Lemma 13.23 motives the following definition.

Definition. For any Riemann integrable function f on [0,27], define its Fourier
coefficients by

27 27
ak:ak(f):%/o f (z) cos kx dx |and bk:bk(f):%/o f (z)sinkzx dx
(13.55)

for all integers k£ > 0. The Fourier series of function f is the series

204 (ar cos kx + by sinkx) .

2
k=1

Since we do not know yet whether this series converges and if so then whether
its sum is f (x), we'll write

flz)~%+ Z (ay, cos kx + by sin kx) (13.56)

k=1

meaning that the coefficients a; and by are those associated with f. We are going
find out under what conditions of f the sign ~ can be replaced by = and in what
sense the series converges.

Beispiel. 1. If f(z) = 1 then we obtain from (13.55), (13.53), and (13.54), that
ap = 1 while ay = by = 0 for all £ > 1. Hence, in this case the Fourier series of f (z)
is identically equal to 1 and, hence, coincides with f ().

2. Consider on [0, 27] a step function

1, z<m,
flz)= { 0, z>m.
Then

™

ay = de =1,

)
1 ™

ap = /coskxdx:O, k>0,
0
/

T
T 1 kx 1™ 1
sinkx do = —— [COS m} = — <1 — (—1)k) = { Ol’ Z z;iin’

T T k



128 CHAPTER 13. GLEICHMASSIGE KONVERGENZ VON REIHEN

Hence, the Fourier series has the form

f1+§: 2 n(A+Dr= st Zsing+ —sindz 4 — sin5e +
~ = —————sin r=—+—sinz+ —sin3z + —sindzr + ...
2 l:OW(QZ—l—l) 2 3 5t

It is not obvious at all whether one has equality here. Below are the graphs of the
partial sums with [ < 5 (rot) and I < 50 (blau) of this series that do suggest that
there is convergence excepts for the points = = 0, 7, 27:

04T

AN ) VAW
AR 4 <P Y
4 5

0.0 t

X

For what follows it is useful to consider a complex form of the Fourier series.
First of all, note that the Riemann integral fab f (z) dx can be defined when f is a
complex valued function simply by

/abf(a:)da::/abRef(x)deri/abImf(a:)da:,

provided both Re f and Im f are integrable. Most properties of integration are easily
transferred to the complex values functions (in particular, linearity, additivity, LM-
inequality, the Newton-Leibniz formula, integration-by-parts).

Definition. For any complex valued integrable function f on [0, 27|, define its com-
plex Fourier coefficients for all k € Z by

21

cr=cp(f) =5 (z) e~ dy | (13.57)

2

The complex Fourier series of f is the series

f(x) ~ cheilm.

keZ

Lemma 13.24 The complex Fourier series coincides with the Fourier series pro-
vided the both converge.
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Beweis. Indeed, the complex Fourier series is a double series, that can be written
down as follows:

(o] o
Z Ckeikm = o+ Z Ckeikw + Z C_ke—ikz
k=1 k=1
o
= ¢p+ Z (cke”“m + c_k.e_ikw) .
k=1
Using definitions of ag, by, ¢, and the Euler formula e = cos z + i sin x, we obtain

1 27 ao
CD_%/O f(a:)dx—;

and for k£ > 0

1 27 1 27 - b

Ck:%/o f(:p)coskxda:—z'%/o f(x)sink:xdm:akQZk,
1 [% , b
aﬁjgof@nmmz%;”.
Therefore,
. , 1
e e = 5 (ay, — ibg) (cos kx + isin kx)
1
+§ (ay + iby) (cos kx — isin kx)

= apcoskxr + bysinkz.

It follows that

Z cpetr = =2 4 Z (ay cos kx + by sin kx) |

o0
Qo

2
kez k=1

which was to be proved. m

To state the next theorem, we need the following notation

fle=) = lim f(y)

y—z—

and

f(a+) = lim_f(y).

y—at

Let a function f have the left limit at . We say that f is left differentiable at x if

the limit

i £ W)~ fla—)

y—a— y—x
The value of this limit is called the left derivative of f and is denoted by f’ (z—).
Similarly one defines the right differentiability from the right and the right derivative

f' ().

exists and is finite.
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For example, for the function

ro={

we have f(0+) =1, f(0—) =0, f'(0+) = -1, f'(0—) = 1.

e x>0,
sinz, <0

Of course, if f is differentiable at = then f is left and right differentiable.

Hauptsatz 13.25 Let f be an 2m-periodic integrable function that is right and left
differentiable at some x € R. Then the Fourier series of f at x converges to
w. If in addition f (x) is continuous at x then the Fourier series of f
at x converges to f (x).

Beweis. Let

We need to prove that

Substituting

into S, (), we obtain

S, (2) = = Trwereng— L [T @D 1 at.
w@y=g-> | IO 0NDY

2m Jo
|k|<n |k|<n

Let us compute the sum in the brackets setting uw = = — t. Denoting this sum by
D (u) (it is called the Dirichlet kernel) we obtain for u # 0, using the formula for
the sum of a geometric series,

- n 2n
D (U) = Z eiku — Z (ezu)k _ e—inu Z (elu)k
h=mn k=-n k=0

—inu (eiu)2n+1 —1 eiu(n+%) — efiu(nJr%) - sin (n + %) U

eiv _ 1 - eiu/2 _ p—iu/2 - sin%
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If w =0 then D(u) = 2n + 1, which is equal to lim,_o D (u). Hence, D (u) is
continuous function of u, and we obtain

Sn(x) = %/Oﬂf(t)D(x—t)dt(changeu:x—t)

_ _% xg:27Tf<x_u)D(u)du:%/xi%rf(x_u)l)(u)du

Since the functions f and D are 2w-periodic, the integral in the right hand side is
the same over any interval of length 27. Therefore,

Sp(z) = / f(x—u)D(u)du (using D (u) = D (—u))  (13.58)
= 5 (f(x—u)—i—f(x—l—u))D(u)du

Applying this formula for function f = 1 and using that S, (z) = 1 we obtain

%/;D(u)du:

Therefore,
5 ) - LD L Oﬂ[f(x—U)+f(x+U)]D(U)du
1 RRAC +fx+)D(u)du
1 s
— o [0 )

+(f (@ +u) = f(2+))]D (u) du.
Define function F, (u) for u > 0 by

flz+u) = flat)

u

Fy(u) =

so that F', is locally integrable in (0, +00). By the hypotheses, lim, .o F (u) exists
and is finite so that F!; can be extended by continuity at u = 0. This implies that
F, is integrable on any interval [0, a], in particular, on [0, 7]. Similarly, define for
u > 0 the function

PYPMLEULI D

and observe that F_ is integrable on [0, 7].
Next, we write

(Fla—w)—fe)+(flatu)—f@)De = ZWurfug 1

sin ¢

= G (u)sin(n+ -)u,
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where

F_(u)+ Fy (u)u

ta U
st

Function G ( ) is integrable on [0, 7] because so are functions F_ (u), F; (u) while the
function - /2 can be considered as continuous on [0, 7]: its is obviously continuous

G (u) =

on (0, 7] and extends continuously to u = 0 since it tends to 2 as u — 0. Since

fr (@) + [ ()

[ ) 1
S (x) — 5 = %/0 G (u)sin(n + é)udu,

we conclude by Riemann’s lemma (see Exercises) that the both sides of this identity
go to 0 as n — oo, which finishes the proof. m

Beispiel. Let f (z) be a 2m-periodic function on R, which is defined on [0, 27) by

f(x):{ 1, 0<z<m,

0, m<x<2m.

As we have seen above, the Fourier series for this function is

o0

+Z @+ 1)z =1+ Zsine+ —sindz + — sin5z +
sin xr = — — SIinx — S1N O — SIN O
7r2l+1 2 7 3T 5%

If x = 7r then the sum of the Fourier series is % which coincides with %

1+0 . At all other points in (0, 27) the function f is differentiable; therefore, the
Fourler series converges to f(x). For example, take z = 7/2. Replacing ~ by =
and using sin (20 +1) § = (—1), we obtain

2 & 1)
+E;2l+1’

[\DI»—t

whence

Beispiel. Consider function f (z) = (x — 7)° on [0, 2] that is extended 2m-periodically
to R — see the graph below.
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Let us compute the real Fourier coefficients of function f:

1 2w
ag = —/ (x — m)?dx = (change y = & — )
T Jo
[, 1273 272
= — d = —_—-——— = —
7r/_7r YTr3 T3
and for k > 1
1 27 ) 1 ™ )
ar = — (x — )" coskxdr = — y“cosk (y+m)dz
T Jo T ) x

1 ™
= (—l)k—/ y? cos kydz.
T

—Tr

The latter integral is evaluated by twice integrating by parts:

T 1 T 1 - 2 T ‘
/ y? cos kydr = E/ yidsinky = z [yz sin ky} - E/ y sin kydy
9 [T P g g
= 0+ﬁ : ydcosky:ﬁ[ycosky]fﬂ—ﬁ 3 cos kydy
41
whence
4
ap — p
Finally,
1 2 9 . k 1 7r 9 .
by = — (x — )" sinkxdx = (—1)" — y~ sinkydx = 0
T Jo I -

because the function y? sin ky is odd (obviously, the integral of an odd function over
a symmetric interval [—a, a] is zero). Hence, we obtain the Fourier series

9y 0T = cos kx
(z — ) ~§+4Z—. (13.59)

Since the function f (z) is continuous and right- and left-differentiable at all x, by
Theorem 13.25, we have here equality for all z.
For example, setting = 0 we obtain a remarkable identity

il—u TR
— J;? 32 42

Setting x = 7, we obtain
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12.12.18

Chapter 14

Metrische Raume und stetige
Abbildungen

In diesem Kapitel entwickeln wir die Grundlagen fiir Analysis in R™ und somit
auch Analysis der Funktionen von mehreren Variablen. Wir definieren und unter-
suchen die Konvergenz von Folgen und Funktionen in R™ und sogar in allgemeineren
metrischen Raumen, die mit Hilfe von Abstandsfunktion definiert werden.

14.1 Abstandsfunktion

Definition. Sei X eine beliebige Menge. Eine Metrik (=Abstandsfunktion) auf X
ist eine Funktion d : X x X — R die die folgenden Axiome erfiillt:

1. Positivitét: d(z,y) > 0 fir alle z,y € X und d(z,y) = 0 & = = y (somit
d(z,y) > 0 fir alle x # y).

2. Symmetrie: d(x,y) = d(y,z) fir alle z,y € X.

3. Dreiecksungleichung: d (z,y) < d(x,z) + d(y, 2) fir alle z,y, z € X.

Ist d eine Metrik auf X, so heifit das Paar (X, d) metrischer Raum.

Beispiel. 1. Sei X = R. Dann ist d(z,y) = |x — y| eine Metrik auf R.
2. Fiir beliebige Menge X ist die folgende Funktion

1, z ,
dwn={ g 27"

eine Metrik. Diese Metrik heifit diskrete Metrik auf X.
Unser Hauptbeispiel ist die Menge

R”:RXRX...XR

n times

deren Elemente alle n-Tupel (z1, ..., z,,) von reellen Zahlen sind, die auch Vektoren
oder Punkte heiflen. Fiir den Vektor x = (x1,...,x,) heien die Zahlen z; die
Komponenten (oder Koordinaten) von x.

135
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Fiir zwei Vektoren x,y € R" definieren wir die Summe
r+y= (Il + Y1, T2+ Y2,..., Ty —I—yn)7

die auch ein Vektor ist. Fiir jedes A € R und x € R" definieren wir das Produkt Az
mit

Ar = ()\.171,/\I2, ,)\LL’”) € R™.

Die Menge R™ mit den obigen Addition und Multiplikation ist ein Vektorraum
iiber R.

Erinnern wir uns die Definition von Vektorraum tiber R (die reellen Zahlen heiflen
dann Skalare).

Definition. Sei V' eine Menge wo die folgenden zwei Operationen definiert werden:
Addition
r,yeVme—ao+yeV

und Skalarmultiplikation

AeR zeVims eV

Die Menge V mit diesen Operationen heifit Vektorraum iiber R falls die folgenden
Axiome erfiillt werden:

1. Nullvektor: es gibt ein 0 € Vmit 1 +0=0+2x =z fir alle z € V.

2. Das inverse Element: fiir jedes x € V existiert ein —z € V mit z + (—z) =
(—z)+2z=0.

3. Assoziativgesetz fiir Addition: (z+y)+z=x+ (y+2).

4. Kommutativgesetz fiir Addition: * +y =1y + .

5. Skalarmultiplikation mit 1: 1x = x fiir alle x.

6. Assoziativgesetz fiir Skalarmultiplikation: (Au)x = A (ux).

7. Distributivgesetz fiir Addition von Skalaren: (A + p)z = Az + px.

8. Distributivgesetz fiir Addition von Vektoren: A (z +y) = A\x + Ay.

Die Operationen Addition und Skalarmultiplikation heiflen zusammen lineare
Operationen.

Beispiel. Sei S eine beliebige Menge. Bezeichnen wir mit F'(.S) die Menge von allen
reellwertigen Funktionen auf S. Definieren wir Addition von Funktionen f,g € F' ()
mit

(f+9)(s)=f(s)+g(s) VseS

und die Skalarmultiplikation mit
(Af)(s) =Af(s) VseS

wobei A € R. Offensichtlich ist F' (S) ein Vektorraum.
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Insbesondere betrachten wir die Menge &, = {1,2,...,n}, die aus n Elementen
besteht. Jede Funktion f auf &, bestimmt eine Folge {f (1),..., f (n)} von n reellen
Zahlen, d.h. ein Vektor in R"™. Somit erhalten wir eine Abbildung

F(&,) — R
foe (P, f(n).

Diese Abbildung ist offensichtlich bijektiv, da jedes Element z € R" eine Funk-
tion f € F(&,) mit f (k) = zy eindeutig bestimmt. Diese Abbildung bewahrt die
linearen Operationen so dass die Vektorrdume F'(&,) und R™ isomorph sind.

Definition. Eine Funktion N : V — R auf einem Vektorraum V heifit Norm falls
sie die folgenden Axiome erfiillt:

1. Positivitdt: N (z) > 0 und N (z) = 0 < z = 0 (somit N (z) > 0 fiir alle
x e V\{0}).

2. Absolute Homogenitat: N (Az) = [A\| N () VA € R und Vz € V.

3. Dreiecksungleichung: N (z+y) < N (z)+ N (y).

Das Paar (V, N) heifit normierter Vektorraum.
Die iibliche Notation von Norm ist ||z|| anstatt N (z).

Beispiel. 1. Die Funktion N (z) = |z| auf R ist eine Norm.

2. Sei V = B (S) der Vektorraum von allen beschrinkten reellwertigen Funktio-
nen auf S. Die Menge B (5) ist offensichtlich ein Unterraum von F' (S) und somit
auch ein Vektorraum. Die folgende Funktion ist eine Norm in B (5):

LfIl = sup | f ()]
z€eS

Diese Norm heifit die sup-Norm oder co-Norm und wird auch mit || f||, bezeichnet.
3. Sei V.= R™. Die Identifizierung von R™ mit B (&,) = F (&,) ergibt die
folgende sup-Norm in R™:

Iolloo = 23, ol = gz, bl

Eine andere Norm in R”, die 1-Norm, ist wie folgt definiert:

z|ly = |z1| + |2a| + ... + |z4] - (14.1)

Behauptung. Ist (V,N) ein normierter Vektorraum, so ist d(z,y) = N (x —y)
eine Metrik auf V.

Die Metrik d heif3t die induzierte Metrik der Norm N.

Beweis. Beweisen wir alle Axiome von der Metrik, wo wir die Axiome der Norm
benutzen.
Positivitat: d(z,y) = N(x —y) >0undd(z,y) =0 N(x—y) =0z =y.
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Symmetrie:
d(z,y) =N(y—z)=N({(-1)(z—-y) =N(z—-y)=d(y ).
Dreiecksungleichung:

d(z,y)=N(@—-y)=N(z-2)+(2-9) <N(@—-2)+N(z—-y) =d(z,2)+d(z,9).

Jeder normierter Vektorraum (V, N) ist somit auch ein metrischer Raum (V d)
mit der induzierten Metrik d.

Beispiel. Fiir V = B (S) mit der sup-Norm erhalten wir die sup-Metrik:
doo (f:9) = |} = glloo = sup|f () = g ()]
xE
Fiir V = R"” erhalten wir die sup-Metrik

doo (2,y) = || = Ylloo = max {[zx —yil}

und die 1-Metrik

n

d (2,9) = o —ylh = 3 lar — vl

k=1

14.2 Die p-Norm in R"

Definition. Fiir jedes 1 < p < oo definieren wir die p-Norm in R™ mit
n 1/p
]l = (Z Iwklp) : (14.2)
k=1

Zum Beispiel, fiir p = 1 stimmt diese Definition mit (14.1) iiberein. Fir p = 2

erhalten wir
[zl =/ 2F + ... + 2,

was mit dem Betrag |z| des Vektors z tibereinstimmt.

Wir beweisen unterhalb, dass die p-Norm eine Norm ist. Die ersten zwei Axiome
von Norm sind offensichtlich:

Positivitdt. Es ist klar aus (14.2), dass ||z[|, > 0 und

[zll,=0< 2x=0firalle k=1,...,n &z =0.
Absolute Homogenitdt: fir alle A € R und x € R” gilt

n 1/p
[Azl, = (ZW”\%!’”) = Al |-

k=1
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Die Dreiecksungleichung wird spéater bewiesen.
Fiir zwei Vektoren z,y € R" definieren wir das Skalarprodukt

Toyi= ) my
k=1

(nicht mit der Skalarmultiplikation zu vermischen). Bemerken wir, dass x - y eine
reelle Zahl ist. Das Skalarprodukt erfiillt offensichtlich die folgenden Eigenschaften:

1. Positivitat: z-x2>0und z-z2=0< z = 0.
2. Symmetrie: z-y=vy-x

3. Linearitat:
(Az) -y =A(z-y)
und
(x4y) - z=x-24+y-z

fir alle x,y,z € R” und A € R.

Diese drei Eigenschaften sind die Axiome von Skalarprodukt in beliebigen Vek-
torraumen.

Satz 14.1 (Holder-Ungleichung) Fiir alle p,q > 1 mit

1 1
p g
gilt die folgende Ungleichung
|z -yl < lzllpllyllg (14.4)

fur alle x,y € R™.

Die (14.3) erfiillenden Zahlen heiflen die konjugierten Hélder-Exponenten. Die
Identitdt (14.3) ist dquivalent zu p = ~4 und ¢ = -£=.
q p
Da p = 2 und ¢ = 2 konjugierte Holder-Exponenten sind, so erhalten wir nach

der Holder-Ungleichung
-yl < lll2llyll2

Dieser spezielle Fall der Holder-Ungleichung heifit die Cauchy-Schwarz-Ungleichung.
Bemerken wir auch, dass

lzll, = /22 + ... + 22 = Vo - x.

Beweis. Gilt z = 0 oder y = 0 so ist (14.4) trivial. Nehmen wir an, dass z,y # 0.
Die Ungleichung (14.4) éndert sich nicht wenn z durch Az ersetzt wird. Somit
konnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass ||z|| , = 1. Analog
nehmen wir an, dass ||y||, = 1.
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Weiter benutzen wir die Young-Ungleichung

die unter der Bedingung (14.3) fiir alle a,b > 0 gilt. Fiir a = |zx| und b = |y

erhalten wir . .
el | Jysl®
> W T > ol lysl > |2 -y (14.5)

k=1 k=1
Mit Hilfe von ||z||, = |ly|[; = 1 und (14.3) erhalten wir, dass die linke Seite von
(14.5) ist gleich

P q_ » . o
’ k§:1 || p ;:1 |y , [Ed ] qH ¥ St Izl 1y,
woraus (14.4) folgt. m

Satz 14.2 (Minkowski-Ungleichung) Die p-Norm erfiillt die Dreiecksungleichung
Iz +yll, < llzll, + llyll, (14.6)

fir alle x,y € R™. Folglich ist die p-Norm eine Norm in R™ fir alle p € [1,00).

Beweis. Wir konnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass z, > 0
und y; > 0. Der Fall p = 1 ist offensichtlich, sei jetzt p > 1. Wir haben

||$+y||zzz zy, + i)’ Zxk T+ yr)” —l—Zyk (mp +uyr)’ . (14.7)
k=1 k=1

Setzen wir zp = (zy + yi)" ~! und bemerken, dass nach der Holder-Ungleichung gilt

Zfﬁk ), + Y)” Ziﬂkzk < lzll,, Iz,

wobei ¢ = =t der zu p konjugierte Holder-Exponent ist. Es gilt

D
q

1
1 !
HZHq_<Z(1’k‘|‘yk)(p ”) —<Z(:ck+yk)p> =z +ylp,

Sl

k=1 k=1

wobei wir die Identitdt (p — 1) ¢ = p benutzt haben. Somit erhalten wir

n
> wp (@ + )" < Nl fle + gl
k=1

und analog

> (w4 u)” ™ < lyll, e + g2
k=1
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Addieren diese Ungleichungen und Einsetzen in (14.7) ergibt

P p/q
o+ yly < (e, + lyll,) llz + w12/,
Daraus folgt, dass
|z +ylp ™" < |zl + llyll, -
Da

so erhalten wir (14.6). =

Die folgende Aussage erklart die Beziehung zwischen p-Norm und oco-Norm in
R™.
Behauptung. FEs gilt fir alle z € R

Jm [l = flzle

(siehe Aufgabe 112 ).

Bemerken wir, dass p = oo und ¢ = 1 auch konjugierte Holder-Exponenten sind,
da é + % = 1. Die Holder-Ungleichung gilt auch fiir p = oo und ¢ = 1 wie folgt:

|2 -yl < l#lloollyll2

(sieche Aufgabe 112).
Folglich erhalten wir in R™ die folgende Familie von Metriken: fiir jedes p €

[1, +o0]
dyp (z,y) = ||z — pr-

14.3 Metrische Kugel

In einem metrischen Raum (X, d) definieren wir die metrischen Kugeln wie folgt.

Definition. Fiir jedes z € X und r > 0 definieren wir die offene Kugel U, (z) mit
Zentrum z und Radius r wie folgt:

Ur(z)={x e X :d(x,z) <r}.
Definieren wir auch die abgeschlossene Kugel mit

U,(2)={z e X :d(z,z)<r}.

Beispiel. In R mit der Metrik d(z,y) = |z —y| die Kugel U, (2) ist das offene
Intervall (z —r,z+7r)und U, (2) = [z — 1,2+ 1].

Beispiel. Betrachten wir R? mit der Metrik d, (1 < p < 0o) und beschreiben wir
die entsprechende Kugel U, (0) abhéngig von p.
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Fiir p = 1 haben wir
Uy, (0) ={z e R*: ||z[ly <7} = {(21,22) € R*: |y + |22 <7}
Somit ist U, (0) ein Rhombus wie auf dem Bild:

X 2
1

X 1

-1
Die metrische Kugel U; (0) im Fall p =1

Fiir p = 2 haben wir
U (0)={z eR*: ||z]l <r} = {(z1,22) € R®: 2] + 25 < r’},

und die Kugel ist eine Kreisscheibe

X 2

Die metrische Kugel U, (0) im Fall p = 2

Fiir p = 4 haben wir
U (0)={z eR*: ||z]ls <r} = {(z1,22) € R®: 2] + 23 < r'},

was auf dem Bild gezeigt ist:

X 2

Die metrische Kugel U; (0) im Fall p =4
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Fir p = oo haben wir
Uy (0)={z € R*: [|z]|c <7} = {(z1,22) € R* : max {|z1], 22|} <1},

was ein Quadrat ist

=t

Die metrische Kugel U; (0) im Fall p = oo

Beweisen wir die folgenden Eigenschaften von metrischen Kugeln.

Lemma 14.3 Seien U, (z) und U (y) zwei Kugeln im metrischen Raum (X, d).
(a) Gilt d(z,y) > r+ s so sind die Kugeln disjunkt.
(b) Gilt d(x,y) <r—s, so gilt Us (y) C U, (x).

Beweis. (a) Sei z ein Punkt aus dem Schnitt U, (x)NUs (y). Dann gelten d (z,2) < r
und d (y, z) < s woraus folgt nach der Dreiecksungleichung

d(z,y) <d(z,z)+d(y,z) <r-+s,

was im Widerspruch zur Voraussetzung steht.
(b) Fiir jedes z € U (y) haben wir

d(z,z) <d(z,y)+d(y,2) <d(z,y)+s <,

woraus folgt z € U, (z). Somit gilt U (y) C U, (z). =

14.4 Konvergenz in metrischen Raumen

Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge {z,} -, von Punkten aus
X konvergiert gegen ein a € X falls d (z,,a) — 0 fiir n — oo. Der Punkt a heifit

der Grenzwert (=Limes) der Folge {z,} und man schreibt d-lim,, .., z, = a oder

d
Ty, — a.

Aquivalente Definitionen fiir z, < a:

1. Ve > 0 gilt d (z,,a) < e fir fast alle n;
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2. Ve > 0 gilt x,, € U, (a) fir fast alle n

Beispiel. In R mit der Metrik d(z,y) = |r —y| ist die Konvergenz =z, < a
dquivalent zu |z,, — a| — 0 und somit zur normalen Konvergenz z,, — a. Gleiches
gilt in C mit der Metrik d (z,y) = |z —y| = ||z — y||,.

Beispiel. Sei S eine Menge. Betrachten wir wieder den Vektorraum B (S) von allen
reellwertigen beschrankten Funktionen auf S mit der sup-Norm

1flloe = sup [f ()]
€S

Die sup-Norm ist offensichtlich eine Norm (siehe Aufgabe 114), und die entsprechende
Metrik ist

Die Konvergenz f,, < f ist dquivalent zu ||f, — f||., — 0, d.h. zur gleichmé&Bigen
Konvergenz f, = f auf S.

Bemerkung. In der Notation d-lim,, ., z, = a und z, 9, o lisst man haufig “d”
ausfallen wenn es klar ist, welche Metrik benutzt wird.

Behauptung. Der Grenzwert einer Folge {x,} im metrischen Raum (X,d) ist ein-
deutig bestimmt (soll er ezistieren).

Beweis. Gilt z,, — a und z,, — b so erhalten wir
d(a,b) <d(a,z,)+d(x,,b) — 0 fir n — oo,

woraus d (a,b) = 0 und somit a = b folgt. =

14.5 Stetige Abbildungen

Definition. Seien (X, dx) und (Y, dy) zwei metrische Rdume und f : X — Y eine
Abbildung von X nach Y. Seien a € X und b € Y. Man schreibt

lim f(z) =b oder f(x)—10b firz—a (14.8)

r—a

(f (z) konvergiert gegen b fiir x — a) falls
Ve>0 30>0 sd. Ve € X\ {a} mit dx (z,a) <o giltdy (f(x),b) <e. (14.9)

Der Punkt b heifit der Grenzwert (=Limes) von f (z) fir x — a.

Bezeichnen wir mit UX und UY die metrischen Kugeln in X bzw Y. Dann ist
(14.9) und somit auch (14.8) aquivalent zu folgendes:

Ve >0 30 >0 sd. Vo e U (a)\ {a} gilt f(x) €U (b). (14.10)

Lemma 14.4 Die folgenden zwei Bedingungen sind dquivalent.
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(1) limgq f (z) =

(¢7) Fiir jede Folge {z,} C X \ {a} mit x, X q gilt f (z,) & p,

Beweis. (i) = (i7) Nach Voraussetzung gilt (14.10). Wéhlen wir ein ¢ > 0 und

erhalten nach (14.10) einen Wert 6 > 0. Fir jede Folge {z,,} € X \ {a} mit z, — a

haben wir nach Definition, dass fast alle x,, in U (a) liegen. Da x,, # a, so erhalten

wir aus (14.10), dass auch fast alle f (z,) in UY (b) liegen, woraus folgt f (z,) — b.
(17) = (i) Angenommen, dass lim,_., f (x) = b nicht gilt, so erhalten wir:

>0 V6>03re U (a)\ {a} mit f(z) ¢ UY (b). (14.11)

Fiir jedes & € N benutzen wir (14.11) mit § = 1 und erhalten ein x;, € U, (a) \ {a}
mit

f () & UZ (D).

Fiir die Folge {x} gilt xx — a aber f (zx) / b, was im Widerspruch zur Voraus-
setzung (7) steht. m

Folglich hat jede Funktion f : X — Y hochstens einen Grenzwert fiir  — a.
Definition. Seien X und Y zwei metrische Rdume. Eine Abbildung f: X — Y
heiit stetig in a € X falls

lim £ (2) = f (a).

r—a

Es folgt aus (14.9) und (14.10), dass die Stetigkeit von f in a dquivalent zu den
folgenden Bedingungen sind:

Ve>0 30>0 sd. dx(z,a) <d=dy (f(x),f(a)) <e

und
Ve>030>0sd €U (a) = f(x) €UY (f(a)).

Definition. Abbildung f : X — Y heifit stetig falls sie in allen Punkten a € X
stetig ist.

Lemma 14.5 FEine Abbildung f : X — Y ist stetig in a € X genau dann, wenn fir
jede Folge {x,} C X mit z,, — a gilt f(x,) — f(a).

Beweis. Nach Lemma 14.4 f () — f (a) fir x — a gilt genau dann, wenn f (z,) —
f (a) fiir jede Folge {z,} C X \ {a} mit z,, — a. Die letzte Bedingung impliziert,
dass f (x,) — f(a) auch fiir jede Folge {z,} C X mit z, — a, da fiir die Glieder
x,, der Folge, die a gleich sind, gilt f (z,) = f(a). =

Korollar 14.6 Sind die Funktionen f,g : X — R (oder f,g : X — C) stetig in
a € X sosind f+g, fg, [/g auch stetig in a sind (im Fall f/g vorausgesetzt, dass

g#0).



146  CHAPTER 14. METRISCHE RAUME UND STETIGE ABBILDUNGEN

Beweis. Zeigen wir, z.B., dass f + ¢ stetig in a ist. Fir jede Folge z, — a
gilt nach dem Lemma 14.5 f (z,) — f(a) und g (z,) — g (a). Daraus folgt, dass
f(xn) + g(xn) — f(a)+ g(a), und nach dem Lemma 14.5 beschlieBen wir, dass
f 4+ g in a stetig ist. m

Beispiel. Fixieren wir einen Punkt ¢ € X und betrachten die Funktion f: X — R
die mit f (x) = d (z, ¢) definiert ist. Zeigen wir, dass diese Funktion stetig in jedem
Punkt a € X ist. Sei z,, — a. Dann haben wir

|f (xn) — f (o) = |d(xn,c) —d(a,c)| < d(x,,a) — 0,

woraus folgt f (z,) — f(a) fir n — occ.

14.6 Offene und abgeschlossene Mengen

Sei (X, d) ein metrischer Raum.

Definition. Eine Menge V' C X heif3t offen falls fiir jedes x € V existiert ein r > 0
mit U, () C V. Eine Menge F' C X heifit abgeschlossen falls das Komplement
X¢:= X\ F offen ist.

Beispiel. 1. Die leere Menge () und die ganze Menge X sind offen. Somit sind
X = (¢ und @ = X° abgeschlossen.

2. In R die offenen Intervalle sind offene Mengen und die abgeschlossenen Inter-
valle sind abgeschlossene Mengen.

3. Zeigen wir, dass die offene metrische Kugel U, (z) eine offene Menge ist. Fiir
jedes x € U, (2) gilt d(z,x) < r und somit

e:=r—d(zx)>0.

Dann r — e = d(z,2z), und nach Lemma 14.3 erhalten wir, dass U, (z) C U, (z).
Somit ist U, (z) offene Menge.

4. Zeigen wir, dass die abgeschlossene Kugel U, (2) eine abgeschlossene Menge
ist. Dafiir reicht es zu zeigen, dass das Komplement

K:=U,(2)={r€X:d(zz)>r}

offen ist, d.h. fiir jedes x € K existiert ein ¢ > 0 mit U, (x) C K. Da d(z,z) > r,
so wahlen wir ein € so dass
0<e<d(z,z)—r,

und somit r + ¢ < d(z,2). Es folgt aus dem Lemma 14.3, dass die Kugeln U, (2)
und U. (z) disjunkt sind. Es folgt, dass U, (z) C K, was zu beweisen war.

Satz 14.7 Die folgenden Figenschaften gelten fiir Teilmengen eines metrischen Raums.
(a) Die Vereinigung von beliebigen Mengensystem von offenen Mengen ist offen.
(b) Der Schnitt endlich vieler offenen Mengen ist offen.
(¢) Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen.
(d) Der Schnitt von beliebigen Mengensystem von abgeschlossenen Mengen ist
abgeschlossen.
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(e) Eine Menge V ist offen genau dann, wenn V eine Vereinigung von offenen
metrischen Kugeln ist.

(f) Eine Menge F' ist abgeschlossen genau dann, wenn jede konvergente Folge
aus F' den Grenzwert auch in F hat.

Beweis. (a) Sei {V,},.; ein Mengensystem von offenen Mengen. Zeigen wir, dass
die Vereinigung
V=UVa
a€cl
offen ist, d.h. fiir jedes = € V existiert » > 0 mit U, (z) C V. In der Tat liegt =
in einem V,. Da V, offen ist, so existiert » > 0 mit U, (x) C V,. Somit gilt auch
U, (z)CV.
(b) Seien Vi, Vs, ..., V,, offene Mengen. Zeigen wir, dass der Schnitt

n

offen ist. Jedes x € V liegt in allen Vj. Somit existiert fiir jedes k£ = 1,...,n ein
re > 0 mit U,, (x) C V. Dann fiir

r:=min (1,79, ...,7,) > 0

gilt U, (z) C Vj, fiir alle k = 1, ..., m, woraus folgt U, (z) C V.
Bemerkung. Der Schnitt unendlich vieler offenen Mengen muss nicht offen sein.

Zum Beispiel, der Schnitt von allen offenen Intervallen (—%, %) mit n € N ist gleich
{0}, was nicht offen ist.

(¢) Sind Fi, ..., F,, abgeschlossene Mengen, so ist die Menge
(U Fk) = F;
k=1 k=1

offen nach (b). Somit ist |J;_, F abgeschlossen.
(d) Ist {F, },c; ein Mengensystem von abgeschlossenen Mengen, so ist die Menge

(fj P;) ::LJ Pﬁ
acl acl
offen nach (a). Somit ist ), .; Fo abgeschlossen.

(e) Sei V offen. Dann fiir jedes # € V existiert ein r, > 0 mit U,, (z) C V. Es
ist klar, dass

Vf:: LJ Lhz<$>,
zeV
so dass V' eine Vereinigung von offenen Kugeln ist. Umgekehrt, jede Vereinigung
von offenen Kugeln ist nach (a) eine offene Menge, da alle Kugeln offen sind.
(f) Sei F abgeschlossen. Beweisen wir, dass F' alle Grenzwerte von Folgen aus
F enthédlt. Sei {z,} eine konvergente Folge aus F' mit z,, — a. Zeigen wir, dass
a € F. Nehmen wir das Gegenteil an, dass a ¢ F' und somit a € F°. Da F° offen
ist, so existiert ein r > 0 mit U, (a) C F*°.
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X

F Y Fe

Da z, € F, so erhalten wir, dass =, ¢ U, (a), was im Widerspruch zu z, — a
steht.

Beweisen wir jetzt die Umkehrung: enthélt F' die Grenzwerte von allen konver-
genten Folgen aus F', dann ist F' abgeschlossen. Dafiir zeigen wir, dass F¢ offen ist,
d.h.

Va € F¢ Jr >0 sd. U, (a) C F°.

Nehmen wir das Gegenteil an:
Ja e F¢sd. VYr >0 U, (a) ¢ F° d.h. U, (a)NF # 0.

Insbesondere ist die Menge U, (a) N F' nicht-leer fiir jedes r = £, n € N,

X

o

o £9
Xn ._-Cl

Somit gibt es fiir jedes n € N ein z,, € Uy, (@) N F. Dann ist {z,} eine Folge
von Elementen von F' mit d(x,,a) < %, woraus folgt x,, — a. Somit soll auch a in
F liegen, was im Widerspruch zu a € F° steht. m

Beispiel. Es folgt aus (f) dass jede aus einem Punkt a € X bestehende Menge
F = {a} abgeschlossen ist. Es folgt aus (¢) dass jede endliche Menge F' C X
abgeschlossen ist.

Der Begriftf von offenen Mengen lasst sich axiomatisch definieren wie folgt. Be-
trachten wir eine Menge X und ein Mengensystem O deren Elemente Teilmengen
von X sind (d.h. O C P(X). Das Mengensystem O heifit eine Topologie in X
und die Elemente von O heiflen offene Mengen, falls O die folgenden Axiome von
Topologie erfiillt:

L.PeOund X €O

2. Beliebige Vereinigung von Elementen von O ist wieder ein Element von O.
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3. Der Schnitt endlich vieler Elemente von O ist auch Element von O.

Das Paar (X, Q) heifit topologischer Raum. Die Komplemente in X von offenen
Mengen heilen abgeschlossene Mengen. Die Topologie in X lasst auch die Begriffe
von Konvergenz von Folgen, stetigen Funktionen usw. definieren.

Beispiel. Sei X = {a,b,c,d} eine Menge von 4 Elementen. Dann das folgende
Mengensystem

O ={0,{a},{a,b},{a,b,c,d}}

erfiillt alle Axiome von Topologie und somit ist eine Topologie in X. Im Gegenteil

ist das Mengensystem
O = {Q)v {a} ) {b} ) {CL, b, ¢, d}}
keine Topologie, da die Vereinigung {a} U {b} = {a, b} nicht in O’ liegt.

In diesem Kapitel betrachten wir nur die Topologien von metrischen Raumen,
die durch eine Metrik wie oberhalb definiert ist.

Satz 14.8 Seien XY zwei metrischen Raumen und f: X — Y eine Abbildung.
(a) f ist stetig genau dann, wenn fir jede offene Menge V. C'Y das J f~1(V)
eine offene Menge in X ist.
(b) f ist stetig genau dann, wenn fir jede abgeschlossene Menge FF C'Y das J
f7Y(F) eine abgeschlossene Menge in X ist.

Beweis. (a) Sei f stetig. Beweisen wir, dass fiir jede offene Menge V C Y das J
f7H(V) offen ist. Fiir jedes a € f~' (V) haben wir b := f (a) € V. Da V offen, so
existiert ein € > 0 mit

UY (b)) cVv. (14.12)

Nach der Stetigkeit von f in a gibt es ein § > 0 mit

reUs (a) = f(z)eUY(b). (14.13)

£ -

Es folgt aus (14.12) und (14.13) dass

£ (UF @) € UY () < V.
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woraus folgt
U (a) € f7H(V),
und f~1 (V) ist offen.
Sei f~1 (V) offen fiir jede offene Menge V' C Y. Beweisen wir, dass f stetig an
jeder Stelle a € X. Setzen wir b = f (a) und zeigen:

Ve >0 36> 0 mit f (U (a)) C UY (b)

was aquivalent zu (14.13). Die Kugel UY (b) ist eine offene Menge in Y. Somit ist
ihres J W = f~! (UY (b)) eine offene Menge in X.

X Y

Da a € W, so existiert ein 6 > 0 mit
Us' (a) C W,
woraus folgt
F(UX (@) C F W) cUY ().
(b) Fiir jede Menge F C Y gilt

() =) =1V,

wobei V' = F°. Die Menge F' ist abgeschlossen genau dass, wenn V' offen ist, und
f7Y(F) ist abgeschlossen genau dann, wenn ihres Komplement f~' (V) offen ist.
Somit ist die Bedingung

Abgeschlossenheit von F' = Abgeschlossenheit von = (F)

aquivalent zu

Offenheit von V' = Offenheit von f~! (V)

und die zweite Bedingung ist nach (a) dquivalent zur Stetigkeit von f. m

Beispiel. Seien (X, d) ein metrischer Raum und a € X ein Punkt. Zeigen wir mit
Hilfe von dem Satz 14.8, dass die Funktion f (z) = d(z,a) stetig auf X ist. Dafiir
reicht es zu beweisen, dass fiir jede offene Menge V' C R das J f~!' (V) offen in
X ist. Jede offene Menge ist eine Vereinigung von Kugeln. Da die Kugeln in R
offene Intervalle sind, so ist jede offene Menge in R eine Vereinigung von offenen
Intervallen.
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Sei zuerst V = («, ) ein offenes Intervall in R. Dann ist das J f~! (V) offen da
die Menge

ffTWV)={reX : a<d(z,a) <5}:U5(a)\UQ(a) =Us(a)NU, (a)

offen ist!. Fiir eine beliebige offene Menge V C R ist f~!(V) auch offen da V
eine Vereinigung von offenen Intervallen ist und somit f~! (V) eine Vereinigung von
offenen Mengen ist.

Korollar 14.9 Seien f : X — Y und g : Y — Z zwei stetige Abbildungen von
metrischen Raumen. Dann ist die Verkettung go f : X — Z stetig.

Beweis. Wir haben
xLy %z

Da (go f) " = ftog™!, so gilt fiir jede Menge V C Z

(go ' (V)=f (g7 (V).

Ist V offen in Z, so ist g=' (V) offen in ¥ und somit f~* (g~ (V)) ist offen in X.
Wir beschlieBen, dass (go f)~ (V) offen in X ist, und die Abbildung g o f stetig
nach dem Satz 14.8 ist. m

14.7 Aquivalente Normen

Betrachten wir die Metriken in einem Vektorraum V', insbesondere in V = R".

Definition. Seien N; und N, zwei Normen in V. Man sagt, dass N; und Ns
aquivalent sind, falls es die positiven Konstanten ¢, C' gibt mit

cNy (x) < Ny () < CN; () (14.14)

fir alle x € V.

Es ist offensichtlich, dass die Aquivalenz von Normen eine Aquivalenzrelation ist.

Satz 14.10 Seien Ny und Ny zwei dquivalente Normen in V. Seien d; und dy die
von N1 bzw Ny induzierten Metriken auf V', d.h.

dy (z,y) = Ny (z —y) unddy(xz,y) = No(z—vy).

Dann gelten die folgenden Aussagen.

(a) Die Begriffe von der Konvergenz von Folgen in 'V beziiglich dy und dy stimmen
tberein.

(b) Die Topologien in V' beziiglich dy und dy stimmen iberein.

(¢) Die Begriffe von stetigen Abbildung von V beziiglich di und dy stimmen
tberein.

'Die Mengen U, (a), U, (a) wurden nur fiir 7 > 0 definiert, aber die gleichen Definitionen gelten
fiir beliebiges 7 € R. Zudem ist U,. (a) immer offen, wihrend U.. (a) ist immer abgeschlossen. Zum
Beispiel, U, (a) = 0 fiir » < 0 und Ug (a) = a.
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Beweis. (a) Fiir eine Folge {z;} aus V gilt nach (14.14):
xkga(:)dl(xk,a)ﬁO(:)Nl(xk—a)—>0(:>N2(xk—a)—>0(:)xkﬁ>a,

was zu beweisen war.

(b) Die abgeschlossen Mengen lassen sich mit Hilfe von Konvergenz formulieren
(Satz 14.7(f)). Somit folgt (b) aus (a).

(c) Die Stetigkeit lésst sich auch mit Hilfe von Konvergenz definieren (Lemma
14.4), so dass (c) aus (a) folgt. Alternativ folgt (¢) auch aus (b), da die Stetigkeit
sich mit Hilfe von abgeschlossen Mengen formulieren lisst (Satz 14.8(b)). m

Satz 14.11 Alle p-Normen in R™ fir p € [1,400] sind dquivalent.

Unterhalb wir nehmen immer an, dass die Topologie in R™ mit Hilfe von einer
der p-Normen definiert wird.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass jede p-Norm zu oo-Norm aquivalent ist. Fir jede
p € [1,00) gilt

n 1/p
1
Iz, = (Z kalp> > (max {|z4[}")"” = ||zl
k=1

und
n l/p
zll, = (Z \xk|”> < (nmax {|z;,|}") " = n'/?|lz
k=1

woraus folgt
|#[loo < fl]ly < n"7]2]|oc, (14.15)

was zu beweisen war. ®

14.8 Vollstandigkeit

Definition. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Folge {z,} C X heifit Cauchy-
Folge, falls
d (Tp, Ty) — 0 fiir n,m — oo.

Gilt z,, — a, so erhalten wir
d(zn,tm) < d(xp,a) +d(Tm,a) — 0as n,m — oo.

Somit ist jede konvergente Folge auch Cauchy-Folge. Die Umkehrung gilt in R, aber
nicht fiir beliebige metrische Raume.
Beispiel. Jede Teilmenge Y C X eines metrischen Raum (X, d) ldsst sich als
metrischer Raum (Y, d) betrachten. Dann heifit (Y, d) Unterraum von (X, d).

Z.B. Betrachten wir die Menge Y = (0, +00) C R als ein metrischer Raum. Die
Folge z,, = % ist eine Cauchy-Folge in Y, aber diese Folge ist in Y nicht konvergent.

21.12.19
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Im Gegensatz dazu, in der Menge Y = [a, ] ist jede Cauchy-Folge {z,} konver-
gent, da sie einen Grenzwert x in R hat, und z,, € [a,b] ergibt = € [a,b]. Gleiches
gilt fiir Y = [a, +00) und Y = (—o0, b].

Definition. Ein metrischer Raum (X, d) heifit vollstindig falls jede Cauchy-Schwarz
in X konvergent ist.

Wir haben oberhalb gesehen, dass die Menge (0, +00) als metrischer Raum nicht
vollstandig ist, wahrend [a, 0], [a, +00), (—o0, b] vollstidndig sind.

Definition. Ein normierter Vektorraum (V, N) heifit vollstéandig falls der metrische
Raum (V. d) mit der induzierten Metrik d(x,y) = N (x —y) vollstidndig ist. Ein
vollstandiger normierter Vektorraum heifit Banachraum.

Zum Beispiel, R ist ein Banachraum.

Satz 14.12 Sei S beliebige nicht-leere Menge. Der normierte Vektorraum B (S)
von allen reellwertigen beschrankten Funktionen auf S mit der sup-Norm ist ein
Banachraum.

Beweis. Setzen wir fiir jede Funktion f: S5 — R

/Il = sup [ f].
S
Sei {fn} eine Cauchy-Folge in B (5), so dass
[ fn = fnll = 0 fiir n,m — oo. (14.16)

Zeigen wir, dass die Folge {f,} in B (S) konvergiert. Fiir jedes z € S haben wir

|fo (%) = fon (@) < sup|fo — fiul = || fa — full — O filr n,m — oo,

woraus folgt, dass fiir jedes x € S die Folge { f,, (x)} von reellen Zahlen eine Cauchy-
Folge in R ist. Dann die Folge {f, (z)} ist konvergent fiir jedes x € S. Setzen wir

d.h. fr — f punktweise.
Zeigen wir, dass die Funktion f auf S beschrankt ist und dass || f, — f|| — 0 fir
n — oo (d.h. f, = f). Nach (14.16) haben wir:

Ve>0 IN €N s.d. Vn,m > N gilt sup|f, — f| <e.
Es folgt, dass fiir jedes x € S und n,m > N
o (@) = [ ()] <&
Fiir m — oo erhalten wir, dass fiir jedes z € S und n > N
[fo () = f(2)] <e,

woraus folgt

| fo = fll =sup|fu(z) — f(x)| <e firallen > N.
€S

Somit erhalten wir
£l < [[full +& <00

d.h. fe€ B(S), und || f, — f|| — 0 fiir n — oo, was zu beweisen war. ®
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Korollar 14.13 Der Raum R™ ist ein Banachraum beziglich jeder p-Norm, p €
1, 00] .

Beweis. Wir wissen schon, dass R” = B (&,) mit &, = {1,2,...,n}, da jede Funktion
f & — R mit der Folge (f(1),...,f(n)) € R” identifiziert wird. Nach dem
Satz 14.12 ist B (&,) vollstandig beziiglich der sup-Norm. Somit ist R" vollstandig
beziiglich der co-Norm. Es folgt aus dem Satz 14.11, dass R™ vollstandig auch
beziiglich der p-Norm ist. m

Korollar 14.14 Der Raum C'[a,b] von allen reellwertigen stetigen Funktionen auf
einem kompakten Intervall |a,b] ist ein Banachraum beziglich der sup-Norm.

Beweis. Alle stetige Funktionen auf [a, b] sind beschrinkt, so dass C'[a,b] C B |a,b].
Offensichtlich ist C'[a, b] ein Unterraum von B [a, b]. Insbesondere ist die sup-Norm
eine Norm in C'[a,b]. Sei {f,} -, eine Cauchy-Folge in C'[a,b]. Dann ist {f, } auch
eine Cauchy-Folge in B [a, b] und somit konvergiert gleichméBig gegen eine Funktion
f € Bla,b]. Nach dem Satz 13.1 ist f stetig, d.h. f € C'[a,b], und somit ist C'[a, b]
vollstandig. m

Bemerkung. Der Beweis von dem Korollar 14.14 lasst sich wie folgt verallgemein-
ern. Sei Y eine Teilmenge von X wobei (X, d) ein vollstdndiger metrischer Raum
ist. Ist Y abgeschlossen so ist der Unterraum (Y, d) ist auch vollstindig, da jede
Cauchy-Folge {z,} aus Y gegen ein z € X konvergiert, und z in Y liegen soll da Y’
abgeschlossen ist. Die Umkehrung gilt auch: ist der Unterraum (Y, d) vollstandig so
ist die Teilmenge Y abgeschlossen.

14.9 Fixpunktsatz von Banach

Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum und f : X — X eine Selbstabbildung.
Ein Punkt x € X heifit Fizpunkt von f falls f (z) = x.

In diesem Abschnitt betrachten wir die Bedingungen fiir Existenz eines Fixpunk-
tes und das Verfahren den Fixpunkt zu bestimmen.
Beispiel. Zeigen wir, dass jede stetige Funktion f : [0,1] — [0, 1] einen Fixpunkt
hat. In der Tat ist die Funktion f (z) —  nichtnegativ an = 0 und nichtpositiv
an x = 1. Nach dem Zwischenwertsatz hat die Funktion f (z) — z eine Nullstelle,
die ein Fixpunkt von f ist.

Andererseits es gibt viele Abbildungen f : R — R ohne Fixpunkt, z.B. f(z) =
rz+ 1.

Beispiel. Betrachten wir die Gleichung P (x) = 0 wobei P eine reellwertige Funktion
auf R ist. Jede Nullstelle x von P erfiillt offensichtlich die Gleichung

r=u1x—cP(x)

fiir beliebige Konstante ¢ # 0. Folglich stimmen die Nullstellen von P mit den
Fixpunkten der Funktion f () = x — ¢P () iiberein. Berechnen der Nullstelle einer
Funktion ist somit aquivalent zur Berechnen des Fixpunktes anderer Funktion.
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Definition. Eine Selbstabbildung f : X — X eines metrischen Raums (X, d) heifit
Kontraktionsabbildung falls es eine Konstante g € (0,1) gibt mit

d(f(z),f(y) <qd(z,y) Ve,yeX. (14.17)

Hauptsatz 14.15 (Fixpunktsatz von Banach) Seien (X, d) ein vollstindiger metrischer
Raum und f : X — X eine Kontraktionsabbildung. Dann besitzt f genau einen Fiz-
punkt.

Zuerst beweisen wir ein Lemma.
Lemma 14.16 Gilt fiir eine Folge {x,} in einem metrischen Raum
d(Tpi1,2n) < Cq", (14.18)

wobei C' > 0 und q € (0,1), so ist {x,} eine Cauchy-Folge.

Beweis. In der Tat, fiir jede m > n erhalten wir aus (14.18) mit Hilfe von der
Dreiecksungleichung, dass

d (l‘m, xn) d (x'm xn—l—l) + d (xn—i-l; xn+2) + ...+ d (xm—la fm)

C(qn+qn+1+.“+qul)

k=0
Cq"
l—gq

IA A

IN

— 0 fiir n — oo.
Insbesondere gilt d (x,,,x,) — 0 fir n,m — oo, was bedeutet, dass {z,} eine
Cauchy-Folge ist. m

Beweis von dem Satz 14.15. Wahlen wir einen beliebigen Punkt xy € X und
definieren per Induktion eine Folge {z,} -, durch

Tor1 = f(xn), n=0,1,2, ...

Wir beweisen, dass die Folge {x,} konvergiert in X und der Grenzwert ein Fixpunkt
von f ist.
Bemerken wir, dass

d(Tpg1,25) = d(f (2n) , [ (Tn-1)) < qd (2, Tp1) -
Per Induktion erhalten wir, dass
d(Tni1,xn) < ¢"d (21, 20) -

Nach dem Lemma 14.16 mit C' = d (z1, ) erhalten wir, dass die Folge {z,} eine
Cauchy-Folge ist.
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Nach der Vollsténdigkeit von (X, d) konvergiert die Folge {z,,} gegen einen Punkt
a € X. Daraus folgt

f(ZEn)—)f((Z),
flir n — oo da

d(f (xn), f(a)) < qd (zy,a) — 0.
Andererseits gilt

f(zn) =201 —a

fiir n — oo, woraus folgt f (a) = a. Also, a ist ein Fixpunkt.
Sind a, b zwei Fixpunkte, so gilt es nach (14.17)

d(a,b) = d(f (a), (b)) < qd(a,b),

woraus folgt d (a,b) = 0 und somit a =b. =

Bemerkung. Der Beweis des Fixpunktsatzes ergibt die folgende Methode um den
Fixpunkt zu bestimmen bzw anzundhern. Man fingt mit einem beliebigen Punkt
2o an und bildet induktiv die Folge von Naherungslosungen wie folgt:

die gegen den Fixpunkt konvergiert. Die Folge {z,} heifit die Fizpunktiteration.

Beispiel. Fixieren ein a > 0 und betrachten die Funktion P (x) = 2 — ¢ auf (0, c0),
deren Nullstelle ist x = \/a. Somit ist y/a auch ein Fixpunkt der Funktion

f(x)zx—%P(a:)-%(a:—i—%).

Man kann zeigen, dass f auf X = [y/a, 00) Selbstabbildung und sogar eine Kontrak-
tionsabbildung ist (siehe Aufgabe 127). Somit konvergiert die Fixpunktiteration
{z,} gegen v/a. Insbesondere lassen sich x,, als Anndherungen von +/a betrachten.

Nach (14.19) haben wir
1 a
Tntl = 5 <$n + fl'_n) ;

und xy kann beliebig in X gewahlt werden. Zum Beispiel, sei a = 2. Setzen wir
To = 2 und

Tpy1 = f(xn) = % <xn+§> .

Dann gilt o1 = f(2) =3, 20 = f (3) = 1, a3 = [ (15) = 2%, oy = f (3F) = S505%7

und

1
x5 =f <665 857) _ 880751088897 = 1.41421356237309505...,

470832 ) 627013566 048

was schon eine gute Anndherung von v/2 mit 17 richtigen Nachkommastellen ist.
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14.10 Kompakte Mengen und Extremwertsatz

Seien (X, d) ein metrischer Raum space und K eine Teilmenge von X.

Definition. Eine Uberdeckung von K ist ein Mengensystem {Va},eg von Teilmengen
von X, die K iiberdeckt, d.h.
Kc|JVa,
a€es

wobei S eine beliebige Indexmenge ist. Sei T eine Teilmenge von S. Die Fam-
ilie {Vo} e heiBt Teiliberdeckung von {V,},.q falls sie auch K iiberdeckt. Die

Uberdeckung {V,}._ heiBt offen falls alle V,, offene Teilmengen von X sind.

a€esS

In Analysis I haben wir Uberdeckungﬂvon [a, b] mit offenen Intervallen betrachtet,
und haben bewiesen, dass jede solche Uberdeckung eine endliche Teiltiberdeckung
enthélt (Uberdeckungssatz).

Definition. Eine Menge K C X heifit kompakt falls jede offene Uberdeckung von
K eine endliche Teiliiberdeckung enthalt.

Jede endliche Menge K ist offensichtlich kompakt. Jedes abgeschlossenes beschranktes
Intervall [a, b] ist kompakt, was aus dem Uberdeckungssatz folgt (spéter erhalten wir
einen unabhéngigen Beweis davon). Andererseits, offenes Intervall (a,b) ist nicht
kompakt.

Eine von wichtigsten Eigenschaften von Kompaktheit ist die folgende Beziehung
zur Stetigkeit.

Satz 14.17 Seien X und Y zwei metrische Raume spaces und f : X — Y eine
stetige Abbildung. Ist K C X kompakt so ist auch das Bild f (K) CY kompakt.

Kurz: stetiges Bild kompakter Menge ist kompakt.
Beweis. Sei {V,},cq eine offene Uberdeckung von f (K ), so dass

f(K)C | Vo

a€es

Anwendung von Urbildabbildung f~! ergibt

KclJr' ).

a€esS

Nach dem Satz 14.8 ist f~! (V},) eine offene Menge in X und somit ist {f~" (Va)},cq
eine offene Uberdeckung von K in X. Nach der Kompaktheit von K gibt es eine
endliche Teiliberdeckung {f~" (V,)},cp von K. Dann ist {V,} .r eine endliche
Teiliiberdeckung von f (K'), woraus die Kompaktheit von f (K) folgt. m

Unser nachstes Ziel ist eine Beschreibung von kompakten Mengen in vollstandigen
metrischen Raumen, insbesondere in R”.
Definition. Eine Menge K C X heifit beschrankt falls sie in einer metrischen Kugel
liegt.

Zum Beispiel, jedes beschranktes Intervall in R ist eine beschrankte Menge.
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Definition. Eine Menge K C X heifit totalbeschrankt falls es fur jedes € > 0 eine
endliche Uberdeckung von K mit Kugeln von Radius ¢ gibt.

Die letzte Bedingung bedeutet folgendes: fir jedes € > 0 gibt es eine endliche
Folge {x;}}_, von Punkten in X so dass {U. (z;)};_, eine Uberdeckung von K ist.
Bemerken wir die folgenden Eigenschaften von Beschranktheit und Totalbeschranktheit

(siche Aufgabe 128).

e Jede Teilmenge einer beschrankten Menge ist beschrinkt (offensichtlich nach
Definition).

Jede Teilmenge einer totalbeschrankten Menge ist totalbeschrankt (offensichtlich
nach Definition).

Vereinigung endlich vieler beschrankten Mengen ist auch beschrankt.

e Vereinigung endlich vieler totalbeschrankten Mengen ist auch totalbeschrankt.

Jede totalbeschrankte Menge ist beschrankt.

Es gibt beschrénkte Mengen die nicht totalbeschriankt sind, z.B. im Raum C'[a, b].
Wir werden unterhalb sehen, dass in R™ die Beschranktheit und Totalbeschranktheit
aquivalent sind. 09.01.19

Definition. Sei K eine Teilmenge von X. Jede endliche Folge {z;};_, von Punkten
von X heifit e-Netz von K falls es fiir jedes x € K ein i = 1,...,n mit d (z,x;) < ¢
gibt. Aquivalent: die Folge von Kugeln {U. (x;)}_, ist eine Uberdeckung von K.

Wir sehen, dass K totalbeschrankt genau dann ist, wenn es fiir jedes € > 0 ein
e-Netz von K gibt.

Man kann zeigen, dass die Punkte x; in Definition von e-Netz immer aus K
gewéhlt werden konnen (siehe Aufgabe 125). FEin e-Netz lasst sich also als eine
endliche Approximation von K mit dem Approximationsfehler < ¢ betrachten.
Beispiel. Jedes beschranktes Intervall J in R ist totalbeschrankt. In der Tat enthéalt
J fiir jedes € > 0 eine endliche Menge von den Gliedern der Folge {%gk}k <z die ein
e-Netz ergibt. Daraus folgt, dass jede beschrankte Menge in R totalbeschrankt ist.
Somit in R sind Beschranktheit und Totalbeschranktheit aquivalent.

In der folgenden Aussage beweisen wir das Gleiche in R".

Satz 14.18 Jede Kugel in R" ist totalbeschrankt. Folglich sind in R™ Beschranktheit
und Totalbeschranktheit dquivalent (bezuglich jeder p-Metrik).

Beweis. Bezeichnen wir die Kugel beziiglich der p-Metrik mit U? (z) und die Kugel
beziiglich der oo-Metrik einfach mit U, (z). Es folgt aus (14.15), dass

U7 (x) C Uy (x),

so reicht es zu beweisen, dass U, (z) totalbeschrénkt ist.

Wir beweisen per Induktion nach n dass die Kugel U, (0) in R" totalbeschrénkt
ist. Induktionsanfang fiir n = 1 wurde schon im obigen Beispiel gemacht. Fiir den
Induktionsschritt brauchen wir die folgenden zwei Aussagen.
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Behauptung. Fiir x € R* und y € R betrachten wir das Paar (x,y) als Element
von R¥. Dann gilt

12, )l oo = max (fJzfl. » lwll0)

Sei z = (z1,...,x) und y = (Y1, ..., y;). Dann gilt
2]l = max (Jza], s [zel) Nyl = max (fyal, ... [wil)
und somit
12, Y)lloo = max ([za] ooy 2] [1] 5 oos lwa]) = max (|2 s [[yll0) -

Behauptung. Seien X C RF und Y C R! totalbeschrinkte Mengen. Dann ist das
Produkt X xY C R¥* quch totalbeschrankt.

Seien {x;};_, und {y;}7_, die e-Netze in X bzw Y. Fiir jedes z € X gibt es ein
x; mit do (2, 2;) < € und fiir jedes y € Y gibt es ein y; mit d (y,y;) < e.

VYm@
L 4 L 4
y ()
Ve
(.37

ST .

X1 Xi X

—o
3
HO—o—0 00 ¢

Somit fiir jedes (z,y) € X x Y gibt es x; und y; mit

doo ((,9), (21,95)) = 1(2,9) = (@1, yj) | oo = max (|2 — 2l |y = willc) <&

Es folgt, dass die Doppelfolge {(x;,y;)} von nm Punkten ein e-Netz in X x Y ist.

Jetzt setzen wir den Beweis von Totalbeschrénktheit der Kugel U, (0) in R”
fort. Induktionsschritt von n nach n + 1. Da R"™ = R" x R, so lisst sich jedes
= (x1,...,x,) € R" wie folgt darstellen

r=(2',t) mitz = (21,...,2,) ER” und t = z,,,; € R.
Die Bedingung ||z||, < r ist d4quivalent zu
2|l <7 und |t] <7
Es folgt, dass fiir co-Kugeln in R"* gilt

UR"0) = {zeR™ |z <7}
= {(2,t): 2" eR", t e Rmit ||2'|| <7 und [¢t| <7}
= UX(0) x UX(0).
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Da UR" (0) und UF (0) totalbeschriinkt sind, so ist UX"™ (0) auch totalbeschréinkt.

Da jede Kugel in R™ beschrankt ist, so ist jede endliche Vereinigung von Kugeln
auch beschrankt. Es folgt dass jede totalbeschrankte Menge K C R™ auch beschréankt
ist, da K in einer endlichen Vereinigung von Kugeln liegt. m

Definition. FEine Menge K C X heifit folgenkompakt falls jede Folge in K eine
konvergente Teilfolge mit dem Grenzwert in K enthélt.

Zum Beispiel, jedes abgeschlossenes beschrianktes Intervall [a,b] ist folgenkom-
pakt (nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass), wiahrend offenes Intervall (a, b) nicht
folgenkompakt ist.

Hauptsatz 14.19 Seien (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum und K eine Teil-
menge von X. Die folgenden drei Bedingungen sind dquivalent.

(1) K ist kompakt.
(11) K ist folgenkompakt.

(1i1) K ist totalbeschrdnkt und abgeschlossen.

Beweis. | (i) = (ii) | Wir benutzen die folgende Terminologie. Ein Punkt z € X
heilt Héaufungspunkt der Folge {x,} falls z der Grenzwert einer Teilfolge von {z,}
ist. Ein Punkt x € X heifit Verdichtungspunkt von {x,} falls jede Kugel U, (z) mit
r > 0 unendlich viele Glieder der Folge {xz,} enthélt.

Behauptung. Ein x € X ist Hiufungspunkt von {x,} genau dann, wenn x Verdich-
tungspunkt von {x,} ist.

In der Tat, ist = ein Haufungspunkt, so enthélt jeder Kugel U, (x) fast alle
Glieder einer Teilfolge und somit unendlich viele Glieder der Folge {z,}. Ist x ein
Verdichtungspunkt, so gibt es eine Teilfolge {z,, },., mit z,, € Uy (), die gegen
x konvergiert, so dass x ein Haufungspunkt ist.

Sei K kompakt und sei {z,} eine Folge in K. Zeigen wir, dass {z,} eine kon-

vergente Folge mit dem Grenzwert in K enthéalt, d.h. es einen Verdichtungspunkt
von {z,} in K gibt. Nehmen wir das Gegenteil an, dass jeder Punkt = € K kein
Verdichtungspunkt von {z,} ist. Das bedeutet, dass fiir jedes z € K es ein g, > 0
gibt so dass die Kugel U, (x) nur endlich viele von Glieder der Folge {z,} enthélt.
Die Familie {U., ()}, ist eine offene Uberdeckung von K, woraus folgt, dass sie
eine endliche Teiliiberdeckung enthélt. Da jede Kugel U, (z) nur endlich viele von
den Gliedern der Folge {z,} enthilt, so folgt es, dass die Folge {x,} nur endlich
viele Glieder enthélt, was ein Widerspruch ist.
(11) = (iii) | Zeigen wir zuerst, dass K abgeschlossen ist. Sei {x,} eine Folge
in K die einen Grenzwert a € X hat. Beweisen wir, dass a € K. Nach der Fol-
genkompaktheit von K besitzt {x,} eine konvergente Teilfolge mit dem Grenzwert
in K. Da der Grenzwert der Teilfolge auch gleich a ist, so erhalten wir a € K..

Beweisen wir jetzt, dass K totalbeschrankt ist, d.h. es fiir jedes € > 0 ein &-
Netz von K gibt. Nehmen wir das Gegenteil an, dass es fiir ein € > 0 kein e-Netz
gibt. Definieren wir dann induktiv eine Folge {z,} -, C K wie folgt. Sei z; € K
beliebig. Sind x4, ..., x, schon bestimmt, so wahlen wir z,,; wie folgt. Die Kugeln
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{U. (x;)};—, iberdecken K nicht, da sonst {z;};_, ein e-Netz wire. Somit gibt es
einen Punkt in K, der in keiner Kugel U, (z;), i = 1,...,n liegt, so bezeichnen wir
diesen Punkt mit x,1.

Nach Konstruktion gilt d (z,, z,,) > ¢ fiir beliebige zwei Indizes n # m. Daraus
folgt, dass {z,} keine Cauchy-Folge ist und dariiber hinaus keine Teilfolge von {z,}
Cauchy-Folge ist. Somit keine Teilfolge von {x,} konvergiert, was in Widerspruch
zur Folgenkompaktheit von X ist.

(7i1) = (1) | Angenommen, dass K totalbeschrinkt und abgeschlossen ist, be-

weisen wir, dass jede offene Uberdeckung {V4} von K eine endliche Teiliiberdeckung
von K besitzt. Nehmen wir das Gegenteil an: es gibt in {V,} keine endliche
Teiliiberdeckung von K.

Wir werden eine Folge {K,},~, von Mengen mit den folgenden Eigenschaften
aufbauen:

(a) Ko =K und K, C K,;

(
(¢) K, liegt in einer abgeschlossenen Kugel von Radius 27" fiir jedes n > 1;

)
b) jedes K, ist abgeschlossen und totalbeschrankt;
c)

)

(d) K, léasst keine endliche Teiliiberdeckung von {V,} zu.

Zuerst bestimmen wir K;. Nach Totalbeschranktheit gibt es ein %—Netz {z;} von
K. Setzen wir

1
2

und bemerken folgendes:

e [ CK

F; ist abgeschlossen und totalbeschrankt;

F; liegt in einer abgeschlossenen Kugel von Radius %;

U i = K.
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Falls jedes F; eine endliche Teiliiberdeckung von {V,,} zulésst, so liefert die Vere-
inigung von allen Teiliiberdeckungen von F; eine endliche Teiliiberdeckung von K.
Somit existiert ein F; ohne endliche Teiliiberdeckung von {V,}. Setzen wir K; = F;
fir dieses 1.

Offensichtlich erfiillt K; alle Bedingungen (a)-(d) mit n = 1.

Ist K, schon bestimmt, so konstruieren wir K, ; mit der gleichen Methode, in-
dem wir K,, anstatt K benutzen und ein 2~ *Y-Netz von K,, wéhlen.

K

\ &=

Fiir jedes n wéhlen wir einen Punkt a, aus K,. Es folgt aus (¢) dass
K, CUy v (ay). (14.20)
Da a,y1 € Kiyq C Ky, so gilt
d (ana anJrl) S 27(7171)-
Nach Lemma 14.16 ist {a,} eine Cauchy-Folge, und nach der Vollstandigkeit von X
ist die Folge {a,} konvergent, sei a,, — a.
Da jedes K, fast alle a,, enthélt und K, abgeschlossen ist, so liegt a in jedem

K,,. Insbesondere liegt der Punkt a auch in einer Menge V,,. Da V,, offen ist, so
existiert ein r > 0 mit U, (a) C V,. Fiir hinreichend grofles n gilt auch

UQ—(n—l) (an> C U’I‘ (a/) y (1421)

da fiir grofles n

d(a,a,)+2""Y <,




11.01.19

14.11. FUNDAMENTALSATZ DER ALGEBRA 163

Es folgt aus (14.20) und (14.21), dass
K, C U, (a) CV,.

Somit ist K, nur von einer Menge V,, iiberdeckt, was im Widerspruch zur (d) steht.
n

Korollar 14.20 Eine Menge K C R" ist kompakt genau dann, wenn K beschrankt
und abgeschlossen ist.

Beweis. Der Raum R” ist vollstandig nach Korollar 14.13. Nach dem Satz 14.18
ist K totalbeschrankt genau dann, wenn K beschrankt ist. Somit folgt die Aussage
aus dem Satz 14.19. m

Korollar 14.21 (Extremwertsatz) Seien K eine beschrinkte abgeschlossene Teil-
menge von R™ und f : K — R eine stetige Funktion. Dann existieren die beiden
Werten maxy f und ming f.

Beweis. Da K nach dem Satz 14.20 kompakt ist, so ist f (/) auch kompakt nach
dem Satz 14.17. Somit ist f (K) beschrankte und abgeschlossene Teilmenge von R.
Insbesondere sind supy f = sup f (K) und infx f = inf f (K) endlich. Da supy f
und infg f die Grenzwerte von Folgen aus f (K) sind, so liegen sie in f (K) nach
der Abgeschlossenheit von f (K). Somit existieren die beiden Werte max f (K') und
min f (K). ®

Korollar 14.22 Alle Normen in R™ sind dquivalent (Beweis in Aufgabe 134).

14.11 Fundamentalsatz der Algebra

Hauptsatz 14.23 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom P (z) = ag +
a1z+...+a,z" des Grades n > 1 mit komplezwertigen Koeffizienten ag, a, ..., a, # 0
hat mindestens eine komplexe Nullstelle.

Beweis. Wir beweisen, dass die reellwertige Funktion z +— |P (2)| ein Minimum in
C besitzt und min |P (z)| = 0 ist, woraus folgt, dass die Minimumstelle von |P (z)]
auch eine Nullstelle von P (z) ist.
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307

Der Graph der Funktion |25 + 222 — 4

Bemerken wir zunéchst, dass

|P(2)] — oo fur |z] — oo,

da
1P ()] > lan2"| = |an-12"""| = |an—22""?| — ... = ag|
|an|  [an—s| |aol
= |2" (\a | — - — ...
I £ kR 2"

~ |a,z"| fur |z| — oo,

und |a,z"| — oo fiir |z| — oco. Wahlen wir R > 0 so grof}, dass |P (z)| > |ao| fur
alle |z| > R, und betrachten eine abgeschlossene Kugel in C = R%:

K:=Ur(0)={2€C:|z| <R}.

Da die Funktion z — |P (z)| offensichtlich stetig ist, so nimmt die Funktion |P (z)|
nach Korollar 14.21 den minimalen Wert in K an einer Stelle 2y € K an. Dann gilt

1P (20)] < |P(0)] = |ao| < |P(2)| fiir alle = ¢ K.

Somit ist zy die Minimumstelle von |P (z)| nicht nur in K sondern auch in C.

Zeigen wir, dass |P (zp)| = 0. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit nehmen
wir an, dass zp = 0 (sonst stellen wir P (z) als ein Polynom von (z — zy) dar und
benennen z—zj in z um). Nehmen wir das Gegenteil an, dass P (0) # 0, d.h. ag # 0.
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass ag = 1, d.h.

P(z)=14aaz+ ...+ az".

Zeigen wir die Existenz von einem z € C mit |P (2)| < |P (0)] = 1, was im Wider-
spruch zur Minimalitdt von |P (0)| stehen wird.
Sei k der minimale Index mit aj # 0, so dass

P(2) =1+ ap® + aj 2" 4+ .+ a2

Wir wihlen ein z € C\ {0} so dass die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:
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(a) apz" ist eine negative reelle Zahl
(b) |arz*| <1
(¢) }akﬂzk“ + ...+ anz”| < % {akzk|
Gelten (a) — (c), so erhalten wir
1P ()] < |14 a2+ a2 + o+ an2”]

1
< |1+akzk‘ + 5 ‘akzk‘

1
= 14+a2r— §akzk (da az2* negativ ist)
1
= 14+ —a2*
+ 2akz
< 1,

was zu beweisen war.
Es bleibt ein z mit (a) — (¢) zu finden. Dafiir benutzen wir die Polarform kom-
plexer Zahlen:

z=re? und a = ae®,
wobei r und # zu bestimmen sind und a, a gegeben. Dann gilt
kezké’) i(a+k0) )

a2’ = (aem) (r = ar’e

Diese Zahl ist reell und negativ falls

a+ kO =m,
und somit fur
p="—"2 (14.22)
k
Jetzt bestimmen wir r. Da
|akzk‘ = ar®,

so gilt }akzk‘ < 1 fur alle klein genug r, d.h. (b). Die Bedingung (c¢) gilt auch fiir
reichend kleine Werte von r = |z| da

‘akﬂzk“ + ...+ anz”‘ B }akﬂz .o+ anz”_k‘

- — 0 fur z — 0.
|ax2*| |a|

Somit erfiillt 2 = re? die Bedingungen (a) — (c) falls § aus (14.22) gewihlt ist und
r klein genug ist. m

14.12 Zusammenhangende Mengen und Zwischen-
wertsatz
Definition. Eine Teilmenge K von einem metrischen Raum X heifit zusammenhdngend

falls fiir jede Uberdeckung K € U LIV von K mit zwei disjunkten offenen Mengen
UV gilt KCUoder KCV.
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Satz 14.24 (Zwischenwertsatz) Seien X und Y zwei metrische Rdume und f :
X — Y eine stetige Abbildung. Ist K eine zusammenhdngende Teilmenge von X so
ist f(K) auch zusammenhdngend.

Beweis. Sei f(K) C ULV eine Uberdeckung von f (K) mit disjunkten offenen
Mengen. Daraus folgt
Kc iy,

Da nach dem Satz 14.8 f~ (U) und f~! (V) offen sind, so ergibt der Zusammenhang
von K, dass K C f~'(U) oder K C f~'(V), woraus folgt, dass f(K) C U oder

f(K) CV, was zu beweisen war. =

Satz 14.25 Jedes Intervall J C R ist zusammenhangend. Umgekehrt, jede zusam-
menhangende Teilmenge von R ist ein Intervall.

Beweis. Zeigen wir, dass beliebiges Intervall J zusammenhangend ist. Sei J C
U UV eine Uberdeckung von J mit offenen Mengen. Definieren wir eine Funktion

f+J — R wie folgt:
1, zeUNJ,
f(x)_{ 0, z€ VNl

Beweisen wir, dass f stetig auf J ist. Fiir jedes x € U N J gibt es ein € > 0 mit
(x—g,x—i—s) - U7

woraus folgt, dass f = 1in (x — e,z + )N J. Insbesondere ist f stetig an x. Analog
ist f stetig an alle Stellen x € V N J und somit auf J.

Sind U N'J und V N J nicht leer, so nimmt f die Werte 0 und 1 an und somit
nach dem Zwischenwertsatz aus Analysis 1 soll f auch alle Werte in [0, 1] annehmen,
was nicht der Fall ist. Somit ist U N J oder V N J leer, woraus folgt, dass J C V'
oder J C U.

Sei K eine zusammenhangende Teilmenge von R. Beweisen wir, dass K ein
Intervall ist. Fiir a,b € K soll auch ganzes Intervall [a,b] in K liegen, da sonst es
einen Punkt ¢ € (a,b) \ K gibt und wir eine Uberdeckung erhalten

K C (—o0,¢) U (¢, +00)

mit K ¢ (—oo,c) und K ¢ (¢,00), was im Widerspruch mit Zusammenhang von K
steht. Es folgt, dass K ein Intervall mit den Grenzen inf K und sup K ist. =

Bemerkung. Als eine Folgerung aus den Séatzen 14.24 und 14.25 erhalten wir, dass
das Bild der stetigen Abbildung f : J — R wieder ein Intervall ist, was aus Analysis
1 schon bekannt ist.

Fiir jede zwei Punkte z,y € R" bezeichnen wir mit [z, y] die Menge
[z,y] ={(1—=Naz+Ay: A€ [0,1]}.

Die Menge [z, y] ist die gerade Strecke zwischen x und y.

16.01.19
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Definition. Eine Menge K C R" heifit Sterngebiet, falls es einen Punkt a € K gibt
mit
re K =a,z] € K.

Der Punkt a heifit ein Sternzentrum.

Beispiel. Zeigen wir, dass jede offene oder abgeschlossene Kugel in R" beziiglich
einer Norm immer ein Sterngebiet ist. Sei K eine (offene oder abgeschlossene) Kugel
mit Zentrum a und Radius r, d.h.

K=U(a)={zeR": ||z —a|| <r} oder K=U,(a)={zcR":|z—a| <r}.

Zeigen wir, dass a ein Sternzentrum von K ist, d.h. fir jedes z € K gilt [a,z] C K.
Jeder Punkt y € [a, x| ldsst sich wie folgt darstellen:

y=(l—=Xa+ A\x fiirein A € [0,1],
woraus folgt, dass
ly —all = Az = dal| = Al [l = af| < [l —af

und somit y € K und [a,z] C K.

Satz 14.26 Jedes Sterngebiet K in R™ ist zusammenhangend. Insbesondere sind
alle Kugeln in R™ zusammenhangend.

Beweis. Sei a ein Sternzentrum von K, so dass fiir jedes x € K gilt [a,2] C K.
Sei K € ULV eine Uberdeckung von K mit offenen Mengen. Nehmen wir an, dass
a € U. Es folgt, dass U,V auch eine Uberdeckung von [a, z| fir jedes x € K ist,
d.h.

la,z] CUUV.

Die Strecke [a, z] ist das Bild von [0, 1] unter der Abbildung
¢ : [0,1] - R"
e(A) = (1—=XNa+ Az
Da ¢ offensichtlich stetig ist, so ist [a,z] = ¢ ([0, 1]) zusammenhédngend nach dem

Satz 14.24. Somit soll [a, x] in einer von U,V enthalten. Da a € U, es folgt, dass
la,z] C U, woraus folgt t e U und K CU. m

Beispiel. Bestimmen wir das Bild der Funktion

x2+y2—|—z2

f(xayvz) = m

auf der Menge
K = {(x,y,z) eR®:z,y 2> 0}.

Die Funktion f : K — R ist offensichtlich stetig. Da K Sterngebiet ist und somit
zusammenhéngend, so ist das Bild f (K) zusammenhingende Teilmenge von R und
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somit ein Intervall. Bestimmen wir die Grenzen des Intervalls, d.h. sup f und inf f,
und ob diese dem Intervall gehoren. Wir haben

x2+y2—|—22<x2+y2+22+2wy—|—2x2+2yz:(x+y—|—z)2

so dass f(z,y,2) < 1 und sup f < 1. In der Tat gilt sup f = 1 da fiir y — 0 und
z — 0 erhalten wir f (z,y,z) — 1. Offensichtlich liegt sup f = 1 nicht in f (K).

Andererseits, nach der Ungleichung zwischen arithmetischen und quadratischen
Mittelwerten gilt?

(x+y+2)°, (14.23)

Wl =

x2+y2—|—z22

woraus folgt

W —

flzy, 2) >

und somit inf f > % Da f(1,1,1) = %, so erhalten wir inf f = % € f(K). Es folgt,

=1
dass
1

F(K) = [5. D)

14.13 * Gleichmaflige Stetigkeit

Seien (X,dx) und (Y,dy) zwei metrische Rdume und K Teilmenge von X. Eine
Funktion f: X — Y heilit gleichmdflig stetig auf K falls

Ve >030 >0 Vo,y € K mit dy (x,y) <9d gilt dy (f(x), f(y)) <e.

Satz 14.27 Sei f : X — Y stetig. Dann ist f gleichmdf$ig stetig auf jeder Kompakte
Teilmenge K C X.

Beweis. Fixieren wir ein € > 0. Nach der Stetigkeit von f, fiir jedes x € X gibt es
ein ¢, > 0 so dass

Yy € X mit dy (x,y) < d, gilt dy (f(x), f(y)) <e/2.

Das Mengensystem von Kugeln {B (x, %51)}33 cx st eine offene Uberdeckung von
K. Sei {B (mk, %5%) }Zzl eine endliche Teiliiberdeckung. Setzen wir
1
0= — min d,,.
2 1<k<n
Seien jetzt x,y beliebige Punkte in K mit dy (x,y) < 0. Der Punkt z liegt in einer
Kugel B (xk, l53%) .Dady (z,y) < %5”, so liegt der Punkt y in B (zy,d,, ). Es folgt

2
nach der Definition von d,, dass

dy (f (x), f(zx)) <e/2und dy (f(y), [ (xk)) <e/2,

2Es gilt die Identitét

2 2 2

3(2+12 42 =@ty +2)°+@—2) "+ -2+ (@—y)°,

woraus (14.23) folgt.
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was nach der Dreiecksungleichung ergibt

dy (f (), f(y)) <,

was zu beweisen war. ®

14.14 * Vervollstandigung von metrischen Raumen

In diesem Abschnitt beweisen wir, dass fiir jeden metrischen Raum es eine vollstandige
Erweiterung gibt.

Definition. Zwei metrische Rédume (X, dx) und (Y, dy) heiflen isometrisch falls es
eine bijektive® Abbildung ® : X — Y gilt so dass

dy (P (z1),P (x2)) = dx (x1,29) fiir alle z1, 25 € X. (14.24)

Die Abbildung ® heifit dann Isometrie.

Sind zwei metrische Radume (X, dy) und (Y, dy) isometrisch, so sind alle Eigen-
schaften dieser Raume identisch, so héufig identifiziert man (X, dx) und (Y,dy).

Zum Beispiel, we haben gesehen, dass (R”, ||-|| ) isometrisch zu B (&,) ist und
zwar mit der Isometrie

® : B(&) —R"
o(f) = (fA),. f(n))

fiir beliebige Funktion f € B(&,). Somit kénnen wir R" mit B (&,) identifizieren
und sagen, dass jede Funktion f € B (&,) ein Element von R™ ist.

Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Fiir jede Teilmenge A C X definieren
wir den Abschluss A von A als die Teilmenge von X die aus allen Grenzwerten von
allen konvergenten Folgen aus A besteht.

Insbesondere gilt immer A C A. Die Identitit A = A gilt genau dann, wenn A
abgeschlossen ist.

Definition. Man sagt, dass die Menge A C X dicht in X liegt falls A = X.

Zum Beispiel, Q liegt dicht in R, da jede reelle Zahl der Grenzwert einer Folge
von rationalen Zahlen ist.
Jeder metrische Raum (X, d) ldsst sich vervollstédndigen wie folgt.

Satz 14.28 Fiir jeden metrischen Raum (X, d) gibt es einen anderen metrischen
Raum (X, d) mit den folgenden Eigenschaften:

. ()?,J) ist vollstandig

3Es reicht zu erfordern, dass ® surjektiv ist, da es aus (14.24) folgt, dass ® injektiv ist:

X1 #$2:>dx ([L‘l,l‘g)#0:>dy(q)($1)7‘1)($2)) 750:>(I>(l‘1)7é¢'($(}2)
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o Fs gibt eine Teilmenge Y C X so dassY dicht in X liegt und (Y, c?) isometrisch
zu (X, d) ist.

Der Raum (X, d) heiBt die Vervollstindigung von (X, d). Man kann (X, d) mit
(Y, J) identifizieren und dann sagen, dass X eine vollstandige Erweiterung von X
ist.

Zum Beispiel, R ist die Vervollstandigung von Q beziiglich der Metrik d (x,y) =
|z — y|, was wir unterhalb erkléren.

Beweis. Bezeichnen wir mit F' die Menge von allen Cauchy-Folgen in X. Die
Elementen von F' werden mit f, g usw. bezeichnet. Ist f ein Element von F' so
werden die Glieder der Folge f wie iiblich mit f; bezeichnet so dass f = {fi},cn-

Zwei Folgen f und g aus F heiflen dquivalent falls d (fx,gx) — 0 fir & —
0o. In diesem Fall schreibt man f ~ g. Es ist klar, dass die Relation ~ eine
Aquivalenzrelation ist.

Die Aquivalenzklasse der Folge f = { fi} o Wird mit [f] oder [{ /i }ren] bezeich-
net. Bezeichnen wir mit [F] die Menge von allen Aquivalenzklassen von Elementen
von F. Fiir [f], [g] € [F] definieren wir

d([f],l9]) = lim d (i, gx) - (14.25)
Da {fx} und {gr} Cauchy-Folgen sind, so ist {d (fx, gx)} eine Cauchy-Folge in R, da

Da jede Cauchy-Folge in R konvergiert, so existiert der Grenzwert in (14.25). Auch
ist der Grenzwert unabhéngig von der Wahl von f aus der Klasse [f]. In der Tat,
gilt f" ~ f so erhalten wir

\d (feygx) — d (fi,g6)| < d(f}, fr) — 0 fir &k — oo

so dass

]}i_{god(fk,gk) = kh_{god(fé,gk) :
Somit ist die Funktion d wohldefiniert auf [F] x [F].
Behauptung. Die Funktion d ist eine Metrik auf [F).

Die Symmetrie und Dreiecksungleichung von d folgen direkt aus (14.25). Auch
es ist klar, dass d > 0. Beweisen wir dass

d([f]:[9) =0 = [f] = lg]-

In der Tat haben wir

d([f],lg)) =0 d(fr.ge) =0 f~g<[fl=1g].

Somit ist d eine Metrik.

Behauptung. Fiir jedes x € X betrachten wir die konstante Folge {xy}, .y =
{z,z,...} mit x, = x fir alle k. Diese Folge ist Cauchy-Folge in X und somit
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bestimmt ein Element von [F] das mit [x] bezeichnet wird. Bezeichnen wir mit

[X] die Teilmenge von [F] die aus allen Elementen [x] besteht. Dann ist ([X],d)
isometrisch zu (X, d).

Die Abbildung x + [z] ist offensichtlich eine Bijektion von X nach [X]. Es gilt
fir alle z,y € X

A(fa], o) = Jim d (e, ) = lim d(2,) = d(z,).

k—oo

woraus folgt, dass die Abbildung z +— [z] eine Isometrie ist.
Behauptung. [X] liegt dicht in [F].
Fiir jedes f € F' und n € N betrachten wir die konstante Folge

{fn}keN = {fn7 fn7 } .
Diese Folge bestimmt die Aquivalenzklasse [f,] € [X]. Zeigen wir, dass
[fn] = [f] fiir n — oo,

woraus es folgen wird, dass [X] dicht in [F] liegt. Wir haben
d([fa). 1) = lim d(fu, fi)

und somit _
lim d([fn] ) [f]) = lim lim d(fmfk) =0,

n—00 n—00 k—00
da {fi} ey eine Cauchy-Folge ist.
Behauptung. ([F],d) ist vollstindig.

Sei {[yn]},en eine Cauchy-Folge von Elementen von [F] (wobei jedes y, selbst
eine Cauchy-Folge {yni},cy von Elementen von X ist). Fa [X] dicht in [F] liegt, so
gibt es fir jedes [y,] € [F] ein [z,] € [X] (wobei z,, € X) mit

~ 1

Al o)) <

Es folgt, dass die Folge {[z,]},cy auch Cauchy-Folge in [F] ist.
Da (X,d) und ([X],d) isometrisch sind, so ist die Folge {z,}, .y eine Cauchy-
Folge in X. Somit bestimmt diese Folge ein Element f € F mit f,, = x,. Wir haben

schon oberhalb gesehen, dass

d([zn], [f]) = d([fu] , [f]) = O fiir n — oo,

woraus folgt, dass auch

d([yn], [f]) — 0 fir n — oc.

Somit gilt [y,] — [f] und die Folge {[y,]}, <y ist konvergent.
Es bleibt nur zu setzen X = [F]und YV = [X]. =
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Sei X ein normierter Vektorraum mit der Norm N und Metrik d (z,y) = N (z — y).
Dann ist der Raum X auch ein normierter Vektorraum mit den linearen Operationen

Lf]+1g] = [{fk + gk}keN] , Al = [{)‘fk}keN]

und der Norm

N () = Jim N (fy).
Es folgt, dass

d([f].1g)) = lim d (fi, ) = lim N (fi =) = N ([f] = [g]),

so dass die Metrik d von der Norm N erzeugt ist. Somit ist ()? N ) ein Banachraum,
und X lasst sich als ein dicht liegender Unterraum von X identifizieren.

Beispiel. Sei X = Q und d (z,y) = |z — y|. Der Raum Q von rationalen Zahlen ist
nicht vollstidndig, da jede Folge { f} von rationalen Zahlen, die gegen eine irrationale
Zahl in R konvergiert, ist offensichtlich Cauchy-Folge in Q aber ohne den Grenzwert

in Q.

Die Vervollstandigung von Q ist der Raum Q von allen Aquivalenzklassen von
Cauchy-Folgen aus Q. Jede Cauchy-Folge f = {fi},cy von rationalen Zahlen hat
den Grenzwert in R den wir mit f bezeichnen, d.h.

f = lim fe.

k—o0

Gilt f ~ g so erhalten wir
|f—g| =lim|fy —gx| =0
so dass f = g. Somit ist die folgende Abbildung wohldefiniert:

Q — R (14.26)
[f] = f

Diese Abbildung ist offensichtlich surjektiv da jede reelle Zahl der Grenzwert einer
Folge von rationalen Zahlen sit. Es gilt fiir zwei Cauchy-Folgen f, g von rationalen
Zahlen

d([f].19) = lim |fe — gl = | 7] = d(F.7)

so dass die Abbildung (14.26) eine Isometrie ist. Somit ist die Vervollstandigung @
von Q isometrisch zu R.

In anderen Wortern, die Menge R von reellen Zahlen lasst sich mit der Menge
von Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen von rationalen Zahlen identifizieren.

14.15 * p-adische Zahlen

Betrachten wir in X = Q eine andere Metrik. Fixieren wir eine Primzahl p und
definieren in Q eine p-adische Norm wie folgt. Jedes 2z € Q\ {0} ldsst sich eindeutig
darstellen wie folgt:

a
x :png’
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wobei a,b,n € Z und a,b durch p nicht teilbar sind. Dann setzen wir
]l :==p~".
Fiir z = 0 setzen wir [|0]|, = 0. Zum Beispiel, es gilt

2
33
5

:3*3:i

54
10, 8|, = ||— .

N
Es ist leicht zu zeigen, dass die p-adische Norm die folgenden Eigenschaften
erfiillt:

3

Iyl = llel, ol (14.27)
und
o+, < max (|l . I, - (14.28)

Definieren wir den p-adischen Abstand zwischen x,y € Q wie folgt:
4, (.9) = 1z~ o,
Es folgt aus (14.28), dass fiir alle z,y,z € Q gilt
d, (z,y) < max(d, (z,2),d, (y,2)) . (14.29)

Somit erfiillt d, die Dreiecksungleichung® und auch die anderen Axiome von Metrik.
Definition. Die Metrik d,, in Q heifit die p-adische Metrik.

Es folgt aus (14.27) und (14.28), dass der Grenzwert in (Q,d,) die folgenden
Eigenschaften erfiillt: gelten

Ty, % ¢ und Un & y (14.30)
so gelten auch
Tn + Yn e y und z,y, & xy. (14.31)

Definition. Die Vervollstindigung Q von (Q,d,) wird mit Q, bezeichnet, und die
Elemente von Q, heiflen p-adische Zahlen.

Wir betrachten Q als dichte Teilmenge von Q,. Man definiert die Operationen
x4y und zy auf p-adischen Zahlen x, y mit Hilfe von (14.31), wobei {x,} und {y,}
jetzt die Folgen von rational Zahlen mit (14.30) sind. Es folgt, dass Q, ein Kérper
ist.

Analog erweitert man den Begriff von p-Norm auf Q, und zeigt, dass die p-Norm
in Q, auch (14.27) und (14.28) erfiillt. Somit ist Q, ein normierter Korper.

Um zu verstehen wie die p-adischen Zahlen aussehen, betrachten wir zuerst eine

Reihe .
> awpt,
k=0

“Die Ungleichung (14.29) ist stirker als die Dreiecksungleichung, und sie heifit ultrametrische
Dreiecksungleichung. Jede Metrik die ultrametrische Dreiecksungleichung erfiillt heifit Ultrametrik.
Somit ist d, eine Ultrametrik.
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wobei ay, die p-adische Ziffern sind, d.h. a; € {0,...,p — 1}. Seien

n

Ly = Z akpk

k=0

die Partialsummen der Reihe. Wir behaupten, dass die Folge {x,}, .y eine Cauchy-
Folge in (Q, d,) ist. In der Tat, es gilt fiir m > n

m m

k n+1 k—(n+1
k=n+1 k=n+1

Da die Summe hier eine ganze Zahl ist, so folgt es, dass

(n+1

|2 — x|, <p~ ) — 0 fiir n — oo.

Somit ist {x,,}, .y eine Cauchy-Folge.
Folglich hat die Folge {z,}, .y einen Grenzwert = € Q, so dass immer

d,- Z ap® = d,- nhj& Ty € Q.

k=0

Gleiches gilt fiir die Summen der Form
dp- Y arp” (14.32)
k=—N

wobei N € Z, . Dariiber hinaus kann man zeigen, dass jede p-adische Zahl der Form
(14.32) hat.

Beispiel. Setzen wir a; = 1 fiir alle k, so dass

n n+1
_ E_ P -1
xn—kgop —p—l .

Da [[p"| = p~ ™Y — 0 fiir n — oo und somit
P B,
so folgt es, dass
dp 1
Ty — ———
p—1
und somit
N 1
d,- k— __—
P a p p—1

k=0

So, in diesem Fall ist die Summe der Reihe )7, p* eine rationale Zahl. Zum

Beispiel, in Q9 gilt
dy-» 2F = 1.
k=0
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Allerdings fiir beliebige Folgen {ay},., von p-adischen Ziffern liegt die Summe
> oo axp® nicht immer in Q (d.h. (Q,d,) nicht vollstindig ist). Um dies zu be-
weisen, bemerken wir zuerst, dass

dy > agp® #0, (14.33)
k=0

vorausgesetzt, dass mindestens ein a; nicht Null ist. In der Tat, sei [ der minimale
Index mit a; # 0 so dass fiir n > [ gilt

n

Tn = Z akpk = pl (al +app+ ..+ anpn_l) :
k=0

Da a; nicht durch p teilbar ist, so folgt es, dass ||z, = p~! und somit
y (0, 0) = [2all, = p~! > 0 fir 1 — oo,

woraus (14.33) folgt.
Folglich erhalten wir, dass fiir zwei Folgen {ax},., und {b};_, von p-adischen

Ziffern immer gilt
dp‘ Z akpk 7é dp' Z bk’pka
k=0 k=0

vorausgesetzt, dass aj # by fiir mindestens ein k. Es folgt, dass die Menge von den
Werten der Summe d,-> p-, agp” iiberabzihlbar ist, wie die Menge von allen Folgen
{ar}i=o- Somit ist auch die Menge Q, tiberabzéhlbar, wihrend Q abzéhlbar ist. Es
folgt, dass Q eine echte Teilmenge von Q, ist. Folglich ist (Q, d,) nicht vollsténdig.

Man erhélt ein explizites Beispiel von der Zahl z € Q, \ Q wenn man in der

Summe
o0
_ k
T = dy E agp
k=0

eine nicht-periodische Folge {a;} wéhlt.

14.16 * Lebesgue-integrierbare Funktionen

Betrachten wir den Raum X = C'[a, b] von stetigen Funktionen auf einem kompak-
ten Intervall [a, b] mit der 1-Norm wie folgt.

T =/ f (@) de.

Wir wissen, dass C'[a,b] vollstandig beziiglich der sup-Norm ist, aber jetzt betra-
chten wir die 1-Norm in C'[a,b]. Es ist leicht zu beweisen, dass die 1-Norm eine
Norm ist.

Die Vervollstandigung von (C'[a,b], ||-||,) wird mit L' [a,b] bezeichnet. Nach
Konstruktion ist L' [a,b] ein Banachraum wo C'[a,b] dicht liegt. Die Elemente von
L' [a, b] heiflen Lebesgue-integrierbare Funktionen.
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Bezeichnen wir mit R [a,b] den Raum von allen Riemann-integrierbaren Funk-
tionen auf [a,b] und zeigen, dass jede Funktion f € R][a,b] sich als Element von
L' [a, b] identifizieren lésst.

Lemma 14.29 Fiir jede Funktion f € R[a,b] gibt es eine Folge { f,}, oy aus C [a, b]
mat

/b|f—fn|d:r—>0fiérn—>oo. (14.34)

Beweis. Nach Aufgabe 122 gibt es eine Folge {g,} von Treppenfunktionen mit

b
/ |f — gn|dx — 0 fiir n — co.

Jede Treppenfunktion g, lasst sich offensichtlich mit einer stetigen Funktion f,
approximieren so dass

’ 1
a n
woraus (14.34) folgt. m

Es folgt aus (14.34), dass die Folge {f,} eine Cauchy-Folge beziiglich |-|, ist.
Somit ergibt die Folge {f.} ein Element [{f,}] von L'[a,b], was wir jetzt zu f
zuweisen. Es folgt auch, dass

b b
[ 1flde =t [CIplde=tml gl = NCGHL . (1439)

Es existieren Riemann-integrierbare Funktionen f # 0 mit

/ab|f|d:z::0.

Zum Beispiel, die Funktion f die nur an einer Stelle ¢ € (a, b) nicht verschwindet, hat
diese Eigenschaft. Es folgt aus (14.35) dass das zu f entsprechende Element [{ f,,}]
von L' [a,b] gleich 0 ist. Somit ist die oberhalb definierte Abbildung R [a,b] —
L' [a, b] nicht injektiv.

Lemma 14.30 Zwei Funktionen f,g € Rla,b] entsprechen einem FElement von
L' [a,b] genau dann, wenn

b
/ |f —g|dx=0. (14.36)

Beweis. Seien {f,} und {g,} die Folgen von stetigen Funktionen auf [a, b] mit

b b
/|f_fn|d$—>0 und /|g—gn|dx—>0 fiir n — oo.

Es folgt, dass
b b
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Somit gilt

was zu beweisen war. H

Zwei Funktionen aus R [a,b] heiflen dquivalent falls sie (14.36) erfiillen. Somit
enthélt L![a,b] neben stetigen Funktionen auch Aquivalenzklassen von Riemann-
integrierbaren Funktionen. Es gibt Elemente von L'[a,b] die nicht von Riemann-
integrierbaren Funktionen erzeugt werden.
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Chapter 15

Differentialrechnung in R"

15.1 Partielle und totale Differenzierbarkeit

Seien () eine offene Teilmenge von R™ und f : Q@ — R™ eine Funktion auf (2 mit
den Werten in R™. Wir benutzen die folgende Notation fiir die Komponenten von
zund f(x)

x= (21, ..., 2Ty)

und
@)= (fi@),..., fm (@),

wobei jedes fi (z) eine reellwertige Funktion auf €2 ist. Man schreibt f; () auch in
der Form fy, (z1,...,x,) so dass f; sich als eine reellwertige Funktion von n reellen
Variablen betrachten lasst.

Fixieren wir ein 7 = 1,...,n und ein k£ = 1, ...,m und betrachten die Funktion

1'] — fk (.Z'l, ...,iL‘j, ,.Z'n) y

wobei alle x; mit ¢ # j als Konstanten betrachtet werden. Ist diese Funktion dif-
ferenzierbar, so betrachten wir ihre Ableitung.

Definition. Die Ableitung von fj beztglich z; heifit partielle Ableitung 1-er Ord-
nung von f und wird mit or; bezeichnet, d.h.

% (+) = lim fr (@1, oz + ) — fo (@1, 2, o, ) '
833]- t—0

In dieser Notation wird ein rundes 0 statt eines geraden d benutzt. Die Ableitung
heifit partiell da es nur eine Variable z; von n Variablen benutzt wird.
Es gibt noch andere Notation fiir partielle Ableitungen wie folgt:

0
8_;?; = 0ifx = O, fro = (fi)y, = frs-

Definition. Existieren die partielle Ableitungen g—i’; fiir alle £ und j, so heifit die
Funktion f partiell differenzierbar in z. In diesem Fall lasst sich die Menge von

179
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allen partiellen Ableitung von f in einer m x n Matrix anordnen wie folgt:

fin fiz o S
Jp = <%> = (0 fr) = (fry) = Jar Tz - fom ; (15.1)
; f....l f2 f....

wobei k = 1,...,m ein Zeilenindex ist und 7 = 1,...,n ein Spaltenindex. Die Matrix
Jp = Js (z) heifit die Jacobi-Matriz von f an der Stelle .

Beispiel. Betrachten wir eine Funktion f () : R? — R!. In diesem Fall ist J; eine
1 x 2 Matrix, d.h. die Zeile

Jy = (01f1,00f1) = (0o f, 0y f) -

Die Funktion z (z,y) # (0,0)
B xQ—ny? €T,y 3 9
f @) _{ 0, (5y) = (0,0), "

ist in jedem Punkt (x,y) # (0,0) partiell differenzierbar und es gilt
of _y@®+y’) —wy2e _ y° —ya?

o.f =21
" (a2 +y2)? (a2 +y2)°

und analog
9, 3 — zy?
0,f = of _ v -y .

Oy (2*+y?)
Zeigen wir, dass f auch in (0,0) partiell differenzierbar. In der Tat haben wir nach
Definition o7 F(h.0)— £(0.0)

oz (00 = Jim h

da f (h,0) =0, und analog %5 (0,0) = 0. Somit ist f partiell differenzierbar in allen

Punkten von R2.
Allerdings ist die Funktion f nicht stetig im Punkt (0,0), da fiir jedes ¢t # 0 gilt
f(t,t) = 5 und somit

=0

lim £ (t,1) = 5 # 0= £ (0,0).

t—0

Funktion f (z,y) = xf—ny
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Erinnern wir uns daran, dass die Differenzierbarkeit von Funktion einer Variable
die Stetigkeit ergibt. Diese Eigenschaft gilt fiir die totale Differenzierbarkeit wie
folgt.

Definition. Eine Funktion f : ) — R™ heifit total differenzierbar in x € 2 falls es
eine lineare Abbildung A : R” — R gibt mit

f(x+h)=f(x)+ Ah+o(h) fir h — 0. (15.3)

Die lineare Abbildung A heifit die totale Ableitung von f in z und wird mit % (x)
oder f’(x) bezeichnet, so dass

fx+h)=f(x)+ f'(x)h+0o(h) fir h — 0.

Es ist aus Linearer Algebra bekannt, dass jede lineare Abbildung A : R" — R™
sich als eine m x n Matrix darstellen lasst, die auch mit A bezeichnet wird. Man
versteht Ah als das Produkt von m x n Matrix A und Spaltenvektor h aus R", was
einen Spaltenvektor in R™ ergibt.

Insbesondere ldsst die totale Ableitung f’(z) sich auch als eine m x n Matrix
darstellen.

Fixieren wir eine Norm || - || in R” und bezeichnen mit U, (z) die metrische Kugel
beziiglich der induzierten Metrik ||z — y||. Da die Menge €2 offen ist, so gibt es eine
Kugel U, (z) mit r > 0 die in 2 liegt. Somit fiir alle ~ € R™ mit ||h|| < r liegt x + h
in Q und f (x + h) wohldefiniert ist.

Das Landau-Symbol o (h) bezeichnet in (15.3) eine Funktion ¢ (h) mit den Werten
in R™ und mit

e (W]

7]

wobei im Zahler eine Norm in R™ steht. Da alle Normen in R" (und in R™)
dquivalent sind, so ist die Richtigkeit von (15.4) (und (15.3)) unabhéngig von der
Wahl von den Normen in R" bzw R™.

Definition. Die Variable A in (15.3) heifit das Differential von x und wird auch mit
dx bezeichnet (so dass dx € R" eine unabhéngige Variable ist). Die Funktion h —
Ah heifit das Differential der Funktion f in x und wird auch mit df (z) bezeichnet,
so that df = Adx = [’ (z) dx.

— 0fir h — 0, (15.4)

Beispiel. Sei B eine m x n Matrix. Betrachten wir die lineare Abbildung

f: R*"—R™

Dann gilt
f(x+h)—f(x)=B(x+h)— Bxr= Bh,

woraus folgt, dass f in jedem Punkt x differenzierbar ist und f’(z) = B.
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Satz 15.1 Ist die Funktion f : Q0 — R™ total differenzierbar im Punkt x € Q, so
gilt folgendes.

(a) f ist stetig in x.

(b) f ist partiell differenzierbar in x und es gilt

f' (@) = Jy (). (15.5)

Bemerken wir, dass f’(x) und J;(z) die m x n Matrizen sind. Es folgt aus
(15.5), dass die totale Ableitung f’ (z) eindeutig bestimmt ist, falls sie existiert.
Wir betonen, dass die totale Differenzierbarkeit aus der partiellen Differenzier-
barkeit nicht folgt, was das Beispiel der Funktion (15.2) zeigt.
Beweis. (a) Wir benutzen den Begriff von Operatornorm der linearen Abbildung
A:R" - R™

A
jAl = sup 1AM

. (15.6)
heR™\{0} ||h’||

Man kann zeigen, dass immer [|A|| < oo (siehe Aufgabe 141). Es folgt aus (15.6),

dass
[AR| < [JA[[[[A]] -

Da
f(x+h)—f(x)=Ah+o(h) fir h -0

so erhalten wir
1f (x+h) = f (@) < [JAR] + [lo (R)[| < [|A[ [[R]| + [lo (R)]| — O

fiir h — 0, woraus die Stetigkeit von f in x folgt.
(b) Sei f'(x) = A = (ax;) wobei k der Zeilenindex ist und j der Spaltenindex.
In der Identitat
f(x+h)—f(x)=Ah+o(h) fiir h -0 (15.7)

setzen wir h = (0, ..., 1, ...,0) wobei t € R auf Position j steht, d.h. alle Komponenten
von h aufler h; =t gleich 0 sind. Dann gilt

a1 ... A1y ... Qin 0 aljt
Ah = Qg1 ... Qgj ... Qkp t = akjt
Am1  --- Amj ... Amn 0 amjt

Die Identitdt von k-en Komponenten in (15.7) ergibt
fr(@+h)— fe(x) =(Ah), +o0(t) = ayt +o(t) fiirt—0,
d.h.
fr (@1, oz +1 o, 2) — fo (21, ) = agit +o(t) fir t — 0,
woraus folgt, dass

Afw

ar, () = fiyj (z) = ag;.
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Da die Eintrége von Jy (x) gleich fi.; (z) sind, so erhalten wir die Identitét (15.5).
u

Bemerkung. Im obigen Beispiel ist die Funktion f aus (15.2) in (0,0) nicht total
differenzierbar, da f unstetig in (0,0) ist. Aber wir haben gesehen, dass f tiberall
partiell differenzierbar ist. Somit

partielle Differenzierbarkeit # totale Differenzierbarkeit,
wobei nach dem Satz 15.1

totale Differenzierbarkeit = partielle Differenzierbarkeit.

Unter einer zusatzlichen Bedingung folgt die totale Differenzierbarkeit aus der
partiellen Differenzierbarkeit wie im nachsten Satz.

Satz 15.2 Sei f : Q) — R™ stetig partiell differenzierbar in Q@ C R™, d.h. f partiell
differenzierbar in allen Punkten von Q und alle Ableitungen 0;f sind stetig in €.
Dann st f total differenzierbar in jedem x € €.

Beweis. Betrachten wir zuerst den Fall m = 1, d.h. die Funktion f : {2 — R. Ohne
Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass x = 0.
Die Jacobi-Matrix J; ist eine 1 x n Matrix, d.h. ein Zeilenvektor

Jp=(Of,...,0nf).
Die totale Differenzierbarkeit von f in 0 wird folgen, falls wir bewiesen, dass
f(h)—f(0)=Js(0)h+o0(h) fir h — 0. (15.8)

Wahlen wir in R” die Norm ||-|| = ||| .. Sei r > 0 so klein, dass U, (0) C 2. Dann
nehmen wir an, dass ||h|| < r so dass h € Q. Betrachten wir eine Folge {aj}?:o von
Punkten in R™ wie folgt:

A

U0
ao = (0,...,0) = 0 ©

a=(hLh)Fh
a] = (hl, 0, ,O) ’ l' ’

a; = (hl, ceey hj,O, 70)

a=00)  a=(0
Ap = (hl, ,hn) =h

Die Punkte a; im Fall n = 2
Alle Punkte a; liegen in U, (0) und somit auch in €2, da ||a;|| < ||| < r. Wir haben

dann
n

F(R) = f(0) = f(an) = f(ao) =Y (f(a;) = f(a;-1)). (15.9)

J=1
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Die Funktion t +— f(hy,...,hj_1,t,0,...,0) ist fiir alle ¢t € [0, h;] definiert und dif-
ferenzierbar. Anwendung des Mittelwertsatzes zu dieser Funktion ergibt

flaj) — flaj1) = f (hl,...,hj,l, I ,o,...,o) _ (hl,...,hj,l,@, o,...,o)
= 0,f (hl,...,hj_l,,o,...,o) hy, (15.10)

wobei £ = £ (h) eine reelle Zahl zwischen 0 und h; ist. Bezeichnen wir

Cj = ¢y (h) = (hl, ...,hj_l,f,O, ,0) .

Es gilt ||¢;]| < ||h]| und somit ¢; — 0 fiir b — 0.
Es folgt aus (15.9) und (15.10), dass

n

FO) = FO) = Jp(O)h = 3 05f (e5)hi = D _0;f (0) by

=1
n

= > (9if (¢j) = 9;£(0)) Iy

j=1
Fir h — 0 gilt

n

> (051 (¢;) = 0;£ (0)) hy| < 1] Z 10;f (¢j) = 0;f (0)] =0 (h),

j=1
da ¢; — 0 und 0, f stetig ist so dass 0;f (¢;) — 9;f (0) — 0. Somit gilt
f(h) = f(0) = Jp(0)h=o(h) fiir h — 0,

was (15.8) im Fall m = 1 beweist.
Sei m beliebig. Da jede Komponente f; eine reellwertige Funktion auf €2 ist, so
ergibt der vorige Fall die totale Differenzierbarkeit von f; in jedem x € €2, d.h.

fr(x+h)— fi(x) = Axh+o(h) fir h — 0, (15.11)

wobei Aj eine 1 x n Matrix ist, d.h. eine Zeile. Sei A die m x n Matrix mit k-ter
Zeile Ay fir k= 1,...,m. Es folgt aus (15.11), dass

fx+h)—f(z)=Ah+o(h) fir h— 0,

woraus die totale Differenzierbarkeit von f in x folgt. m

15.2 Rechenregeln fiir totale Ableitung

Satz 15.3 (Linearitét) Sind die Funktionen f,g : Q — R™ total differenzierbar in
einem Punkt x € ), so ist auch ihre lineare Kombination af + bg mit a,b € R total
differenzierbar in x und es gilt

(af +bg)' (z) = af (z) + by (x).
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Beweis. Nach Definition gilt fir h — 0

fx+h)—f(x)=f(x)h+o(h)

und
g@+h)—g(x)=g (x)h+o(h).
Es folgt, dass die Funktion F' = af + bg erfiillt
F(z+h)—F(z)=(af (z)+bg' (x)) h+ o (h)
woraus ' (x) = af’ (z) + bg' (z) folgt. m
Satz 15.4 (Kettenregel) Seien U C R™ und V' C R™ offene Mengen. Seig:U — V
differenzierbar in einem Punkt © € U und f : V — R differenzierbar im Punkt

y=g(x) €V. Dann ist die Komposition fog: U — R' differenzierbar in x und es
gilt

(fog) ()= () g (x)|=f(9()g (z).

xeo yfg(x) o Ay)
&, _,
UCR? VC Rm R!
Jog

Bemerken wir, dass ¢’ (x) und f’ (y) lineare Abbildungen wie folgt sind:

R 2 g L .

Somit ist das Produkt (=Komposition) f’(y) ¢’ () wohldefiniert und ist eine lineare
Abbildung von R™ nach R, genauso, wie die totale Ableitung (f o g)’ (z).

Beweis. Wir haben

g(@+a)—g(x)=g (@)a+e(a),
wobei ¢ (a) = o (a) fiir a — 0, und

Fly+b)=f)=F o+ (b),
wobei 1) (b) = o (b) fiir b — 0. Um die Differenz

(fog)(x+a)—(fog)(x)=f(g(x+a))—f(g(z))
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abzuschitzen, setzen wir
b=g(x+a)—y=glz+a)—g(@)=g(x)a+ep(a). (15.12)
Es folgt, dass
(feg)lx+a)—(fog)(x) = [flglz+a))—flg(x)
fly+0)—f(y)

= f(y)b+v(b)
= f'ly) g (@) a+f(y)e(a)+(b). (15.13)

Das Glied f’ (y) ¢’ (x) a ergibt uns die totale Ableitung f’ (y) ¢’ (x) von fog, voraus-
gesetzt, dass

I (y)e(a)+v(b) =o0(a) fiira— 0. (15.14)

Um (15.14) zu beweisen, bemerken wir, dass

1" () e (@)l < 1 W) le (@)l = o(llall)  fir a — 0,

so dass
f (W) ¢ (a) =o(a) fiir a — 0.
Auch folgt es aus (15.12), dass

16l < llg" (=) all + [l (@)I] < llg" (@)l llall + ¢ (@)l = O (llall),

und somit
[& (O[] =o([[ol) = o (O |lal]) = o([lal])

woraus 1 (b) = o(a) folgt. =

Korollar 15.5 Unter den Bedingungen des Satzes 15.4 gilt

( Og k;] ka’z gl] . (1515)

wobei y = f (x).

Beweis. Die Ableitung (f o g),. ; ist der (k,j)-Eintrag von der Jacobi-Matrix und
somit auch von (f o g)" (nach dem Satz 15.1). Da

(fog) (@)= [ (y) g (x),

so gilt fiir den (k, j)-Eintrag nach der Regel von Matrizenmultiplikation

(f Og)m’ =(f'(y)d (x))kj = Zf/ kaz Y) gisj (x

was zu beweisen war. ®
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Sei l = 1, d.h. f:V — R. Dann gibt es in (15.15) nur eine Komponente
fr = fi = f, und wir erhalten

00, (/ (91 2) s g (@) = D20 (91 2) 195 () s g (2)) Doy (@) | (15.16)

Beispiel. Bestimmen wir die partiellen Ableitungen der Funktion
F(z,y) = (22 +y)"
im Bereich z > 0, y > 0. Bemerken wir, dass
F(z,y) =u"
wobei
u=2>+y und v =y’
dh. F = fog wobei f(u,v) =u’und g(z,y) = (z* +y,zy?). Bestimmen wir
zuerst die partiellen Ableitungen von f:
Ouf =vu’™' und O,f = u’lnuw.

Nach (15.16) erhalten wir

0. F' = 01f(9)0egr + Oaf (g) 0292
= 0uf(9)0x (2% +y) + 0uf (9) 0 (21)

= 2zvu’ !t +y*uInu

= 22°y° (° +y) W2 (2* + y)wy2 In (2% 4 y)
und analog

O = 01f(9)0yg1 + 0af (9) 9,92
= 0uf(9)0y (2" +y) +0uf (9) 0y (x9°)

vu’ ™t 4 2zyu Inu

= ay? (2" + y)myL1 + 22y (2% + y) W In (* +y).

Korollar 15.6 (Ableitung der inversen Funktion) Seien U und V' zwei offene Teil-
mengen von R™. Sei g : U — V eine bijektive Funktion die in einem Punkt x € U
differenzierbar ist. Sei die inverse Funktion f = g=' im Punkt y = g (z) differen-
zierbar. Dann gilt

fly) =g @) (15.17)

Die beiden totalen Ableitungen f’(y) und ¢’ (z) sind n x n Matrizen, und nach
(15.17) ist f" (y) die inverse Matrix von ¢’ (z).
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Beweis. Die Komposition f o g ist die identische Abbildung I : U — U, d.h.
I (z) = z. Dann gilt I’ (x) = Id wobei Id die identische n x n Matrix ist. Somit
haben wir nach der Kettenregel

ld=1"(z)=(fog) (z)=f () g (v),
woraus (15.17) folgt. m

Beispiel. Betrachten wir die kartesischen Koordinaten (x,y) in R? \ {0} als Funk-
tionen von den Polarkoordinaten (r,6), d.h.

(x,y) = (rcosf,rsinf) =: g (r,0).

Die totale Ableitung von g (r, #) existiert und stimmt mit der Jacobi-Matrix tiberein

g’:Jg:(xr x9>:(cos9 —rsm@)’ (15.18)

Yr Yo sinf  rcos6

da J, stetig beziiglich (r,0) ist.

Sei f eine total differenzierbare Funktion von (z,y) in einer offenen Teilmenge
von R? \ {0}. Einsetzen z und y als Funktionen von 7,6 ergibt uns f als Funktion
von r, 0. Mit Hilfe von (15.18) erhalten wir

fr=(fog), = faxr + fyyr = focosO + f,sinf

und
fo = foxo + fyyo =1 (—fusin@ + f, cosf).

Zum Beispiel, fiir die Funktion

fx,y) = xe?
erhalten wir
f, =eYcosf + ze¥sinf = e cos 6 + re” 5% sin 6 cos 0
und
_ Y o Yy o rsind _: 2 rsin@ 2
fo=r(—e’sinf + xe? cosl) = —re sinf + re cos” 6.

Sei h die inverse Abbildung von g, d.h. h ergibt die Polarkoordinaten durch die
kartesischen Koordinaten,

h(z,y) = (r.0).
Wir erhalten nach (15.17)
N (g')fl B ( cosf) —rsind )_1

sinf rcosf

B cos 6 sinf '\ x/r y/r
o\ —sinf fcosf )\ —y/r? x/r? )

r

r Te Ty
=i i)

Andererseits gilt
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woraus folgt

(15.19)

T\Dl &‘3 | <

__ Y _
ex__ﬁu ey_

Natiirlich erhalt man diese Identitdten auch direct aus r = (/2% + y2 and tanf =

y/x.
Ist f eine total differenzierbare Funktion von (7, ), so erhalten wir mit Hilfe von

(15.19)

1
fe=(foh), = fire + fol. = zfr — %f@ = f.cos0 — = fpsinf
T T T

und
x i 1
fy=(fo h)y = fory + foly, = %fr + T—2fe = f,.sinf + ;fg cosf.
Zum Beispiel, fiir f = r%sin bf erhalten wir

fo = ar®'sinbf cosh — br*! cos bl sin @

und
fy = ar®tasin bf sin O + br! cos bé cos 6.

15.3 Richtungsableitung und Mittelwertsatz

In diesem Abschnitt betrachten wir zwei Anwendungen des Begriffes von totaler
Ableitung.
Definition. Sei f eine reellwertige Funktion auf einer offenen Menge €2 C R". Fiir
jedes x € €2 und fiir jeden Vektor v € R™ definieren wir die Richtungsableitung
0 tv) —
O f (z) = —f(x) = limf(x+ v) = /)

ov t—0 t ’

vorausgesetzt, dass der Limes existiert (wobei ¢ eine reelle Variable ist).

In anderen Wortern, 0, f (z) = ¢’ (0) wobei ¢ () = f (v + tv) .
Die partielle Ableitung 0, f ist ein spezieller Fall der Richtungsableitung. In der
Tat betrachten wir den Basisvektor

ej = (0,..,0,1,0,..,0)

J

wobei die Eins an der Position j steht. Dann gilt

ajf :aejfv
da
7 — L) =S _
_ hmf(xl,...,:cj +ty ey xy) — f (21,0 20) _of

t—0 t
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Satz 15.7 Ist die Funktion f : Q) — R total differenzierbar in x dann existiert die
Richtungsableitung O, f (x) fir jedes v € R™ und es gilt

0.1 (2) = 1 (@)v = 30, (@) vy,

Beweis. Es folgt aus der Definition von totaler Differenzierbarkeit, dass
flx+tv)—f(z)=f(z)(tv)+o(t) firt—0

Dividieren durch t ergibt

o =i HEE L) i (o0 42 = o)

t t—0 t

Insbesondere sehen wir, dass die Abbildung v +— 0, f () linear ist, was aus der
Definition nicht offensichtlich ist.

Im néchsten Satz benutzen wir die Strecke [z, y] zwischen zwei Punkten z,y €
R", d.h.
oy = {(1— )z +ty:0<t <1}

Satz 15.8 (Mittelwertsatz) Sei f eine reellwertige total differenzierbare Funktion
auf einer offenen Menge Q2 C R". Seien x,y zwei Punkte in Q@ mit [z,y] C 2. Dann
es gibt einen Punkt & € [x,y] mit

fly) = f@)=f )y —a). (15.20)
Beweis. Setzen wir v = y — x und betrachten die Funktion
gt)=f(x+tv) fir te0,1],

so dass g (0) = f(z) und ¢g (1) = f(y). Die Funktion g ist in [0, 1] differenzierbar
als Komposition von den Funktionen ¢ +— z + tv und f. Nach dem Mittelwertsatz
aus Analysis I gibt es ein ¢ € [0, 1] mit

f)=f@)=flz+v)-f@)=9(1)-g(0)=g().
Die Kettenregel ergibt
qdt) = 0 (f(z+tv) = i&-f(a:—l—tv)@t (v +tv),
= zn:é)if(a:+tv)vi = [ (z+tv)v,
woraus folgt )

f)=f(@)=f(z+tv)v.
Da ¢ :=x+tv=(1—t)z+tyin [z,y| liegt, so erhalten wir (15.20) =
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15.4 Partielle Ableitungen hoherer Ordnung und
Satz von Schwarz

Seien (2 C R" eine offene Menge und und f eine reellwertige Funktion auf €. Ex-
istiert die partielle Ableitung 0;f in €2, so man kann diese Funktion weiter ableiten
und die partielle Ableitung 2-ter Ordnung betrachten:

9; (0;f) -

Existiert diese Ableitung, so bezeichnet man sie mit d;; f oder aa?f If Fall © # j

;0

heif3t 35,23]; - die gemischte Ableitung.
10T

Analog kann man die partiellen Ableitungen hoherer Ordnung betrachten wie

folgt

ok f
81’,102?1281% .
Die Zahl k hier heifit die Ordnung der Ableitung. Die Ableitung der Ordnung 0 ist
die Funktion f selbst.

81161281kf - azllglkf =

Satz 15.9 (Satz von Hermann Schwarz) Nehmen wir an, dass die Funktion f : Q —
R in Q die beiden partiellen Ableitungen O;;f und Oj f hat, und dass O f und 0 f
in Q stetig sind. Dann gilt 0;; f (z) = 0;:f (z) fir alle x € Q.

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass * = 0 und
1 =1, 7 = 2. Im Beweis werden die Variablen x3, ..., z,, konstant sein. Somit konnen
wir die Funktion f als eine Funktion nur von 1, x5 betrachten, d.h. we konnen auch
annehmen, dass n = 2. Bezeichnen wir die Koordinaten in R? mit (z,y).

Da die Funktion f = f(x,y) in der Nahe von (0,0) definiert ist, so gibt es ein
€ > 0 so dass f im Quadrat

Q={(z,y) eR*: |z| <&,y <}

definiert ist. Angenommen, dass die Ableitungen 0,, f und 9y, f in () existieren und
stetig sind, beweisen wir, dass 0., f (0,0) = 0,,f (0,0).
Fir jedes 0 < h < € gilt

h
f(h,h>—f<h,o>=/o 0,7 (h,s) ds

und auch

h h
8yf(h,s)—8yf(0,s):/0 Oxayf(t,s)dt:/o Ouy f (t,s)dt,

woraus folgt

f(h,h)—f(h,O):/ohayf(o,s)ds+/0h </Oh3xyf(t,s)dt> ds.
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h
/0ayf<o,s>ds=f<o,h>—f<o,o>,

Fhh)— F(h,0) — F(0.0) + F(0,0) = /(/ 0uf (1901 ds
(e
+/0h</0h(xyf(t,s)—axyf(O,O))dt)ds.

/h (/haxyf(o,())dt) ds = Oy, f (0,0) h?
0 0

und nach der Stetigkeit von 0, f

/Oh (/Oh (Opy f (t,8) — Oy f (0,0))dt) ds| <

fiir h — 0, so erhalten wir

f(h7h)_f(hao)_f(()?h)_’_f(()?o):axyf(070)h2+0(h2)'

so erhalten wir

sup |axyf (tv S) - axyf (07 O)l h2 =0 (h2>

t,s€[0,h]

Analog erhalten wir

f (hoh) = £ (0,h) = f (h,0) + f (0,0) = 8,0 f (0,0) h* + o (h)
woraus folgt
axyf (07 O) = ayaﬁf (07 O) ’
was zu beweisen war. =

Ohne die Voraussetzung von Stetigkeit konnen Sie Ableitungen 9,,f und 0, f
verschieden sein, wie im nachsten Beispiel.

Beispiel. Betrachten wir die folgende Funktion in R?

[ wEE () £0,0),
“””’y)‘{o, Y ) = (0,0),

und berechnen 0., f (0,0) und 9y, f (0,0). Nach Definition gilt

Oy f (0,0) = 8,0, f (0,0) = lim %/ (,0) = 9,/ (0,0).

x—0 €T

So, berechnen wir zuerst 0, f (x,0) fiir alle z € R:

IRT f(:c,y)—f(x,()) %2—y2
0yf(x,0)—£1ir(l) y _@lzi%xe—{—y =
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woraus folgt
Opy £ (0,0) = 0,0, f (0,0) = 1.

Analog haben wir

0uf (0.4) = lim LW =L Oy _ 2" =y

z—0 x o072 1 y?

=Y

und

Oyaf (0,0) = —1.
Somit gilt @y, f (0,0) # 0, f (0,0) .

Definition. Eine Funktion f : Q — R heiit k-fach (partiell) stetig differenzierbar
falls alle partielle Ableitungen von f der Ordnung < k existieren und stetig in €2
sind. Die Menge von allen k-fach stetig differenzierbaren Funktionen auf Q wird
mit C* (Q) bezeichnet. Insbesondere wird mit C'(Q) = C° () die Menge von allen
stetigen Funktionen auf €2 bezeichnet.

Es ist klar aus der Definition, dass C* (Q) c C*1(Q).

Korollar 15.10 Fiir jede Funktion f € C*(Q) ist der Wert von jeder partiellen
Ableitung der Ordnung < k wunabhdngig von der Reihenfolge von Ableiten. D.h.,
fur jede Folge iy, ...,1, von m < k Indizes und fir jede Permutation ji,..., jm vON

il, ciey Zm gllt @1sz = ajlemf.

Beweis. Nach dem Satz 15.9 gilt folgendes: jede zwei aufeinanderfolgende Indizes
in der Folge i1, ...7,, , z.B. 7; und 7;41, lassen sich vertauschen ohne den Wert von
Oi,..i.. [ zu andern, da

az'l...z'lml...z'mf = ailu.il,l (ailai“rl) a@'HQ....imf
= @‘1...@'1,1 (aim il) ailﬁ....imf
= @lel+1’bllmf

Da jede Permutation jy, ..., J,, von iy, ..., i, sich als eine Reihe von Vertauschen von
aufeinanderfolgenden Indizes darstellen lésst, so gilt 0;, ;. f =0j,..j.f ®

Nach Korollar 15.10, fiir jede Funktion f € C*(Q) ldsst sich jede partielle
Ableitung 0;,. ;. f mit m < k wie folgt darstellen:

Oy i/ =011 2.2 n.nf
NSV

aq ag an,

wobei «; die Anzahl von 1 in der Folge 1;....1,, ist, ay — die Anzahl von 2, usw., so
dass
a; + ... +a, =m.

Diese Ableitung wird auch wie folgt bezeichnet:
omf

= aq a9 :
0x" 0x5*...0xon

Oiy.im | (15.21)
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Definition. Jede Folge o = (ay, ..., ;) von nichtnegativen ganzen Zahlen oy heif3t
Multitnder von Dimension n. Die Menge von allen Multiindizes von Dimension n
wird mit I" bezeichnet. Fiir jeden Multiindex a € 1" definieren wir die Ordnung
(den Betrag) von « mit

la| = ay + .. + .

Fiir jede Funktion f € C*(Q) und fiir jeden Multiindex a € I" mit |a| < k
definieren wir die a-Ableitung von f mit

olel f

D*f = .
/ 0x 10y ...0xon

Insbesondere D°f = f.
Es folgt aus dem Korollar 15.10, dass fiir jede Funktion f € C*(Q) und fiir
beliebige Multiindizes «, 3 mit |a| + |3] < k gilt

D**Pf = D*(D°f) = D’ (D“f).

15.5 Taylorformel

Im nachsten Satz benutzen wir die folgende Notation: fiir jeden Multiindex o =
(v, ..., ) € I setzen wir
al == aqlas!...ay!,

und fiir jeden Vektor z = (21, ...,x,) € R”

o, .01 00
xr = .1'1 {Ez L

Qn
n

(wobei z" =1 fir a; = 0).

Hauptsatz 15.11 (Taylorformel mit der Restgliedform nach Peano) Sei Q eine
offene Teilmenge von R™. Fiir jede Funktion f € C*(Q) mit k > 0 und fiir jedes
a € gilt

f(z)= Z Df(a) (z—a)*+o(|z—alf) firz— a (15.22)

al
{a€l™:|a|<k}

Umgekehrt, gilt fir reelle Koeffizienten c,

f(x)= Z o (z—a)*+o(|lz —a|*) firz— a, (15.23)

{a€l”:|a|<k}

D% f(a)

al

so haben wir ¢, =

Nach der Offenheit von € liegt z in © (und somit f (z) ist wohldefiniert), vo-
rausgesetzt, dass ||z — a| hinreichend klein ist.

25.01.19
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Definition. Die Funktion

L@ = Y ZL@ e (15.24)

|
{a€l™:|a|<k} a:
_ oy 20 @ma) )™
B a1 n | |
{a€l™:|a|<k} 31‘1 “'&U% a1:...Q0!

heif3t das Taylor-Polynom der Ordnung k der Funktion f im Punkt a. Die ausfiihrliche
Notation fiir das Taylor-Polynom ist T} ¢ (x; a)

Es ist klar, dass T} () wirklich ein Polynom beziiglich der Variablen z, ..., z,
ist und T} (0) = f (a). Die Taylorformel lésst sich wie folgt umschreiben:
f(x) =Ty (z) + o(||z — a||") fir 2 — a. (15.25)

Somit ist T} (x) eine Approximation von f (x) fiir kleine Werte von  — a mit dem
Approximationsfehler o(||z — a|*).
Die zweite Aussage des Satzes 15.11 bedeutet folgendes. Gilt

f(z)=P(z)+o(|z—al") fir z —a (15.26)
fir ein Polynom P (z) = ) c,x® von = des Grades < k, so gilt P = T}. Somit ist

T} das einzige Polynom des Grades < k, das (15.26) erfiillt.
Seien n = 1 und {2 ein offenes Intervall. Dann ergibt (15.24)

Ff@) (g
L) = 3270 (o gy

al

so dass

f(x)= Zi: 1 '(a) (x—a)*+o (|x - a|k> fir z — a,

(e

was mit der Taylorformel des Satzes 9.2 iibereinstimmt.
Sei n beliebig und a = 0, so dass

Ty (x) = Z D7 (0) z%.

{a€l":|a|<k}

Stellen wir T} (x) expliziter fiir k = 0, 1,2,3 dar. Fiir |o| = 0 gilt « = (0, ...,0) und
somit

D= f (0)

und somit

Fiir |of =1 gilt
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mit 1 an einer Position ¢ und mit allen anderen Komponenten gleich 0. Somit haben

WIr

Dail(O) ¢ = &f (0) ZT;

und

Z Daf!(O)xa = Zazf (0)z; = f'(0) .

«
{a€l™:|a|=1}

Es folgt, dass
Ty (x) = f(0) + Zaif (0)x; = f(0) + f'(0) =.

Fiir |of = 2 gibt es zwei Moglichkeiten: entweder

a=(0,..2,..,0)

mit 2 an einer Position ¢, oder

mit 1 an zwei Positionen ¢ < j. Im ersten Fall haben wir

D (0) o _ 0 (0) »

a! 2 v

und im zweiten Fall

woraus folgt

Df(0) o ~x—3duf(0)
{a€l™:|a|=2} =1 {1<Ki<j<n}

Somit erhalten wir

T, (2) = £ (0) + Y 0uf O+ Y WlOzy S 0,70 wir,

{1<i<j<n}
Fiir |a| = 3 gibt es drei Moglichkeiten: entweder

a=(0,..3,..,0)

mit 3 an einer Position ¢, oder

(15.27)
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mit 1 an drei Positionen 7 < j < j. Daraus folgt:

6 2

{i#4} {1<i<j<i<n}

Ty (o) =To () + 3 2L O s 5~ 2f O S~ 5 F(0) 2y
=1

(15.28)
Zum Beispiel, sei n = 2. Dann bezeichnen wir die Koordinaten in R? mit (z,y)
anstatt (z1,xq). Es folgt aus (15.27), dass

By e.) = F(0) + 00 f (02 + 9, (0 + 50:0f (0) 0+ 50, F (O + D f (0) 2,
(15.29)
und aus (15.28)

1 1 1 1
s (z,y) =T (x,y)+ Baﬂcsz (0) z’ + éayyyf (0) y3 + §amyf (0) x2y+ §axyyf (0) $y2-
(15.30)

Beispiel. Bestimmen wir die Taylor-Polynome T (x,y) und T3 (x,y) der Funktion
f(xz,y) = 2¥ im Punkt a = (1,1). Analog zu (15.29) haben wir

T,(ey) = F(@)+0uf (@)@ —1)+8,(a) (y~ 1)
by (@) (2= 14 503, (@) (5 — 1 400y (0) (2 = 1) (y— 1).
Bestimmen wir die partiellen Ableitungen von f erster und zweiter Ordnung:
Opf = 2!, 9,f =a¥Inz

Owef =y (y— 122 Opyf =yz’ 'Inx+2v"' 9,f=2"n’z

so dass

Ouf (a) =1, Oyf (a) =0,
Opuf () =0, Opyf(a)=1, 0Oy f (a) =0,
Es folgt, dass

T(z,y)=1+(x—1)+(x—-1)(y—1)=1—-y+zy.

Analog zu (15.30) haben wir

Ty(r) = o) 4+ 50umaf (@) (2 D+ 0] (a) (g~ 1)
$yDeay (0) (= 1 (g = 1) + 50 f (0) (= 1) (g — 17

Bestimmen wir weiter die partiellen Ableitungen von f dritter Ordnung:
Ovaaf =y (y—1)(y—2)2V>, Opyf =2V 2y +y*Inz—ylnz —1)

Opyuf =2V (In2) (ylna +2), 9y, f =Y In®z

so dass

axac:cf (CL) = 07 ax:cyf (CI,) = 17 8Ct?yyf (a) = 0’ ayyyf (CL) =0.
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Es folgt, dass

Ty(a,y) =14 (@~ 1)+ (= 1)y -1+ 017 1),
Zum Beispiel, fiir z = 1.02 und y = 1.1 erhalten wir

1
1.02"" ~ T3 (1.02,1.1) = 1+ 0.02 + 0.02 x 0.1 + 5 X 0.02% x 0.1 = 1.02202.

10 1.1
< 12 15

Funktionen a¥ (blau), T3 (x,y) (rot) und der Punkt (1,1,1) (rot)

15.6 Lokale Extrema

Wir benutzen hier die Taylorformel um lokale Extrema von Funktionen in R" zu
untersuchen.

Seien (2 eine offene Teilmenge von R™ und f : 2 — R eine Funktion.

Definition. Ein Punkt a € € heifit lokale Maximumstelle von f falls es eine Kugel
U, (a) C Q gibt so dass a eine Maximumstelle von f in U, (a) ist, d.h.

f(a) > f(x) fir alle x € U, (a) .
Analog definiert man lokale Minimumstelle. Der Punkt a heifit lokale Extremum-

stelle von f, falls a lokale Maximum- oder Minimumstelle ist.

In diesem Abschnitt besprechen wir die notwendigen und hinreichenden Bedin-
gungen fiir lokale Extrema. Wir fangen mit der Verallgemeinerung des Satzes von
Fermat.

Satz 15.12 Sei a € M eine lokale Extremumstelle von f in €. Ist f in a differen-
zierbar, so gilt f' (a) = 0.
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Die Bedingung [’ (a) = 0 ist dquivalent zu 0, f (a) = Oof (a) = ... = I f (a) = 0.
Beweis. Sei a eine Maximumstelle von f in U, (a) C Q. Fixieren wir ein v € R”
und betrachten die folgende Funktion

g(t)=f(a+tv)

von reeller Variable ¢t aus einem Intervall (—¢,¢), wobei € > 0 so klein ist, dass
a+tv e U, (a) fir alle t € (—¢,¢).
Die Funktion ¢ (¢) hat in ¢ = 0 eine Maximumstelle da

g(0)=f(a)> fla+tv) furallete (—¢,¢).
Die Funktion ¢ (¢) ist in ¢ = 0 differenzierbar, da nach dem Satz 15.7

g'(O):]ij:hmf(a—i‘tvt)—f(a)

t—0 t t—0

=0,f (a) = ['(a)v.

Nach dem Satz von Fermat erhalten wir ¢’ (0) = 0, woraus folgt, dass f’ (a)v = 0 fiir
alle v € R™ und somit f’ (a) = 0, was zu beweisen war. =

Definition. Sei f in 2 differenzierbar. Die Punkte x € Q wo f’ (z) = 0 heiflen die
kritischen Punkte von f.

Um die lokalen Extremumstellen von f zu bestimmen, man soll zuerst alle kri-
tische Punkte finden und danach jeden kritischen Punkt weiter untersuchen.

Beispiel. Betrachten wir die Funktion

50 20
flz,y) =2y + —+ —
Ty

im Bereich Q = {(z,y) € R?: z > 0,y > 0} . Es gilt

2
&Cf:y—@ und ayf:x—y—g.

12

Die Gleichungen fiir die kritischen Punkte sind

fz (l’,y) =0 und fy (x,y) = Ov

d.h. -
y—22=0 2%y = 50
{x—i—g_o <:>{gny2:20.
Es folgt
2 \2
2
o 200 oy
xy? 20
und )
2 400
y3:(xy) — 228, y=2

2y 50
Somit gibt es einzigen kritischen Punkt (5,2).
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Sei x ein kritischer Punkt von f. Um zu bestimmen ob x lokale Extremumstelle
ist, verwenden wir die Ableitungen 2-ter Ordnung.

Definition. Fiir jede Funktion f € C?(Q) definieren wir die totale zweite Ableitung
f" (x) als die folgende n x n Matrix:

onf(z) Owif(xr) ... Onf(x)
P (2) = @uf @), = | P20 O] Ol
Onif (x) Onaf (z) ... Onnf ()
Diese Matrix heif3t auch die Hesse-Matriz von f.

Nach dem Satz 15.9 gilt 0;;f = 0;; f so dass die Hesse-Matrix symmetrisch ist.
Jede symmetrische n x n Matrix A = (a;;) mit reellen Eintrdgen bestimmt eine
quadratische Form

Q(u) = Qa(u) = Z QiU Uy

ij=1
als eine Funktion von v € R".

Definition. Eine symmetrische n x n Matrix A (und ihre quadratische Form @)
heifit

e positive definit falls @ (u) > 0 fiir alle u # 0 (Schreibweise A > 0);

e positiv semidefinit falls Q (u) > 0 fiir alle u € R™ (Schreibweise A > 0);
e negativ definit falls @ (u) < 0 fiir alle u # 0 (Schreibweise A < 0);

e negativ semidefinit falls @ (u) < 0 fiir alle u € R™ (Schreibweise A < 0);
e indefinit falls @ (u) positive und negative Werte annimmt.

30.01.19
Bemerken wir, dass @ (0) = 0. Somit ist 0 eine Minimumstelle von @) genau dann,

wenn ) (u) > 0 fiir alle u > 0, d.h. wenn A > 0. Analog ist 0 eine Maximumstelle
von () genau dann, wenn A < 0.

Beispiel. Die identische Matrix A = id erzeugt die quadratische Form @ (u) =
u? + ... +u?, die offensichtlich positiv definit ist, so dass A > 0.

Im Fall n = 2 betrachten wir die Matrix
0 1
a=(10)

Q (U) = 2U1UQ.

Da @ (u) positive und negative Werte annimmt, so ist A in diesem Fall indefinit.

mit der quadratischen Form
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Satz 15.13 Seien Q C R™ eine offene Menge und f eine Funktion von C? (). Sei
a ein kritischer Punkt von f, d.h. f'(a) = 0.

(a) (Notwendige Bedingung fiir lokales Extremum) Ist a eine lokale Mazimum-
stelle von f, so qilt f"(a) < 0. Ist a eine lokale Minimumstelle von f so gilt

£ (a) = 0.
(b) (Hinreichende Bedingung fiir lokales Extremum) Gilt f” (a) < 0 so ist a eine
lokale Mazimumstelle von f. Gilt f” (a) > 0 so ist a eine lokale Minimumstelle von

f.

Als eine Folgerung von (a) erhalten wir folgendes: ist f” (a) indefinit so ist a
keine Extremumstelle.

Beweis. Ohne Beschréankung der Allgemeinheit nehmen wir @ = 0 an. Nach (15.27)
haben wir das Taylor-Polynom von f in 0

) = fO+Y0F 0)n+5 D0 0+ 3 0,7 0w,

1<i<j<n

= f0)+ f(0)x —I—%Zzaijf (0) ziz;,

i=1 j=1
wobei wir benutzt haben, dass
1 o — 1
i=1 j=1 i=j  i<j >

=1

i<j

da 8Uf (O) Tl = jif (O) Ty
Sei @ die quadratische Form der Matrix % f” (0). Nach der Taylorformel gilt

f@)=7r0)+f0)z+Q(x)+o0 (||xH2) fir z — 0.
Da f'(0) = 0, so folgt es, dass
@)= f(0)=Q (x)+o(|z|?) firz— 0. (15.31)

(a) Sei 0 eine lokale Minimumstelle. Beweisen wir, dass f” (0) > 0d.h. @ (z) >0
fir alle x € R™. Ersetzen wir in (15.31) z mit tx fiir ¢ € R und erhalten

fz) = f(0)=Qx)t*+0(¢?) firt— 0.

Da 0 eine lokale Minimumstelle ist, so gilt f (tx) > f(0) fir hinreichend kleinen
Werte von t, woraus folgt
Q(z)t* +o(t?) > 0.

Dividieren durch ¢* ergibt fiir ¢ — 0, dass Q (x) > 0, was zu beweisen war.
Analog beweist man f” (0) < 0 im Fall wenn 0 eine lokale Maximumstelle ist.
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(b) Sei f”(0) >0, d.h. @ (z) > 0 fiir alle z € R™ \ {0}. Beweisen, wir, dass
f(x)>f(0)

fir alle  # 0, vorausgesetzt, dass ||«| hinreichend klein ist. Nach (15.31) reicht es
zu beweisen, dass fiir hinreichend kleine Werte von ||z ||

Q(x)+o (HxHQ) > 0.

Die Funktion @ (x) ist stetig auf R", da @ eine lineare Kombination von stetigen
Funktionen x;x; ist. Betrachten wir die Menge

S={zeR":|z| =1}

(der Rand der Kugel U (0)). Die Menge S ist offensichtlich beschrénkt (da S C
U (0)) und abgeschlossen, da S das Urbild von {1} unter der stetigen Abbildung
x +— ||z|| ist. Nach dem Extremwertsatz (Korollar 14.21) besitzt die Funktion @ (z)
ein Minimum auf S. Sei m = ming Q.

Da @ (z) auf S positiv ist, so gilt m > 0. Fir jedes z # 0 gilt ey € S, woraus

folgt
[l

Q () = m|lz|*.

und somit

Andererseits fiir jedes € > 0 gilt
2 2
o ([lz[I°)| <l

vorausgesetzt, dass ||z|| hinreichend klein ist. Wahlen wir ein ¢ < m und erhalten,
dass fiir alle  # 0 mit hinreichend kleiner Norm ||z gilt

Q (@) +o(ll2l”) = (m —e) [lz[* > 0,

was zu beweisen war. Analog beweist man, dass im Fall f”(0) < 0 der Punkt 0 eine
Maximumstelle ist. m

Bemerkung. Die Definitheit von einer symmetrischen Matrix A = (aij)zjzl lasst
sich mit Hilfe von Eigenwerten wie folgt bestimmen. Die Eigenwerte von A sind
die Nullstellen des charakteristischen Polynom det (A — AId). Da A symmetrisch
ist, so sind alle Eigenwerte Ay, ..., A, von A reell. Die quadratische Form @ (u) von
A lésst sich mit Hilfe von einer bijektiven linearen Transformation v = v (u) zur
Diagonalform fiihren:

Q (u) = \vi + ... + A2
Somit erhalten wir die aquivalenten Bedingungen:
1. A>0«alle \; >0
2. A>0 < alle \; >0

3. A<0 < alle \; <0
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4. A<0 & alle \; <0
5. A ist indefinit < es gibt 4, j mit A; > 0 und \; < 0.
Im Fall n = 2, fiir die Matrix

ail Az
A=
a12 Qa2

die Vorzeichen von A; und A, lassen sich leicht bestimmen ohne die Werte von \;
und Ay zu berechnen. Es ist bekannt, dass

)\1 + /\2 = SpllI'A = ay1 + ag

)\1)\2 = detA= a11Q99 — a%z.

Im Fall det A < 0 haben die Eigenwerte verschiedene Vorzeichen und somit ist die
Matrix A indefinit. Im Fall det A > 0 und Spur A > 0 sind die Eigenwerte positiv
und somit A > 0. Im Fall det A > 0 und Spur A < 0 sind die Eigenwerte negativ
und somit A < 0.

Es gibt auch andere Methoden um die Definitheit von A zu bestimmen. Zum
Beispiel, das Sylvester-Kriterium besagt folgendes: A > 0 genau dann, wenn alle
fiihrende Hauptminoren von A positiv sind, d.h. fiir alle 1 < k < n,

det (aij)?’j:l > 0.

Beispiel. Betrachten wir die Funktion f (z,y) = zy+ 2 + % im Bereich {z,y > 0}.
Wir wissen schon, dass diese Funktion den einzigen kritischen Punkt (5,2) hat. Die
Hesse-Matrix in diesem Punkt ist

1

A

fmm fzy 110_30 1

Da det und Spur positiv sind, so ist die Hesse-Matrix positiv definit und (5,2) eine
lokale Minimumstelle.

— ot

x ' 40 35

Die lokale Minimumstelle von f
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Beispiel. Bestimmen wir die kritischen Punkten der Funktion
flzy)=22"+y* —a® - 2°

in R%2. Wir haben
Opf =82° —2r und 9,f = 4y° — 4y

so dass die Gleichungen fiir die kritischen Punkte sind

8x® — 22 =0,
4y — 4y = 0.

Es folgt x = 0, j:% und y = 0, £1, insgesamt 9 kritische Punkte. Die Hesse-Matrix
ist
f// — 8mf 8xyf _ 241‘2 —2 0
vy Oyyf 0 1292 —4 )~
Im Punkt (0,0) ist die Hesse-Matrix
-2 0
0 —4

negativ definit, so dass (0, 0) eine lokale Maximumstelle. In den Punkten (0, £1) ist

die Hesse-Matrix
-2 0
0 8

indefinit, so dass (0, +1) keine lokale Extremumstellen sind. In den Punkten (j:%, 0)
ist die Hesse-Matrix

4 0

0 —4

indefinit, so dass (i%, 0) keine lokale Extremumstellen sind. In den Punkten (j:%, j:l)
ist die Hesse-Matrix

4 0

0 8

positiv definit, so dass diese Punkte lokale Minimumstellen sind.
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10 -14

Die kritischen Punkten von f

Somit hat f es eine lokale Maximumstelle in (0,0) und vier lokale Minimum-
stellen in den Punkten (:I:%, j:l) . Die kritischen Punkte (0,41) und (:I:%, O) sind
keine lokale Extremumstellen. In der Nahe von diesen Punkten sieht der Graph der
Funktion f wie ein Sattel aus.

15.7 Satz von der impliziten Funktion

Betrachten wir das folgende Problem: gegeben sei eine reellwertige Funktion F'(z,y)
auf einer offenen Menge 2 C R? man bestimme y als Funktion von x aus der
Gleichung F' (z,y) = 0. Gibt es eine stetige Funktion f (z) so dass

F(z,y)=0&y=f(x) (15.32)

(moglicherweise in einer Teilmenge von (2) so sagt man, dass die Funktion f (z)
durch die Gleichung F'(z,y) = 0 implizit definiert wird. Héaufig wird der Begriff
“implizite Funktion” benutzt, was bedeutet nicht anderes als “implizit definierte
Funktion”.

Betrachten wir die Menge

M = {(z,y) eR*: F (z,y) =0} .

Dann soll der Graph von der impliziten Funktion f in M liegen.

Beispiel. Die Menge von Punkten (z,y) € R? die die Gleichung
4yt =1 (15.33)

erfiillen, ist ein Kreis. Der Kreis ist kein Graph, aber besteht aus zwei Graphen
von den stetigen Funktionen y = £+/1 — 22 auf o € [—1,1]. Diese zwei Funktionen
werden implizit von der Gleichung (15.33) definiert.
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Beispiel. Betrachten wir noch eine andere Gleichung;:
x+cosr+y+5siny =0, (15.34)

die sich nicht explizit 16sen lasst.

8+
Die Menge von Punkten (z,y), die (15.34) erfiillen

Die Menge M von Punkten (z,y) € R? die (15.34) erfiillen, ist eine Kurve, die
sich in mehreren Graphen von stetigen Funktionen teilen léasst: jedes Stiick zwischen
den Wendepunkten bestimmt einen Graph. Somit gibt es mehrere stetige Funktio-
nen, die von (15.34) implizit definiert werden, mit verschiedenen Definitionsbere-
ichen.

Betrachten wir jetzt eine allgemeinere Situation when x ein Punkt in R"™ ist und
y ein Punkt in R™. Wir betrachten das Paar (z,y) als Element von R"" mit den
Komponenten
(T4 ooy Ty Y1y ooy Ym) -
Sei ) eine offene Teilmenge von R"* wo eine Funktion F' : Q — R™ definiert ist.
Wir mochten die Gleichung F' (z,y) = 0 beziiglich y 16sen und somit eine Funktion
y = f (x) erhalten. Diese Gleichung sieht ausfiihrlich so aus:

Fy (1, oy Toy Y1y s Ym) = 0
F2 (3:17 s Ty Y1,y >ym) =0

Fo (21, oy Ty Y1y ooy Ym) = 0

wobei Fi, ..., F,, die Komponenten von F' sind. Das ist ein System von m skalaren
Gleichungen mit m Unbekannten ¥, ..., y,, und mit n Parametern x4, ..., x,,. Solches
System kann sehr kompliziert sein, aber wir formulieren unterhalb die einfachen
Bedingungen, die mindestens lokale Losbarkeit garantieren.
Beispiel. Betrachten wir ein Beispiel, wo F' eine lineare Abbildung beziiglich y ist,
d.h.

F(z,y) = A(z)y+ B(z),

wobei A (z) eine m x m von z abhéngige Matrix ist und B (z) € R™. Die Gleichung
F (z,y) = 0 ist ein lineares System

A(z)y+ B(x) =0,

01.02.19



15.7. SATZ VON DER IMPLIZITEN FUNKTION 207

das genau dann losbar ist, wenn die Matrix A (z) invertierbar ist. In diesem Fall
erhalten wir

y=—A"1(z)B (7).

Sei die Funktion F' : Q — R™ differenzierbar. Die Jacobi-Matrix von F' lasst
sich wie folgt darstellen

O F1 ... O0p, F1 Oy Fy ... 0y F1

Jp = = (0,F | 0,F), (15.35)
O Frn . 05, F Oy Fn ... 0y, Fn

wobei 0, F die Jacobi-Matrix von F' beziiglich z ist und d,F" die Jacobi-Matrix von

F beztglich y ist. Es ist klar, dass 0, F eine m x n Matrix ist und J,F" eine m x m
Matrix. Insbesondere ist d,F eine quadratische Matrix.

Zum Beispiel, im Fall F' = A (z)y + B (x) haben wir 0,F (z,y) = A (z). Somit
ist in diesem Fall die Losbarkeit der Gleichung F' (z,y) = 0 dquivalent zur Invertier-
barkeit der Matrix 0, F.

Definition. Let € eine offene Teilmenge von R*. Eine Funktion ® : Q — R™ heifit
I-fach stetig differenzierbar falls alle partielle Ableitungen D*®; der Ordnung || <1
von allen Komponenten @, existieren und stetig in {2 sind. Man sagt in diesem Fall,
eine Funktion der Klasse C! ist.

Hauptsatz 15.14 (Der Satz von der impliziten Funktion) Seien 2 eine offene
Menge in R™™ und F eine Funktion der Klasse C' mit | > 1. Gelten fiir einen
Punkt (a,b) € Q die Bedingungen

F(a,b) =0 und 0,F (a,b) ist invertierbar, (15.36)

so existieren offene Mengen U C R" und V C R™ mita € U, be V, U xV C Q,
und eine Funktion f:U — V mit

F(z,y)=0 & y=f(x) firalexeU, yeV. (15.37)
Dariiber hinaus ist f von der Klasse C' und es gilt fiir alle v € U die Identitdit

f(2) = = (0,F) " 0, F (x, f («)) (15.38)



208 CHAPTER 15. DIFFERENTIALRECHNUNG IN RY

(a,b)

N Fx)=0 = y=/x)

N

U

xeR"

Bild zum Satz 15.14

Betrachten wir die Mengen
M = {(z,y) € Q: F(x,y) = 0}
und
N ={(z,y) € Q:det0,F (z,y) =0}.

Die Bedingung (15.36) bedeutet, dass (a,b) € M\ N. Die Existenz von f mit (15.37)
bedeutet, dass die Menge M in der Néhe von (a,b) (némlich in U x V) der Graph
einer Funktion ist. Somit lasst sich der Satz 15.14 wie folgt kurz umformulieren: in
der Néhe von jedem Punkt (a,b) € M \ N ist die Menge M ein Graph. Oder noch
kiirzer: die Menge M \ N ist lokal ein Graph. Das Wort “lokal” bedeutet genau ”in
der Nahe von jedem Punkt”, und “ein Graph” bedeutet “der Graph einer Funktion
von z”.

Beispiel. Betrachten wir wieder die Funktion (15.34), d.h.
F(z,y) =x+cosx+y+5siny

mit (x,y) € R?. Wir haben
OyF =14 5cosy.

Betrachten wir die Mengen M und N wie oberhalb, d.h.
M ={(z,y) eR*:x+cosz+y+5siny =0}

und

1
N = {(x,y) € R?*:cosy = —g}

1
= {(x,y) € R?: y = 4 arccos (—g> + 27k, ke Z}.
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Die Mengen M und N

Am obigen Bild M ist die Kurve und N ist die Vereinigung von waagerechten
Geraden. Der Schnitt M N N besteht aus allen Wendepunkten der Kurve M. Die
Menge M auflerhalb des Schnittes ist lokal der Graph einer Funktion y = f (z).

Sei y = f (z) eine implizit von F (z,y) = 0 gegebene Funktion. Es folgt aus
(15.38), dass

_ayF ~ 1+5cosy  145cosf(z)

0. F'  1-—sinx 1—sinzx

f'(z) =

Obwohl die Funktion f (z) nicht explizit bekannt ist, die Formel (15.38) ergibt die
Ableitung f’ (x) explizit durch x und f ().

Bemerkung. Die Formel (15.38) ldsst sich leicht gewinnen, vorausgesetzt, dass die
implizite Funktion y = f (z) existiert und differenzierbar ist. Dann erfiillen sie fiir
alle x € U die Gleichung

F(x, f(z))=0.
Ableiten von der Funktion g (x) = F (z, f (x)) ergibt nach der Kettenregel

/@) =) () = @F 10,0 (0] =aF+ 0, o),

woraus die folgende Identitat in U folgt
0o F' + (9, F) f' () = 0,

und somit auch (15.38).

Dieser Argument gilt als Beweis von (15.38) nur dann, wenn die Differenzier-
barkeit von f schon bekannt ist. Allerdings im Beweis des Satzes 15.14 werden wir
die Differenzierbarkeit von f zusammen mit (15.38) erhalten, aber nicht zuvor.
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15.8 Satz von der inversen Funktion

Hauptsatz 15.15 (Satz von der inversen Funktion) Seien W eine offene Teilmenge
von R™ und f: W — R"™ eine Funktion der Klasse C' mit | > 1. Ist f'(p) in einem
Punkt p € W invertierbar, so existieren offene Teilmengen U und V von R", so dass
peUcCW, f(p) €V, und fly eine Bijektion von U nach V ist; insbesondere ist
die inverse Funktion f=':V — U wohldefiniert. Dariiber hinaus ist f=! der Klasse
C' und es gilt

() @)= @)™ (15.39)
fir alley € V und x = f~! (y).

_f

»
»

v

Bild zum Satz 15.15

Eine kurze Umformulierung des Satzes 15.15: in der Nahe von jedem Punkt p, wo
die Matrix f’ (p) invertierbar ist, ist auch die Funktion f invertierbar. Betrachten
wir die Menge

Wo={peW:detf (p)=0}.

Dann in W\ W, ist f lokal invertierbar.

Bemerkung. Sei f : J — R eine Funktion der Klasse C'! auf einem Intervall J C R.
Nun sei angenommen, dass f’ (z) # 0 fir alle x € J. Zeigen wir, dass die inverse
Funktion f~! auf dem ganzen Intervall I = f (J) existiert. Da f’ stetig ist, so gilt
nach dem Zwischenwertsatz, dass entweder [’ (z) > 0 fiir alle z € J oder f'(z) <0
fiir alle z € J. Somit ist die Funktion f auf J streng monoton steigend oder fallend
(Satz 8.1 aus Analysis 1). Nach dem Satz 7.11 existiert die inverse Funktion f~! auf
dem ganzen Intervall I, und nach dem Satz 8.5 ist f~! differenzierbar und es gilt

fir alle y € I und x = f~ (y).

Der Satz 15.15 ergibt die Existenz von f~! nur lokal, auch wenn f’(z) in jedem
Punkt € W invertierbar ist. Fiir die globale Existenz von f~! in Dimension n > 2
bendtigt man zusatzliche Bedingungen, die hier nicht besprochen werden.

Beispiel. Betrachten wir die Funktion f : R? — R? wie folgt:

f(z,y) = (332 — 2, Qxy) ) (15.40)
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Die totale Ableitung
19) f1 10) f1 2x —2y
/ _ _ z Yy —
f (x>y) - Jf (iL‘,y) - ( 8$f2 8yf2 - 2y 21
ist genau dann invertierbar, wenn det f’ (z,y) = 4(2? + y*) # 0 d.h. fiir (z,y) # 0.
Setzen wir W = R?\ {0} und erhalten nach dem Satz 15.15, dass f in W lokal
invertierbar.
Mit Hilfe von der komplexen Variable z = z+1iy kdnnen wir die Funktion (15.40)
wie folgt darstellen: f(z) = 22. Jede komplexe Zahl w € W hat genau zwei Werte
von /w, d.h. es gibt zwei Werte von z mit f (z) = w. Es folgt, dass das Bild f (W)

gleich W, aber die Funktion f : W — W nicht injektiv ist und somit nicht (global)
invertierbar ist.

15.9 * Beweise

15.9.1 Taylorformel

Beweis von dem Satz 15.11. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen
wir a = 0 an. Setzen wir

Ry (x) := f(x) — Ty () (15.41)
und beweisen per Induktion nach k, dass
Ry (z) = o (||z[|*) fiir z — 0. (15.42)
Induktionsanfang. Fir £ = 0 wird (15.42)
fx) = [(0)=0(1) firz—0,

was nach der Stetigkeit von f gilt.
Induktionsschritt von k& — 1 nach k. Fixieren wir einen Index ¢ = 1,...,n und

bemerken, dass 9;f € C*~1(Q).
Behauptung. Das Taylor-Polynom der Ordnung k — 1 von 0;f ist gleich 0;T}., d.h.

kalyaif (.Z‘) = 81'Tk7f (33) . (1543)
Nach (15.24) haben wir
_ DY (0) , a
OT, (x) = Y O (15.44)
{a€l":|a|<k}

Im Fall a; = 0 héangt = von z; nicht ab, woraus folgt 0;z* = 0. Somit kénnen
wir annehmen, dass in der obigen Summe nur die Werte von « mit «; > 1 benutzt
werden. Setzen wir

B=(0,...1,..,0). (15.45)
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Dann ist a — § ein Multiindex der Ordnung |a| — 1 und es gelten die Identitaten:

q,' —1 xan

O™ = 0; (2 .xd . a0m) = (28T ) = P,

al = ol an! = a; (gl (o — D)) = g (e — B)]
D%f =D PDPf = D P, f.
Einsetzen in (15.44) und Wechsel v = a — (3 ergeben:

a—B§H.
on@ = Y e o
{a€l™:|a|<k,a;>1} .
DY (8:f) (0)
- >

7' = Tk—l,aif (I) )

{rel™:|y|<k-1}

was (15.43) beweist.
Nach (15.43) und nach der Induktionsvoraussetzung fiir die Funktion 0;f €
C*=1(Q) erhalten wir

(0 f) (x) = 0Tk (x) + 0 (Ha:”k’l) fir z — 0,

was aquivalent zu
O Ry (z) = o (||z[|*") firz — 0 (15.47)
ist.
Die Funktion Ry (z) ist in einer Kugel U, (0) wohldefiniert und gehért zur Klasse

C*(B.(0)). Da k > 1, so ist Ry differenzierbar in dieser Kugel. Nach dem Mittel-
wertsatz 15.8 erhalten wir, dass fiir ein Punkt ¢ € [0, z]

Ry (2) = Ry, (¢) = R (0) = Ry (z =) O,Ry (&) .
i=1
Da ||£]| < ||z||, so erhalten wir aus (15.47)

| Ry ()] < Z 10: B ()] 1]l = 0 (IIEN") lzlloe = o (ll2]]) ,

woraus (15.42) folgt.
Jetzt beweisen wir die Eindeutigkeit des Taylor-Polynoms. Gilt (15.23), so setzen

wir
D)
o T a! (0%
und
Q (27) = Z bozxaa

{a€l”:|a|<k}

so dass @ (z) ein Polynom von z des Grades < k ist. Es folgt aus (15.22) and
(15.23), dass

Q(z)=o (||x||k> fiir k — oo (15.48)
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Wir miissen beweisen, dass b, = 0 fiir alle o, was wir aus (15.48) gewinnen.
Zuerst zeigen wir, dass @ (z) = 0 fiir alle z € R™. Setzen wir « = tv fiir v € R”
und ¢ € R und stellen @ (z) wie folgt dar:

Q)= > balt)'= > bt =3 Q)¢

{a€l”:|a|<k} {a€l™:|a|<k}

wobel @); (v) die Polynome von v sind. Fiir festes v und fiir ¢ — 0 erhalten wir aus
(15.48)

> QW) =o(t") fiirt — 0.

Da die linke Seite hier ein Polynom von t des Grades < k ist, so erhalten wir
nach der Taylorformel aus Analysis 1, dass alle Koeffizienten von diesem Polynom
verschwinden, d.h.

Qj(v) =0 furalle j =0,...,k und fiir alle v € R",

woraus folgt
Q (x) =0 fiir alle z € R™. (15.49)

Beweisen wir jetzt per Induktion nach k, dass unter der Bedingung (15.49) alle
Koeffizienten b, von @) verschwinden. Fiir £ = 0 ist das offensichtlich, da @ (z) =
by = const . Fiir Induktionsschritt bemerken wir, dass analog zu (15.46) und mit 3
aus (15.45)

0;Q (z) = Z Qibar® " = Z b,
{a€l™:|a|<k,a;>1} {yel™:|y|<k-1}

wobei v = a — 8 und b, = a;b,. Da 9;Q (z) = 0 und 9;Q ein Polynom des Grades
< k — 1 ist, so erhalten wir nach der Induktionsvoraussetzung, dass b, = 0 fiir alle
v, woraus folgt, dass b, = 0 fiir alle & mit a; > 1. Da ¢ beliebig ist, so erhalten wir
bo = 0 fiir alle a # 0. Fiir a = 0 gilt by = @ (0) = 0 auch. Somit sind alle b, gleich
0, was zu beweisen war. m

15.9.2 Satz von der impliziten Funktion

Beweis von dem Satz 15.14. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen
wir an, dass ¢ = 0 in R” und b = 0 in R™. In den Vektorraumen R", R™,6 R"*™

wéhlen wir die co-Norm. Da F' in 0 differenzierbar ist und F (0) = 0, so haben wir
F(h)=F (0)h+¢(h), (15.50)
wobei die Funktion ¢ : 2 — R™ erfiillt
w (h) = o([|h]]) fiix h — 0.
We behaupten, dass
e CHOR™), ¢(0)=0, ¢ (0)=0. (15.51)



214 CHAPTER 15. DIFFERENTIALRECHNUNG IN RY

In der Tat, es folgt aus (15.50), dass
p (h) = F (h) = F'(0) h,
woraus die ersten zwei Eigenschaften in (15.51) folgen. Da
' (h) = F'(h) = F'(0)

so erhalten wir auch ¢’ (0) = 0.
Da h € R™™ so bezeichnen wir h = (x,y) mit z € R” und y € R™. Setzen wir

A=0,F(0) und B=0,F(0).
Dann gilt
F'(0) = (A B)
und
F'(0)h = (A| B) (‘C) — Az + By.
Y
Somit erhalten wir aus (15.50)
F(z,y) = Az + By + ¢ (x,y) . (15.52)
Die Gleichung F'(z,y) = 0 lasst sich wie folgt umschreiben:
Ax + By + ¢ (z,y) = 0.
Da die Matrix B invertierbar ist, so ist diese Gleichung aquivalent zu
y=-B"" (Az+ ¢ (2.y)).

Setzen wir

G (z,y) = =B~ (Az + ¢ (z,y)) (15.53)

und erhalten die folgende Aquivalenz:
F(z,y)=0&y=_G(z,y).

Die weitere Idee von Beweis ist, dass die Abbildung y +— G (z,y) fir jedes z
in der Nahe von 0 in R" eine Kontraktionsabbildung in der N&he von 0 in R™
ist. Nach dem Fixpunktsatz von Banach konnen wir daraus beschlielen, dass diese
Abbildung einen Fixpunkt hat, dass heifit, die Gleichung y = G (z,y) beziiglich y
l6sbar ist, was y als eine Funktion von z liefert. Um diese Idee rigoros zu machen,
wir miissen den Definitionsbereich der Abbildung y — G (z,y) bestimmen, wo diese
Abbildung eine Selbstabbildung und auch eine Kontraktion ist. Dartiber hinaus soll
der Definitionsbereich ein vollstandiger metrischer Raum sein.

Die Funktion G (z,y) erfiillt die folgenden Eigenschaften:

G e CHQR™), G(0)=0, 9,G(0)=0,

die trivial aus (15.51) und (15.53) folgen. Wéhlen wir hinreichend kleine positive
Konstanten ¢ und ¢ aus den folgenden Bedingungen (i)-(i77).
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(i) Da alle partielle Ableitungen 0,,G; stetig sind und in 0 verschwinden, so gilt
fiir hinreichend kleines € > 0 die Eigenschaft:

1
Ve e R",Vy € R" mit ||z]| <e¢, [Jy]| <e gilt (z,y) € Qund |0,,G; (z,y)| < g
m
(15.54)

fiir alle 1, j.

(77) Dadet 0, F stetig ist und det 9, F (0) # 0 nach der Invertierbarkeit von 9, F (0),
so gilt fiir hinreichend kleines € auch die folgende Eigenschaft:

Ve e R" Vy € R™ mit ||z|| <e, |ly|| <e ist O,F (x,y) invertierbar. (15.55)

(737) Da die Funktion z — G (z,0) stetig ist und G (0,0) = 0, so existiert fiir jedes
€ > 0 (insbesondere fiir ¢ wie in (15.54) und (15.55)) ein 0 € (0, €] mit

Ve € R™ mit o] < 6 gilt |G (z,0)] < 5 (15.56)
Da § < ¢ so liegt der Punkt (z,0) in © und somit ist G (z,0) wohldefiniert.
Bezeichnen wir mit U und V die folgenden Kugeln
U={zeR":[lzf| <o}, V={y eR™: [ly[| <&}
und betrachten auch die abgeschlossenen Kugeln
U—{oeR": |z <6}, V={ycR": |yl <e}.

Nach der Wahl von € und § gilt U x V C €. Der weitere Beweis wird schrittweise
durchgefiihrt.

Schritt 1. Zeigen wir, dass fir alle x € U und y,y' € V gilt

/ 1 /
G (2,y) = G (@)l < S lly =yl (15.57)

Nach dem Mittelwertsatz erhalten wir fiir jede Komponente G; of G und fiir ein
¢ € [y, 9], dass

G (z,y) — G (v,y)] = [0,G;(2,6) (y— )]

= / ]‘ /
= D) 0,G; (2,9 (v — v) < g-mlly =yl
=1

woraus (15.57) folgt. Hier haben wir (15.54) benutzt, was die Konstante 5 in
(15.54) erkléart.

Schritt 2. Zeigen wir, dass fiir alle v € U und y € V gilt G (x,y) € V.
We erhalten mit Hilfe von (15.57) und (15.56)

1 1
IG (2,9 < 116 (2,9) = G (2, 0)| + |G (2, 0)[| < 5 [lyl| + 5e < e.
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Schritt 3. Beweisen wir, dass es eine Funktion f: U — V gibt, so dass

y=f(r)e Flr,y) =0 firalexecU undycV. (15.58)

yeR™

U

xeR”

[x,y)=0 & y=fx)

Funktion f

Fiir jedes « € U betrachten wir die Selbstabbildung von V'
Voy— G,y eV,

die nach Schritt 2 wohldefiniert ist. Die Menge V ist eine abgeschlossene Teilmenge
von R™ und somit ist ein vollstédndiger metrischer Raum (siche Aufgabe 129). Nach
(15.57) ist diese Abbildung eine Kontraktion. Nach dem Fixpunktsatz von Banach
(Satz 14.15) gibt es genau einen Fixpunkt dieser Abbildung, den wir mit f(x)
bezeichnen. Diese Funktion ist fiir jedes # € U definiert und nimmt die Werte in V/
an. Nach Definition von f erhalten wir, dass fiir € U und y € V die Gleichung
G (z,y) = y dquivalent zu y = f (z) ist. Da G (z,y) = y dquivalent zu F' (z,y) =0
ist, so erhalten wir (15.58).

Schritt 4. Beweisen wir: es gibt eine Konstante C' mit

If (x) — f (&) || < Cllz — || fiir alle z,2" € U. (15.59)

Die Funktionen, die (15.59) erfiillen, heiBen Lipschitz-stetig. Es ist klar, dass eine
Lipschitz-stetige Funktion auch stetig ist. Insbesondere ist die Funktion f stetig in
U.

Es folgt aus der Identitat f (z) = G (z, f

If (@) = f @) = |Gz, f () = G, [ )]
< |G (2, f (@) = G (@, f (2))] (15.60)
+IG @, f(2) = G (@, f (@)

(x)), dass
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Nach (15.57) gilt

IG (@, f () = G (@, f ()] < %Hf () = f (=) .

Um den ersten Glied in (15.60) abzuschétzen, benutzen wir fiir jede Komponente
G von G den Mittelwertsatz: es gibt ein £ € [z, 2] mit

G (z, f (2))=G; (2, [ () = 0G; (&, f (%)) (¢ —2') = Z%Gj (&5 f () (i — 7).

Da die Funktion 0,,G (z,y) stetig ist, so ist sie nach dem Extremwertsatz beschrénkt
auf U x V, da diese Menge beschrénkt und abgeschlossen ist. Also, es existiert eine
Konstante M mit |0,,G; (x,y)| < M fiir alle x € U, y € V alle 4, j, woraus folgt

|G (z, f (2)) = G; (@, f (z))] < Mn|jz — 2|

und somit

G (2, f () = G (, f ()| < Mn|lz — 2.
Es folgt aus (15.60) dass

If () = f @) | < Mz — 2| + %Hf () = f (@)1,

was (15.59) mit C' = 2Mn ergibt.
Schritt 5. Beweisen wir: die Funktion f:U — R™ ist in U differenzierbar und

f'(x) = = (0,F) " 0, F(x, f (). (15.61)

Fixieren wir ein xy € U und beweisen, dass f differenzierbar in xzq ist. Setzen
wir yo = f (z9). Nach der Differenzierbarkeit von F' in (g, yo) gilt

F (l’,y) —F ($0,y0) =A (l‘ - $0) + B (y - y[)) T (l’,y) (15'62)

mit
A= axF (*TanO) ) B = ayF (movyo)

und
¢ (z,y) = o(||Jx — zo|| + [ly — wol|) fir 2 — xo und y — . (15.63)

Wir benutzen (15.62) mit x € U und y = f (z). Nach Definition von f haben wir
F(z,y) = F(z0,y0) = 0. (15.64)

Nach (15.55) ist die Matrix B invertierbar. Es folgt aus (15.62) und (15.64), dass
f@) = f(xo) =y—yo=—B 'A(x —z) — B ¢ (x, f (x)). (15.65)

Um die Differenzierbarkeit von f in xy daraus zu gewinnen, reicht es zu zeigen,
dass
B o (z, f(z) = o(||x — x| fiir & — .
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Da die Norm der Matrix B~! endlich ist, so reicht es zu beweisen, dass
oz, f(x)) =o0(]|r — x| fir x — . (15.66)
Nach (15.63) haben wir

p(z, f(z) = o(llz =zl + | (z) = f (wo) ||) fiir 2 — o,

woraus (15.66) folgt, da nach (15.59)

1f () = f (o) | < Cllz — o]

Es folgt aus (15.65), dass
f'(x0) = =B~ A= =0, F (w0, [ (20)) " 0. F (o, f (0)).

Schritt 6. Beweisen wir, dass f € C' (U, R™).

Induktionsanfang fiir [ = 1. Da die Funktion f und alle partiellen Ableitungen
von F stetig sind, so es folgt aus (15.61), dass auch f’(z) stetig ist, woraus f € C!
folgt.

Induktionsschritt von [ — 1 nach I. Beweisen wir, dass F € C! ergibt f € C'.
Nach der Induktionsvoraussetzung gilt f € C'~'. Da 9,F und 9,F von der Klasse
C'~! sind, so folgt es aus (15.61), dass f' € C'~1, woraus f € C' folgt. =

15.9.3 Satz von der inversen Funktion

Beweis von dem Satz 15.15. Setzen wir
F(z,y)=y—f(z),
so dass die Gleichung y = f (x) dquivalent zu
F(z,y)=0

ist. Die Funktion F'(z,y) ist fiir alle (z,y) € Q := W x R" definiert und nimmt die
Werte in R" an. Offensichtlich haben wir F' € C* (Q,R").

Mit Hilfe von dem Satz von der impliziten Funktion (Satz 15.14) lésen wir die
Gleichung F' (z,y) = 0 beziiglich « und somit erhalten x als Funktion von y. Dafiir
brauchen wir die Invertierbarkeit von 0, F' in einem Punkt. Offensichtlich haben wir

O F (z,y) = —f (z).

Da f’(p) invertierbar, so erhalten wir, dass 0,F (p, f (p)) invertierbar. Da auch
F(p, f (p)) = 0, so erhalten wir nach dem Satz 15.14 folgendes: es gibt die Umge-
bungen U C W von p und V' C R” von f (p) und eine Funktion g : V' — U von der
Klasse C! mit

F(r,yy=0&x=g(y) firallez € U und y € V,
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d.h.
y=fx)er=g(y) firalez € Uund y € V. (15.67)
R” A i E
L Q=WxR" !
v i (x.)) i
A G
v |
_U 14 >
x=g() P ! R”

Funktion g : V — U

Weiter bestimmen wir fogund go f. Fiir jedes y € V setzen wir x = ¢ (y). Da
x € U, so erhalten aus (15.67) f (¢ (y)) = f (z) =y, d.h.

fog=1Idv. (15.68)

Allerdings go f ist nicht unbedingt gleich Id;; . Fiir jedes « € U setzen wir y = f (z).
Es ist uns nicht gegeben, dass f(z) € V. Im Fall f(z) € V gilt y € V und wir
erhalten aus (15.67), dass

g(f(x)) = firallez € U mit f(z)e V.

Die zusitzliche Bedingung f (z) € V ist aquivalent zu z € f~1 (V) wobei f~! hier
die Urbildabbildung ist. Somit erhalten wir

g(f(2) == firallez c UNf (V) =:Up. (15.69)

Da f stetig ist, so ist die Menge f~! (V) offen und somit ist Uy auch offen. Wir
haben auch p € Uy dap € U und f (p) € V.

Bemerken wir, dass das Bild von ¢ in U liegt da nach (15.68) f(g(V)) =V,
woraus folgt g (V) C f~1 (V) und somit g (V) C f~1 (V)N U = Uy. Es folgt, dass
die Bedingung (15.67) auch fiir Uy anstatt U gilt. Dann erhalten wir aus (15.69)

gof:IdUm

was zusammen mit (15.68) ergibt, dass g : V' — U, die inverse Funktion von f :
Uy — V ist. Es bleibt nur Uy in U umbenennen.
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Um (15.39) zu beweisen, leiten wir die Identitdt f o g = Idy ab. Nach der
Kettenregel gilt fiir jedes y € V

id=(fog) =f(2)d (y),

wobei z = g (y) = f~' (y), was ¢ (y) = f' (z)”" ergibt. =

15.10 * Holomorphe und harmonische Funktio-
nen

Hier beweisen wie wieder den Fundamentalsatz der Algebra mit Hilfe von dem Begriff
von holomorphen Funktionen.

Definition. Sei () eine offene Teilmenge von C. Eine Funktion f —  — C heifit
holomorph, falls f (z,y) = u (z,y)+iv (z,y) und die reellwertigen Funktionen u und
v unendlich oft stetig differenzierbar in {2 und die folgenden Gleichungen erfiillen:

{ Yo =0y (15.70)

Vyp = —1Uy

Die Gleichungen (15.70) heiflen Cauchy-Riemann-Gleichungen.

Offensichtlich ist die Konstante holomorph. Auch die Funktion f(z) = z ist
holomorph, da u = 2 und v = y. Die Funktion f (z) =z = x — iy ist im Gegensatz
nicht holomorph.

Lemma 15.16 Seien f und g zwei holomorphe Funktionen in ). Dann auch die
folgenden Funktionen sind holomorph: f+ g, fg, f/g (vorausgesetzt g #0).

Beweis. Sei f = u + i und g = a + ¢b. Dann erfiillen v und v die Gleichungen
(15.70), und die Funktionen a und b erfiillen

az = by
by = —ay
Es ist offensichtlich, dass f+g auch holomorph ist. Beweisen wir, dass fg holomorph.

Wir haben
fg = (ua — vb) + i (ub+va).

und
(ua —vb), = uya+uay, —vb—vb,
= vya + uby + uyb + va,
= (ub+wva),
und

(ub+wva), = uyb+ uby +vya+va,
= vyb —uay — uya + vb,

= —(ua—b),,
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so dass fg holomorph ist.
Beweisen wir jetzt, dass f/g holomorph ist. Es reicht zu beweisen, dass 1/g
holomorph ist. Wir haben
1 a )

g_a2+b2_za2+b2

und

a a, (a* + b*) — 2a (aa, + bb,)
(@5m), =
(—a® +b?) a, — 2abb,
(a2 + b2)?

Y

<_ b ) _ b, (a® +1%) — 2b(aa, + bb,)
a?+0/, (a2 + b2)?
(—a* + b*) b, + 2aba,
(a2 + b2)? '

Da a, = b, und —b, = a,, so erhalten wir

e N (b
a2+v2),  \ a2+0?))

d.h. die erste Cauchy-Riemann-Gleichung fiir die Funktion é. Die zweite Gleichung
wird analog bewiesen. m

Man kann beweisen, dass auch Komposition von holomorphen Funktionen wieder
holomorph ist.

Sei P (z) ein Polynom iiber C. Es folgt aus dem Lemma 15.16, dass P holomorph
in C ist und auch die Funktion % holomorph im Bereich {P # 0} ist. Man kann
beweisen, dass die Summe der Potenzreihe > . ;2" immer holomorph in jedem
Bereich ist, wo die Reihe konvergiert.

Definition. Eine Funktion u : Q — R heiit harmonisch falls v € C? () und in Q
Ugg + Uyy = 0.
Eine Funktion u € C? () heifit subharmonisch falls in {2

Ugg + Uyy > 0, (15.71)

Bemerken wir, dass der Realteil © = Re f und Imaginarteil v = Im f einer
holomorphen Funktion f unbedingt harmonisch sind, da nach (15.70)

Uzy = (Vy), = Uyo = Vzy = (U:c)y = Uy

und somit g, + Yy, = 0.
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Lemma 15.17 (Maximum-Prinzip) Sei Q eine beschrinkte offene Teilmenge von
R2. Seiu:Q — R eine stetige Funktion die in Q subharmonisch ist. Dann gilt

max u = max u. (15.72)
Q o9
Beweis. Sei zuerst
Uy + Uy >0 in Q. (15.73)

Es gilt eine Maximumstelle von u in Q, sei zy = (20, y0). Ist 2o € 99, so gilt (15.72)
offensichtlich. Sei zg € ). Da diese eine Maximumstelle ist, so gelten

Ugza (20) <0 und wy, (2) <0,

was im Widerspruch zur Annahme (15.73) steht.
Jetzt betrachten wir den allgemeinen Fall von (15.71). Dafiir betrachten wir fiir
jedes € > 0 die Funktion

ue (2,y) = u(z,y) + ¢ (2% + *) .
Es gilt
(Ue) gy = Uz +26 und  (u),, = uy, + 2¢
so dass
(Ue) y + (1) = (U + Uyy) 44 > 0.
Nach dem ersten Fall gilt also

max U = Max U,.
Q a0

Fiir ¢ — 0 erhalten wir (15.72). =
Jetzt geben wir noch einen Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra.

Hauptsatz 15.18 Jedes Polynom P (z) dber C von dem Gradn > 1 hat mindestens
eine Nullstelle z € C.

Beweis. Angenommen, dass P keine Nullstelle hat, betrachten wir die Funktion
f(z) = ﬁ die in C holomorph ist. Setzen wir v = Re f und v = Im f so dass

u und v harmonische Funktionen auf R? sind. Da |P (z)| — +oo fiir |2| — oo, so
erhalten wir f(z) — 0 fiir |2| — oo, d.h. fiir jedes € > 0 existiert R > 0 mit

|f(2)] <e fiir alle z mit |z| > R.
Insbesondere fiir die Kreisscheibe K = {z € C: |z| < R} gilt

<e.
byl =e

Es folgt, dass auch

max |u| <e und max|v| <e.
OKg 0KR

Nach dem Maximum-Prinzip gilt auch

max [u] <e und max|v| <e,
Kgr Kpg

insbesondere

lu(0)] <e und |v(0)] <e.
Da ¢ beliebig ist, so folgt es u (0) = v (0) = 0 und f(0) = 0 was unméglich ist, da
F(0)=1/P(0) £0. m
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15.11 * Parameterintegral

Satz 15.19 Sei g (x,y) eine stetige Funktion auf I x J wobei I und J = |« 3] zwei
kompakte Intervalle in R sind.
(a) Dann ist die Funktion

stetig fir alle v € 1.
(b) Nehmen wir an, dass die partielle Ableitung g, existiert und stetig auf I x J
1st. Dann ist die Funktion f differenzierbar auf I und fir alle x € I gilt

B
ﬂ@—/%@w@.

Somit sind die Operationen 9, und ff dy auf g (z,y) vertauschbar.

Beweis. (a) Da g (z,y) stetig in I x J ist, so ist f nach dem Satz 14.27 gleichméBig
stetig in 1 x J. Sei {x}, oy eine Folge in I mit limx;, = 2 € I. Es folgt, dass

g (zg,y) — g (z,y) fir k — oo,

und zwar die Konvergenz gleichmafig beziiglich y € J ist. Nach dem Satz 13.7
erhalten wir f (x;) — f(x), so dass f stetig ist.
(b) Fixieren wir ein « € I und beweisen, dass

_ B
f(%Lh,z f(x)ﬁ/ 9x (z,y) dy fir h — 0,
was aquivalent zu
B h _ B
[ AR =m0 g, [V, o)y (15.74)

fir h — 0 ist. Wir haben fiir alle y € [«, ]

gz +hy) —g(ry)

N — go (z,y) fir h — 0. (15.75)

Wir werden beweisen, dass die Konvergenz in (15.75) gleichméfig beziiglich y €
[, B] ist, woraus (15.74) nach dem Satz 13.7 folgen wird. Die gleichméBige Konver-
genz bedeutet in diesem Fall, dass

h _
sup g(x+hy)—g(xy)

Y — gz (z,y)| = 0 fiir h — 0. (15.76)
yeJ

Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein £ = & (y) € [z, z + h] mit

gx+hy) —g(ry) =g.(&y)h
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Da die Funktion g, stetig auf I x J ist, so ist sie auch gleichméaflig stetig, d.h. fir
jedes € > 0 es ein § > 0 gibt so dass

x1,02 €1, |v1 — 29| <0 und Yyi,y2 € J, |y1 — 42| <6
\ (15.77)
192 (x1, Y1) — g (T2, 42)| <€

Gilt |h| < d so gilt auch |z —&| < § und somit nach (15.77)
192 (§,y) — g2 (z,y)| <€ firalley € J.
Es folgt, dass fiir alle y € J

g(x+hy) —g(vy)
h

woraus (15.76) folgt. m

g <x,t>] g (€9) — g0 ()] <

Beispiel. Leiten wir die folgende Funktion ab:

f(rc)=/1 Wdy

wobei x € (0,400). Nach dem Satz 15.19 erhalten wir
2 1 2 d
flz) = / awdy:/ _ 9
1 Y (
1 1

’ T+y)y
2 1
— - d
x/1 (y :c+y> Y

1 v=2
et
r+y

x =1
1
x

2(x+1)
r+2

In

Satz 15.20 Sei g (x,y) eine stetige Funktion auf I x J wobei I ein beliebiges Inter-
vall ist und J = (a, B) mit —oo < a < f < +o0.
(a) Gilt
B
/ sup |g (z,y)| dy < oo, (15.78)
a x€l
so ist die Funktion

B
f(x)Z/ g (z,y)dy

stetig fir alle v € 1.
(b) Zusdatzlich nehmen wir an, dass die partielle Ableitung g, existiert und stetig
auf I x J ist und dass

B
/ sup | gz (z,y)| dy < oc. (15.79)

zel
Dann ist die Funktion [ differenzierbar auf I und fir alle x € I gilt

fH(x) = /OOO 9o (7, y) dy.
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Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass das
Intervall I kompakt ist, da die Stetigkeit und Differenzierbarkeit von f in x nur von
f in der Néhe von x abhangen. Wahlen wir a,b mit a < a < b < f3.

(a) Sei {x1}, oy eine Folge in [ mit lim 2, = x € I. Wir haben

I}
f o) — f @) = / (9 (2ry) — g (x,9)) dy

— /ab(g(xk,) g(z,y) dy—l—(/ /) 9 (zr,y) — g (z,y)) dy.

Das erste Integral konvergiert gegen 0 nach dem Satz 15.19. Fiir das zweite Integral

gilt
’(/ /) 9(@wy) =9 (@y)) dy‘<2(/ /)Séléllblgﬁyldy

Nach (15.78) kann die rechte Seite aufgrund der Wahl von a, b beliebig klein gemacht
werden, woraus folgt f (zy) — f(x) fiir k — oc.
(b) Wir haben

flz+h)—f(z)

g(x+hy)—g(r,y)
. — d

Y

I
/ g(z+hy) —gzy)

h

(/ /) Q”Lhy 9@V 4 (15.81)

Das Integral (15.80) konvergiert fiir h — 0 gegen

b
/ 9z (z,y) dy

nach dem Satz 15.19. Andererseits gilt

/abgz(x,y)dyz/jgm(x,y)dy— (/:jt/bﬁ) g (2,y) dy.

Fiir das Integral (15.81) bemerken wir zuerst, dass nach dem Mittelwertsatz

dy (15.80)

= Y9z (57 y)

gx+hy) —glry)
h

fiir ein £ zwischen x und x + h, woraus folgt

g Jj—l—h,y — g%,y
( ]i ( ) S sup |g:r (éay)|7
el
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wobei die rechte Seite unabhéngig von h ist. Es folgt, dass

flath - f@) —/ﬂgx(m,y)dy‘ < bg(erh’yf)L_g(x’y)dy—/bgz(fvay)dy‘

h a
+ (/}r/f) 192 (2, )| dy
+(/:+/bﬁ> ‘g(x+h,y2—g(x,y)'dy

0 +h0)= 00y, [, (i

+2 (/ / )Sgg!gx (& y)ldy. (15.83)

Das Integral (15.83) kann nach (15.79) aufgrund der Wahl von a,b beliebig klein
gemacht werden, und zwar unabhéngig von h, wohingegen der Ausdruck (15.82)
konvergiert gegen 0 fiir h — 0 nach dem Satz 15.19. Somit erhalten wir, dass

A — T p
limf< h) = I )—/ 9z (7, y) dy,

h—0 h

IN

was zu beweisen war. H

Beispiel. Betrachten wir die Funktion

f (x) — / ef:pyslnydy
0

Y

und beweisen, dass f in x € (0,+00) differenzierbar ist und

/ b, Slnydy

Es reicht dies fiir z € (¢,400) fiir jedes € > 0 zu beweisen. Dafiir tiberpriifen wir
die Bedingungen (15.78) und (15.79) in I = (¢, 4+00). Da |siny| < y und |siny| < 1,
so erhalten wir

/ sup
0 z€(g,400)
und

/ sup
0 xz€(e,+00)
Nach dem Satz 15.20 erhalten wir, fir alle z > 0,
I (x) :/ &Ee’xysmydy = —/ e~ ™ sin ydy.
0 Y 0

Mit Hilfe von partieller Integration erhalt man

© 1
e sinydy =
/0 yly = 5

sin o * 1
e y‘ dy < / sup |e_xy‘ dy = / e Ydy=—- <
Yy 0 =z€ 0 €

(g,400)

oze* smy‘dy:/ sup ‘ezysiny‘dyg/ e Ydy < 0.
) 0 0

z€(e,+00)
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(siche Aufgaben 48,118), so dass

1
4 — —
/(@) 2+ 1
Es folgt, dass fiir alle x > 0 gilt
f(z) =C — arctan x. (15.84)

Da siny

< 1 und somit

%) . 1
f@l< [ ey =1,
0 x
so erhalten wir
f(z) =0 fir x — +o0.
So folgt aus (15.84), dass C' = arctan (+00) = 7/2 und somit, fir alle x > 0,
f(z)= g — arctan x = arctan -

(vergleichen mit Aufgabe 108 wo diese Identitét fiir x > 1 bewiesen wurde).
Insbesondere fiir = 1 erhalten wir

[ -
0 Yy

|

und fiir = = /3 gilt

[t (4) =3

Man kann beweisen, dass

00 . o s
/ e_”ySIHydy — / Smydy fir z — 0,
0 Y 0 Y

=

woraus folgt

* siny T
dy = f(04+) = —-.
| =y ron -3

15.12 * Kurvenintegral und Windungszahl

Sei vy : [a, b] — R? eine stetig differenzierbare parametrisierte Kurve. Wir bezeichnen
mit || das Bild von v, d.h. die Kurve v ([a, b]). Sei  eine offene Teilmenge von R?
die || enthélt, und sei f : Q — R? eine stetige Abbildung mit den Komponenten

f(z,y) = (P(r,y),Q (v,y)).

Setzen wir auch
v () = (z(t),y(¢)

und definieren das Kurvenintegral von f entlang v mit

[ PassQay= [ (Pa®.5®) 0+ 0.y 0 ©)d



228 CHAPTER 15. DIFFERENTIALRECHNUNG IN RY

Lemma 15.21 Sei 7 : [o, 5] — |[a,b] eine surjective monoton steigende stetig dif-
ferenzierbare Funktion. Betrachten wir die parametrisierte Kurve ¥ =~y o, d.h.

Dann gilt || = || und

/de + Qdy = /Pdm + Qdy.
W

5

Beweis. Die Identitét || = || ist offensichtlich. Setzen wir

wobei
T(s) =z (7(s)) und y(s) =y(7(s)).
Die Substitution ¢ = 7 (s) ergibt

/ Pdz + Qdy - / (P (v (8) ' (1) +Q (v (1) (1)) dt

Y

B

[ PEEEEE) +QEE )T ()
B

— [ PEOTE+QEET () ds

= [de—f—@dy,

wobei we benutzt haben. dass
2 (s)=a'(7(s)) 7 (s) und y'(s) =y'(7(s)) 7 (s).
[
Definition. Angenommen, dass || den Ursprung 0 nicht enthélt, definieren wir

_ [ady—yde [P (t)y () -y )2 ()
Ao (7) = /7 Y / P Ty (0] dt. (15.85)

Stellen wir « in Polarkoordinaten (r,0) dar:

wobei  (t) und 0 (t) erfiillen sollen
z(t)=r(t)cosf(t) und y(t)=r(t)sind(t). (15.86)

Die Funktion
r(t) =1z () +y(t)’

ist automatisch stetig differenzierbar, wobei der Polarwinkel 6 (¢) von (15.86) nur
bis zur additiven Konstante 27n, n € Z, definiert ist.
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Lemma 15.22 Liegt |y| in R*\0 so gibt es einen stetig differenzierbaren Polarwinkel
0 (t) auf [a,b], der mit dem Polarradius

r(t) =z () +y2 (1)
die Identititen (15.86) erfillt. Fir dieses 0 (t) gilt
Ag(v)=6(b) —0(a). (15.87)

Somit ist Ap () gleich den Winkel zwischen den Vektoren v (b) und 7 (a).

Beweis. Betrachten wir zundchst den Fall wenn |y| in der Halbebene H, =
{(x,y) € R? : x > 0} liegt. Fiir jedes (z,y) € H, setzen wir

r(z,y) =22+ y? und 6 (z,y) = arctan Q7
T

so dass r und 6 als Funktionen von (z,y) € H. stetig differenzierbar sind. Da
tanf) = ¥ und 0 € (—7/2,7/2) so folgt es dass cos 6 > 0 und

1 1 T T

\/1+tan29_ \/1+% N \/x2+y2 T

cosf =

und
sinf = tanf cosf = g.
T

Somit ist das Paar (r,6) die Polarkoordinaten von (z,y) € H,, und (r,0) ist von
(x,y) stetig differenzierbar abhéngig.
Somit kénnen wir jede Kurve v mit |y| C Hy in Polarkoordinaten darstellen:

() =(r(z@),y(#),0( ),y 1)), telab],

und 6 (z (t) ,y (t)) stetig differenzierbar ist.
Das Gleiche gilt falls |y| € H_ := {(z,y) € R? : x < 0}. In diesem Fall setzen
wir
6 (x,y) = 7+ arctan %

so dass 0 € (7/2,37/2), cos < 0 und somit

cosf = — = —

V1 + tan?6 NS

Analog definiert man 6 (t) als eine stetig differenzierbare Funktion fiir jede Kurve ~
die in der Halbebene {y > 0} oder {y < 0} liegt.

Fiir beliebige Kurve v mit |y| € R?\ {0} gibt es ein € so dass |y ()] > ¢
fir alle t € [a,b]. Sei {tx};_, eine Zerlegung des Intervalls [a,b] so dass fiir jedes
k=0,..n—2gilt

1 || T
”

v () =y (s)l] < e/2 firalle t,5 € [tk, ti2] .
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Bezeichnen wir mit v, die Kurve v auf dem Intervall [t,fx12]. Dann liegt |y,| in
einer Halbebene. In der Tat, liegt 7, (tx) = (x (tx),y (tx)) in einer Viertelebene V,
z.B. in

V={(z,y): 2,y >0}.
Da ||y (tr)]| > €, so gilt entweder x (t;) > /2 oder y (tx) > /2. Sei z (t;) > /2.
Es folgt, dass fiir alle ¢ € [ty, tg1o] gilt

|z (t) — x (t)] < g/2

woraus folgt x (t) > 0. Somit liegt |7y, im H..

Somit gibt es einen stetig differenzierbaren Polarwinkel 6 (¢) fiir jede Kurve ~,.
Auf jedem Intervall [ty,tg11] mit & > 1 gibt es zwei Polarwinkeln 0, (t) und 6y, (¢).
Fiir die Differenz davon gilt

0, (t) — 011 (t) = 2mn,, fir jedes t € [tk,tk_ﬂ]

fir ein ny € Z. Die Zahl ny ist von t € [tg,t;41] unabhdngig da die Differenz
O (t) — Oy_1 (t) eine stetige Funktion auf [tg, tx11] ist.
Jetzt definieren wir die Funktion 6 (¢) auf [a, b] wie folgt: fiir jedes k =0, ...,n—1

0 (t) = Qk (t) — 27 (m 4+ ...+ nk) firt € [tk7tk+1} .

Dann ist 6 (t) der Polarwinkel von ~, (¢) und somit der Polarwinkel von ~ (¢) fur
jedes t € [a,b].

Beweisen wir, dass die Funktion 6 auf [a,b] stetig differenzierbar ist. Es folgt,
dass auf [tx, tg41] gilt

0(t) = (Og_1(t)+2mng) — 27 (N1 + ... +ng)
Qk—l (t) —2m (n1 + ...+ nk_l) .

Somit gilt die Identitét
0 (t) = Ok_l (t) — 27 (n1 + ...+ nk_l)

auf dem Intervall [t_1, tg1] = [tk—1, tx]U[t, ter1]. Da 6 auf jedem Intervall [tx_1, tgi1]
stetig differenzierbar ist, so folgt es dass 6 auch auf [a, b] stetig differenzierbar ist.
Fiir r (¢) und 6 (¢) wie oberhalb gilt

r  rcos cosf y  sinf

)

x2+y2_ r2 r x2+y2_ r
' =r"cosf — (rsin) @, y =1r'sinf+ (rcosd)
und
xy — yx' cos 6 ) sin 6
pay el (r'sin + (rcos)0') — .
= (cos®6 +sin®0) 0 =46

r cosf — (rsinf) @
( ( )

Somit erhalten wir aus (15.85)

b
Ao) = [0t =0(8)~0(a).
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was zu beweisen war. ®

Sei jetzt 7y : [a,b] — R? geschlossen ist, d.h. v (a) = 7 (b). Dann gilt r (a) = r (b)
und
0 (b) =0 (a)+ 2mn

fiir ein n € Z. Es folgt, dass
Ap () = 2mn.

Definition. Die ganze Zahl n heifit die Windungszahl (auch Inder genannt) der
geschlossenen Kurve v beziiglich 0 und wird mit indyy bezeichnet. In anderen
Wortern, gilt

: 1 1 xdy — ydz
1nd0’y = %AO (’y) = % / W, (1588)
Y

vorausgesetzt, dass 0 ¢ |v|.

Beispiel. Sei v (t) = (rcost,rsint), t € [0,2mn], die n-fach Kreislinie von Radius
r, wobei n € N. Es gilt

) 1 2™ (rcost) (rsint) — rsint (rcost)

mioy = L [ e st =t s
21 Jo (rcost)” + (rsint)

1 [2m g2 (6082 t + sin? t) 1 [Fm

o o T2 (cos2t—|—sin2t) T or 0

Beispiel. Nehmen wir an, dass das Bild |y| in einer von vier Halbebenen von R?
liegt, und beweisen, dass
indgy = 0.

Wie im Beweis von Lemma 15.22, der Polarwinkel 6 in der Halbebene ist eine Funk-
tion von (z,y). Da

so folgt es aus (15.87), dass

indgy =0 (z (b),y (b)) —0(x(a),y(a)) =0,

Beispiel. Betrachten wir die Kreislinie
v, (t) = (a+rcost,b+rsint), t € [0,27],
mit dem Mittelpunkt (a,b) wobei 0 < r < v/a? 4 b?. Dann 0 ¢ |v,| und gilt

indgy, = 1 o (a+rcost)(b+rsint);—(b+rsi‘nt)2(a+rcost)/dt
27 Jo (a+1rcost)” + (b+rsint)

1 27

arcost + brsint + r? .
21 Jo  a®+ b2+ 2arcost + 2brsint +r2

Der Integrand ist eine stetige Funktion beziiglich (r,t) € (0,va®+b%) x [0, 27],
woraus folgt, dass auch indg v, stetig beziiglich r ist. Da ind, v, ganze Zahl ist, so
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ist indg vy, eine Konstante und von r unabhéngig ist. Da fiir » — 0 das Integral
offensichtlich 0 konvergiert, so erhalten wir

indypy, =0

fiir alle r < v/a? + b%. Alternativ kann man bemerken, dass fiir kleine Werten von r
liegt |7,| in einer Halbebene, so dass indg vy, = 0 nach dem obigen Beispiel gilt.
Setzen wir b = 0 und @ = 1. Dann fiir alle 0 < r < 1 erhalten wir die folgende

nicht-triviale Identitat )
T cost+r
[
0o cost+3 (7" + ;)

Definition. Fiir eine geschlossene stetig differenzierbare Kurve + und fiir beliebigen
Punkt w € R?\ |y| definieren wir den Index ind,, y mit

ind,, v = ind (y — w) = % L (“"(; f’ﬁjﬂ J_r Ez - Zz;jx' (15.89)

Der folgende Satz 15.23 ist eine 2-dimensionale Version von dem Zwischenwert-
satz aus Analysis 1. Umformulieren wir zunachst dem Zwischenwertsatz wie folgt.
Fiir jedes Paar {«, 3} von reellen Zahlen und jedes ¢ € R\ {«a, #} setzen wir

1, fallsa<cec<
ind. {o, 5} = ¢ —1, falls f <c < q,
0, sonst.

Dann ergibt der Zwischenwertsatz folgendes. Sei f : [a, b] — R eine stetige Funktion.

Gilt fir ein c € R\ {f (a), f ()}
ind.{f (a), f (0)} #0,
so liegt ¢ im f ([a, b]).

Hauptsatz 15.23 Sei f : D — R? eine stetig differenzierbare Abbildung von der
abgeschlossen Kreisscheibe D C R? nach R2. Sei v die parametrisierte Kreislinie
dD. Gilt fiir einen Punkt w € R\ |f o]

ind,, f oy #0,
so liegt w im f (D).

Fiir jedes w € | f o 7| gilt offensichtlich w € f (D).

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass w = 0 (sonst
bezeichnen wir f — w wieder mit f ). Sei

D={zeR*:|z]| <R}.
Betrachten wir eine Familie von parametrisierten Kreislinien

v, (t) = (rcost,rsint), te€0,2n],
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wobei r € [0, R] als der Parameter der Familie betrachtet wird. Betrachten wir die
Kurve y

V=10
Nehmen wir das Gegenteil an, dass 0 nicht im f (D) liegt. Dann 0 ¢ |7, fiir jedes
r € [0, R] so dass indy 7 fiir alle r definiert ist. Wir haben

1 dy — 2r ~ ~ o~ ~
indo¥, = — / wdy —ydr _ 1 (75 OF0) -5 O 0)
5 IZ + y2 27T 0 T, (t) + Uy (t)

2T

wobei
Y () = (T (8) 7 (1))
Sei f = (P,Q). Dann

N, = for,=(P(rcost,rsint),Q (rcost,rsint)).
Wir sehen, dass die Funktionen
T, (t) = P(rcost,rsint) und 79, (t) = Q (rcost,rsint)
stetig differenzierbar in (r,t) € [0, R] x [0, 27] sind, woraus folgt, dass der Integrand

T, (), (t) — yr (t) 7, ()
T (t)° + 7 (t)°

stetig in (r,t) € [0, R] x [0, 27| ist. Es folgt aus dem Satz 15.19, dass indy 7, stetig
in r € [0, R] ist. Da die Zahl ind7, ganz ist, so folgt es daraus, dass indg 7, eine
Konstante in r € [0, R] ist.
Andererseits bemerken wir, dass fiir r = 0 ist |7,| ein Punkt 0 und somit ist |7,
ein Punkt f (0). Es folgt, dass
und somit indy 7, = 0 fiir alle » € [0, R]. Insbesondere gilt auch
indy f oy =indy Y =0,

was im Widerspruch zur Voraussetzung steht. m

Jetzt geben wir noch einen (dritten) Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra.

Hauptsatz 15.24 Jedes Polynom f (z) tiber C von dem Gradn > 1 hat mindestens
eine Nullstelle z € C.

Beweis. Betrachten wir die Kreisscheibe D = {z € C : |z| < R} wobei R grofl genug
ist. Sei « die folgende Parametrisierung der Kreislinie 0D:

v (t) = R(cost +isint).

Um zu beweisen, dass f(z) = 0 fiir ein z gilt, reicht es zu zeigen, dass 0 € f (D),
was nach dem Satz 15.23 der Fall ist, falls

indg f oy # 0.
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Sei f(z) = 2"+ g (z) wobei g (z) ein Polynom des Grades < n — 1 ist. Wahlen wir
R so grof3, dass
1
sup |g(2)| < ZR" (15.90)
{=:]z|=R} 2

Betrachten wir eine Familie von Kurven

() =7 ()" +Ag (v (1))

wobei A € [0,1]. Insbesondere ist v, () = v (¢)" eine n-fach Kreislinie und v, (t) =

f v (@)
Es folgt aus (15.90), dass |,| den Ursprung 0 nicht enthélt. Da

Yo (t) = R" (cosnt + isinnt) ,

so erhalten wir
indy vy = n.

Es folgt aus (15.88) nach dem Satz 15.19, dass der Index indg v, eine stetige Funktion
von A ist. Somit ist indy v, eine Konstante als Funktion von A. Daraus folgt, dass

indg foy=indygy; =indgy, =n

und somit indy f o v # 0, was zu beweisen war. ®

Hauptsatz 15.25 (Fixpunktsatz von Brouwer) Sei f : D — D eine stetige Selb-
stabbildung von der abgeschlossen Kreisscheibe D in R?. Dann hat f einen Fixpunkt,
d.h. einen Punkt z € D mit f (z) = z.

Beweis. Wir beweisen diesen Satz im Fall wenn f stetig differenzierbar ist. Nehmen
wir das Gegenteil an, dass f keinen Fixpunkt hat, d.h. f(z) # z fiir alle z €
D. Dann gibt es eine eindeutige Gerade durch f(z) und 2. Betrachten wir den
Halbgerade

G={tz+(1—-t)g(z):t >0}

die an f (z) anfingt und durch z geht. Sei ¢ (z) der Punkt von Durchschnitt von
0D mit G. Dann erhalten wir eine stetig differenzierbare Abbildung g : D — 0D.
Bemerken auch, dass fiir z € 9D gilt g (2) = 2.
Sei v die standarte Parametrisierung der Kreislinie 0D. Da g oy = 7, so folgt
es, dass
indggo~vy =indyy = 1.

Nach dem Satz 15.23 beschlieflen wir, dass 0 € g (D) was unmoglich ist, da g (D) =
ODund 0¢0D. m

Satz 15.26 (a) Der Index ind,, v ist eine stetige Funktion von w € R?\ |y].
(b) Fiir jedes k € Z ist sie Menge

Q= {weR\ |y| :ind, v =k} .

offen und

k|_|ZQk =R?\ v. (15.91)
€

(¢) Die Menge Qg ist unbeschrankt wihrend Q. fir k # 0 ist immer beschrdankt.
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Mengen €2,

Beweis. (a) Das folgt aus (15.89).
(b) Da ind,, v nur die ganzen Werte annimmt, so gilt

Q, ={weR\ |7 :ind,y € (k—1/2,k+1/2)}.

Da das Intervall (k — 1/2,k + 1/2) offen ist und die Funktion w + ind,, 7 stetig, so
ist 2 offen. Die Identitét (15.91) folgt nach der Definition von .

(c) Ist w weit genug von || so liegt |y| in einer Halbebene beziiglich w, woraus
folgt, dass ind,, v = 0. Somit enthélt y alle w die weit genug von || liegen, woraus
die beiden Aussagen folgen. m

Die folgenden zwei Satze geben wir ohne Beweis an.
Hauptsatz 15.27 (Satz von Jordan) Sei v eine einfache geschlossene stetig dif-
ferenzierbare Kurve. Dann in der Folge {Q}, ., gibt es nur zwei nicht-leere Men-

gen: Qo und €; wobei entweder i = 1 oder i = —1. Dartber sind die Mangen Qg und
Q; zusammenhdangend und es gilt

Die Menge ©; heiBt das Innere von v, Qo heiBt das Auflere von .

Satz 15.28 Sei v eine einfache geschlossene stetig differenzierbare Kurve. Sei €}
das Innere von y. Der Flacheninhalt von €2 ist gleich

F(Q):lydx:—lxdy:%A(ydm—xdy).

Jetzt benutzen wir die komplexwertige Notation fiir eine parametrisierte geschlossene
Kurve 7 (t) = (z (t),y (t)). Setzen wir

z(t)=x(t)+wy(t).

Dann gilt
1 T — 1y

2 2 +y?
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und
dz = dx +idy

so dass
dz  zdr+ydy = xdy—ydr

— 1
z r? 4 y? r? + y?

Bemerken wir, dass

b

zdr +ydy 1 [°d(2® +y?) 1 5 o B
[ =5 [ - [Fwe )] —mhol-whl-o

Somit erhalten wir, dass

. 1 dz
indgy =35> | —
Yy

Fiir beliebigen Punkt w € C\ |v] gilt

. . 1 dz
mdwwzmdo('y—w):Q—m,/Z_w.
gl



Chapter 16

* Flachen in R"

Es gibt die folgenden zwei Wege um einen Unterraum von R™ zu bestimmen.

Fiir jede lineare Abbildung A : R™ — R" ist das Bild
imA = {Au:u € R™}

ein Unterraum von R™. Man sagt, dass der Unterraum S = im A durch die parametrische
Gleichung v = Au gegeben wird, was bedeutet, dass jeder Punkt x € S sich als
r = Au mit u € R™ darstellen lasst. Der Punkt u heifit Parameter. Wir haben

dim S = dimim A = rg A,

da die linear unabhéngigen Spalten von A eine Basis in im A liefern und der Rang
rg A gleich die maximale Anzahl von linear unabhéngigen Spalten (oder Zeilen) der
Matrix A ist.

Fiir jede lineare Abbildung B : R” — R* ist der Kern

ker B={x € R": Bx =0}

ein Unterraum von R™. Man sagt, dass der Unterraum S = ker B durch die Gle-
ichung Bx = 0 gegeben wird. Nach dem Rangsatz gilt

dim S = dimker B=n —rgB.
Es ist leicht zu sehen, dass jeder Unterraum von R™ sich in den beiden Formen
darstellen lasst: sowohl parametrisch wie als Kern.
16.1 Parametrische Gleichung einer Flache

Seien M eine Teilmenge von R™ und m eine ganze Zahl zwischen 1 und n.

Definition. Die Menge M heifit m-dimensionale Fldche falls es eine offene Menge
U C R™ und eine Abbildung f : U — R" gibt, so dass gilt:

1. M= f(U);
2. f ist injektiv;

237
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3. f ist stetig differenzierbar;

4. f’"ist nichtsingular, d.h. rg f' (u) = m fir alle u € U.

Das Paar (U, f) heifit Parametrisierung von M. Das Dreifache (M, U, f) heiit
parametrisierte Fliche. Die parametrisierte Fliche gehort zur Klasse C! falls f € C'.

Rm

v

v

m-~dimensionale parametrisierte Flache (M, U, f)

Wir bezeichnen die Punkte in U mit v und nennen u Parameter. Nach Definition
gilt fiir jeden Punkt = € M die eindeutige Darstellung z = f (u) mit v € U. Man
sagt auch, dass M mit der parametrischen Gleichung x = f (u) gegeben wird. Die
Komponenten ug, ..., u,, von dem Parameter u heiflen die lokalen Koordinaten von
x. In ausfiihrlicher Form sieht die parametrische Gleichung wie folgt aus:

€Ty = fl (ula "7um)
Ty = fo (U1, ooy Uy -

Die Ableitung f' = <(§Tf;’_) ist eine n x m Matrix (die Jacobi-Matrix) und die Be-
dingung rg ' (z) = m bed
maximal ist.

Im Fall m = 1 nehmen wir an, dass U ein offenes Intervall ist. Die 1-dimensionale
parametrisierte Flache (M, U, f) ist offensichtlich eine parametrisierte Kurve.

eutet, dass der Rang von f’(u) an jeder Stelle u € U

Beispiel. (m-dimensionale Ebene) Sei A : R™ — R™ eine lineare Abbildung oder,
was dquivalent ist, eine n x m Matrix. Angenommen, dass m < n und rg A = m,
wir erhalten, dass A eine Parametrisierung von im A ist. Somit ist der Unterraum
im A von R" eine m-dimensionale Fléche.

Betrachten wir jetzt eine affine Abbildung f : R™ — R" d.h. f(u) = Au+b
wobei A eine Matrix wie oberhalb ist und b € R™. Da f’ = A und somit rg f" = m,
so ist die Menge M = f (R™) eine m-dimensionale Flache. Offensichtlich ist M das
Bild des Unterraums im A unter Translation xz — z+b, d.h. M eine m-dimensionale
Ebene ist.
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Beispiel. (Graphen) Seien U eine offene Teilmenge von R™ und ¢ : U — R* eine
stetig differenzierbare Funktion. Betrachten wir den Graph von ¢

G={(u,o(u) eR":uelU}, (16.1)

wobei das Paar (u, ¢ (u)) ein Element von R™ mit n = m + k ist.

1

v

7
S

Der Graph G der Funktion ¢

Lemma 16.1 Der Graph G ist eine m-dimensionale Fldche.

Beweis. Es folgt aus (16.1), dass G = f (U) wobei die Abbildung f: U — R" wie
folgt definiert wird:

f ) = (u, 0 (u)).
Die Abbildung f ist offensichtlich injektiv und stetig differenzierbar. Es gilt

, B id
fr(u) = o (u) ) ) (16.2)

wobei id die identische m x m Matrix ist und ¢’ (u) eine k xm Matrix. Da die ersten

m Zeilen der Matrix f’(u) linear unabhéngig sind, so erhalten wir rg f’ (u) = m.

Somit ist (G, U, f) eine Parametrisierung und G ist eine m-dimensionale Flache. =
Der nachste Satz wird ohne Beweis angegeben.

Satz. Jede m-dimensionale Fldche ist lokal der Graph einer stetig differenzierbaren

Funktion.

Im Beweis dieses Satzes wird der Satz von der impliziten Funktion benutzt und
die Bedingung, dass die Parametrisierung der Flache nichtsingular sein soll, spielt
eine wichtige Role. Datfiir betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel. Die Abbildung

f : R—-R?
flu) = (v )
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erfiillt die Bedingungen 1-3 von der Definition der Parametrisierung, aber die Be-
dingung 4 gilt nicht im Punkt v = 0 da

f/ (0) = (3U2, 2U) ’u:O = (0, 0)

und somit rg f' (0) = 0 < 1. Das Bild von f ist eine Kurve und sogar der Graph der
Funktion y = 2%3, aber diese Funktion ist in 0 nicht differenzierbar.

6T

S e e S +—t
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
X

Die Kurve f (u) = (u?,u?) ist der Graph der Funktion y = 22/3

16.2 Tangentialebene

Definition. Seien U eine offene Teilmenge von R™ und f : U — R" eine differen-
zierbare Abbildung. Die Tangentialabbildung von f im Punkt v € U ist die folgende
affine Abbildung

T:R™ - R"

7 (h) = f (u) + f' (u) h. (16.3)

In anderen Wortern ist 7 (h) das Taylor-Polynom der Ordnung 1 der Funktion
f in u. Nach der Differenzierbarkeit von f gilt

flusth)=f@)+f (wh+o(lhl)=7(h)+o(lhl)

fir h — 0, so dass 7 (h) eine affine Approximation von f (u+ h) fiir die kleinen
Werte von ||h]| ist.

Definition. Sei (M, U, f) eine m-dimensionale parametrisierte Flache in R™. Die
Tangentialebene T, M an M im Punkt = = f (u) € M ist das Bild der Tangential-
abbildung 7 von f im Punkt w.

Es folgt aus (16.3), dass

T.M =im71 =2+ im f' (u).

Darg f’ (u) = m, soist T, M eine m-dimensionale Ebene und (R™, 7) ist die Parametrisierung
von T, M. Die Ebene T, M ist eine “gute” Approximation der Flache M in der Nahe
von .
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Rm

Tangentialebene T, M

In Anwendungen ist es bequem die parametrische Gleichung (16.3) wie folgt
darstellen:

7(h) = f (u) + hi0Lf (u) + haOa f (u) + .. + PO f (u) |

wobei hq, ..., h,, die Komponenten von h sind und 0, f, ..., 0,,f die Spalten von der
Matrix f’ sind, die eine Basis in im f’ (u) liefern.

Beispiel. Betrachten wir die Parametrisierung des Kreises

f :+ (0,27) — R?

f(u) = (cosu,sinu)
Da f’(u) = (—sinu, cosu), so ist die Tangente (=1-dimensionale Tangentialebene)

7(h) = (cosu,sinu)+ h(—sinu,cosu)

= (cosu — hsinu,sinu + hcosu) .

Die Richtung (—sinu,cosu) der Tangente ist offensichtlich orthogonal zum Ra-
diusvektor (cosu,sinu).

Beispiel. Betrachten wir die Parametrisierung

f : U—R

f(u,v) = (coshucoswv,coshusinv,u)

wobei U = R x (0,27). Die Fliche M = im f heifit Katenoid.
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Katenoid

Berechnen wir die Ableitung:

sinhwcosv — coshwusinv
/= (0uf,0,f) = | sinhusinv coshucosv
1 0

woraus folgt rg f = 2. Die Tangentialabbildung von f im Punkt (u,v) ist

T (h) = f(u,v) + h’lauf + h26vf

f (u,v) + hy (sinh wcos v, sinhusinv, 1) 4+ hy (— cosh usin v, cosh u cos v, 0) .
Zum Beispiel fiir u = v = 0 haben wir z = f(0,0) = (1,0,0) und
7 (h) = (1,0,0) + 1y (0,0,1) + hs (0,1,0).

Die Tangentialebene T, M = im 7 geht durch (1,0,0) und wird von den Vektoren
(0,0,1) und (0,1,0) erzeugt.

Katenoid und Tangentialebene
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16.3 Implizite Flachen

Satz 16.2 Seien Q eine offene Teilmenge von R™ und F : Q@ — R¥, k < n, eine
stetig differenzierbare Funktion. Gilt vrg F' (p) = k in einem Punkt p € Q), so existiert
eine offene Menge W mit p € W C 2 so dass die Null-Niveaumenge

M={zeW:F()=0}

eine (n — k)-dimensionale Fldache ist.
Dariber hinaus gilt fir jedes x € M

T.M = x +ker F' (z) . (16.4)

Die von der Gleichung F'(z) = 0 gegebene Menge heifit implizite Fldche. Der
Satz 16.2 besagt, dass jede implizite Flache in der Nahe von jedem Punkt p mit
nichtsinguldrem F’ (p) eine Fliche ist.

Es folgt aus (16.4), dass X € T, M &quivalent zu X — z € ker F” (x) ist, d.h. zu

F' (2) (X — ) = 0.

Das ist die Gleichung der Tangentialebene T, M.

Beweis. Setzen wir m = n — k. Die Matrix F’(z) hat k Zeilen und n Spalten.
Da rg F' (p) = k, so existieren k linear unabhéngige Spalten von F’(p). Ohne
Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass die letzten k Spalten, d.h. die
Spalten m + 1, ..., n linear unabhéngig sind. Setzen wir z = (u,v) wobei

= (21,....,2,m) €ER™ and v = (Tpy1,...,T,) € R*
und schreiben die Gleichung F'(x) = 0 in der Form F' (u,v) = 0. Da

F'(p) = (0uF (p) | 0uF (p))

und die Matrix 0, F (p) aus den letzten k Spalten von der Matrix F” (p) besteht, so
erhalten wir nach der Voraussetzung, dass 0,F (p) invertierbar ist.

Nach dem Satz von der impliziten Funktion existieren offene Mengen U C R™,
V CR* mit pe U x V C Q und eine C*-Funktion ¢ : U — V mit

F(u,v)=0 ©v=¢(u) firalleu € U und v € V. (16.5)
Setzen wir W = U x V und bemerken, dass die Menge

M = {zeW:F(x)=0}
= {(u,v) €U xV : F(u,v) =0}
{(u,v) eU XV :v=0p(u)}
der Graph der Funktion v = ¢ (u) in U ist. Nach Lemma 16.1 ist M eine m-
dimensionale Flache.

Diese Fliache hat die Parametrisierung = = f (u), wobei f (u) = (u, ¢ (u)). Die
Tangentialebene an M im Punkt x = f (u) ist

T.M =z +im f' (u).
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Es bleibt zu beweisen, dass
im [ (u) = ker F' () .

Nach (16.5) gilt F' (u, ¢ (u)) = 0 fir alle u € U, was dquivalent zu F'o f = 0. Ableiten
von dieser Identitat ergibt
F' () f' (u) =0,

woraus folgt
im f" (u) C ker F' () . (16.6)

Da rg F' (z) = k in der Ndhe von p, so erhalten wir nach dem Rangsatz
dimker F' () =n—rgF' () =n—k=m.
Andererseits nach dem Beweis von Lemma 16.1 gilt
dimim f' (u) = rg f' (u) = m.

Somit haben die Unterrdume ker F’ (z) und im f’ (u) die gleiche Dimensionen, woraus
folgt, dass sie iibereinstimmen. m

Beispiel. Betrachten wir die Gleichung z? + ... + 22 = 1, die die Einheitssphére
beziiglich der 2-Norm bestimmt. Die Sphére ist die Null-Niveaumenge der Funktion
F(z) =22+ ...+ 22 — 1. Wir haben

F'(x) = (O F, ..., 0, F) = 2 (21, ..., )

woraus die Gleichung der Tangentialebene folgt:

i=1

Insbesondere sehen wir, dass X — x orthogonal zu x ist.
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