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Chapter 9

Differentialrechnung: hohere
Ableitungen

9.1 Hohere Ableitungen

Definition. Sei f eine Funktion auf einem Intervall J. Die Ableitung f™ der
Ordnung n € Z, (oder die n-te Ableitung) wird per Induktion wie folgt definiert:

fO = f und ™ = (f("_l)), fiir jedes n > 1,
vorausgesetzt, dass f(®V) in J definiert und differenzierbar ist.

Definition. Die Funktion f heifit n fach differenzierbar in J falls £ in J existiert
(insbesondere miissen auch f &) fir alle k < n existieren). Die Funktion f heifit
unendlich oft differenzierbar in J, falls f™ in J fiir alle n € N existiert.

9.2 Taylorformel mit Peano-Restglied

Lemma 9.1 Fiir jedes Polynom f von Grad < n gilt fir alle a,z € R,

"(a 9 (")a n
<>( A Y U AT Y

fx) = fla)+
Z f
k=

Hauptsatz 9.2 (Taylorformel mit der Restgliedform nach Peano) Sei f (x) eine n-

fach differenzierbare Funktion auf einem Intervall J, wobei n € N. Dann gilt es fiir
jedes a € J

(z —a)*. (9.1)

f,—(a)(:v—a)jt...ﬂLM

1! —— (@—a)" +o(—a))|  (92)

flx) = fla)+

fir x — a. Umgekehrt, gilt fiir einige cg, ¢y, ...,c, € R
f@)=c+a(lx—a)+..+c(x—a)"+o((x—a)") (9.3)

fiir x — a, so gilt dann ¢, = % fir alle k =0,1,...,n



6 CHAPTER 9. DIFFERENTIALRECHNUNG: HOHERE ABLEITUNGEN

9.3 Taylorformel mit Lagrange-Restglied

Hauptsatz 9.3 (Taylorformel mit der Restgliedform nach Lagrange) Sei f (x) eine
n-fach differenzierbare Funktion auf einem Intervall J, wobei n € N. Dann, fiir alle
a,x € J, x # a, gilt

f'(a)
1!

(n-1) (4 (e :
f(x)=f(a)+ (:L’—a)—i-...—i-f—l.)(x—a)n_ij ()<£U—CL) (9.4)

fiir ein ¢ zwischen a und z (d.h. ¢ € (a,z) oder ¢ € (z,a)).



Chapter 10

Integralrechnung: unbestimmtes
Integral

10.1 Stammfunktion und unbestimmtes Integral

Definition. Gilt F' = f auf einem Intervall J, so heifit die Funktion F eine Stamm-
funktion von f auf J.

Satz 10.1 Jede stetige Funktion auf einem Interval J hat eine Stammfunktion auf
diesem Intervall.

Satz 10.2 Ist F' eine Stammfunktion von f auf einem Intervall J, so hat jede
Stammfunktion von f die Form F' (x) 4+ C, wobei C' eine beliebige Konstante ist.

Definition. Die Menge von allen Stammfunktionen von f (x) wird mit

/f(x)dm

bezeichnet (“Integral von f von z dx”). Dieser Ausdruck heiit auch unbestimmtes
Integral von f. Nach dem Satz 10.2 ist [ f(x)dz eine Funktion plus beliebige
Konstante.

Definition. Fiir differenzierbare Funktion F' heifit der Ausdruck F” (z) dx das Dif-
ferential von F und wird mit dF bezeichnet, d.h.

dF = F' (x)dx, (10.1)

wobei dzx eine unabhéngige Variable ist, die das Differential von x heif3t.

10.2 Linearitat des unbestimmten Integrale

Satz 10.3 Seien f und g zwei stetige Funktion auf einem Intervall J. Dann gilt

/(f+9) dr = /fder/gd:c. (10.2)

Auch fiir beliebige Konstante a € R, a # 0, gilt

/afdx:a/fdx.
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10.3 Partielle Integration

Satz 10.4 Seien u, v zwei stetig differenzierbare Funktionen auf einem Intervall J.
Dann gilt auf diesem Intervall die Identitat

/udv = uv — /vdu. (10.3)

10.4 Substitutionsregel
Satz 10.5 Sei f eine Funktion mit der Stammfunktion F' auf einem Intervall I, d.h.
[twa=Fw+c (10.4)

Sei u eine differenzierbare Funktion auf einem Intervall J mit « (J) C I. Dann gilt
auf J

/f (u (2)) du (z) = F (u(z)) + C. (10.5)

10.5 Integration von rationalen Funktionen
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Integralrechnung: bestimmtes
Integral

11.1 Riemann-Integral

Definition. Eine Zerlegung von dem Intervall [a, b] ist jede endliche streng monoton
steigende Folge {z)},_, mit n € N, zp = a¢ und z,, = b, d.h.

a=To<T1 < Xy... < XTp_1 < xy =0.

Wir bezeichnen eine Zerlegung mit Z, d.h. Z ist die ganze Folge {z;},_, wie ober-
halb.

Definition. Fiir jede Funktion f : [a,b] — R und fiir jede Zerlegung Z von [a, b]
mit den Zwischenstellen £ definieren wir die Riemann-Summe mit

S(f.2,§) = f(&) Axy,

k=1

wobei
Az =21 — Tp_1.

Definition. Wir schreiben

lim S(f,Z,§)=A
i §(.2.8)
mit einem A € R, fall fiir jedes € > 0 existiert ein 6 > 0 so dass fiir jede Zerlegung
Z mit ¢ (Z) < § und fiir jede Folge £ von Zwischenstellen von Z gilt

|S(f,Z,§)—A‘ <é&.

Definition. Eine Funktion f auf [a,b] heifit Riemann-integrierbar falls der Gren-
zwert

lim S(f,Z,¢)

w(Z2)—0
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existiert. Der Wert des Grenzwertes heifit das Riemann-Integral (=bestimmtes In-
tegral) von f und wird mit
b
| r@s

bezeichnet.

11.2 Darboux-Integrierbarkeit

Definition. Funktion f heifit Darboux-integrierbar wenn

lim (S*(f,2) - S.(f, Z)) =0, (11.1)

¢(2)—0
d.h.
Ve>030>0 VZ mit ¢(Z) <dgilt |S*(f,Z2) —S.(f,2)| <e.

Satz 11.1 Sei f eine Funktion auf [a,b]. Die folgenden drei Eigenschaften sind
aquivalent:

(a) Funktion f ist Riemann-integrierbar.
(b) Funktion f ist Darboux-integrierbar.

(c) Die Grenzwerte limy(z)—o Si (f, Z) und limyz)—o S* (f, Z) existieren (in R)
und sind gleich.

Dariiber hinaus unter jeder von Bedingungen (a), (b), (¢) gelten die Identitéten:

b
lim §°(£.2) = lim S.(7.2) - / (@) d = sup 5. (£.2) = gt §° (£,2).
(11.2)

Definition. Die Funktion f heiit integrierbar fall f eine (<jede) von den Bedin-
gungen (a), (b), (c) erfiillt ist.

11.3 Integrierbare Funktionen
Korollar 11.2 (Notwendige Bedingung fiir Integrabilitit) Ist eine Funktion f auf
[a, b] integrierbar, so ist f auf [a,b] beschrankt.

Satz 11.3 (Hinreichende Bedingungen fir Integrierbarkeit)
(a) Jede stetige Funktion f auf [a,b] ist auf diesem Intervall integrierbar..
(b) Jede monotone Funktion f auf [a,b] ist auf diesem Intervall integrierbar.

Definition. Eine Funktion f auf einem Intervall J heiflt gleichmdjf$ig stetig falls
Ve>0 30>0 Vee JVye Jmit |z —y| <0 git |[f(x)—f(y)] <e (11.3)

Lemma 11.4 Ist f(x) stetig auf einem beschriankten abgeschlossen Intervall J, so
ist f auf J gleichméaBig stetig.
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11.4 Fundamentalsatz der Analysis, 1

Hauptsatz 11.5 (Fundamentalsatz der Analysis: Newton-Leibniz-Formel) Sei f (x)
eine integrierbare Funktion auf einem beschriankten abgeschlossenen Intervall [a, b]
mit a < b. Sei F' () eine Stammfunktion von f auf diesem Intervall. Dann gilt die
Identitat

b
/ f(x)dx =F (b) — F(a)|. (11.4)

11.5 Weitere Eigenschaften vom bestimmten In-
tegral

Satz 11.6 (Linearitdt vom bestimmten Integral) Sind die Funktionen f und g inte-
grierbar auf einem Intervall [a, b], so ist auch f + ¢ integrierbar und

/ab(f+g)dx:/abfdm+/abgdx. (11.5)

Auch fiir jedes ¢ € R ist ¢f integrierbar und

/ab (cf)dr = c/ab fdx. (11.6)

Satz 11.7 (Partielle Integration im bestimmten Integral) Fiir stetig differenzierbare
Funktionen w, v auf einem Intervall [a, b] gilt

/ab udv = [uw]’ — /abvdu. (11.7)

Satz 11.8 (Additivitdt) Sei f eine integrierbare Funktion auf einem Intervall [a, b]
mit ¢ < b. Dann, fir jedes ¢ € (a,b), ist f auf den Intervallen [a,c] und |[c, b

integrierbar und es gilt
b c b
/ fdxr = / fdx +/ fdx. (11.8)

Korollar 11.9 Sei f eine integrierbare Funktion auf einem kompakten Intervall .J.
Dann fiir alle a,b,c € J gilt (11.8).

11.6 Integration und Ungleichungen

Satz 11.10 Seien f und g integrierbare Funktionen auch einem Intervall [a, b], a <
b.
(a) (Monotonie) Gilt f > g auf [a,b] so gilt auch

/ab fdx > /abgdx. (11.9)
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(b) (LM -Ungleichung) Es gilt

(b—a mff </ fdx < (b—a)sup f. (11.10)

[a,b] [a,b]

Korollar 11.11 Sei a < b und sei f eine stetige Funktion auf [a, b]. Dann gilt

| < /b\f]dx. (11.11)

Satz 11.12 (Mittelwertsatz fir Integration) Ist f stetig auf [a, b], a < b, so existiert
ein £ € [a, b] mit

b
[ r@d=©0-a. (11.12)

11.7 Fundamentalsatz der Analysis, 2

Hauptsatz 11.13 (Fundamentalsatz der Analysis: Existenz der Stammfunktion)
Sei f eine stetige Funktion auf einem Intervall J C R. Dann fiir jedes ¢ € J ist die

Funktion N
= / f(t)dt

eine Stammfunktion von f auf J. Insbesondere hat jede stetige Funktion eine
Stammfunktion.

Korollar 11.14 Fiir jede stetige Funktion f auf dem Intervall [a, b] existiert eine
Stammfunktion F auf [a,b] und es gilt

b
/ f(x)dx=F(b) — F (a).

11.8 Substitutionsregel

Satz 11.15 (Substitutionsregel im bestimmten Integral) Seien f eine stetige Funk-
tion auf einem Intervall I und u : J — I eine stetig differenzierbare Funktion auf
einem Intervall J = [a,b] mit @ < b so dass die Komposition f (u(x)) auf [a, 0]

definiert ist. Dann gilt
b u(b)
/ f (u(2)) du (2) = / W (11.13)

Korollar 11.16 (Inverse Substitution) Seien f eine stetige Funktion auf einem In-
tervall I = [A, B] mit A < B und u : J — [ eine streng monotone stetig differen-
zierbare Funktion auf einem Intervall J mit « (J) = I. Dann gilt

B u~H(B)
/Af(x)dx:/ F(u (D) du(t). (11.14)

u=t(A)
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11.9 Lange von Kurve

Definition. Das Bild K = ¢ (J) einer stetigen Abbildung ¢ : J — R" heifit Kurve.
Die Abbildung ¢ heifit die Parametrisierung der Kurve K, und das Paar (K, o)
heifit parametrisierte Kurve. Die Variable t heiffit der Parameter.

Definition. Seien J = [«, (] ein beschrianktes abgeschlossenes Intervall mit o < 3
und ¢ : J — R" eine stetig differenzierbare Parametrisierung. Definieren wir die
Linge L (K, ) der parametrisierten Kurve (K, @) mit

B B
L(K,go):/ \gp’(t)|dt:/ N (11.15)

Satz 11.17 Unter d.o.g. Bedingungen sei die Funktion u monoton und surjektiv
(d.h. w(I) = J). Dann bestimmen ¢ und ¢ die gleiche Kurve K = ¢ (J) = ¢ (1),
und die parametrisierten Kurven (K, ¢) und (K, ) haben die gleichen Léngen, d.h.

L(K,¢) = L(K,9).

11.10 * Wallis-Produkt

Satz 11.18 Es gelten die Aquivalenzen

T 2
/ sin” zdx ~ \/—W fiir n — o0 (11.16)
0 n

(2"n!)’
(2n)!

and

~ y/mn fir n — oo. (11.17)

11.11  * Stirling-Formel

Hauptsatz 11.19 Es gilt

nl ~ V21 (9) fiir 1 — oo. (11.18)
e
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Chapter 12

Konvergenz von Integralen

12.1 Uneigentliches Riemann-Integral

Definition. Sei f eine Funktion auf einem beliebigen Intervall J. Die Funktion f
heifit lokal integrierbar auf J falls f auf jedem abgeschlossen beschrankten Intervall
I C J Riemann-integrierbar ist.

Definition. Sei f eine lokal integrierbare Funktion auf einem rechtsoffenen Intervall
[a,b) mit —co < a < b < +o00. Dann definieren wir das uneigentliche Riemann-
Integral von f mit

/f ) do = ab_f 613?_/ Iz (12.1)

vorausgesetzt, dass der Grenzwert existiert als Element von R. Die Notation ¢ — b—
bedeutet, dass ¢ < b und ¢ — b; insbesondere ist das Riemann-Integral f: f(x)dx
wohldefiniert.

Ist der Grenzwert in (12.1) endlich, so sagt man, dass das Integral f; f(z)dx an
der Grenze b konvergiert.

Ist der Grenzwert unendlich, so sagt man, dass das Integral an der Grenze b
bestimmt divergiert.

Existiert der Grenzwert nicht, so sagt man, dass das Integral an b unbestimmt
divergiert. Im letzten Fall ist der Wert des Ausdrucks fab f (x) dz nicht definiert.

Die Grenze b fiir das uneigentliche Integral in (12.1) heifit kritisch.

Definition. Sei f eine lokal integrierbare Funktion auf einem linksoffenen Intervall
(a,b] mit —oo < a < b < +oo. Dann definieren wir

/abf(x) dr = /aif(a:) do = lim /be(x) dr, (12.2)

vorausgesetzt, dass der Grenzwert existiert. Die Notation ¢ — a+ bedeutet, dass
¢ > a und ¢ — a. Die Grenze a fiir das uneigentliche Integral (12.2) heifit kritisch.

Satz 12.1 Ist f auf [a,b] Riemann-integrierbar, so stimmen die drei Werte von
f; f (x) dx uberein.

15
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Satz 12.2 (Newton-Leibniz-Formel fir uneigentliches Integral) Sei f (x) eine stetige
Funktion auf einem halboffenen Intervall J = [a,b) oder J = (a,b]. Sei F eine
Stammfunktion von f auf J. Dann gilt

/f e

vorausgesetzt, dass die rechte Seite wohldefiniert ist.

Satz 12.3 (Partielle Integration) Seien u und v stetig differenzierbare Funktion auf
einem Intervall J = [a,b) oder J = (a,b]. Dann gilt

/ab udv = [uv]’ — /ab vdu (12.3)

vorausgesetzt, dass die rechte Seite wohldefiniert ist (d.h. der Wert [uv] und das
uneigentliche Integral fa vdu existieren und deren Differenz wohldefiniert ist).

Satz 12.4 (Substitutionsregel) Sei f eine stetige Funktion auf einem Intervall I.
Sei u : J — I eine stetig differenzierbare Funktion auf einem Intervall J = [a,b).
Nehmen wir an, dass der Wert u (b—) existiert. Dann gilt

b u(b—)
/fwwwwmaﬂ)f@@, (12.4)

vorausgesetzt, dass mindestens eines von zwei Integralen wohldefiniert ist.
Im Fall J = (a, b] gilt analog

u(b)
/f >=Awf@@, (12.5)

vorausgesetzt, dass u (a+) und mindestens eines von zwei Integralen wohldefiniert
ist.

Definition. Sei f eine lokal integrierbare Funktion auf einem Integral (a,b) mit

—00 < a < b < +00. Definieren wir das uneigentliche Integral fab f (x) dx mit zwei
kritischen Grenzen a, b wie folgt:

/ f(x)de = +_ f(x)dz = /i f(x)dz + ) [ (x)dx, (12.6)

wobei ¢ € (a,b), vorausgesetzt, dass die beiden Integrale in der rechten Seite ex-
istieren als uneigentliche Integrale mit einer kritischen Grenze und deren Summe
auch wohldefiniert ist.

Satz 12.5 (Newton-Leibniz-Formel fiir uneigentliches Integral mit zwei kritischen
Grenzen) Seien f () eine stetige Funktion auf (a,b) mit —oco < a < b < 400 und
F' eine Stammfunktion von f auf (a,b). Dann gilt

/f s

vorausgesetzt, dass die rechte Seite wohldefiniert ist.
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12.2 Konvergenzkriterien von uneigentlichen In-
tegralen

Satz 12.6 Sei f eine nichtnegative lokal integrierbare Funktion auf einem Intervall
(a,b) mit —oo < a < b < +00. Dann existiert das uneigentliche Integral fab f(z)dz

mit dem Wert in [0, +o00]. Insbesondere ist f; f () dx genau dann konvergent, wenn

/abf(x)dx<oo.

Satz 12.7 (Integralkriterium fir Konvergenz von Reihen) Sei f (x) eine nichtnega-
tive monoton fallende Funktion auf [m, +00), wobei m € Z. Dann gilt die Aquivalenz

+°° (x)dr < 00 <= io:f(k:)<oo
k=m

m

Definition. Sei f eine lokal integrierbare Funktion auf (a, b). Das Integral fab f(z)dz
heiflt absolut konvergent, falls f; |f (z)| dx konvergent ist, d.h.

b
/ |f (z)|dx < +oc0.

Satz 12.8 Ist das Integral fab f () dx absolut konvergent, so ist es auch konvergent

und es gilt
b
[ ri@)as

Definition. Seien f (z) und g (x) zwei Funktionen auf (a,b), die im (a,b) nicht
verschwinden. Man sagt, dass f (z) dquivalent zu g (x) fiir x — b— ist und schreibt

< / f (2)] da. (12.7)

f(z) ~g(z) fir x — b—,

falls
f(z)
g9 ()

Analog definiert man die Aquivalenz

— 1 furz —b—.

f(x)~g(z) firz —a+.

Lemma 12.9 (a) Die Relation f ~ g fiir © — b— ist eine Aquivalenzrelation.

(b) Gelten f; ~ g1 und fo ~ go fiir ¥ — b— so gelten auch fifs ~ g19o und
f—; ~ L fiir v — b—.

(c) Es gilt f ~ g genau dann wenn f (z) =g (x)+o(g(x)) firx —b—.
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Definition. Seien f, g zwei Funktionen auf (a,b) und g () > 0. Man schreibt
f(x)=0(g(x)) fir z — b—
und sagt “f (z) ist groB O von ¢ (x) fir x — b—" falls fiir ein ¢ € (a,b) und ein
C > 0 gilt
|f (2)] < Cg(z)
for alle 2 € (¢,b) . Aquivalente Definition:

F(2) = O (g (@) fiir & — b falls limsup L)

< +00
eb— g (T)

Satz 12.10 Seien f(x) und g (x) lokal integrierbare Funktionen auf [a,b). Sei g
positiv auch diesem Intervall.
(a) (Magjorantenkriterium) Gelten f (z) = O (g (x)) fiir z — b— und f;g (x)dx <

00, so ist das Integral ff f (z) dx absolut konvergent.
(b) (Vergleichskriterium) Sei auch f positiv. Gilt f(z) ~ g (x) fiir z — b— so
sind die Integrale fab f (z) dx und ff g (z) dz gleichzeitig konvergent bzw divergent.

12.3 Bedingte Konvergenz

Definition. Sei f eine lokal integrierbare Funktion auf einem Intervall (a,b). Das
uneigentliche Integral fab f (z) dz heiBt bedingt konvergent falls es konvergent aber
nicht absolut konvergent ist.

Satz 12.11 Seien f und g stetige Funktionen auf [a, +00). Sei g (z) zusétzlich stetig
differenzierbar und monoton auf [a,4+00). Dann das Integral

+o0

f(z)g(z)de (12.8)

a

konvergiert falls eine von den folgenden zwei Bedingungen erfiillt ist:

(a) (Abel-Kriterium) Das Integral f;oo f (z) dz ist konvergent und g (x) ist beschrankt.

(b) (Dirichlet-Kriterium) Die Stammfunktion F (z) = [ f (¢)dt ist auf [a, +00)
beschrankt und ¢ () — 0 fiir x — +oc.

12.4 * Alternative Definition von Elementarfunk-
tionen

12.5 * Gammafunktion

Definition. Definieren wir die Gammafunktion ' (x) fiir jedes x > 0 mit

+oo
[(z) = / t" e tdt. (12.9)
0



12.6. * DIRICHLET-INTEGRAL

Lemma 12.12 Das Integral (12.9) konvergiert fiir alle > 0.

Lemma 12.13 Fiir alle z > 0 gilt I' (x + 1) = 2T ().

12.6 * Dirichlet-Integral

19
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Chapter 13

Gleichmaflige Konvergenz von
Reihen

13.1 Funktionenfolgen

Definition. Man sagt, dass die Folge {fx} gegen eine Funktion f punktweise auf J
konvergiert falls fir jedes = € J gilt fi (z) — f (z) fir £ — oo, d.h.

Veed |fi(z)— f(x)] — 0 fir k — oo.

Die punktweise Konvergenz bezeichnet man mit f, — f.

Definition. Man sagt, dass {fr} gegen f gleichmafSig auf J konvergiert, falls
| f — fl| — 0 fiir £ — oo.

Die gleichméflige Konvergenz bezeichnet man mit f, = f.

Satz 13.1 Sei { fi},cy eine Folge von stetigen Funktionen auf einem Intervall J C
R. Gilt fy = f auf J so ist f auch stetig auf J.

13.2 Gleichmaflige Konvergenz von Funktionen-
reihen
Definition. Die Reihe > 7, fi (z) konvergiert auf J punktweise bzw gleichméBig

falls die Folge {F,} von Partialsummen punktweise bzw gleichméfig auf J kon-
vergiert.

Satz 13.2 (Weierstrafisches Majorantenkriterium; auch Weierstrafsscher M-Test)
Sei {fi} eine Funktionenfolge auf J mit

[e.@]
DIl < oo
k=1

Dann konvergiert die Reihe "7, fx (z) auf J absolut und gleichméBig.

21
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Definition. Sei {f},-, eine Folge von Funktionen auf einem Intervall J. Die Folge
{fx} konvergiert auf J lokal gleichmdifsig, falls diese Folge auf jedem abgeschlosse-
nen beschréankten Intervall I C J gleichméBig konvergiert. Konvergiert {fx} lokal

loc

gleichmaflig gegen f, so schreibt man f, = f.
Analog konvergiert die Reihe ) ;- fi auf J lokal gleichméafig falls diese Reihe
auf jedem abgeschlossenen beschrankten Intervall I C J gleichmaflig konvergiert.

Satz 13.3 Sei {f;} eine Folge von stetigen Funktionen auf einem Intervall J. Kon-
vergiert die Folge { fi} lokal gleichmé&Big auf .J, so ist der Grenzwert f () = lim fj (x)
stetig auf J. Die ahnliche Eigenschaft gilt auch fiir die Reihen: die Summe einer
lokal gleichméfig konvergenten Reihe von stetigen Funktionen ist stetig.

13.3 Potenzreihen

o0

Z cra” (13.1)

k=0

Satz 13.4 Angenommen, dass die Potenzreihe (135.1) fiir ein x = o # 0 konvergent
ist. Dann konvergiert die Potenzreihe absolut und lokal gleichméfig auf dem Inter-
vall (—R, R) mit R = |zo|. Folglich ist die Summe f (z) = Y ;2 cxz" eine stetige
Funktion auf (—R, R).

Definition. Der Wert

R :=sup {\x| : cha:k konvergiert} € [0, 4+o0] (13.2)
k=0

heifit der Konvergenzradius der Reihe Y - cxa®. Das Intervall (—R, R) heifit das

Konvergenzintervall der Reihe.

Satz 13.5 Fiir den Konvergenzradius der Reihe Y 7 ¢xz” gilt die folgende Formel

von Cauchy-Hadamard:
1

R=——— (13.3)
lim sup |c|
k—o0
Satz 13.6 (Satz von Abel) Die Funktion f(z) = > po,cra® ist stetig in jedem
Punkt x = 2y # 0 wo die Reihe konvergiert.

13.4 Integrations unter gleichmafliger Konvergenz

Satz 13.7 Sei {fi} eine Folge von stetigen Funktionen auf einem beschrankten
abgeschlossenen Intervall [a,b]. Konvergiert f, gleichméfiig auf [a,b] gegen eine
Funktion f, so gilt

b b
/ f(x)de = ]}Lrgo/ fr (z) dz. (13.4)
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Korollar 13.8 Sei {f;} eine Folge von stetigen auf [a, b] Funktionen. Konvergiert
die Reihe Y 77| fi (z) gleichméafBig auf [a, b] so gilt

b [ o b
/(ka(@) d$=Z/ fr (x) dx. (13.5)

Satz 13.9 Sei die Potenzreihe f(z) = ZZO_O crr® konvergent auf einem Intervall

(=R, R) mit R > 0 (insbesondere kann R der Konvergenzradius sein). Dann gilt fiir
alle x € (—R, R)

IOT I g aey .
/Of(t)t ;kﬂx (13.6)

13.5 Differenzieren unter gleichmafliger Konver-
genz

Satz 13.10 Sei {f.} eine Folge von stetig differenzierbaren Funktionen auf einem
Intervall J C R. Nehmen wir an, dass

e [ — [ punktweise auf .J;

loc

e f, = gauf J.
Dann ist die Funktion f stetig differenzierbar und es gilt f' = g.

Korollar 13.11 Sei {fx} eine Folge von stetig differenzierbaren Funktionen auf
einem Intervall J C R. Nehmen wir an, dass

e dic Reihe Y .2, fi (x) ist auf J punktweise konvergent;

e die Reihe Y .2, fi (z) ist auf J lokal gleichméBig konvergent.

Dann gilt /
(Z fk> =Y (13.7)
k=1 k=1

Satz 13.12 Sei ) -, cxz” eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius R > 0.

Dann ist die Funktion .

@)=Y et

k=0
in (—R, R) unendlich oft differenzierbar, es gilt in (—R, R)

f’CE)=:§§:ckkxk1, (13.8)
k=1

und der Konvergenzradius der Reihe (15.8) ist auch R.
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13.6 Taylorreihe

0 £(n)
> / !(O>x" (13.9)

n
n=0

Definition. Die Reihe (13.9) heifit die Taylorreihe der Funktion f an der Stelle 0
(oder Macklaurin-Reihe).

Hauptsatz 13.13 (Taylorformel mit Integralrestglied) Sei f eine (n + 1)-fach stetig
differenzierbare Funktion auf einem Intervall J mit 0 € J. Dann gilt fiir jedes x € J

x—1)"

Fo) =T o)+ [

Korollar 13.14 Sei f unendlich oft differenzierbar im Intervall J mit 0 € J. Sei
x € J. Die Identitat

FY (t) de. (13.10)

n!

n

> ¢ln)
f(:v)zzf !<0):c” (13.11)

gilt genau dann wenn R, (z) — 0.

13.7 * Satze von der majorisierten und monoto-
nen Konvergenz

Satz 13.15 (Satz von der majorisierten Konvergenz) Sei { fx} eine Folge von steti-
gen Funktionen auf einem Intervall (a,b) die lokal gleichméBig auf (a,b) gegen f
konvergiert. Sei g eine nichtnegative lokal integrierbare Funktion auf (a,b) mit

b
/ g (x)dx < occ. (13.12)
Gilt fiir alle k
|ful < g auf (a,b) (13.13)
so gilt
b b
/ fr (z)dx — / f(z)dz fir k — oc. (13.14)

Korollar 13.16 Sei {f;} eine Folge von stetigen Funktionen auf einem Intervall
(a,b). Angenommen seien die folgenden Bedingungen:

(a) die Rethe > 77| fi (z) konvergiert lokal gleichméaflig auf (a,b) ;

(b) es gilt > 7 |fi (x)] < g(x) wobei g eine lokal integrierbare nichtnegative
Funktion auf (a,b) mit

/abg(x)dx<oo.

Dann gilt

/abifk (z) do = Z/b fr (x) dz. (13.15)
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Satz 13.17 (Satz von Dini) Sei { fy},cy €ine monoton steigende Folge von steti-
gen Funktionen auf einem kompakten Intervall J die punktweise gegen eine stetige
Funktion f auf J konvergiert. Dann gilt auch die gleichméfige Konvergenz f,, = f
auf J.

Satz 13.18 (Sdtze von der monotonen Konvergenz)

(a) Sei {f,} eine monoton steigende Folge von nichtnegativen stetigen Funktio-
nen auf einem offenen Intervall (a,b), die gegen eine stetige Funktion f auf (a,b)
punktweise konvergiert. Dann gilt

im [ £, (2)de = / f (@) dz. (13.16)

n—oo

(b) Sei {f.} eine monoton fallende Folge von nichtnegativen stetigen Funktio-
nen auf einem offenen Intervall (a,b), die gegen eine stetige Funktion f auf (a,b)
punktweise konvergiert. Gilt fiir ein m

/b fn () d < o0, (13.17)

so gilt (13.16).

13.8 * Gauss-Integral

Satz 13.19 Es gilt

/oo e dr = /7. (13.18)

—00

Lemma 13.20 Fiir die Funktion (1 + %)t auf (0,400) ist monoton steigend und
konvergiert gegen e fiir t — 4-00.

Korollar 13.21 I' (1) = /7

13.9 * Approximationssatz von Weierstraf}

Hauptsatz 13.22 Fiir jede stetige Funktion f auf einem kompakten Intervall J
gibt es eine Folge von Polynomen {P,} mit P, = f auf J fiir n — oo.

13.10 * Fourier-Reihen
Q, > .
?0 + kZ: (ag cos kx + by sinkx) (13.19)

1

Lemma 13.23 Let the Fourier series (13.19) converge uniformly on R to a function
f (z). Then, for all k,

1 27 1 2m
ap = —/ f (z)coskxdr and by = —/ f (z) sin kxdzx. (13.20)
T Jo T™Jo
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Definition. For any Riemann integrable function f on [0,27], define its Fourier
coefficients by

2m 2m
ak:ak(f):}r/o f (z) cos kx dx |and bk:bk(f):%/o f (z)sinkzx dx
(13.21)

for all integers k£ > 0. The Fourier series of function f is the series

% + ; (ak cos kx + by sin kx) .

1

Definition. For any complex valued integrable function f on [0, 27|, define its com-
plex Fourier coefficients for all k € Z by

2m
a=cp(f) = %/0 f(z) e *2dx|. (13.22)

The complex Fourier series of f is the series

f(z)~ che““.

kEZ

Lemma 13.24 The complex Fourier series coincides with the Fourier series pro-
vided the both converge.

Hauptsatz 13.25 Let f be an 27-periodic integrable function that is right and
left differentiable at some x € R. Then the Fourier series of f at x converges to
w. If in addition f () is continuous at x then the Fourier series of f at x
converges to f (x).
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Metrische Raume und stetige
Abbildungen

14.1 Abstandsfunktion

Definition. Sei X eine beliebige Menge. Eine Metrik (=Abstandsfunktion) auf X
ist eine Funktion d : X x X — R die die folgenden Axiome erfiillt:

1. Positivitdt: d(x,y) > 0 fir alle z,y € X und d(z,y) = 0 & x = y (somit
d(z,y) > 0 fiir alle = # y).

2. Symmetrie: d(z,y) = d(y,z) fiir alle z,y € X.
3. Dreiecksungleichung: d (z,y) < d(z,z) + d(y, 2) fir alle z,y, z € X.

Ist d eine Metrik auf X, so heifit das Paar (X, d) metrischer Raum.

Definition. Sei V' eine Menge wo die folgenden zwei Operationen definiert werden:

Addition
v, yeVme—ao+yeV

und Skalarmultiplikation
AeR zeVis A reV

Die Menge V mit diesen Operationen heifit Vektorraum iiber R falls die folgenden
Axiome erfillt werden:

1. Nullvektor: es gibt ein 0 € Vmit 2 +0=0+x =z fir alle z € V.

2. Das inverse Element: fiir jedes x € V existiert ein —z € V mit z + (—z) =
(—z)+2=0.

3. Assoziativgesetz fiir Addition: (z +y)+z =2+ (y+ 2).
4. Kommutativgesetz fiir Addition: x +y =y + x.

5. Skalarmultiplikation mit 1: 1x = x fir alle x.

27
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6. Assoziativgesetz fiir Skalarmultiplikation: (Au)x = A (ux).
7. Distributivgesetz fiir Addition von Skalaren: (A + p)x = Az + .

8. Distributivgesetz fiir Addition von Vektoren: A (z +y) = Az + Ay.

Die Operationen Addition und Skalarmultiplikation heiflen zusammen lineare
Operationen.

Definition. Eine Funktion N : V — R auf einem Vektorraum V heifit Norm falls
sie die folgenden Axiome erfiillt:

1. Positivitdt: N (xz) > 0 und N(z) = 0 < = = 0 (somit N (z) > 0 fiir alle
x e V\{0}).

2. Absolute Homogenitat: N (Azx) = [A\|N () VA € R und Vz € V.

3. Dreiecksungleichung: N (z+y) < N (z)+ N (y).

Das Paar (V, N) heit normierter Vektorraum.
Die iibliche Notation von Norm ist ||z| anstatt N (z).

14.2 Die p-Norm in R"

Definition. Fiir jedes 1 < p < oo definieren wir die p-Norm in R™ mit

n 1/p
]|, = (Z!u!”) . (14.1)

Satz 14.1 (Holder-Ungleichung) Fir alle p,q > 1 mit

1 1
-+ -=1 (14.2)
p g
gilt die folgende Ungleichung
-yl < lzllpllylly (14.3)

fir alle x,y € R".
Satz 14.2 (Minkowski-Ungleichung) Die p-Norm erfiillt die Dreiecksungleichung
Iz +yll, < ll=ll, +[lyll, (14.4)

fir alle z,y € R™. Folglich ist die p-Norm eine Norm in R™ fiir alle p € [1, 00).
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14.3 Metrische Kugel

Definition. Fiir jedes z € X und r > 0 definieren wir die offene Kugel U, (z) mit
Zentrum z und Radius r wie folgt:

Ur(z)={x e X :d(z,z) <r}.
Definieren wir auch die abgeschlossene Kugel mit

U,(2)={r e X :d(zz)<r}.

Lemma 14.3 Seien U, (z) und Us (y) zwei Kugeln im metrischen Raum (X, d).
(a) Gilt d(z,y) > r + s so sind die Kugeln disjunkt.
(b) Gilt d (z,y) <r —s, so gilt Uy (y) C U, ().

14.4 Konvergenz in metrischen Raumen

Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge {z,} -, von Punkten aus
X konvergiert gegen ein a € X falls d (z,,a) — 0 fiir n — oo. Der Punkt a heifit

der Grenzwert (=Limes) der Folge {z,} und man schreibt d-lim,,_,., z, = a oder

d
T, — a.

14.5 Stetige Abbildungen

Definition. Seien (X, dx) und (Y, dy) zwei metrische Rdume und f : X — Y eine
Abbildung von X nach Y. Seien a € X und b € Y. Man schreibt

lim f(z) =b oder f(x)—10b firz—a (14.5)

r—a

(f (z) konvergiert gegen b fiir x — a) falls
Ve>0 30 >0 sd. Vor e X\ {a} mit dx (z,a) <0 giltdy (f(x),b) <e. (14.6)

Der Punkt b heiit der Grenzwert (=Limes) von f (x) fiir x — a.

Lemma 14.4 Die folgenden zwei Bedingungen sind aquivalent.

(i) T, f (2) = b

(17) Fir jede Folge {z,,} € X \ {a} mit x, X q gilt f () & p,
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Definition. Seien X und Y zwei metrische Raume. FEine Abbildung f : X — VY
heifit stetig in a € X falls

lim f (z) = f(a).

r—a

Definition. Abbildung f : X — Y heifit stetig falls sie in allen Punkten a € X
stetig ist.

Lemma 14.5 Eine Abbildung f: X — Y ist stetig in @ € X genau dann, wenn fiir
jede Folge {z,} C X mit z, — a gilt f(z,) — f(a).

Korollar 14.6 Sind die Funktionen f,g : X — R (oder f,g : X — C) stetig in
a € X sosind f+g, fg, f/g auch stetig in a sind (im Fall f/g vorausgesetzt, dass

g #0).

14.6 Offene und abgeschlossene Mengen

Definition. Eine Menge V' C X heif3t offen falls fiir jedes x € V existiert ein r > 0
mit U, () C V. Eine Menge F' C X heifit abgeschlossen falls das Komplement
X¢:= X\ F offen ist.

Satz 14.7 Die folgenden Eigenschaften gelten fiir Teilmengen eines metrischen Raums.
(a) Die Vereinigung von beliebigen Mengensystem von offenen Mengen ist offen.
(b) Der Schnitt endlich vieler offenen Mengen ist offen.
(c) Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen.
(d) Der Schnitt von beliebigen Mengensystem von abgeschlossenen Mengen ist
abgeschlossen.
(e) Eine Menge V ist offen genau dann, wenn V' eine Vereinigung von offenen
metrischen Kugeln ist.

(f) Eine Menge F' ist abgeschlossen genau dann, wenn jede konvergente Folge
aus F' den Grenzwert auch in F' hat.

Satz 14.8 Seien X,Y zwei metrischen Raumen und f : X — Y eine Abbildung.
(a) f ist stetig genau dann, wenn fiir jede offene Menge V C Y das J f~1 (V)
eine offene Menge in X ist.
(b) f ist stetig genau dann, wenn fiir jede abgeschlossene Menge F' C Y das J
f~Y(F) eine abgeschlossene Menge in X ist.

Korollar 14.9 Seien f : X — Y und g : Y — Z zwei stetige Abbildungen von
metrischen Rdumen. Dann ist die Verkettung go f : X — Z stetig.
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14.7 Aquivalente Normen

Definition. Seien N; und N, zwei Normen in V. Man sagt, dass N; und Ns
aquivalent sind, falls es die positiven Konstanten ¢, C' gibt mit

cNy () < Ny (x) < CNp () (14.7)

fur alle x € V.

Satz 14.10 Seien N; und N, zwei aquivalente Normen in V. Seien d; und d, die
von N; bzw Ny induzierten Metriken auf V', d.h.

di (z,y) = Ny (zr —y) und ds (z,y) = Na(z —y) .

Dann gelten die folgenden Aussagen.

(a) Die Begriffe von der Konvergenz von Folgen in V' beziiglich d; und dy stimmen
iiberein.

(b) Die Topologien in V' beziiglich d; und ds stimmen tiberein.

(c) Die Begriffe von stetigen Abbildung von V beziiglich d; und dy stimmen
iiberein.

Satz 14.11 Alle p-Normen in R fiir p € [1, +00] sind dquivalent.

14.8 Vollstandigkeit

Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge {z,} C X heit Cauchy-
Folge, talls
d(zp, xy,) — 0 fiir n,m — oco.

Definition. Ein metrischer Raum (X, d) heiit vollstindig falls jede Cauchy-Schwarz
in X konvergent ist.

Definition. Ein normierter Vektorraum (V, N) heifit vollstédndig falls der metrische
Raum (V,d) mit der induzierten Metrik d(z,y) = N (z —y) vollstindig ist. Ein
vollstandiger normierter Vektorraum heifit Banachraum.

Satz 14.12 Sei S beliebige nicht-leere Menge. Der normierte Vektorraum B (.S)
von allen reellwertigen beschrankten Funktionen auf S mit der sup-Norm ist ein
Banachraum.

Korollar 14.13 Der Raum R" ist ein Banachraum beziiglich jeder p-Norm, p €
[1,00].

Korollar 14.14 Der Raum C'[a, b] von allen reellwertigen stetigen Funktionen auf
einem kompakten Intervall [a, b] ist ein Banachraum beziiglich der sup-Norm.
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14.9 Fixpunktsatz von Banach

Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum und f : X — X eine Selbstabbildung.
Ein Punkt z € X heifit Fizpunkt von f falls f (z) = .

Definition. Eine Selbstabbildung f : X — X eines metrischen Raums (X, d) heifit
Kontraktionsabbildung falls es eine Konstante g € (0,1) gibt mit

d(f(z),f(y) <qd(z,y) Va,yeX. (14.8)

Hauptsatz 14.15 (Fizpunktsatz von Banach) Seien (X, d) ein vollstandiger metrischer
Raum und f : X — X eine Kontraktionsabbildung. Dann besitzt f genau einen
Fixpunkt.

Lemma 14.16 Gilt fiir eine Folge {z,} in einem metrischen Raum
d(Tpi1,2n) < Cq", (14.9)

wobei C' > 0 und ¢ € (0, 1), so ist {z,,} eine Cauchy-Folge.

14.10 Kompakte Mengen und Extremwertsatz

Definition. Eine Uberdeckung von K ist ein Mengensystem {Va},eg von Teilmengen
von X, die K iiberdeckt, d.h.
K c|JVa
a€cs
wobei S eine beliebige Indexmenge ist. Sei T eine Teilmenge von S. Die Fam-
ilie {Va},er heiBt Teiliiberdeckung von {V,}, g falls sie auch K iiberdeckt. Die
Uberdeckung {V,} .o heiit offen falls alle V,, offene Teilmengen von X sind.

a€sS

Definition. Eine Menge K C X heiit kompakt falls jede offene Uberdeckung von
K eine endliche Teiliiberdeckung enthalt.

Satz 14.17 Seien X und Y zwei metrische Raume spaces und f : X — Y eine
stetige Abbildung. Ist K C X kompakt so ist auch das Bild f (K) C Y kompakt.

Definition. Eine Menge K C X heiflt beschrankt falls sie in einer metrischen Kugel
liegt.

Definition. Eine Menge K C X heifit totalbeschrankt falls es fur jedes € > 0 eine
endliche Uberdeckung von K mit Kugeln von Radius ¢ gibt.

Definition. Sei K eine Teilmenge von X. Jede endliche Folge {;}!_, von Punkten

von X heifit e-Netz von K falls es fiir jedes x € K ein i = 1,...,n mit d (z,x;) < €

gibt. Aquivalent: die Folge von Kugeln {U. (z;)}7_, ist eine Uberdeckung von K.
Wir sehen, dass K totalbeschrinkt genau dann ist, wenn es fiir jedes € > 0 ein

e-Netz von K gibt.
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Satz 14.18 Jede Kugel in R™ ist totalbeschrankt. Folglich sind in R™ Beschréanktheit
und Totalbeschranktheit dquivalent (beziiglich jeder p-Metrik).

Definition. Eine Menge K C X heifit folgenkompakt falls jede Folge in K eine
konvergente Teilfolge mit dem Grenzwert in K enthalt.

Hauptsatz 14.19 Seien (X, d) ein vollstandiger metrischer Raum und K eine Teil-
menge von X. Die folgenden drei Bedingungen sind aquivalent.

(1) K ist kompakt.

(1) K ist folgenkompakt.
(17i) K ist totalbeschrankt und abgeschlossen.

Korollar 14.20 Eine Menge K C R" ist kompakt genau dann, wenn K beschrankt
und abgeschlossen ist.

Korollar 14.21 (Extremwertsatz) Seien K eine beschrénkte abgeschlossene Teil-
menge von R™ und f : K — R eine stetige Funktion. Dann existieren die beiden
Werten maxg f und ming f.

Korollar 14.22 Alle Normen in R” sind dquivalent (Beweis in Aufgabe 134).

14.11 Fundamentalsatz der Algebra

Hauptsatz 14.23 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom P (z) = ag+a;z+
..+ a,z" des Grades n > 1 mit komplexwertigen Koeffizienten ag, ay, ..., a, # 0 hat
mindestens eine komplexe Nullstelle.

14.12 Zusammenhangende Mengen und Zwischen-
wertsatz

Definition. Eine Teilmenge K von einem metrischen Raum X heifit zusammenhdngend
falls fiir jede Uberdeckung K € U LIV von K mit zwei disjunkten offenen Mengen
UV gilt KCUoder KCV.

Satz 14.24 (Zwischenwertsatz) Seien X und Y zwei metrische Raume und f : X —
Y eine stetige Abbildung. Ist K eine zusammenhéngende Teilmenge von X so ist
f (K) auch zusammenhéngend.

Satz 14.25 Jedes Intervall J C R ist zusammenhangend. Umgekehrt, jede zusam-
menhangende Teilmenge von R ist ein Intervall.
Definition. Eine Menge K C R"™ heifit Sterngebiet, falls es einen Punkt a € K gibt
mit

re€ K =la,z] € K.
Der Punkt a heifit ein Sternzentrum.

Satz 14.26 Jedes Sterngebiet K in R" ist zusammenhangend. Insbesondere sind
alle Kugeln in R™ zusammenhangend.
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14.13 * Gleichmaflige Stetigkeit

Satz 14.27 Sei f : X — Y stetig. Dannist f gleichmaBig stetig auf jeder Kompakte
Teilmenge K C X.

14.14 * Vervollstandigung von metrischen Raumen

Definition. Zwei metrische Raume (X, dx) und (Y, dy) heiflen isometrisch falls es
eine bijektive! Abbildung ® : X — Y gilt so dass

dy (® (x1),P (x2)) = dx (21, 22) fiir alle z1, 20 € X. (14.10)

Die Abbildung ® heifit dann Isometrie.

Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Fiir jede Teilmenge A C X definieren
wir den Abschluss A von A als die Teilmenge von X die aus allen Grenzwerten von
allen konvergenten Folgen aus A besteht.

Definition. Man sagt, dass die Menge A C X dicht in X liegt falls A = X.

Satz 14.28 Fiir jeden metrischen Raum (X, d) gibt es einen anderen metrischen
Raum (X, d) mit den folgenden Eigenschaften:

° ()Z , c?) ist vollstandig
e Es gibt eine Teilmenge Y C X sodass Y dicht in X liegt und (Y, J) isometrisch
zu (X, d) ist.

14.15 * p-adische Zahlen

Definition. Die Metrik d,, in Q heifit die p-adische Metrik.

Definition. Die Vervollstindigung @ von (Q,d,) wird mit Q, bezeichnet, und die
Elemente von Q, heiflen p-adische Zahlen.

14.16 * Lebesgue-integrierbare Funktionen

Lemma 14.29 Fiir jede Funktion f € R [a,b] gibt es eine Folge { f,},cy aus C [a, b]
mit

b
/ |f — fuldx — 0 fiir n — oo. (14.11)

1Es reicht zu erfordern, dass ® surjektiv ist, da es aus (14.10) folgt, dass ® injektiv ist:

X1 7££C2:>dx (ml,xg)#O:>dy(<1>(¢1),<1>(12))7é():><I>(x1)7é<I>(x2)
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Lemma 14.30 Zwei Funktionen f,g € Rla,b] entsprechen einem Element von
L' [a, b] genau dann, wenn

/b f — gldz = 0. (14.12)
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Chapter 15

Differentialrechnung in R"

15.1 Partielle und totale Differenzierbarkeit

Definition. Die Ableitung von fj beztiglich =, heifit partielle Ableitung 1-er Ord-
nung von f und wird mit % bezeichnet, d.h.

ok

(z) == lim Je (@1, xy +t, o xn) — fi (21,0, T, 0, Ty) |

t—0 t

Definition. Existieren die partielle Ableitungen % fiir alle £ und 7, so heifit die
J

Funktion f partiell differenzierbar in z. In diesem Fall lasst sich die Menge von

allen partiellen Ableitung von f in einer m x n Matrix anordnen wie folgt:

fl;l f1;2 fl;n
Iy = (%) = (0;fx) = (fr3) = LR (15.1)
m;1 m;2 - m;n

wobei k = 1,...,m ein Zeilenindex ist und 7 = 1, ..., n ein Spaltenindex. Die Matrix
Jp = Js (z) heifit die Jacobi-Matriz von f an der Stelle .

Definition. Eine Funktion f : 2 — R™ heif3t total differenzierbar in x € € falls es
eine lineare Abbildung A : R” — R gibt mit

f(z+h) = f(z)+ Ah+o(h) fiir h — 0. (15.2)

Die lineare Abbildung A heifit die totale Ableitung von f in x und wird mit % (x)
oder f’(z) bezeichnet, so dass

flx+h)=f(x)+ f'(x)h+o0(h) fir h — 0.

Definition. Die Variable A in (15.2) heifit das Differential von x und wird auch mit
dx bezeichnet (so dass dx € R" eine unabhéngige Variable ist). Die Funktion h —
Ah heifit das Differential der Funktion f in x und wird auch mit df (z) bezeichnet,
so that df = Adx = [’ (z) dx.

37
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Satz 15.1 Ist die Funktion f : 2 — R™ total differenzierbar im Punkt x € €2, so
gilt folgendes.

(a) f ist stetig in .

(b) f ist partiell differenzierbar in x und es gilt

f (@) = Jy (a). (15.3)

Satz 15.2 Sei f: ) — R™ stetig partiell differenzierbar in 2 C R", d.h. f partiell
differenzierbar in allen Punkten von €2 und alle Ableitungen 0; fx sind stetig in 2.
Dann ist f total differenzierbar in jedem x € Q.

15.2 Rechenregeln fiir totale Ableitung

Satz 15.3 (Linearitit) Sind die Funktionen f,g :  — R™ total differenzierbar in
einem Punkt x € €2, so ist auch ihre lineare Kombination af + bg mit a,b € R total
differenzierbar in x und es gilt

(af +bg)' (z) = af (z) + by (x).

Satz 15.4 (Kettenregel) Seien U C R™ und V' C R™ offene Mengen. Sei g: U — V
differenzierbar in einem Punkt x € U und f : V — R! differenzierbar im Punkt
y = g (z) € V. Dann ist die Komposition fog: U — R! differenzierbar in z und es
gilt

(fog) (@)=f" () g (x)|=f(9())g (z).

Korollar 15.5 Unter den Bedingungen des Satzes 15.4 gilt

( Og k] ka‘l glj . (154)

wobei y = f (x).

Korollar 15.6 (Ableitung der inversen Funktion) Seien U und V' zwei offene Teil-
mengen von R™. Sei g : U — V eine bijektive Funktion die in einem Punkt = € U
differenzierbar ist. Sei die inverse Funktion f = ¢g~! im Punkt y = g (x) differen-
zierbar. Dann gilt

fly)=d @ (15.5)

15.3 Richtungsableitung und Mittelwertsatz

Definition. Sei f eine reellwertige Funktion auf einer offenen Menge €2 C R". Fiir
jedes x € €2 und fiir jeden Vektor v € R™ definieren wir die Richtungsableitung

Ouf (z) = % (2) = i LEE ) =/ )

t—0 t

?

vorausgesetzt, dass der Limes existiert (wobei t eine reelle Variable ist).
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Satz 15.7 Ist die Funktion f : 2 — R total differenzierbar in x dann existiert die
Richtungsableitung 0, f (z) fiir jedes v € R™ und es gilt

0.1 (2) = 1 (@)v = 30, (@) vy

Satz 15.8 (Mittelwertsatz) Sei f eine reellwertige total differenzierbare Funktion
auf einer offenen Menge 2 C R™. Seien z,y zwei Punkte in Q mit [z,y] C Q. Dann
es gibt einen Punkt £ € [z, y] mit

fly) = f@) =1y —a). (15.6)

15.4 Partielle Ableitungen hoherer Ordnung und
Satz von Schwarz

Satz 15.9 (Satz von Hermann Schwarz) Nehmen wir an, dass die Funktion f : Q —
R in © die beiden partiellen Ableitungen 0;; f und 0;;f hat, und dass 0;; f und 90;; f
in Q stetig sind. Dann gilt 0;;f (x) = 0;;f (x) fiir alle z € €.

Definition. Eine Funktion f : Q — R heit k-fach (partiell) stetig differenzierbar
falls alle partielle Ableitungen von f der Ordnung < k existieren und stetig in €2
sind. Die Menge von allen k-fach stetig differenzierbaren Funktionen auf €2 wird
mit C* () bezeichnet. Insbesondere wird mit C () = C° () die Menge von allen
stetigen Funktionen auf €2 bezeichnet.

Korollar 15.10 Fiir jede Funktion f € C¥(Q) ist der Wert von jeder partiellen
Ableitung der Ordnung < k unabhéngig von der Reihenfolge von Ableiten. D.h.,
fiir jede Folge i1, ..., %, von m < k Indizes und fiir jede Permutation ji, ..., 7,, von

il, ceny Zm gllt a“@mf = ajlemf.

Definition. Jede Folge o = («, ...., ;) von nichtnegativen ganzen Zahlen «y heifit
Multiindexr von Dimension n. Die Menge von allen Multiindizes von Dimension n
wird mit I" bezeichnet. Fiir jeden Multiindex o € 1™ definieren wir die Ordnung
(den Betrag) von « mit

o) = + ... + .

15.5 Taylorformel

Hauptsatz 15.11 (Taylorformel mit der Restgliedform nach Peano) Sei §) eine of-
fene Teilmenge von R™. Fiir jede Funktion f € C*(Q) mit & > 0 und fiir jedes
a € () gilt

f(x)= Z D*J(a) (x —a)* + o (||z — a||¥) fiir z — a. (15.7)

al
{a€l”:|a|<k}
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Umgekehrt, gilt fiir reelle Koeffizienten ¢,
f(x)= Z o (. —a)* + o (||z — a||¥) fir z — a, (15.8)
{a€l™:|a|<k}

D°f(a)

al

so haben wir ¢, =
Definition. Die Funktion

L = Y 2@ e (15.9)

a!
{a€l”:|a|<k}
- Z ala‘f <a> (xl — CLl)al (xn - an)an
= [e%] an ' '
{a€ln:|a|<k} 8xl axn A1 Oy

heiflt das Taylor-Polynom der Ordnung k der Funktion f im Punkt a. Die ausfiihrliche
Notation fiir das Taylor-Polynom ist T ¢ (x; a)

15.6 Lokale Extrema

Definition. Ein Punkt a € 2 heifit lokale Mazximumstelle von f falls es eine Kugel
U, (a) C Q gibt so dass a eine Maximumstelle von f in U, (a) ist, d.h.

f(a) > f(x) fir alle x € U, (a) .

Analog definiert man lokale Minimumstelle. Der Punkt a heifit lokale Extremum-
stelle von f, falls a lokale Maximum- oder Minimumstelle ist.

Satz 15.12 Sei a € M eine lokale Extremumstelle von f in €. Ist f in a differen-
zierbar, so gilt f’ (a) = 0.

Definition. Sei f in 2 differenzierbar. Die Punkte x € Q wo f’ (z) = 0 heiflen die
kritischen Punkte von f.

Definition. Fiir jede Funktion f € C?(Q) definieren wir die totale zweite Ableitung
f" (x) als die folgende n x n Matrix:

onf(z) Owif(xr) ... Onf(x)
£ () = 0uf @)y = | 2T ORI ) O ()

hi=1 :
Diese Matrix heifit auch die Hesse-Matriz von f.

Definition. Eine symmetrische n x n Matrix A (und ihre quadratische Form @)
heifit

e positive definit falls @ (u) > 0 fiir alle u # 0 (Schreibweise A > 0);
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positiv semidefinit falls @ (u) > 0 fiir alle u € R™ (Schreibweise A > 0);

negativ definit falls @ (u) < 0 fiir alle u # 0 (Schreibweise A < 0);

negativ semidefinit falls @ (u) < 0 fiir alle uw € R™ (Schreibweise A < 0);

indefinit falls @ (u) positive und negative Werte annimmt.

Satz 15.13 Seien 2 C R" eine offene Menge und f eine Funktion von C? (Q). Sei
a ein kritischer Punkt von f, d.h. f’(a) = 0.

(a) (Notwendige Bedingung fir lokales Extremum) Ist a eine lokale Maximum-
stelle von f, so gilt f”(a) < 0. Ist a eine lokale Minimumstelle von f so gilt

£ (a) = 0.
(b) (Hinreichende Bedingung fiir lokales Extremum) Gilt f” (a) < 0 so ist a eine
lokale Maximumstelle von f. Gilt f” (a) > 0 so ist a eine lokale Minimumstelle von

f.

15.7 Satz von der impliziten Funktion

Definition. Let Q eine offene Teilmenge von R*. Eine Funktion ® :  — R™ heift
l-fach stetig differenzierbar falls alle partielle Ableitungen D*®; der Ordnung |o| <1
von allen Komponenten ®; existieren und stetig in {2 sind. Man sagt in diesem Fall,
eine Funktion der Klasse C! ist.

Hauptsatz 15.14 (Der Satz von der impliziten Funktion) Seien (2 eine offene Menge
in R und F eine Funktion der Klasse C! mit [ > 1. Gelten fiir einen Punkt
(a,b) € Q2 die Bedingungen

F(a,b) =0 und 0,F (a,b) ist invertierbar, (15.10)

so existieren offene Mengen U C R" und V C R™ mita e U, b e V, U x V C Q,
und eine Funktion f: U — V mit

F(z,y)=0 & y=f(x) firallezeU, yeV. (15.11)
Dariiber hinaus ist f von der Klasse C! und es gilt fiir alle € U die Identitit
F (@) = = (0,F) " 0,F (@, f (2) (15.12)

15.8 Satz von der inversen Funktion

Hauptsatz 15.15 (Satz von der inversen Funktion) Seien W eine offene Teilmenge
von R” und f : W — R" eine Funktion der Klasse C' mit [ > 1. Ist f’(p) in einem
Punkt p € W invertierbar, so existieren offene Teilmengen U und V von R", so dass
peUCW, f(p) € V,und f|y eine Bijektion von U nach V ist; insbesondere ist
die inverse Funktion f~!:V — U wohldefiniert. Dariiber hinaus ist f~! der Klasse
C' und es gilt

() @)= @)™ (15.13)
fir alle y € V und z = f~1 (y).
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15.9 * Beweise

15.9.1 Taylorformel
15.9.2 Satz von der impliziten Funktion

15.9.3 Satz von der inversen Funktion

15.10 * Holomorphe und harmonische Funktio-
nen

Definition. Sei 2 eine offene Teilmenge von C. Eine Funktion f —  — C heifit
holomorph, falls f (z,y) = u (z,y) +iv (z,y) und die reellwertigen Funktionen » und
v unendlich oft stetig differenzierbar in {2 und die folgenden Gleichungen erfiillen:

{ Yo =0 (15.14)

Uy = —Uy

Die Gleichungen (15.14) heien Cauchy-Riemann-Gleichungen.

Lemma 15.16 Seien f und g zwei holomorphe Funktionen in 2. Dann auch die
folgenden Funktionen sind holomorph: f + g, fg, f/g (vorausgesetzt g # 0).

Definition. Eine Funktion u : Q — R heifit harmonisch falls u € C* (Q) und in
Ugg + Uyy = 0.
Eine Funktion u € C? () heifit subharmonisch falls in

Upy + Uyy > 0. (15.15)

Lemma 15.17 (Mazimum-Prinzip) Sei Q eine beschrénkte offene Teilmenge von
R2. Sei u : ) — R eine stetige Funktion die in €2 subharmonisch ist. Dann gilt

max u = max u. (15.16)
Q o0

Hauptsatz 15.18 Jedes Polynom P (z) iiber C von dem Grad n > 1 hat min-
destens eine Nullstelle z € C.

15.11 * Parameterintegral
Satz 15.19 Sei g (z,y) eine stetige Funktion auf I x J wobei I und J = |«, (] zwei

kompakte Intervalle in R sind.
(a) Dann ist die Funktion
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stetig fiir alle x € I.
(b) Nehmen wir an, dass die partielle Ableitung g, existiert und stetig auf I x J
ist. Dann ist die Funktion f differenzierbar auf I und fiir alle x € I gilt

B
[ (x) = / 9o () dy.

Satz 15.20 Sei g (z,y) eine stetige Funktion auf I x J wobei I ein beliebiges Inter-
vall ist und J = (o, ) mit —oo < o < f < 400.
(a) Gilt

B
| suplo )iy < oo, (15.17)

zel

so ist die Funktion

stetig fiir alle x € I.
(b) Zusétzlich nehmen wir an, dass die partielle Ableitung g, existiert und stetig
auf I x J ist und dass

B
/ sup | gz (z,y)| dy < oc. (15.18)

zel

Dann ist die Funktion f differenzierbar auf I und fiir alle x € I gilt

fH(z) = /Ooo 9o (7, y) dy.

15.12 * Kurvenintegral und Windungszahl

Lemma 15.21 Sei 7 : [a, ] — [a,b] eine surjective monoton steigende stetig dif-
ferenzierbare Funktion. Betrachten wir die parametrisierte Kurve v = v o 7, d.h.

Dann gilt 5] = || und

/Pdw + Qdy = /de + Qdy.

Y Y

Definition. Angenommen, dass |y| den Ursprung 0 nicht enthélt, definieren wir

Ao (7) == /—”“fé J_r z;m = /b - (t)j/ 02 —7 Et) AUPN (15.19)

z(t)=r(t)cosf(t) und y(t)=r(t)sind(t). (15.20)
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Lemma 15.22 Liegt || in R*\0 so gibt es einen stetig differenzierbaren Polarwinkel
0 (t) auf [a,b], der mit dem Polarradius

r(t) =1z ()" +y2 (1)
die Identitdten (15.20) erfiillt. Fiir dieses 6 (t) gilt

Ao (7) =0 (b) —0(a). (15.21)

Definition. Die ganze Zahl n heifit die Windungszahl (auch Indexr genannt) der
geschlossenen Kurve v beziiglich 0 und wird mit indgy bezeichnet. In anderen
Wortern, gilt

_ 1 1 xdy — ydx
indg 7y := %AO () = 7 / IR (15.22)
v

vorausgesetzt, dass 0 ¢ |7|.

Definition. Fiir eine geschlossene stetig differenzierbare Kurve v und fiir beliebigen
Punkt w € R?\ || definieren wir den Index ind,, 7 mit

1 [ (@—w)dy — (y —wy)da
2m [Y (z — wx)2 +(y— wy)2 ‘ (15:25)

ind,, v = indg (y — w) =

Hauptsatz 15.23 Sei f : D — R? eine stetig differenzierbare Abbildung von der
abgeschlossen Kreisscheibe D C R? nach R?. Sei 7 die parametrisierte Kreislinie
dD. Gilt fiir einen Punkt w € R?\ |f o 7]

ind,, foy #0,
so liegt w im f (D).

Hauptsatz 15.24 Jedes Polynom f (z) iiber C von dem Grad n > 1 hat mindestens
eine Nullstelle z € C.

Hauptsatz 15.25 (Fizpunktsatz von Brouwer) Sei f : D — D eine stetige Selb-
stabbildung von der abgeschlossen Kreisscheibe D in R%2. Dann hat f einen Fix-
punkt, d.h. einen Punkt z € D mit f (2) = z.

Satz 15.26 (a) Der Index ind,, v ist eine stetige Funktion von w € R?\ |y].
(b) Fiir jedes k € Z ist sie Menge

Q= {weR\ |7] :ind,y =k} .

offen und

L] Q. =R*\ 7. (15.24)

kEZ

(¢) Die Menge €2y ist unbeschrankt wahrend €2, fir k£ # 0 ist immer beschrénkt.
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Hauptsatz 15.27 (Satz von Jordan) Sei vy eine einfache geschlossene stetig differen-
zierbare Kurve. Dann in der Folge {€},., gibt es nur zwei nicht-leere Mengen: €2
und €2; wobei entweder ¢ = 1 oder ¢ = —1. Dariiber sind die Mangen {2y und €2;

zusammenhéangend und es gilt
00y = 0Q; = 7.

Satz 15.28 Sei v eine einfache geschlossene stetig differenzierbare Kurve. Sei (2
das Innere von 7. Der Flacheninhalt von € ist gleich

F(Q):[ydx:—Lxdy:%A(ydx—xdy).
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Chapter 16

* Flachen in R"

16.1 Parametrische Gleichung einer Flache

Definition. Die Menge M heifit m-dimensionale Flache falls es eine offene Menge
U C R™ und eine Abbildung f : U — R" gibt, so dass gilt:

L M= f()
2. f ist injektiv;
3. f ist stetig differenzierbar;

4. f’ist nichtsingulér, d.h. rg f’ (u) = m fiir alle v € U.

Das Paar (U, f) heifit Parametrisierung von M. Das Dreifache (M, U, f) heift
parametrisierte Fliche. Die parametrisierte Fliche gehort zur Klasse C! falls f € C'.

Lemma 16.1 Der Graph G ist eine m-dimensionale Flache.

16.2 Tangentialebene

Definition. Seien U eine offene Teilmenge von R™ und f : U — R” eine differen-
zierbare Abbildung. Die Tangentialabbildung von f im Punkt v € U ist die folgende
affine Abbildung

7:R™ —=R"

r(h) = f (u) + ' (u) b (16.1)

Definition. Sei (M, U, f) eine m-dimensionale parametrisierte Flache in R". Die
Tangentialebene T, M an M im Punkt = = f(u) € M ist das Bild der Tangential-
abbildung 7 von f im Punkt .

47
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16.3 Implizite Flachen

Satz 16.2 Seien () eine offene Teilmenge von R” und F': Q — R*, k < n, eine stetig
differenzierbare Funktion. Gilt rg F” (p) = k in einem Punkt p € €2, so existiert eine
offene Menge W mit p € W C (2 so dass die Null-Niveaumenge

M={xeW:F(z)=0}

eine (n — k)-dimensionale Fldche ist.
Dartiber hinaus gilt fiir jedes x € M

T.M =z + ker F' (x). (16.2)
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