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Chapter 1

Normierter Vektorraum

06.04.22 Vorlesung 1

Die Funktionalanalysis ist Analysis in unendlichdimensionalen Vektorrdaumen, insbeson-
dere in Funktionenraumen, wahrend Analysis I und Analysis IT mit endlichdimensionalen
Raumen beschaftigt sind.

1.1 Vektorraume und Lineare Operatoren

Wir wiederholen die Begriffe von Vektorraum und linearen Operatoren.

Vektorraum. Ein Vektorraum iiber eine Korper K ist eine Menge V' mit Operationen
Addition
rv,yeVme—ort+yelV

und skalare Multiplikation
aeK zeVisareV,

die die folgenden Axiomen erfiillen:
1. Nullvektor: es gibt ein 0 € Vmit 1 +0=0+x =z fir alle z € V.
2. Das Negative: fiir jedes z € V existiert ein —x € V mit 2 + (—x) = (—z) + 2 = 0.
3. Assoziativgesetz fiir Addition: (z+y)+z=x+ (y+2).
4. Kommutativgesetz fiir Addition: x +y =y + x.
5. Skalarmultiplikation mit 1: 1z = x fiir alle x.
6. Assoziativgesetz fiir Skalarmultiplikation: (af)z = a (Bz).
7. Distributivgesetz fiir Addition von Skalaren: (a + )z = ax + .

8. Distributivgesetz fiir Addition von Vektoren: o (x + y) = az + ay.
Der Korper K wird immer R oder C sein.

1



2 CHAPTER 1. NORMIERTER VEKTORRAUM

Operator. Seien X,Y zwei Vektorraume iiber K. Eine Abbildung A : X — Y heift
linear wenn die folgenden Identitaten gelten:

A(I'l‘f‘l'g) = A($1)+A(l’2)
aA(z) = Alax),

fiir alle 1,29 € X und a € K. Lineare Abbildungen heiflen auch Operatoren. Haufig
schreibt man fiir Operatoren Az anstatt A (z).

Die Vektorraume X, Y heiflen isomorph wenn es eine bijektive lineare Abbildung A :
X — Y gibt. Man schreibt in diesem Fall X =Y.

Das Isomorphismus ist eine Aquivalenzrelation zwischen Vektorraumen, d.h.

1. X=X (Id: X — X ist bijektiv und linear)

2. X2Y =YX (ist A: X — Y bijektiv und linear so ist A™' : Y — X bijektiv
und linear)

3. X=2YudY 2Z7=X=Z7 (sind A: X - Y und B:Y — Z bijektiv und linear
so ist Bo A: X — Z bijektiv und linear).

Gilt X 2 Y, dann sind alle Eigenschaften von Addition und skalar Multiplikation in
X und Y identisch.

Unterraum und Faktorraum. Sei V' ein Vektorraum. Eine Teilmenge U C V heifit

Unterraum wenn U geschlossen beziiglich Addition und skalar Multiplikation ist, d.h.

r,y € U=2x+ye€Uund ar € U Va € K. Dann ist U selbst auch ein Vektorraum.
Gegeben sei ein Unterraum U von V, man definiert eine Aquivalenzrelation ~ auf V:

x ~ gy genau dann wenn x —y € U.

Behauptung. Die Relation ~ besitzt die folgenden Figenschaften:
1. x ~ x (Reflexivitit)
2. x~y =y~ax (Symmetrie)

3. x~yundy~z=x~ z (Transitivitit)

Beweis. 1. Wir haben x ~z dax —x =0 € U.
2. Gilt z ~ y so gilt x —y € U und somit auch y —x = (—=1)(x —y) € U und y ~ .
3. Gelten x ~ y und y ~ z dann gilt * —y € U und y — z € U, woraus folgt

r—z=@—-y) +y—=2) el

und somit x ~ z. =

Jede Relation ~ mit den o.g. drei Eigenschaften (Reflexivitdt, Symmetrie und Tran-
sitivitiit) heiBt auch eine Aquivalenzrelation.

Fiir jedes 2 € V bezeichnen wir mit [z] die Aquivalenzklasse von z, d.h. die folgende
Teilmenge von V:

2] ={2 €V :z~uza}.
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Es ist klar, dass x € [z].

]

[x]

Cv

Aquivalenzklassen von z und y

Behauptung. Die Aquivalenzklassen erfillen die folgenden Eigenschaften:
1ox~ye[a] =y

2. [z] und [y] sind entweder gleich oder disjunkt.

Beweis. 1. Ist x ~ y so gilt fiir jedes z € V dass x ~ 2z & y ~ 2z woraus folgt, dass
z € [z] & z € [y] und somit [z] = [y]. Ist [z] = [y] so gilt x € [y] und somit x ~ y nach

Definition von Aquivalenzklassen.
2. Ist der Schnitt [z] N [y] nicht leer, so wéhlen wir ein z € [z]N[y]. Dann gelten z ~ x
und z ~ y woraus folgt x ~ y und somit [z] = [y]. m

Die Menge von allen Aquivalenzklassen wird mit V/U bezeichnet (manchmal benutzt
man auch die Notation V modU). Man definiert die linearen Operationen in V/U wie
folgt:

(2] +[y] = [z +y]
alr] = [az]

fir alle [2],[y] € V/U und a € K.

Behauptung. Diese Operationen sind wohldefiniert, d.h. das Ergebnis ist unabhangig
von der Wahl des Vertreters der Klasse.

Beweis. Zeigen wir, dass fiir alle 2’ € [z] und ¢’ € [y] gilt
2"+ 3] =[x+ ). (1.1)
Es gelten 2’ ~ x und 3’ ~ vy, d.h.
¥ —x€U und ¢y —y €U,

woraus folgt
@ +y)—(@+y) =@ —2)+ @ -y €l.

Somit erhalten wir 2’ + ¢ ~ = + y was dquivalent zu (1.1). Analog zeigt man, dass
laz’] = [ax]. =
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Es ist klar, dass diese Operationen in V/U alle Axiome von Vektorraum erfiillen, so
dass V/U ein Vektorraum ist.

Definition. Der Vektorraum V/U heifit der Faktorraum (oder Quotientenraum) von V, U.
Die Abbildung = € V + [z] € V/U ist eine lineare Abbildung von V' nach V/U.

Dimension. Eine Folge {z1,...,2,} von Vektoren aus dem Vektorraum V heifit linear
unabhangig wenn die einzige lineare Kombination von xj, die verschwindet, ist die triviale
Kombination, d.h.

a1+ .. +ax, =0=>a0;=...=aqa, =0,

wobei ¢}, € K.

Definition. Die Dimension dim V' wird wie folgt definiert:
dim V' = sup {n: es gibt eine Folge von n linear unabhéngigen Vektoren in V'} .

Insbesondere dim V' = oo wenn es in V' beliebig lange Folgen von linear unabhéangigen
Vektoren gibt.

Beispiel. Der Raum

hat Dimension n. Der Raum
C"={(z1,....,1,) : 7; € C}

hat Dimension n als ein Vektorraum tiber C und Dimension 2n als ein Vektorraum iiber
R. Offensichtlich gilt Isomorphismus C" = R?" von Vektorrdumen iiber R.

Beispiel. Betrachten wir die Menge
R = ({2}, : o € R}

von allen unendlichen Folgen von reellen Zahlen. Offensichtlich ist R* ein Vektorraum
iiber R beziiglich der Operationen

{z1} +{ye} = {zx + yp} und a{zy} ={axr}, a€R.

Es gilt dimR* = oo da es eine unendliche linear unabhangige Menge von Vektoren in
R> gibt:

k
ey ={1,0,0,..}, e ={0,1,0,0,...} , ..., er = {0,...,0,1,0,...}, ... (1.2)

Betrachten wie die folgenden Teilmengen von R*°:
[ = {{xk}zo:l s sup |xg| < oo} - die Menge von allen beschrénkten Folgen
k
und, fiir jedes p > 0,

r={o £ ol < o).

k=1
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Es ist offensichtlich, dass [ ein Unterraum ist. Die Menge [? ist auch ein Unterraum ist
(siche Aufgabe 4). Die beiden Rédumen [*° und [P sind co-dimensional, da sie die Folge
(1.2) enthalten.

Analog definiert man den Raum C* und die komplexwertigen Versionen von [P, [*°.

Beispiel. Sei I ein Intervall mit den Grenzpunkten a < b, d.h. I = [a,b], oder (a,b),
oder [a,b) oder (a,b]. Bezeichnen wir mit C' (I) die Menge von allen stetigen reellwerti-
gen Funktionen auf /. Die Menge C'(I) ist ein Vektorraum tiber R mit den folgenden
Operationen:

(f+g) @) = f(t)+g()
(af) ) = af(t)

fiir alle t € I. Beweisen wir, dass
dim C (1) = oo.

Dafiir wihlen wir in [ fiir jedes n € N eine Folge {I}},_, von disjunkten Intervallen und
betrachten fiir jedes Ij eine nicht-Null stetige Funktion f; mit dem Trager in I.

y__

Ada

Funktionen fj

Dann ist die Folge {fi},_, linear unabhéngig, da die Identitét
Oélfl + ...+ C(nfn =0

auf I impliziert, dass fiir jedes I, und fiir jedes t € I, gilt
axfi (1) = Z%’fj (t)=0
j=1

und somit a; = 0. Da n beliebig gross sein kann, so erhalten wir dim C (/) = oc.

Beispiel. Fiir jedes m € N bezeichnen wir mit C™ (I) die Menge von m-fach stetig
differenzierbaren Funktionen auf 7, was offensichtlich ein Unterraum von C' (/) ist. Beze-
ichnen wir mit C'*° (I) der Durchschnitt von allen C™ (I); d.h. C*° (I) ist der Vektorraum
von allen unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf I. Dieser Raum ist auch oco-
dimensional, d.h.

dim C (I) = oo,
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da die Funktionen f; im obigen Beispiel sich unendlich oft differenzierbar wahlen lassen.

Beispiel. Bezeichnen with mit P,, die Menge von allen Polynomen des Grades < n mit
reellen Koeffizienten. D.h., jedes f € P, ist eine Funktion auf R der Form

f(t) =ap+ art + ... + a,t",

wobei a, € R. Es ist klar, dass P, ein Unterraum von C* (R) ist. Zeigen wir, dass P,
isomorph zu R™*! ist. Dafiir betrachten wir die folgende Abbildung:

R* — P,

(ag, ..., ap) — ag + art + ... + apt™.
Diese Abbildung ist linear, surjektiv und auch injektiv da
apgt+at+...+a,t"=0 = ag=a;=... =a, =0.
Somit gilt P,, = R™*! und folglich dim P,, = n + 1.

Kern und Bildraum. Fir einen Operator A : X — Y zwischen Vektorrdumen X und
Y definieren wir den Kern von A

kerA={x e X:Ax =0}

und den Bildraum von A
imA={Az:x € X}.

e 4 Y
\
imA
ker A |
- [
L
/

Dann ist ker A ein Unterraum von X und im A ist ein Unterraum von Y. Die folgenden
zwel Sitze werden in Linearer Algebra bewiesen (sieche auch Aufgabe 2).

Homomorphiesatz. Fs gilt
im A = X/ ker A (1.3)

Dimensionssatz Ist dim X < oo, so gilt

dim X = dimker A + dimim A.
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Beispiel. Sei M eine beliebige Menge. Bezeichnen wir mit R die Menge von allen
Funktionen f : M — R. Offensichtlich ist RM ein Vektorraum iiber R. Fixieren wir n
Elemente 1, ..., z,, aus M and betrachten die Abbildung A : R — R" wie folgt: fiir jede
Funktion f: M — R,

Af = (f (@), f(z2), s [ (20)) € R".

Es ist klar, dass A linear ist. Der Kern ker A besteht aus allen Funktionen auf M die in
den Punkten z1, ..., z, verschwinden, und der Bildraum im A ist gleich R™.

Beispiel. In R* eine Verschiebung von Koordinaten:

A:R*® - R*™

A (LEl, T2, T3, ) = (Zﬂg, 3, ) s

die offensichtlich ein Operator ist. Der Kern ker A besteht aus allen Folgen der Form
(21,0,0,..) mit beliebigem z;, und im A = R*.

Beispiel. Betrachten wir in C'[a, b] einen Integraloperator

der offensichtlich linear ist. Der Kern ker A besteht aus allen Funktionen mit dem Integral
0, der Bildraum im A ist gleich R.

Beispiel. Fixieren wir ein n € N und bemerken folgendes: fiir jede Funktion f € C* (R)
ist die n-te Ableitung f™ d f auch oo oft differenzierbar, d.h. liegt in C'*° (R). Somit
erhalten wir eine Abbildung

A:C™(R) — C™ (R)
af =t

dxn’

die offensichtlich linear ist. Der Operator A = d% heifit Differentialoperator der Ordnung
n. Fir diesen Operator gilt

ker A=P,_; und im A = C* (R),
insbesondere dim ker A = n. Nach (1.3) erhalten wir den Isomorphismus

C% (R) /Po_y = C™ (R).
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1.2 Die Norm

Sei V' ein Vektorraum tiber einen Korper K, wobei K = R oder K = C.
Definition. Eine Funktion NV : V' — R heifit Norm wenn sie die folgenden Axiome erfiillt:

(N1) N (x) >0 fir 2 # 0 und N (0) = 0 (Definitheit)

(N2) N(x+y) <N (x)+ N (y) Vx,y € V (Dreiecksungleichung)

(N3) N (azx) = |a| N (z) Vo € V,a € K (absolute Homogenitét)
Erfiillt N anstatt (V1) die schwachere Bedingung

(N1') N (z)>0 fir alle x € V,

so heiit N Halbnorm oder Seminorm.

Definition. Ein normierter Vektorraum ist ein Paar (V, N) wobei V' ein Vektorraum iiber
R oder C ist und N eine Norm auf V' ist.

Normalerweise bezeichnet man die Norm N (x) als ||z]|.

Beispiel. In R” werden die folgenden Normen haufig benutzt: die 1-Norm
[zlly = lza ]+ + |l

und die 2-Norm (auch die Fuklidische Norm genannt):
|zl = /2% + ... + 22.

Beispiel. In C [a, b] betrachten wir die sup-Norm:

[fllcrae = sup [f (z)] = max [f (z)].

z€[a,b] z€[a,b]
Im Raum C'[a,b] mit | € N benutzt man die C'-Norm:

||f||cl[ab 52?55 I?%}lf] | )‘

(siche Aufgabe 3).

Beispiel. Betrachten wir verschiedene Normen im Vektorraum P, von Polynomen des
Grades < n. Fir jedes Polynom

f@t)=as+at+ ..+ a,t" € P,
kann man eine Norm aus R"*! benutzen, zum Beispiel
1£1ly = laol + las| + ... + |an]

oder

1fll, = /a3 +a? + ..+ a2.
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Andererseits, f ist eine stetige Funktion auf jedem Intervall [a, b] mit reellen a < b, und
wir kénnen auch die sup-Norm auf [a, b] benutzen:

I llegasy = max I (1)

Da jedes Polynom unendlich oft differenzierbar ist, so auch || f{|,; ist wohldefiniert fiir
jedes [ € N und ist eine Norm in P,,.

Fiir endlichdimensionale Vektorrdaume gibt es die folgende Beziehung zwischen ver-
schiedenen Normen.

Satz 1.1 Seien Ny und Ny zwei Normen auf einem endlichdimensionalen Vektorraum V.
Dann existieren positive Konstanten ¢, C' mit

cNy () < Ny (x) < CNy(x) fir alle x € V. (1.4)

Beliebige zwei Normen N; und N; auf V' heifien dquivalent wenn sie (1.4) fiir einige pos-
itive ¢, C' erfiillen. Offensichtlich ist die Aquivalenz von Normen eine Aquivalenzrelation
d.h. sie ist reflexiv, symmetrisch und transitiv.

Der Satz 1.1 bedeutet folgendes: alle Normen auf einem endlichdimensionalen Vektor-
raum sind aquivalent.

Beweis. Sei n = dim V. Dann ist V isomorph zu R", so reicht es zu beweisen, dass alle
Normen auf R™ aquivalent sind. Dariiber hinaus reicht es zu beweisen, dass eine beliebige
Norm N (z) auf R™ zur 1-Norm ||z||, dquivalent ist, wobei

[y = fa] =+ o+ faa]

Betrachten wir die Basisvektoren

k
er = (0,...,0,1,0,...,0),

wobei die einzige Eins auf der Position k steht. Fiir jedes © = (1, ...,x,) € R™ erhalten
wir mit Hilfe von Axiomen (N2) und (N3)

N (x) = N (z161 + ... + 2pe) < |z1| N (€1) + ... + |xn| N (en) < M (Jz1| + ... + |24])
wobei M = max;<g<, N (). Somit erhalten wir, dass
N(z) < M|z, . (1.5)
Es folgt aus (1.5), dass die Funktion N : R” — R stetig, weil
[N (z) =N ()| < N(z—y) < Mz =yl
Betrachten die Einheitssphare
S={xeR":|z]; =1},

die eine beschrankte abgeschlossene Teilmenge von R™ ist. Nach dem Extremwertsatz
erreicht die stetige Funktion N das Maximum und Minimum auf S. Setzen wir

C=maxN und c¢=minN.
S S
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Da 0 ¢ S und somit N (x) > 0 auf S, so haben wir
C>c>0.

Fiir jedes x € R™\ 0 gilt - € S woraus folgt

llzllx
c<N (i) <C
]|

cllzfly < N (z) < Cllzls. (1.6)

und somit

Fir z = 0 gilt diese Ungleichung trivialerweise. Nach (1.6) sind N und die 1-Norm
aquivalent, was zu beweisen war. m

08.04.22 Vorlesung 2

Fiir jedes p € [1,00) definieren with die p-Norm von x € R™ mit
lzll, = (sl + o )
und fiir p = oo die co-Norm mit
x|, = max (|z1], ..., |z,]) -

Fir p =1 und p = 2 wurden diese Normen oberhalb schon definiert. Der Grund fiir die
Notation ||z ist die Konvergenz

2, = [l fir p— oo
(sieche Aufgabe 14). Fiir jedes p € [1, 00) betrachten wir den Vektorraum

P = {{xk}zozl cx, € R und Z|xk|p < oo}

k=1

und definieren in [? die p-Norm mit

s 1/p
Iz, = (Z |1'k|p) :
k=1

[>* = {{ﬂfk},jil cxp € R und sup |zg| < oo}
keN

Im Vektorraum

definieren wir die co-Norm mit

2]l = sup [ -
keN

Der Raum [P lasst sich betrachten als eine unendlichdimensionale Erweiterungen von R"”
beziiglich der p-Norm.

Satz 1.2 Die p-Norm ist eine Norm in R™ und in IP fir jedes p € [1,00].
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Anfang von dem Beweis. Die Eigenschaften (N1) und (N3) fiir die p-Norm sind
trivialerweise erfiillt. In der Tat, die p-Norm [z, ist immer nichtnegativ und verschwindet
genau dann, wenn alle Komponenten x; gleich Null sind, d.h. wenn z = 0. Die absolute
Homogenitdt beweist man wie folgt: fiir « € R, 2 € R™ bzw x € [P und fiir p € [1,00)
erhalten wir

1/p 1/p 1/p
o]l = (Zlawk|p> = <Z !alplwk1p> = |af <Z !xk|p> = laf [zl ,
k k k

wahrend fiir p = oo gilt

lazllo = sup jaze] = lafsup 4] = |af ]l

Die Hauptsache ist die Dreiecksungleichung (N2) zu beweisen, d.h.
Iz +yll, < llll, +1lyll, (1.7)

fir alle z,y aus R™ bzw [P. Die Ungleichung (1.7) heifit Minkowski- Ungleichung. Wir
werden sie mit Hilfe von der Holder-Ungleichung beweisen. m

Jedes Paar p,q € [1, 00| heiBt konjugierte Holder-Ezponenten wenn

—4+-=1 1.8
s (1.8)

7.B. die Paaren 1,00 und 2, 2 sind konjugierte Holder-Exponenten.
Lemma 1.3 (Holder-Ungleichung) Fir alle z,y € R™ gilt

|z -yl < [l=ll, lyll, (1.9)

wobei x-y =Y ,_, xyx das Skalarprodukt in R™ ist, und p, q konjugierte Holder-Exponenten
sind.

Z.B. fir p = q = 2 erhalten wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
-y < [l Iyl -

Beweis. Fiir p =1 und ¢ = oo haben wir

@ -yl = i + o @yl <Y faal ] < <Z m‘) max [y| = [|z{l, [[yll

k=1 k=1

Der gleiche Argument gilt fiir p = oo und ¢ = 1. Jetzt nehmen wir an, dass 1 < p < oo
und daher 1 < ¢ < co. Gilt x = 0 oder y = 0 so ist (1.9) trivial. Nehmen wir an, dass

z,y # 0.
Wenn z in der Ungleichung (1.9) durch ax ersetzt wird (wobei a € R), so werden die

beiden Seiten mit |a| multipliziert, da

() -yl = |a(z-y)| = o [z - y]



12 CHAPTER 1. NORMIERTER VEKTORRAUM

und

lecll,, lylly = lal ]l [[yll, -
Somit kénnen wir in (1.9) x durch ax mit einem beliebigen o € R\ {0} ersetzen ohne
die Ungleichung zu andern. Wahlen wir a = m so dass [|az|[, = 1. Dann benennen wir
az in x um und somit nehmen ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, dass ||z| , =1L

Analog nehmen wir an, dass ||y, = 1.
Weiter benutzen wir die Young-Ungleichung

p q
die unter der Bedingung (1.8) fiir alle a,b > 0 gilt. Fiir a = |z| und b = |yi| erhalten wir
q
Lk Yk
B B s o
p
und somit . .
ol | el §
> ) 2 ) el el = -yl (1.11)
= N P q k=1
Mit Hilfe von ||z||, = ||y|l, = 1 und (1.8) erhalten wir, dass die linke Seite von (1.11) ist
1o 11
=D lwl" + lyl* = — ||$||p —Hy||q = —+—=1=[zlLllyll
3 Z =t pllvll

woraus (1.9) folgt. m

Abschluss des Beweises von dem Satz 1.2. Jetzt beweisen wir die Minkowski-
Ungleichung (1.7), d.h. fiir alle z,y € R" bzw z,y € [P

lz +yll, < {lll, + [lyll, -

Sei zuerst p = 1. Fiir 2,y € R" bzw z,y € [! gilt
-+ ylly =D w4+ wel <D (el + [wel) =D lael D lwel = llzlly + lyll; -
! ! ! !

Im Fall p = oo, fiir z,y € R™ bzw x,y € [*° erhalten wir

|z +yllo = sup |2k + Y| < Sup (Jzx] + lyel) < sup || + sup el = 17l + 1Yl

Sei jetzt 1 < p < co. Beweisen wir zuerst (1.7) fiir z,y € R™. Da
|2k + yi| < 2kl + [yl

so benennen wir |zx| in x; und |yx| in yx um und nehmen ohne Beschrénkung der Allge-
meinheit an, dass z; > 0 und y; > 0. Wir haben dann

lz+yll2 = (e + )" =) (@ + i) (@x + y)"”
k=1 k=1
—Zl’k Ty + i)’ +Zyk (zr +yr)’ - (1.12)

k=1
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Setzen wir zp = (zp + yi)" ~! und bemerken, dass nach der Holder-Ungleichung gilt

Z!Ek; Tk + yi)” Zxkzk < l=ll, 1=l

und
zﬁwmﬂm Epm<mnwm

wobei ¢ = -E der zu p konjugierte Holder-Exponent ist. Es gilt

D
q

1 1
Izll, = (Z (fvﬁyk)(p_”q) = (Z (xk+yk)”> =z +ylp,

k=1 k=1

wobei wir die Identitdt (p — 1) ¢ = p benutzt haben. Somit erhalten wir
D k(e u)" " < lall, e+ gl
k=1

und analog

> (e 4yt < lyll, lle + g2
k=1

Addieren diese Ungleichungen und Einsetzen in (1.12) ergibt

o+ yly < (llell, + lyll,) llz + w12/,

Daraus folgt, dass
|z +yll™" < ||l + llyll,

Da

so erhalten wir (1.7).
Fiir z,y € [P erhalten wir fiir jedes n € N nach der Minkowski-Ungleichung in R"

n 1/p n 1/p n 1/p
(zmym) g(zw) +(z|yk|p) |
k=1 k=1 k=1

Fiir n — oo erhalten die Minkowski-Ungleichung in [?. m

1.3 Metrik und Topologie in normierten Vektorraumen

Jetzt wiederholen wir die Definitionen einer Metrik und eines metrischen Raums.

Definition. Sei X eine Menge. Eine Funktion d : X x X — R heifit Metrik (oder
Abstandsfunktion), wenn sie die folgenden Axiomen von Metrik erfiillt:
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(D1) d(z,y) > 0 wenn x # y und d (z,z) = 0 (Definitheit)
(D2) d(x,y) < d(x,z)+d(y,z) (Dreiecksungleichung)
(D3) d(z,y) =d(y,z) (Symmetrie).

Das Paar (X, d) heiBBt metrischer Raum. Im metrischen Raum definiert man Konver-
genz einer Folge {x,}, .\ gegen r € X wie folgt:

z, — x firn — oo < d(z,,z)— 0 fir n — oco.

Man schreibt auch z,, < 2 und

r=d- lim z,, = lim z,.

n—oo n—oo

Mit Hilfe von Konvergenz definiert man abgeschlossene Mengen.

Definition. Eine Menge F' C X heiflit abgeschlossen wenn fiir jede konvergente Folge
{z,} aus F gilt limz, € F.

Mit Hilfe von Metrik definiert man auch offene Mengen wie folgt. Bezeichnen wir mit
B (z,7) eine metrische Kugel in (X, d) mit dem Mittelpunkt x und Radius r, d.h.

B(z,r)={ye X :d(z,y) <r}.
Definition. Eine Menge 2 C X heifit offen, wenn

VeeQ Ir>0 mit B(x,r) CQ.

Behauptung. Eine Menge Q) C X ist offen genau dann wenn das Komplement Q¢ = X\
abgeschlossen ist.

Das Mengensystem von offenen Mengen erfiillt die Axiomen von Topologie.

Definition. Eine Topologie auf X ist ein Mengensystem O C P (X), die die folgenden
Axiomen erfiillt:

(O1) 0 und X gehoren zu O.

(02) Fiir beliebige Familie {2}, von Mengen €, € O auch die Vereinigung J,; Qa
gehort zu O.

(0O3) Fiir jede endliche Familie {€};_, von Mengen €, € O auch der Durchschnitt
Mr—; % gehort zu O.

Die Elemente von O heien offene Mengen. Das Paar (X, O) heifit topologischer Raum.

Behauptung. Das Mengensystem von den oberhalb definierten offenen Mengen im metrischen
Raum (X, d) erfillt die Aziome von Topologie.

Somit is jeder metrische Raum (X, d) auch ein topologischer Raum.
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Sei jetzt V' ein normierter Vektorraum mit einer Norm ||-||. Die Norm induziert eine
Metrik d auf V' durch die Festlegung

d(z,y) = |z —yll,

fir alle z,y € V, die offensichtlich alle Axiome von Metrik erfiillt. Somit ist (V,d)
ein metrischer Raum, sowie auch ein topologischer Raum. Die von der Norm erzeugte
Topologie heiit die Norm-Topologie. Die Konvergenz in (V,d) sieht wie folgt aus:

Ty — 1 & |z, —z|| — 0.

Behauptung. Seien N1 und Ny zwei dquivalente Normen auf V. Dann erzeugen Ny und
Ny dieselbe Topologie in V.

Beweis. Die Normen N; und N; erfiillen (1.4) woraus folgt dass
Ny Ny
Ty =T & T, — T.

Der Begriff von Konvergenz bestimmt eindeutig abgeschlossene Mengen, und damit auch
die offenen Mengen. Somit stimmen die Begriffe von offenen Mengen beziiglich N; und
N, tiberein, d.h. Ny und N, bestimmen dieselbe Topologie. =

Es folgt aus dem Satz 1.1, dass in einem endlichdimensionalen Vektorraum V nur
eine Norm-Topologie gibt. Allerdings ist es nicht der Fall fiir die co-dimensionalen Vek-
torraume.

Beispiel. Betrachten wir den Vektorraum C'[a, b] mit der sup-Norm. Dann ist die Kon-
vergenz f, — f in diesem Raum stimmt mit der gleichméafigen Konvergenz f, = f auf
[a, b] tiberein.

Beispiel. Betrachten wir im Vektorraum C* [0, 1] zwei Normen:

Ni(f) = ”fHC[O,l] = max |f ()]

te(0,1]

und

Ny (f) = | fllen oy = mes (max (O], max | <t>|) |

tel0,1] tel0,1]

Fiir die Folge f, (t) = +sinnt gilt offensichtlich Ny (f) = + und somit f, — 0 beziiglich
Ni. Andererseits f/ = cosnt und Ny (f,) = 1, woraus folgt, dass f, /4 0 beziiglich Ns.
Somit erzeugen N; und Ny zwei verschiedene Topologien, insbesondere sind N; und Ny

nicht aquivalent.

1.4 Vollstandigkeit

Sei (X, d) ein metrischer Raum.

Definition. Eine Folge {z,},.y von Elementen von X heilt Cauchy-Folge (oder Fun-
damentalfolge) wenn d (xy,x,,) — 0 fir k,m — o0o. Der metrische Raum (X, d) heifit
vollstandig wenn jede Cauchy-Folge konvergiert.

Definition. Ein normierter Vektorraum (V, ||-]|) heit Banachraum wenn der metrische
Raum (V,d) mit der Metrik d (z,y) = ||x — y|| vollstandig ist.
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Man benutzt Vollstandigkeit von den Raumen um Existenz von Losungen von bes-
timmten Gleichungen zu beweisen. Eine mogliche Methode zur Nutzung der Vollstandigkeit
ist der Fixpunktsatz von Banach aus Analysis II.

Satz 1.4 (Fixpunktsatz von Banach) Seien (X, d) ein vollstandiger metrischer Raum und
T: X — X eine Kontraktionsabbildung, d.h. es gibt ein g € (0,1) mit

d(T(x),T (y)) < qd(x,y) fir alle z,y € X.
Dann besitzt T genau einen Fizpunkt, d.h. es gibt genau ein x € X mit T (z) = .

Eine andere Methode ist das folgende Majorantenkriterium fir Konvergenz von Rei-
hen.

Satz 1.5 Seien V' ein Banachraum und {x,} eine Folge von Elementen von V. Dann
gilt die folgende Implikation:

o0 00
Z |zn] <00 = Zazn konvergiert.
n=1 n=1

Beweis. Betrachten wir die Partialsummen

k
5% = E Ty
n=1

Fir m > k haben wir

5}1—-5h;== 2?: Tn

n=k+1

und nach der Dreiecksungleichung
1Sm = Skl < > llall-
n=k+1
Da 352, [l ] < o0, so gilt
Z |zn|] — 0 fur k,m — oo,
n=k+1

woraus folgt, dass ||S,,, — Sk|| — 0 fur k,m — oo, d.h. {Si} ist eine Cauchy-Folge. Nach
der Vollstandigkeit von V' existiert lim Sy, und somit ist die Reihe )", | x) konvergent. m

Jetzt beweisen wir die Vollstandigkeit von einigen Raumen.
Satz 1.6 Die folgenden normierten Vektorrdume tber R sind Banachrdume.

(a) Jeder endlichdimensionale Vektorraum.

(b) Der Raum [P mit der p-Norm, fiir jedes p € [1, 0] .
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Beweis. (a) Da jeder endlichdimensionale Vektorraum V isomorph zur R™ ist, so reicht
es zu beweisen, dass R" mit einer beliebigen Norm vollstandig ist. Es ist bekannt aus
Analysis I1, dass R mit der 2-Norm vollstandig ist. Da jede zwei Normen in R" aquivalent
sind, so folgt es, dass R™ mit beliebiger Norm vollstandig ist.

13.04.22 Vorlesung 3

(b) Sei p € [1,00). Sei {x("“)}keN eine Folge von Elementen von [?:

R U

@ = {x§2),x§2),...,$§2),...}

o® = Lo a0,

Nehmen wir an, dass {x(k)} pen €ine Cauchy-Folge ist, d.h.
Hx(k) — :c(m)Hp — 0 fir k,m — oo.

Fixieren wir ein i € N. Da fiir jedes x € IP gilt |z;| < ||z]],, so erhalten wir

P xE’")‘ — 0 fiir k,m — oc.

Da R vollstandig ist, so existiert der Grenzwert limy_ . x,gk) € R fiir jedes i. Bezeichnen

wir diesen Grenzwert mit z;, d.h.

(k)

i .

r; ;= lim x
k—o0

Somit bekommen wir eine Folge
= {Ti}en = {01, 2, s 24, )
Es reicht folgendes zu beweisen:
(1) zel?

(i1) 2™ — zin?, dh. ||z — pr — 0.

Da {:U(k)}iozl eine Cauchy-Folge ist, so gilt folgendes:

Ve>0 3N Vkm>N |z -2t <e (1.13)

p —

d.h.

[e.e]

2

i=1

p

xgk) — :r;gm) < gP.
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Insbesondere gilt fiir jedes n (und fiir alle k,m > N)

n P
S| — | < e
i=1
Fiir m — oo gilt 2™ — 2; und somit
i p
Z xz(»k) —x; <eP
i=1
Fir n — oo erhalten wir .
p
Z xz(-k) — x| <EeP. (1.14)
i=1

Es folgt aus (1.14) dass
Ja® — 2| < o0

und somit ¥ — z € [?. Da 2®) € [?, so erhalten wir
z=z® — (x(k) — x) elr.
Es folgt aus (1.13) und (1.14), dass

Ve>0 3N Vk>N |z —zf <e,

und somit H:v(k) - a:Hp — 0 fiir £ — oo.
Der Fall p = oo wird analog behandelt (siehe Aufgabe 11). m

Satz 1.7 Der Raum C" [a,b] mit der C™ [a,b]-Norm ist ein Banachraum, fir alle reelle
a <bundneNU{0}.

Beweis. Betrachten wir zuerst den Fall n = 0 und beweisen, dass jede Cauchy-Folge
{fi}ren in C [a,b] konvergiert. Wir haben

sup 1fi (6) = fu (1) = 0 fiix b, — oo,
tela,b]

Folglich gilt fiir jedes ¢ € |a, b
|fi (8) = fn ()] = O fiir k,m — o0

so dass die numerische Folge {f (t)},—, eine Cauchy-Folge ist. Dann existiert fiir jedes
t € [a,b] der Grenzwert

£ (1) = lim fi (1),

k—o0

Beweisen wir folgendes:
(i) f€Cla,b]
(i) || frx — f||0[a,b] — 0, d.h. fr = f auf [a,b].
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Nach der Cauchy-Bedingung haben wir

Ve > 03N Vk,m >N sup |fp(t) — fin (1) < e.

t€la,b]

Insbesondere gilt fiir jedes ¢ € [a, b]

[fe (@) = fm (B)] <&

Fir m — oo erhalten wir
[fiu(t) = F ()| <,
woraus folgt, dass auch

sup [fi () = f ()] <.

t€[a,b]

Deshalb erhalten wir die gleichmaflige Konvergenz
fr = f auf [a,b].

Es ist bekannt, dass der gleichméaflige Grenzwert der Folge von stetigen Funktionen immer
stetig ist. Somit gilt f € C'[a,b] und dann auch

1fs = Fllcpap — O

Jetzt beweisen wir, dass C™ [a, b] vollsténdig fiir alle n € N ist. Sei {fi},cy eine Cauchy-
Folge in C" [a, b] , d.h.

||fk - fm”C’"[a,b] — 0 fiir k,m — Q.

Dann gilt fiir jedes i =0, ...,n

| £ = £

— 0 fir k,m — oo,
Cla,b]

o0

d.h. die Folge { f,gi)} eine Cauchy-Folge in C'[a,b] ist. Somit konvergiert diese Folge
k=1

in C'[a, b] fiir jedes i = 0, ...,n. Setzen wir:

fe=zf firk— oo (Falli=0)
und, fiir jedes 1 =1, ..., n,
FO =g firk — oo (Falli> 1),

Benutzen wir die folgende Behauptung.

Behauptung. Gilt f, = f und f, = g auf [a,b] fir stetige Funktionen f,g, so ist f
differenzierbar und es gilt f' = g.

In der Tat haben wir .
=@+ [ fisds

woraus nach k£ — oo folgt



20 CHAPTER 1. NORMIERTER VEKTORRAUM

und somit [’ = g.
Es folgt aus dieser Behauptung, dass ' = ¢;, ¢} = ¢ usw., und somit @ = g, fir
alle 1 = 1, ...,n. Folglich erhalten wir, dass

f,ii) = O fir k — oo.
Wir beschlieBen, dass f € C™ [a, b] und
e — fHC”[a,b] — 0,

was zu beweisen war. ®

Beispiel. Zeigen wir, dass der Raum C! [—1, 1] mit der sup-Norm nicht vollstiandig ist.
1
Dafiir betrachten wir die Folge fy (t) = [¢|'T%:

I L A —— -ttt
1.2 -1.0 0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 02 04 0.6 08 1.0 1.2t
Konvergenz fr, = f

Diese Folge liegt in C! [—1, 1] und konvergiert gleichméBig gegen f () = |t| fiir k — oo.
Somit ist { fx} eine Cauchy-Folge beziiglich der sup-Norm, aber der Grenzwert in C* [—1, 1]
existiert nicht weil f ¢ C'[—1,1]. Allerdings existiert der Grenzwert im grofieren Raum

Cl-1,1].

Beispiel. Als Beispiel von Anwendung des Satzes 1.5 (Majorantenkriterium) untersuchen
wir die Summe einer cos-Fourier-Reihe

o0

f) = Z ay cos kt (1.15)

k=1

wobei a;, € R. Es reicht diese Reihe auf der Periode [0, 27| zu betrachten. Wir haben

[coskt|cpam = sup [coskt| =1
te[0,27]
und somit
[lax cos kt”c[o,m = |ax] .

Anwendung von dem Majorantenkriterium im Banachraum C'[0,27] ergibt folgendes:
konvergiert die Reihe - | |ax| so konvergiert die Reihe (1.15) im C'[0,27] und somit
ist ihre Summe f eine stetige Funktion, d.h.

oo
Z lag| < oo = f ist stetig.
k=1



1.5. SATZ VON PICARD-LINDELOF 21

Betrachten wir jetzt die Reihe (1.15) im C' [0, 27] . Wir haben
(cos kt)' = —ksin kt

und somit

sup |(coskt)'| =k
te[0,27]

und

|y, cos kt”cl[o,%} = klak| .
Anwendung von dem Majorantenkriterium im Banachraum C* [0, 2n] ergibt folgendes:
konvergiert die Reihe Y ;7 k |ax| so konvergiert die Reihe (1.15) im C* [0, 27| und somit
ist die Summe f stetig differenzierbar,

Analog beweist man folgendes: konvergiert die Reihe > 7, k™ |ay| so konvergiert die
Reihe (1.15) im C™ [0, 27] und somit ist die Summe f n-fach stetig differenzierbar, d.h.

oo
Z k"™ |lag] < 0o = f ist n-fach stetig differenzierbar.
k=1

Diese Bedingung ist erfiillt, z.B. fiir a,, = ﬁ wobei € > 0.

1.5 Satz von Picard-Lindelof

Als Beispiel von Anwendung des Begriffes von Vollstandigkeit zusammen mit dem Fix-
punktsatz von Banach beweisen wir die Existenz von Losung der gewohnlichen Differen-
tialgleichung

= f(tz). (1.16)
Here f (t, ) ist eine gegebene Funktion die in einer offenen Teilmenge 2 von R? definiert
ist, und z (¢) — eine unbekannte Funktion.

Definition. Sei I C R ein Intervall. Eine Funktion x : I — R heifit eine Losung von
(1.16) wenn z (¢) in I differenzierbar ist,

(t,z(t)) € Q und 2’ (¢t) = f(t,x (t)) fir alle t € [. (1.17)

Die Bedingung (¢,z (t)) € Q ist notwendig fiir die Wohldefiniertheit von f (¢, (t)).
Sie bedeutet auch, dass der Graph der Funktion z in ( liegt.

e
fy t

Eine Losung x (t)
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Beispiel. Betrachten wir die Differentialgleichung
T =—— (1.18)

im Halbebene Q2 = {(¢,7) € R? : x > 0} . Diese Gleichung lisst sich wie folgt 16sen:

t A z? t?
¥r=— & w'=—t & <—>:—t<:>7:—§+0(:)x(t):\/20—t2,
T

wobei C' eine beliebige positive Konstante ist. Der Definitionsbereich dieser Losung ist

t € [-v3C, V20,

t

Die Losungen von (1.18)

Die Konstante C' lasst sich eindeutig aus der Anfangsbedingung
z (0) = o

wie folgt bestimmen: z (0) = v2C = 2 und somit C' = %21

Betrachten wir das Anfangswertproblem fir die Gleichung (1.16):

{ ' =f(t7), (1.19)

Xz (to) = To,

wobei (tg, zo) ein beliebiger Punkt aus (2 ist.

Definition. Eine Funktion = : I — R heifit eine Losung des Anfangswertproblems (1.19)
wenn x eine Losung der Gleichung /' = f (¢, x) ist und wenn ¢, € I und z (t9) = xo.

Hauptsatz 1.8 (Satz von Picard-Lindelof) Sei die Funktion f : Q — R stetig in (t,z)
und stetig differenzierbar in x (d.h. die partielle Ableitung O, f existiert und ist stetig in
Q). Dann fiir jedes (to, xo) € Q hat das Anfangswertproblem (1.19) eine Léosung x (t).

Die Eindeutigkeitsaussage gilt auch: gibt es zwei Losungen x; und x5 von (1.19) die
auf den Intervallen I} bzw I, definiert sind, so gilt x; (t) = x5 (¢) fir alle t € I; N .
Wir fangen den Beweis des Satzes 1.8 mit der folgenden Behauptung an.

Lemma 1.9 Seix : I — R eine stetige Funktion auf einem Intervall I, so dass (t,z (t)) €
Q fiir allet € 1. Seien tg € I and (ty,zo) € Q. Die Funktion x (t) lost das Anfangswert-
problem (1.19) auf I genau dann wenn sie die folgende Integralgleichung erfillt:

z(t) =xo+ /t f(s,z(s))ds firallete . (1.20)
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Beweis. Bemerken wir zuerst, dass die rechte Seite von (1.20) wohldefiniert ist. Da s
zwischen ¢ und ¢ liegt und ¢, ¢y € I, so liegt s in I und somit ist f (s, (s)) wohldefiniert.
Da z und f stetig sind, so ist die Funktion f(s,z (s)) stetig in s € I und somit ist das
Integral in (1.20) wohldefiniert.

Sei x (t) eine Losung von (1.20). Da z () stetig ist, so ist die rechte Seite von (1.20)
in ¢ differenzierbar. Folglich ist z (¢) auch differenzierbar. Ableiten von (1.20) ergibt
' = f(t,x), und die Anfangsbedingung x (ty) = x¢ folgt offensichtlich aus (1.20). Somit
16st z (t) das Anfangswertproblem (1.19).

Sei x (t) eine Losung von (1.19). Es folgt aus der Gleichung 2’ = f (¢, 2 (t)), dass 2’ (¢)
stetig ist. Integrieren dieser Gleichung ergibt

z(t) —xg = /t:x/ (s)ds = /t:f(s,x(s))ds,

woraus (1.20) folgt. m

Beweis von dem Satz 1.8. Wir bilden einen vollstdndigen metrischen Raum (X, d)
und eine Selbstabbildung 7" von X, so dass die Gleichung T'r = = dquivalent zum An-
fangswertproblem (1.19) ist. Ist 7" eine Kontraktionsabbildung so erhalten wir die Existenz
der Losung nach dem Fixpunktsatz von Banach.

Wiéhlen wir positive Konstante ¢ und ¢ so klein, dass das Rechteck

Q = [to — 6,0+ 9] x [xg — £, 20 + €]

eine Teilmenge von (2 ist (was moglich ist da € offen ist).

Das Rechteck @ C €2

Da f stetig ist und ) — kompakt, so gilt nach dem Extremwertsatz
L :=sup |0, f] < o0.
Q
Es folgt, dass fiir alle t € [tg — 0,t0 + 6] und 1,29 € [xg — €, 29 + €]

|f(t,21) — [t 22)| = < Llzy — z9f, (1.21)

/ . f (t,x)dx

was spater benutzt wird.
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Fixieren wir ein
r € (0,9], (1.22)

das spater bestimmt wird, und bezeichnen
I=lto—rto+r] und J =[x — e, 20+ €].
Sei X die Menge von allen stetigen Funktionen x : I — J, also

X={z:1—J | xiststetig}.

I=[t-r, 10+ 7]
(-3 1 1+d ‘

Funktionen z € X

20.04.22 Vorlesung 4

Definieren wir einen Integraloperator T auf Funktionen x € X wie folgt
t
Tx (t) = o +/ f(s,x(s))ds, tel. (1.23)
to

Fiir jede Funktion # € X und fiir alle s € I liegt der Punkt (s, 2 (s)) in @ C €, so dass
das Integral in (1.23) fiir alle ¢ € I wohldefiniert ist. Somit ist die Funktion Tz auf dem
ganzen Intervall I definiert.

Jetzt miissen wir sicherstellen, dass 7' eine Selbstabbildung von X ist, d.h.,

reX =Tz e X.

Die Funktion Tz ist offensichtlich stetig. Es bleibt nur zu zeigen, dass die Werte von
Tz (t) in J liegen, d.h.
|Tx () — x| < e fiir alle t € 1. (1.24)

Fiir jedes t € I erhalten wir nach (1.23) und LM-Ungleichung fiir Integrale:

/t:f(s,:v (s))ds

Tx(t) —xg =

< / 1f (5.2 (5))] ds
< sup |f(s.2)]| ]t —tol

(s,2)€Q
Mr,

IN
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wobei
M := sup |f(s,z)] < o0,
(s,x)€Q
Wir betonen, dass M unabhangig von r definiert ist. Jetzt setzen wir voraus, dass r
zusétzlich zu (1.22) noch eine Bedingung erfiillt:
€
< —. 1.25

re— (1.25)
Dann ist (1.24) offensichtlich erfiillt und somit erhalten wir, dass Tz € X.

Nach Lemma 1.9, um eine Losung von (1.19) zu finden, reicht es die Integralgleichung
(1.20) zu 16sen, was dquivalent zur Gleichung T'x = z ist. D.h., es reicht zu beweisen, dass
T einen Fixpunkt besitzt, was mit Hilfe von Fixpunktsatz von Banach bewiesen wird.

Die Menge X ist offensichtlich Teilmenge von C' (I) und somit ist ein metrischer Raum
mit der Metrik

d(z,y) = llv —yllom = Sup |z (t) —y (1)] .-

Der Raum C' (1) ist vollstdndig, und die Teilmenge X ist offensichtlich abgeschlossen,
woraus folgt, dass der metrische Raum (X, d) auch vollstandig ist (siehe Aufgabe 15).

Es bleibt zu beweisen, dass 7' : X — X eine Kontraktionsabbildung ist, d.h. fiir ein
q € (0,1) und fiir alle z,y € X gilt

[Tz =Tyl < qllz =yl

Fiir beliebige Funktionen x,y € X und fiir jedes t € I, gilt z (t),y (t) € J, woraus folgt
mit Hilfe von (1.21), dass

t

e -1y = | [ fiswnas— [ Fisue)as

< | M) = F sy ()] ds
< |t -veas

< L\t—t0|52113|x(5)—y(5)\

< Lrlle—yl

und somit
T2~ Tyl = sup T () = Ty ()] < Lr o — ]
S

Jetzt wahlen wir r so klein, dass r zusétzlich zu (1.22) und (1.25) auch die folgende

Bedingung erfiillt:
1
< —.
"L
Dann ist T eine Kontraktionsabbildung, und nach dem Fixpunktsatz von Banach hat die

Gleichung Tx = x eine Losung x € X, was zu beweisen war. ®
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1.6 Mafl und Lebesgue-Integral

Dieser Abschnitt ist eine Zusammenfassung von Maf- und Integrationstheorie, meistens
ohne Beweise.

1.6.1 Motivation

Betrachten wir im Raum C'[a, b] die 1-Norm

191, = [ 17 @l

(sieche Aufgabe 9). Das ist eine Norm in C'[a,b] ist, aber der Raum C'[a,b] mit dieser
Norm ist nicht vollstandig, was im nachsten Beispiel gezeigt wird.

Beispiel. Betrachten wir die Folge {f,}.., von Funktionen aus C'[0, 1]:

o= {2y~ (L)

7{7

172 : 1/m? ' | | | t

Funktionen f,, (rot) und f,, (blau) und f (schwarz)

Zeigen wir, dass {f,} eine Cauchy-Folge beziiglich der 1-Norm ist aber nicht konver-
gent. Zuerst bemerken die punktweise Konvergenz

£ — f () = % fiir alle £ € (0, 1]

und dass

[o-sea= [ (L) =i 1ol

fiir n — oo. Es folgt, dass fiir n,m — oo

1 1 1
||fn—fm||1=/0 Ifn—fmldté/o If—fnldt+/0 1~ fuldt —0
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so that {f,} eine Cauchy-Folge ist. Zeigen jetzt, dass {f,} nicht konvergent in C'[0, 1]
beziiglich der 1-Norm ist. Gibt es einen Grenzwert g € C'[0, 1] so gilt

1
/ lg — fuldt =1lg — full;, — 0 fiir n — oco.
0

Da auch )
0

so erhalten wir, dass

1 1 1
— fldt < — fnld — foldt — 0
/0|g f\t_/olg f|t+/0|f fol dt

d.h. fol lg — f| dt = 0. Da die beiden Funktionen f und g stetig auf (0, 1] sind, so folgt es,
dass f = g auf (0, 1]. Somit ist g unstetig in ¢ = 0 und kann nicht in C'[0, 1] liegen.

Wir sehen, dass die Folge {f,,} konvergiert in C' [0, 1] beztiglich der 1-Norm nicht, aber
{fn} konvergiert in einem gréferen Raum, wo auch die Funktion \/% liegt.

Um die Vollsténdigkeit beziiglich |||, zu gewinnen, soll man den Raum C'[0, 1] ver-
vollstandigen. Der Raum von allen Riemann-integrierbaren Funktionen reicht nicht (auch
wenn uneigentliches Riemann-Integral benutzt wird). Wir brauchen dafiir den Begriff
von Lebesque-integrierbaren Funktionen, was unterhalb besprochen wird. Im nachsten
Abschnitt definieren wir die Lebesgue-Réaume LP mit Integral-p-Normen. Insbesondere
ist L' [a,b] eine Vervollstindigung von C'[a, b] beziiglich der 1-Norm.

1.6.2 Das Mafl

Der abstrakte Begriff von Maf§ ist eine Verallgemeinerung von den Begriffen von Lange,
Flacheninhalt, Volumen und sogar Wahrscheinlichkeit.

Definition. Sei X eine Menge. Eine o-Algebra auf X ist ein Mengensystem S von
Teilmengen von X (d.h. S C P (X)) mit den folgenden Eigenschaften:

(A1) 0 und X sind Elemente von S
(A2) Ae S= A€ S

(A3) Ist {Ag},cy cine Folge von Elementen von S, so gilt (J,oy Ax € S.
Es folgt aus (A1) und (A3), dass
A BeS=AUBES.
Mit Hilfe von (A2) erhalten wir, dass fiir A,B € S
ANB=(A°UB%)“€&S.
Auch fiir beliebige A, B € S gilt

A\B=ANB €S
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Man beweist auch, dass fiir jede Folge {A;}, oy aus S gilt (), Ay € S. Somit ist die
o-Algebra S abgeschlossen beziiglich Mengenoperationen \,U, N wobei die Vereinigung
und Durchschnitt sich auf unendlichen (abzéhlbaren) Folgen durchfiihren lassen.

Die Elemente der o-Algebra S heiflen auch messbare Mengen (oder S-messbare Men-
gen).
Bemerkung. Der Buchstabe “o” in “o-Algebra” bezieht sich auf die abzahlbare Vere-
inigung in (A3). Gilt (A3) nur fir die endlichen Vereinigungen, so heifit S eine Algebra
(ohne “0”).

Definition. Ein MaBl p auf S ist eine Funktion x4 : S — R mit den folgenden Eigen-
schaften:

(M1) (Positivitat) p(A) > 0 fiir alle A € S.

(M2) (o-Additivitdt) fiir jede Folge {A}, oy von disjunkten messbaren Mengen gilt

(U A) = ). (1.26)

keN keEN

Man nennt den Wert p(A) das Maf von A.
Es folgt aus (1.26) mit Ay = () dass u (@) = 0. Es folgt auch, dass fir beliebige disjunkte
Mengen A, B € S gilt
W (AU B) = u(A) + 1 (B), (127
da AUB = | |,y Ak mit A; = A, Ay = B und A, = 0 fiir alle & > 2.

Bemerkung. Der Buchstabe “o” in “o-Additivitat” bezieht sich auf die abzahlbare Vere-
inigung/Summe in (1.26). Die &dhnliche Eigenschaft (1.26) heifit die Additivitat (ohne “o”).

Definition. Ein Maffiraum ist das Dreifache (X, S, i), wobei S eine o-Algebra auf X ist
und p ein Mafl auf S.

Eine besondere Rolle in der Mafitheorie spielen die Nullmengen.
Definition. Jede messbare Menge mit Mafl 0 heifit Nullmenge.

Es folgt aus (1.26), dass p (@) = 0 so dass () eine Nullmenge ist. Aber es kann auch
nichtleere Nullmengen geben. Es folgt aus (1.26), dass abzéhlbare Vereinigung von Null-
mengen wieder eine Nullmenge ist.

Definition. Ein Maf (p, S) heifit vollstandig, wenn jede Teilmenge einer Nullmenge auch
Nullmenge ist.

Jedes Maf3 (u, S) lasst sich vervollstdndigen wie folgt. Definieren wir die Erweiterung
S’ der o-Algebra S mit

S"={AUB: A€ S und B ist Teilmenge einer Nullmenge} .
Dann ist S’ auch eine o-Algebra, und p ldsst sich auf S’ wie folgt erweitern:
0 (AU B) = i (A).

Man kann beweisen, dass (, S”) ein vollstandiges Ma8 ist, was die Vervollstindigung von

(11,.5) heift.
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1.6.3 Lebesgue-Maf in R"

Sei X ein beschranktes Intervall in R. Fiir jedes Intervall I C X definieren wir die Lénge
¢(I) mit
((I)=b—a

wobei a, b die Endpunkten von [ sind. Wir mochten die Lange ¢ wie ein Maf§ betrachten.

Die Menge von allen Intervallen auf X ist keine o-Algebra, da die Vereinigung zweier
Intervallen kein Interval sein kann.

Sei B(X) die minimale o-Algebra auf X die alle Intervalle in X enthélt. Solche o-
Algebra existiert als Durchschnitt von allen o-Algebren die alle Intervalle enthalten, und
ist offensichtlich eindeutig bestimmt. Die o-Algebra B (X) heifit die Borel-o-Algebra and
die Elemente von B (X) heilen Borel(-messbare) Mengen in X.

Satz 1.10 Die Linge ¢ lasst sich auf B(X) als ein Mafi X eindeutig erweitern.

Das Ma3 A heifit das Lebesque-Mafs in X. Betrachten wir die Vervollstandigung von
(A, B(X)). Der Definitionsbereich der Vervollstandigung von (A, B (X)) heifit die Lebesgue-
o-Algebra und wird mit £ (X) bezeichnet. Elemente von £ (X) heiflen Lebesgue-messbare
Mengen.

Man kann zeigen, dass A\ auf der ganze Potenzmenge P (X) nicht als Maf fortsetzbar.
Das Lebesgue-Ma$ lasst sich auch auf X = R definieren, aber mit Werten in [0, 0o].

Es ist klar aus der Konstruktion, dass jede Menge {x} die aus einem Punkt z € X
besteht eine Nullmenge ist. Es folgt, dass die Menge von allen rationalen Zahlen in X
auch Nullmenge ist als abzahlbare Vereinigung von Nullmengen.

Ahnliche Konstruktion gilt in R™. Fixieren wir eine beschrankte offene Teilmenge X
von R™. Man definiert erst das Volumen /,, von n-dimensionalen Quadern

Q=Lx..xI,CcX
mit
0 (Q) =L (L1) ..t (1) -

Sei B (X)) die Borel-o-Algebra in X, d.h. B(X) ist die minimale o-Algebra auf X, die alle
Quadern enthélt. Man kann zeigen, dass B (X) die minimale o-Algebra ist die all offene
Teilmengen von X enthalt.

Satz 1.11 Das Volumen ¢, ldsst sich auf B(X) als ein Maf$ A, eindeutig erweitern.

Das Maf3 A\, heifit das n-dimensionale Lebesgue-Mafl auf X. Die Vervollstandigung von
(An, B(X)) wird mit (A, £ (X)) bezeichnet. Die Elemente der a-Algebra £ (X) heiflen
Lebesgue-messbare Mengen in X.

1.6.4 Messbare Funktionen und Lebesgue-Integration
Sei (X, S, u) ein Mafiraum.

Definition. Eine Funktion f : X — R heifit messbar (oder S-messbar) wenn die Menge

{f<e}={zeX:f(x)<c}
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messbar fiir jedes ¢ € R ist, d.h. in S liegt.

Man kann beweisen, dass Summe und Produkt von messbaren Funktionen wieder
messbar sind.

Beispiel. Die Indikatorfunktion 1, einer messbaren Menge A ist messbare Funktion.
Auch lineare Kombination

N

>_cla,

k=1

von Indikatorfunktionen messbar ist. Zum Beispiel, die Dirichlet-Funktion

. 1L teQ
ist messbar beziiglich Lebesgue-Mafles, da Q messbar als eine abzéhlbare Menge ist.

Beispiel. Jede stetige Funktion f auf einem Intervall X C R ist messbar beziiglich
Lebesgue-MaBes. In der Tat, die Menge {f < c} ist offen und somit Borel-messbar. Auch
jede stetige Funktion auf einer offenen Teilmenge X C R” ist Borel-messbar.

Definition. Fiir jede nicht-negative messbare Funktion f auf einem Mafraum (X, S, i)
definiert man das Lebesgue-Integral [, fdyu als einen Wert aus [0, 0o], wie folgt:

n

/){fduzgirgogogu{xenggf(w)<k+1}. (1.28)

Bemerken wir, dass die Menge

A N A

messbar ist. Deshalb ist die Summe in (1.28) wohldefiniert und heifit Lebesgue-Summe.

A

R

k- /n /N
k/n \_/

Man kann zeigen, dass der Grenzwert (1.28) immer in [0, co] existiert. Somit ist das
Integral [ + Jdu fur jede nichtnegative messbare Funktion f immer definiert und nimmt
den Wert in [0, 0o] .
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Beispiel. Fiir jede messbare Menge A C X gilt

/ 1adp = pu(A).
X
Zum Beispiel, fiir die Dirichlet-Funktion f = 1gnjo,1) auf dem Intervall [0, 1] erhalten wir

fdx=x(@Qn[0,1]) = 0.
[0,1]

Bemerken wir, dass die Dirichlet-Funktion f nicht Riemann-integrierbar, aber das Lebesgue-
Integral von f existiert.

Definition. Eine messbare Funktion f heifit (Lebesque-)integrierbar beziiglich p wenn

/ |f|dp < 0. (1.29)
b

In diesem Fall definiert man das Lebesgue-Integral von f mit

/deMZ/thu—/Xf—du (1.30)

f+ =max(f,0) und f_ = max(—f,0).

wobel

Es ist leicht zu sehen, dass

fo—f-=F wd fi+ [ =]f|

woraus folgt f, = ! +|f L und fo= hind ‘ I Man kann beweisen, dass die Funktion | f| messbar
ist, woraus folgt, dass auch f, und f_ messbar sind. Diese Funktionen sind nichtnegativ,
und es folgt aus (1.29), dass auch

/ frdp < oo und / f-dp < 0.
X X

Somit ist die rechte Seite in (1.30) eine Differenz von reellen Zahlen, so dass das Integral
il « fdu als eine reelle Zahl definiert ist.

Beispiel. Zeigen wir, dass jede stetige Funktion f auf einem beschriankten und abgeschlosse-
nen Intervall [a,b] Lebesgue-integrierbar ist (d.h., integrierbar beziiglich des Lebesgue-
MafBles A). Wir wissen schon, dass f messbar ist. Die Stetigkeit impliziert, dass

M :=sup |f]| < oo,
[a,]

woraus folgt, dass fiir die Lebesgue-Summe fiir f[a i | f| dX\ die folgende Ungleichung gilt:

iz{ <1l < k+1} _ Z k:{ <1/l < k:+1}

k=0 {k:t<m}

MZM{ <|fl < k+1}

< M(b_a)>

IN
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wobei wir benutzt haben, dass die Mengen {% <I|f] < %} disjunkt sind und ihre Vere-
inigung eine Teilmenge von [a, b] ist. Es folgt, dass

/ [F] dA < oo,
[a,b]

was zu beweisen war. Man kann auch beweisen, dass die Lebesgue-Integral und Riemann-
Integral in diesem Fall iibereinstimmen:

b
d\ = dt. .3
i / £ () dt (1.31)

Man kann auch beweisen, dass jede Riemann-integrierbare Funktion f auch Lebesgue-
integrierbar ist und die Identitét (1.31) gilt. Die Umkehrung gilt nicht. Zum Beispiel, die
Dirichlet-Funktion 1g ist Lebesgue-integrierbar aber nicht Riemann-integrierbar.

22.04.22 Vorlesung 5

Das Lebesgue-Integral hat die folgenden Eigenschaften, wobei f und g entweder nicht-
negative messbare Funktionen oder integrierbare Funktionen sind:

L [ (f+9)du= [y fdu+ [ gdu
2. [y (ef)du=c[y fdu

Zum Beispiel, fiir die Funktion f = fo:l cx 14, mit messbaren Mengen A gilt

N
/ flp =" crp(Ay).
X k=1

3. f<g= [y fdu< [y gdp

Daraus folgt, dass

/deu' s/deu.

4. Fiir eine messbare Funktion f > 0 gilt die Aquivalenz
/fd,u:() < uw{f>0}=0.
X

Gilt eine Eigenschaft aulerhalb einer Nullmenge, so sagt man, dass diese Eigenschaft
fast dberall gilt, kurz f.i. (oder fiir fast alle Elemente von X). Z.B. fiir nichtnegative
Funktion f

{f =0} =X\{f>0}
und die Bedingung p {f > 0} = 0 bedeutet, dass f = 0 gilt fast iiberall. Somit erhalten

wir die Aquivalenz

/fd,u:O & f=0fil (1.32)
X
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Jede messbare Teilmenge Y von X definiert man

/deu tz/Xflydu-

Betrachten wir in der Menge Y die o-Algebra Sy = {A € S: ACY} und MaBl plg, so
dass (Y, Sy, p|s, ) ein Mafiraum ist. Man kann zeigen, dass

[ sauds, = [ i

Fiir zwei disjunkte messbare Teilmenge Y; und Y5 von X gilt

zwanzx;mM+[QmM

1.6.5 Konvergenz fast iiberall und Fatou-Lemma

Sei (X, S, 1) ein Mafiraum.

Definition. Man sagt, dass eine Folge { fx},-, von Funktionen auf X gegen eine Funktion
f auf X fast iberall konvergiert und schreibt

£ oder f— f il
wenn die Bedingung fi () — f (x) fir fast alle x € X gilt, d.h.
{reX: fi(x)— f(z) firk—oo}=X\N,

wobei N eine Nullmenge ist.
Wir nehmen ohne Beweis die folgenden Aussagen an.

Lemma 1.12 Sei {fi} eine Folge von messbaren Funktionen auf X. Gilt
f.il.
Je = f
so ist f aus messbar.
Lemma 1.13 (Fatou-Lemma) Sei {fi} eine Folge von nichtnegativen messbaren Funk-

tionen auf X mit
£.ii

Je = [
Gilt fir alle k und eine Konstante C
[ franzc
X
so gilt auch
/ fdu<C.
X

Eine aquivalente Version von Fatou-Lemma besagt folgendes: fiir jede Folge von nicht-
negativen messbaren Funktionen {f;} auf X gilt

/ (hmmffk dp < hmmf/ fedp.
b's
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1.7 Lebesgue-Raume

1.7.1 Die p-Norm

Sei (X, S, p) ein Mafiraum. Fiir jedes p € [1,+00) und fiir jede messbare Funktion
f : X — R definieren wir die p-Norm von f mit

1/p
1l = ( e du) .

Da |f|” eine nichtnegative messbare Funktion ist, so ist | f[|, immer wohldefiniert als
Element von [0, oo]. Zum Beispiel, wir haben

1/2
1= [ 191 d and 1, - ( / f?du) |

Trotz des Namens ist die p-Norm nicht unbedingt eine Norm. Z.B. || f||, can gleich oo
sein oder || f[|, kann gleich 0 fiir f # 0 sein (z.B. fiir Dirichlet-Funktion f).

Wir besprechen spater eine Moglichkeit die p-Norm zu einer Norm zu machen. Jetzt
betrachten wir die Eigenschaften der p-Norm.

Bemerken wir, dass die absolut Homogenitat fiir die p-Norm offensichtlich erfiillt ist:
fiir jedes @ € R haben wir

1/p 1/p
||af||p=(/x Ia|p|f|pdu) ~ o (/X Iflpdu) — lof |1l

Jetzt beweisen wir die Dreiecksungleichung.

Lemma 1.14 (Hoélder-Ungleichung) Seien p,q > 1 die konjugierten Hélder-Ezponenten,

d.h. L
e (1.33)
P q

Dann fiir alle messbare Funktionen f,g auf X gilt

[ 1ot du <1, lol, (139
(wobei das Product 0 - 0o als 0 definiert ist).

Beweis von Lemma 1.14. Umbenennen wir |f| in f und |g| in g, so dass f und g
nicht-negativ sind. Gilt || f|[, = 0, so haben wir f = 0 f.ii.und somit

/leg\duz()

so dass (1.34) gilt. Nehmen wir an, dass [|f[|, > 0 und [|g[|, > 0. Gilt | f||, = oo, so ist
(1.34) wieder offensichtlich. Wir konnen jetzt annehmen, dass die beiden Werte || f||, und
lg]l, Elemente von (0, +00) sind.

Wenn f in der Ungleichung (1.34) durch af ersetzt wird (wobei a > 0), so werden
die beiden Seiten von (1.34) mit a multipliziert, und die Giiltigkeit von (1.34) &ndert sich
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nicht. Deshalb kénnen wir annehmen, dass [|f||, = 1 und analog auch ||g||, = 1. Nach der
Young-Ungleichung (1.10) erhalten wir

(@) ')
q

p

fiir jedes x € X,

/fpd;mt /qdﬂ

= L=, gl
P I1F11, Nlgll,

flx)g(z) <

/X fodp

was zu beweisen war. ®

woraus folgt

IN

Satz 1.15 (Minkowski-Ungleichung) Fiir alle messbare Funktionen f,g auf X and fir
alle p € [1,00) gilt
1f +gll, < 711, + llgll,- (1.35)

Beweis. Fiir p = 1 haben wir

I£+gl= [ 1r+oldn< [ 1f1du+ [ lglda =151, + gl
X X X

Sei p > 1. Ist || f[|, oder [|g]|, gleich oo, so gilt (1.35) trivialerweise. Nehmen wir an, dass
die beiden Werte || f||, und [|g[|,, in [0, 00) sind. Da [f + g| < |f]+g], so konnen wir ohne
Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass f und g nichtnegativ sind.
Die Ungleichung
(a+b)’ < 2P (aP + b°)

fiir nichtnegative a, b ergibt

/X(f+g)pdu§2”(/Xfpdwr/xg”du)<oo

woraus folgt, dass [|f + gl|, < oo. Im Fall ||f + g|[, = 0 gilt (1.35) trivialerweise, so wir
konnen weiter annehmen, dass

1f+gll, € (0,+00).
Wir haben

I+l = /X(f+g)p du=/X<f+g><f+g>p—1du
= /Xf(erg)f”‘1 du+/xg(f+g)p‘l dp. (1.36)

Sei ¢ = -2 der zu p konjugierte Holder-Exponent, d.h.
P
Ungleichung erhalten wir

+ ¢ = L. Nach der Holder-

1
p

/Xf<f+g>“ d < LG+ 977

q

1/q
171, (/X (f+g)¥ du) = |I£1, £ +gl2/°
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und analog
/ g(f+9)"" du < gll, I + gl
X

Addieren diese Ungleichungen ergibt nach (1.36)
1+ glip < (171, + gl ) 1+ gl

Dividieren durch ||f + gHz/q ergibt (1.35) dap—2 =p (1 - é) =1 m

Beispiel. Betrachten wir die Menge X = {1,2,....n} und das Zdhimaf p auf der o-
Algebra S =P (X); d.h.

i (A) = die Anzahl der Elemente von A.

Insbesondere gilt p ({i}) = 1 fiir jedes i = 1,...,n und pu(X) = n. Dann ist (X, S5, )
ein Mafiraum. Jede Funktion f : X — R ldsst sich mit der Folge (f(1),..., f(n)) € R"
identifizieren. Es gilt

[ =3 F@utin =3 160

Die p-Norm der Funktion f: X — R ist

171l = ( / !fl”du> v (Z !f(i>!p> "

was mit der p-Norm des Vektors (f (1),..., f (n)) in R™ iibereinstimmt.
Die Ungleichung (1.34) bedeutet folgendes:

Z [F @ g @I <1, gl

was mit der Holder-Ungleichung von Lemma 1.3 iibereinstimmt.
Die Minkowski-Ungleichung (1.35) ergibt in diesem Fall die Minkowski-Ungleichung
des Satzes 1.2 in R™.

Beispiel. Betrachten wir die Menge X = N = {1,2,...} und das Zahlmafl p auf der
o-Algebra S = P (X). Fiir jede Funktion f: X — [0,00) haben wir

/deuzif(i)-

Die p-Norm einer Funktion f: X — R ist

191, = ([ 167 dn) " (fj !f(i)!p> "

was mit der p-Norm von Folgen tibereinstimmt. Die Minkowski-Ungleichung (1.35) stimmt
in diesem Fall mit der Minkowski-Ungleichung des Satzes 1.2 in [?.
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1.7.2 Definition von LP?

We haben schon gesehen, dass die p-Norm || f||, von messbaren Funktionen zwei Bedin-
gungen von der Definition einer Norm erfiillt: die absolute Homogenitat und die Dreieck-
sungleichung. Noch fehlen zwei andere Bedingungen: die Endlichkeit (die Norm muss nur
die Werte in [0, 00) annehmen) und die Definitheit. Im allgemeinen Fall gelten diese Be-
dingungen nicht: die p-Norm kann den Wert oo annehmen (z.B. fiir die Funktion f (¢) = %

auf (0,1) gilt [|f]|, = 01 4 = ~0) und die p-Norm von f kann 0 fiir eine nicht-Null Funk-
tion f sein (z.B. fiir die Dirichlet-Funktion).
Unser Zweck ist jetzt einen Vektorraum zu erstellen wo die p-Norm eine Norm ist.

Dafiir betrachten wir fiir jedes p € [1,00) die Menge
LP = {f:X—>]R: [ ist messbar und || f||, < oo }

Es folgt aus der Minkowski-Ungleichung, dass die Menge L ein Vektorraum iiber R ist.
Nach Definition ist die p-Norm endlich auf £? aber noch nicht unbedingt positiv definit:
obwohl | f||, > 0 fiir alle f € LP gilt, es kann sein [|f]|, = 0 fiir nicht-Null Funktion f.
Somit ist die p-Norm eine Halbnorm auf £P.

Um die p-Norm zu einer Norm machen, man muss alle f mit || f[|, = 0 als ein Nullele-
ment betrachten.

Betrachten wir die folgende Teilmenge von L?:

N:{f:X—>]R: f ist messbar und Hpr:O}.

Lemma 1.16 Die Menge N hat die folgenden Eigenschaften.
(a) FEs gilt f € N genau dann wenn f = 0 f.1i. Insbesondere ist N unabhdngig von p.
(b) N ein Unterraum von LP.

Beweis. (a) Wir haben
||f||,,=0<i>/ fPdp=0<|f]F =0fi. < f=0Hfi.
X

(b) Offensichtlich ist N eine Teilmenge von LF da ||f]|, = 0 ergibt [|f]|, < oo. Fiir
f,g €N gilt
I1f =+ gll, < I£1l, + llgll, =0
so dass ||f+9||p = 0 und somit f +¢g € N. Auch fir jede Konstante o € R gilt
lafll, = lal || f]l, =0 und somit af € N. Es folgt, dass N ein Unterraum von L” ist.

Definition. (Lebesque-Raum) Fiir jedes p € [1,00) bezeichnen wir mit LF = LP (X, u)
den Faktorraum LP/N:
LP = LP/N.

_ Nach der Definition besteht der Faktorraum LP/N aus den Aquivalenzklassen der
Aquivalenzrelation f — g € N, was nach Lemma 1.16 dquivalent zu f = g f.ii. ist. Fiir
jede Funktion f € LP bezeichnen wir mit [f] die Aquivalenzklasse von f, d.h.

fl={gelr:f=gfi}={g: X >R:f=gfi}.
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Dann gilt

LP ={[f]: f € LP}.
Nach der Definition des Faktorraums werden die lineare Operationen in LP wie folgt
definiert:

/1419l = 1f +4]
1.37
o[f] = lof] 137
fiir alle f, g € £° und a € R. Definieren wir die p-Norm von Aquivalenzklassen mit
AN, = A1, - (1.38)

Lemma 1.17 Die p-Norm (1.38) ist wohldefiniert und ist eine Norm in LP.

Beweis. Zeigen wir, dass die Definition (1.38) unabhéngig von der Wahl des Vertreters
f der Klasse [f] ist. In der Tat, im Fall g € [f] gilt f — ¢ € N und somit

LFll, = 11f =g +gll, < If = gll, + llgll, = llgll,

und analog [|g[|, < [|f]|,,, woraus folgt || f||, = [[g]l, - Somit ist |[[f][|, wohldefiniert.
Die p-Norm auf L? ist endlich und erfiillt die absolute Homogenitéat und die Dreieck-
sungleichung. Die Definitheit lasst sich wie folgt beweisen:

I/, =0 lfl,=0& feN < [f]=0.

Beispiel. Betrachten wir wieder die Dirichlet-Funktion f = 1gnj1 auf X = [0,1] mit
Lebesgue-Mafl \. Es gilt f =0 f.i. da

MreX: f(x)#0} =X(QnNJ0,1]) =0.
Somit liegt f in A und [f] ist ein Nullelement des Raums L? [0, 1].

Konvention. Man nennt die Elemente von L? auch Funktionen (obwohl sie keine Funk-
tionen sind) und schreibt f € LP anstatt [f] € L? oder f € LP. Es ist so gemacht um die
Terminology und Notation zu vereinfachen. Allerdings muss man immer daran erinnern,
dass die Aussage “f ist eine Funktion aus LP” folgendes bedeutet: “f ist eine Funktion,
die ein Vertreter eines Elements aus L? ist” oder “f ist eine Funktion aus £7” . Allerdings
wird der Raum L? selten explizit benutzt.

1.7.3 Vollstindigkeit von L”

Hauptsatz 1.18 Fir jeden Mafraum (X, S, u) und fir jedes p € [1,00) ist LP (X, ) ein
Banachraum.

Da LP ein normierter Vektorraum ist, so brauchen wir nur die Vollstandigkeit davon
beweisen. Wir fangen mit zwei Lemmas an.

Definition. Fiir eine Folge {4}, . von Teilmengen von X definieren wir lim sup A,, mit

limsup 4,, = ﬁ Ej Ap.

n=1k=n

Bemerken wir, dass die Folge {{J,—,, Ak} .y monoton fallend beziiglich Inklusion ist.

neN
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B,=U 4, limsup 4,

A] Az A3 An A/1+1An+2

Lemma 1.19 (Borel-Cantelli-Lemma) Sei {A,}, .y eine Folge von messbaren Teilmen-
gen von X mit

> p(An) < o

neN

Dann gilt p (limsup A,) = 0.
Beweis. Bezeichnen wir B, = |J;-,, Ax und
A:=limsup A, = ﬁl B,.
Offensichtlich sind B,, und A messbar. Nach der o-Subadditivitat von Maf} erhalten wir

w(Bn) < Z,u(Ak) — 0 fiir n — oo.
k=n

Da A C B, fiir alle n, so folgt es p (A) < p(B,) und somit u(A) =0. =

Lemma 1.20 (Tschebyschow-Ungleichung) For jede messbare Funktion f auf X und fir
allet >0, p € [1,00) gilt
1 P
plf > 1h < LI,

Beweis. Setzen wir A = {f > t}. Diese Menge ist messbar, da A das Komplement der
messbaren Menge {f <t} ist. Es gilt

1= [ 150 di= [ AP an [ Apdez [ipanz [ edi= e,

woraus die Behauptung folgt. =

Beweis von Hauptsatz 1.18. Wir miissen beweisen, dass jede Cauchy-Folge in LP
konvergiert. Eine Folge {[f,]} in L? ist eine Cauchy-Folge, wenn

[fo = Finll, = [1Lfn] = [fndll, = O fiir 0, m — oo,

d.h. wenn {f,} eine Cauchy-Folge in L7 ist. Die Konvergenz der Folge {[f,]} in L” gegen
ein [f] € LP bedeutet, dass

[fn] — [f]||p—>0 flir n — oo
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was dquivalent zu
[ fn = fll, = 0 fiir n — oo,

d.h. {f,} konvergiert gegen f beziiglich der Halbnorm ||| ,- In diesem Fall schreiben wir,
dass §
fn = f firn — oo.

Nach Aufgabe 16 (a), die Cauchy-Folge { f,,} konvergiert wenn eine Teilfolge { f,, } dieser
Folge konvergiert. Nach Aufgabe 16 (b) gibt es eine Teilfolge {f,, } so dass fiir alle k£ > 1
gilt

ank+1 o fnka < 4.

Um die Notation zu vereinfachen, umbenennen wir die Folge {f,, } zuriick in {f,,}. Dann
{fn} ist eine Cauchy-Folge in L£P mit

[ fot1 = full, < 47" fiir alle n € N, (1.39)
und wir miissen beweisen, dass es eine Funktion f € L£P gibt mit

| fn = fll, = 0 fiir n — oo.

27.04.22 Vorlesung 6

Beweisen wir zunéchst, dass die Folge {f,} gegen eine Funktion f f.ii. konvergiert.
Dafiir betrachten wir fiir jedes n € N die Menge

Av={r € X |fun (@) = fu @) 2 27}
Nach der Tschebyschow-Ungleichung und (1.39) erhalten wir
1% (An) S 2np ”fn—l—l - an]p; S 2np4—np = 2—np'

Es folgt, dass
> n(Ay) < 0.

neN

Nach dem Borel-Cantelli-Lemma hat die Menge

A =limsup 4, = ﬁ Ej Ay

n=1k=n

das Maf3 0. Betrachten wir das Komplement von A:

n=1k=n n=1k=n

A¢ = (ﬁ GAk>c:6 ﬁAi
= U N{reX:lfin@—fil@)l <2},

n=1 k=n

woraus folgt, dass

r €A & In Vk>n |fi(x) = fu(2)] <278
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Jetzt verwenden wir die folgende Eigenschaft der numerischen Folgen: gilt fiir eine reell-
wertige Folge {ay}, dass fiir ein n

lagy1 — ag| < 27" fiir alle k > n
so ist {ay} eine Cauchy-Folge, da fir alle m > k > n gilt

lag — appa| + |arer — apyal + o+ |amo1 —
ok 4o ) < 27*D 0 fiir k — .

‘ak - am| S
<

Somit ist die numerische Folge {fi (x)},oy eine Cauchy-Schwarz fiir jedes € A°. Es
folgt, dass die Folge {fi (7)},y fiir alle z € A° konvergiert.

Setzen wir
lim f (z), =€ A°
0, reA

Dann gilt
£ F fir k— oo,

da fr (x) — f () fiir alle z auBerhalb der Nullmenge A. Nach dem Lemma 1.12 ist die
Funktion f messbar.

Beweisen wir jetzt, dass || f, — f||, — 0. Nach Definition der Cauchy-Folge gibt es fiir
jedes € > 0 ein N € N so dass

Vn,m > N gilt [|f, — full, <e,
d.h.
/ |fr = fn|” dp < €P. (1.40)
X

Da i
o S F fir m — oo,

so gilt auch
’fn_fm‘pf_u> ‘fn_f’p furm—>oo

Nach dem Fatou-Lemma und (1.40) erhalten wir

/ | fo = fIP dp < €7
X

Es folgt, dass
V> N gt [|f,—fl, <e

und somit
| fn = fll, = 0 fiir n— oo.

Es bleibt zu bemerken, dass || f||, endlich ist, da

Es gibt auch den Raum L* der auch vollstandig ist — siehe Aufgaben 30, 31.
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1.7.4 Der Raum L.

Betrachten wir jetzt komplexwertige messbare Funktionen und komplexwertige Lebesgue-
Réaume. Sei (X, S, p) ein Mafiraum wie zuvor.

Definition. Eine komplexwertige Funktion f : X — C heifit messbar wenn Re f und
Im f messbar sind. Eine messbare Funktion f : X — C heift integrierbar, wenn

J 1t < o

Da |Re f| < |f| und |Im f| < |f], so sind Re f und Im f auch integrierbar.
Definition. Fiir eine integrierbare Funktion f : X — C definieren wir das Lebesgue-

Integral mit
fdu = Re f)du+1 Imf)d
/ H / (Re f) t / (Im f) dp

Man zeigt, das Integral linear ist, d.h.

/)((erg)du:/deuﬂt/ngu
/chdu:c/deu

fiir alle integrierbare Funktion f, g und alle ¢ € C. Dariiber hinaus gelten

und

d d
Xf@séumi

/fdu /fdu

wobei w die komplexe Konjugierte von w ist (siche Aufgabe 32).

und

Definition. Fiir eine komplexwertige messbare Funktion f auch X definieren wir die

p-Norm mit )
1/p

= Pq = .

T (Am @ WAL

Die p-Norm ist offensichtlich nichtnegativ und erfiillt die absolute Homogenitat iiber
C: fir jedes c € C gilt

1/p 1/p
lefll, = eflPdp ) = {lef” [ |f"dp) = le[IIfll,-
X X

Die Holder-Ungleichung und die Minkowski-Ungleichung gelten tiber C auch. Zum Beispiel,
fiir alle messbare Funktionen f,g: X — C gilt die Holder-Ungleichung da

/ [fgldp =/ [F1 gl dpe < 1A Wallly = A0, gl -
X X
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Im Fall p = g = 2 erhalten wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

[ tsldi < 151 Ll
X
Die Minkowski-Ungleichung wird wie folgt bewiesen:

1f +gll, = L+ glll, < ML+ glll, < N + Mgl = 11£1], + [lgll, -

Betrachten wir jetzt die Konvergenz beziiglich der p-Norm.

Definition. Eine Folge {f,} von komplexwertigen messbaren Funktionen auf X kon-
vergiert gegen f: X — C bezliglich der p-Norm wenn

| fn = fll, = 0 fiir n — ooc.
In diesen Fall schreibt man f,, = f

Lemma 1.21 Seien u = Re f und v =Im f. Dann gilt

[ull, + [0l
— 5 <l < Nl + ol - (1.41)

Folglich ist die Konvergenz f, i f aquivalent zu
Ref, “Ref wund Tmf, Z Im /.

Beweis. Da f = u + iv so erhalten wir
1f1l, = llu+avll, < flull, + llivll, = llull, + o], -

Da [f| = Vu? + v? so erhalten wir |f| > |u| und |f| > |v| woraus folgt || f[[, > [Ju]|, und
Hf||p > HUHP und somit
[ull, + [0l
I, > e

Die zweite Aussage folgt aus (1.41), da wir mit der Notation f,, = u, + iv, erhalten

[un = ull, + [[on — v
2

< = flly < N = ull, + o = vl

und somit

[fn = fll, = 0 & flun = ull, + [lvn = vl[, = 0
& |lup —ull, = 0und v, —vl[, — 0.

Bezeichnen wir mit £f. die komplexwertige Version von £P, d.h.

Ef::{f:XﬁC:fismessbarund ||f||p<oo}.
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Die p-Norm ist eine Halbnorm auf £f.. Die Menge
N(c:{f:X—>C: Hpr:O}:{f:XH(C: f=0fi)

ist offensichtlich ein Unterraum von L. Jetzt definieren wir den komplexwertigen Lebesgue-
Raum als den Faktorraum

L%é = ﬁ%é / N(c.
Wie im reellwertigen Fall, die p-Norm ist eine Norm in Lf.Der Hauptsatz 1.18 gilt auch
fiir L7.

Korollar 1.22 Der Raum LY. mit der p-Norm ist ein Banachraum.

Beweis. Sei {f,} eine Cauchy-Folge in Lf. Nach dem Lemma 1.21 sind auch {Re f,}
und {Im f,,} Cauchy-Folgen in L?. Somit konvergieren die Folgen {Re f,} und {Im f,} in
LP:

Refngu, Imfngv.

LP
Nach dem Lemma 1.21 erhalten wir, dass f, — f :=u+iv. =

1.7.5 C(C'[a,b] als Unterraum von L” [a, b]

Fixieren wir reelle Zahlen a < b und ein p € [1,00). Der Raum L* ([a,b], A) wird kurz mit
LP [a,b] bezeichnet. Fiir jede stetige Funktion f auf [a,b] ist |f|” auch stetig und somit
integrierbar, woraus folgt, dass f € £ [a,b]. Somit liegt die Aquivalenzklasse [f] von f
in L [a,b]. Weiter brauchen wir die folgende Aussage.

Lemma 1.23 Fiir zwei stetige Funktionen f,g auf [a,b] gilt
f=g fi. & f(z)=g(x) Vz € [a,b].

Beweis. Sei

N =A{zelab]: f(x)#g(x)}.
Die Bedingung f = g f.ii. bedeutet, dass A (N) = 0. Beweisen wir, dass N = (). Sei N
nichtleer, dann wahlen wir ein x € N. Fiir jedes k£ € N betrachten wir das Intervall

Jo=[r— 1,2+ 1] Na,b].

)\(Jk)>0:)\(N>,

so ist Jy keine Teilmenge von N. Somit existiert x € J, \ N. Da 2 ¢ N, so gilt

[ (x) = g ().
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Da z, — x fiir K — oo und die Funktionen f und g stetig sind, daraus folgt, dass auch

flx) =g(z),
was im Widerspruch zur Annahme z € N steht. Somit ist N leer, und f (z) = g (x) fiir

alle z € [a,b]. =
Es folgt, dass fir f,g € C'[a, D]

fl=lglef=g

so dass die Abbildung
Cla,b] > f—[f] € L?a,!]
injektiv ist. Somit ldsst sich C'[a, b] als einen Unterraum von LP [a, b] betrachten.
Wir beweisen spéter, dass C'[a,b] in L? [a, b] dicht liegt. Der Banachraum L? [a, ] ist
somit eine Vervollstandigung von C [a, b] beziiglich der p-Norm.
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Chapter 2

Hilbertraum

2.1 Skalarprodukt

Sei V' ein Vektorraum iiber R. Sei o (z,y) eine Funktion auf V' x V' mit Werten in R.

Definition. Die Funktion o heit Skalarprodukt (oder inneres Produkt) auf V' wenn sie
die folgenden Axiome erfiillt:

(S1) positive Definitheit: o (z,2) > 0 und o (z,2) =0 < x = 0.
(S2) Linearitat in :
o (x4 z2,y) =0 (x1,y) + 0 (22,y) und o (ax,y) = ao (z,y)
fiir alle x1, 29,2,y € V und o € R.
(S3) Symmetrie: o (y,x) = o (x,y).

Ein Vektorraum mit Skalarprodukt heifit Skalarproduktraum (oder Prdhilbertraum)

Es folgt aus (52) und (S3) dass o (z,y) auch in y linear ist. Eine Funktion o (x,y)
die linear in x und y ist heiflt eine Bilinearform. Ein Skalarprodukt ist somit eine sym-
metrische positiv definite Bilinearform.

Normalerweise bezeichnet man das Skalarprodukt mit (z,y) statt o (z,y).

Beispiel. In R” definiert man das Skalarprodukt mit

(l’, y) = Z LrYk,
k=1

und es wird auch mit z - y bezeichnet.

Beispiel. In /? kann man analog das Skalarprodukt definieren:

00
k=1

Da ) 7 27 <ocound Y o, yi < 00, so konvergiert die Reihe Y 72| )y, absolut nach der
Cauchy-Schwarz Ungleichung. Offensichtlich sind alle Axiome von Skalarprodukt erfiillt.

47
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Beispiel. In C [a, b] mit reellen a < b definiert man das Skalarprodukt mit

(f.9) = / (gt (2.1)

Beispiel. Betrachten wir den Lebesgue-Raum L? auf einem Mafiraum (X, S, ), und
setzen wir fiir f,g € L2

mmzémm

Nach der Cauchy-Schwarz Ungleichung gilt

/X Faldi < 1]l lgll, < o

so dass die Funktion fg integrierbar ist und somit ( f, g) wohldefiniert ist. Die Symmetrie
und Linearitat sind offensichtlich. Auch haben wir

(f.f) = /X P = || f]12 > 0.

Gilt (f, f) = 0, so erhalten wir |||, = 0 und somit f = 0 als Element von L?. Daraus
folgt die positive Definitheit. Deshalb is (f, g) ein Skalarprodukt in L.

Sei jetzt V' ein Vektorraum tiber C.

Definition. Eine Funktion o : V x V' — C heifit Skalarprodukt (oder Hermitesche Form)
auf V' wenn sie die folgenden Axiome erfiillt:

(H1) positive Definitheit: fiir alle x € V' ist o (x,x) reel, o (x,2) > 0 und o (z,2) =0 <
r=0.

(H2) Linearitat in x:
o(z1+a2,y) =0 (z1,y) +0(x2,y) und o(awx,y) =ao(z,y)  (2.2)
fiir alle xq, 29,2,y € V und a € C.

(H3) Hermitesche Symmetrie: o (y,z) = o (z,y) (wobei w die komplexe Konjugierte von
w ist)

Es folgt aus (H2) und (H3) dass

‘7(557914'92) :U(ZE,yl)+U(ZE,y2) und O'(QT,Ozy) :aa(x,y), (23)
da

o(x, 01 +y2) =0 (Y1 + Y2, ) = 0 (Y1, 2) + 0 (Y2, 2) = 0 (2, 91) + 0 (2, 92)

und

o(z,ay) =0 (ay,x) = ao (y,z) = ao (y,z) = ao (x,y).

Man sagt, dass o (x,y) semilinear in y ist. Eine Funktion o (z,y) die (2.2) und (2.3)
erfiillt heif}t eine Sesquilinearform. Ein Skalarprodukt ist somit eine Hermit-symmetrische
positiv definite Sesquilinearform.
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Beispiel. In C" definiert man das Skalarprodukt mit

7.B. (H1) gilt da

und (z,2) =0 <alle 2, =0 < 2 = 0.

Beispiel. Betrachten wir den komplexwertigen Raum [%:

12 = {{xk}iol :x € C und Z |z |* < oo} .

k=1

Das Skalarprodukt in {2 ist ahnlich definiert:

Beispiel. Betrachten wir den Lebesgue-Raum LZ auf einem Mafraum (X, S, ) und
definieren wir das Skalarprodukt mit

(f.9) = /X 19 d.

Nach der Cauchy-Schwarz -Ungleichung ist die Funktion fg integrierbar, da

/X el < 111Gl = 1F15 lglly < oo

Beweisen wir, dass (f,¢g) ein Skalarprodukt ist. Die positive Definitheit gilt, weil

<f,f>=/Xf7du=/X|f|2du=||f||§zo,

und
(f.f) =0<||fll, =0« f =0 als Element von L>.

Die Linearitat in f ist offensichtlich. Die Hermitesche Symmetrie gilt, da

@ﬁ=LﬁW=AWW=AEW=R@
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2.2 Skalarproduktnorm

Wir haben gesehen, dass in den Rdumen L? und L% die Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt
[(Foal <Nl llglly s

und die folgende Identitat gilt:
£l = v/ (f5 f)-

Die ahnlichen Eigenschaften gelten in jedem Skalarproduktraum.
Satz 2.1 In jedem Skalarproduktraum V idber R oder C ist die Funktion
2]l = v/ (z, )
immer eine Norm. Dariiber hinaus gilt es fir alle x,y € V
(@, y)| <l [yl (2.4)
(die allgemeine Cauchy-Schwarz-Ungleichung).

Die Norm z — +/(x,z) heiBt die Skalarproduktnorm. Z7.B. die 2-Norm in L?* ist
eine Skalarproduktnorm. Man kann beweisen, dass die p-Norm in LP mit p # 2 keine
Skalarproduktnorm ist (siche Aufgabe 35).
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Beweis. Die Funktion ||z|| = \/(z,z) ist reel, nicht-negativ und erfiillt die absolute
Homogenitét, da fir jedes o € C

laz| = V(az, ax) = Va@ (z,2) = |al ||z .
Die Definitheit gilt auch, da
|z|| =0 < (z,2) =0 < 2 =0.
Es bleibt nur die Dreiecksungleichung (= die Minkowski-Ungleichung)
lz +yll < =]l + lyll

zu beweisen, was machen wir nach dem Beweis von (2.4).
Nach Eigenschaften von Skalarprodukt haben wir fiir jedes t € R

(x+ty,z+ty) >0

und
(z+ty,x+ty) = (z,2) +t(z,y) +t(y,2) + 1 (y,9) -

Da

(z,y) + (y,2) = (z,y) + (z,y) = 2Re(z,y),

so erhalten wir

(z+ty,x +ty) = ||z]|* + 2t Re (z,y) + 2 [|y||”
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woraus folgt
|2||* + 2t Re (2, y) + £ |y|> > 0 fiir alle t € R,

Da die quadratische Funktion
t = [|lz[|* + 2t Re (z,y) + £ ||y’
fiir alle ¢t € R nicht-negativ ist, so ist ihre Diskriminante nichtpositiv, d.h.
Re (,y)" = [|l=[I* [ly]* < 0,
woraus folgt

Re (z,9)| < [l ly]l (2.5)

Fiir einen reellwertigen Raum V' ist diese Ungleichung &quivalent zu (2.4). Im Fall von
komplexwertigen Raum finden wir eine komplexe Zahl o mit |a| = 1 und so dass « (z,y)
reel ist. Dann erhalten wir mit Hilfe von (2.5)

(@, 9)| = o (z,9)] = [Re (o (z,9))| = [Re (az, y)| < [l [lyll = ll=[ [yl

was (2.4) beweist.
Die Dreiecksungleichung folgt aus (2.5) wie folgt:

(¢ +y,2+y) =z +2Re (z,y) + [y’

< Al + 2112 llyll + lly)®
= ([l +llyl)*,
was dquivalent zu ||z + y[| < [|z]| + [|y[| ist. =
Wir haben oberhalb die folgende Identitat bewiesen:

|l + ylI*

2 2 2
2 +ylI” = [lz]I” + 2Re (z, ) + llyllI"} (2.6)

die auch spéater haufig verwendet wird.

Zweiter Beweis. In diesem Beweis nehmen wir an, dass V' ein Skalarproduktraum iiber
R ist. Fixieren wir z,y € V. Sei U ein 2-dimensionaler Unterraum von V' der x und y
enthélt. Dann U ist auch ein Skalarproduktraum. Jetzt benutzen wir den Satz aus der
Linearen Algebra: alle n-dimensionale Skalarproduktraume sind isometrisch. Somit ist U
isometrisch zu R2. Deshalb konnen wir annehmen, dass x,y € R? und somit auch, dass z
und y komplexe Zahlen sind. Fiir x = x1 + 125 gilt

|z = 2t + 23 = |a|”,
wobei ||z| die Skalarproduktnorm ist und |z| der Betrag der komplexen Zahl z ist. Fiir
Betrag gilt die Dreiecksungleichung
[z +y| <[z + 1y,
was aquivalent zur
lz +yll < flzll + flyll-
Da
xy = (21 +122) (Y1 — 1Y) = (T1y1 + T2yo) + i (T2y1 — T1y2) ,
so gilt
(=, y)| = |z1y1 + 22| = [Reay| < |2g| = |=[|y| = [l [ly]l,
was (2.4) beweist. m
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2.3 Geometrische Eigenschaften

Sei V' ein Skalarproduktraum tiber R oder C.

Definition. Zwei Vektoren z,y € V heiflen orthogonal, wenn (z,y) = 0. Man schreibt in
diesem Fall x 1y.

Fiir orthogonale Vektoren gilt der Satz des Pythagoras:
lz +l* = ll2” + lly]* -
Beweis ist trivial, da in diesem Fall
e+ yl* = llz” + llyll” + 2Re (z,9) = [|=[I* + |ly[I-

Dieser Satz erlaubt eine Verallgemeinerung fiir n orthogonale Vektoren: sind zy,..., 2,
zueinander orthogonale Vektoren in V' so gilt

21 4 oo 4+ 2||* = 21| + -+ ||z

(siche Aufgabe 33).
Fiir beliebige Vektoren x,y € V gilt die Parallelogrammgleichung;:

2 2 2 2
lz+ yllI” + llz = ylI” = 2 (=" + ly]I°) . (2.7)

die man analog beweist (siche Aufgabe 34).

Es gibt auch die folgende Umkehrung der Parallelogrammgleichung: gilt (2.7) fiir eine
Norm in einem normierten Raum, so ist sie eine Skalarproduktnorm, d.h. es existiert ein
Skalarprodukt (-,-) mit ||z|| = \/(z,z) (sieche Aufgabe 36). In anderen Wortern heifit
das, dass die Parallelogrammgleichung in einem normierten Raum genau dann gilt, wenn
dieser Raum ein Skalarproduktraum ist.

2.4 Definition von Hilbertraum

Definition. Ein Hilbertraum ist ein vollstandiger Skalarproduktraum; d.h. ein Hilber-
traum ist ein Vektorraum mit Skalarprodukt, der vollstandig beziiglich der Skalarproduk-
tnorm ist.

Beispiel. Jeder endlichdimensionaler Skalarproduktraum ist Hilbertraum, da endlichdi-
mensionaler normierter Raum immer vollsténdig ist (Satz 1.6). Insbesondere sind R™ und
C™ mit standarten Skalarprodukten die Hilbertraume.

Der Raum /2 (und auch [2) ist ein Hilbertraum nach dem Satz 1.6.

Der Raum L? (X, i) ist ein Hilbertraum nach dem Satz 1.18, und so ist L2 (X, u).

Der Raum C'[a, b] mit dem Skalarprodukt (2.1) ist ein Skalarproduktraum aber kein
Hilbertraum, da C'[a, b] beziiglich der 2-Norm nicht vollsténdig ist.



2.5. KONVEXE MENGEN IM HILBERTRAUM 53

2.5 Konvexe Mengen im Hilbertraum

Sei V' ein Vektorraum iiber R oder C.
Definition. Eine Menge K C V heifit konvex, wenn fiir alle z,y € K und X € [0, 1] gilt

A+ (1-Ny€eK.

Die Menge
[z, yl ={ A+ (1 -Ny:0< A< 1}

heiflt die Verbindungsstrecke zwischen x und y. So ist die Menge K konvex wenn sie mit
jeden zwei Punkten z,y auch die Verbindungsstrecke [x,y] enthélt.

Beispiel. Jeder Unterraum U von V ist konvex, da fiir alle x,y € U auch beliebige lineare
Kombination von z,y in U liegt.

Beispiel. Sei (V, ||-||) ein normierter Raum. Fiir jedes R > 0 betrachten wir eine Kugel
Br={z€V :|z| <R}.

Dann ist Br konvex (siche Aufgabe 37).
Die konvexen Mengen im Hilbertraum haben eine besondere Eigenschaft.

Hauptsatz 2.2 Seien H ein Hilbertraum (iber R oder C) und K C H eine abgeschlossene
konvexe Menge. Dann fiir jedes x € H gibt es genau ein y € K mit dem minimalen Ab-
stand ||z — y||, d.h. mit

|z —y|| = min{||lx — z|| : z € K}. (2.8)

-

Jedes y € K mit (2.8) heifit die beste Approzimation von x aus K. Der Satz 2.2
sichert die Existenz und Eindeutigkeit der besten Approximation wenn K konvex und
abgeschlossen ist.
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Fiir jede Teilmenge K C H und jedes x € H heifit der Wert inf ¢ ||x — z|| der Abstand
von z zu K. Fiir allgemeine Teilmenge K (die nicht abgeschlossen oder konvex ist) soll
weder die Existenz einer Minimumstelle noch die Eindeutigkeit der Fall sein.

Beispiel. In Banachraumen ohne Skalarprodukt fehlt die Eindeutigkeit von y sogar fiir
abgeschlossene konvexe Mengen. Zum Beispiel, betrachten wir R? mit der 1-Norm, die
abgeschlossene Kugel

K={zeR:|z|, <1},

die auch konvex ist, und den Punkt x = (1,1). Dann jeder Punkt y = (y;,y2) mit
Y1 + y2 = 1 und nichtnegativen vy, ys ist die beste Approximation von z, da

le =yl =N-wpl+1—-gpl=1-p+1-yp2=2—(y+y) =1,
wahrend fiir alle z € K gilt
[z =zl = [lell, =[]zl =22 -1=1.

Einen anderen Beweis sieht man auf dem Bild:

A

1 ..qX

-1

Es gilt |z —yl|, =a+b=c+b=1.

Beweis von dem Satz 2.2. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir z =0
an. Setzen wir

a=inf{||z||: 2z € K}. (2.9)
Wir miissen die Existenz und Eindeutigkeit von y € K mit ||y|| = a beweisen.

Zunéchst beweisen wir die Eindeutigkeit von y. Gilt ||y1]| = ||y2|| = a fir zwei ver-
schiedene Punkte y1,y, € K, so erhalten wir nach der Parallelogrammgleichung

lys + yoll> = 2 lnal® + 2 lwel” = llys — v|l* < 4d®,

woraus folgt

Y1+ Y2

| <e (2.10)
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Allerdings haben wir nach der Konvexitdat von K, dass

Y1+ Y2

2
was im Widerspruch zu (2.10) steht.

Jetzt beweisen wir die Existenz von y. Nach der Definition (2.9) von a gibt es eine
Folge {z,},~, aus K mit ||z,| — a fiir n — oo. Die Folge {z,} heifit die minimierende
Folge. Wir beweisen, dass diese Folge konvergiert und der Grenzwert y = lim z,, in K
liegt und erfillt [|y|| = a.

Zunéchst zeigen wir, dass die Folge {z,} eine Cauchy-Folge ist. Nach der Parallelo-
grammgleichung haben wir fiir alle n,m > 1

€ [y1,y2] C K,

und somit nach (2.9)

Y1+ Yo >4

2
Zn+zm

2 2 2
12 = 2ml|” = 2 [[zal]” + 2 l2m[|” = 4 ) =

Da 2nt2m € K| so gilt ||Z"+%H > a und somit
120 — 2ll* < 2|2all* + 2|2 ]| — 4a®.
Fiir n,m — oo erhalten wir ||z,|| — a und ||z,,|| — a woraus folgt

limsup |2, — zm||* < 2a* + 2a* — 4a® = 0
n,m—00

und limy, ;o0 |20 — 2m|| = 0.

x=0
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Somit ist {z,} eine Cauchy-Folge in K. Nach der Vollstdndigkeit von H hat diese
Folge den Grenzwert y = lim,, ., 2,. Da K abgeschlossen ist, gilt y € K. Die Bedingung
z, — y impliziert nach der Dreiecksungleichung, dass

Nyl = [|zalll < ly — 2n]] = 0 fir n — oo

und somit ||z,|| — ||ly||, woraus ||y|| = a folgt. =

Bemerkung. Der Beweis funktioniert auch im Fall, wenn H ein Skalarproduktraum ist
und K eine konvexe Teilmenge von H ist, die vollstandig als metrischer Raum ist.

Definition. Seien V ein Skalarproduktraum und M eine Teilmenge von V. Ein Vektor
x € V heifit orthogonal zu M wenn z 1z fiir alle z € M. Man schreibt in diesem Fall
x LM, d.h.

zlM & xlz Vze M.

Satz 2.3 Seien H ein Hilbertraum (iber R oder C) und U ein abgeschlossener Unterraum
von H. Seien x € H und y € U. Dann sind die folgenden Eigenschaften dquivalent:

(a) y ist die beste Approximation von x in U;
(b) x —ylU.

Folglich, fiir jedes x € H existiert genau einy € U mit x — y LU.

Definition. Der Punkt y € U mit z — y LU heifit die orthogonale Projektion von x auf
U.

Mit Hilfe von diesem Begriff kann der Satz 2.3 wie folgt umformuliert werden:

e cin Punkt y € U ist die beste Approximation von z in U genau dann, wenn y die
orthogonale Projektion von x auf U ist;

e die orthogonale Projektion auf U existiert immer und ist eindeutig bestimmt.
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Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit der orthogonalen Projektion folgt aus dem Satz
2.2 und der Aquivalenz (a) < (b). Wir brauchen nur diese Aquivalenz zu beweisen. Ohne
Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass y = 0.

(b) = (a) Sei x orthogonal zu U, beweisen wir, dass 0 die beste Approximation von x
in U ist. Fir alle z € U haben wir z_L z und somit

2 2 2
[ = 2" = [lz]" + [][]"-

Es ist klar, dass ||z||> + ||z||* minimal genau dann ist, when z = 0.

(a) = (b) Sei 0 die beste Approximation von z in U. Beweisen wir, dass z LU, d.h.
(x,2) =0 fiir alle z € U. Fixieren wir in z € U und betrachten die folgende Funktion von
teR:

f () =llz = tz|* = ||lz]|” = 2t Re (2, 2) + £ |=]*.

Diese Funktion nimmt das Minimum an ¢ = 0 an, da f (¢) der Abstand zwischen x und
tz € U ist. Somit gilt f'(0) = 0. Da
f'(t) = —2Re (,2) + 2t ||z|”

und f’(0) = —2Re(z, z), so folgt es Re (z,z) = 0.

Im reellwertigen Hilbertraum ist es dquivalent zu (z, z) = 0, d.h. L z. Im komplexw-
ertigen Fall wihlen wir eine Zahl o € C mit |a| = 1 und so dass (z,az) = @ (z, 2) reell
ist. Da az € U, so gilt

(x,az) = Re(xz,az) =0

woraus (z,z) = 0 folgt. m
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2.6 Orthogonale Projektoren

Seien H ein Hilbertraum iiber den Korper K, wobei K = R oder K = C.
Definition. Fiir jede Teilmenge M C H definieren wir die Menge M+ wie folgt:

Mt={reH:21lM}={rc H:(v,y)=0VYy € M}.
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Die Menge M~ heifit das orthogonale Komplement von M.
Es gilt immer
M c (MY,
da jedes y € M orthogonal zu M+ nach Definition ist.

Lemma 2.4 Das orthogonale Komplement M* ist immer ein abgeschlossener Unter-
raum.

Beweis. Sind x,, 7, € M*, so es folgt, dass

(21 + 72,y) = (21, 9) + (22,9) = 0

fiir alle y € M, woraus folgt z; + 25 € M*. Analog gilt ax € M* fiir alle x € M~ und
Skalare o € K. Somit ist M+ ein Unterraum.

Sei {z,} eine Folge aus M~ die einen Grenzwert x = lim x,, in H hat. Dann gilt fiir
alley e H

(z,y) = lim (2,,9)

n—oo

da

[(2,9) = (20, y)| = |(x = 20, 9)| < |2 — 20| lyl| — 0.
Da (x,,y) = 0 fiir alle y € M, so folgt es, dass auch (x,y) = 0 und somit € M~+. Daher
ist M+ abgeschlossen. m
Bemerkung. Im Beweis haben wir die folgende Eigenschaft von Skalarprodukt gezeigt:
die Konvergenz x,, — x in V ergibt die Konvergenz (x,,y) — (x,y) fir alle y € V.

Sei U ein Unterraum von H. Bemerken wir, dass U abgeschlossen genau dann ist, wenn
U vollstandig ist (und somit auch ein Hilbertraum ist). Insbesondere ist eine endlichdi-
mensionaler Unterraum U immer abgeschlossen. Unterhalb betrachten wir die Eigen-
schaften der Projektion auf den abgeschlossenen Unterraumen von H.

Definition. Sei U ein abgeschlossener Unterraum von einem Hilbertraum H.

Der (orthogonale) Projektor Py auf U ist die Abbildung / ‘

Py,-H—H 0/ — L’ o

so dass Pyx die orthogonale Projektion von x auf U ist.

D.h. Pyz wird mit den folgenden Bedingungen eindeutig bestimmt:

Pyx e U und x—PU:cJ_U‘.

Nach dem Satz 2.3 ist Py wohldefiniert.

Satz 2.5 Der Projektor P = Py hat die folgenden Eigenschaften.

(a) P ist eine lineare Abbildung.
(b) im P =U und ker P = U+
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(c¢) (Idempotenz) P? = P
(d) [[Pz]| < |[z]| V2 € H.

(e) (Symmetrie) (Pz,y) = (z, Py)

(f) Es gilt die Identitit Py + Py =1d.

Beweis. Fiir jedes x haben wir nach Definition
xr— PxlU,

was aquivalent zu
r— Pre U (2.11)

(a) Beweisen wir, dass fiir alle z,y € H
P(z+y)=Pxr+ Py.
Da z — Pz € U+ und y — Py € U+, so erhalten wir
t—Pr+y—PyeU™,

d.h.
(x+y) — (Px+ Py) € U+,

Da P (z + y) ein eindeutiger Vektor mit
(z+y)—P(z+y) eU*

ist daraus folgt, dass Pz + Py = P (x + y) . Analog beweist man, dass P (ax) = Pz fiir
alle a € K.
(b) Nach der Definition von P haben wir im P C U. Fiir jedes x € U gilt offensichtlich

Pz = x, woraus folgt im P = U. Fiir den Kern haben wir nach (2.11)
kerP={r€H:Pr=0}={r € H:21U}=U"

(¢) Da Px € U, so erhalten wir P?z = P (Pz) = Pz, woraus folgt P? = P.
(d) Da
x = Pz + (x — Px)

und Px € U, x — Pz € U+, so erhalten wir nach dem Satz von Pythagoras
2 2 2
J2]I” = [|P]|” + [l — Pz|

woraus ||Px| < ||z| folgt.
() Da Pz € U und y — Py € U*, so haben wir

(any_Py):O

und somit
(Pz,y) = (Pz, Py).
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Analog haben wir
(Py,z) = (Py, Px)

woraus folgt
(z, Py) = (Pz, Py)

und somit (Pz,y) = (x, Py) .
(f) Die Identitét Py + Pyi = Id bedeutet, dass fiir alle x € H

Pyx+ Pyiox = x. (2.12)
Setzen wir z = x — Pyx und bemerken, dass
zeUtund z— 2= Pyaz LU,

da Pyx C U. Nach Definition ist z die orthogonale Projektion von z auf U+, d.h. z =
Pyrix, woraus folgt
r— Pyx = Py

und somit (2.12). m

Bemerkung. Nach der Definition der Operatornorm folgt es aus (d) dass

P
1Py = sup 12020
e20 |||

und wenn U # {0} dann || Py| = 1.

Korollar 2.6 Fir jeden abgeschlossenen Unterraum U gilt (UL)L =U.

Beweis. Da

PU+PUJ_ :Id:PUl—i_P(Ul)l?

es folgt, dass Py = P(U e und somit

U=imPy=imPy . = Uk

2.7 Begriff von Winkel

Definition. Fiir zwei Vektoren z,y # 0 im reellwertigen Hilbertraum H definiert man
den Winkel o = Lxy zwischen x,y wie folgt:

_ (z,y)
= arccos ,
[l
was aquivalent zu
cos @ = (zy) e [0,7]. (2.13)

(eI
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Da nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt % € [—1,1], so ist ¢ wohldefiniert.

Beispiel. Sei U C H ein abgeschlossener Unterraum und setzen wir P = Py, ' = Px
und

a= Lzr.
Dann gilt
(z,2') = (z, Pz) = (v, P’z) = (Pz, Px) = |||
und somit )
/ / !
osa— B _ ]
a1 1 | |
und
2| = ||| cos .

Diese Identitat stimmt mit der geometrische Definition von Kosinus iiberein als der Quo-
tient von Ankathete und Hypotenuse.

Beispiel. Wahlen wir noch einen Punkt y € H, setzen y' = Py und betrachten neben «
auch die folgenden Winkel: 5= Lyy', ~=<Lzy, 0=<L2'y, 0=<L2'y.

Dann gilt
(Pz,y) = («,y) = ll"[l llyll cos & = |||l [ly]| cos arcos &

und analog
(z, Py) = [l]| [ly]| cos 3 cos .
Da (Pz,y) = (z, Py), so erhalten wir die Identitét

cos a cos 0 = cos 3 cos 7,

die sonst nicht so offensichtlich ist.
Analog haben wir

(@', y") = 2|yl cos & = |||} [|y']| cos arcos 6

und
(2',y') = (Pz, Py) = (z, P*y) = (z, Py) = (,y') = ||z|| ||y/|| cos
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woraus folgt

COS7y = cos o cos 6.

Diese Identitét ist ein Analog von dem Satz von Pythagoras in der sphdrischen Geometrie.

H=R?

U=Aquatorebene

In der Tat, fiir die kleinen Werte von «,~, # erhalten wir

2 2 2 2 2
-l (1= (1o 8 oyt
2 2 2 2

und somit

72 ~ o’ + 62

Weitere Eigenschaften von den Winkeln befinden sich in Aufgaben 38, 39.

2.8 Approximation von Funktionen

Sei H ein Hilbertraum iiber den Korper K = C oder R. Gegeben seien n linear un-
abhangige Vektoren uq, ..., u,, € H, betrachten wir den Unterraum

U =span{uy,...,u,} = {crus + ... + cou, : ¢ € K}.

Der Unterraum U heifit die lineare Hulle von uy, ...,u,. Sei V das orthogonale Komple-
ment von U:

V=U'={weH: (v,u1)=(v,us) = ... = (v,u,) = 0}.
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Betrachten wir zwei folgende Optimierungsprobleme: gegeben sei ein Vektor f € H,
man bestimme

1. die beste Approximation v von f aus U,

2. die beste Approximation v von f aus V.

Da V = U*, so ist V abgeschlossen. Da U endlichdimensional ist, so ist U auch
abgeschlossen. Nach dem Satz 2.3 erhalten wir folgendes: die Losung v des Optimierungsprob-
lems 1 ist die orthogonale Projektion u = Py f von f auf U, und die Losung v des Opti-
mierungsproblems 2 ist die orthogonale Projektion v = Py, f von f auf V. Nach dem Satz
2.5 haben wir Py + Py = Id und somit

f=u+tw,

so reicht es v zu bestimmen. Wir haben
n
U =cu; + ... +cpu, = E CjUsj,
j=1

wobei die Koeffizienten cq, ..., ¢, € K noch bestimmt werden miissen. Multiplizieren mit
u; fir e = 1,...,n ergibt

(Z ciug, ui) = (u,u;) = (f,wi) — (v, ui) = (f,w),

und wir erhalten das folgende System von n Gleichungen fiir Bestimmung von den Koef-

fizienten c¢;:
n

Z (uj,w;)c; = (fw;) firallei=1,...,n,

J=1
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d.h.
C1 (ul,ul) + Cy (UQ,Ul) + ...+ Cn (un,ul) = (f, u1>
c1 (uy, ug) + co (ug, ug) + ... + ¢ (Un, ug) = (f, uz) (2.14)
cl (1, un) + 2 (Ug, up) + oo+ (Un, un) = (f, un)

Die Matrix M = ((uj,u;));,_, des Systems (2.14) ist die Gramsche Matrix von den
Vektoren ug, ..., u,, und nach der linearen Unabhéngigkeit von uq, ..., u, gilt det M # 0.
Damit erhalten wir die Losung von (2.14)

1 (f7 ul)
C2 — M—l (f7 UQ)
‘s (. 0)

Die Losung des Optimierungsproblems 1 ist v = cjuy + ... + ¢ u,, und die Losung des
Optimierungsproblems 2 ist v = f —u .
Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel. Sei H = L?[a,b] wobei a < b reell sind. Seien n = 1 und u; = 1, d.h. U ist
der Unterraum, der aus Konstanten besteht, und V = U~ besteht aus den Funktionen

v € L?[a,b] mit
(v,1) = / vd\ = 0.
[a,b]

Das System (2.14) fir ¢ = ¢; reduziert sich zur Gleichung

c(L,1)=(f1),

woraus folgt
1

CcC =
b—a [a,b]

fdA,
und u=c,v=f—c.
Beispiel. Sei H = L?[0, 1]. Betrachten wir fiir n = 5 die Funktionen
uy = 17 U2 (t> =1, ug (t> = t27 Ug (t) = t37 Us (t) = t4

so dass
U = span {uy, ..., us} = Pjy.

Dann haben wir

! 1
(uj, u;) = / 2 =
0 1+7—1
und somit
1 1 1 1 1
2 3 4 3
i1 1 1 1
TR G R O ¢
M=13 335§ 7
11 1 1 1
4
IO S
5 6 7 8 9



2.8. APPROXIMATION VON FUNKTIONEN

Fiir f (t) = ' erhalten wir

65

1 1
(f,u1) = / eldt =e—1, (f,uz):/ teldt =1
0 0
1
(fyuz) = / treldt =e—2, (fus) = | tie'dt =6 —2¢
0 0
1
(fius) = / thetdt = 9e — 24
0
woraus folgt
1 e—1
Co 1
C3 = Mt e—2
Cy 6 — 2e
Cs 9e — 24
25 —300 1050 —1400 630 e—1
—300 4800 —18900 26880  —12600 1
= 1050  —18900 79380  —117600 56700 e—2
—1400 26880 —117600 179200 —88200 6 — 2e
630 —12600 56700  —88200 44100 9e — 24
9545e — 25945 1.00005
506580 — 186360e 0.998 45
= 825930e — 2245110 | ~ | 0.51058
3455480 — 1271200e 0.13966
630630e — 1714230 0.06 948

Somit ist die Funktion

u (t) = (9545e — 25945) + (506 580 — 186 360¢) t + (825930e — 2245 110) ¢2
+ (3455480 — 1271 200e) t* + (630 630e — 1714.230) t*
~ 1.00005 + 0.99845 ¢ + 0.51058 > + 0.13966 ¢> + 0.06948 t*

die beste Approximation von e’ aus P, auf dem Intervall [0, 1] beziiglich der 2-Norm.
Die Taylor-Formel ergibt eine andere Approximation von e' aus P,: das Taylor-
Polynom von e! des Grades 4 ist

1 1 1
H=14t+—t>+ =3+ —t*.
v (t) +i+g +6 + 5

Vergleichen wir die Abstande zwischen e' und u bzw v in L? [0, 1J:
1
e —ul|; = / (ef —u (1)) dt = 2.759575 7382051 x 10~
0

und .
e — [ = / (¢! — v (1)) dt ~ 8.725649 58290423 x 107 .
0

Die Graphen von diesen Funktionen sehen wie folgt aus (e’ blau, u rot, v griin):
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auf dem Intervall (0.8,1) (wo e’ und u praktisch identisch sind):

auf dem Intervall (0.999, 1) (wo €' und u auch sehr nahe sind):

2718 1

2716 ——___,/—//
2714 +
2712 1
2710 1
2708 —;”///
2706 +

2704 1

2.702 T

1

700 t t } t t } t t t !
0.9990 0.9991 0.9992 0.9993 0.9994 0.9995 0.9996 0.9997 0.9998 0.9999 1.0t000

und auf dem Intervall (0.99999,1) (wo nur €' und u gezeigt wird):

282 1

2.71170
0.999990 0.999991 0.999992 0.999993 0999994 0.999995 0.999996 0.999997 0.999998 0.999999 1 01}0000
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Die Funktion u ergibt auch eine bessere punktweise Approximation von e! auf dem
Intervall [0, 1] als das Taylor-Polynom v. Zum Beispiel, man vergleiche
el/? =1.648721 270...
w(1/2) = 1.648 722 050...
v(1/2) = 1.6484375

06.05.22 Vorlesung 9

2.9 Stetige lineare Funktionale im Hilbertraum

Sei V' ein Vektorraum iiber K (wobei K = R oder C).
Definition. Ein lineares Funktional auf V' ist eine lineare Abbildung F': V — K.
Ist V' ein normierter Vektorraum, so kann man tiber die Stetigkeit von F' sprechen.

Beispiel. Sei H ein Hilbertraum. Fir jedes a € H betrachten wir das folgende lineare
Funktional

F,:H—K
F,(z) = (x,a).

Dieses Funktional ist stetig, da x,, — x in H impliziert (z,,a) — (z,a).
Z.B. in R"™ bekommen wir die folgenden Funktionale:

n

F,(x)=(z,a) = Z kT,

k=1

wobei xj und a;, die Komponenten von x bzw a in der Standardbasis {e;.} sind. In R" gibt

es kein anderes lineares Funktional. In der Tat, fiir jedes lineares Funktional F': R* — R
und jedes z € R" erhalten wir nach der Linearitat

F(LE) =F (Z xkek) = Z

k=1 =

o F (er) = > arxy = F, (x),
=1 =1

wobei a; = F' (eg) . Eine &hnliche Aussage gilt in allen Hilbertraumen.

Satz 2.7 (Rieszscher Darstellungssatz) Zu jedem stetigen linearen Funktional F auf H
gibt es genau ein a € H mit F = F,, d.h.

F(z)=(r,a) VzeH.

In anderen Wortern, die Menge von allen stetigen linearen Funktionalen in H stimmt
mit der Menge {F3},.p iiberein.

Beweis. Beweisen wir zunachst die Existenz von a. Dafiir betrachten wir den Kern von
F:
U=kerF=F"'{0})={re€H:F(z)=0}.

Da F linear und stetig ist, so ist U ein abgeschlossener Unterraum von H.
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Setzen wir V = U*+. Gilt V = {0}, so gilt auch
U=(UY " =vt=H

und somit F' = 0. In diesem Fall setzen wir a = 0 so dass F' (z) = (x,a) fiir alle x € H.
Sei V' # {0} . Fiir jedes b € V' \ {0} haben wir b ¢ U und somit F' (b) # 0. Da V ein
Unterraum ist, so existiert ein b € V' \ {0} mit £ (b) = 1.

=
Fx)b o
b
0f e

U=ker F

Dann haben wir fiir jedes x € H

und somit

woraus folgt

Da bLU, so folgt es daraus, dass

und somit

(x,b) — F (z)(b,b) =0
und ;

F(z) = (‘z’b)) = (z,q)

wobei a = ﬁ
Beweisen wir jetzt die Eindeutigkeit von a. Gilt F (z) = (z,a1) = (z,az) fiir alle
r € H, so erhalten wir
(x,a; —ag) = 0.

Einsetzen © = a; — ay ergibt ||a; — az||” = 0 und somit a; = a;. m

Bemerkung. Es folgt aus diesem Beweis, dass im Fall V' # {0}

x—F(z)bLlV
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woraus folgt Pyx = F (x) b und somit V' = im P, = span {b} und dim V" = 1.

Bemerkung. Sei V' ein normierter Vektorraum. Die Menge von allen stetigen linearen
Funktionalen auf V ist ein Vektorraum, der heifit der Dualraum von V und wird mit V'
bezeichnet. Satz 2.7 etabliert eine bijektive (und offensichtlich lineare) Abbildung

H>Fw—aeH

zwischen H' und H. Somit sind H' und H linear isomorph. Spéter in dieser Vorlesung
studieren wir die Dualrdaume von anderen Banachriumen.

2.10 Orthogonale Folgen

Definition. Eine Folge {v, } von Vektoren im Skalarproduktraum heifit orthogonal, wenn
v Loy, fir alle n # m und v, # 0 fiir alle n. Die Folge {v,} heifit orthonormal, wenn sie
orthogonal ist und |[|v,|| = 1 fiir alle n.

Jede orthogonale Folge ist linear unabhéngig (Aufgabe 33). Ist {v,} eine orthogonale
Folge, so ist die Folge u,, = m orthonormal.

Beispiel. 1. In R™ (und C") ist die Folge ey, ..., e, orthonormal, wobei

€ — (0, vy
2. In [? ist die Folge {ey},-, orthonormal, wobei

X
€ = (0, ceey 1, ...,O, )

3. In L? [0, 27] ist die folgende Folge orthogonal:
1,cosx,sin z, cos 2x, sin 2z, ..., cosnx, sinn, ...

(Aufgabe 41).
4. Tn L2 [0,27] ist die folgende Folge orthogonal:

nx _ —3ix _—2ix _—ix wx 2ix [ 3ix
{e }nez—...,e , € e L e e e .

(Aufgabe 41).
5. In L?[-1,1] ist die Folge {L, (z)} 7, von Legendre-Polynomen eine orthogonale
Folge, wobei

1 d n
b @) = Gy g (= 1)
ein Polynom des Grades n ist (siehe Aufgabe 45). Z.B. wir haben

LD (ZL‘) 1,
Ll (I’) = 7,

1
L) = 3(2-1),

1
Ly(z) = 5 (53:3 — 31’) ,

1
Li(z) = 3 (352" — 302” + 3) ,
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usw. Diese Polynome sind auf dem nachsten Bild gezeichnet:

U
y 1
0.8 T
0.6 T
0.4 =

02T

02T
-0.4 T
-0.6 T

-0.8 T

6. Sei D die Einheitskreisscheibe in C mit dem Radius 1, d.h.
D={2eC:|z] <1}.

Dann ist die folgende Funktionenfolge orthogonal in LZ (D, \y):

(sieche Aufgabe 46).

Satz 2.8 Se: {en}fyzl eine orthonormale Folge wm Hilbertraum H, wobei N entweder
natirliche Zahl oder oo ist.

(a) (Besselsche Ungleichung) Fir jedes x € H gilt
2L 2
=" = 2. |(@, en)] (2.15)

(b) (Parsevalsche Gleichung) Fiir
N
=) aupe,
n=1

mit o, € K gelten die Identitaten

ap = (z,e,) fir allen (2.16)
und
2 & 2 2
2l = 22 Jenl™ = 2 I, en)l” (2.17)

Beweis. (a) Es reicht zu beweisen, dass fiir jede natiirliche Zahl m < N gilt

2 UL 2
|z ]|” > le(m,en)l :
n—=
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Dann fiir endliches N erhalten wir (2.15) fiir m = N, und fiir N = oo lassen wir m — oo.
Betrachten wir den Unterraum

U =span{ey, ..., e}

der endlichdimensional und somit abgeschlossen ist. Dann ist die Projektion Pyx eine
lineare Kombination von eq, ..., €,,, sei

Pyx = ajer + ... + apep,. (2.18)

Wir haben nach dem Satz der Pythagoras

lz]* = || Poel” = ) lamen]|* = 3 Jeal®. (2.19)

n=1

Bestimmen wir jetzt ay, fir n = 1,...,m. Es folgt aus (2.18)
(x,e,) = (z, Pye,) = (Pyx, e,) = au,.

Einsetzen in (2.19) ergibt (2.15).
(b) Fiir jede natiirliche Zahl m < N setzen wir

m
T = Y Qpéyp.
n=1

Wie oberhalb gilt (x,,,e,) = a, fiir m > n und

m
lzmll* =D ]
n=1

Ist NV endlich, so setzen wir m = N und erhalten (2.16) und (2.17). Sei N = oo. Lassen
wir m — oo und erhalten, dass x,, — x. Fiir jedes n erhalten wir

(T, €n) = (z,€,) fir m — oo,

woraus (2.16) folgt. Auch gilt ||z,,||> — ||z||* fiir m — oo, woraus (2.17) folgt. =

2.11 Orthonormalbasis

Sei {e,}_, eine Folge im Hilbertraum, wobei N entweder endlich oder unendlich ist (d.h.
N e NU{oo}).

Definition. Die Folge {en}nj\;1 heifit eine Basis von H wenn es fir jedes x € H genau
cine Folge {a,,}._, von Elementen von K mit

N
T =) ape,
n=1

gibt. Die Werte «;, heiflen die Koordinaten von x in der Basis {e, }.

Definition. Die Folge {en}szl heifit ein Erzeugendensystem von H wenn span {e, } dicht
in H liegt.
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Erinnern wir uns, dass span {e,} die lineare Hiille von {e,} ist, d.h. die Menge von
allen endlichen linearen Kombinationen von {e, } mit den Koeffizienten aus K. Die lineare
Hiille ist immer ein Unterraum. Eine Teilmenge M C H liegt dicht im H wenn der
Abschluss M von M mit H iibereinstimmt (d.h. fiir jedes Element x € H existiert eine
Folge {y,} € M mit y, — x). Der Abschluss von span {e,} heiBt die abgeschlossene
lineare Hiille von {e,} und wird mit Span{e,} bezeichnet (offensichtlich ist span {e,}
ein abgeschlossener Unterraum). Somit ist die Folge {e,} ein Erzeugendensystem genau
dann, wenn span{e,} = H.

Definition. Die Folge {Gn}ﬁ;l heifit maximal in H wenn die folgende Implikation fiir alle
r € H gilt:
rle, fur allen =z =0.

Satz 2.9 Sei {e,} -, eine orthonormale Folge. Dann sind die folgenden Eigenschaften
aquivalent:

1. {e,} ist eine Basis;
2. {en} ist ein Erzeugendensystem;
3. {en} ist mazimal;

4. fir jedes x € H gilt

18

=3 (z,en)en ;

n=1

5. (Parsevalsche Gleichung) fiir jedes x € H gilt
ol = 3= I

Zunachst beweisen wir ein Lemma.

Lemma 2.10 Sei{e,} -, eine orthonormale Folge und {cv,}, ., eine Folge von Skalaren
mat

o 2
o an|” < 0.

n=1
Dann ist die Reihe

o0
Y ey
n=1
konvergent.

Beweis. Betrachten wir die partiellen Summen
n
Tp = Y. OEy.
k=1

Fir n > m gilt
2

n
= 3 =0
k=m+1

n
Z (07357

k=m+1

||xn - meQ =
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fiir n,m — oo. Folglich ist {z,} eine Cauchy-Folge und somit konvergiert, so dass auch
die Reihe Y 77 | agey, konvergiert.

Beweis von Satz 2.9. Wir beweisen die folgenden Implikationen:
1=2=3=4=1 und 1=5=3.

1 = 2. Die endlichen Summen ZnN=1 apey, liegen in span {e, }, woraus folgt, dass
> ape, € span{e,}.
n=1

Da jedes x sich in der Form ) > | a,e, darstellen lasst, so erhalten wir, dass
span{e,} = H

und somit ist {e,} ein Erzeugendensystem.
2 = 3. Wir miissen beweisen, dass

rle, fir allen = z =0.

Die Bedingung x L e,, impliziert, dass = orthogonal zu span {e,, } ist und dann auch orthog-
onal zu span {e,}. Da span{e,} = H, so erhalten wir x| H, insbesondere x| x, woraus
folgt = = 0.

3 = 4. We miissen beweisen, dass fiir jedes v € H gilt

T = il pn
wobei «,, = (z,e,) . Nach der Besselschen Ungleichung gilt
el > 3 fou
so dass S°°°  |an|? < oo. Nach dem Lemma 2.10 ist die Reihe 3., a,e, konvergent, sei

2= apey.
n=1
Es bleibt zu beweisen, dass x = z. Nach dem Satz 2.8 gilt a,, = (2, ;) und somit

(z,€n) = (z,€5).

Daraus folgt, dass
z — xlLe, fir alle n.

Da die Folge {e,} maximal ist, so erhalten wir z — z = 0, was zu beweisen war.

11.05.22 Vorlesung 10

4 = 1. Da fiir jedes z € H die Identitat

xr =

8

(z,e,)e€n

n=1
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gilt, so ist jedes z in der Form = = > 7 | aye, darstellbar (und zwar mit «,, = (z,¢,)).
Dariiber hinaus sind die Koeffizienten «,, nach dem Satz 2.8 eindeutig bestimmt. Somit
ist {e,} eine Basis.

1 = 5. Da {e,} eine Basis ist, erhalten wir fiir jedes z eine Entwicklung

o0
T =) Qpéy.
n=1

Es folgt nach Satz 2.8, dass «,, = (z,e,) und

el = 3 . ea)l” (220)

5 = 3. Gilt x_Le, fiir alle n, so erhalten wir (z,e,) = 0 und somit nach (2.20) ||z| =0
und = = 0. Somit ist die Folge {e,} maximal. m

Korollar 2.11 Sei {e,} -, eine Orthonormalbasis im H. Dann gilt fir alle z,y € H

(.9) = 3 B, (2.21)

n=1
wobei o, = (z,e,) und B, = (y,e,) .

Fiir Beweis brauchen wir die folgende Behauptung.

Behauptung. In jedem Skalarproduktraum

Ty —z und yp —y = (T, yn) — (T,9).

Beweis. Wir haben nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung;:

’(mmyn)_(way)’ = |(xn_x>yn)+<x>yn_y)|
< Nlzw =2l lynll + [ yn =yl - (2.22)

Die Folge {||yx||} ist beschrénkt wegen ||ly,| — |ly||, wihrend
|zp — 2] = 0 und ||y, —y| — 0 fiir n — oo.
Somit erhalten wir, dass die rechte Seite von (2.22) gegen 0 fiir n — oo konvergiert,
woraus (z,,y,) — (z,y) folgt. m
Beweis von Korollar 2.11. Setzen wir
T = Y agex und y, = Be,
k=1 =1
so dass x,, — x und y,, — y fiir n — oo. Dann gilt
(TnyYn) = (Z aker, Zﬁzel) = >, > (awex, Bier)
=1 k=1

k=1 = =1

n —_—

= Zn: > o (ex, €1) = éakﬁ_kv

k=11=1

~
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da (eg,e;) =1 fiir k = [ ist und sonst (ex, e;) = 0. Fiir n — oo erhalten wir

(Tn, Yn) — (2, 9)

und somit
n I oo I
> oy — Do By,
k=1 k=1

woraus (2.21) folgt. m

2.12 Existenz orthogonaler Basis im separablen Hilber-
traum

Definition. Ein metrischer Raum (X, d) heifit separabel, wenn es eine abzihlbare Teil-
menge M C X gibt, die dicht in X liegt (d.h. M = X).

Da jeder normierter Vektorraum auch ein metrischer Raum ist, so kann man diesen
Begriff fiir normierten Rdumen anwenden.

Beispiel. R ist separabel da die abzéhlbare Menge Q in R dicht liegt. Analog auch
R™ separabel ist, da die abzdhlbare Mengen Q™ von Vektoren (xi, ..., z,) mit rationalen
Komponenten in R" dicht liegt.

Beispiel. Der Raum [” ist separabel fiir alle p € [1,00), da die Menge M von Elementen
von [P der Form (1, ...,x,,0,0,...) mit beliebigen n € N und z, ..., z, € Q abzdhlbar ist
und in [P dicht liegt. Der Raum [* ist im Gegenteil nicht separabel (siehe Aufgabe 47).

Wir werden spéter beweisen, dass die Rdume C'[a, b] und L? [a, b] mit p € [1, 00) auch
separabel sind. Insbesondere ist L? [a, b] ein separabler Hilbertraum.

Satz 2.12 Sei H ein Hilbertraum (lber K = R oder C) mit dim H = oo. Dann sind die
folgenden FEigenschaften dquivalent:

1. Es gibt eine Orthonormalbasis {e,} -~ .
2. Es gibt ein Erzeugendensystem {g,},— .

3. H st separabel.

Beweis. 1 = 2. Eine Basis ist auch ein Erzeugendensystem nach Satz 2.9.
2 = 3. Betrachten wir die rationale lineare Hiille von {g,}:

spang {gn} = {c191 + ... +cugn :n €N, Recy,Imc;, € Q} .
Die Menge spang {g,} ist offensichtlich abzahlbar, und

Spallg {9n} = spang {g.} = H.

Damit ist H separabel.
3 = 2. Trivial: ist M = {g,},, eine abzdhlbare dichte Menge, so ist die Folge {g,}
Erzeugendensystem, da
span {g,} D M = H.
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2 = 1. Gegeben sei ein Erzeugendensystem {g,} -, so bilden wir eine Orthogonal-

basis {e,} mit Hilfe von dem Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren. Danach
kann man die Vektoren e, normieren, d.h. e, durch HEZII ersetzen und somit eine Or-
thonormalbasis erhalten. Wir definieren die Folge {e, } -, per Induktion nach n so dass

fiir jedes n gilt:

e die Folge {ey, ..., e,} ist orthogonal;
® g1,...,gn €Espanieq,...,e,}.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass g, # 0 fiir alle n.

Fiir n = 1 setzen wir e; = g;. Angenommen, dass die Vektoren ey, ..., e,, schon definiert
sind, bemerken wir, dass der Unterraum FE,, := span {ey, ..., e,} endlichdimensional und
abgeschlossen ist. Dann existiert ein g, ¢ E, da sonst erhalten wir

H = spati {g} C E,

was im Widerspruch zu dim H = oo steht. Wéhlen wir ein g, ¢ F,, mit dem minimalen
moglichen Wert von m, d.h.

91,y 9m-1 € E, und g, ¢ E,.

Da E, alle ¢y, ..., g, enthalt, so haben wir m > n + 1.
Setzen wir
€nt+1 = Gm — PEngm (223)

E,=span{ey,....e, }

Dann ist e,41 orthogonal zu F,, und somit zu allen ey, ..., e,,, so dass {eq, ..., €,41} eine
orthogonale Folge ist. Da

9m = PE'ngm + En+1

und Pg, g, € E,, so erhalten wir, dass

9gm € span (Em en—f—l) = En+1~
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Nach der Minimalitat von m gilt gy, ..., gn_1 € FE,, woraus folgt gi,...,9, € E,11 und
somit auch g1, ..., gn11 € Eprr (dam >n+1).

Nach dem Induktionsprinzip erhalten wir eine orthogonale Folge {e,} -, mit der
Eigenschaft, dass span {e,} alle g; enthéilt. Daraus folgt, dass

span{e,} Dspan{g,} = H.
Folglich ist {e,} ein Erzeugendensystem und somit auch eine Basis nach dem Satz 2.9. m

Definition. Zwei Skalarproduktraume VU heiflen isomorph (oder isometrisch) wenn es
eine bijektive lineare Abbildung A : U — V gibt, die das Skalarprodukt bewahrt, d.h.

(z,9), = (Az, Ay),, . firalexz,yeV.

Korollar 2.13 Jeder separable Hilbertraum H dber K = R oder C ist isomorph (als
Skalarproduktraum) zu einem der folgenden Rdumen: R™, 1?, C", [2.

Beweis. Betrachten wir den Fall von K = C. Gilt n := dim H < oo, so ist H isomorph zu
C™. Sei dim H = co. Nach dem Satz 2.12 existiert in H eine Orthonormalbasis {e, } ;.
Fiir jedes x € H existiert eine eindeutige Entwicklung

(o ¢]
xr = E TLCL
k=1
mit x; € C, und

o
> lzl* = Jal|* < oo
k=1

Daraus folgt, dass die Folge (21,2, ...) ein Element von [% ist. Somit erhalten wir eine
Abbildung

A:H —IZ

Az = (z1, 29, ...) .

Die Abbildung A ist linear und bijektiv. In der Tat, es gilt ker A = {0} und im A = [3,
da fiir jede Folge (21,22, ...) € [Z die Reihe Y 17 | xxey, konvergiert (siche Lemma 2.10).
Es bleibt noch zu zeigen, dass die Abbildung A das Skalarprodukt bewahrt, d.h.

(x>y)H = (AxaAy)l% Vl’,y € H. (224)

Nach dem Korollar 2.11, x = > ;7 zpe,, und y = Y 1~ | yrex ergeben

(I, y)H = Zxk%a
k=1

und nach der Definition von Skalarprodukt in % gilt

(Ax7Ay>l% = Zxkﬁa
k=1

woraus (2.24) folgt. m
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2.13 Separabilitat von Lebesgue-Raumen

Definition. Seien A, B zwei Teilmengen von einem metrischen Raum X. We sagen dass
A approximiert B

und schreiben
A g B,

wenn B C A wobei A der Abschluss von A ist.; d.h.
AZB & BCA

Die Bedingung A < B lésst sich auch wie folgt verstehen: fiir jedes b € B gibt es eine
Folge {an},cn von Elementen aus A mit a,, — b, d.h. jedes Element von B mit Elementen
von A approximiert werden kann. Z.B.

QZR

Die Menge A muss nicht unbedingt eine Teilmenge von B sein obwohl in Anwendungen
dies héufig der Fall ist. Ist A eine Teilmenge von B so bedeutet A T B dass A dicht in
B liegt.

Fiir den Begriff “A approximiert B” gibt es keine gebrauchliche Bezeichnung; das
Zeichen T wird nur in diesem Kurs gebraucht. <

Lemma 2.14 Die folgenden Aussagen gelten fir Teilmengen A, B, C von einem normierten
Vektorraum V.

(a) AZ B ZC impliziert AZ C.
(b) A S B impliziert span A 3 span B.

Bemerken wir, dass die Relation A Z B nicht symmetrisch ist.

Beweis. (a) Wir haben C C B und B C A, woraus folgt B C A und somit C' C A, was
dquivalent zu A 3 C ist.

(b) Da jedes Element von B mit Elementen von A approximiert wird, so wird jede
endliche lineare Kombination von Elementen von B mit endlichen linearen Kombinationen
von Elementen von A approximiert. m

Definieren wir den Unterraum Cj [a, b] von C|a, b] wie folgt:
Cola,b] = {f € Cla,b] : f (a) = f (b) = O} .
Satz 2.15 Fiir alle reelle a < b gilt folgendes.
(a) L'a,b] ist separabel.

(b) Cola,b] liegt dicht in L' [a,b).
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Beweis. Die Aussagen (a) und (b) lassen sich wie folgt umformulieren:
M 3 L'[a,b], (2.25)

wobei im Fall (a) M eine abzéhlbare Teilmenge M C L'[a,b] ist und im Fall (b) M =
Oo [CL, b] .
Wir beweisen (2.25) mit Hilfe von den folgenden Schritten:

M ZspanTy Z spanTy S spanTy S spanTy 3 L' [a, b], (2.26)
wobei

To = {1,:J ist Teilintervall von [a,b]}
T, = {1y :U ist abzdhlbare Vereinigung von Teilintervallen von [a, b]}

T, = {1g: F ist messbare Teilmenge von [a,b]}

und
Ts={fe€Lab:f>0}.

Offensichtlich gelten die Inklusionen:
ToCT1CT2CT3CL1[CL,b].

Da jede integrierbare Funktion eine Differenz zweier nichtnegativen integrierbaren Funk-
tion ist, so erhalten wir
spanTy = L' [a, b]

so dass die letzte Relation 3 in (2.26) gilt.
Beweisen wir, dass span 7> < T3 (und somit span T, 3 spanT3). Nach der Definition
von Lebesgue-Integral gilt fiir jede Funktion f € T3

.k (k k+1
fdX = lim Y =X {— < f(x) < L} = lim fnd, (2.27)
[a,b} n—oo 0 n n n n—oo [a,b]

wobel

>k
Jn = Z - 1{ﬁ§f<m} € spanTy,
k=0

da die Mengen {% <f< %} messbar sind. Da f > f,,, so folgt es aus (2.27), dass

Hf—fnnlz/[b]<f—fn)dmomrneoo,

und somit f € spanls und spanTy 3 Ts.

13.05.22 Vorlesung 11

Beweisen wir jetzt, dass 71 < T und somit span T} 3 span Ts. Dafiir verwenden wir die
folgende Eigenschaft von Lebesgue-Maf, die aus der Konstruktion von messbaren Mengen
folgt: fiir jede messbare Menge E C [a,b] und jedes € > 0 existiert eine Teilmenge U von
la, b] so dass die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:
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e U ist eine abzahlbare Vereinigung von Intervallen;

e UDE,
e N(U\FE)<e
U
P ———
Fiir jedes n € N setzen wir € = £ und erhalten die entsprechende Menge U = U,, so

dass A (U, \ E) < + und somit A (U, \ E) — 0 fiir n — oo. Daraus folgt, dass
[a,b]

Da 1p ein beliebiges Element von 75 ist und 1y, € T3, so erhalten wir T 3 Tb.

Beweisen wir, dass span Ty < 77 (und somit spanTy 3 spanT)). Jede Menge U € T}
ist eine abzahlbare Verelnlgung von Intervallen, und sie lisst sich auch als eine disjunkte
Vereinigung von Intervallen darstellen:

U=|_|ZO:1 Ik

(wobei Jj Teilintervalle von |[a, b] sind). Daraus folgt, dass

1y = 220:11

und

[a,b]

k=n+1 k=n+1

Da 1y ein beliebiges Element von T ist und >} _; 1,, € span Ty, so beschlielen wir, dass
spanTy < 1.
Es bleibt zu beweisen, dass M 3 spanTj. Im Fall (a) setzen wir

M = spang {1; : J ist ein Teilintervall von [a,b] mit den Grenzpunkten aus Q},

d.h. M ist die Menge von allen endlichen linearen Kombinationen mit rationalen Ko-
effizienten von Indikatorfunktionen von Intervallen mit rationalen Grenzpunkten. Es ist
klar, dass M abzahlbar ist und

M Z spanTy,.

Es folgt aus (2.26), dass auch
M 3 L'[a,b],

d.h. L'[a,b] separabel ist.
Im Fall (b) gilt M = Cj |a,b] und we miissen beweisen, dass

Co [a,b] 2 T,
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d.h. die Indikatorfunktionen von Intervallen miissen von stetigen Funktionen approximiert
werden. Fiir jedes Intervall J € Ty mit den Grenzen a < 3 und jedes hinreichend kleines
e > 0 betrachten wir die folgende stetige Funktion auf [a, b]

1, z€|a+e [ —¢
fle)=19 0, z€a,a] U[B,] (2.28)
linear auf [, +¢] und [B —¢, ].

/ 1,
a o ate B-c B b
— -
——
J
Dann gilt f € Cy|a,b] und
1= flly < 2e,

woraus folgt Cy [a,b] T Tp. m

Im néchsten Beweis verwenden wir die Signum-Funktion: fiir alle ¢t € R

L t>0,
Sent = -1, t <0.

Offensichtlich gilt die Identitat ¢ = |t| sgnt.
Satz 2.16 Fir alle reelle a < b und p € [1,00) gilt folgendes.
(a) LP[a,b] ist separabel.

(b) Cola,b] liegt dicht in LP [a,b].

Beweis. Der Fall p = 1 wurde im Satz 2.15 bewiesen. Sei p > 1. Definieren wir eine

Abbildung
® : L'Ya,b] — L [a,b]
®(f) = |/]""sen .

Da |®(f)[" = |f] und f € L' [a,b], so ist |®(f)[” integrierbar und somit ® (f) € L? [a, b].
Die Abbildung ® hat die inverse Abbildung

U LPla,b] — L'[a,b]
U(g) = |g/"sgny,
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da
®oW(g) =P (lg|"sgng) = (|gI") " sgng = |g|sgng =g

und analog
wod(f)=w (If17senf) = (If1"7) sen f = |flsen f = f

Die Abbildung ® hat die folgende Eigenschaft: fiir beliebige zwei Funktion f,g € L' [a, ]
gilt
| (f) =D (g)| < 2[f —g|"?, (2.29)

(was unterhalb bewiesen wird), woraus folgt

|@m—¢@m:/

[m@uw@wwwsw/‘u—mw=WW—wy<mm

[a,b]
Jetzt beweisen wir, dass
M 3 L'[a,b] = & (M) 3 L"[a,b]. (2.31)

Im Fall (a) ist ® (M) abzdhlbar, woraus folgt, dass L? [a,b] separabel ist. Im Fall (b)
bemerken wir, dass

o (Cy [a,b]) = Coyla,b],

woraus folgt, dass Cy [a, b] dicht in L? [a, b] liegt.
Beweisen wir jetzt (2.31), d.h.

(M) 3 LP[a,b],

vorausgesetzt dass M 3 L'[a,b]. Fir jede Funktion h € LP[a,b] liegt g := U (h) im
L' [a,b] . Somit existiert eine Folge {f,} C M mit f, L g, d.h.

|| fn. — gll; — 0 filr n — oo.

L L
()
M — | W)
: : ® og:\P h : P o h= o
..o: ( ) \PZ(DA ..o: f (D(O)
S — D(f,)

Nach (2.30) gilt

1 (fn) = Al = [2(fn) = 2()Il; < 27| fu = gll; = 0 fir n — o0
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d.h. )
®(f) L h.

Da ®(f,) € ® (M), so folgt es daraus dass ® (M) 3 L? [a,]].
Es bleibt noch die Ungleichung in (2.29) zu begriinden. Dafiir reicht es zu beweisen,
dass die Funktion
o (1) = |t]'/" sgnt

die folgende Ungleichung fiir alle ¢, s € R erfiillt:
o () —p () <2[t—s]"7. (2.32)

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass mindestens eine von
t, s nichtnegativ ist da sonst ¢t und s durch —¢ und —s ersetzt werden kénnen. Sei t > s
und somit ¢t > 0 .

Im Fall s > 0 gilt

o (1) = (5)] = £/7 = 5107

Zeigen wir dass
tr _ gl/r < (t__,s)l/p’ (2.33)

woraus (2.32) folgen wird. In der Tat, es gilt

SRCHNO)

tl/P7

wobei wir benutzt haben, dass § und 1— 7 im Intervall [0, 1] liegen und }—17 < 1, und woraus
(2.33) folgt.
Im Fall s < 0 gilt

@) =) = 17+ [s]7 < 2max (117,57
= 2max (4, |s)P <20+ )P =2(t—9)".
|
Korollar 2.17 L [a,b] ist separabel fiir alle p € [1,00).
Beweis. Es folgt nach der Konstruktion von L. dass
L Ja, bl ={f =u+iv:uv e LP[a,b]}. (2.34)

Sei M eine abzdhlbare dicht liegende Teilmenge von LP [a,b]. Dann ist die Menge

Mc ={u+iv:u,ve M}

auch abzéhlbar. Zeigen wir, dass Mc dicht in L [a, b] liegt. In der Tat, fiir jede Funktion
f € L [a,b] gibt es die Folgen {u,} und {v,} aus M mit

L LP
u, — Re f und v, = Imf,
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und daraus folgt, dass f, := u, + iv, € L. und

LP
fo= 1,

was zu beweisen war. H

Korollar 2.18 Die Hilbertrdume L?[a,b] und L% [a,b] besitzen abzihlbare Orthogonal-
basen. Dariiber hinaus ist L? [a,b] isomorph zu I? und L% [a,b] isomorph zu IZ.

Beweis. Die erste Aussage folgt aus dem Satz 2.12, da die Hilbertraume L? [a,b] und
L2 [a, b] separabel sind. Die zweite Aussage folgt aus dem Korollar 2.13, da diese Raume
unendlichdimensional sind. m
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Bemerkung. Betrachten wir fiir jedes n € N den Raum
Co la,b] ={f € C"[a,b] : f(a) = f(b) =0}.

Eine kleine Modifizierung von den obigen Beweisen ergibt, dass auch C{ [a,b] dicht in
LP[a,b] fir alle p € [1,00) liegt. In der Tat, es reicht im Beweis von dem Satz 2.15
anstatt der Funktion f € Cj[a,b] aus (2.28) eine Funktion f € CJ [a,b] wahlen, wie auf
dem folgenden Bild:

a o ote B-¢ B b

2.14 Orthogonalbasen in L?*|a, )]

2.14.1 Polynome

Bezeichnen wir mit P die Menge von allen Polynomen von reeller Variable x mit reellen
Koeffizienten, d.h.

P= U P
n=0
Offensichtlich ist P ein Unterraum von C'[a,b] und von L? [a,b] fiir alle p € [1,00) und
a,beR, a<b.
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Satz 2.19 (1. Approximationssatz von Weierstral) P liegt dicht in C'|a,b] beziglich der
sup-Norm; d.h. fir jede f € Cla,b] gibt es eine Folge {P,}, .y von Polynomen mit
P, = f auf [a,].

Beweis in Analysis 2.

Satz 2.20 P liegt dicht in L [a,b] fir alle p € [1,00); d.h. fir jede f € LP[a,b] gibt es

eine Folge {P,}, o von Polynomen mit P, Zf auf [a,b].

Beweis. Nach dem Satz 2.19 haben wir

P 3 Cla,b] beztglich der sup-Norm.

1/p .
171, = ( [ )M,

so folgt as daraus dass
P < Cla,b] beziiglich der p-Norm.

Da nach Satz 2.16 haben wir
C'la,b] S L [a,b],

woraus P 3 L [a, b] folgt. m

Satz 2.21 Seien a < b reell.
(a) Die Folge {1,z,x?,...} ist ein Erzeugendensystem in L*[a,b].
(b) Die Folge {L,}>", von Legendre-Polynomen ist eine Orthogonalbasis in L*[—1,1].

Beweis. (a) Wir haben span {1,z,2?, ...} = P und nach dem Satz 2.20 P 3 L?[a,b]. Es
folgt, dass P = L? [a, D],
span {1,3:,.7:2, } = L?[a,b],

so dass {1,z,2?, ...} ein Erzeugendensystem in L? [a, b] ist.
(b) Die Legendre Polynome werden wie folgt definiert:

1 dr n
= oo & 7"

Ly, (z)

Die Funktion L, (x) ist ein Polynom des Grades n und die Folge {L,} ist orthogonal in
L?[—1,1] (siehe Aufgabe 45). Nach dem Satz 2.9 reicht es zu zeigen, dass {L,} -, ein
Erzeugendensystem ist. Dafiir reicht es zu beweisen, dass

span {1,33,:02, } = span{Log, L1, Lo, ...} .

Eigentlich gilt diese Identitét fir jede Folge {L,}_, von Polynomen vorausgesetzt, dass
deg L,, = n.

Die Inklusion “D” ist offensichtlich, da span {1, z,z?,...} alle Polynome enthélt. Fiir
die Inklusion “C” reicht es zu zeigen, dass fir alle n > 0

" € span{Lo,..., L, } . (2.35)
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Fur n = 0 ist es offensichtlich da Ly = const. Fiir den Induktionsschritt “von < n nach
n” bemerken wir, dass

L,(x)=c"+Q(x),
wobei ¢ # 0 und @ ein Polynom mit deg @) < n — 1. Nach der Induktionsvoraussetzung
gilt
Q € span {Lo, ceny Ln—l} .
woraus folgt
" =c (L, — Q) €span{Lo,..., Ln_1,L,},

was zu beweisen war. B

2.14.2 Trigonometrische Polynome

Die elementaren trigonometrischen Polynome sind die Funktionen
1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2z, ..., cos nx, sin nx, ... (2.36)

wobei z eine reelle Variable ist und n € N. Ein trigonometrisches Polynom ist eine be-
liebige endliche lineare Kombination der Funktionen (2.36):

ag + aycosx + by sinx + ... + a, cosnx + b, sinnz,

wobei n € N und ag, b, € R. Offensichtlich ist jedes trigonometrisches Polynom 27-

periodisch. Die Menge von allen trigonometrischen Polynomen wird mit 7 bezeichnet,
d.h.

7T = span {1, cosz,sin x, cos 2z, sin 2z, ..., cos nx, sinnz, ...} .

Bezeichnen wir mit Cs, die Menge von reellwertigen stetigen 27-periodischen Funk-
tionen auf R. Man kann Cj, als Unterraum von C'[0, 2r] betrachten. Offensichtlich ist 7
ein Unterraum von Cjy;.

Satz 2.22 (2. Approximationssatz von Weierstral) 7 liegt dicht in Car beziglich der
sup-Norm.

Der Beweis erfolgt in einem spéteren Kapitel.

Satz 2.23 Die Folge (2.36) ist eine Orthogonalbasis in L? [0, 27].

Beweis. Die Folge (2.36) ist orthogonal in L?[0, 27| (Aufgabe 41). Somit reicht es zu
beweisen, dass sie ein Erzeugendensystem in L? [0, 27] ist.

Jede Funktion f € Cj [0, 27] lasst sich als eine 27-periodische Funktion auf R fortset-
zen, und diese Fortsetzung ist stetig da f (0) = f (27).

1
[\]
&
<°
< -
3
N
3

v
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Somit haben wir Cj [0, 27] C Cy,. Nach dem Satz 2.22 gilt 7 < Cs, und somit auch
7 3 Cy[0,27]. (2.37)

(Bemerken wir, dass der Raum C'[0, 27] sich nicht als Teilmenge von Cy, betrachten lésst,
da die 27m-periodische Fortsetzung von f € C'[0,27] nicht unbedingt stetig ist; deshalb
verwenden wir hier Cj [0, 27] anstatt C'[a, b].)
Die Relation (2.37) gilt beztiglich der sup-Norm und somit auch beziiglich der 2-Norm.
Da nach dem Satz 2.16 gilt
Co [0,27] Z L*[0, 2],

so erhalten wir
T 3 L?[0,2n],

woraus folgt, dass die Folge
1, cos x,sin x, cos 2z, sin 2z, ..., cos nx, sin n, ...

ein Erzeugendensystem ist. m

In einem spateren Kapitel geben wir noch einen Beweis von dem Satz 2.23 ohne den
2.Approximationssatz von Weierstraf.

Satz 2.24 Die Folge {e"™"}, _, ist eine Orthogonalbasis in LE[0,2m].

Beweis. Die Folge {e"*} _, ist orthogonal in L [0, 27] ist (Aufgabe 41). Beweisen wir,
dass {¢""}, _, ein Erzeugendensystem in LZ [0, 27| ist. Nach dem Satz 2.23 gilt

spang {1, cos 7, sin , cos 2z, sin 2z, ..., cos nz, sinnz, ...} 3 Lz [0, 2]

einz + e—mm ein:ﬂ _ e—ina:
coshy = ———— und sinnz = e ——
2 21

so erhalten wir, dass alle Funktionen cos nz und sin nx in spanc {e”*} liegen, woraus folgt
spanc {e”*} 3 L3 [0, 27] .
Jede Funktion aus LZ [0, 27] hat der Form u+iv wobei u,v € L3 [0, 27| woraus folgt, dass
spanc L [0, 27] = L2 [0, 27] .

Es folgt, dass
spang {e"*} Z L2 [0, 2n],
so dass {€"*} ein Erzeugendensystem ist. m

Es folgt aus dem Satz 2.23, dass jede Funktion f € L*]0, 27| eine eindeutige Darstel-
lung in der Form

Qo > .
f(x)= 0 + Z (a,, cosnx + by, sinnx) (2.38)

n=1
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mit reellwertigen Koeffizienten a,, b, hat, wobei die Reihe in L? [0, 27 konvergiert. Diese
Reihe heifit die Fourierreihe der Funktion f, und die Zahlen a,, b, heilen die Fourier-
Koeffizienten von f.

Fiir beliebige Orthogonalbasis {v,,} in einem Hilbertraum H gilt fir jedes u € H die

Darstellung
u = Z CnUn

n

mit den Koeflizienten
. (uv Un)

= 1hln)
[[on ]

Ist {v,} eine Orthonormalbasis so gilt diese Darstellung nach dem Satz 2.9; fiir den
allgemeinen Fall sieche Aufgabe 49. Die Zahlen ¢, heiflen auch die Fourier-Koeffizienten
von u in der Basis {v,}.

Da

n

2 : 2 2
|cos "x”LZ[o,zn] = Hsmnx”m[ogw] =7 und ||1||L2[0,27r] = 2m,

so erhalten wir die folgenden Formeln fiir die Koeffizienten der Fourierreihe (2.38): fiir
n>1

1
a, = — (f,cosnx) und b, = — (f,sinnz)
7r T

und firn =0

ao 1
D = (1
2 2m (5,1,
d.h. fur allen >0
1 1 .
ap = — (x)cosnxzd\ und b, = — (x) sin nz dA.
™ J[o,27] T J0,27]

Ebenfalls hat jede Funktion f € L2 [0,27] eine eindeutige Darstellung in der Form
f(x)= Z ™ (2.39)
nez

mit komplexwertigen Koeffizienten c,, wobei die Reihe in L2 [0, 27] konvergiert. Diese
Reihe heifit auch die Fourierreihe der Funktion f. Fiir die Koeffizienten ¢,, erhalt man

nx 1 )
Cp = (e 1 () e "™ dA

et ”L% [0,27] 27 J10,2x]

(siche auch Aufgabe 51).

2.15 Orthogonalbasen in L*(A x B)

Wir bezeichnen mit \,, das Lebesgue-Maf} in R™. Fiir jede beschréankte messbare Teilmenge
A C R" betrachten wir den Hilbertraum L? (A, \,) (iiber R oder C).

Satz 2.25 Seien A C R™ und B C R™ beschrinkte messbare Mengen. Sei {uy ()} ,cn
eine Orthonormalbasis in L? (A, A\,) und {v; (y)},cy — eine Orthonormalbasis in L* (B, Ay,) .
Dann ist die Folge {uy, (x) v (y)}4, en eine Orthonormalbasis in L? (A X B, Ayim).
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Die Menge A x B ist eine Teilmenge von R™™™. Ist u (z) eine Funktion auf A und
v (y) eine Funktion auf B, so heifit die Funktion u (z)v (y) das Tensorprodukt von u und
v. Diese Funktion hat offensichtlich den Definitionsbereich A x B. Sind v und v messbar
so ist u (z) v (y) auch messbar.

ER’”
y /7\«:

B (x)

AxB

A xeR”

Im Beweis verwenden wir den folgenden Satz aus der Maf3- und Integrationstheorie.

Satz von Fubini Ist f eine (komplexwertige) integrierbare Funktion auf A x B, so gilt

o fdXnsm = /A (/Bf(x,y) d\ (y)) A\, (z), (2.40)

wobei die Funktion y — f (x,y) fir fast alle x € A auf B integrierbar ist und die Funktion
z— [5 f(x,y)d\n (y) auf A integrierbar ist.

Die gleiche Aussage gilt wenn f eine nichtnegative messbare Funktion ist (in diesem
Fall soll “integrierbar” durch “nichtnegativ messbar” iberall ersetzt werden).

Beweis von dem Satz 2.25. Setzen wir

Wi (2,y) = up, () v (y)

und bemerken zuerst, dass wy,; messbar auf A x B ist und in L* (A x B) liegt, da nach

(2.40)
/AxB‘“”f’l'Qdmm - /A</B\uk(x)l2lvz (y)\QdAm(y)) d\, (z)

-/ ( [ 10 an, (y)) () e ()

2 2
= HleL2(B) HukH[ﬂ(A) =1< 0.

Insbesondere gilt

lwkill 2 axs) = 1
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Jetzt beweisen wir, dass die Doppelfolge {wy,} orthogonal ist. Es gilt nach (2.40)

(Wgp, W) = /A ., W Wi A g,
- / @) 1 () e ) o0 D)
= / ug () up (x)dA, () / v (y) v (y)dAm ()
A B

= (u, uk’)L2(A) (v, Uf)Lz(B) .

Im Fall (k,1) # (K',1') gilt entweder k # k' oder [ # I’ so dass entweder (u,u},) = 0 oder
(v, vp) = 0, und somit immer (wy, wy ) = 0 so dass die Folge {wy,;} orthogonal ist.

Jetzt beweisen wir, dass die Folge {wy;} eine Basis ist. Dafiir reicht zu beweisen, dass
diese Folge maximal ist, d.h. fiir jede Funktion f € L? (A x B) gilt

Vk,l e N (f,wk,l)zo = f=0.

Nach (2.40) gilt

(frww) = | J(@y)w @ o @)dAun
- /(/f 7,9) 0 (D ())uk—@)dxn(x)
= [ a@u@an @), (2.41)
wobei
= [ Hewulian, o). (2.42)

Nach dem Satz von Fubini, das Integral (2.42) ist fiir fast alle x € A definiert. Wir setzen
g (z) = 0 wenn das Integral (2.42) nicht definiert ist. Zeigen wir, dass g, € L? (A). Nach
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt

@)l < [ 1 @l ) [ @F ) = [ 1f @) i 0

und nach dem Satz von Fubini

Jia@Pan@ < [ (17wl dnm)ane@ = [ 17wt <o

so dass ||gil[ 24y < o0 und somit g; € L2 (A).
Es folgt aus (2.41), dass fiir alle k € N

(90,45) = / 1 () (2) A\ () = (frw000) = 0.



2.15. ORTHOGONALBASEN IN L? (A x B) 91

Da {u;} eine Basis in L*(A) ist, so folgt es, dass g; = 0 als Element von L? (A) d.h.
g1 (x) = 0 fiir fast alle z € A. Somit gibt es eine Nullmenge N; C A mit

/Bf (z,y) v (y)dAy, (y) =0 fiir alle z € A\ N;. (2.43)

Nach dem Satz von Fubini ist Funktion f2(z,-) auf B integrierbar fiir fast alle x € A.
Somit existiert eine Nullmenge N’ C A so dass

f(x,-) € L*(B) firallex € A\ N'. (2.44)
Die Menge
N=JNUN

IEN
ist auch Nullmenge, und fiir alle z € A\ N gelten (2.43) und (2.44), woraus folgt

(f (@) »Ul)LZ(B) = 0.

Da {v;} eine Basis in L? (B) ist, so folgt es, dass f (z,-) = 0 als Element von L? (B), und
zwar fiir alle x € A\ N. Es folgt, dass

| @R, = [ ([ 1@nRonm) e
= [ I

= / 0dA, () =0
AN

und somit f = 0 as Element von L? (A x B), was zu beweisen war. m

Beispiel. Da die Folge { Ly}~ , von Legendre-Polynomen eine Orthogonalbasis in L* [—1, 1]
ist, so folgt es aus dem Satz 2.25, dass die Folge

{Li () Lin (1)} o
eine Orthogonalbasis in L? ([—1, 1]2) ist. Zum Beispiel,
Ly (z) Ly (y) = const z (3y* — 1) .
Per Induktion erhalt man, dass die Folge

eine Orthogonalbasis in L? ([—1,1]") ist, wobei z = (z, ..., 7,) € R".

Beispiel. Betrachten wir die folgende Folge von komplexwertigen Funktionen auf R™:
{eik-x

wobei k = (ky, ..., k,) € Z", © = (21, ...,x,) € R" und

k'l’ = Zn:kjl'j
Jj=1

Frezn (2.45)
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(7 ist die imaginére Einheit). Es folgt aus den Sétzen 2.24 und 2.25, dass die Folge (2.45)
eine Orthogonalbasis in L2 ([0, 27]") ist. Jede Funktion f € L2 ([0,2x]") lasst sich wie
folgt darstellen:
f=Y ae*” (2.46)
keZm

wobel
1

x = — f(z e~ kTN,
« (27‘-) /[0,27r]n ( )

und die Reihe (2.46) in L? ([0, 271]") konvergiert (siehe auch Aufgabe 51). Die Reihe (2.46)
heiit mehrdimensionale Fourierreihe.

Korollar 2.26 Fur beliebige beschrankte messbare Menge X C R™, der Hilbertraum
L% (X, \,) ist separabel. Folglich besitzt L* (X, \,) eine Orthonormalbasis.

Beweis. Da X beschrankt ist, so gibt es ein Intervall J C R so dass X C J". Nach
den Korollar 2.18 besitzt L?(J,\) eine Orthonormalbasis. Nach dem Satz 2.25 besitzt
auch L?(J" )\,) eine Orthonormalbasis. Nach dem Satz 2.12 ist L? (J", \,) separabel.
Beweisen wir, dass auch L? (X, \,) separabel ist, woraus nach dem Satz 2.12 folgt, dass
L? (X, \,) eine Orthonormalbasis besitzt.

Jede Funktion f € L? (X, \,) lasst sich auf J" fortsetzen wie folgt:
f=0auf J*\ X.

Die erweiterte Funktion f liegt in L? (J", \,,) da

P A, = / PN, + / P A, = / P dA, < oo,
Jn X J\X X

Unter diese Fortsetzung wird das Skalarprodukt bewahrt: fir f,g € L? (X, \) gilt

(f29) L2(sm 2 :/ fgdx, :/ f?d)\n+/ fgdr, :/ fgdAn = (f:9) r2(x ) -
Jn X JM\X X

Somit lasst L? (X, \,) sich als einen Unterraum von dem Skalarproduktraum L? (J", \,,)
betrachten. Dieser Unterraum ist abgeschlossen da L? (X, \,) vollstandig ist (Aufgabe
15). Da der Raum L? (J", \,,) separabel ist, so ist jeder abgeschlossene Unterraum davon
auch separabel (siche Aufgabe 50). Folglich ist L? (X, \,) separabel. m
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2.16 Weitere Beispiele von Orthogonalbasen

Sei p ein beliebiges endliches Borel-Mafl auf [a, b]. Alle stetige Funktionen auf [a, b] sind
messbar beziiglich p und liegen in L? ([a,b], ). Man beweist wie im Satz 2.16, dass

C [a,b] liegt dicht in L? ([a,b], i),
und wie im Satz 2.20, dass
P liegt dicht in L* ([a,b], 1) .
Sei {@Qn},—, eine Folge von Polynomen mit den folgenden zwei Eigenschaften:
(i) deg@Qn =m;
(i1) {Qn} ist orthogonal in L? ([a,b], u).
Dann erhalt man wie im Beweis von dem Satz 2.21, dass

span {Qo, @1, Q2, ...} = span {1, T, 22, }

P,

woraus folgt, dass {Q,} eine Orthogonalbasis in L? ([a,b], 1) ist.

Solche Folge {Q,} existiert immer: man erhalt sie aus {1, z,z?, ...} mit Hilfe von dem
Orthogonalisierungsverfahren.

Normalerweise erhédlt man ein neues Mafl p auf [a,b] wie folgt. Waihlen wir eine
positive Funktion w (x) auf [a, b] die beziiglich A integrierbar ist, und definieren p (A) fiir
jede messbare Menge A C [a, b] mit

Man schreibt in diesem Fall
dp = w (z) dA.

Die Funktion w (x) heifit das Gewicht oder die Dichte von p beziiglich A\. Das Skalarpro-
dukt in L? ([a,b], i) ist somit

(f7 g)LQ([a,b},,u) = ] f (.1') g (l’) w (IE) dA.

Beispiel. Fiir jede nichtnegative ganze Zahl n betrachten wir die folgende Funktion auf
dem Intervall [—1,1] :
T, (x) = cos (n arccos x)

Man kann zeigen dass die Funktion 7}, ein Polynom von z des Grades n ist. Mit Substi-
tution y = arccos z erhalten wir eine aquivalente Definition

cosny =T, (cosy) .
Zum Beispiel, es gilt

Ty(x)=1, Ti(x)=2, Ty(x)=22>-1, Ty(z)=42>— 3z, usw.
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da

cos2y = 2cos?y — 1, cos3y =4cos’y —3cosy, UsW.

Die Funktionen T, heiflen Tschebyschow-Polynome erster Art. Man kann auch beweisen,
dass die Folge {T,,} orthogonal in L?([—1,1], i) ist, wobei

d\
V1—122

dp =

(siche Aufgabe 57).

Beispiel. Die Tschebyschow-Polynome zweiter Art definiert man auf dem Intervall (—1, 1)
mit in )
sin (n arccos x
Un_ xr) = )
L (@) e

fiir jedes n € N. Mit Substitution y = arccos x erhalten wir eine aquivalente Definition

sinny = U,_1 (cosy) siny
Zum Beispiel,
Up(z) =1, U () =2, Uy(x)=42> -1, Us(x)=_8z"— 4z, usw.
da
sin2y = 2sinycosy, sindy = (4 cos?y — 1) siny, usw.

Man kann zeigen, dass Uy wirklich ein Polynom des Grades k ist und die Folge {Uy},-,
orthogonal in L? ([—1,1], 1) mit dem MaB

dp = V1 — x2d)\

ist (siehe Aufgabe 57).
Beispiel. Betrachten wir auf [—1, 1] das Gewicht

w(z) = (1-2)"(1+2)",

wobei «, f > —1 (unter diese Bedingung ist w integrierbar beziiglich \). Die orthogo-
nale Polynome beziiglich dieser Gewichtfunktion heiflen Jacobi-Polynome und werden mit
P*?) bezeichnen.

)

Zum Beispiel, Rgo,o) sind Legendre-Polynome, P, sind Tschebyschow-Polynome
1

1

erster Art, PTEE’E) sind Tschebyschow-Polynome zweiter Art, und P heiBen auch
Gegenbauer-Polynome.

Beispiel. Betrachten wir in R das Gauf-Maf§ :
dy = e d,

und den Hilbertraum L2 (R,7). Dieses Ma8 ist endlich, und alle Polynome liegen in
L? (R,v). Man kann beweisen, dass die Folge {1,z,z?, ...} ein Erzeugendensystem in
L? (R,~) ist. Mit Hilfe von dem Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren erhalt
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man eine Orthogonalbasis in L? (R, ), die aus Polynomen besteht. Diese Polynome sind

Hermate-Polynome

d
H, (z) = (—1)"e* —e "
(2) = (=1)"e" e

mit n = 0,1,2, ... (siche Aufgabe 58). Zum Beispiel, es gilt

2

Hy () =1, Hy(x)=2x, Hy(z)=42>—2, Hs(z)=282"— 12z, usw.

Beispiel. Betrachten wir in [0, c0) das Maf}
dp = e *dA.
Im Hilbertraum L? ([0, 00), 1) erhélt man eine Orthogonalbasis aus den Laguerre-Polynomen:

L, (z)= ex% (z"e™™).

Zum Beispiel,

Lo(z)=1, Li(v)=—2+1, Ly(z) =2 —4da+2, L3(z)=—2°+92% — 187 +6, usw.
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Chapter 3

Lineare Operatoren im Hilbertraum

3.1 Operatornorm und die Operatorenraume

Seien X, Y zwel normierte Vektorrdume iiber K (wobei K = R oder C) mit den Normen
|-/l und ||-|ly. Eine lineare Abbildung A : X — Y heifit auch ein (linearer) Operator.
Die Menge von allen linearen Operatoren von X nach Y wird mit £ (X,Y’) bezeichnet.
Diese Menge ist ein Vektorraum mit den folgenden linearen Operationen:

(A+B)x = Ax+ Bz
(dA)xz = a(Ax),

wobei z € X und a € R. Das Nullelement in £ (X,Y) ist der Nulloperator Az = 0.
Zum Beispiel, £ (R™ R") besteht aus allen linearen Abbildungen von R™ nach R”",

d.h. aus allen Matrizen n x m.

Definition. Fiir jeden Operator A € £ (X,Y) definieren wir die Operatornorm ||A|y_y

mit

[Az]ly

zeXx\{0} H$||x .

[Allx .y = (3.1)

Die Tiefstellungen X, Y, X — Y in der Bezeichnung der Norm kann man weglassen
wenn es klar in welchem Raum die Norm benutzt wird. Z.B. in (3.1) ist es eindeutig
klar ohne Indizes, dass ||z|| die Norm in X ist, ||Az|| die Norm in Y und || Al — die
Operatornorm. Somit schreiben wir (3.1) um wie folgt:

| Az]]
1A} = : (3.2)
zex\(o} ||zl
Bemerken wir, dass ||A]| € [0, 00]. Es folgt aus (3.2) dass
|Az|| < ||A||||=]| fir alle z € X. (3.3)

[[Ax]]
lll

Nach (3.2) ist || A|| die kleinste obere Schranke von dem Quotient
dass ||A|| gleich die minimale Zahl C' mit

, was auch bedeutet,

|Az|| < C'||z| firallez € X

ist oder ||A|| gleich oo ist wenn solches C' nicht existiert.

97
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25.05.22 Vorlesung 14
Da fiir alle A > 0
[AQD)|| _ [[Az]
[[Az]] [
so folgt es aus aus (3.2) dass
IAll = sup [[Ax]. (3-4)
zeX, |lz||=1

Die Operatornorm hat die folgenden Eigenschaften:

(a) |A+ Bl <Al +[|B]
da

A+ B| = sup, [(A+ B) x| < sup, | Az + sup |Bz|| = [[Al| + || B|-
(B) [laA| = o] |A|l fir alle a € K

da
|aAll = sup [(cd)z|| = sup [la(Az)| = |a| sup [|Az|| = o ||A].

lzll=1 |z||=1 zl|=1

(0) 14 =0 A=0
da nach (3.2)

|A =0< [[Az]|=0Vze X © Az =0Vze X & A=0.

Um die Operatornorm zu einer richtigen Norm zu machen, fehlt noch die Endlichkeit,
da es Operatoren mit ||A| = oo gibt.

Definition. Ein Operator A : X — Y heifit beschrdnkt wenn ||A|| < oo. Die Menge von
allen beschrankten Operatoren von X nach Y wird mit B (X,Y’) bezeichnet.

Es folgt aus (a) und (b), dass B(X,Y) ein Unterraum von £ (X,Y’) ist und somit
ein Vektorraum. Dariiber hinaus ist die Operatornorm eine Norm in B (X,Y’), so dass
B (X,Y) ein normierter Vektorraum ist.

Satz 3.1 Ein Operator A € L(X,Y) ist beschrinkt genau dann, wenn A stetig ist.

Beweis. Ist A beschrinkt, so gilt
Az — Ay[| = [[A(z = )| < [[A]l [z =yl

woraus folgt, dass Ay — Az fiir y — x. Somit ist A stetig und sogar gleichméflig stetig.
Ist A stetig, so ergibt die Stetigkeit an 0 € X folgendes: fiir jedes € > 0 existiert § mit

2]l <6 = [|Az]| <e.
Da fiir jedes z € X mit [|z| = 1 gilt

[0z = 9,
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so erhalten wir
|A(0z)]| < e

woraus folgt
[Az]| <

SH| ™

und somit nach (3.4) [|A]| <5 <oo. m

Beispiel. Alle Operatoren A : R™ — R" sind beschrankt, da die Komponenten von A lin-
eare Funktionen auf R" sind, die immer stetig sind. Es gilt auch folgendes: ist X endlichdi-
mensional (wobei Y beliebig ist), so sind alle Operatoren aus £ (X,Y’) beschréinkt.

Beispiel. Sei P ein Projektor im Hilbertraum H. Wir wissen, dass ||Pz|| < ||z|| fiir alle
x € H, woraus folgt ||P|| < 1. Ist P # 0, so gibt es nicht-Null Vektor = € im P. Da
Pz = x, so erhalten wir in diesem Fall, dass ||P|| = 1.

Beispiel. Betrachten wir die normierten Vektorraume X = C' [0, 27] und Y = C'[0, 27],
die beiden mit der sup-Norm. Betrachten wie die Abbildung

D:X—-Y
Df=f.

Diese Abbildung ist linear, aber unbeschréankt, d.h. ||D|| = oc. In der Tat, fiir die Funktion
f(z) =sinnz € X mit n € N haben wir

IfIl=sup [f|=1 und [|Df] = sup |f'| = sup |ncosnz| = n,
[0,27] [0,27] [0,27]

so dass der Quotient LPJI — , unbeschriinkt ist und somit | D] = oo.

171

Satz 3.2 IstY ein Banachraum, so ist B(X,Y) auch Banachraum.

Beweis. Die Konvergenz in B (X, Y') wird als die Konvergenz beziiglich der Operatornorm
definiert, d.h.
A, — A< ||A,— Al — 0.

Diese Konvergenz heifit auch gleichmdfige Konvergenz von Operatoren.
Wir beweisen, dass jede Cauchy-Folge {A,} in B(X,Y) einen Grenzwert A € B (X,Y)
besitzt. Fir jedes x € X ist die Folge {A,z} eine Cauchy-Folge in Y da

[Anz = Ap| < [|An = An| [|2]]

und [|A, — A,|| — 0 fiir n,m — oo. Somit konvergiert A,z in Y und wir definieren einen
Operator A : X — Y mit
Az = lim A,z Vz e X. (3.5)

n—oo

Offensichtlich ist A ist linear. Die Konvergenz in (3.5) ist eine punktweise Konvergenz, die
auch starke Konvergenz von Operatoren heifit. Trotz des Names ist die starke Konvergenz
schwacher als gleichmaflige Konvergenz, so wir miissen noch beweisen, dass

I|A, — Al — 0.
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Daraus wird es nach der Dreiecksungleichung folgen, dass ||A|| < cosodass A € B(X,Y).

Da {A,} eine Cauchy-Folge ist, so reicht es zu zeigen, dass eine Teilfolge von {A,}
gegen A gleichméflig konvergiert (siche Aufgabe 16). Wéhlen wir eine Teilfolge {4,,, } mit
|An, — Apg,y || < 27% und benennen sie in {4;} um. Dann gilt fiir alle k

||Ak — Ak+1|| < 27k,
Es folgt aus (3.5) dass fiir alle z € X

(A—Ap)x = Ax — A
= lim (A,z — Ax)

n—1

= lim Z (Aj—l—lx — A]ZE)
n—oo iy

]:

und somit

(A = Ap)zll < 3 |Ajnz — Ajz|

J=k

o0
< > [[Aje = Al |l
j=k
0 4
< > 27 ||z
j=k
=27 |z,

woraus folgt

A=Al = sup S—ETL < 97F+ L0 fiir k — oo.
zeX\{0} ]

Im Fall Y = X bezeichnen wir £ (X) = £(X,X) und B(X) = B(X, X).
Definition. Im Vektorraum £ (X) definieren wir die Multiplikation von Operatoren als
ihre Komposition, d.h. fiir Operatoren A, B € L (X) definieren wir das Produkt AB :
X — X mit

(AB)x = A(Bx) Vre X.

Es ist klar, dass AB € L£(X). Die Multiplikation ist nicht kommutativ, aber as-
soziativ und besitzt ein Einheitselement: die identische Abbildung I : X — X, die auch

die Identitat heifit. Die Multiplikation ist offensichtlich bilinear beziiglich der linearen
Operationen in £ (X), d.h.

(A+ B)C=AC+ BC und C(A+B)=CA+CB. (3.6)
Zum Beispiel, fir jedes z € X

(A+ B)C)z = (A+ B) (Cx) = A(Cxz) + B(Cz) = AC (z) + BC (z) = (AC + BC) x,
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was die erste Identitdt in (3.6) beweist. In anderen Wértern ist die Multiplikation von
Operatoren distributiv beziiglich der Addition.
Die Multiplikation von Operatoren ist submultiplikativ beziiglich der Operatornorm,
d.h. fiir alle A, B € L (X),
[AB| < [|A[l|1B]], (3.7)

da fiir jedes x € X
I(AB) || = |A(Bx)|| < [[All [| B[] < [[A[l | B][|[]

Daraus folgt, dass das Produkt von Operatoren aus B (X) auch in B (X) liegt. Somit ist
B (X) eine normierte Algebra, d.h. ein Vektorraum mit Multiplikation die assoziativ und
distributiv ist, besitzt ein Einheitselement und erfiillt (3.7). Ist X ein Banachraum, so ist
B (X) eine Banachalgebra.

Fiir jeden Operator A € B(X) (bzw £ (X)) ist auch die Potenz A™ fir alle n € N
definiert:

A" = A Aund A = I.
==

Fiir jedes Polynom P (z) = >_,_, cx2" mit ¢; € K definieren wir den Operator P (A) mit

n

P(A) =) cA"

k=0

Es ist klar, dass fiir zwei Polynome P, () die folgenden Identitaten gelten:
(P+Q)(A4) = P(A)+Q(A)
(PQ)(A) = P(A)Q(A).

3.2 Integraloperatoren

Sei X eine beschrankte messbare Teilmenge von R™. Betrachten wir den Hilbertraum
H=1L*(X,\,)

(iiber R oder C) und den folgenden Integraloperator K auf Funktionen f: X — K:

(K f) () = /X E(e,y) () dh (9). (3.8)

wobei k(z,y) eine gegebene messbare Funktion auf X x X ist (reellwertig bzw kom-
plexwertig). Die Funktion k (x,y) heiit der Kern des Operators K. Unter bestimmten
Bedingungen iiber k beweist man, dass K wohldefiniert ist und sogar ein beschrankter
Operator in H ist.

Satz 3.3 Nehmen wir an, dass der Kern k die folgende Bedingung erfillt:

/X . |k (ﬁ,y)|2d)\2n (z,y) < oo, (3.9)

d.h. k€ L? (X x X, o). Dann gilt Kf € H fiir jedes f € H. Dariiber hinaus ist der
Operator K : H — H linear, beschrankt und es gilt

1/2
K| < C (/ |k<x,y>\2dxzn<x,y>) .
XxX
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Erfillt der Kern k eines Integraloperators K die Bedingung (3.9) so heiffit K ein
Hilbert-Schmidt Operator.

Beweis. Zuerst zeigen wir, dass K f (z) fiir fast alle x definiert ist, d.h. die Funktion
k(z,y) f (y) fir fast alle = integrierbar beziiglich y ist. Diese Funktion ist messbar auf
X x X. Fiir jedes x € X erhalten wir nach dem Cauchy-Schwarz Ungleichung, dass

</|kxy )| dA, ( ) /|k:9:y|d)\ /\f]d/\

Fiir fast alle x gilt
/ \k‘(x,y)]Z d\, (y) < o0
X

nach der Voraussetzung (3.9) und dem Satz von Fubini. Es folgt dass die Funktion

y—k(z,y) f(y)

integrierbar fiir fast alle x ist und somit K f (x) fiir fast alle x definiert ist.
Es folgt aus (3.8) dass

(K f) (JJ)IQS/Xlk(x,y)IQdAn(y)/XIfIQdAn=||f||§/X|k($7y)I2dAn(y),

und somit

w5 = [ rr@Pane < [ (108 [ keFone) o

= I / e (2,9) dom = C2|I ]I (3.10)
XxX

Somit gilt || K f]|, < oo und K f € L? (X, \,). Es folgt aus (3.10), dass ||K|| < C < oo so
dass K beschrankt ist. m

Noch eine Bedingung fiir die Beschranktheit von K ist in der Aufgabe 25 gegeben:

gilt
—max<sup/|kxy]d/\ 7sup/|l€xy|d/\ )>
reX yeX

so ist der Operator K : H — H wohldefiniert und

K]l < M. (3.11)

3.3 Adjungierter Operator

Sei H ein Hilbertraum.
Definition. Seien A, B € B(H). Die Operatoren A, B heiflen adjungiert wenn fiir alle
x,y € H gilt

(Az,y) = (z, By). (3.12)
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Diese Definition ist symmetrisch beziiglich A und B da (3.12) dquivalent zu

(Bz,y) = (z, Ay)

ist. Der Operator B heifit der adjungierte Operator von A (und A heifit der adjungierte
Operator von B).

Satz 3.4 Fir jeden Operator A € B(H) gibt es genau einen adjungierten Operator B €
B(H), und es gilt | B|| = ||A]| -

Beweis. Beweisen wir zuerst die folgende Aussage: gilt fiir u,v € H die Identitat
(x,u) = (z,v) fiir alle x € H, (3.13)

so gilt u = v. In der Tat, es folgt aus (3.13), dass (z,u —v) = 0 fiir all x € H. Insbeson-
dere fiir x = u — v erhalten wir ||u — v|| = 0 und somit u = v.

Es folgt, dass der adjungierte Operator eindeutig bestimmt ist, da fiir zwei Operatoren
By und Bs, die (3.12) erfiillen, gilt

(:E7Bly) = (l’, B2y> Vl’,y € H»

woraus folgt B1y = Bsy und somit By = Bs.
Jetzt beweisen wir die Existenz von einem Operator B, der (3.12) erfiillt. Fiir jedes
y € H betrachten wir das Funktional

F,-H—K
Fy () = (Az,y).

Offensichtlich ist F}, linear, und auch beschrankt, da fiir alle x € H
|Fy ()] = [(Az, p)| < [|Az[ Iyl < (Al 21D iyl = (Al [y]]) ] - (3.14)

Somit ist F, auch stetig nach dem Satz 3.1. Nach dem Satz 2.7 (Rieszscher Darstel-
lungssatz) gibt es ein eindeutiges Element v € H mit
F,(z) = (z,v) Vze H.

Dann definieren wir die Abbildung B : H — H mit By = v (da v nur von y abhéngig
ist). Somit erhalten wir die Identitét

(Az,y) = F, () = (x,By) Vx,y € H,

d.h. die Identitdt (3.12). Es bleibt noch zu zeigen, dass B linear und beschrankt ist.
Wir haben fiir alle z,y1,y2 € H

(I‘,B (yl +y2)) = (Ax7y1 +y2) = (Ax7y1)+<‘4m7y2) = <$7By1)+(x7 By2) = (x7By1 + By2>7

woraus folgt
B (y1 +y2) = Byr + Byo.

Analog beweist man, dass B (ay) = aBy, so dass B linear ist.
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Es folgt aus (3.12) und (3.14), dass fiir alle z,y € H
(=, By)| = |(Az,y)| < [ Alllz]| [[y]
woraus folgt, dass fiir z = By
1Byl* < 1Al 1Byl Iy

und somit
1Byl < [[A]l |yl

und ||B]| < ||A|| . Insbesondere ist B beschrankt.
Analog erhalten wir ||A]| < || B||, woraus folgt [|A| = ||B||. =
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Der adjungierte Operator von A wird mit A* bezeichnet. Dann wird A* mit der
Identitat
(Az,y) = (z, A™y) fir alle z,y € H

eindeutig bestimmt.
Beispiel. Fiir A = 1 gilt
([l’, y) = <x> y) = ('T? [Z/)

so dass I* = 1.

Beispiel. Jede Matrix A = (a;;);,_, mit a;; € R bestimmt einen Operator

A:R"— R"
x— Ax
wobei Ax das Produkt der Matrix A und des Spaltenvektors x ist. Wir haben
(Az,y) = 21 (A ) Zl Z QAij LY.
= i=1j=
Austauschen von 7 und j ergibt

(Az,y) = >° > miauy; = ;ﬂﬁz (ATy), = (z, ATy),

i=1j=1

woraus folgt A* = AT.
Im Fall a;; € C bestimmt die Matrix A einen Operator in C". Wir benutzen die
Definition von dem Skalarprodukt in C™ und erhalten analog

I
M=
N
5_3/

(Az,y) g

AijTiY;

s
I
—

Il
M=
s Ti M:

@
Il
—_
<.
Il
_
-
Il
_

ria;; = Y 4 (ATg), = Y mi(A y), = (z, A y)

und somit A* = ZT.
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Beispiel. Sei X eine beschrénkte messbare Teilmenge von R" (z.B. ein Intervall in R).
Sei K ein Integraloperator in H = L* (X, \,,) mit dem Kern k (x,y):

Kf@) = [ b)) ).
X
und nehmen wir an, dass k (z,y) die Bedingung (3.9) erfiillt, d.h.

/ (2, y) P Ao < 00
XxX

Nach dem Satz 3.3 ist K beschrankt. Bestimmen wir K*. Zuerst bemerken wir, dass alle
f,g € L? (X, \,) nach der Cauchy-Schwarz Ungleichung gilt

(/XXX’k(x,y)f(y)m’dx\gn)Z <[ el aw [ [F@a@] o
- (/XXX |k(x,y)|2d>\gn) 12 g1l < oo,

so dass die Funktion k (x,y) f (y) g (z) auf X x X integrierbar ist. Somit erhalten wir
nach dem Satz von Fubini

ha) = [ ([ bt @) @i @)
= /Xxx k(z.y) f () g (x)dAon(, y)

_ / ( / k(z,y) g (x)d\, (m)) S (y) dAn (y)
- [ 16 (/ B () A 1)) )

= (f,K"g)

wobel

K g(x) = /X k(y,7)g (y) dAn (y) -

Somit ist K™ auch ein Integraloperator und zwar mit dem Kern

K (z,y) =k (y,2).

Im néchsten Satz werden die wichtigsten Eigenschaften der Adjunktion aufgelistet.
Satz 3.5 Fir Operatoren A, B € B(H) gelten die folgenden FEigenschaften.

1. (A+B)"=A*+ B*

2. (@A) =a@A* firaekK

3. (A" =A
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4. (AB)" = B*A*
o [|A*]} = [IA]l
Beweis. 1. Fiir alle z,y € H haben wir nach Definition von adjungiertem Operator
(A+ B)z,y) = (Azv,y) + (Br,y) = (v, A"y) + (2, B'y) = (z, (A" + B") ).

Da auch
((A+B)z,y) = (z,(A+ B)"y),

so erhalten wir (A + B)" = A* + B* nach der Eindeutigkeit von adjungiertem Operator.
2. Wir haben

(@A) z,y) = a(Az,y) = a(z, A%y) = (v,ad’y).

Da auch
((ad)z,y) = (z,(aA)"y),

so erhalten wir (aA)* = aA*.
3. As der Identitat

(Aya :L‘) = (ya A*x)
erhalten wir mit Hilfe vom komplexer Konjugation, dass
(A", y) = (z, Ay) , (3.15)

Da auch
(A%z,y) = (x,(A")"y)
so erhalten wir (A*)" = A.
4. Fiir alle z,y gilt nach (3.15)

((AB)"z,y) = (z,ABy) = (2, A(By)) = (A*z, By) = (B"A™x,y)

woraus (AB)* = B*A* folgt.
5. Die Identitdt ||A*|| = ||A|| haben wir schon im Satz 3.4 bewiesen. m

Satz 3.6 Fir jeden Operator A € B(H) gelten die Identitdten:
ker A= (im A")"  und TmA = (ker A*)"
wobei U den Abschluss des Unterraums U bezeichnet.

Beweis. Wir haben

re(imA) o rlAy Ve H
s (r,A'y)=0 Yye H
< (Az,y) =0 Vye H
S Ar =0
& x € ker A,
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und somit ker A = (im A*)". Anwendung von dieser Identitiit auf A* anstatt A ergibt
ker A* = (im A)",

woraus folgt
(ker A*)" = (im A)*.

Nach Korollar 2.6 gilt fiir abgeschlossenen Unterraum U
Ut =u.

When U nicht unbedingt abgeschlossen ist, so folgt es daraus, dass

11

Utt=U""=T.

Fiur U = im A erhalten wir

I

(im A)* =im

und somit (ker A*)" =Im A. =

3.4 Inverser Operator

Seien X ein normierter Vektorraum und A € £(X). Der Operator A hat den inversen
Operator A™! € £ (X) genau dann, wenn A injektiv und surjektiv ist, d.h. wenn

ker A= {0} und imA=X. (3.16)

Dann ist A~! auch linear. Ist der Operator A~! beschrinkt, so sagen wir, dass Operator A
einen beschrankten inversen Operator hat und schreiben A~! € B (X)) . Diese Schreibweise
bedeutet sowohl die Existenz als auch die Beschranktheit des inversen Operators.

Der nachste Hilfssatz liefert die bequemen Bedingungen fiir die Existenz und Beschranktheit
von A™1, die haufig benutzt wird.

Satz 3.7 Ein Operator A € B(H) hat einen beschrinkten inversen Operator genau dann,
wenn die folgenden zwei Bedingungen erfillt sind:

(a) ker A* = {0}
(b) und ||Az| > c|lz|| fir ein ¢ > 0 und alle € H.
Egistiert A= € B(H), so existiert auch (A*)"" € B(H) und es gilt (A=) = (A*)7".
Beweis. Beweisen wir zuerst, dass
A€ B(H) = (a) und (b).
Wir haben nach dem Satz 3.6 und (3.16)
ker A* = (im A)" = H* = {0},

d.h. die Bedingung (a).
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Da A~! beschrinkt ist, so setzen wir C' = ||A7Y|| so dass fiir alle y € H
A7 y|| < Cllyll-

Fir y = Az erhalten wir

lz]] < C'[| Az ||

woraus (b) mit ¢ = C~! folgt.
Jetzt beweisen wir, dass

(a) und (b) = At € B(H).
Fiir die Existenz von A™! {iberpriifen wir die Bedingungen (3.16), d.h.
ker A={0} und imA=H.

Fiir jedes = € ker A haben wir Az = 0 und nach (b) auch x = 0, so dass ker A = {0}.
Nach (a) und Satz 3.6 haben wir

im A = (ker A*)" = H.

Um zu beweisen, dass im A = H, reicht es zu zeigen, dass im A abgeschlossen ist. Dafiir
betrachten wir eine Folge {y,} C im A die gegen ein y € H konvergiert, und beweisen,
dass y € im A. Da y,, € im A so gilt y,, = Az, fir ein x,, € H. Nach (b) gilt

|xn — 2w < ¢! | Az, — Az, || = ¢! Y — Ym|| — 0 fiir n,m — oo,

so dass {z,} eine Cauchy-Folge ist. Somit konvergiert auch die Folge {z,}. Setzen wir
x = lim x,, und erhalten nach der Stetigkeit von A dass

Az = lim Azx,, = limy,, =y,

woraus folgt, dass y € im A und dass im A abgeschlossen ist.

Wir beschlieBen, dass die Bedingungen (3.16) erfiillt sind und der inverse Operator
A~! existiert. Es bleibt noch zu zeigen, dass ||A7'|] < oo. In (b) setzen wir y = Az und
erhalten

ol > 4~y

Da im A = H, so ist y hier beliebig, woraus folgt ||A™!|| < ¢! < cc.
Jetzt beweisen wir die zweite Aussage:

A7 eB(H)= (A ' eB(H) und (A7) = (49"

Aus der Identitat
AAT = A7TA =T

erhalten wir nach dem Satz 3.5
T=1" = (AAY) = (A7) A°
und analog
[=A" (A"

Es folgt, dass der inverse von A* existiert und gleich (A~1)" ist, d.h. (4*)7" = (A~1)".
Daraus folgt, dass (A*)™' € B(H). =
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3.5 Spektrum eines Operators

Sei X ein normierter Vektorraum tuber C.

Definition. Fiir jeden Operator A € £ (X) definieren wir die Resolventenmenge p (A)
mit

p(A)={reC: (A=) eB(X)}.

Der Operator (A — A)™" heiBt die Resolvente von A.
Das Spektrum o (A) von A ist das Komplement von p (A) in C:

o(A) = C\p(4) =
{AeC: (A=) )~! entweder existiert nicht oder existiert aber ist unbeschréinkt } .

Sei X ein normierter Vektorraum iiber R. Um das Spektrum von A € £ (X) in diesem
Fall zu definieren, betrachten wir die Komplexifizierung von X:

Xe={z+iy:z,ye X},
die ein normierter Vektorraum tiber C ist, und den komplexifizierten Operator
Ac (z +iy) = Az +iAy fur alle z,y € X,
so dass Ac € L (X¢) (sieche Aufgaben 6, 40, 67). Dann setzen wir
o(A):=0(Ac).

Sei X wieder ein normierter Vektorraum tiber C. Es folgt aus der Definition, dass
A € p(A) genau dann gilt, wenn

e ker (A—\I)={0}
e und im(A —\) =X
e und (A — XI)~" ist beschréinkt.

Entsprechend gilt A € o (A) genau dann, wenn

e cntweder ker (A — AI) # {0}
o oder im(A —\I) # X

e oder (A — \I)~! existiert aber ist unbeschrénkt.

Definition. Gilt ker (A — AI) # {0}, so heifit A ein Eigenwert von A. Der Unterraum
ker (A — AI) von X heifit der Figenraum von A mit dem Eigenwert \. Jeder nicht-Null
Vektor v € ker (A — AI) heifit ein Figenvektor von A mit dem Eigenwert \. Die Bedingung
v € ker (A — M) ist offensichtlich dquivalent zu Av = Av. Der Wert m = dimker (A — A1)
heiit die Vielfachheit des Eigenwertes .
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Die Menge von allen Eigenwerten von A wird mit o, (A) bezeichnet und heiit das
Punktspektrum von A. Offensichtlich ist o, (A) eine Teilmenge von o (A).

Beispiel. Sei A eine n x n Matrix mit komplexwertigen Koeffizienten. Wir betrachten A
als einen Operator in C". Der Operator A — X ist invertierbar (und dann ist (A — \J)™"
automatisch beschriankt) genau dann, wenn det (A — AI) # 0, woraus folgt

A€ o (A) < det (A— M) =0,

Die Funktion A +— det (A — AI) ist ein Polynom von Grad n, das heifit das charakteristis-
che Polynom von A. Somit stimmt das Spektrum o (A) mit der Menge von den Nullstellen
des Polynoms P iiberein, und diese Menge ist nichtleer nach dem Fundamentalsatz der
Algebra.

Andererseits ist die Bedingung det (A — A\I) = 0 &quivalent zur Existenz eines Spal-
tenvektors v # 0 mit (A — M) v = 0, was bedeutet, dass A ein Eigenwert der Matrix A ist.
Insbesondere erhalten wir o, (A) = o (A). Wir werden spéter sehen, dass diese Identitét
fiir die unendlichdimensionalen Operatoren nicht unbedingt der Fall ist, d.h. o, (A) eine
echte Teilmenge von o (A) sein kann.

Beispiel. Sei K ein kompakter metrischer Raum. Betrachten wir den Banachraum X =
C (K) von stetigen komplexwertigen Funktionen auf K. Definieren wir einen Operator
A: X — X mit

Aft)=a(t) f(t) Vte K (3.17)

wobei a (t) eine gegebene stetige Funktion auf K ist. Es gilt offensichtlich
1AfI| = supa (£) f (£)] < sup|a] sup |f| = C | f]
S

wobei C' = sup |a| < co. Somit ist der Operator A beschrinkt. Wir zeigen, dass
og(A)=a(K):={a(t):t e K}. (3.18)

Fir jedes A ¢ a(K) ist die Funktion b(t) = a(t)%)\ wohldefiniert und stetig auf K.
Definieren wir den Operator B € B (X) mit

BF(6)=b(t) £ (1),
Dann gilt fiir alle f € X
(A—=X)Bf=(a—XN)bf=f und B(A=XI)f=F.

Wir beschlieflen dass
(A—M)B=B(A-\)=1
und somit B = (A — X)~", woraus folgt A ¢ o (A).
Sei A € a(K), z.B. A = a(tp) fir ein ¢ty € K. Dann gilt fiir jede Funktion f € C' (K)

(A= AI) f (t0) = (a(to) — A f () = 0.

Deshalb verschwinden an der Stelle ty alle Funktionen aus dem Bildraum im (A — A\),
woraus folgt, dass 1 ¢ im (A — AJ) und im (A — M) # X. Somit ist A — Al nicht in-
vertierbar ist, d.h. A € o (A).



3.5. SPEKTRUM EINES OPERATORS 111

Seien K = [o, ] und a eine stetige Funktion auf [« 3] die auf keinem offenen Teilin-
tervall von [a, §] Konstante ist.

o K=[ap] )

In diesem Fall gibt es keinen Eigenwert von A, d.h. ¢, (A) = 0, obwohl o (A) nichtleer
ist. In der Tat, ist A\ ein Eigenwert, so gilt fiir seine Eigenfunktion f € X \ {0}, dass
a(t) f(t) = Af (t), woraus folgt

f)#0=a(t)= A

Somit ist a (t) gleich Konstante auf der Menge {f # 0}, die nicht-leer und offen ist, und
insbesondere auf einem offenen Intervall, was im Widerspruch zur Voraussetzung steht.
Ist a (t) gleich eine Konstante A auf einem nicht-leeren offenen Intervall J C [a, 3] so
gilt
a(t) f(t)=Af(t)
fir jede Funktion f mit supp f C J so dass alle solche Funktionen die Eigenfunktionen
von A mit dem Eigenwert A sind.

k NV

An

~—

J

Satz 3.8 Seien X ein Banachraum und A € B(X). Dann ist das Spektrum o (A) eine
nichtleere abgeschlossene beschrankte Teilmenge von C.

Dass o (A) abgeschlossen und beschrénkt ist, beweist man in Aufgabe 69. Dass o (A)
nichtleer ist, nehmen wir ohne Beweis an. Wir beweisen unterhalb, dass o (A) # () im
speziellen Fall wenn A ein selbstadjungierter Operator in Hilbertraum ist (siehe Satz 3.10).

Satz 3.9 Seien H ein Hilbertraum und A € B(H). Dann gilt X € p(A) genau dann,
wenn die folgenden zwei Bedingungen erfillt sind:

(a) ker (A* —XI) = {0}

(b) ||Az — \x|| > c||z|| fir ein ¢ > 0 und alle x € H.
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Beweis. Anwendung von dem Satz 3.7 mit dem Operator B = A — Al anstatt A ergibt

Nep(Ad) e (A-N)"'eB(H)
& B e B(H)
< ker B* = {0} und ||Bz|| > c||z|| fiir ein ¢ > 0.

Da B* = (A — M)* = A* — A so erhalten wir dass A € p(A4) < (a) und (b). =

3.6 Selbstadjungierte Operatoren

Sei H ein Hilbertraum tiber C.
Definition. Ein Operator A € B(H) heifit selbstadjungiert wenn A* = A.

Aquivalente Definition: ein Operator A € B (H) ist selbstadjungiert genau dann, wenn
(Az,y) = (z, Ay) (3.19)

fir alle z,y € H. Die Operatoren, die (3.19) erfiillen, heiflen auch symmetrisch oder
Hermitesch.

Es folgt aus der Definition, dass die Menge von selbstadjungierten Operatoren ein
Unterraum von B (H) ist. Man kann zeigen, dass dieser Unterraum abgeschlossen ist und
somit auch ein Banachraum.

Beispiel. Eine n x n Matrix A = (a;;) mit reellwertigen Koeffizienten ist selbstadjungiert
als ein Operator in R" genau dann, wenn AT = A, d.h. wenn a;; = aj;, d.h. wenn A
symmetrisch ist. Eine n x n Matrix A = (a;;) mit komplexwertigen Koeffizienten ist
selbstadjungiert als Operator in C" genau dann, wenn AT = A, d.h. wenn Tji = Q.
Solche Matrizen heiflen Hermitesch.

Beispiel. Jeder orthogonale Projektor P im Hilbertraum ist selbstadjungiert, was aus
dem Satz 2.5 folgt.

Beispiel. Sei X eine beschrankte messbare Teilmenge von R". Betrachten wir den Hilber-
traum H = L? (X, )\,) den folgenden Integraloperator K : H — H:

Kf(z) = /X k(e y) £ () dhn ().

wobei der Kern k (z,y) eine der Bedingungen (3.9), (3.11) erfiillt. Unter diesen Bedin-
gungen ist K beschrankt, und K* ist auch ein Integraloperator mit dem Kern k (y, z).
Offensichtlich ist K selbstadjungiert genau dann, wenn

k(y,xz)=k(z,y). (3.20)

Ein Kern k (x,y) mit der Bedingung (3.20) heifit Hermitesch. Im Fall K = R bedeutet
(3.20) die Symmetry:

k(z,y)=k(y,z).

Im néachsten Satz beweisen wir die allgemeinen Eigenschaften von selbstadjungierten
Operatoren.
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Hauptsatz 3.10 Sei A ein beschrinkter selbstadjungierter Operator im Hilbertraum H #
{0}. Dann gilt folgendes.

1. 0 (A) CR.

2. o (4) C [ |l Il

3. Mindestens einer von den Werten ||Al|, — || Al liegt in o (A), insbesondere gilt
|Al| = max|o (A)]. (3.21)

4. Sind \, i zwei verschiedene Eigenwerte von A, so sind die Eigenrdume ker (A — \I)
und ker (A — pl) orthogonal.

Beweis. 1. Sei A = a+ i3 eine komplexe Zahl mit 5 # 0. Wir beweisen, dass A ¢ o (A),
d.h. X € p(A), was dquivalent zu

(A= X)"'eB(H).
Wir haben

A—/\]:A—al—zﬂ]:ﬁ(A_ﬁa[—il>.

Somit reicht es zu zeigen, dass i € p (%) Da der Operator Ajgo‘] selbstadjungiert ist,

so konnen wir ihn in A umbenennen. Dann reicht es zu zeigen, dass i € p (A).
Nach dem Satz 3.9 reicht es die folgenden zwei Bedingungen zu iiberpriifen:

(a) ker (A* —iI) = {0}, d.h. ker (A+il) = {0}
(b) [[Az —iz| > c||z| fiir ein ¢ > 0.
Beweis von (a). Sei x € ker (A +1il), d.h. Az +ix = 0. Daraus folgt
(Az,z) +i(x,z) =0. (3.22)

Bemerken wir, dass (z, ) reell ist und (Ax,x) auch reell ist, was aus der folgenden Iden-
titat folgt:

(Az,z) = (x, Az) = (Az, x).
Es folgt aus (3.22), dass (x,x) = 0 und somit x = 0, was beweist, dass
ker (A +14l) = {0}.
Beweis von (b). Wir haben nach (2.6)
|Az —iz||* = ||Az||* — 2Re (Az,iz) + |jiz||* .
Da (Az, z) reell ist, so haben wir Re (Azx,ixz) = 0, woraus folgt
1Az —iz|)* = || Az|* + ||z ]* = [l]|*,

so dass (b) mit ¢ = 1 erfiillt ist.

2. Beweisen wir, dass jedes A € R\ [— || 4], ||A]|] in der Resolventenmenge p (A) liegt.

Dafiir iiberpriifen wir die Bedingungen (a) und (b) von dem Satz 3.9, die fiir reellwertiges
A wie folgt aussehen:
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(a) ker (A—\I)={0}
(b) [Az = Az = cllz]-

Es ist klar, dass (b) = (a), da fiir jedes x € ker (A — AI) gilt Az — Az = 0 und dann
nach (b) auch x = 0. Die Bedingung (b) folgt aus |A| > ||A| wie folgt:

[Az = Azf| = [[Az|| = [Az]| = [A[ lz]] — [[Al <]l = (AT = [IA]) 2]l

so dass (b) mit der Konstante ¢ = |A| — ||A]| > 0 erfiillt ist.

3. Gilt ||A]| = 0, so haben wir A = 0, und A = 0 ist ein Eigenwert. Sei ||A|| > 0. Ohne
Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass ||A|| = 1. Nehmen wir das
Gegenteil an, dass die beiden Werte [|A| =1 und — ||A|| = —1 in p (A) liegen, d.h.

(A-D)""eB(H) und (A+I1)"' €eB(H).

Da
A2—T=(A+1)(A-1),

daraus folgt, dass
(A-D) "' =(A-D)"A+D) T € B(H).

Somit 1 € p (A?) und nach dem Satz 3.9 gilt den Operator A? die Bedingung (b): es gibt
ein ¢ > 0 so dass fiir alle v € H

A%z — || > c||z|. (3.23)
Andererseits haben wir
| A%z — :10”2 = HA%HQ — 2Re (A%z,z) + [E (3.24)

Da A = A*, so gilt
(A%z,2) = (Az, Az) = || Az|?.

Da ||A|| = 1, so haben wir ||A?|| < 1 und somit
|A%z|| < ||z (3.25)
Es folgt aus (3.23), (3.24), (3.25), dass
Elelf® = || 4% o
2

= || %" — 2| Az|* + |||

< lll® — 2| Az]* + |l

=2 |j* — 2| Az||*.

Somit erhalten wir
2[|Az|* < (2= &) |||

und
[Az|* < (1= c2/2) |||,
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woraus folgt

A
ja = swp Mo TmEm

sem\{o} |zl T

was im Widerspruch zu ||A]| = 1 steht.
4. Wir wissen schon, dass A und g reell sind. Wir miissen beweisen, dass fiir alle
x € ker (A — AI) und y € ker (A — pul) gilt x Ly, vorausgesetzt A # u. Wir haben

(Az,y) = (\z,y) = A (2,9)

und
(Az,y) = (z, Ay) = (z, py) = p (2, y),
da p € R. Somit erhalten wir
Az,y) = p(,y),
woraus (z,y) = 0 folgt, da A # p. m

Bemerkung. Es folgt aus dem Satz 3.10, dass das Spektrum o (A) nicht leer ist (vo-
rausgesetzt H # {0}). Erinnern wir uns, dass sogar die Existenz eines Eigenwertes einer
Matrix nicht-trivial ist und aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgt.

Beweisen wir mit Hilfe von dem Satz 3.10 die folgende Aussage, die aus Linearer
Algebra bekannt ist:

fur jeden selbstadjungierten Operator A im Hilbertraum H einer endlichen Dimension
n € N gibt es eine Orthogonalbasis in H, die aus den Eigenvektoren von A besteht.

Der Beweis erfolgt per Induktion nach n. Der Induktionsanfang fiir n = 1 ist trivial.
Fiir Induktionsschritt von < n nach n, wahlen wir einen Eigenwert A von A, z.B., A = || A]|
oder A = —||A4||, und betrachten den Eigenraum K = ker (A — AI). Der Unterraum
K% ist A-invariant (siehe Aufgabe 70). Da dim K+ < n so beschlielen wir nach der
Induktionsvoraussetzung, dass es in K+ eine Orthogonalbasis aus den Eigenvektoren von
A gibt. In K gibt es auch eine Orthogonalbasis aus den Eigenvektoren von A, da alle
nicht-Null Elemente von K Eigenvektoren von A sind. Die Vereinigung zweier Basen in
K und in K+ liefert eine Orthogonalbasis in H, die aus den Eigenvektoren von A besteht.
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3.7 Kompakte Operatoren

Sei X ein Banachraum tiber K.

Definition. Eine Teilmenge M von X heifit prdkompakt (oder relativ kompakt), wenn
der Abschluss M kompakt ist.

Es gibt verschiedene dquivalente Definitionen von Priakompaktheit:

1. M ist prakompakt genau dann, wenn jede Folge von Elementen aus M eine konver-
gente Teilfolge enthélt (aber der Grenzwert soll nicht unbedingt in M liegen).
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2. M ist prakompakt genau dann, wenn M totalbeschrankt ist, d.h. fir jedes € > 0
existiert eine endliche Folge {uy}r_, in X so dass

Vee M Jk=1,.,N mit ||z —ugl <e. (3.26)
Die Folge uy, ..., uy mit dieser Eigenschaft heifit ein - Netz von M.

Die Bedingung (3.26) bedeutet, dass die Vereinigung von den Kugeln B (uy,e) die
Menge M tiberdeckt.

Es folgt aus der Definition, dass jede Teilmenge der prakompakten Menge ist prakompakt.
Jede priakompakte Teilmenge M ist immer beschriankt, da sonst es eine Folge {x,} C M
mit ||z, || — oo gibt, die somit keine konvergente Teilfolge enthilt.

In endlichdimensionalen Raumen gilt auch die Umkehrung: jede beschrankte Teil-
menge ist priakompakt (Satz von Bolzano-Weierstral), aber im unendlichdimensionalen
Raum gilt diese Aussage nicht.

Beispiel. Sei X ein unendlichdimensionaler Hilbertraum. Beweisen wir, dass die Einheit-
skugel
Q={reX: |z <1}

nicht prakompakt ist, obwohl ) beschrankt ist. Da dim X = oo, so gibt es eine orthonor-
male Folge {x,} -, in X (man bildet diese Folge per Induktion). Dann liegen alle z,, in
Q. Allerdings enthilt die Folge {z,} keine konvergente Teilfolge, da fiir alle n # m gilt

|20 = zll” = llall® + lowll® = 2,

woraus folgt, dass keine Teilfolge von {z,} eine Cauchy-Folge ist.

Erinnern wir uns daran, dass ein Operator A € £ (X) beschrinkt genau dann ist,
wenn fiir ein C' > 0 und alle z € X gilt

[Az]| < C 2] .
Die Beschranktheit von A ist dquivalent zu jeder der folgenden Bedingungen:

1. die Bildmenge A (Q) ist beschrinkt;

2. die Bildmenge A (M) ist beschrankt fiir beliebige beschrénkte Teilmenge M C X.
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Definition. Ein Operator A € £ (X) heiBt kompakt, wenn die Bildmenge A (M) fiir
beliebige beschrankte Teilmenge M C X prakompakt ist.

Satz 3.11 Sei Ae L(X).

(i) A ist kompakt genau dann, wenn die Bildmenge A (Q) der Kugel Q prdkompakt ist.

(ii) A ist kompakt genau dann, wenn fir jede beschrankte Folge {x,} aus X die Folge
{Ax,} eine konvergente Teilfolge hat.

(iii) Ist A kompakt so ist A auch beschrinkt.

Beweis. (i) Ist A kompakt dann ist A (Q)) prékompakt da @) beschrénkt ist. Beweisen
wir die Umkehrung <. Fiir jedes r > 0 bezeichnen wir

Qr={reX |z <r}.

Ist A (Q) prakompakt so ist auch A (Q,) = rA(Q) prakompakt fiir jedes r > 0. Da jede
beschrankte Menge M in einer Kugel @, liegt, so ist A (M) eine Teilmenge von A (Q,)
und somit prakompakt, woraus folgt, dass A kompakt ist.

(i) Sei A kompakt. Ist {x,} eine beschrinkte Folge so ist M = {x,} eine beschrankt
Menge und somit A (M) = {Ax,} prakompakt ist. Somit hat die Folge {Ax,} eine
konvergente Teilfolge.

Fiir die Umkehrung < beweisen wir, dass A (M) fiir jede beschriankte Teilmenge M
prakompakt ist, Sei {y,} eine Folge aus A (M). Dann gibt es z,, € M mit Az, = y,.
Die Folge {x,} ist beschrénkt, woraus folgt dass die Folge {y,} eine konvergente Teilfolge
hat. Somit ist A (M) prakompakt und A ist kompakt.

(iii) Da A (Q) prakompakt ist, so ist A (Q)) beschrénkt, woraus folgt, dass A beschréankt
ist. m

Beispiel. Ein Operator A € B (X) heiit endlichdimensional, wenn dimim A < oo. Fiir
endlichdimensionalen Operator A ist A (Q) eine beschrankte Teilmenge vom endlichdi-
mensionalen Unterraum im A und somit ist A () prikompakt. Daraus folgt, dass A
kompakt ist.

Beispiel. Der identische Operator I im unendlichdimensionalen Hilbertraum H ist nie
kompakt, da I (Q)) = @ nicht prakompakt ist.

Beispiel. Sei P ein orthogonaler Projektor im Hilbertraum H auf den abgeschlossenen
Unterraum U = im P. Ist U endlichdimensional, so wissen wir schon, dass P kompakt
ist. Ist U unendlichdimensional, so ist P nicht kompakt, da fiir die Einheitskugel () von
U gilt P(Q) = @ und @ nicht prékompakt ist.

Die Menge von kompakten Operatoren wird mit K (X) bezeichnet, so dass K (X) C
B(X).

Satz 3.12 Ist X ein Banachraum so ist IC (X)) ein abgeschlossener Unterraum von B (X).

Dariiber hinaus ist K (X) ein Ideal der Algebra B(X), d.h. fiir alle A € B(X) und
C € K(X) sind die Operatoren AC' und C'A kompakt (siche Aufgabe 71). Man kann
auch zeigen, dass im Hilbertraum die Menge von endlichdimensionalen Operatoren dicht

in IC(X) liegt (siche Aufgabe 72).
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Beweis. Seien A und B kompakte Operatoren in X. Um zu beweisen, dass A + B
auch kompakt ist, zeigen wir, dass (A + B) (Q) prakompakt ist, d.h. totalbeschrénkt,
vorausgesetzt, dass A (Q) und B (Q) totalbeschrénkt sind. Seien {uy} ein e-Netz von
A(Q) und {v;} ein e-Netz von B (Q).

Zeigen wir, dass die Doppelfolge {uy + v} ein 2e-Netz in (A + B) (Q) ist.

X
= (A+B)x
° ,

wtv,

Axe
U@
" eBx

R
N

Fiir jedes y € (A+ B) (Q) gilt
y=(A+ B)x = Ax + Bz fiir ein z € Q.
Dann gilt fiir einige k£ und [
|Az — ug|| <& und ||Bx — v <e,
woraus folgt
ly — (ue +0)|| = ||Az + Bz — uj, — v)|| < || Az — ug| + || Bz — vy < 2e.
Somit ist die Folge {uy + v;} ein 2e-Netz in (A + B) (Q), woraus folgt, dass (A + B) (Q)

totalbeschrankt ist.

Analog zeigt man, dass aA fiir jedes o € K kompakt ist. Somit ist I (X) ein Unter-
raum von B (X).

Jetzt beweisen wir, dass K (X) abgeschlossen ist. Sei {A,} 7 | eine Folge von kompak-
ten Operatoren in X. Nehmen wir an, dass A,, — A € B (X) beziiglich der Operatornorm,
und beweisen dass A auch kompakt ist. Dafiir zeigen wir, dass A (Q) totalbeschrankt ist.
Fiir jedes € > 0 gibt es einen Operator A,, mit

|A— Al <e.

Sei {uy} ein e-Netz von A, (Q). Zeigen wir, dass {uy} ein 2e-Netz von A (Q) ist. Fiir
jedes y € A(Q) gilt y = Az fiir ein z € Q.
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’y:Ax

j<e
Yn=A,x e
)

R

Da y, := A,z in A, (Q) liegt, so gibt es ein u; mit ||y, — ux|| < &, woraus folgt

ly —uell < Nly — ynll + lyn — usl|
< (A=A x| +¢
< JJA= A, |l ||=]| + & < 2e.

Somit ist {uy} ein 2e-Netz von A (Q). m

Beispiel. Gegeben sei eine beschrénkte Folge {ay};—, von reellen (bzw komplexen)
Zahlen. Betrachten wir den folgenden Operator A in I? (bzw [2): fir @ = {&p},y
setzen wir

Ar = {ap®i ey = {0021, 02g, . gy, -}

Da
1Az]; = fagael* < sup ag|* [|z])5 < oo,
keN k

so liegt Az in [2, A ist ein Operator in [? und es gilt
| Al < sup |ay| < oc. (3.27)
k

Somit haben wir A € B (I?).
Bemerken wir, dass die Elemente

n

~

e, ={0,0,...,1,0,0,...}
von Standardbasis in [? die Eigenvektoren von A mit den Eigenwerten c, sind:
Ae, = a,e,.

Beweisen wir folgendes: gilt a,,, — 0 so ist A kompakt, d.h. A € K (1?) . Dafiir betrachten
wir fiir jedes n € N den folgenden Operator A, in [?:

Apr = {1z, .y a1y, 0,0, .0}

Da im A,, C span{ey,...,e,}, so ist der Operator A,, endlichdimensional und somit kom-
pakt. Wir haben
(A—A,) 2z ={0,...0, 0 1Tpi1, ooy Oy .. )



120 CHAPTER 3. LINEARE OPERATOREN IM HILBERTRAUM

so dass nach (3.27) gilt
JA— Al < sup ).
k>n+1

Die Voraussetzung «,, — 0 impliziert supy-,; |ox| — 0 fiir n — oo, woraus folgt, dass
| A, — Al — 0. Somit ist A auch kompakt.

Die Bedingung «,, — 0 ist nicht nur hinreichend fiir die Kompaktheit von A aber auch
notwendig, was man aus dem folgenden Lemma sieht.

Lemma 3.13 Sei H ein Hilbertraum und A € K (H). Sei {v,} -, eine orthonormale
Folge von Figenvektoren von A mit den FEigenwerten «,, d.h. Av, = «a,v,. Dann gilt
a, — 0 firn — oo.

Beweis. Nehmen wir das Gegenteil an, dass a,, / 0. Dann existiert ein € > 0 und eine
Teilfolge {ay,, } mit |a,, | > ¢ fiir alle k. Wir kénnen {a,, } in {o,} umbenennen und somit
annehmen, dass |a,,| > € fiir alle n. Da A kompakt ist und die Folge {v,} beschrankt ist,
so hat die Folge {Av,} eine konvergente Teilfolge.

Andererseits, da v, Lv, fir n # m, so erhalten wir

||Avn - AUmH2 = Hanvn - O‘mUmH2 = ’O‘n‘2 HUnH2 + |O‘m‘2 HUmH2 > 2€%.

Somit kann die Folge {Av,} keine Cauchy Teilfolge enthalten, was im Widerspruch zur
Voraussetzung steht. m

Der folgende Satz liefert ein wichtiges Beispiel von kompakten Operatoren.

Satz 3.14 Sei X eine beschrankte messbare Teilmenge von R™. Sei k(x,y) eine messbare
Funktion auf X x X mit

/X k()P D (229) < o (3.28)

Dann ist der Integraloperator

Kf(z) = /X k() f(y)dAs ()

ein kompakter Operator in L? (X, \,).

Beweis. Nach dem Satz 3.3 ist K ein beschrankter Operator in L? (X, \,,) . Um zu zeigen,
dass K kompakt ist, werden wir K mit endlichdimensionalen Operatoren approximieren.
Dafiir wéhlen wir zuerst eine Orthonormalbasis {u;},.y im Hilbertraum L? (X, ),) die
nach dem Korollar 2.26 existiert. Nach dem Satz 2.25 erhalten wir die Orthonormalbasis

{uq () uy (y)}i,jeN
im Hilbertraum L? (X x X, \y,). Wir stellen diese Doppelfolge dar als eine Folge

{wn, (z, y)}mEN )

wobei
W (2, ) = ;i () u; (y) (3.29)
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fir einige 7, 5. Da k € L? (X x X, \y,), so gilt eine Darstellung von & in der Basis {w,, }:
k (I‘, y) - Z—l CmWm (Ia y)

mit Koeffizienten ¢,,. Nach der Parsevalschen Gleichung haben wir

I = 3 Jeul?.
Da nach dem Satz 3.3 gilt [|[K|| < ||kl 12(xxx ,,) SO erhalten wir
1K< 3 feal”. (3:30)
Betrachten wir fiir jedes N € N den Integraloperator Ky mit dem Kern

kv (2,y) = mé Cn W (T,Y) (3.31)

d.h.
mezémmwmwm»

Der Operator K — K hat den Kern

o

k(l’,y)—k]v (l‘,y): Z Cm W (xay)a

m=N+1
und es folgt aus (3.30) dass
1K= Kxl*< > Jeml* =0 fiir N — oo,
m=N-+1

so dass Ky — K beziiglich der Operatornorm.
Nach dem Satz 3.12 reicht es zu beweisen, dass Ky kompakt ist. Dafiir betrachten
wir die Integraloperatoren mit den Kernen w,, (x,y):

MMMZAWMMMMM@,

und bemerken, dass K nach (3.31) eine endliche lineare Kombination von W, ist:

N
KN == Z Cme.

m=1

Nach dem Satz 3.12 reicht es zu beweisen, dass jeder Operator W,, kompakt ist. Aus
(3.29) erhalten wir, dass fiir einige 1, 7,

WJ@=AW@%@f@MmWWWM>

wobei ¢ = [, u; (y) f (y) dA, (y) . Wir sehen, dass W, f immer ein Vielfache von w; ist, so
dass dimim W, = 1. Somit ist der Operator W,, kompakt, was zu beweisen war. m

Ist der Kern k (z,y) zusétzlich Hermitesch, so erhalten wir, dass der Integraloperator
K selbstadjungiert und kompakt ist.
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3.8 Satz von Hilbert-Schmidt

We haben oberhalb schon bemerkt, dass es fiir jeden selbstadjungierten Operator A im
endlichdimensionalen Hilbertraum H eine Orthogonalbasis in H gibt die aus den Eigen-
vektoren von A besteht. Diese Aussage heifit Diagonalisierung von A da die Matrix von
A in dieser Basis diagonal ist.

Der néchste Satz besagt die Diagonalisierung von selbstadjungierten kompakten Op-
eratoren in allgemeinen Hilbertraumen.

Hauptsatz 3.15 (Satz von Hilbert-Schmidt) Sei A ein kompakter selbstadjungierter Op-
erator im Hilbertraum H. Dann gilt folgendes.

1. Jedes X € o (A) \ {0} ist ein Eigenwert von A mit endlicher Vielfachheit.

2. Die Menge von allen unterschiedlichen nicht-Null Eigenwerten von A ist hochstens
abzdhlbar und somit lasst sich als eine Folge {)‘n}gﬂ nummerieren wobei N € N U
{o0}. Im Fall N = o0 gilt A\, — 0 fiir n — 0.

3. (Spektralzerlegung) Bezeichnen wir
K, =ker(A—\,1) fir n>1und K= ker A.

Dann sind die Unterraume {K,},—, zueinander orthogonal, und es gilt fir alle

reH
N
r=Y Pgx (3.32)
n=0
und
N
Az = APk, (3.33)
n=1

4. (Diagonalisierung) Ist Ko (oder H) separabel, so gibt es eine Orthogonalbasis in H
die aus den Eigenvektoren von A besteht.
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Die Identitaten (3.32) und (3.33) lassen sich wie folgt umschreiben:

N
I=2 P,
n=0

und

N
A=>"\Pr,, (3.34)
n=1

wobei im Fall N = oo die Konvergenz der Reihen punktweise ist, d.h. die starke Konver-
genz von Operatoren. Allerdings gilt in (3.34) sogar die Konvergenz in der Operatornorm
— siehe Aufgabe 65.
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Die Identitdt (3.34) bedeutet folgendes: jeder kompakte selbstadjungierte Operator
ist eine (endliche oder abzéhlbare) lineare Kombination von endlichdimensionalen Pro-
jektoren Py, mit zueinander orthogonalen K, und mit den Koeffizienten A, — 0.

Die Umkehrung gilt auch: fiir jede Folge { K}, von zueinander orthogonalen endlichdi-
mensionalen Unterrdumen und fiir jede Nullfolge {\,}, -, von reellen Zahlen, konvergiert
die rechte Seite von (3.34) in der Operatornorm, und die Summe A ist ein kompakter selb-
stadjungierter Operator (siche Aufgaben 73, 74). Die Darstellung (3.34) von kompakten
selbstadjungierten Operatoren heift Spektralzerlegung.

Fiir den Beweis des Hauptsatzes 3.15 brauchen wir das folgende Lemma.

Lemma 3.16 Sei {K,}._, eine (endliche oder abzihlbare) Folge von abgeschlossenen
zuetnander orthogonalen Unterraumen von H. Betrachten wir den Unterraum

N
U= K, =span {K,}_, .

n=1

Dann fiir jedes x € U gilt

N
r=Y Pz (3.35)
n=1

Der Ausdruck @2[:1 K, heilt die direkte Summe der Unterraume I,.

Beweis. Fixieren wir ein x € H and setzen
xn, = Pk, x,

so dass die Folge {x,} orthogonal ist.

K;

Projektionen z,, von x auf K,

Beweisen wir zunéchst, dass im Fall N = oo die Reihe )7 | x,, konvergent ist. Ohne
Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass alle x,, # 0. Setzen wir

Tn

2]

€n —
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so dass {e,} eine orthonormale Folge ist. Nach der Besselschen Ungleichung gilt

oo
le(wjen)l2 <l
n=

Da

1 1 1 1
(z,en) = (@, 2) = (@, Pre,wn) = 57— (P, 0, 0n) = |zall” = llal
llzall [EA] (el [lall

so erhalten wir

2 lzall* < fll|* < o0 (3.36)
(siehe auch die Aufgabe 54). Nach dem Lemma 2.10 ist die Rethe > 7 @, = > 7, ||z €,

konvergent.
Jetzt beweisen wir (3.35) fiir alle z € U, was dquivalent zu

r = iv: Ty (3.37)

ist. Dafir setzen wir

und erhalten fiir jedes n < N

N

m=1

N
=Tn — Z PKnxm

m=1

:xn_xn:()u

Lp, M =N,

P, wm = { 0, m#n.

Somit gilt y L K, fir alle n, woraus folgt, dass yLU. Da auch y € U, so erhalten wir
y = 0, woraus (3.37) folgt. m

Beweis von dem Satz 3.15. Der Beweis besteht aus 4 Teilen.
Teil 1. Sei A € R. Nach dem Satz 3.9 ist die Bedingung A € p (A) dquivalent zu den
folgenden zwei Bedingungen:

(a) ker (A* — A1) = {0}
(b) [|[Ax — Az|| > ¢||z|| fiir ein ¢ > 0 und alle z € H.
In unserem Fall haben wir A* = A und X\ = \, so dass (a) dquivalent zu
ker (A — \I) = {0}
ist, was offensichtlich aus (b) folgt. Somit gilt
Aep(A) & (D).
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Da die Bedingung (b) dquivalent zu
inf ||A— x| >0

[lz]l=1
ist, so folgt es daraus, dass

Aeo(A) & Hiﬂlfl | Az — Az|| = 0. (3.38)
Jetzt beweisen wir, dass jedes A € o (A) \ {0} ein Eigenwert von A ist. Nach dem Satz
3.10 ist A reell. Nach (3.38) existiert eine Folge {z,} -, von Vektoren mit ||z,| =1 und

|Az,, — Az,|| — 0 fiir n — oo.

Da A kompakt ist und die Folge {z,} beschrinkt ist, so hat die Folge {Az,} eine konver-
gente Teilfolge. So, wir konnen annehmen, dass die ganze Folge {Az,} konvergiert, und
setzen

y = lim Ax,.

Da
lim (Az, — Az,) =0

n—oo

und A # 0. so folgt es daraus, dass {z,} auch konvergent ist und

lim Az, =vy.

n—oo

Insbesondere gilt ||ly|| = |A| # 0. Es folgt auch
Ay = lim A (\x,) =\ lim (Ax,) = \y

n—oo n—oo

so dass y ein Eigenvektor mit dem Eigenwert A ist. Insbesondere ist A ein Eigenwert von

A.
Beweisen wir jetzt, dass die Vielfachheit von A endlich ist. Gilt

dimker (A — \I) = oo,

so existiert im Unterraum ker (A — AI) eine orthonormale Folge {v,} -, . Fiir alle n haben
wir Av, = a,v, mit o, = A. Nach dem Lemma 3.13 muss die Folge {c,} gegen 0
konvergieren, was nicht der Fall ist. Somit gilt

dimker (A — /) < oo,

was zu beweisen war.

Teil 2. Beweisen wir, dass fiir jedes € > 0 die Menge o (A) \ [—¢, €] endlich ist. Ist
diese Menge unendlich, so existiert eine Folge {a,} -, von verschiedenen Eigenwerten
von A mit |ay,| > €. Sei v, ein Eigenvektor von «,, mit ||v,|| = 1. Nach dem Satz 3.10
ist die Folge {v,} orthogonal. Nach Lemma 3.13 beschlieen wir, dass a;,, — 0, was im
Widerspruch zu |a,| > € steht.

Da jede Menge o (A) \ [—1, 1] fiir jedes k € N endlich ist und

(N0} = U (e [-44])

k=1
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so erhalten wir, dass die Menge o (A) \ {0} hochstens abzdhlbar ist und somit sich num-
merieren lasst.

o(A4)\ [-l/k, l//\»]

A

————a—————'——&———+———————+———————+——&:30—&——o—a———»
Uk 0 Lk R

Bezeichnen wir mit {/\n}fj:1 die Folge von allen Elementen von o (A) \ {0}, d.h. von
allen nicht-Null Eigenwerten von A. Im Fall N = oo beschlieen wir nach dem Lemma
3.13, dass A\, — 0 fiir n — oo.

Teil 3. Sei {An}gzl die Folge von allen nicht-Null Eigenwerten von A, wie oberhalb,
und bezeichnen wir

K, =ker (A—\,1).

Setzen wir auch A\g = 0 und Ky, = ker A (ist Ay = 0 ein Eigenwert von A so ist K
der Eigenraum von Ao, sonst Ky = {0}). Nach dem Satz 3.10 sind die Unterrdume K,
zueinander orthogonal. Setzen wir

N
U=@ K, =span {K,}°, . (3.39)
n=0

Nach dem Lemma 3.16 gilt fiir alle x € U

N
r=> Pgx (3.40)
n=0
woraus folgt
N N
Ar = > A(Pg,x)=> MNPk, x
n=0 n=0
und somit v
Ax = > A\, Py, x, (3.41)
n=1

wobei wir benutzt haben, dass Ay = 0. Aus (3.40) und (3.41) erhalten wir die Identitaten
(3.32) und (3.33) fiir alle x € U. Es bleibt zu beweisen, dass U = H.
Da Py, x € K,, so folgt aus (3.41), dass

zelU= Az cU.

Somit ist der Unterraum U invariant beziglich A, d.h. AU C U. Da U ein abgeschlossener
Unterraum ist, so ist die Aussage U = H dquivalent zu U+ = {0}. Nehmen wir das
Gegenteil an, dass U+ # {0}, und fiihren die Annahme zum Widerspruch. Nach

Zeigen wir zuerst, dass der Unterraum U+ auch invariant beziiglich A ist, d.h.

ye U+ = Ay e Ut (3.42)
In der Tat erhalten wir fiir y € Ut, dass y L AU (da AU C U) d.h.
VeeU (y,Az) =0
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woraus folgt
Vee U (Ay,x)=0;

daher Ay Lz fiir alle z € U und Ay € U™, was beweist (3.42) (siehe auch Aufgabe 70).

Betrachten wir den Operator B = A|;1 im Hilbertraum U~. Offensichtlich B ist auch
selbstadjungiert und kompakt (die Eigenschaften Selbstadjungiertheit und Kompaktheit
bewahren sich unter Einschréinkung auf einen Unterraum).

Gilt B = 0, so ist A = 0 ein Eigenwert mit dem Eigenraum U~ (da nach Voraussetzung
U=+ # {0}).

Gilt B # 0, so enthélt o (B) nach dem Satz 3.10 ein nicht-Null Element (||B|| oder
— || B||), und nach dem Teil 1 ist dieses Element von o (B) ein Eigenwert. Somit gibt es
immer einen Eigenvektor v € Ut von B. Dann ist v auch ein Eigenvektor von A, was
ein Widerspruch ist, da nach der Definition von U alle Eigenvektoren von A in U liegen,
wihrend v € U+,

Damit beschliefen wir, dass U = H, und die Identitét (3.40) gilt fiir alle + € H.
Daraus folgt, dass auch 3.41 fiir alle x € H gilt, was zu beweisen war.

Teil 4. Jeder Unterraum K, = ker (A — A\, 1), n > 0, ist abgeschlossen, so dass jeder
K, selbst ein Hilbertraum ist.

Der Raum K| ist separabel nach der Voraussetzung, und nach dem Satz 2.12 gibt es
in Ky eine Orthonormalbasis, endlich oder abzihlbar.

Jeder Raum K, mit n > 1 ist endlichdimensional, so dass es in K, auch eine Or-
thonormalbasis gibt.

Die Vereinigung von den Orthonormalbasen aus allen K,, n > 0, ist hochstens
abzéhlbar. Bezeichnen wir diese Vereinigung mit {e;}. Dann ist {e;} eine orthonormale
Folge (da die Rdume K, zueinander orthogonal sind), und nach dem Teil 3 gilt

N
span{ey} =span{K,} = P K, = H.
n=0

Somit ist {ex} eine Orthonormalbasis in H. Es bleibt nur zu bemerken, dass jedes ey in
einem Eigenraum von A liegt, so dass e, ein Eigenvektor von A ist. m

3.9 Randwertproblem und Greenscher Operator

Betrachten wir auf einem Intervall [a, b] den Differentialoperator
Lu = — (pu') + qu, (3.43)

zweiter Ordnung, wobei p € Cl[a,b] und ¢ € C'[a,b] gegebene Funktionen sind. Wir
werden immer annehmen dass p > 0 und ¢ > 0 auf [a,b]. Zum Beispiel, im Fall p = 1
und ¢ = 0 gilt Lu = —u".

Betrachten wir die Differentialgleichung Lu = f wobei f € C'la,b] eine gegebene
Funktion ist und u € C?[a,b] unbekannt ist. Allerdings bestimmt diese Gleichung die
Funktion w nicht eindeutig: um die Eindeutigkeit von u zu sichern braucht man zusatzliche
Anfangs- oder Randbedingungen.

Betrachten wir das folgende Randwertproblem

{Lnam=t (341



128 CHAPTER 3. LINEARE OPERATOREN IM HILBERTRAUM

15.06.22 Vorlesung 19

Satz 3.17 Unter den Bedingungen p > 0 und q > 0 hat das Randwertproblem (3.44) fiir
jedes f € Cla,b] genau eine eindeutige Losung u € C? [a, b].

Beweis. Zuerst beweisen wir die folgende Aussage: fiir alle Funktionen u € C? [a, b] und
v € C} [a,b] gilt die Identitét

b
(Lu,v) = / (pu'v' + quv) dx |, (3.45)

wobei (-, -) das Skalarprodukt in L? [a,b] bezeichnet. In der Tat ergibt die partielle Inte-
gration

b b
(Lu,v) = / (= (pu') v + quv) dz = [—pu'v] + / (pu'v" + quv) de,

woraus (3.45) folgt, da [—pu'v]’ = 0. Die Identitit (3.45) impliziert insbesondere die
Symmetrie des Ausdrucks (Lu,v): fiir alle u,v € CZ [a, b] gilt

(Lu,v) = (u, Lv) . (3.46)

Mit Hilfe von (3.45) beweisen wir die Eindeutigkeit der Losung von (3.44). Gibt es
zwei Losungen u; und uy von (3.44), so setzen wir v = u; — ug so dass v das folgende
Randwertproblem erfiillt:

{ Lv=0 . (3.47)

v(a)=v(b)=0
Nach (3.45) gilt

0= (Lv,v) = /ab <p (W) + qv2> dr. (3.48)

Da p > 0 und ¢ > 0, so folgt es aus (3.48), dass v = 0 und somit v = 0, was zu beweisen
war.

Jetzt beweisen wir die Existenz der Losung von (3.44). Dafiir betrachten wir zwei
Anfangswertprobleme:

Lulzf d LUQZO
uy (@) =0, uj(a) =1 . ug (a) =0, uh(a) =1

[Z]]

ﬁ
L

~a b

19\ 4

Nach dem Satz von Picard-Lindelof fiir lineare DGLen haben diese Probleme die Losingen
uy und uy auf dem ganzen Intervall [a, b]. Fiir jedes ¢ € R erfiillt die Funktion

U = U + ClUg
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die Gleichung Lu = f und die Bedingung u (a) = 0. Wahlen wir ¢ so dass auch u (b) = 0,

d.h.
_ui(b)
uz (b)’
was moglich ist, da ug (b) # 0. In der Tat, im Fall uy (b) = 0 18st us das Randwertproblem

(3.47), und somit erhalten wir nach der Eindeutigkeit, dass us = 0 was im Widerspruch
zu uy (a) = 1 steht. Somit erhalten wir eine Losung u von (3.44). =

Bemerkung. Im Fall ¢ < 0 gilt die Aussage des Satzes 3.17 nicht. Zum Beispiel, seien
g=—1,p=1und [a,b] = [0,7]. Dann ist das Randwertproblem (3.44) dquivalent zu

u’ +u= f
{ u(0) = u(r) = 0. (3.49)

Fir f = 0 hat dieses Problem eine nicht-Null Lésung w () = sinz so dass die Ein-
deutigkeit nicht erfiillt ist. Die Existenz ist auch nicht immer der Fall. Z.B. zeigen wir,
dass es fiir die Funktion f (z) = sinz keine Losung von (3.49) gibt. In der Tat, ist u eine
Lésung so erhalten wir nach (3.46) dass

/ﬂ(U”JrU)fdw: (Lu, f) = (u, Lf) =/W<f”+f>udx:o7
0 0

wihrend nach (3.49)
/ (u”—l—u)fdx:/ fidz > 0.
0 0

Im Gegenteil dazu hat das Anfangswertproblem eine eindeutige Losung unabhéngig vom
Vorzeichen von gq.

Unter den Voraussetzungen des Satzes 3.17 erhalten wir einen Operator

K :Cla,b] — Cla,b]
Kf=u,

wobei u die eindeutige Losung von (3.44) ist. Offensichtlich ist der Operator K linear.
Definition. Der Operator K heifit der Greensche Operator des Randwertproblems (3.44).

Wie wir unterhalb beweisen, der Greensche Operator K lasst sich zu einen kompakten
selbstadjungierten Operator in L? [a,b] erweitern.

Beispiel. Bestimmen wir den Greenschen Operator K fiir den Fall Lu = —u” (d.h. p=1
und ¢ = 0) und [a,b] = [0, 1], d.h. fiir das Randwertproblem

' = f
{ w(0) = u(l) =0 (3.50)

Wir haben fiir jedes = € [0, 1]
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wobei C' = ' (0), und

u(x):u(0)+/oxu'(z)dz:—/: (/Ozf(y)dy) dz + Cx.

Nach dem Satz von Fubini gilt

/ox (/of ) dy) dz = /Ox (/Ox Liy<zyf (y) dy) dz

- / Loyeurf () dha (. 2)
[0,x] x[0,z]

_ /0 ( /Oxl{ygz}ﬂy)dz) dy
:/Oxf(y) (/jdz)dy

:/Ox(w—y)f(y)dy,
woraus folgt .
w@ = [ w=a) s @) dy+Ca

Wir wihlen jetzt C' um die Randbedingung u (1) = 0 zu erfiillen:

1
0=u()= [ w-DswdyC
so dass .
C = 1— dy.
[ a-nrwa
Es folgt, dass

wobel

y—xy, x2y

k;(x7y):1{y§x}(y—x)+$—l’y:{ rT—xy, T<Y

= min (z,y) — xy.

Somit erhalten wir, dass
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d.h. der Greensche Operator K ein Integraloperator mit dem Kern k(x,y) ist. Der
Operator K mit dem Kern k ldsst sich als ein Operator in L? [0, 1] betrachten. Nach dem
Satz 3.14 ist der Operator K kompakt. Da der Kern k (z,y) symmetrisch ist, so ist K
auch selbstadjungiert.

Die Funktion k (z,y) heit die Greensche Funktion des Randwertproblems (3.50).
Diese Funktion wird auf den Bildern gezeigt:

k(x.y) o2t

0.1 T

i
[
[
[
[
[
[
[
[
[
0.0 I
y

.
t d

0.0 0.5 1.0
X

Die Greensche Funktion & (z,y) = min (z,y) — zy als eine Funktion von x

Die Greensche Funktion & (z,y) = min (z,y) — zy

Beispiel. Im Fall
Lu = — (pu')

(und somit ¢ = 0) lasst sich die Greensche Funktion auf [a,b] analog bestimmen:

k(z,y) = min (v (z),v (y)) - TR (3.51)

v(x):/axz%.

Fiir den Beweis von Kompaktheit und Selbstadjungiertheit von K im allgemeinen Fall
brauchen wir zwei Lemmas.

wobel
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Lemma 3.18 (A-priori-Abschéitzung) Fir jede Funktion f € C'[a,b] und fiir die Losung

u von (3.44) gilt die Ungleichung

S[ug]JIUI <C| £l (3.52)

mit einer Konstante C' die von p,a,b bestimmt wird.

Man kann (3.52) in Bezug auf den Greenschen Operator wie folgt umschreiben:

sup [KfI<CIfly- (3.53)

Beweis. Beweisen wir zuerst, dass

sup [u(2)]* < e[ fll; [lull, (3.54)

z€[a,b]

mit einer Konstante c. Es folgt aus (3.44) und (3.45) dass

() = (L) = [ (o ) dy > / )y, (355)

wobei wir benutzt haben dass ¢ > 0. Andererseits erhalten wir nach der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung, dass fiir alle = € [a, 0]

ot ([ sa) = ([ )
([ 30) ([ o)
< (/ab%dy> </abp(U')2dy> = C/pr(U')Qdy, (3.56)
¢ = / b%.
Es folgt aus (3.55) und (3.56) dass
u(@)® <e(fiu) <e|fllyllul,, (3.57)

wobel

woraus (3.54) folgt.
Es folgt aus (3.57), dass

b b
5 :/ u(z)dz S/ cllflly lully dz = (b= a) e[ flly [lully,
und somit
[ully < (0= a)el[f]l,- (3.58)
Einsetzen von (3.58) in (3.54) ergibt

2 2
sup [u (@)[* < el flly lully < ¢ (b —=a) [I£]5,
z€(a,

woraus (3.52) mit C' = ¢v/b — a folgt. =
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Lemma 3.19 Sei K : C'[a,b] — C'la,b] ein linearer Operator mit der folgenden Eigen-
schaft: es gibt eine Konstante C so dass fiir jedes f € C'la,b] gilt

sup [KfI<Clfly- (3.59)

Dann gelten die folgenden Aussagen.

(a) Der Operator K lasst sich auf L*[a,b] erweitern so dass fir jedes f € L*[a,b] die
Funktion K f stetig ist und (3.59) erfillt.

(b) Der erweiterte Operator K : L? [a,b] — L?*[a,b] ist kompakt.

Beweis. (a) Betrachten wir zwei Banachraume: X = L?[a,b] und Y = C'[a,b]. Im X
betrachten wir den Unterraum U = C'[a, b]. Obwohl die Vektorrdume U und Y identisch
sind, die Normen in U und Y unterschiedlich: in U benutzen wir die 2-Norm wie in X,
und in Y — die sup-Norm.

Nach (3.59) hat der Operator K : U — Y die Norm ||K|| < C, insbesondere ist K
beschrankt. Da U dicht in X liegt (Satz 2.16) und Y vollstiandig ist (Satz 1.7), so gibt es
eine eindeutige Erweiterung von K auf X mit Erhaltung der Norm (siehe Aufgabe 61).

Der erweiterte Operator X — Y wird auch mit K bezeichnet, d.h.

K : L*[a,b] — Ca,b],

und (3.59) gilt fiir alle f € L?[a, b].
(b) Fiir jedes x € [a, b] betrachten wir die lineare Abbildung

K,:L*[a,b] = R
[ Kf(x).

Die Bedingung (3.59) ergibt, dass fur jedes x € [a, ]
(Ko f] < Clfllys

d.h. K, ein stetiges lineares Funktional auf L?[a,d] ist. Nach dem Rieszschen Darstel-
lungssatz 2.7 gibt es ein k, € L?[a,b] mit

K.f = (f.k) VfeL[a,], (3.60)

d.h.
Kf)=Kof = [k (y)f () d\(y) = / k(o) f (4)dA (9)

[a,b] [a,b]

wobei k (z,y) = k; (y). Somit ist K ein Integraloperator mit dem Kern & (z,vy).
Die Bedingung (3.59) lésst sich wie folgt umschreiben:

|(f k)l = |Kf ()] < CIfl,
fir alle f € L?[a,b] und z € [a,b]. Einsetzen hier f = k, ergibt
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und somit

[l < C.
Es folgt, dass

[ Pepanen=[ (/ kz<y>dA<y>)dA<x>
[a,b] x[a,b] [a,b] [a,b]
_/ kol dA () < C2 (b — a) < oo,
[a,b]

Nach dem Satz 3.14 ist der Integraloperator K mit dem Kern k (x,y) kompakt. m

22.06.22 Vorlesung 20

Wir betrachten wieder das Randwertproblem (3.44) auf einem Intervall [a, b]:

Lu=f
{ u(a)=u(b) =0 (3.61)
wobei Lu = — (pu')’ + qu und
0<peC'la,b und 0 < qe Cla,b]. (3.62)

Nach den Satz 3.17, fiir jedes f € C'[a,b] gibt es eine eindeutige Losung u € C? [a, b] von
(3.61). Somit erhalten wir den Greenschen Operator

K : Cla,b] — Cla,b]
Kf=u

Nach dem Lemma 3.18 (und (3.53)) gilt fir jedes f € C'[a,b] die folgende Ungleichung:

?ug KfI < Cflly, (3.63)
mit einer Konstante C.

Satz 3.20 Unter den Voraussetzungen (3.62) gelten die folgenden Aussagen.

(a) Der Greensche Operator K von (5.61) lasst sich auf L?[a,b] erweitern, so dass fiir
jedes f € L*|a,b] die Funktion K f stetig ist. Dariiber hinaus ist der erweiterte
Operator kompakt in L? [a,b].

(b) K ist selbstadjungiert in L [a,b].
() (Kf, f)p2>0 firalle f € Cla,b]\ {0} .

(d) ker K = {0} in L?[a,b].
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Beweis. (a) Nach (3.63) erfiillt K die Voraussetzungen von Lemma 3.19, woraus alle
Aussagen folgen. Weiter betrachten wir K als einen Operator in L? [a, b].
(b) Wir miissen beweisen, dass fiir alle f,g € L?[a,b] gilt

(Kf,9)=(fKg). (3.64)

Da C [a, b] dicht in L? [a, b] liegt, so reicht es (3.64) fiir f,g € C'[a,b] zu beweisen. Setzen
wir
u=Kf und v = Kg.

Dann sind » und v die Losungen des Randwertproblems, insbesondere,
Lu=f und Lv =g,

und es gelten nach (3.45) die Identititen

(f,Kg) = (Lu,v) = / (pu'v" + quv) dx (3.65)

und ,
(Kf,g9) = (u, Lv) = (Lv,u) = / (pv'u’ + quu) d. (3.66)

Offensichtlich sind die rechten Seiten von (3.66) und (3.65) gleich, woraus (3.64) folgt.
(¢) Setzen wir uw = K f. Nach (3.66) gilt

(f<fhf)==/Cb(p(UU2-%qu2)dx,

woraus folgt (K f, f) > 0. Gilt (K f, f) = 0, so muss «’ identisch 0 sein, woraus folgt u = 0
und somit f = Lu = 0, was im Widerspruch zu f # 0 steht. Somit gilt (K f, f) > 0.
(d) Nach dem Satz 3.6 gilt

(ker K)* = (ker K*)" = im K.

Fiir jedes u € CZ[a,b] setzen wir f = Lu € C[a,b] so dass u die Losung des Randw-
ertproblems (3.44) mit dieser Funktion f ist, d.h. w = K f. Somit erhalten wir, dass
u € im K und folglich

C3 [a,b] C im K. (3.67)

Wir wissen, dass C? [a, b] dicht in L? [a, b] liegt (siehe Satz 2.16 und Bemerkung danach).
Es folgt aus (3.67), dass auch im K dicht in L? [a, b] liegt, d.h.

im K = L?[a,b],

und somit

(ker K)" = L?[a, b]
und ker K = {0} . =
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3.10 Sturm-Liouville-Problem

Fiir den Operator
L=— (pu')/ + qu

auf [a, b] wie oberhalb betrachten wir das Sturm-Liouville-Problem

Lv = M\,
{ v(a) = v (b) =0, (3.68)

wobei v € C?[a,b] eine unbekannte Funktion ist und A eine unbekannte Konstante, die
spektraler Parameter heifit. Offensichtlich ist v = 0 eine Losung von (3.68) fiir alle A.

Definition. Jede nicht-Null Losung v € C? [a, b] von (3.68) heiit Eigenfunktion von (3.68)
und der entsprechende Wert A heifit Eigenwert von (3.68).

Die Vielfachheit von X is die maximale Anzahl von linear unabhéngigen Eigenfunk-
tionen mit dem Eigenwert A. Ein Eigenwert A heifit einfach wenn die Vielfachheit von A
gleich 1 ist.

Das Problem ist alle Eigenwerte und Eigenfunktionen von (3.68) zu bestimmen. Dieses
Problem heifit auch das Figenwertproblem.

Hauptsatz 3.21 (Satz von Sturm-Liouville) Seien 0 < p € C' [a,b] und 0 < q € C'[a,b].
Dann gelten die folgenden Aussagen.

(a) Alle Eigenwerte von (3.68) sind einfach. Die Menge von allen Eigenwerten von
(3.68) lasst sich als eine Folge {\,} ~, nummerieren so dass diese Folge reell, pos-
itiv, streng monoton steigend ist und es gilt \, — oo fur n — oo.

(b) Die entsprechende Folge {v,}.., von FEigenfunktionen ist eine Orthogonalbasis in

L?[a,b].
Beispiel. Betrachten wir das Sturm-Liouville-Problem fiir den Operator Lu = —u” auf
0, 7]:
v 4+ v =0,
{ v(0)=v(m)=0 (3.69)

Fir A > 0 die allgemeine Losung der Gleichung v” 4+ Av = 0 ist
v (x) = Cy cos V Az + Cysin V Az

Die Bedingung v (0) = 0 ergibt C; = 0, und die Bedingung v (7) = 0 ergibt sin v/Ar = 0,
was aquivalent zu VA € Z ist. Somit erhalten wir alle Eigenwerte

und die entsprechenden Eigenfunktionen sind
v, (z) = sinnz.

Nach dem Satz 3.21 beschlieBen wir, dass die Folge {sinnz}, -, eine Orthogonalbasis in
L?[0, 7] ist.
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Bemerkung. Im Satz 3.21 wird es vorausgesetzt wie zuvor, dass p > 0 und ¢ > 0 auf
la,b] . Allerdings lasst der Satz 3.21 sich auf beliebige (signierte) Funktionen ¢ € C'|a, b]
erweitern (wobei p positiv bleibt). In der Tat ist die Gleichung

— () +qu = v

aquivalent zu
—(p") +(g+c)v=AN+c)v

fiir beliebige Konstante ¢ € R, d.h. v ist eine Eigenfunktion von L mit dem Eigenwert A
genau dann, wenn v eine Eigenfunktion von dem Operator

Le=—(pu) 4+ (g +¢c)u

mit dem FEigenwert A\ + c ist. Fiir hinreichend grosses ¢ > 0 gilt ¢ + ¢ > 0, so dass der
Satz 3.21 sich auf den Operator L. anwenden lasst. Somit erhalten wir, dass die Eigen-
werte und Eigenfunktionen von L die gleichen Eigenschaften haben, aufler Positivitat: die
Aussage A\, > 0 soll in diesem Fall durch A, + ¢ > 0 ersetzt werden.

Bemerkung. Es gibt noch weitere Informationen iiber v, und \,: jede Eigenfunktion
v, hat genau n — 1 Nullstellen in (a,b), und die Eigenwerte erfiillen die folgende Weyi-
Asymptotik:

A ~ en? fiir n — oo, (3.70)

-2
wobei ¢ = 72 (fab ﬁ) .

Fiir das obige Beispiel mit v, = sin nz auf dem Intervall [0, 7] und A, = n? sind diese
Eigenschaften offensichtlich: die Funktion sin nz hat in (0,7) genau n — 1 Nullstellen

T = “—:, k=1,2,...n—1,und A, erfiillt (3.70) mit ¢ = 1.

Beweis von dem Satz 3.21. Wir fangen mit dem Beweis von (b) an.

(b) Wir beweisen zuerst die Existenz einer Orthogonalbasis in L? [a,b] die aus Eigen-
funktionen besteht. Dafiir verwenden wir den Greenschen Operator K : L?[a,b] —
L?[a,b]: fiir jede Funktion f € L?[a,b] ist die Funktion v = K f stetig, und wenn
f € Cla,b] so liegt u in C?[a, b] und 16st das Randwertproblem (3.44) d.h.

Lu=f
{u(a):u(b)zo : (3.71)

Sei v € C? [a, b] eine Losung von (3.68), d.h.

Lv=)\v
{ o (@) —o(b) =0 (3.72)
Dann 16sst v das Randwertproblem (3.71) mit f = Av, so dass
v = AKwv. (3.73)

Beweisen wir die Umkehrung davon: jede Funktion v € L? [a, ], die (3.73) erfiillt, liegt in
C?[a,b] und 16st (3.72). In der Tat ist die Funktion Kv stetig (Satz 3.20), und es folgt
aus (3.73), dass auch v stetig ist; daraus folgt, dass Kv € C?[a, b] und nach (3.73) auch
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v € C?[a,b] (das Bootstrap-Argument). Folglich 16st v (3.71) mit f = \v, was dquivalent
zu (3.72) ist.

Da K kompakt und selbstadjungiert ist (Satz 3.20) und L? [a, b] separabel ist, so gibt es
nach dem Satz von Hilbert-Schmidt (Satz 3.15) eine Orthogonalbasis {v, } -, in L?[a,b],
die aus den Eigenfunktionen von K besteht.

Sei «y, der Eigenwert von v, d.h.

Kv,, = a,v,.

Da ker K = {0} (Satz 3.20), so gilt «,, # 0, woraus folgt

1
v, = —Ku,.
Qp,

Folglich liegt v,, in C?[a,b] und v, ist eine Eigenfunktion von (3.72) mit dem Eigenwert
A, = .

(a) Zeigen wir zuerst, dass die Folge {A\n},2, alle Eigenwerte von (3.72) enthélt. Sei A
ein Eigenwert von (3.72), der nicht in der Folge {\,} liegt, und sei v eine Eigenfunktion
von \. Da A # )\, so gilt vlv, in L?[a,b] (siche Aufgabe 79). Somit ist v orthogonal zu
allen Elementen v,, der Basis, woraus folgt dass v = 0 und A kein Eigenwert ist.

Da K selbstadjungiert ist, so sind alle «,, und somit auch .

Zeigen wir, dass . Nach dem Satz 3.20 gilt (K f, f) > 0 fiir alle nicht-Null
stetige Funktionen f. Insbesondere gilt

(Kvy,v,) >0

was aquivalent zu
ap (Vg v,) >0

und somit «,, > 0, woraus folgt A, > 0.

Da a,, — 0 (Satz 3.15), so erhalten wir .

Jetzt beweisen wir, dass jeder Eigenwert A von (3.72) ist. Seien v; und v, zwei
Eigenfunktionen von \. Zeigen wir, dass v; und v, linear abhéngig sind. Da vy (a) = 0, so
muss v} (a) # 0 erfiillt werden, da sonst nach dem Satz von Picard-Lindeldf gilt v; = 0.
Somit existiert eine Konstante ¢ mit v} (a) = cv} (a) . Dann erfiillt die Funktion v = v; —cuy
die Differentialgleichung Lv = Av mit v (a) = v’ (a) = 0, woraus folgt dass v = 0. Somit
sind die Losungen v; und v, linear abhangig, was zu beweisen war.

Insbesondere sind alle Elemente der Folge {\,} verschieden. Da A, — oo, so ldsst
die Folge {A,} (und somit auch {v,}) sich so umnummerieren, dass die neue Folge
{A\.} streng monoton steigend ist. Dafiir bezeichnen wir mit A die Menge von allen
Eigenwerten {\,} und bemerken dass A ein minimales Element hat, was aus A, — oo
folgt. Wahlen wir das minimale Element in A und benennen es in A\; um. Die Menge
A\ {\1} hat auch das minimale Element, benennen wir es in Ay um, usw. Somit erhal-
ten wir eine neue Nummerierung {\,} der Folge von Eigenwerten so dass die neue Folge

’streng monoton steigend‘ ist. m
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Mit Hilfe von dem Satz 3.21 geben wir einen alternativen Beweis von dem Satz 2.23
ohne den 2.Approximationssatz von Weierstrafl zu benutzen.

2.Beweis von dem Satz 2.23. Wir beweisen, dass die Folge von trigonometrischen
Monomen
1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2z, ..., cos nx, sin nx, ... (3.74)

eine Orthogonalbasis in L? [—m, 7| ist. Wie zuvor, bezeichnen wir mit 7 die Menge von
allen trigonometrischen Polynomen. Da die Folge (3.74) orthogonal ist (siche Aufgabe
41), so reicht es zu beweisen, dass die Folge (3.74) ein Erzeugendensystem in L? [—7, 7]
ist, d.h.

T 3 L[, 7.

Da
C' [—m, 7] 3 L? [—7, 7]
so reicht es zu beweisen, dass
T 30" [—m,7] (3.75)

beziiglich der L?>-Norm. Wir beweisen, dass jede Funktion f € C![—n, 7] eine Darstellung
durch eine Fourier-Reihe zulasst:

f(z) =ao+ > (a,cosnz + b, sinnx),

n=1

wobei die Reihe in L? [—7, 7] konvergiert, woraus (3.75) folgt.
Sei f ungerade. Nach dem obigen Beispiel ist die Folge {sinnxz} - eine Orthogonal-
basis in L? [0, 7] und somit gibt es eine Darstellung von f in dieser Basis:

f(x)= i b, sinnzx,

n=1

wobei die Reihe in L? [0, 7] konvergiert. Da sin nx auch ungerade ist, so gilt diese Darstel-
lung auch in L? [—7,7].
Sei f gerade. Dann ist f’ ungerade und somit gibt es eine Darstellung

oo
f ()= Z Cp Sin N,
n=1

wobei die Reihe in L? [—7, 7] konvergiert. Integrieren von dieser Reihe ergibt

)

cos nt} v

n

@ =10+ [ Fad=r0+3 -

0

wobei die Reihe wieder in L? [—7, 1] konvergiert (nach Aufgabe 53 ist Integrieren mit
L?-Limes vertauschbar). We haben

X
cosnt Cn cosnxT
Cn | —
n
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Die Reihe Y77, “ ist konvergent da die Folgen {¢,} und {1} in {* liegen, woraus folgt
f(x) =ao+ > a,cosnx (3.76)

n=1

wobei ag = f(0) 4+ > 0", ¢ und a, = —< fiir n > 1, und die Reihe (3.76) in L* [-m, 7]
konvergiert.
Sei jetzt f eine beliebige Funktion aus C! [, w]. Dann gilt eine Zerlegung

f=l+h
wobei fo, f1 € C'[—m, 7], fo gerade und f; ungerade ist, z.B.
o= LEHICD) g g @I
Somit erhalten wir
fo(x) =ap+ i anpcosnx,  fi(r)= i by, sin nx
n=1 n=1

und .
f(x)=ao+ > (ancosnz + b, sinnx),

n=1

wobei alle Reihen in L? [—7, 7] konvergieren.

3.11 Schrodinger-Gleichung

In Quantenmechanik beschreibt man die Bewegung von einem Elementarteilchen in einem
elektrischen Feld mit Hilfe von der Schrédinger-Gleichung. Die eindimensionale Schrodinger-
Gleichung sieht wie folgt aus:

i ==+ V (@), (3.77)

wobei V' (x) eine gegebene reellwertige stetige Funktion auf einem Intervall [a, b] ist (elek-
trisches Potential des elektrischen Felds), und ¢ (z,t) eine unbekannte komplexwertige
Funktion ist, die von der Position = € [a,b] und von der Zeit t € R abhéngt. Die Funk-
tion ¢ heifit die Wellenfunktion des Teilchens.
Die Wellenfunktion hat die folgende physikalische Bedeutung: |t (x,t)|” ist die Wahrschein-

lichkeitsdichte von dem Teilchen an Position x zum Zeitpunkt ¢ zu sein; d.h. die Position

X; des Teilchens zum Zeitpunkt ¢ ist eine Zufallsvariable, und es gilt fiir jedes Intervall

J C |a,b]

P(X; € J) _/]y¢(x,t)|2dx.

Die Schrédinger-Gleichung erhalt man mit Hilfe von Quantisierung der Identitat fiir die

Gesamtenergie

2
2m
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wobei V' die potentielle Energie und % die kinetische Energie sind, und p der Impuls ist.
Nach Einsetzen

0 .0
E—za und p—z%

und Anwendung auf ¢ erhdlt man (3.77) (im Fall m = 1/2).
Erlegen wir die folgende Randbedingung und Anfangsbedingung auf:

Y (a,t) =1 (bt) =0 firallet € R, (3.78)

und
Y (2,0) =y (2), (3.79)

wobei 1), eine gegebene Funktion ist. Die Randbedingung (3.78) bedeutet, dass das
Teilchen im Intervall [a, b] eingesperrt ist. Wir betrachten die Anfangsfunktion als bekannt,
und die Aufgabe ist die Wellenfunktion v (z,t) fiir alle ¢ > 0 zu bestimmen.

Um das Problem (3.77)-(3.78)-(3.79) zu l6sen, verwenden wir die Methode der Tren-
nung der Variablen. Dafiir betrachten wir zuerst der Differentialoperator

Lv=—v"+V(x)v,

der auch der Hamiltonoperator des physikalischen Systems heifit, und das entsprechende
Strum-Liouville-Problem auf [a, b], d.h.

{ro 2w

Nach dem Satz 3.21 existiert eine Orthonormalbasis {v,} -, in L?[a,b], die aus den
Eigenfunktionen von L besteht. Sei A, der Eigenwert von v,. Dann erfiillt die Funktion

Uy (2,) = vy (2) e

die Randbedingung (3.78) und die Schrodinger-Gleichung (3.77) da

awn i s —iAnt __ —iAnt __ _ -7
o = i(—iAp) v, (T)e = (Lv,)e =Ly, = 922 + V (x) .

Die Losung des Problems (3.77)-(3.78)-(3.79) suchen wir in der Form

Y (z,t) = Z cnth,, (T,t) = Z CnUy () €701, (3.80)
n=1 n=1
wobei die Koeffizienten ¢,, € C noch unbekannt sind. Fiir ¢ = 0 erhalten wir die Gleichung
Yo (@) = eovn (2), (3.81)
n=1

woraus ¢, bestimmt werden konnen:

Cp = (wOvvn) .
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Die Wellenfunktion als eine Wahrscheinlichkeitsdichte muss noch die folgende Bedingung
erfiillen:

/[ o0 s =1, (3.82)

da das Integral gleich die Gesamtwahrscheinlichkeit P (X; € [a, b]) ist. So nehmen wir an,

dass
[ far=1.
[a,b]

insbesondere 1, € L? [a,b]. Nach der Parsevalschen Gleichung gilt

o

2 2
Z lcal™ = l1Yolly =1
n=1

und somit auch fur alle t € R

o o0

—i 2 2
E |cpe™ " = E lea|” = 1.
n=1 n=1

Daraus folgt, dass die Reihe (3.80) fiir jedes ¢ € R in L?[a,b] konvergiert, und fiir die
Summe ) (x,t) gilt
le (ol =1,

d.h. (3.82).

Man kann beweisen dass unter bestimmten weiteren Voraussetzungen tiber v, die
Funktion v aus (3.80) 2-fach differenzierbar ist und die Gleichung (3.77) erfiillt.

Analog 16st man andere partielle Differentialgleichungen, z.B. die Wdrmeleitungsgleichung

ou_ o
ot Ox?
und die Wellengleichung
Pu_
otz Ox?

3.12 Weitere Beispiele

Beispiel. Der harmonische Oszillator in der Quantenmechanik hat den Hamiltonoperator
Lv=—v"+ 2%

auf R. In diesem Fall gibt es keine Randbedingungen, aber man fordert v € L? (R) an.
Das entsprechende Eigenwertproblem ist wie folgt:

V' —r*v+ =0, vel*(R).
Man kann zeigen, dass die Eigenfunktionen dieses Problems sind

vn (2) = e ?H, (z), n=0,1,2,...
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wobei H,, die Hermite-Polynome sind, und die entsprechenden Eigenwerte sind
Ap=2n+1

(siche auch die Aufgabe 57). Man kann auch beweisen, dass die Folge {v,} eine Orthog-
onalbasis in L? (R) ist (eine Verallgemeinerung des Hauptsatzes 3.21).

Beispiel. Sei () eine beschrankte offene Teilmenge von R"™. Betrachten wir den Laplace-
Operator A der auf Funktionen f € C?(Q) wie folgt wirkt:

Fiir das entsprechende Eigenwertproblem

{ Av+ A v =01in Q (3.83)

U‘ag =0

kann man folgendes beweisen: es gibt eine Orthogonalbasis {vy},, in L? (Q) die aus den
Eigenfunktionen von (3.83) besteht, die Folge {\;},-, von den entsprechenden Eigen-
werten ist monoton steigend, und es gelten Ay > 0 und A\, — +oo fiir & — oo (die
Eigenwerte miissen jedoch nicht unbedingt einfach sein). Fiir den Beweis konstruiert man
den entsprechenden Greenschen Operator und zeigt, dass dieser Operator selbstadjungiert
und kompakt in L2 () ist.

Die Schrodinger-Gleichung fiir ein Teilchen in €2 sieht wie folgt aus:

%
— =—AyYp+V
IS =AYV (1),
wobei V' (x) eine gegebene Funktion in € ist und ¢ = ¢ (x,t) die (unbekannte) Wellen-
funktion ist. Diese Gleichung mit den Rand- und Anfangsbedingungen

¥ (x,1) lzcon = 0 und ¢ (2,0) = ¢ ()

lasst sich auch mit Hilfe von Methode der Trennung der Variable losen, und dafiir ver-
wendet man eine Verallgemeinerung des Satzes von Sturm-Liouville, dass das Eigenwert-
problem
{ Av—V (z)v+ I =0in
U‘ag =0

eine Orthogonalbasis in L? (Q2) aus den Eigenfunktionen liefert.
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Chapter 4

Funktionalkalkiil von
selbstadjungierten Operatoren

In diesem Kapitel definieren wir den Begriff f (A) wobei A ein selbstadjungierter Operator
ist und f eine stetige Funktion auf R ist.

4.1 Polynome von Operatoren

Sei A ein Operator in einem Vektorraum V' iiber C und f (z) ein Polynom mit komplexw-
ertigen Koeffizienten:
f(z)=cotcrz+ ...+ 2"

Definieren wir f (A) als einen Operator in V' mit

Es ist offensichtlich, dass fiir zwei Polynome f, g die folgenden Identitéiten gelten:

(1) (f +9)(A) = [f(A) +g(A)
(i) (f9)(A) = f(A)g(A).

Ist V' ein normierter Vektorraum, dann A € B (V) = f(A4) € B(V).

Seien A ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum H und f (z) ein Polynom mit
reellwertigen Koeffizienten. Dann ist f (A) auch selbstadjungiert.

In diesem Kapitel definieren wir f (A) fiir selbstadjungierte Operatoren auch wenn f
eine beliebige stetige Funktion ist. Diese Theorie heifit das Funktionalkalkil von selbstad-
jungierten Operatoren.

Wir fangen mit dem folgenden Satz an.

Satz 4.1 (Der spektrale Abbildungssatz fiir Polynome) Seien A ein beschrinkter Oper-
ator im normierten Vektorraum V und f (z) ein Polynom. Dann gilt

o(f(A)=[(o(A)={f(2):z€0(A)}. (4.2)
Der Beweis ist unterhalb.

145
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Korollar 4.2 Seien A ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum H und f (z) ein
Polynom mit reellwertigen Koeffizienten. Dann gilt

If (A)ll = sup [f(2)]. (4.3)

z€o(A)
Beweis. Nach dem Satz 3.10 gilt fiir jeden selbstadjungierten Operator B in H
|B|l = sup |o (B)]. (4.4)

Da f (A) selbstadjungiert ist, setzen wir hier B = f (A) und erhalten mit Hilfe von (4.2),
dass

1F (A = sup |o (f (A))] = sup|f (o (A)] = sup |f(z)].

z€o(A)
|

Beispiel. Angenommen, dass o (A) C [0, 1], schitzen wir die Norm ||f (A)| fir das
Polynom f (z) = z — 2% ab. Nach (4.3) gilt
1
||A—A2H = sup }z — 22} < sup ‘z—zQ‘ = -,
2€0(A) 2€[0,1] 4
d.h. ]
|4 -2 < 7.
4

Diese Ungleichung ist hoch nicht-trivial sogar wenn A eine symmetrische 2 x 2 Matrix!

29.06.22 Vorlesung 22

Fiir den Beweis von Satz 4.1 brauchen wir das folgende Lemma.

Lemma 4.3 Seien A, B zwei beschrankten Operatoren im normierten Vektorraum V- mat
AB = BA. Dann gilt die Aquivalenz

(AB)'€B(V) & A'eB(V) und B €B(V).
Beweis. Sind A™! und B~! in B (V) so gilt auch B~'A~' € B(V) und
(AB)(B'A™ ) =A(BB ") A ' =447 = 1.
Analog beweist man (B7'A™!) (AB) = I. Es folgt, dass
(AB) ' =B At e B(V).

Setzen wir C'= AB und beweisen die Umkehrung: ist C~* € B (V) so sind A~! und B™*
in B (V). Die Idee ist wie folgt: wenn wir schon wissen, dass A~' und B in B (V) sind,
dann

C'B=(AB)'B=(BA) 'B=A"'B'B=A"".

Dies schligt die folgende Beweismethode vor: angenommen, dass C~! € B (V), wir zeigen,
dass C~'B die inverse von A ist, d.h.

(C'B)A=1I und A(C7'B)=1. (4.5)
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Die erste Identitét in (4.5) folgt direkt aus AB = BA:
(C'BYA=C""(BA)=C"(AB)=C"'C =1.

Fiir den Beweis von der zweiten Identitdt in (4.5) zeigen wir zunéchst, dass C' mit A (und
B) kommutiert:
CA=(AB)A=A(BA)=A(AB) = AC.

Daraus folgt, dass auch C~! mit A (und B) kommutiert, da AC = C'A ergibt
ctAc)ct=ctcact
d.h.
CtA=AC.
Jetzt konnen wir die zweite Identitét in (4.5) beweisen:
A(CT'B)=(ACT)B=(CT"A)B=C""(4B) =1.
Aus A~ = C7'B folgt es, dass A~! € B(V) und analog gilt B~ € B(V). m

Korollar 4.4 Seien Ay, ..., A, beschrinkte Operatoren in V die miteinander kommu-
tieren. Dann gilt die Aquivalenz

(A A) T eB(V) e A eB(V) Vhk=1,.,n.

Beweis. Beweis per Induktion nach n. Der Fall n = 1 ist trivial. Fiir den Induktionss-
chritt von n nach n + 1 erhalten wir nach dem Lemma 4.3 und Induktionsvoraussetzung,
dass

(A1 A, A )P e B(V) & (AL A) € B(V) und AL € B(V)
A B
s AL AT eB(V) und AL

n+1 € B<V)7

was zu beweisen war. H

Beweis von dem Satz 4.1. Fiir jedes A\ € C beweisen wir, dass
NEo(f(A) & A€ [(o(4)),

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra lésst sich das Polynom f (z) — A in ein Produkt
von Linearfaktoren zerlegen:

fl(z)=A=c(z—2z1)...(2— zn),
wobei z1, ..., z, die (komplexwertigen) Nullstellen von f (z) — A sind. Dann auch gilt
fA) =AM =c(A—=z1)...(A—2z,I).
Nach dem Korollar 4.4 haben wir
Aep(f(A) & (f(A) - )" €B(H)
& (A= al)..(A—z0) " € B(H)

S (A-zD) " €eB(H) VE=1,..,n
Sz€ep(A) VeE=1,..,n
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Daraus folgt

Aeo(f(A) eIk z e€0(A)
& dzeo(A) mit f(z2)—A=0
S A= f(z) firein z € 0 (A)
S Aefo(A)).

was zu beweisen war. ®

4.2 Stetige Funktionen von selbstadjungierten Oper-
atoren

Hauptsatz 4.5 Sei A ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum H. Dann existiert
genau eine Abbildung

A:C(0c(A) — B(H)
mit den folgenden Figenschaften:

1. (Selbstadjungiertheit) Fiir jede (reellwertige) Funktion f € C (o (A)) ist A(f) ein
selbstadjungierter Operator.

2. (Erhaltung der Norm) [|A(f)[| = sup,a|f| fiir alle f € C (o (A)).

3. (Erhaltung von algebraischen Operationen) Fir alle f,g € C (0 (A)) gelten die
Identitaten

A(f+9) = A(f) + Alg)
A(cf) =cA(f) VceR
A(fg) = A(f) Alg).
4. (Beziehung zu A) Fir f=1 gilt A(f) =1 und fir f(z) =z gilt A(f) = A.
Der Beweis des Satzes 4.5 befindet sich unterhalb. Die Eigenschaften 2 und 3 be-
deuten folgendes: die Abbildung.A ist ein Homomorphismus von den normierten Algebras
C(0(A)) und B(H).

Definition. Die Abbildung A heifit das Funktionalkalkil des Operators A. Fiir jede
Funktion f € C (0 (A)) setzen wir

Nach dem Satz 4.5 hat f (A) die folgenden Eigenschaften:

1. f(A) ist selbstadjungiert.

2. |[f (A = supgay |/
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3. Fiir zwei Funktionen f,g € C (0 (A)) gelten

(f +9) (A) = [(A) +9(4)
(cf) (A) = e (f (A))
(f9) (A) = [ (A)g(A). (4.6)

4. Fir f =1 gilt f(A) =1 und fir f(2) =z gilt f(A) = A.

Es folgt aus (4.6), dass fiir f(2) = 2* gilt f (A) = A* (wobei k € N) und somit fiir ein
Polynom
f()=c+az+..+c2"

gilt
f(A) =col + 1A+ ...+, A",

was mit der Definition (4.1) von einem Polynom von A iibereinstimmt.
Der Satz 4.5 erweitert somit die Definition f (A) von Polynomen f auf alle stetige
Funktionen f auf o (A).

Beispiel. Sei A ein selbstadjungierter Operator mit o (A) > 0. Zeigen wir, dass es einen
selbstadjungierten Operator X mit X2 = A gibt. Dafiir betrachten wir die Funktion
f(2) = /2 die auf [0,00) und somit auch auf o (A) definiert und stetig ist. Nach (4.6)
erfiillt der Operator X = f (A) die Identitéat

X2 = f(A) f(A) = f2(A) = 2 (4) = A

Somit ist v/A wohldefiniert als f (A).

Beispiel. Zeigen wir, dass fiir jeden selbstadjungierten Operator A der Operator I + A?
beschréinkt invertierbar ist. Die Funktion f (2) = 17 ist auf R und somit auch auf o (A)
stetig so dass der Operator f (A) wohldefiniert ist. Zeigen wir, dass

1

(I+A%)  =f(A).

Fiir die Funktion ¢ (z) = 1+ 2% haben wir I + A% = g (A), und es gilt nach (4.6)

FA) (14 A%) = £ (A) g (A) = (fg) (A) = ( (1+z2)) (A)=1(4)=1T

1+ 22

und analog

(I+A% f(A) =1
Somit ist f (A) der inverse Operator von I + A% Da f (A) beschrankt ist, so beschlieBen
wir, dass I + A? beschrankt invertierbar ist.

Fiir den Beweis des Satzes 4.5 brauchen wir das folgende Lemma.

Lemma 4.6 Sei K eine kompakte Teilmenge von R. Dann fir jede Funktion f € C (K)
existiert eine stetige Fortsetzung von f auf R. Folglich gibt es eine Folge {f,}.—, von
Polynomen mit f, = f auf K fir n — oo.
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Beweis. Es existiert ein beschréinktes offenes Intervall (a,b) das K iiberdeckt. Definieren
wir die Funktion f in R\ (a,b) mit f = 0. Die Menge (a,b) \ K ist eine offene Menge und
deshalb (a,b) \ K ist eine disjunkte Vereinigung von offenen Intervallen. Sei (a, ) eines
von diesen Intervallen.

Die Endpunkte «, § entweder liegen in K oder stimmen mit a oder b tiberein, so dass
f () und f () schon definiert sind. Dann erweitern wir f auf das ganze Intervall [« (]
linear, so dass f stetig auf R ist.

Nach dem Approximationssatz von Weierstrafl (Satz 2.19) gibt es eine Folge {f,} von
Polynomen, die gegen f auf [a,b] gleichméBig konvergiert, woraus auch f, = f auf K
folgt. m

Beweis von Hauptsatz 4.5. Beweisen wir zunachst die Eindeutigkeit des Funktional-
kalkiils A. Da A (1) = I, A(z) = A und folglich A (z*) = A* fiir alle k € N, so erhalten
wir, dass fiir jedes Polynom

f(z)=c+cz+..+c2"

gilt
A(f)=col + 1A+ ... + ¢, A" (4.7)
Insbesondere ist A (f) eindeutig bestimmt fiir Polynome f. Sei f eine beliebige Funktion
aus C' (o (A)). Da o (A) kompakt (beschrénkt und abgeschlossen) ist, so gibt es nach dem
Lemma 4.6 eine Folge {f,} von Polynomen mit f, = f auf o (A).
Dann gilt
A (fn) = AN = A (S = NIl = sup [fo = fI =0

d.h. A(f,) — A(f) in B(H). Somit ist A (f) eindeutig bestimmt fiir alle f € C (o (A)).
Jetzt beweisen wir die Existenz des Funktionalkalkiils A. Fiir Polynome f definieren
wir A (f) mit (4.7), d.h. A(f) = f(A). Offensichtlich erfiillt diese Definition alle Eigen-
schaften 1-4 (insbesondere die Eigenschaft 2 gilt nach dem Korollar 4.2).
Fiir beliebige Funktion f € C' (0 (A)) finden wir wieder nach Lemma 4.6 eine Folge
{fn} von Polynomen mit

fon=2f aufo(A). (4.8)
Die Folge {A (f.)} von Operatoren ist dann eine Cauchy-Folge, da nach dem Korollar 4.2

A (fn) = AFm) | = 1 (A) = Fon (A = [[(fr = Fin) (A = sup | fr = fin| =0

(4)

fir n,m — oco. Da B(H) ein Banachraum ist, so existiert der Grenzwert lim A (f,), und
wir setzen

A(f):= lim A(f,).

n—oo
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Allerdings brauchen wir noch zu beweisen, dass lim A ( f,,) unabhéngig von der Wahl der
Folge {f.} ist. Gegeben sei noch eine Folge {g,} von Polynomen mit

gn = f auf o (A)
Dann gilt

und somit

A (fn) = Algn)ll = [I(fn = gn) (A = sup |fn = gnl =0,

woraus folgt lim A (f,,) = lim A (g,) .

Somit ist A (f) wohldefiniert. Beweisen wir alle Eigenschaften 1-4.

1. A(f) ist selbstadjungiert als ein Grenzwert in B(H) der Folge von selbstad-
jungierten Operatoren (Aufgabe 75).

2. Fir die Folge {f,} von Polynomen wie in (4.8) erhalten wir nach dem Korollar 4.2

AN = lim [JA(f)] = lim |[f, (A)] = lim sup [fo] = sup |f].
n—oo n—oo n—oo O'(A) O'(A)

3. Beweisen wir z.B. die Identitét A (fg) = A(f).A(g) fir alle f,g € C (0 (A)). Seien
{fn} und {g,} zwei Folgen von Polynomen mit

fa=3 f und g, = g auf C' (0 (A4)).

Daraus folgt, dass
fagn = fg auf C(0(A)).

Da f,g, ein Polynom ist, so erhalten wir
A(fg) = lim A(fag) = T A(f) Alg) = A(f) Alg).

Die Identitaten A(f +g) = A(f) +A(g) und A (cf) = cA(f) werden &hnlich bewiesen.
4. Da f =1 und f = z die Polynome sind, so erhalten wir A (1) = 1(A) = I und
A(z)=z(A)=A. =

Wie es schon gesagt wurde, wir benutzen weiter die Bezeichnung
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4.3 Der spektrale Abbildungssatz

Jetzt erweitern wir den spektralen Abbildungssatz 4.1 von Polynomen auf stetige Funk-
tionen.

Satz 4.7 (Der spektrale Abbildungssatz fiir stetige Funktionen) Sei A ein selbstadjungierter
Operator in H. Dann gilt fir jede Funktion f € C (o (A))
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Beweis. Beweisen wir fiir jedes A € R die Aquivalenz
A€ Fo(A) & Aea(f(A)).

Fiir ein A ¢ f (0 (A)) betrachten wir die Funktion

Offensichtlich gilt
woraus folgt, dass

Somit erhalten wir

(f(A) =)' = g(A) € B(H)

und A ¢ o (f(A)).
Sei A € f (0 (A)), so beweisen wir, dass A € o (f(A)). Das Letzte ist dquivalent zu
Aot 1 (A)z = Azl =0 (4.9)

(siche (3.38) im Beweis von dem Satz 3.15). Da A € f (0 (A)), so existiert ein z € o (A)
mit A = f (2).

Fixieren wir ein £ > 0 und wéhlen ein Polynom ¢ mit

sup |[f —g| < e. (4.10)
o(4)

Bezeichnen wir = g (z) . Es folgt aus (4.10) dass |\ — p| < e.

1/ -

|/

Nach dem Satz 4.1 gilt

A

v

o(A4)

g(o(A)) =0 (g(A)).
Da p € g (o (A)), so erhalten wir, dass auch p € o (g(A)) und somit

inf |g(A)x — x| = 0.

llzll=1
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Insbesondere gibt es ein € H mit ||z|| = 1 und
lg(A)z — pxf] <e.
Es folgt, dass

[F(A)z = dzl| < |[f(A)z = g(A)x| + [|g(A)x — p|| + [|pz — Az]]
< FCA) = g + e+ [p = Al

<sup |f—gl+e+[u—Al
o(4)

< 3e.

Da € > 0 beliebig ist, so (4.9) folgt. m

4.4 Weitere Eigenschaften von Funktionalkalkiil

Im néchsten Satz beweisen wir die weiteren Eigenschaften von Funktionalkalkiil des
Hauptsatzes 4.5.

Satz 4.8 Das Funktionalkalkil vom selbstadjungierten Operator A erfillt die folgenden
FEigenschaften.

5. (Erhaltung der Konvergenz) Fiir jede Folge {f,} von Funktionen aus C (o (A)) gilt
die Implikation

fn= [ auf o (A) = fu(A) = f(A) in B(H).

6. (Erhaltung der Eigenvektoren) Fir A\ € R, € H and f € C(o(A)) gilt die
Implikation
Arv =Xz = f(A)z = f(\)x.

Folglich gilt f (0, (A)) C o, (f(A)).
7. (Erhaltung der Komposition) Fiir alle f € C (o (A)) und g € C (f (0 (A))) gilt

(g0 f)(A) =g (f(A)). (4.11)

Bemerkung. Fiir beliebige Funktion g € C'(f (0 (A))) ist die Komposition go f auf o (A)
definiert, so dass der Operator (g o f)(A) wohldefiniert ist. Die rechte Seite von (4.11)
ist auch wohldefiniert da o (f (4)) = f (0 (A)) und somit g € C (o (f (A))).

Beweis. 5. Nach dem Satz 4.5 gilt

[fn (A) = FA = I(Fu = ) (A = sup [fo = f1 = 0.

6. Die Bedingung Ax = Ax impliziert A"z = A"z fiir alle nichtnegative ganze Zahlen
n, woraus folgt, dass fiir jedes Polynom f gilt

f(A)x = f(\) . (4.12)
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Fiir beliebige Funktion f € C' (0 (A)) wihlen wir eine Folge { f,} von Polynomen mit
fo=z f auf o(A).

Nach dem obigen Argument gilt es

fo(A)z = f,(N) . (4.13)

Nach 5 gilt f, (A) — f(A) und somit f, (A)x — f(A)x. Da XA € g (A) so gilt auch
fn(A) = f(A). Fiir n — oo erhalten wir aus (4.13) die Identitét (4.12).

Die Inklusion f (o, (A)) C 0, (f(A)) wird wie folgt bewiesen: fiir jedes A € g, (A)
gibt es einen Eigenvektor x, und es folgt aus (4.12) dass f (\) ein Eigenwert von f (A)

ist, b, f(\) € o (f (A)).

7. Sei zuerst g ein Polynom:
g(t) =co+crt+ ...+ cpt™.

Dann gilt dann
(g0 f)(2) =coteif(2)+ ... +euf ()"
und somit

(go f)(A) =coterf(A) + .. +enf(A)" = g (f(A)).
Fiir beliebige Funktion g € C' (f (o (A))) gibt es eine Folge {g,} von Polynomen mit

gn = g auf f(o(A)).

Nach dem obigen Argument gilt die Identitat

(gn © f) (A) = gn (f(A)). (4.14)

Fiir n — oo erhalten wir folgendes. In der linken Seite haben wir
sup |gn o f —go fl = sup |gn—g| =0
o(A) f(o(A)

und somit nach 5
(gn 0 f) (A) = (g0 [) (A). (4.15)
In der rechten Seite von (4.14) haben wir nach dem Satz 4.7

lgn (f(A)) =g (f(A)] = sup [g. —gl= sup |g. —g] =0,
o(£(4)) Fo(A))

und somit

gn (F(A)) = g (f(A)) fir n — oo. (4.16)
Aus (4.14), (4.15) und (4.16) erhalten wir (g o f) (A) = g (f(A)), was zu beweisen war. ®
Beispiel. Es ist bekannt, dass

<1+3> —exp(z) fiirn — oo
n
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und die Konvergenz gleichméflig auf jedem beschrankten Intervall ist. Da o (A) beschrénkt
ist, so erhalten wir

(1 + %A)n — exp (A).

Analog gilt die Identitét

Beispiel. Betrachten wir eine Gleichung exp (X) = A wobei A ein gegebener selbstad-
jungierter Operator ist und X ein unbekannter Operator. Gilt o (A) > 0, so ist die
Funktion f (z) = In z auf o (A) definiert, und wir erhalten eine Losung X = In A, da nach
dem Satz 4.8 gilt

exp (In A) = (expoln) (A) = A.

Beispiel. Sei A ein kompakter selbstadjungierter Operator im Hilbertraum H, und sei
{A\n} die Folge von allen verschiedenen Eigenwerten von A (siehe den Satz 3.15). Setzen
wir K,, = ker (A — \,I) und beweisen, dass fiir jede Funktion f € C (o (A)) und alle
x € H gilt

F(A)z =" f(\) Pr,. (4.17)

Nach dem Satz 3.15 haben wir fiir jedes x € H
r=Y

wobei x,, = Pk, x € K,,. Da Az, = \,x,, so erhalten wir nach dem Teil 6 des Satzes 4.8,
dass

f(A)zn = f (M) T,
woraus folgt

FAz = fA)Y an= f(Mzn=) f(h)n,

was zu beweisen war.

Beispiel. (Aufgabe 88) Setzen wir |A| = f (A) wobei f (z) = |z|. Sei U ein abgeschlossener
Unterraum von H. Dann gilt fiir den Projektor Py

|Py| = Py.

Sei Sy die Spiegelung an U, d.h. Sy =2Py; — 1.
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‘Pz/x

Dann gilt
1Sy| = 1.



Chapter 5

Dualraume

5.1 Definition von Dualraum

Sei V' ein normierter Vektorraum iiber K (mit K = C oder R). Wir betrachten den Raum
B (V,K) von allen beschrénkten linearen Abbildungen f : V — K, d.h. den Raum von
allen beschrankten Funktionalen auf V. Nach dem Satz 3.1 ist die Beschranktheit von f
aquivalent zur Stetigkeit.
Erinnern wir uns, dass B (V,K) ein normierter Vektorraum ist und zwar mit der Op-
eratornorm
|f ()|

IfIl = sup = sup |f () (5.1)

en\oy 12l zev; o=

Da K vollstandig ist, so nach dem Satz 3.2 ist B (V,K) ein Banachraum.

Definition. Der Banachraum B (V, K) heifit der Dualraum von V und wird mit V* beze-
ichnet.

Hier besprechen wir die Aufgabe, den Dualraum eines gegebenen normierten Vektor-
raums V' zu bestimmen.

Definition. Zwei normierte Vektorrdume U; und U, heiflen linear isometrisch (=iso-
morph), wenn es eine lineare Bijektion ¢ : U; — U, gibt, die die Norm bewahrt, d.h.
o (z)]] = ||z|| fur alle z € U;. Man schreibt in diesem Fall U; = U,. Die Abbildung ¢

heifit eine lineare Isometrie (auch Isomorphismus).

Zum Beispiel, jeder n-dimensionale Skalarproduktraum ist linear isometrisch zu R”.
Nach dem Korollar 2.13, jeder co-dimensionale separable Hilbertraum ist linear isometrisch
zu [2.

In vielen Fallen kann man den Dualraum V* bis auf lineare Isometrie bestimmen.

Beispiel. Sei V = H ein Hilbertraum tiber R. Jedes a € H bestimmt ein beschrianktes
(=stetiges) lineares Funktional f, € H* mit

fo(z) = (z,a). (5.2)
Somit erhalten wir die Abbildung
0:H— H”

p(a) = fa.

157
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Nach dem Rieszschen Darstellungssatz (Satz 2.7) ist die Abbildung ¢ surjektiv, d.h. jedes
f € H* stimmt mit einem f, iberein. Zeigen wir, dass die Abbildung ¢ isometrisch ist,
d.h. || fall = ||a|| (daraus auch folgt, dass ¢ injektiv ist). In der Tat folgt es aus (5.2) und
(5.1) dass

|(z,a)] ][ fla]
[ fall = < sup = [lall

€ H\{0} (||| zeH\{0} ]|
und )
[(a,a)] _ [lall

1 fall = = = [lall,
lall ol

woraus || fa|| = ||a|| folgt. Somit ist ¢ eine lineare Isometrie, und es gilt
H* =~ H. (5.3)

Man sagt, dass H selbstdual ist.

5.2 Dualraum von [?

Satz 5.1 Seienp,q € (1,00) die konjugierten Hélder-Ezponenten (d.h. %—l—% =1). Dann
qgilt
(7)==, (5.4)
Zum Beispiel, fiir p = ¢ = 2 erhalten wir ({2)" 2 [? was auch aus (5.3) folgt, da [? ein
Hilbertraum ist.
Bemerkung. Es gilt auch L? (X, )" = L9 (X, i), aber dies werden wir nicht beweisen.
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Beweis. Fir jedes a = {ay},., € {9 definieren wir ein lineares Funktional f, auf I” wie
folgt:

fol@) =) arzy, wel (5.5)
k=1

Nach der Holder-Ungleichung des Lemmas 1.3 haben wir fiir alle n € N

n n l/q n 1/17
S lawr < (z rakw) (z w) < Nl el 6:5)

k=1 k=1 k=1

woraus folgt, dass die Reihe Y_;7 | a,xy absolut konvergiert und es gilt

[fa (@) < llall, NIl -
Es folgt dass
1 fall < llall, (5.7)

so dass f, ein beschrianktes lineares Funktional auf (? ist, d.h. f, € (I?)". Wir erhalten
eine lineare Abbildung

w17 — (")
p(a) = fa (5.8)
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Beweisen wir, dass diese Abbildung surjektiv ist, d.h. jedes f € (I?)* mit einem f,
iibereinstimmt. Bezeichnen wir

er = {0,,...,0,1,0,0, ...}

wobei 1 auf der Stelle k£ steht und alle andere Komponenten gleich 0 sind. Offensichtlich
liegt e in [P. Es gilt fiir jedes x € [P

oo
Tr = E TLEL
k=1

wobei die Reihe in [P konvergiert, da

n
T — E T

k=1

= ||(O, O, Tn+1y Tn+2, )Hp

p

fiir n — oo. Da f stetig ist, so folgt es

F@) =" flaer) =Y flex)mn =) arn
k=1 s P

mit
ar, = f(ex) .

Es bleibt zu beweisen, dass die Folge a := {ax} in {7 liegt. Fixieren wir ein n €N und
betrachten wir das folgende Element = € [P:

xy, = |ag|? sgnay fir k <n,

=0 fur k > n.
Dann gilt
]2 = " Jar' Y = Jag|?
k=1 k=1
und
fx)y=f (Z xkek) = apwe =Y ak (Jar| T sgnar) =D fal?,
k=1 k=1 k=1 k=1
so dass

lzlly = f () = D el
k=1

Es folgt, dass
F@) <l = 11 f (@)Y

und somit

f (@)= f (@) < ||f)
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n 1/q
(Zw) <15l
k=1

lall, < 171l (5.9)
und somit a € [7. Folglich gilt f = f,. Der Vergleich von (5.7) und (5.9) ergibt

1 fall = llall, -

und

Fir n — oo erhalten wir

Somit ist die Abbildung ¢ eine lineare Isometrie, woraus (1?)" = [4 folgt. m

Bemerkung. Analog kann man beweisen dass
) 20

was zu p = 1 und ¢ = oo entspricht. Der obige Beweis muss wie folgt modifiziert werden.
In diesem Fall z € I!, a € [* und anstatt der Holder-Ungleichung (5.6) verwendet man
die offensichtliche Ungleichung

o0 o0
S Jasel < suplasl 3 leel = llall. el
k=1 keN k=1

woraus folgt
Ifall < llall

was analog zu (5.7) ist. Im zweiten Teil von dem Beweis (die Surjektivitdt der Abbil-
dung ¢, aus (5.8)) muss man zeigen, dass die Folge ar = f (ex) in I liegt, und das ist
offensichtlich da

[ (ex)| < [LfHexll, = [If]] fiir alle k € N,

woraus folgt
lalloe < 1A,

was analog zu (5.9) ist.

Allerdings gilt (I°°)" = I nicht! Fiir jedes a € ' kann man ein f, € (I°°)" wie zuvor
mit (5.5) definieren, aber die Abbildung ¢, aus (5.8 nicht mehr surjektiv ist. Um die
neuen Elemente von (I°°)" zu verstehen, miissen wir zuerst die Theorie weiter entwickeln.

5.3 Satz von Hahn-Banach

Um die weiteren Eigenschaften von Dualraumen untersuchen zu konnen, brauchen wir
den folgenden Satz.

Hauptsatz 5.2 Sei X ein normierter Vektorraum tiber R und sei Xq ein Unterraum von
X. Sei fy ein beschrinktes lineares Funktional auf Xo. Dann lasst fy sich auf X mait
Erhaltung der Norm fortsetzen, d.h. es gibt ein beschranktes lineares Funktional f auf X
mat
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1. = fo auf Xo
2. £ = [l foll -

Beweis. Im Fall wenn X, dicht in X liegt, die Fortsetzung f existiert und ist eindeutig
bestimmt nach Aufgabe 61.

In der allgemeinen Situation muss X, nicht in X dicht liegen, so gilt die Eindeutigkeit
nicht mehr, und der Beweis von Existenz wird komplizierter.

Im ersten Schritt zeigen wir die folgende Aussage: jedes beschranktes lineares Funk-
tional g auf einem Unterraum Y ;Ct X lasst such auf einen grofleren Unterraum Z mit
Erhaltung der Norm fortsetzen. Dafiir wahlen wir ein z € X \ Y und setzen

Z =span{Y,z} ={y+az:y €Y a € R}. (5.10)
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass
lgll =1,
und beweisen, dass es ein Funktional h auf Z gibt mit
1. h=g auty,
2. [|p]l =1,

d.h. h ist eine Fortsetzung von ¢ auf Z mit Erhaltung der Norm.
Um ||| = 1 zu beweisen, reicht es zu zeigen, dass

h(xz) <|z|| VzeZ. (5.11)

In der Tat impliziert (5.11), dass auch |h(z)| < [|z|| und somit ||| < 1, woraus folgt
1Pl =1, da [[p]| = Jlg]| = 1.
Nach (5.10) gilt fiir jedes = € Z die eindeutige Darstellung in der Form

r=1Y-+az,

fiir ein y € Y und ein a € R.

X=y+oz

z

I

=

Fiir jede lineare Fortsetzung h von g auf Z muss die folgende Identitat gelten:

h(z)="h(y)+ah(z)=g(y) +ah(z) =g(y) + ac,
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wobei ¢ = h (z). Somit wird h eindeutig von dem Wert ¢ bestimmt. Die Zahl ¢ € R muss
so gewahlt werden, um (5.11) zu sichern, was dquivalent zur folgenden Bedingung ist:

g(y) +ac<|ly+az|| VyeY VaeR. (5.12)
Fiir a = 0 gilt diese Ungleichung trivialerweise da

g9 ) <llgllllyll = llyll -

Fir a > 0 dividieren wir (5.12) durch « und schreiben (5.12) um wie folgt:

(5)

Setzen wir y; = y/a und schreiben diese Ungleichung um wie folgt:

1
c < H—y+z
!

¢ <|lys + 2| —g(y1) firalle y; € Y. (5.13)

Fir a < 0 dividieren wir wieder (5.12) durch o und erhalten

1 1 1 1
cz—ly+azl|l——gy)=—|-y+z|-9|=y).
« « ! o
Die Substitution y, = y/a ergibt die dquivalente Bedingung
c>—|ly2 + 2| — g (y2) fiir alle yo € Y. (5.14)

Somit muss die Zahl ¢ die folgenden zwei Teilmengen von R trennen:

Av={ll;m+zl—gn):pmeY}

und
Ay ={~|ly2+ 2 —g(y2) 1o € Y}.

Nach dem Vollstandigkeitsaxiom von R gibt es ein solches ¢ € R genau dann wenn
a1 > ap fir alle a1 € A; und ay € A,
d.h. wenn fir alle y;,y, € Y gilt

s+ 2l =g (y1) > = llya + 2| — g (12) -

Diese Bedingung ist aquivalent zu

9 = y2) < llya + 2[| + [ly2 + =,
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und diese Ungleichung wirklich gilt, da

9 =y2) <llyn = all = [[(y2 + 2) = (g2 + 2 < lly + 2] + vz + 2] -

Somit ist die Existenz von h bewiesen.

Im zweiten Schritt betrachten wir alle Paare (Y, g) von Unterrdumen ¥ C X und
beschrankten Funktionalen g auf Y, und bezeichnen mit M die Menge von allen solchen
Paaren (Y, g). Auf M definieren wir eine partielle Ordnung < wir folgt: fiir zwei Elemente
(Y, g) und (Z,h) von M schreiben wir

(Y,g) = (Z,h)

wenn Y C Z und h eine Fortsetzung von g mit Erhaltung der Norm ist. Offensichtlich ist
=< eine partielle Ordnung auf M, d.h. fiir alle a,b,c € M gelten

1. a = a,
2.a=b=c=a=xc

3. a

A

b<a=a=0.

Eine Teilmenge K C M heiflt eine Kette wenn K total geordnet ist, d.h. fiir alle
a,b € K gilt a < b oder b < a. Die Kette K heif3t mazimal, wenn sie keine echte Teil-
menge einer anderen Kette ist.

Ein Beispiel von einer partiell geordneten Menge (blau). Eine maximale Kette ist mit
rot gezeigt.

Der Maximalkettensatz von Hausdorff besagt folgendes: jedes Element a € M einer
partiell geordneten Menge M liegt in einer maximalen Kette K. Im Fall wenn alle Ketten
endlich sind und die Langen von allen Ketten beschrankt sind, ist diese Aussage offen-
sichtlich, da es fiir jedes a € M immer eine Kette K > a mit maximaler Lange gibt, die
somit maximal ist. Aber fiir beliebige partiell geordnete Mengen ist die Existenz der max-
imalen Kette nicht offensichtlich und ist aquivalent zum Auswahlaxiom der Mengenlehre
(und auch zur transfiniten Induktion). Man kann den Maximalkettensatz als ein Axiom
der Mengenlehre anstatt des Auswahlaxioms annehmen, was wir jetzt tun.

Nach dem Maximalkettensatz liegt (X, fo) in einer maximalen Kette

K= {(Y;a gi)}ie[



164 CHAPTER 5. DUALRAUME

wobei I eine Indexmenge ist. Diese Kette ist total geordnet, d.h. fiir alle 7,7 € I gilt
Y, C Y, oder Y; C Y, und falls ¥; C Y; dann g, eine Fortsetzung von g¢; mit Erhaltung
der Norm ist. Es folgt, dass die Menge

U= U Y,
ein Unterraum von X, und dass das folgende Funktional f auf U
f(z)=g;(x) firzeY;

wohldefiniert ist. Dann ist (U, f) ein Element von M und es gilt (Y;,g;) < (U, f) fiir
alle i € I. Da K U{(U, f)} eine Kette ist und K maximal ist, so beschlieen wir, dass
(U, f) € K. Insbesondere ist (U, f) ein maximales Element von K.

Zeigen wir, dass U = X. Ist U eine echte Teilmenge von X, so kann man nach dem
ersten Schritt das Funktional f weiter fortsetzen, was wegen der Maximalitét von (U, f)
nicht moglich ist. Somit gilt U = X. Dann ist f eine Fortsetzung von f; auf X mit
Erhaltung der Norm. m
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5.4 Bidualraum
Sei X ein normierter Raum iiber R. Betrachten wir den Bidualraum
X* = (X*)".

Wir zeigen hier, dass der Raum X sich immer betrachten lasst als Unterraum von X**.
Fiir jedes x € X und f € X* definieren wir die Paarung

(f,x) = [f(2)

und betrachten die Paarung als eine reellwertige Funktion auf X x X*.

X X

Fiir jedes fixiertes z € X bestimmt die Paarung ein Funktional auf X* wie folgt:
P, X" —R
fe(fx)

d.h.
O, (f)=f(x) firalle f e X"
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Satz 5.3 Das Funktional ®, auf X* ist linear, beschrdnkt und somit gehort zu X**. Die
Abbildung

b X —- X

r— d,

ist eine lineare Isometrie zwischen X und dem Unterraum ® (X) C X**.

X FH
X D)

Xe |- t-> o O

Beweis. Das Funktional ®, ist offensichtlich linear:
O, (f+9) = (f+9) (@) = f(2) +9(x) = P (f) + P (9)
und analog @, (cf) = ¢®, (f) fiir ¢ € R. Das Funktional ®, ist beschrénkt, da

@2 (F)] = [f (@) < [LF Il

woraus folgt, dass

o, (f f(z
1@l = sup 22D, 1@
rexqor IIfll rexmvyor IIf]l
< sp WML oo (5.15)
rex\foy £l

Somit liegt @, in X** und ® ist wirklich eine Abbildung von X nach X**.
Offensichtlich ist die Abbildung ® : X — X** linear: fiir alle z,y € X

Copy (f) = flx+y)=F2)+ f(y) =P (f) + 2, (f)

so dass ®,4, = ®, + &, und analog ®., = cP, fir c € R. Beweisen wir jetzt, dass ®
normerhaltend ist, d.h. fir alle z € X

1P|

xe = 2l x
was auch implizieren wird, dass @, injektiv ist. Nach (5.15) gilt

1P|

X** S ||x||X .
Um die umgekehrte Ungleichung
[

X 2 ||35||X
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zu erhalten, reicht es die folgende Aussage zu beweisen:

Vee X 3Jf € X* mit ||f]|=1und f(z) =]z, (5.16)
da (5.16) implizieren wird, dass
. (f) _ f(2)
éw *k Z = = x|l -
el = 70 = T~

Fixieren wir ein x € X und betrachten einen eindimensionalen Unterraum X, von X wie
folgt:
Xo =span {z} = {ax : a € R}.

Definieren wir f auf Xy mit
f(ax) =allz|| firalle a € R.
Dann ist f ein lineares Funktional auf X, und es gilt

f(ax al|lz
sy L@ il
aerioy llazll  aeryoy llaz]

1 und f () = =],

Nach dem Satz von Hahn-Banach gibt es eine Fortsetzung von f auf X mit der Norm 1,
woraus (5.16) folgt.

Somit ist & : X — X** eine injektive lineare Abbildung mit Erhaltung der Norm. Es
folgt, dass ® eine lineare Isometrie zwischen X und ® (X) ist. m

Wir identifizieren jedes x € X mit ®, und somit X mit ® (X), und betrachten X
immer als Unterraum von X** d.h.

X cX™.

Definition. Ein Banachraum X heifit refleriv wenn

X =X

In anderen Wortern, X ist reflexiv wenn die Abbildung ¢ : X — X™* surjektiv ist,
d.h. & (X) = X*,
Beispiel. Beweisen wir, dass der Raum X = [P fiir jedes p € (1,00) reflexiv ist. Nach
dem Satz 5.1 gilt
(1P =1 (5.17)

wobei ¢ = p%l, und jedes f € (I)" hat der Form

flz)= Z fray fir alle v = {x,} € I,

k=1
wobei {f;} € l9. Es gilt auch
[ gy = I{Fe3lsa -
Wir identifizieren jedes f € (I?)" mit der Folge {fx} € [? und schreiben

(7Y =14,
Nach dem gleichen Argument gilt (1%)* = [P, woraus folgt (7)™ = [P.
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5.5 Banachlimes

Der Isomorphismus (5.17) gilt auch fiir p = 1, so dass

@y =r.
woraus folgt

) =y

Hier besprechen wir kurz (I°°)". Nach dem Satz 5.3 ldsst sich [' mit einem Unterraum
von (I°°)" identifizieren:

' c (™).
In diesem Fall funktioniert diese Identifizierung wie folgt. Jedes a € [' bestimmt ein
Funktional ®, auf [*° mit

o, () = Z apry, firalle z = {x} € 1>,
k=1
und es gilt [|Pqlfjoc) = [lal[;;. Wir identifizieren jedes a € I' mit @, € (I°°)" und somit [
mit einem Unterraum von (I*)".

Satz 5.4 Der Raum [' ist eine echte Teilmenge von (I1°°)°, d.h. (I°)"\ I' # 0. Folglich
ist 1 eine echte Teilmenge von (I')™, und I* ist nicht reflexiv.

Beweis. Wir finden ein Funktional f € (I°°)" das mit keinem ®, tibereinstimmt. Dafiir
betrachten wir den folgenden Unterraum U C [*°:

U= {{xk} el™: khig) T, existiert} = {{zx}: {xx} ist konvergent} .
Fiir jedes = {zx} € U definieren wir das Funktional
f(6)= Jim
Offensichtlich ist f linear und es gilt

|f ()] < sup |ze| = [z]] ,

so dass f beschrankt ist und zwar mit der Norm ||f]] < 1. Tatséchlich gilt || f|| = 1 da
fiir die konstante Folge = = {1,1,...} gilt f(z) =1 = ||z||_..

Nach dem Satz von Hahn-Banach (Hauptsatz 5.2) ldsst f sich auf den ganzen Raum
[*° mit der Norm 1 fortsetzen. Diese Fortsetzung ist nicht eindeutig, aber jede solche
Fortsetzung heifit Banachlimes und wird mit LIM x; bezeichnet. Somit ist LIM z;, fiir
alle beschriankte Folgen {z;} definiert und bestimmt ein Element von (I°°)".

Zeigen wir, dass der Banachlimes mit keinem ®, iibereinstimmt. Gilt fiir ein a € !
und fiir alle z € [*° die Identitat

o0

LIMzy, = @, (z) = Z arTy,
k=1

so erhalten wir, dass fiir jede konvergente Folge {z}}

was nicht moglich ist, da lim x; von den einzelnen Komponenten z; unabhéngig ist. ®
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5.6 Schwache Topologie

Sei X ein normierter Vektorraum iiber R. Der Dualraum X* ist immer ein Banachraum.
Insbesondere gibt es Begriff von Norm-Konvergenz in X* beziiglich der Norm in X*: ist
{fn} eine Folge von Elementen von X*, so gilt f,, — f wenn ||f, — f|| — 0 fir n — oo.
Die Norm-Konvergenz in X* heifit auch die starke Konvergenz.

Definition. Eine Folge {f,,} von Elementen von X* konvergiert schwach (punktweise)
gegen f € X* wenn
fn(z) — f(2) fir alle z € X.

Man schreibt in diesem Fall
f,— f oder f, = f oder f=w-lim f,,

wobel “w” fur “weak” steht.

Die Norm-Konvergenz impliziert offensichtlich die schwache Konvergenz, aber die
Umkehrung gilt im allgemeinen Fall nicht (im Fall dim X < oo stimmen die schwache
Konvergenz und die Norm-Konvergenz iiberein).

Man kann zeigen, dass die schwache Konvergenz eine Konvergenz in einer Topologie
in X* ist, die man die schwache Topologie nennt (im Gegenteil zur Norm-Topologie). Wir
brauchen die schwache Topologie explizit nicht, und definieren alle dazugehérigen Begriffe
(z.B. Kompaktheit) direkt, mit Hilfe von Folgen.

Die schwache Konvergenz (bzw Topologie) in X* heifit auch schwache* Konvergenz
(bzw Topologie), da dieser Begriff sich auf den Dualraum bezieht.

Beispiel. Sei X = C'[a,b]. Wir bezeichnen die Funktionen aus X mit x (¢) und die
Funktionale auf X mit f (z). Fiir jedes t € [a,b] definieren wir die Dirac-Funktion 0, €
C'[a,b]" wie folgt:

de(x)=x(t), € Cla,bl.

Offensichtlich ist 0; ein lineares beschrénktes Funktional auf C'[a, b] da

[0: ()] |z (1)]

loell = sup = s T = b
zeX\{0} |l zeX\{0} SUPJ[qp] ]

Sei {t,} eine konvergente Folge in [a,b] mit ¢ = lim¢,. Dann gilt fiir jedes x € C'[a, b
O, () = & (tn) — x (1) = 6 (x)

woraus folgt

dt,, — Ot
fiir n — oo. Zeigen wir, dass
6tn 7L> 6t7
vorausgesetzt t, # t. Wir haben
164, — 0:ll = sup |0, () — 6¢ ()]

2€Cla,b], ||z]|=1

= s et —a ()] =2,
z€Cla,b],||z]|=1
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da es immer eine Funktion = € C'[a, b] gibt mit
|lz|| =1, «(t,) =1 und z(t) = —1.

Wir beschlieflen, dass
16, — 0]l 7 0.

Wir besprechen unterhalb die Vollstandigkeit und Kompaktheit beziiglich der schwachen
Konvergenz.

Definition. Eine Folge {f,} von Elementen von X* heifit schwache Cauchy-Folge wenn
fir jedes © € X die numerische Folge {f, ()} eine Cauchy-Folge ist.

Definition. Der Raum X* heifit schwach vollstindig, wenn jede schwache Cauchy-Folge
schwach konvergent ist.

Definition. Eine Menge M C X* heifit schwach prakompakt wenn jede Folge {f,} von
Elementen von M eine schwach konvergente Teilfolge enthélt.

Definition. Eine Menge M C X* heiflt schwach beschrankt, wenn fiir jedes x € X die
Menge {f (2)} ¢, beschrinkt ist (als Teilmenge von R).

Offensichtlich gelten die folgenden Implikationen:

Norm-prakompakt = Norm-beschrankt

4 4

schwach prakompakt = schwach beschrankt
Wir werden beweisen, dass

Norm-beschrankt

0

schwach prakompakt < schwach beschrankt

5.7 Prinzip der gleichmafligen Beschranktheit
Hauptsatz 5.5 (Satz von Banach-Steinhaus, das Prinzip der gleichméfligen Beschranktheit)

Ser X ein Banachraum. Dann jede schwach beschrankte Menge M wvon X* ist Norm-
beschrankt.

Da jede beschrankte Menge auch schwach beschrankt ist, sind die Begriffe “beschrankt”
und “schwach beschrankt” aquivalent.

Fiir den Beweis benutzen wir den folgenden Satz.

Satz 5.6 (Satz von Baire) Sei (X, d) ein vollstandiger metrischer Raum, und sei {S,}, -,
eine Folge von abgeschlossen Teilmengen von X mit

X =1 5.
n=1

Dann enthdlt mindestens eine Menge S,, eine offene Kugel.
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Bemerkung. Die offene Kugel B (z,7) mit Zentrum z € X and Radius r ist die Menge
B(z,r)={ze X :d(z,2) <r}.

Wir nehmen immer an, dass r > 0.

Bemerkung. Ohne Vollstandigkeit gilt diese Aussage nicht. Z.B. X = Q ist abzahlbar
und somit ist X eine abzéhlbare Vereinigung von einzelnen Punkten, die kein offenes
Intervall enthalten.

13.07.22 Vorlesung 26

Beweis. Nehmen wir das Gegenteil an, dass keine Menge 5,, eine offene Kugel enthalt.
Wiéhlen wir ein beliebiges xy € X und setzen By = B (xg, 1). Die Menge By \ S; ist nicht
leer, so wihlen wir einen Punkt

r1 € By \ Si.

Da By \ S; eine offene Menge ist, so enthélt diese Menge eine Kugel By = B (x1,71) mit
r > 0.

Si

-

Bo

Der Radius r; kann immer so klein gewahlt werden, dass die folgenden Bedingungen
erfiillt werden:

1 _
T1<§ und 31CBQ\S1

Da die Menge B\ Ss nicht leer und offen ist, so existiert analog eine Kugel By = B (g, 13)
mit

1 _
r2<§ und By C By \ 9.

Per Induktion erhalten wir fiir jedes n > 1 eine Kugel B,, = B (x,,r,) mit

1 _
Ty < on und B, C B,_1 \ Su- (5.18)
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Lgn+ 1

Da x, € B, C B,_1, so erhalten wir
d(x'mxn—l) <Tp-1 < 57

woraus folgt, dass die Folge {x,} eine Cauchy-Folge ist. Somit existiert der Grenzwert

r = lim x,.

n—oo

Fir alle m > n gilt
Zpm € By, C Bye1 C ... C By,

d.h.
T € By,

woraus folgt fiir m — oo, dass
x € B, fiir alle n.
Da nach (5.18) gilt B,, C B,_1 \ S, so folgt es, dass
x € B,_1\ S, fiir alle n.

Wir erhalten, dass x ¢ S,, fiir alle n, was im Widerspruch zur Voraussetzung X = J’, S,
steht. m

Definition. Eine Teilmenge S von X heiit nirgends dicht wenn der Abschluss S keine
Kugel enthalt.

Seien S, nirgends dichte Teilmengen von X fur alle n € N. Anwendung von dem Satz
5.6 auf die Mengen 5, ergibt dass

Ej STL % X7
n=1

d.h. das Komplement K = X \ |J -, S, nicht leer ist. Dariiber hinaus folgt es aus dem
Beweis, dass die Menge K dicht in X liegt. In der Tat haben fiir im Beweis gezeigt,
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dass die Menge K N By nicht leer ist wobei By = B (zo,1). Genauso beweist man dass
K N By # () fiir beliebige Kugel By, was bedeutet, dass K dicht in X liegt.

Definition. Eine Teilmenge M C X heiit mager wenn M = J, -, S, fiir eine Folge {5, }
von nirgends dichten Teilmengen S,,.

Der Satz von Baire lasst sich wie folgt umformulieren: wenn X vollstandig ist und
M C X eine magere Teilmenge von X ist, so liegt das Komplement X \ M dicht in X.

Beweis von Satz 5.5. Sei M eine schwach beschréankte Teilmenge von X*. Das
bedeutet, dass die Menge {f (z)} ), C R beschrinkt fiir jedes x € X ist, d.h.

Vee X sup|f(x)] <oo. (5.19)
feMm

Wir beweisen, dass die Menge M Norm-beschrankt ist, d.h.

sup || f[ < oo.
feM

Dafiir betrachten wir fiir jedes n € N die Menge

Sn:{xeX:sup|f(x)|§n}.

feM

Es folgt aus (5.19) dass
X = U S

n=1

Da f stetig ist und somit die Menge

{re X |f(@)] <n}=f"([-nn])
abgeschlossen ist, so ist auch die Menge

Sp,={zeX:|f(x)]<n Vfe M}
= N {zeX:|fx)<n}

feM

abgeschlossen als der Durchschnitt von abgeschlossenen Mengen.
Nach dem Satz 5.6 erhalten wir, dass eine von 5, eine Kugel enthalt, d.h.

Sn D B(z,r) fireinigen € N, z € X und r > 0.
Nach Definition von S,, erhalten wir, dass

Vr € B(z,r) sup|f(z)|<n
feM

und somit

sup sup |f (x)] < n.
z€B(z,r) fEM

Fiir jedes y € B (0, 1) liegt der Punkt z = z 4+ ry in B (z,7), da

e = zll = llryll = r lyl] <.



5.8. SCHWACHE VOLLSTANDIGKEIT DES DUALRAUMS 173

Dann gilt
f@)=f(z)+rf(y)
und ] )
fy) = ;f@?) - ;f(z).
Daraus folgt, dass
1 1 1 1

sup sup |f (y)| <= sup sup |f(2)|+ = sup [f(2)] < —n+-m,
yeB(0,1) fEM T zeB(z,r) fEM T feM r r
wobei

m = sup |f (2)] < o0.
feMm

Somit erhalten wir

sup sup |f (y)| < oo,
feM yeB(0,1)

was aquivalent zu

sup || f[| < oo,
feM

ist. Somit ist M Norm-beschriankt, was zu beweisen war. =

5.8 Schwache Vollstandigkeit des Dualraums

Satz 5.7 Sei X ein Banachraum tiber R. Dann ist der Dualraum X* schwach vollstindig.

Beweis. Sei {f,} eine schwache Cauchy-Folge in X* d.h. fiir jedes x € X die Folge
{fn ()} eine Cauchy-Folge in R ist. Wir miissen beweisen, dass die Folge {f,} schwach
konvergiert. Fiir jedes x € X ist die Folge {f, (z)} konvergent in R. Setzen wir

f )= lim f, (x). (5.20)

Offensichtlich ist f ein lineares Funktional auf X. Beweisen wir, dass f stetig ist. Fiir
jedes z € X ist die Folge { f,, (x)} beschréinkt, so dass die Folge {f,} schwach beschrankt
ist. Nach dem Hauptsatz 5.5 ist die Folge {f,} auch Norm-beschréankt, d.h. existiert ein
C € R mit

| fn]l < C fiir alle n.

Dann gilt fir jedes z € X
|[fn ()| < O]

und somit nach (5.20)
£ @) = lim |, @)] < C ]

woraus folgt

I <C.

Deshalb ist f beschrankt und somit stetig, insbesondere f € X*. Es folgt aus (5.20), dass
fn — f was zu beweisen war. =
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5.9 Schwache Prakompaktheit im Dualraum

Satz 5.8 (Satz von Banach-Alaoglu) Sei X ein separabler Banachraum dber R. Dann
1st jede beschrankte Teilmenge von X* schwach prakompakt.

Somit erhalten wir die folgenden Implikationen

trivial S.5.5 S.5.8
schwach prakompakt =¥ schwach beschrinkt =  beschrinkt = schwach prakompakt

woraus folgt

schwach prakompakt < schwach beschrankt < beschrankt .

Beweis. Es reicht folgendes zu beweisen: jede beschrankte Folge { f,,} von Elementen von
X* besitzt eine schwach konvergente Teilfolge (analog zum Satz von Bolzano-Weierstraf).
Nach der Separabilitidt von X gibt es in X eine dicht liegende Folge {x},.y. Die Folge
von Werten

fi(xzy), fo(x1), .y folx1),...

ist beschrankt in R und somit hat eine konvergente Teilfolge:

fnl (xl) ; fn2 (l'l) g oeeey fnk (IL‘l) s e

Benennen wir diese Folge mit Hilfe von Hochstellung um wie folgt: f,gl) := fn,. Dann ist
die Folge { fT(LI)} eine Teilfolge von {f,} und

KO (1), £ (1), ey f39 (21) .. konvergiert.

Analog ist die Folge
1 1
1 (@2), £y (w2) oy S (2)

beschrankt und somit hat eine konvergente Teilfolge:
f1(2) (x2), 2(2) (22) ...y 12 (2),... konvergiert.
Per Induktion nach k erhalten wir die Folge { fék)} nen so dass fiir jedes k € N
1. { f,(LkH)}neN ist eine Teilfolge von { fflk)}neN;
2. die Folge fT(Lk) (x) konvergiert fiir n — oo.

Somit erhalten wir eine Tabelle von Folgen

FO D, IOk

2 2

FO D, 1),

k k k

2 OB 7 L R
k+1 k+1 k+1

1(+ )’ f2( + )7"‘7 fk(;+—’]j )7"'7 f’rgk—*—l)""

mit der folgenden Eigenschaften:
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1. die (k 4 1)-te Zeile ist eine Teilfolge der k-ten Zeile;

2. die k-te Zeile konvergiert fiir n — oo an der Stelle z.

Betrachten wir die Diagonalfolge
f]Fl)7 2(2)7"'7f7’(Ln)7"'7

die eine Teilfolge von {f,} ist. Diese Folge konvergiert all allen Stellen zy, da { fT(L”)}nZk
eine Teilfolge von { fék)}nzk ist, und die letzte Folge an z;, konvergiert.
Setzen wir

gn = fT(Ln)7

so dass {g,} eine Teilfolge von {f,} ist und {gn}, .y an allen Stellen x; konvergiert.
Beweisen wir, dass {g, } schwach konvergent ist. Nach dem Satz 5.7 reicht es zu beweisen,
dass {g,} ein schwache Cauchy-Folge ist, d.h. fiir jedes z € X

lim [g, () — gm ()| = 0.

n,m—00

Sei auch C' eine obere Schranke fiir die Folge {||f,||}, die nach Voraussetzung existiert.
Dann ist C' auch eine obere Schranke fiir {||g,||}. Fixieren wir ein x € X und £ > 0 und
wihlen zy so dass ||z — x| < . Dann erhalten wir fiir alle n,m € N

190 (2) = gm ()| < [gn (€) = gn (28] + [gn (28) = G (@8)] + g (25) = g (2)]
< lgnllllz = 2kl + 1gn (x) = gm (@) + [lgm | 122 — 2]
< 2Ce + |gn (2k) = gm (2x)] -

Da {gy (wx)},cn konvergent und somit eine Cauchy-Folge ist, so erhalten wir

limsup [gy, (2) — gim ()| < 2Ce + limsup |gn (2x) — gm (21)| = 2Ce.

n,m—00 n,m—00

Da ¢ eine beliebige positive Zahl ist, so folgt es, dass

lim g, (z) = gm ()| =0,

n,m—o0

was zu beweisen war. ®

Beispiel. Sei H ein Hilbertraum iiber R. Nach dem Satz 2.7 gilt H* = H, und jedes
Element a € H bestimmt ein Element von H* mit

a(x) = (z,a).

Die schwache Konvergenz in H* kann man als schwache Konvergenz in H wie folgt ver-
stehen: fir Elemente a,,a aus H gilt a, — a wenn (z,a,) — (x,a) fiir alle z € H. Nach
dem Satz 5.7 erhalten wir, dass H schwach vollstandig ist. Ist H separabel, so erhalten
wir nach dem Satz 5.8, dass jede beschriankte Teilmenge von H (z.B. jede Kugel) schwach
prakompakt ist.

Erinnern wir uns, dass jede orthonormale Folge {e,}, . in H nicht Norm-prékompakt

ist da ||e, — en||> = 2 fiir alle n # m. Allerdings ist die Folge {e,} beschrinkt und somit
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schwach prakompakt nach dem Satz 5.8. In der Tat konvergiert die ganze Folge schwach
gegen 0, da fiir jedes z € X

o0

Dl < Jlal* < oo

n=1

und somit (z,e,) — 0, was genau bedeutet, dass e, — 0.

Beispiel. Seien p, g € (1, 00) die konjugierten Holder-Exponenten. Da [ 2 (IP)*, so ist der
Begriff von schwache Konvergenz in [? wohldefiniert ist. Dann ist (¢ schwach vollstandig,
und jede beschrankte Teilmenge von [? ist schwach prakompakt.
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Sonstiges

15.07.22 Vorlesung 27

6.1 Satz von Stone-Weierstrafl

Sei X ein kompakter metrischer Raum. Bezeichnen wir mit C'(X) die Menge von allen
stetigen reellwertigen Funktionen auf X. Offensichtlich ist C' (X)) ein Vektorraum tiber R,
und die sup-Norm

/[l = sup | £]
X

eine Norm in C' (X) ist. Wie im Satz 1.7 beweist man, dass C'(X) ein Banachraum ist.
Bemerken wir, dass in C'(X) nicht nur die linearen Operationen definiert sind, sondern
auch die Multiplikation:

(fg)(x)=f(x)g(x) VzeX.

Die Multiplikation ist bilinear beziiglich der linearen Operationen, und es gilt

gl < A1 lgll-

Ein Banachraum mit solcher Multiplikation heifit eine Banachalgebra. Somit ist C' (X)
eine Banachalgebra. Diese Banachalgebra ist zusatzlich kommutativ, assoziativ, und hat
die Einheit — die konstante Funktion 1.

Eine Teilmenge A von C (X) heiit eine Algebra (oder Unteralgebra von C (X)), wenn
A ein Unterraum ist und

frge A= fge A
Eine Algebra A heifit unitar wenn 1 € A.

Hauptsatz 6.1 (Satz von Stone-Weierstral) Sei X ein kompakter metrischer Raum. Sei
A eine Teilmenge von C (X) mit den folgenden Eigenschaften:

1. A ist eine unitare Algebra;

2. A trennt die Punkte von X, d.h. fir jedes Paar x,y € X mit v # y existiert eine
Funktion f € A mit f (z) # f (y).

Dann liegt A dicht in C (X).

177
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Beispiel. Seien X = [a,b] und P die Menge von allen Polynomen mit reellen Koeffizien-
ten. Offensichtlich ist P eine unitédre Algebra und P trennt die Punkte (z.B. das Polynom
f (x) = z trennt alle Punkte). Somit liegt P dicht in C'[a, b], was den 1. Approximation-
ssatz von Weierstrafl (Satz 2.19) beweist.

Beispiel. Sei X der Einheitskreis in C d.h.
X:{e”:xER}.

Jede 2m-periodische Funktion f auf R ldsst sich als eine Funktion auf X betrachten,
und umgekehrt, jede Funktion f auf X lasst sich auf eine 2m-periodische Funktion auf
R erweitern. Insbesondere lisst sich der Raum C'(X) mit dem Raum Cs, von stetigen
2m-periodischen Funktionen identifizieren.

Bezeichnen wir mit 7 die Menge von trigonometrischen Polynomen

f(x)=ao+ Z (ay cos kx + by sin kx)

k=1

und betrachten die Elemente von 7 als Funktionen auf X d.h. 7 C C (X). Die Menge T
ist eine Algebra da die Produkte der From ¢ (kx) ¢ (maz) wobei jede von Funktionen ¢ und
¥ eine von Funktionen cos und sin ist, sich als lineare Kombinationen von sin (k +m) x
und cos (k & m) x darstellen lassen. Die Algebra 7 ist unitdre da 1 € 7, und 7 trennt die
Punkte von X, da fiir z,y € X mit x # y gilt entweder sin x # siny oder cosx # cosx.
Nach dem Satz 6.1 liegt 7 dicht in C' (X). Folglich liegt 7 dicht auch in Cs,, was den 2.
Approximationssatz von Weierstrafl (Satz 2.22) beweist.

Beweis von Hauptsatz 6.1. Beweisen wir zunachst zwei Behauptungen.

Behauptung 1. Fir jedes xo € X und jede abgeschlossene Menge F C X mit xg ¢ F,
qibt es eine offene Umgebung U von xq, die von F disjunkt ist und die folgende FEigenschaft
erfullt: fir jedes 0 > O existiert eine Funktion h € A mit

0<h<l1 (6.1)
und

suph <6, infh>1-24. (6.2)
U F
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Da A die Punkte trennt, fiir jedes x # x, existiert eine Funktion f, € A mit

Wir kénnen annehmen, dass f, (xo) = 0 indem wir eine Konstante aus f, subtrahieren.

Die Funktion
2

gz = v
2|72l

gehort auch zu A und erfiillt

0<¢: <1, gs(xo)=0 und g, (z)>0.

/_\

X0 X 4 X

Betrachten wir die offene Menge G, = {g, > 0}. Dann ist {G,},., eine offene

Uberdeckung von F. Da F eine kompakte Menge ist, es gibt eine endliche Teiliiberdeckung
Gyyy -y Ga,, . Betrachten wir die Funktion

= (g ot )
9= Gar T T Gz 5
die zu A gehort und die folgenden Eigenschaften erfiillt:
0<g<l1, g(zg)=0 und g(x) >0 fir alle x € F.

Da F kompakt ist, so haben wir
v = i%f g>0

und v < 1. Setzen wir
U={g<~/2}

so dass U eine offene Menge ist, xo € U und U N F = (). Somit haben wir
0<g<l1

und
b
2

supg < -, infg=1.
U F
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v/2

Um eine Funktion h zu bekommen die (6.2) mit beliebig kleinem ¢ erfiillt, benutzen
wir das folgende Verfahren. Wéahlen wir zuerst eine ganze Zahl k so dass
1 2

—<k<-—,
Y y

und betrachten fir alle n € N die Funktionen
hy=1—(1-g")".

Offensichtlich haben wir h, € A und 0 < h,, < 1. Zeigen wir, dass

ir;f h, — 1 fir n — oo. (6.3)
und
sup h, — 0 fiir n — oo. (6.4)
U

Da g > v auf F, so haben wir

n

1%fhn_1 (1—~")" .

Da g < /2 auf U, so haben wir

an1-(1-(2))

Bezeichnen wir v bzw /2 mit ¢, so dass 0 < ¢ < 1. Da ¢" — 0 fiir n — oo, wir haben

In ((1 - Q")k"> = k"In (1 —¢") ~ =k"q" = — (kq)".

0 07) - (57,50

Daraus folgt

und somit
: k" 1, kg > 1,
Jf@o(l_(l_q)k):{o bo<1 (6:5)

Da kv > 1, so erhalten wir aus (6.5) mit ¢ = v dass

1—(1—~"" =1 fiir n — o
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und somit (6.3). Da kv/2 < 1, so erhalten wir aus (6.5) mit ¢ = /2 dass

fynk"
1—(1—<§>) — 0 fiir 7 — 00,

und somit (6.4).
Gegeben sei ein § > 0, so gibt es nach (6.3) und (6.4) ein n € N mit

infh, >1—-9, suph, <9,
F U

so dass die Funktion h = h,, (6.2) erfiillt.

Behauptung 2. Seien E, F' zwei abgeschlossene disjunkte Teilmengen von X. Dann fur
jedes 0 > 0 ezistiert eine Funktion h € A mit

0<h<1

und
suph <9, infh>1-09.
E F

<E > < F >

Fiir jedes x ¢ F sei U, die Umgebung von z aus Behauptung 1: fiir jedes &' > 0
existiert eine Funktion h, € A mit

0<h, <1

und

sup hy < ¢, infh, >1-19".
Us F

Dann ist {U, },. 5 eine offene Uberdeckung von E. Somit existiert eine endliche Teilitberdeckung
Upys ooy Up, . Wahlen wir &' = §/n und setzen hy, := h,, so dass hy, € A und

sup hy < d/n i%fhk >1-—4/n.

Uz,
Betrachten wir die Funktion

h = hihs...h,.
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Offensichtlich haben wir h € A und 0 < h < 1. Jedes € E liegt in einem U,, woraus
folgt
hi () < d/n

und somit

woraus folgt

Da fiir jedes x € F' und fiir alle k gilt
hi () > 1—4/n,

so erhalten wir nach der Bernoullischen Ungleichung

h(z) = (1—§)n21—6,

n

woraus folgt
i%f h>1-4,

was zu beweisen war.
Jetzt beweisen wir, dass A4 dicht in C' (X)) liegt. Gegeben seien f € C'(X) und € > 0,
beweisen wir, dass es eine Funktion g € A gibt mit

sup |f — g] < 2e.

Wir kénnen annehmen, dass f > 0 indem wir zu f eine grofle Konstante addieren. Be-
trachten wir fiir jedes n € N die Mengen

E,={f<(n—-1)e}, F,={f>ne}. (6.6)
Nach der Behauptung 2 gibt es eine Funktion h, € A mit
0<h, <1

und

sup h,, <46, infh, >1-—09.
En I

Wihlen wir eine ganze Zahl N > %sup f und setzen 6 = %
Bemerken wir, dass

0)=FE, CE,C..CEvCExy =X

und
X=F,D>F D>..D>Fy=0.

Betrachten wir die Funktion
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und schétzen sup |f — g| ab. Da E; = ) und Eyxy; = X, so liegt jedes x € X in einer der
Mengen Eyi1 \ Ex, k=1,...,N.
Sei
z € Epiq \ Ey,

so dass nach (6.6)
(k—1)e < f(x) < ke.

Fiir n > k + 1 haben wir « € Eyyy C E, und somit h, () < 6. Da h, () <1 fiir alle n,
so erhalten wir

k N
g(@) =Y hy(z)+e > hy(z)
n=1 n=k+1
<ek+edN
=c(k+1),
und somit
g@)—f(x)<ek+1)—(k—1)e=2e. (6.7)

Fir n < k — 1 haben wir x € Ef C Fy_y C F,, und somit h, () > 1 — J, woraus folgt

k—1
g(x) =€) hy(z)

Zs(;—é)(k—l)

=eck—-1)—ed(k—1)

>e(k—1)—edN

=c(k—2)

und somit
g(x)—f(x)>e(k—2)—ck=—2¢. (6.8)

Da (6.7) und (6.8) fiir jedes x € X gelten, so erhalten wir

sup |f () — g (2)] < 2,
zeX

was zu beweisen war. ®

Ende
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6.2 * Satz uiiber die offene Abbildung

Definition. Eine Abbildung A : X — Y zwischen zwei metrischen Raumen heifit offen,
wenn fiir jede offene Teilmenge 2 C X das Bild A (€2) auch offen ist.

Beispiel. Sei B : Y — X eine stetige invertierbare Abbildung. Dann ist die inverse
Abbildung A = B! offen, da fiir jede offene Teilmenge 2 C X das Bild A (Q) = B~ (Q)
nach der Stetigkeit von B offen ist.

Hauptsatz 6.2 (Satz tiber die offene Abbildung oder Satz von Banach-Schauder) Seien
X und Y Banachrdaume und sei A : X — Y eine stetige lineare surjektive Abbildung.

Dann ist die Abbildung A offen.

Bemerkung. Die Bedingung von Surjektivitat ist wichtig, was das Gegenbeispiel A =0
zeigt.

Beweis. Bezeichnen wir mit U (z,r) die Kugel in X und mit V (y,r) die Kugel in Y.
Auch schreiben wir kurz U (r) = U (0,7) und V () = V (0, 7). Beweisen wir zunéchst die
folgende Behauptung: es gibt ein € > 0 mit

AU(1)) D V(). (6.9)
Da .
X = L:JlU(n)

und A (X) =Y, so erhalten wir, dass

Y = U AU (n).

n=1

Nach dem Satz 5.6 beschlieBen wir, dass eine von den Mengen A (U (n)) eine offene Kugel
enthalt.
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Nach der Linearitat von A haben wir

AU (n)) =2nA (U (/1))

woraus folgt, dass auch A (U (1/,)) eine offene Kugel enthélt. Wéhlen wir in dieser Kugel
einen Punkt o, der auch in der Bildmenge A (U (*/2)) liegt. Dann fiir ein hinreichend

kleines € > 0 gilt

AU (/2) 2 V(yo,e) -

Nach der Wahl von g, existiert ein xg € U (*/2) mit Azg = yo. Da fiir jedes z € U (1 /3)
gilt * — xy € U (1), so erhalten wir

U@)>U("/2) — o,

AU @) AU (Y2) —20) =AU (*/2)) = wo

und somit

AU@)DAU/2) =D V(ye) —y= Vi),

was ergibt (6.9).
Die Behauptung (6.9) impliziert nach der Linearitdt von A das folgende: fiir jedes r
gilt
AU (r) D V(er). (6.10)

Beweisen wir, dass

AU2)> V(). (6.11)

Nehmen wir ein y € V (¢) und beweisen, dass y = Az fiir ein x € U (2) gilt. Nach (6.9)
oder (6.10) gilt
ye AUD))

und somit existiert ein y; € A (U (1)) mit beliebig kleinem ||y — v, insbesondere mit

ly —wll <e/2.

y1eA(U(1))

AU(D))

Da y —y; € V (¢/2) und nach (6.10)

AU (Y2) 2 V(e/2),
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so existiert ein y» € A (U (}/5)) mit beliebig kleinem ||(y — 31) — ¥2/|, insbesondere mit
ly —y1 — ol <e/4.

y2eAU(12))

Day—y; —y2 € V (¢/4) und somit

y—yi—y2 € AU (Y/4)),
so existiert ein y3 € A (U (}/4)) mit beliebig kleinem ||(y — y1 — y2) — y3||, insbesondere
mit
ly =y —y2 — ysll < /8.
Per Induktion erhalten wir zwei Folgen {z,} und {y,} mit den folgenden Eigenschaften:
Ly, € A(U(27"7Y))
2. ly =y — o —ynll <27

Dann existiert x,, € U (2_(”_1)) mit 5, = Az,. Da ||z,| < 2~™ Y und somit

j?fuxnn<:j§f2—“%4>=:2<:co,
n=1 n=1

so ist die Reihe > °  z, konvergent nach dem Satz 1.5. Setzen wir x = >~ z, und
bemerken, dass
e <> llanll < 2,
n=1
so dass x € U (2). Da A stetig ist, so gilt
Ar = Av, =Y =y,
n=1 n=1
woraus folgt, dass y € A(U (2)), was beweist (6.11).
Es folgt aus (6.11), dass fiir alle x € X und r > 0 gilt
AU (1) >V (v, 57) (6.12)

mit y = Ax.

Sei 2 eine beliebige offene Teilmenge von X. Beweisen wir, dass A (§2) offen ist. Fir
jedes y € A (Q) existiert x € Q mit y = Az. Dann existiert ein r > 0 so dass U (z,7) C €.
Nach (6.12) erhalten wir

A@ngAw@mngv@ég,

woraus folgt, dass A (§2) offen ist. m
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6.3 * Satz von der inversen Abbildung und Zerlegung
von Spektrum

Korollar 6.3 (Satz von der inversen Abbildung oder Satz vom stetigen Inversen) Sei A
eine stetige lineare bijektive Abbildung zwischen Banachrdumen X und Y. Dann ist die
inverse Abbildung A~ auch stetig.

Beweis. Die inverse Abbildung B = A~! existiert weil A bijektiv ist. Die Abbildung
B:Y — X ist genau dann stetig, wenn fiir jede offene Menge € C X das Urbild B! (2)
offen ist. Dies ist wirklich der Fall, da B~!(Q2) = A (Q) offen nach dem Satz 6.2 ist. m

Erinnern wir die Definition des Spektrums. Fiir einen Operator A im Banachraum X
tiber C gilt A € 0 (A) genau dann, wenn

1. entweder ker (A — AI) # {0}
2. oder im(A— M) # X
3. oder (A — AI)™" existiert aber ist nicht beschriinkt.

Nehmen wir an, dass die Moglichkeiten 1 und 2 gelten nicht, d.h. ker (A — AI) = {0}
und im (A — AI) = X. Dann ist die Abbildung A — AI eine Bijektion, so dass die inverse
Abbildung (A — M) ™" existiert. Ist A beschriinkt, so ist auch A—\I beschrénkt, und nach
Korollar 6.3 ist (A — AI)~" beschréinkt. Somit kann diese Mdglichkeit nicht geschehen.

Erinnern wir auch, dass jedes A mit ker (A — AI) # {0} heifit ein Eigenwert von A,
und die Menge von allen Eigenwerten von A heifit das Punktspektrum von A und wird
mit o, (A) bezeichnet. Somit erhalten wir die folgende Aussage.

Korollar 6.4 Sei A ein beschrinkter Operator im Banachraum X. Dann fir jedes A €
g (A)\ o, (A) gilt im (A —\I) # X.

Fiir selbstadjungierten Operatoren gilt mehr.

Korollar 6.5 Sei A ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum H. Dann gilt die
Aquivalenz

ANeo(A)\o,(A) &im(A—XN)#H und im(A—X)=H.

Beweis. Falls A ¢ 0 (A), so gilt im (A — A\I) = H. Falls A € 0, (A) so gilt ker (A — \I) #
{0} und somit nach dem Satz 3.6

im (A — M) =ker (A—\)" #H.

Nehmen wir jetzt an, dass A € 0 (A) \ 0, (4). Dann nach Korollar 6.4 gilt im (A — A\I) #
H, und nach dem Satz 3.6

im (A — M) =ker (A—\)" =H,

daker(A—AX)={0}. m
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Definition. Die Menge von A € C mit
im(A— M) # Hund im(A—\)=H.

heiit das stetige Spektrum des Operators A und wird mit o, (A) bezeichnet.

Dann ergibt Korollar 6.5 die folgende Zerlegung des Spektrums von selbstadjungierten
Operatoren:
o(A)=0,(A)Uo.(A). (6.13)

Beispiel. Betrachten wir den Operator

A= NPy,
k=1

wobei {\;};-, eine beschrankt Folge von reellen Zahlen ist, und {U;} eine Folge von
zueinander orthogonalen abgeschlossenen Unterrdumen von H mit @, , U, = H und
Uy # {0} ist. Dann ist A selbstadjungiert und

o (A) = {\}.
Die Eigenwerte von A sind genau die Zahlen Ay, d.h.
op (A) = {Ae}-

Nach (6.13) erhalten wir L

oc (A) = {A \ {Ae}-
Z.B. ist {\;} eine Folge von allen rationalen Zahlen in einem Intervall [a, ], so ist o, (A)
die Menge von allen irrationalen Zahlen in [a, b].

Bemerkung. Sei H der Hamilton-Operator von Schrodinger-Gleichung (obwohl dieser
Operator unbeschrankt ist, viele von Theorie von beschrankten selbstadjungierten Oper-
atoren gilt fiir H auch). Das Spektrum o (H) hat die folgende physikalische Bedeutung;:
o (H) ist genau die Menge von Werten von Energie im gegebenen System. Die Werte von
dem Punktspektrum von H entsprechen zu gebundenen Zustianden des System, die mit
den Quanteneffekten von Interaktion von den Teilchen zu tun haben, wobei die einzelnen
Teilchen das stetige Spektrum haben.

6.4 * Kompaktheit in C'|a,b] und Satz von Arzela-
Ascoli

Satz 6.6 (Satz von Arzela-Ascoli) Eine Teilmenge M von C'|a,b] ist prikompakt genau
dann, wenn die folgenden zwei Bedingungen erfullt sind:

e die Menge M ist beschrinkt, d.h. es gibt eine Konstante C' mit sup |f| < C fir alle
feM;

o die Menge ist gleichgradig stetig, d.h. fiir jedes € > 0 existiert § mit

1f(z)—fy)l<e
fir alle f € M und alle x,y € [a,b] mit |z —y| <.
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Beweis. Beweisen wir, dass jede Folge F' = {f,} -, C M eine konvergente Teilfolge
enthélt. Wir sagen, dass die Folge F' an der Stelle « € [a, b] konvergiert, fall die numerische
Folge { f, (z)} konvergiert. Sei {ry},., die Folge von rationalen Zahlen auf [a, b]. Da die
Folge F' an der Stelle r; beschréinkt ist, so hat F' eine Teilfolge F; die an r; konvergiert.
Analog hat F eine Teilfolge F5 die an 5 konvergiert, usw. Fiir jedes n ist F}, eine Teilfolge
von F),_; die an r, konvergiert. Sei g,, der n-te Glied von F},. Dann ist die Folge G = {g,}
eine Teilfolge von F' die an allen Stellen r; konvergiert.

Beweisen wir, dass die Folge G gleichméBig auf [a, b] konvergiert. Es reicht zu zeigen,
dass G eine Cauchy-Folge in C'[a, ] ist. Gegeben ist ein € > 0, finden wir § so dass

lt—y|<d= f(x)— f(y) <e firalle fe M.

Dann wéhlen wir eine Folge ¢; < g2 < ... < ¢; von rationalen Zahlen auf [a,b] so dass

0t € U (qn—0,qu+9).

k=1
Da die Folgen {g, (¢x)}, -, konvergieren, so existiert ein N mit
Vnom >N Vk=1,..,1 gilt |g,(q) — gm ()| <e.

Jedes = € [a,b] liegt in einem Intervall (¢ — d, qx +0), so dass |z — qx| < 6. Dann gilt
fiir alle g,

gn () — gn (@r)| < €

woraus folgt

9n (%) = gm (2)] < [gn (%) = gn (@)| + 90 (@) — G (k)] + [gm (@) — g (2)]
< 3e.

Somit ist die Folge {g,} eine Cauchy-Folge in C [a, b].

Zweiter Beweis. Sei M totalbeschrankt und sei fi, ..., f,, ein e-Netz von M, d.h.
fir jede Funktion f € M existiert f, mit || f — fx|| < e (wobei ||f]| = sup |f|). Setzen wir
C = maxy, || fx|| und erhalten fiir alle f € M, dass

Il <C+e.

Somit ist die Menge M beschrankt. Jede Funktion f; ist gleichmaflig stetig, so dass
existiert ¢ mit

|fi () — fi(y)] <e
fir alle fy und alle z,y € [a,b] mit |z — y| < §. Daraus folgt fiir alle f € M

[f (@) = Fl < 1F (@) = fi @]+ [fx (@) = e )]+ e () = F W)

< 3e.

Somit ist M gleichgradig stetig.

Sei jetzt M beschrankt und gleichgradig stetig, und beweisen wir, dass M totalbeschrankt
ist. Sei ¢ = supey || f||. Gegeben sind € und ¢ wie in (b), betrachten wir eine Zerlegung
g < x1 < ... < 2, = 0 des Intervalls [a,b] mit zx1 — 2x < § und eine Zerlegung
Yo < Y1 < .... < Y des Intervalles [—c,c] mit y,41 — v < €. Bezeichnen wir mit N die
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Menge von stetigen Funktionen auf [a,b] die an den Stellen z; die Werte y; annehmen,
und zwischen xp und z,.; immer linear sind. Die Menge N ist offensichtlich endlich.
Beweisen wir, dass N ein 5e-Netz von M ist. Fiir jede Funktion f € M definieren wir
eine Funktion h € N wie folgt. Fiir jedes zy liegt f (zx) in einem Intervall [y, y;41] ; dann
setzen wir h () = y;, was die Funktion h eindeutig bestimmt. Daraus folgt, dass fiir alle

k
b (z) — f ()] < e

Dann fiir jedes x € [xg, x41] gilt

|h(z) = f(2)] < |h(x) = h(x)| + [ (2x) — f(zi)| + [ f (2x) = ] (2)]
< |h(zpp1) — b (og)] + 2¢

< b (@ps1) = f @)+ 1f (@er1) = f (@e)| + |f (@) — b (2p)| + 2¢
< be.

was zu beweisen war. ®

Beispiel. Sei a € (0,1). Dann jede beschriankte Teilmenge von C® [a, b] ist priakompakt
in C'[a,b] .

6.5 * Dualraum von Ca, ]

Geben wir zwei Beispiele von Elementen von C'[a,b]” an.

Beispiel. Die Abbildung

b
Cla,b] > f = (f) ;:/ F(t)dt € R
ist offensichtlich linear und beschrinkt, da

@ ()] < (b—a)sup|f].

*

Somit ist ¢ ein Element von C [a, b]
Beispiel. Fiir jedes ¢ € [a,b] definieren wir die Abbildung
Cla, b} > f—=0,(f) == f () e R.
Die Abbildung d; ist linear und beschrankt, da
00 (Pl = [F (B)] < sup|f].

Somit ist d; ein Element von C'[a,b]*. Das Funktional §; heiit die Dirac-Funktion an der
Stelle .

Bemerken wir, dass d; (f) sich als Riemann-Stieltjes-Integral’ darstellen ldsst:

b
5, (f) = / £ () d6, (5)

ISiehe Abschnitt 7.5.
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wobel

0, s<t.

Es stellt sich heraus, dass alle Elemente von C'[a,b]” mit Hilfe von Riemann-Stieltjes-
Integral beschrieben werden konnen. Fiir jede monoton steigende Funktion F' definieren
wir das Funktional @ auf C'[a, b] mit

b
B (f) = / fdF,

wobei die rechte Seite das Riemann-Stieltjes-Integral ist. Das Funktional ® r ist offen-
sichtlich linear, aber auch beschrankt, da

[p ()] < (F(b) — F(a))sup [ f].

Somit ist @ ein Element von C'[a,b]". Diese Konstruktion kann weiter verallgemeinert
werden indem man statt einer monoton steigenden Funktion F' die Differenz von zwei
monoton steigenden Funktionen benutzt.

Fiir jede Funktion F' auf dem Intervall [a, b] definieren wir die Variation von F' mit

Varj,p I = sgpz |F (Ar) — F (A1)l
k=1

wobel

Z={a=X<\N <..<X, =0} (6.14)

eine beliebige Zerlegung von [a, b] ist. Die Variation nimmt die Werte in [0, co] und erfiillt
die folgenden Eigenschaften:

1. Var(gy (F+G) < Var, ) F' + Var(qy G
2. Varjy (aF') = |a| Vary F fiir alle o € R

3. Vary F' =0 & F = const auf [a,b] .

Gilt Var(,y F' < 0o so heifit I eine Funktion von beschrankter Variation. Die Menge
von Funktionen F' mit Vary,, F' < oo wird mit BV [a,b] bezeichnet. Es folgt aus den
obigen Eigenschaften, dass BV [a,b] ein Vektorraum ist, und Var(, F eine Halbnorm in
BV [a, b] ist.

Zum Beispiel, jede monotone Funktion F' hat beschréankte Variation, da in diesem Fall
Var,p F = |F (b) — F (a)].

Dann auch die Differenz F' — G von zwei monotone Funktionen gehort zu BV [a, b] . Man
kann zeigen, dass jede Funktion in BV [a, b] eine Differenz zweier monotonen Funktionen
ist?.

2Man kann beweisen, dass die Funktion G (z) = Vary, ;1 F' monoton steigend ist, und auch H (z) :=
G (z) — F (z) monoton steigend. Da gilt F' = G — H, so ist F' eine Differenz zweier monoton steigenden
Funktionen.
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Fiir Funktionen f € C'la,b] und F' € BV [a,b] definiert man das Riemann-Stieltjes-
Integral

b
/ fdF = lm §(f.F.2.T) (6.15)

wobei Z eine Zerlegung von [a, b] ist, wie in (6.14), T' = {t},_, die Folge von Zwischen-
stellen, und S (f, F, Z,T) die entsprechende Riemann-Stieltjes Summe, d.h.

S(f.F,2,T) Zf t) ( — F (A1) - (6.16)

Man kann zeigen, dass der Grenzwert in (6.15) existiert fiir alle f € C'la,b] und F €
BV [a, b], und somit ist das Integral f; fdF wohldefiniert. Das ist eine Verallgemeinerung
von Definition von Riemann-Stieltjes-Integral beziiglich monotoner Funktion F', die wir
im Abschnitt 7.5 besprochen haben.

Fiir jedes F' € BV [a, b] betrachten wir die Abbildung

op : Clab —R

Die Abbildung @ ist offensichtlich linear. Sie ist auch beschrankt, da (6.16) impliziert
S (f,F, 2,T)| < sup|f| D [F () = F (A—1)| < sup |f| Varyy F

k=1

woraus folgt

b
[ far| < sup Vari 7

und somit
||(I)F|| S Var[a’b} F. (617)

Somit bestimmt jede Funktion F € BV [a,b] ein beschrianktes Funktional @ € C'[a, b]".
Die Umkehrung gilt auch wie folgt.

Hauptsatz 6.7 (2. Darstellungssatz von Riesz) Fiir jedes ® € C'la,b|” gibt es eine
Funktion F € BV [a,b] mit
b=y

und

|@|| = Varg,y, F. (6.18)

Beweis. Bezeichnen wir mit B [a,b] die Menge von allen beschriankten Funktionen auf
[a,b]. Offensichtlich ist B [a, ] ein Vektorraum. Dariiber hinaus ist B [a, b] ein normierter
Vektorraum mit der sup-Norm, und C'[a,b] ist ein Unterraum von B a,b]. Sei ¢ ein
Element von C'[a,b]". Da ® ein beschranktes Funktional auf C'[a, b] ist, so existiert nach
dem Satz von Hahn-Banach eine Fortsetzung von ® (auch mit ® bezeichnet) auf B [0, 1]
mit Erhaltung der Norm. Dann ist ® auf allen beschriankten Funktionen auf [a, b] definiert.
Fiir jedes z € [a, b] setzen wir

F(z) = ® (1jo.q)
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und zeigen, dass F' € BV [a,b]. Gegeben sei eine Zerlegung (6.14) von [a, b], setzen wir
firk=1,...n
s =sgn (F(\g) — F (M\-1))

und betrachten die Funktion
f=s11poa) + Z Skl (1A
k=2

Diese Funktion ist beschrankt (und sogar ||f|| = sup|f| = 1) und somit ® ( f) ist definiert.
Dann erhalten wir

(f) = (1[>\0:>\1}) + Z 51 (1(%717%])

k=2

=51P (1[/\0)\1}) + Z Sk (CI) (1[a7/\k}) - (l[a«\k—ﬂ))
k=2

= Z sk ( F (Ae-1))

= Z ‘F ()‘k) - F ()\k—l)| )

woraus folgt

DIF ) = F =2 () < ll1efl1If]] = 12l

k=1

und somit
Varj,p F < ||®]| < oo. (6.19)

Beweisen wir jetzt, dass
O (f)=Ppr(f) firalle f € Cla,b]. (6.20)
Fir jede Zerlegung Z = {\;};_, von [a,b] definieren wir die Treppenfunktion

fz=F ) Ipgag + D F ) Loy

k=2

Diese Funktion liegt in B [0, 1], und es gilt wie oberhalb

P (fz) = EF(A\) +Zf (Aw) ( —F (M) =S(f, F,2),

wobei S (f, F,Z) die Riemann-Stieltjes Summe mit Zwischenstellen ¢, = \; ist. Da f
gleichméaBig stetig auf [a, b] ist, so erhalten wir

fzjf fur5Z—>()
Da & stetig ist, so folgt es daraus, dass

O (fz) = @ (f).
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Andererseits, es gilt nach Definition des Riemann-Stieltjes Integrals, dass

b
CP(fz):S(f,F,Z)*/ JAF = D (f).

woraus (6.20) folgt.
Der Vergleich von (6.17) und (6.19) ergibt (6.18). m

Die Abbildung F' — ®p ist allerdings nicht injektiv. Zum Beispiel, F' — G = const
impliziert, dass ®p = Pg.
Fiir jede Funktion F' € BV [a,b] und x € (a,b) definieren wir

F(z+) = lim F(z+e¢).

e—0+

Der Grenzwert, existiert da F' eine Differenz zweier monoton steigenden Funktionen ist.
Dann definieren wir die rechtsstetige Version F, von F mit

[ F(2), z=aoderz =0,
Fr(:v)—{ F(z+), a<x <b.

Dann F;. ist wieder eine Differenz von monoton steigenden Funktionen und somit F, €
BV |a,b]. Die Menge U von Punkten wo F' unstetig ist, ist hochstens abzéhlbar, woraus
folgt, dass F' und F) auBer U tibereinstimmen. Es folgt auch dass fiir alle x € (a,b)

Fo(a+) = F(a+) = F (a),
so dass F, rechtsstetig in (a, b) ist.
Lemma 6.8 Fir jede Funktion F € BV |[a,b] gelten

Op = dp

und
Var[al,] Fr S Var[&b} F. (6.21)

Beweis. In der Tat, die Zerlegung Z = {\;};_, in der Definition des Riemann-Stieltjes
Integral lasst sich mit beliebig kleiner Feinheit 0 so wahlen dass alle \; aufler U liegen,
woraus folgt, dass fiir beliebige Funktion f € C'[a, b]

S(f,F,Z2,T)=S(f,F.,Z,T).
Fur 6 ; — 0 erhalten wir
b b
o (1) = [ far, = [ gar - n ().

Nach Definition haben wir

Var(o) - = sup > IE (\) = Fr ()]
k=1
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wobei Z = {\,},_, eine beliebige Zerlegung von [a, b] ist. Es folgt aus der Definition von
F, dass fiir jedes € > 0 es eine Zerlegung Z' = {\,}"'_, gilt so dass A, > A, und

wa’ E,(\)| <e.

Daraus folgt, dass
Z|F (Ae) — Fr (Mo 1|<€+Z‘F (AL) (AMeo1)| < 4 Vary) F.

Da ¢ beliebig ist, so erhalten wir (6.21). =

Lemma 6.9 Seien F' und G Funktionen aus BV [a,b] die auf (a,b) rechtsstetig sind. Gilt
Op = Py so gilt

F(x)— F(a) =G (z)— G (a) firallex € |a,b]. (6.22)

Beweis. Seien F' und G zuerst monoton steigend. Fixieren wir ein s € (a,b) und
betrachten die Folge {f,,} von stetigen Funktionen wie folgt:

1, a<zx<s
fa(x)=4¢ 0, z>s+ %
linear, s < x < s+ %
Wir haben
b s s+l
Es gilt

l[hwleM:F@—F@.

Da f, <1, so gilt

1

s+n
0§/

Da F an s rechtsstetig ist, so gilt

fnngF(s—l—%)—F(s).

1
F<5—|——)—F(s)—>0 fiir n — oo,
n

woraus folgt
1

s+
/ fndEF — 0

b
lim & (f,) = lim fndF F(s)— F(a).

n—oo n—oo

und somit

Analog gilt
lim ¢ (f,) =G (s) —G(a).

n—oo
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Da ®r (f,) = ®¢ (fn), so erhalten wir (6.22).
Fiir beliebige F' € BV [a, b] gilt eine Darstellung

F=F —F (6.23)

wobei F; und Fy monoton steigend sind. Ist F' rechtsstetig in (a,b) so erhalten wir fiir
alle x € (a,b)

F(z) = liE%F(x—l—e)zliL%Fl(x—kg)—lii%Fg(x—l—e)
= (1), (=) = (F), (x).

Somit kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass F} und F, in
(6.23) rechtsstetig sind. Analog gilt die Darstellung

G =Gy — Gy,

wobei G; und G5 auch monoton steigend und rechtsstetig sind. Weiter nehmen wir ohne
Beschrankung der Allgemeinheit an, dass

F1 (CL) == F2 (CL) = G1 (CL) = G2 (CL) =0.
Da & = &4 so erhalten wir
q)Fl - q)Fg = (I)Flsz = q)Glsz = q)G1 - q)GQ

und somit
(I)F1+G2 = q)Fl + (I)Gz = (I)F2 + (I)Gl = (I)F2+G1'

Da F} + G5 und F; + (G; monoton steigend und rechtsstetig sind, so erhalten wir nach
dem ersten Teil des Beweises dass

F1 + G2 = F2 + G1
woraus folgt
F:Fl—FQZGl—GQZG.
Betrachten wir jetzt einen Unterraum von BV [a, b]:
Va,b] :={F € BV [a,b] : F'(a) =0 und F ist rechtsseitig stetig in (a,b)}.

Dann ist Varp, F' eine Norm in V' [a, b], so dass V [a,b] ein normierter Vektorraum ist.

Hauptsatz 6.10 Es gilt Isomorphismus von normierten Vektorraumen
Cla,b)" 2 Va,b].

Folglich ist V [a,b] ein Banachraum.
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Beweis. Betrachten wir die lineare Abbildung
A:Viab — Cla,b
A(F) = op.

Nach dem Lemma 6.9 ist A injektiv. Nach dem Satz 6.7, fir jedes ® € C'[a,b]" gibt es
eine Funktion F' € BV [a, b] mit

¢ =&p und |[|®|| = Vary, F.
Nach dem Lemma 6.8 erhalten wir
® =Pp und Var[avb] F,. < Var[mb] F=19|. (6.24)

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass F (a) = 0. Dann liegt @5 in
V' [a,b] und es gilt
A(F,) =9,

so dass A surjektiv und somit auch bijektiv ist. Es bleibt zu zeigen, dass A eine Isometrie
ist. In der Tat, nach (6.17) haben wir

||(I)|| = ||(DF7|| < Var[a,b} F,, (625)
was zusammen mit (6.24) ergibt
Var[a,b] Fr = HCI)H .

Somit ist A eine Isometrie. m

6.6 * Satz von Picard-Lindelof fur lineare Differen-
tialgleichungen

In diesem Abschnitt betrachten wir ein lineares Normalsystem von DGLen, das die fol-
gende Form hat:
¥ =A{t)x+ B(t), (6.26)

wobei = z (t) eine unbekannte Funktion mit den Werten in R™ ist und A (¢) und B (¢)
gegebene Funktionen auf einem Intervall I C R mit Werten jeweils in R™*" und R"™.

Insbesondere ist A (t) z ein Vektor in R”, wie die anderen Terme in (6.26). Koordi-
nateweise lautet (6.26) wie folgt:

=Y Ay +Bi(t), i=1,..m,
=1

wobei A;; und B; die Komponenten jeweils von A und B sind. Wir nehmen immer
an, dass die Abbildungen A : I — R™"™ und B : I — R” stetig auf I sind, also alle
Komponenten A;; (¢) und B; (¢) stetige Funktionen von ¢ € I sind. Wir betonen, dass der
Definitionsbereich von (6.26) ist I x R", so dass jede Losung von (6.26) muss auf einem
Teilintervall von I definiert sein.
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Hauptsatz 6.11 (Satz von Picard-Lindelof fiir lineare Normalsystemen) Seien A (t) und
B (t) stetig auf I.

(a) (Existenz) Fir alle to € I und xy € R", existiert eine Losung x (t) des An-
fangswertproblems

{ o =A(t)z+ B(t) (6.27)

T (to) = 2o
die auf dem Intervall I definiert ist.
(b) (Eindeutigkeit) Sind x (t) und y (t) zwei Lésungen von (6.27) auf einem Teilinter-
vall I' C I, so gilt es x (t) =y (t) auf I'.

Fiir den Beweis von Satz 6.11 brauchen wir das folgende Lemma.

Lemma 6.12 (Gronwall-Lemma) Sei z (t) eine nicht-negative stetige Funktion auf einem
Intervall [a,b] und ty € [a,b]. Gilt die folgende Ungleichung fir alle t € |a, b]:

t
z2(t) < C+L / z (s)ds|, (6.28)
to
mit beliebigen Konstanten C,L >0, dann gilt fir alle t € [a,b] die Ungleichung
2 (t) < Ceklt=tol, (6.29)

Bemerkung. Normalerweise formuliert man Gronwall-Lemma fiir den Fall {5 = a. In
diesem Fall entfallen die Betragzeichen in (6.28) und (6.29), weil ¢ > t,.

Beweis. Es reicht die Behauptung im Fall C' > 0 zu beweisen, da der Fall C' = 0 daraus
folgt indem man C' — 0 ldsst. In der Tat, ist (6.28) mit C' = 0 erfiillt, so ist (6.28) auch
mit jedem C' > 0 erfiillt. Es folgt, dass (6.29) mit jedem C > 0 erfiillt ist, und das ergibt
(6.29) mit C' = 0.
Also, nehmen wir an, dass C' > 0 und definieren eine Funktion F' auf dem Interval
[to, b] wie folgt
t
F(t) :C'—l-L/ z () ds.
to
Bemerken wir, dass die Funktion F' positive und differenzierbar ist, und F’ = Lz gilt. Die
Bedingung (6.28) ergibt fiir ¢ € [ty,b] dass z < F und somit

F' =Lz<LF.
Diese Differentialungleichung lasst sich wie folgt losen. Dividieren durch F' ergibt

F/
— <L
F— )

und durch Integration iiber [to,t] erhalten wir, dass

F (1) P F(s) !
lnF(to) :/to F(S)dsg/toLds:L(t—to),

fir alle t € [to, b]. Daraus folgt
F (t) < F (ty) e“t-t) = gellt=to),
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Da z < F, erhalten wir (6.29) fiir alle t € [to, b].
Auf dem Intervall [a, ty] betrachten wir analog die Funktion

F(t):C’+L/tt0z(s)ds,

die positive und differenzierbar ist. Da F’ = —Lz und nach (6.28) z < F, erhalten wir
die Differentialungleichung

F'> —LF,
die ergibt fiir ¢ € [a, to]
F (to) /to F'(s) /to

1 = ds>— | Lds=—L(ty—t)=—L|t—t

T ) Tz ) L=l =—Lit—t
und

2 (t) < F(t) < F(ty) et =hl = cetlt=tol,

||

Beweis von Satz 6.11. Wiéhlen wir ein beschrianktes abgeschlossenes Interval [a, b] C I,
derart, dass tg € [a,b]. Wir beweisen die folgenden zwei Behauptungen:

1. die Eindeutigkeit der Losung auf [a, b] , sowie auf jedem Teilintervall I’ C I;
2. die Existenz einer Losung auf [a, b], sowie auf dem ganzen Intervall I.

Bemerken wir, dass fiir jede Losung x (t) von (6.27) auf [a, b] und fiir alle ¢ € [a, b] gilt

x(t):xo—l—/tx/(s)ds

to

=20+ / (A(s)x(s)+ B(s))ds. (6.30)

to

Sei z (t) und y (t) zwei Losungen von (6.27) auf the interval [a, b], dann die beiden Funk-
tionen erfiillen die Integralgleichung (6.30). Daraus folgt, dass

x<t>—y<t>=[ A(s) (2 (s) — y () ds,

fir alle t € [a,b]. Sei ||-|| eine Norm in R™ . Wir benutzen die Ungleichung

die fiir jede stetige Funktion f (s) mit Werten in R™ gilt. Mit Hilfe von (6.31) erhalten
wir

s)ds s)|| ds|, (6.31)

Iz (8) =y ()] <

y(s))l ds

< / 1A ()] 1 (s) — v ()] ds

[ = pienia

<L (6.32)
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wobei
L= sup ||[A(s)]. (6.33)
s€a,b]
Da die Verkettung s +— A (s) — ||A(s)|| stetig ist, ist die Funktion ||A (s)|| beschrénkt
auf dem Intervall [a, ], so dass L < oo. Nach (6.32) gilt fiir die Funktion

2(t) ==z () =y @

A}@ms.

Lemma 6.12 mit C' = 0 ergibt z (¢) < 0 und somit z (t) = 0, z (t) = y (¢t) auf [a, b].

Sei z (t),y (t) zwei Losungen von (6.27) auf einem Intervall I’ C I. Fiir jedes Intervall
la,b] C I' mit £ € [a,b] haben wir x (t) = y (t) auf [a,b]. Da jedes Intervall als eine Vere-
inigung von beschrankten geschlossenen Intervallen dargestellt werden kann, gewinnen
wir die Identitat = (¢) = y (¢) auf I’

Jetzt beweisen wir die Existenz einer Losung von (6.27) auf [a,b] mit Hilfe von
Annéherung durch eine Funktionenfolge {zj (¢)},—, auf [a,b]. Die Naherungslosungen
werden induktiv definiert wie folgt:

die folgende Ungleichung:
z(t) <L

xo (t) = o

und .
xy (t) = xo + / (A(s)xk—1(s)+ B(s))ds, k=>1. (6.34)
to
Es ist klar, dass alle Funktionen zy, (t) stetig auf [a, b] sind. Wir beweisen, dass die Folge
{x}ie, auf [a,b] gegen eine Losung von (6.27) konvergiert fiir & — oo. Mit Hilfe von
(6.34) und

T (1) =20 + / (A(s)xr—2(s)+ B(s))ds

to
erhalten wir, fiir jedes k > 2 und t € [a, b],

ok () —zpa ()] <

/t VA @) e (5) — 0 (3)]] ds

< Llwmlwywkﬂwms, (6.35)
0
wobei L wie frither nach (6.33) definiert ist. Bezeichnen wir
2 () = ok (8) — zea (D],
und schreiben (6.35) in der folgenden Form um:
2k (t) < L /t zk—1 (s)ds]| . (6.36)
to

Erst schitzen wir die Funktion z; (t) = ||@1 (t) — 2o (¢)]| fiir ¢ € [to, b] ab, wie folgt:

/%M@%+B@»@ < M(t—to),

to

a@:‘
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wobei
M = sup [|[A(s)zo+ B(s)| < oo.

s€|a,b]

Es folgt aus (6.36), dass fiir ¢ € [to, V]

2

()<LM/ s—to)ds_LM%,
<L2M/ d_LQMM
2.3

g, E—t0)" (et 1))

w(t) < LM k!o = k!o ’

wobei ¢ = max (L, M).
Mit dem gleichen Argument behandeln wir den Fall ¢ € [a,t5] und gewinnen die
folgende Ungleichung

(c]t —to])"
ok (8) = 2p O < ———

fur alle ¢ € [a,b]. Da die Potenzreihe

i |t—t0|

k=0

konvergiert fiir alle reellen ¢, und zwar gleichmaéssig auf jedem beschréankten Intervall von
t, auch die Funktionenreihe

> ok () = 2 ()]

k=1

konvergiert gleichméssig auf [a,b]. Daraus folgt, dass die Funktionenreihe mit Vektor-

Werten -
> (ke (1) —ra (1)

konvergiert gleichméssig auf [a,b]. Da die Partialsummen dieser Reihe gleich xy () — xg
sind, gewinnen wir, dass die Funktionenfolge {xj (t)} gleichméfig auf [a,b] konvergiert.
Bezeichnen wir

x(t) = lim zy (¢) .

k—o0

Die Funktion x (t) ist stetig auf [a, b] als der Limes von einer gleichméBig konvergierten
Funktionenfolge von stetigen Funktionen. In der Identitét (6.34), also

2 (£) = 20 + / (A () 51 (5) + B (5)) ds.

lassen wir k gegen unendlich gehen, und erhalten, dass der Grenzwert x (t) die folgende
Integralgleichung erfiillt:

z(t) =mzo+ / (A(s)x(s)+ B(s))ds (6.37)

to
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(das Integralzeichen und der Limes sind vertauschbar auf jedem kompakten Intervall).
Wir behaupten, dass x (t) das Anfangswertproblem (6.27) auf [a,b] 16st. Da die rechte
Seite von (6.37) eine differenzierbare Funktion von ¢ ist, so ist z (¢) auch differenzierbar,
und

x/:%<m0+/t (A(s)x(s)+B(s))ds.) =A({t)x(t)+ B(t).

SchlieBlich, es ist klar von (6.37), dass x (ty) = zo. Deshalb 16st z (¢) das Anfangswert-
problem (6.27) auf [a, b].

Jetzt definieren wir eine Losung auf ganzem Intervall I. Es gibt eine wachsende Folge
von beschrénkten geschlossenen Intervallen {[a;, b;]}.-,, derart, dass ihre Vereinigung gle-
ich I ist; wir nehmen auch an, dass ¢ € [a;, b;] fiir alle i. Bezeichnen mit z; () eine Losung
von (6.27) auf [a;, b;]. Dann ist ;44 (t) auch eine Losung von (6.27) auf [a;, b;], und nach
Eindeutigkeit des 1. Teils gewinnen wir, dass z;41 (t) = x; (t) auf [a;, b;]; also, in der Folge
{z; (t)} ist jede Funktion eine Fortsetzung der vorangehenden Funktion. Daraus folgt,
dass the Funktion

x(t) :=x; (t) fur t € [a;, b;]

wohldefiniert fiir alle ¢t € [ ist, und deshalb z (¢) eine Losung von Anfangswertproblem
(6.27) auf [ ist. m

Der Beweis der Existenz der Losung fithrt zur folgenden Methode fiir Bestimmung der
Losung z (t) des Anfangswertproblems (6.27). Man definiert eine Folge von Naherungslisungen
xy (t) nach den Regeln

xo(t) = o,

T (t) = o+ / (A(s)zg (s)+ B(s))ds.

to

Diese Folge {xy (t)} heifit die Picarditeration. Nach dem Beweis von Satz 6.11 konvergiert
die Folge {z (1)} gegen die Losung z (¢) fiir alle ¢t € I, und zwar gleichméBig auf jedem
kompakten Teilintervall [a,b] C I.

Wir verwenden den Satz 6.11 in der folgenden Situation. Betrachten wir eine lineare
Differentialgleichung 2-er Ordnung:

utat)u +b(t)u=f(t) (6.38)

wobei a (t),b(t) und f (t) gegebene stetige Funktionen auf einem Intervall I und w un-
bekannt ist. Zusammen mit (6.38) betrachten wir auch die Anfangsbedingungen fiir u:

u(ty) =a, u'(tg) =0 (6.39)
wobei tg € [a,b] und «, 3 € R gegeben sind.

Korollar 6.13 Das Anfangswertproblem (6.38)-(6.39) hat eine eindeutige Losung u (t) €
C?*(I) auf I.

Beweis. Betrachten wir den Vektor-Funktion

o= (%)= (o)
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Dann gilt
U u’ B Xo
*=\w )™ —au' —bu+f )\ —bx;—axs+ f

. 0 1 X1 0

~\ -b —a X + f
d.h.

x'=A(t)x+ B(t) (6.40)

wobei

At) = ( —bo(t) _al(t)) and B () = ( f?t)).

Offensichtlich ist die Gleichung (6.38) dquivalent zu (6.40) wobei x () stetig differenzierbar
sein soll. Die Anfangsbedingungen (6.39) sind dquivalent zu

x (to) = X := ( g ) . (6.41)

Nach dem Satz 6.11 hat die Gleichung (6.40) mit der Anfangsbedingung (6.41) eine ein-
deutige Losung x (t) auf I, woraus die Existenz und Eindeutigkeit von u folgen. m
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Chapter 7

* Spektralsatz fiir selbstadjungierte
Operatoren

7.1 Operator-Ungleichungen

Sei A ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum H iiber C. Dann ist (Ax,x) reell
fiir alle x € H, da nach der Selbstadjungiertheit

(Az,x) = (x, Ax)

und nach der Hermiteschen Symmetrie

(Az,x) = (z, Ax),

woraus folgt (z, Ax) = (x, Ax) und somit (z, Az) € R.

Definition. Ein selbstadjungierter Operator A heifit nichtnegativ definit wenn (Az,x) >
0 fir alle x € H. Man schreibt in diesem Fall A > 0.

Fiir zwei selbstadjungierte Operatoren A und B schreiben wir A > B wenn A—B > 0,
was aquivalent zu (Azx,x) > (Bz,z) fir alle x € H.

Beispiel. Wir haben immer A? > 0, da

(A%z,x) = (Az, Az) > 0.

Beispiel. Jeder orthogonale Projektor P auf einen abgeschlossenen Unterraum U C H
ist nichtnegativ definit, da

(Pyz,x) = (Pyz, Pyx + Pyox) = ||Pyz||” > 0.

Bemerken wir auch, dass die Operatoren Py und Ppi nicht vergleichbar sind (vorausge-
setzt, dass U und U+ nicht trivial sind), d.h.

PU%PULund PUlsz.

Beispiel. Der Greensche Operator K (Satz 3.20) ist nichtnegativ definit.
Im néchsten Lemma alle Operatoren sind selbstadjungiert im H.

205



206CHAPTER 7. * SPEKTRALSATZ FUR SELBSTADJUNGIERTE OPERATOREN

Lemma 7.1 Die folgende Eigenschaften von > gelten.
1. ABund B>C = A>C
A>0und B>0= A+ B >0.
A>0und a € [0,00) = aA >0, wihrend fir o € (—o0,0] gilt A < 0.

A, >0 und Ayx — Ax fur allex € H = A > 0.

— AT <A< AT

Bewels 1. (Az,z) > (Bz,z) und (Bz,z) > (Cx,x) ergeben (Ax,x) > (Cx,x).
2. (Azx,x) 2 0 und (Bz,z) > 0 ergeben ((A+ B)z,z) > 0.
3. (Az,z) > 0 ergibt ((A) z,z) > 0 fiir « > 0 und ((d) z,x) <0 fir a <0.
4. (Apz,z) > 0 und A,z — Az ergeben (Az,z) > 0.
5. (Az,z) < || Azl «|l < |A]ll2l* = [|All (Iz,) ergibt A < |A|I. Analog gilt
Az —|Alll. =

Satz 7.2 Setzen wir

a= inf (Az,z) wund b= sup (Azx,x).

llzll=1 |lz||=1
Dann gelten die Identititen

mino (A) =a und maxo (A) =0. (7.1)
Insbesondere gilt die Aquivalenz

A>0 & o(A)>0. (7.2)

Beweis. Fiir (7.1) siche Ubungen. Dann gilt
A>0a>0<0(A) >0,

woraus (7.2) folgt. m
Beispiel. Fiir eine symmetrische Matrix A bedeutet die Aquivalenz (7.2), dass A genau

dann nichtnegativ definit ist, wenn alle Eigenwerte von A nichtnegativ sind.

Korollar 7.3 Es gilt
A>Bund B>A=A=B8.

Beweis. Wir haben 0 (A — B) > 0 und ¢ (A — B) < 0 woraus folgt 0 (A — B) = {0}.
Dann gilt ||[A — B|| =sup|o (A — B)| =0 und somit A= 5. =

Bemerkung. Somit ist > eine partielle Ordnung auf der Menge von selbstadjungierten
Operatoren.

Satz 7.4 Fiir alle Funktion f,g € C (0 (A)) gilt die Aquivalenz:

fzgauf o(A) < [f(A)=g(A).
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Somit bewahrt das Funktionalkalkill A : C' (o (A)) — B(H) nicht nur die Struktur
von normierten Algebras, sondern auch die partielle Ordnung.

Beweis. Wir haben nach den Satzen 7.2 und 4.7

F(A) > g(A) & F(A) — g(A) > 0 o (f(4) — g(A)) > 0
So((f=g)(A)20e (f—g)(0(A) =0 f>gaufo(A).

7.2 Starke Konvergenz von Operatoren

Definition. Sei {4,} eine Folge von Operatoren im Hilbertraum. Man sagt, dass die
Folge {A,} gegen den Operator A stark konvergiert, wenn

A,x — Az fir alle x € H.

Man schreibt in diesem Fall A4,, = A oder A = s-lim A,,.

Frither haben wir auch die Konvergenz A, — A beziiglich der Operatornorm betra-
chten. Wir schreiben in diesem Fall A = lim A,,. Die Konvergenz beziiglich der Opera-
tornorm ist offensichtlich starker als die starke Konvergenz, d.h.

A=1lmA, = A=s-limA,,.
Es gibt auch die schwache Konvergenz: A, — A oder A = w-lim A,, wenn
(Anz,y) — (Az,y)

fiir alle x,y € H. Die starke Konvergenz ist starker als die schwache Konvergenz.

Die Konvergenz beziiglich der Operatornorm heifit auch gleichmdfige Konvergenz, die
starke Konvergenz heifit auch punktweise Konvergenz.

Nach dem Lemma 7.1 bewahrt die starke Konvergenz die Operator-Ungleichungen
zwischen selbstadjungierten Operatoren:

A, > B, = s-limA, > s-lim B,,.

Eine Folge {A,} von Operatoren heifit beschréinkt wenn die Folge {||A.||} von den
Normen beschrankt ist.

Satz 7.5 Sei{A,} eine beschrdnkte monoton steigende (bzw fallende) Folge von selbstad-
Jungierten Operatoren. Dann s-lim A,, existiert und ist ein selbstadjungierter Operator.

Beweis. Wir benutzen die folgende Ungleichung, die fiir alle selbstadjungierte Operatoren
B mit B > 0 gilt:
2
[Bz||” < || Bl (B, x)

(siche Aufgabe 80). Daraus folgt, dass fiir n > m und alle x € H

[(An — A) 517”2 <A, = Anll ((An — Ap) 7, 7).
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Die Folge (A, x, ) ist monotone steigend und beschrankt, somit ist sie eine Cauchy-Folge,
d.h.
(A, — Ap) x,z) — 0 fiir n,m — oc.

Da die Normen ||A,, — A,,|| beschriankt sind, so erhalten wir, dass
(A, — Ap) z|| — 0 fir n,m — oo.

Dann ist die Folge { Az} eine Cauchy-Folge und somit hat den Grenzwert lim A, z. Setzen
wir fiir jedes x
Ar :=lim A, x.

Dann ist A ein linearer Operator in H, und A = s-lim A,,. Da

[ Az || = Tim || Ay ]| < sup [[An[] [z},
n

so ist der Operator A beschrankt. Da
(Az,y) = lim (Apz, y) = lim (2, Apy) = (v, Ay),

so ist A selbstadjungiert. m

7.3 Monotone Grenzwerte der stetigen Funktionen
und Funktionalkalkil

Satz 7.6 Let A ein selbstadjungierter Operator und {f,} eine monoton fallende Folge
von nichtnegativen stetigen Funktionen auf o (A). Dann gilt folgendes.

1. s-lim f,, (A) existiert (und ist selbstadjungiert).
2. Sei g, eine andere solche Folge mit lim f,, < lim g, auf o (A). Dann gilt
s-lim f,, (A) < s-limg, (A).

Insbesondere
lim f,, = limg, = s-lim f, (A) = s-limg, (A).

Fir den Beweis von zweitem Teil brauchen wir ein Lemma.

Lemma 7.7 (Satz von Dini) Sei {h,} eine monoton fallende Folge von nichtnegativen
stetigen Funktionen auf einem kompakten metrischen Raum X. Gilt h, (z) — 0 fir alle
r € X, so gilt auch

sup h, — 0 fir n — oo.

Beweis. Fiir ein vorgegebenes ¢ > 0 setzen wir
Upy={z € X :h,(x)<e}.

Da hy, (x) — 0 fiir n — oo, liegt jedes z in einem U,,. Da die Mengen U, offen sind, erhalten
wir eine offene Uberdeckung {U,} von X. Sei U,,,...U,, eine endliche Teiliiberdeckung,
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und setzen wir N = max (ny,...,n;). Da jedes z € X in einem von U, liegt, erhalten wir
fur alle n > N
hi () < hy, () <&,

woraus folgt sup,c |hn| < €, was zu beweisen war. ®

Beweis von dem Satz 7.6. 1. Die Bedingung f,,11 < f, auf o (A) impliziert f,,1 (A) <
fn (A), so dass die Folge {f, (A)} monoton fallend ist. Da

1/n (A)| = sup fn < sup fi,
o(A) o(A)

so ist die Folge {|| f. (A)||} beschriankt. Dann s-lim f,, (A) existiert und ist selbstadjungiert
nach dem Satz 7.5.

2. Wir werden beweisen, dass fiir jedes k und jedes € > 0 existiert ein N so dass fiir
alle n > N gilt

sup (fn —gx) <e. (7.3)
o(A)

Nach dem Satz 7.4 folgt es aus (7.3), dass

fn (A> — Gk (A) <el.

Fir n — oo, k — oo und € — 0 erhalten wir nach Lemma 7.1
s-lim f,, (A) — s-lim g; (A) <0,

was zu beweisen war.
Um (7.3) zu beweisen, setzen wir

h’n = (fn - gk)+ .
Dann ist {hx} eine monoton fallende Folge von stetigen Funktionen auf X. Da
lim f, <limg, < gk,

erhalten wir, dass lim h,, = 0. Nach Lemma 7.7 beschliefen wir, dass sup h,, — 0, woraus

(7.3) folgt. m

Definition. Bezeichnen wir mit M, die Menge von reellwertigen Funktionen f auf R mit
der folgenden Eigenschaft: es gibt eine monoton fallende Folge {f,} von nichtnegativen
stetigen Funktionen auf R mit f, (z) — f(2) Vz € R. Bezeichnen wir mit M die Menge
von Differenzen f — g mit f,g € M,.

Offensichtlich ist jede Funktion f € M beschrankt auf jeder kompakten Teilmenge
von R. Es folgt aus der Definition, dass Cy (R) C M, und C (R) C M, aber M enthélt
auch unstetige Funktionen. Z.B. fiir jedes a € R liegt die Funktion 1(_ 4 in M, , und
fiir alle a < b liegt die Funktion

L) = L—oo) = L(—o0,a)

in M .
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Definition. Sei A ein selbstadjungierter Operator. Fiir jede Funktion f € M, definieren
wir den Operator f(A) mit

f(A) = s-lim f, (A),
wobei f,, eine monoton fallende Folge {f,,} von nichtnegativen stetigen Funktionen auf R
mit f, (z) — f(z) Vz € R.
Nach dem Satz 7.6 der Grenzwert s-lim f,, (A) existiert, ist selbstadjungiert und un-
abhéngig von der Wahl der Folge {f,}.

Satz 7.8 Fir alle Funktionen f,g € M, gelten die folgenden Eigenschaften.
1. f < g auf o (A) impliziert f(A) < g(A).
2. | F(A)| < supyay f
3. f+g,cf mit c>0 und fg liegen in M, und

(f +9)(A) = f(A) + 9(A)
(cf) (A) = ¢ (f(A))
(fg9) (A) = f(A)g(A).

Beweis. Seien {f,} und {g,} zwei monoton fallende Folgen von nichtnegativen stetigen
Funktionen auf R, die gegen f bzw g punktweise konvergieren.
1. Dies folgt aus dem Satz 7.6, da

f=limf, <limg, =g auf o (A)

impliziert f(A) < g(A).
2. Da 0 < f <sup f, so erhalten wir die Operator-Ungleichungen

0 < f(A) < (sup f) 1.

Daraus folgt
0<0o(f(4) <supf
and

1F(A)]| = sup o (f(A))] < sup f.

3. Die Folge { f,.g,} ist monoton fallend, und f,g, — fg punktweise, so dass fg € M,
. Wir haben nach der Definition von (fg) (A)

(fagn) (A) = (f9) (A) .

Andererseits gilt
(fagn) (A) = fo (A) gn (A) = F(A)g(A),
da f, (A) > f(A)und g, (A) 2 g(A) (siehe Aufgaben), woraus folgt (fg) (A) = f(A)g(A).
Die Aussagen tiber ¢f und f 4 g werden analog bewiesen. m

Fiir jede Funktion f € M existieren Funktionen g,h € M, mit f = g — h. Dann
setzen wir

f(A) = g(A) = h(A).
Das nachste Lemma impliziert, dass diese Definition unabhangig von der Wahl der Funk-
tionen g, h ist.
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Lemma 7.9 Seien g1, 92, h1,hy € My . Dann gilt
—h1 <go—hy=g1(A) —hi (A) <g2(A) —ha (A).

Insbesondere
—hy=g2—ha= g1 (A) —hi1 (A) = g2 (A) — hy (A)

Beweis. Wir haben
g1+ hy < go+ M

woraus folgt nach Satz 7.8
91 (A) + ha (A) < g2 (A) 4+ ha (A),
und somit
91 (A) = hi (A) < ga(A) = ha (A).
Der folgende Satz erweitert den Satz 7.8 fiir Funktionen aus M.
Satz 7.10 Fir alle Funktionen f,g € M gelten die folgenden Figenschaften.
1. f < g auf o (A) impliziert f(A) < g(A).
2. (A < supyay |-
3. f+g,cf mitceR und fg liegen in M und

(f +9) (A) = f(A) +g(A)
(cf) (A) = ¢ (f(A))
(f9) (A) = f(A)g(A).

Beweis. 1. Dies folgt aus Lemma 7.9.
2. Setzen wir ¢ = sup |f|. Dann gilt —c < f < ¢ und somit

—el < f(A) <,

woraus folgt o (f(A)) C [—c¢,c] und ||f(A)| < c.
3. 5el f=fi— found g = g1 — go mit fi, f2, 91,92 € M . Dann gilt

fg=(fi = ) (g1 — g2) = (frg1 + fog2) — (fr92 + fag1)
woraus folgt fg € M und

(fg) (A) = (figr + fa92) (A) — (fig2 + fa91) (A).

Dann erhalten wir

f(A)g(A) = (f1 (A) = f2(A4)) (91 (A) — g2 (A))

= (f1(A) g1 (A) + f2(A) g2 (A)) — (f1 (A) g2 (A) + f2 (A) g1 (A))
= (fi91 + fag2) (A) = (fig2 + fa91) (A)

=(f

9)(A).

Die Aussagen iiber ¢f und f 4+ ¢g werden analog bewiesen. =
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7.4 Spektralschar

Gegeben sei ein selbstadjungierter Operator A in H. Da fiir jedes A € R die Funktion
1o,y in M liegt, so konnen wir setzen

Ex=1_xx(A).

Dann ist ) ein selbstadjungiert Operator.
Definition. Die Familie {Fy},  von Operatoren heiit die Spektralschar von A.

Im néachsten Satz werden die Haupteigenschaften von der Spektralschar bewiesen.

Satz 7.11 Die Spektralschar von einem selbstadjungierten Operator A hat die folgenden
FEigenschaften.

1. E) ist ein orthogonaler Projektor in H.

2. Die Spektralschar {Ex} g st monoton steigend beziglich X, d.h. E\x < E, fir
A< p.

3. Ex=0 fir A <info (A) und Ex = I fir A\ > supo (A).

4. Die Funktion \ — E) ist rechtsseitig stetig beziglich der starken Konvergenz von
Operatoren, d.h.
Exin > E\ firh — 0+ .

Jede Familie { £}, mit diesen Eigenschaften heifit eine Spektralschar.

Beweis. 1. Die Funktion f = 1; wobei U eine Teilmenge von R ist, erfiillt f2 = f.
Daraus folgt, dass E? = E\. Da E) selbstadjungiert ist, so beschlieBen wir, dass F) ein
orthogonaler Projektor ist.

2. Da 1(_,n < 1(—ooy), so erhalten wir B\ < E,,.

3. Fiir A <info (A) gilt 1(_oo ) = 0 auf o (A), woraus Ey = 0. Fiir A > supo (A) gilt
1w = 1 auf o (A), woraus folgt Fy =1(A) = 1.

4. Wir beweisen, dass fiir jede monoton fallende Folge {h,} -, mit h,, — 0+ gilt

S .
Eyip, — Ey fir n — oo.

Fiir jedes n definieren wir eine stetige Funktion f, auf R wie folgt:

1, 2< X+ h,
fu(z) =< 0, 2> A+ 2h,
linear, A + h, < z < A+ 2h,.

Da
1(—00,)\} < 1(—00,)\+hn] < fna

so erhalten wir

E\x < Exin, < fu(A). (7.4)
Da die Folge {f,} monoton fallend ist und f, — 1(_ ], erhalten wir

s-lim f,, (A) = E).



7.5. RIEMANN-STIELTJES-INTEGRAL 213

Da die Folge {E) s, } von Operatoren monoton fallend und beschrénkt ist, existiert nach
dem Satz 7.5 der Grenzwert s-lim F),j, . Es folgt aus (7.4) und Lemma 7.1, dass

Ey\ < s-lim Eyyp,, < E)

woraus s-lim Fy,, = F) folgt. m

Beispiel. Sei { K, } -, eine Folge von zueinander orthogonalen abgeschlossenen Unterrdumen
K, # {0} vom Hilbertraum H mit @), K, = H. Sei {\,} -, eine beschrinkte Folge
von reellen Zahlen. Dann konvergiert die Relhe > AnPk, stark, und wir setzen

= S- i )\nPKna
n=1

so dass A ein selbstadjungierter Operator ist. Fiir diesen Operator erhalten wir

o)

Ey =1\ —s—zl —oo ) (An) Pk, = s- Z Py,

{n: <A}
woraus folgt F/\ = Py, wobei

U= @ K.
{n:An<A}

7.5 Riemann-Stieltjes-Integral

Sei f eine stetige Funktion auf einem Intervall [a,b] und m eine monoton wachsende
Funktion auf [a, b]. Definieren wir das Riemann-Stieltjes-Integral

[ s am

Z:{a:/\g<)\1<...<An:b}

wie folgt. Fiir jede Zerlegung

von [a,b] mit den Zwischenstellen T = {t;};_,, wobei t; € [A,_1, A, definieren wir die
Riemann-Stieltjes-Summe

n

S(f,m,Z,T) Zf te) ( m(Ae-1)) -

Z.B. fiir m () = A stimmt S (f, m, Z,T) mit der Riemann-Summe

S(f,2,T) = f (t) (A — Men)

/abf(t)dt

fiir das Riemann-Integral
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uberein.
Setzen wir

52 = 121}3&;(” ()\k — )\kfl) .

Man kann beweisen, dass der Grenzwert

lim S (f,m,Z,T)

67—0

existiert. Dann definiert man das Riemann-Stieltjes-Integral mit
b
/ f@)dm(t) = 5hm05 (f,m,Z,T).
a z—
Beispiel. Ist m stetig differenzierbar, so erhalt man die Identitat

b b
[ rwdnw = [ om@a

Beispiel. Sei m eine Treppenfunktion, d.h. es gibt eine Zerlegung {a =ty < ... < t, = b}
mit

m (t) =my; furt e (tk7tk+1) .

Dann gilt

b n
/ Pt dm () =S F () (me — mi ).

Sei A ein selbstadjungierter Operator in H und sei E) seine Spektralschar. Wahlen
wir ein Intervall [a, b] das o (A) iiberdeckt. Fiir jede Funktion f € C'[a,b]| definieren wir
das Riemann-Stieltjes-Integral beziiglich E) wie folgt. Fiir jede Zerlegung

Z:{a:/\g<)\1<...<An:b}

von [a,b] mit den Zwischenstellen T = {#;};_,, definieren wir die Riemann-Stieltjes-
Summe

S(fa E, Z: T) = Zf (tk) (E)\k - E)\k—1) ) (75)
k=1
die ein selbstadjungierter Operator ist. Dann definiert man
b
| rdE =t s (1.8.2.1),
a z—

vorausgesetzt, dass der Grenzwert existiert (beziiglich der gleichméfigen oder starken
Konvergenz von Operatoren).
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7.6 Spektralsatz

Hauptsatz 7.12 (Spektralsatz) Fir jeden selbstadjungierten Operator A und jede stetige
Funktion f auf [a,b] D o (A) gilt

— /bf(A) dEy, (7.6)

wobei die Riemann-Stieltjes-Summen gegen f(A) in der Operatornorm konvergieren.
Dariber hinaus gilt fir jedes v € H

I#al? = [ 7 O d| s, (7.7)

wobei das Integral in (7.7) ein Riemann-Stieltjes-Integral beziiglich der monoton steigen-
. 2
den Funktion X\ — || E\x||” ist

Insbesondere erhalten wir fiir f(z) = 2

b
A= / AE}. (7.8)

Die Identitét (7.8) heifit die spektrale Zerlegung von A. Sie ist eine Verallgemeinerung der
Identitét (3.33) von dem Hilbert-Schmidt-Satz (Hauptsatz 3.15).

Beweis. Betrachten wir die Funktion

fzr (A Zf ) Lo ol (A

d.h. fzr (A) = f(tg) fir A € (Ag—1, \i]. Nach der gleichméfigen Stetigkeit von f erhalten
wir

sup |fzr — fl = 0 fiir 6z — 0.

[a,b]

Da fzr € M, soist fzr (A) wohldefiniert, und

fZT Zf tk (Ak—1,2k] (A) :Zf(tk) (E)\k _EAk—1> :S(f>E727T)' (79>
k=1

Somit gilt fiir 6, — 0

1S, E,2,T) = [(A = [[fz2 (A) = f(A)]] < S?BVZ,T - f1=0,

woraus (7.6) folgt.
Da fiir k£ # m gilt
1()‘k717)‘k]1()‘m—17)\m} = 07

es folgt, dass
(EAk - E/\Ic—l) (E/\m - E/\m_l) =0
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und somit fiir jedes x € H

((E)\k - EAk—l) ) (E/\m - E’\m—l) JZ) =0.

Es folgt aus (7.9), dass

n

1z (A) @)1 =3 F ) [| (B, — Ex_) 2 (7.10)

k=1
Beweisen wir, dass fiir alle p < A gilt
2 2 2
I(Ex = Eu) x||” = | Exz]]” — [ By (7.11)
Da
Lo, L un =0,

es folgt, dass
(Eyx, (Ex— E,)x) =0,

und nach dem Satz von Pythagoras
2 2 2
[Exz|” = [ Bux]|” + [[(Ex — Ep) ]|,

woraus (7.11) folgt. Offensichtlich impliziert (7.11), dass die Funktion A — || Exz||* mono-
ton steigend ist.
Einsetzen von (7.11) in (7.10) ergibt

2 () @I = 32 7 (0 (1Brel ~ | Bae o)
k=1
=5 (f: ||E)\I'||2 ) Za T)
Fir 07 — 0 erhalten wir

IUMWW:£gﬂhmMM@W
— 1 2
= lm S (/.| Exell*, 2,T)

b
_ / f 2 d B

Bemerkung. Fiir jedes Intervall I = (a,b] kann man 1; (A) = E, — E, als ein oper-
atorwertiges Mafl von I betrachten. Genau so, wie das Lebesgue-Mafl von Intervallen
nach borelschen Mengen fortgesetzt wird, kann auch das operatorwertiges Maf§ auf alle
borelsche Mengen fortgesetzt werden. Bezeichnen wir dieses Mafl mit E (U) fir jede
borelsche Menge U C R. Weiter definiert man das Lebesgue-Integral beziiglich des Mafles
E von jeder borelschen Funktion f auch dem Spektrum (die Lebesgue-Summen kon-
vergieren schwach gegen das Integral). Dann setzt man fiir alle borelsche Funktionen f
auf o (A)

F(A) = / L faE
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Insbesondere gilt diese Definition fiir unbeschrankte Funktionen f. In diesem Fall ist
f(A) ein unbeschrdnkter Operator, deren Definitionsbereich ein dicht liegender Unterraum
von H ist. Die Theorie von unbeschrankten selbstadjungierten Operatoren gehort zu
dieser Vorlesung nicht, aber die Hauptergebnisse davon sind dhnlich wie fiir beschréankten
Operatoren.

7.7 Multiplikationsoperatoren

Sei (X, S, i) ein Mafiraum. Betrachten wir den Hilbertraum L? = L? (X, i) tiber C. Jede
Funktion a € L> (X) bestimmt einen Operator T, in L? mit

T.f (x) = a(2) f (x).

Offensichtlich ist T, beschrankt da

[Tafll > < llall g LA 2 -

Der Operator T, heifit Multiplikationsoperator. Ist a reellwertig so ist T, selbstadjungiert
da

(Tuf.g) = /X af g = /X fagdy = (1, Tg).

Wir beweisen here dass jeder beschrankte selbstadjungierte Operator A eine Darstellung
als Multiplikationsoperator hat.
Gegeben seien zwei Hilbertraume H; und Hs. Eine Abbildung

UZH1—>H2

heiflt unitar wenn U linear ist und das Skalarprodukt unter U behalten wird, d.h. fiir alle
T,y € H1
Uz, Uz)y, = (2,9) g, -
Insbesondere gilt
U] g, = =], -
Offensichtlich ist jede unitare Abbildung U injektiv. Ist U auch bijektiv, so ist U eine
lineare Isometrie von H; und H,. Zwei Hilbertraume die linear isometrisch sind haben

gleiche Eigenschaften.
Der folgende Satz ist eine Version des Spektralsatzes fiir selbstadjungierte Operatoren.

Hauptsatz 7.13 Sei H ein separabler Hilbertraum tber C und A ein beschrankter selb-
stadjungierter Operator in H. Dann ezistiert ein Mafraum (X, S, u), eine lineare Isome-
trie U : L? (X, u) — H und eine reellwertige Funktion a € L™ (X) so dass

A=UT, U (7.12)
Die Identitat (7.12) ist dquivalent zu

AU =UT,,
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d.h. das folgende Diagram ist kommutativ:

rr L H
Ty l lA
rr L H
Beweis. Das Spektrum o (A) liegt im Intervall J = [— ||A]| , ||A]|] . Fixieren wir ein £ € H

und betrachten die Abbildung

(I)g . C(J)HR
P (f) = (f(A)¢E )

wobei C' (J) der Raum von reellwertigen stetigen Funktionen auf J ist. Da der Operator
f (A) selbstadjungiert ist, so ist die Zahl (f (A)&, &) reell.

Offensichtlich ist ®¢ ein lineares Funktional auf C' (J) . Das Funktional ®; ist beschrankt
beziiglich der sup-Norm da

((F(AEON< I (AIIEN < ||£H2S}1]p|f|-

Das Funktional ®; ist positiv im folgenden Sinn: if die Funktion f € C'(J) nichtnegativ
so gilt ®¢ (f) > 0. In der Tat, fiir die Funktion g = \/f € C'(J) erhalten wir

O (f) = (f(A)&E) = (9(A) g(A)&E) = (9(A) &9 (A) &) = [lg (A ¢J* > 0.

Es folgt aus dem Darstellungssatz von Riesz (Satz 6.7): jedes beschrinktes positives
Funktional ® auf C' (J) hat der Form

@Uﬁiﬂﬂu

fir ein Borel-Maf} p auf J. Somit erhalten wir fiir jedes § € H ein Borel-MaB p, auf J so
dass fiir alle f € C' (J) gilt

(HM&QZ¢Aﬁ=/j@6
J
Betrachten wir jetzt die Abbildung
Ug . C (J) — H
Uf = f(AE

Zeigen wir, dass unter dieser Abbildung der L?-Norm behalten wird: fiir alle f,g € C (J)
gilt

Vel Usg)y = (F ()69 (€)= (U9 (A)6.6) = [ fode = (F.0),-
Insbesondere ist die Abbildung Us beschrankt beziiglich der L?*-Norm in C' (J) und der

Norm in H. Da C(J) in L* (J, ) dicht liegt, so lasst U sich auf L? (J, 1) eindeutig
erweitern. Somit erhalten wir einen unitaren Operator

Ue: L? (J, 1) — H.
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Bemerken wir, dass
AUf = Af (A)§ = J(A) AL = Ugg
wobei

g()=FO)t="T.f (1)

wobei a (t) = t. Somit erhalten wir die Identitét
AU = UeT,. (7.13)

Das einziges Problem dass noch bleibt ist ob die Abbildung U, surjektiv ist. Ist es der
Fall, so ist Ug eine lineare Isometrie, und alles bewiesen ist.

In allgemeinem Fall ist U, nicht unbedingt surjektiv. Bezeichnen wir mit H, das Bild
von U so dass H¢ ein abgeschlossener Unterraum von H ist. Dann ist U eine lineare
Isometrie zwischen L? (J, ) und Hy, die (7.13) erfiillt.

Wir zeigen unterhalb dass H sich in der Form von direkter Summe

N
H=& H, (7.14)
k=1

darstellen lésst, wobei Hj, = He, und N € NU {oo}. Fiir jedes &, erhalten wir ein Maf
i, = e, auf Jp = J und ein lineare Isometrie

Uk = ng : L2 (Jk7/~Lk;) — Hk

so dass
AU, = U1,

fur die Funktion ay (t) = ¢ auf J,. Dann betrachten wir die Menge

N
X =]
k=1
und definieren wir ein Mafl p auf X mit
plae = He

Fiir jede Funktion f € L? (X, i) setzen wir
fr = 1l € L2 (Jk, 1)
so dass f =), fx. Jetzt definieren wir die Abbildung
U : L*(X,pu)—H
Uf = > Uh
k

Die Abbildung U ist unitar da

TP = Y N0fll* = D I fellze = 1F11Z= -
k k
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Die Abbildung U ist surjektiv, da fiir jedes n € H eine Darstellung gilt
n= an mit 7, € Hy,
k

und wir setzen
Jro=U e € L2 (Ji, p1y,)

und f =Y, fr so dass Uf = 7. Somit ist U eine lineare Isometrie. Fiir die Abbildung U
gilt
AUS =) AUSe =) UT, fr = UT.f
k k

wobei die Funktion a auf X wird wie folgt definiert:
aly, = a.

Jetzt beweisen wir die Darstellung (7.14). Der Beweis ist analog zum Gram-Schmidt-
Verfahren. Sei {(,} eine dicht liegende Folge von Elementen von H. Setzen wir &, = (;

und bestimmen den Unterraum H; = H¢ . Dann wahlen wir ¢; mit minimalen Wert von
k so dass (, ¢ H; und definieren

52 :Ck—PHle

so dass {, L Hy und ¢, — &, € Hy. Dann setzen wir Hy = H,, und bemerken, dass H; L H».
In der Tat, wir miissen beweisen, dass

(f(A)&.9(A) &) =0
fiir beliebige Funktionen f,g € C'(J). Wir haben

(f(A)&1,9(A) &) = (fg(A) &, &)

Da fg(A)&, € Hy und &, L Hy, so erhalten wir die Orthogonalitdt von H; und Hs.
Weiter wihlen wir wieder ¢, mit minimalen Wert von k so dass (;, ¢ H; & H> und
definieren

53 = Ck - PHIEBHQC’C

so dass {3 L. Hy @ Hy und (), — §3 € Hy @ Hs, und setzen Hz = H, und so weiter. Unter
diesem Verfahren haben wir immer

¢, = & eH
(2 € span {51752} € Hy & H
(3 € span{f,&,,8,} € Hi @ Hy © Hy

usw. so dass alle ¢, in @,_, Hy liegen, woraus (7.14) folgt. m
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