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Chapter 1

Die reellen Zahlen

Mathematik liefert fiir Anwendungen eine Menge von Regeln, um bestimmte Grofle
zu berechnen. Aber fiir die Mathematiker ist die Mathematik eine logische Theorie,
wo die neuen Aussagen aus schon bestehenden Aussagen mit Hilfe von logischer
Argumentation (Beweis) erhalten sollen. Es muss allerdings etwas am Anfang der
Theorie geben. Die axiomatische Konstruktion von Mathematik beginnt mit einer
Liste von den Grundbegriffen und Aziomen. Die Axiome sind die Aussagen, die
man ohne Beweis akzeptiert und die die Eigenschaften der Grundbegriffe darstellen.
Dazu gehoren auch die Regeln von logischer Herleitung, die man in den Beweisen
benutzen darf.

Die erste bekannte axiomatische Darstellung von Geometrie (und somit auch von
ganzer Mathematik) wurde von Euklid durchgefiihrt. Euklid war ein griechischer
Mathematiker, der im ca. 3. Jahrhundert v. Chr. in Alexandria lebte. Sein
Axiomensystem hatte allerdings einige Liicken. Erst in 1899 wurde von D.Hilbert
das vollstéindige Axiomensystem von Geometrie gegeben.

Im 20. Jahrhundert wurde von N.Bourbaki ein anderes Axiomensystem entwick-
elt, die auf dem Begriff von reeller Zahl basiert. Die Begriffe von Geometrie werden
spéter mit Hilfe von Kartesischen Koordinaten eingefiihrt. Dieses Axiomensystem
von reellen Zahlen wird in diesem Kapitel préisentiert.

Aber ganz am Anfang von Mathematik stehen die Mengenlehre und die Math-
ematische Logik. Im ersten Abschnitt beschiftigen wir uns mit den Begriffen der
Mengenlehre, obwohl ohne richtige Axiomatisierung. Der Zweck davon ist, die auf
der Mengenlehre basierende Sprache der Mathematik zu lernen. Danach fithren wir
die Axiome von reellen Zahlen ein und gewinnen aus den Axiomen alle wesentlichen
Eigenschaften der reellen Zahlen.

1.1 Mengen und Operationen auf Mengen

Alle Objekte, die man in Mathematik trifft, sind entweder Mengen oder Elemente
von Mengen. In axiomatischer Mengenlehre sind diese die Grundbegriffe, die man
nicht definiert. In dieser Einfithrung benutzen wir keine axiomatische, sondern
“naive” Mengenlehre, wo wir uns auf unserem intuitiven Versténdnis von Objek-
ten verlassen, das aus unserer Erfahrung stammt.

Der Begriinder der Mengenlehre — der deutsche Mathematiker Georg Cantor
(1845-1918), erklirte den Begriff von Menge in 1895 wie folgt:

1
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“Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von
bestimmten wohlunterschiedenen Objekten, ... welche die Elemente von
M genannt werden.”

Elemente von Mengen. Jede Menge M besteht aus bestimmten Objekten, die
die Elemente von M heiflen. Ist = ein Element von M, so schreibt man

reM

(“x gehort zu M7, “x ist in M7, “z liegt in M”, “x ist ein Element der Menge M”).
Ist z kein Element von M, so schreibt man

Es gibt eine Menge, die keine Elemente besitzt. Diese Menge heifit die leere Menge
und wird mit dem Zeichen () bezeichnet.

Eine Menge kann explizit angegeben werden wie folgt. Zum Beispiel, die Menge
M, die aus Elementen a, b, ¢, d besteht, bezeichnet man mit

M ={a,b,c,d}

(d.h. alle Elementen von M in den geschwungenen Klammern). Das bedeutet, dass
die Elemente von M die Buchstaben a,b,c,d sind, und nichts anderes. Noch ein
Beispiel: die Menge M = {a} besteht nur aus einem Element a.

Die Elemente diirfen selber die Mengen sein. Zum Beispiel, die Menge M = {0}
besteht aus einem Element 0[]

H#ufig ist eine Menge M durch eine Eigenschaft £ von Elementen angegeben,
d.h. M besteht genau aus den Elementen = die E erfiillen. In diesem Fall schreibt
man

M ={z:zerfillt E} oder M = {z |z erfiillt £} .

Teilmengen und Inklusion.

Definition. Menge A heifit Teilmenge von Menge B wenn aus x € A folgt x € B.

Man schreibt in diesem Fall
ACB

(“A ist eine Teilmenge von B”). Die Beziehung A C B zwischen den Mengen A und
B heif3t Inklusion.

Die Aussage “aus x € A folgt x € B” schreibt man kurz so auf:
reA=xr€eB,

wobei der Pfeil = bedeutet: “impliziert”, “ergibt”, “aus ... folgt ...”. Die obige
Definition kann man ohne Worter wie folgt umschreiben:

ACB& (reA=1x€B), (1.1)

'Die Menge {0} soll mit der Menge () nicht verwechselt werden: die erste Menge hat ein Element,
wihrend die zweite Menge hat kein Element.
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wobei der Doppelpfeil < bedeutet: “genau dann, wenn” oder “dquivalent”.
Es folgt aus (1.1]), dass die Inklusion von Mengen transitiv ist, d.h.

(ACB) AN (BCC)=ACC.

wobei das Zeichen A bedeutet “und”.
Zwei Mengen A und B sind gleich genau dann wenn A C B und B C A, d.h.

A=B& (ACB) N (BCA).

Durchschnitt und Vereinigung. Jetzt definieren wir einige wichtigen Operatio-
nen auf den Mengen.

Definition. Der Durchschnitt der Mengen A und B ist die folgende Menge
ANB={x:x€ A N z € B}.

Die #quivalente Definition ist:
reANB & €A N x€B.

Die Mengen A und B heien disjunkt falls AN B = (.
Definition. Die Vereinigung der Mengen A und B ist die folgende Menge:

AUB={x:x€ A V z € B},

wobei das Zeichen V bedeutet “oder”.

Die dquivalente Definition ist:

rcAUB&xc AV z€B

Beispiel. Wir haben immer
ANA=A=AUA

und

AND=0, Aud=A.

Fiir alle Mengen A, B, C gelten die folgenden Identitéiten.

Kommutativgesetze:
ANB = BNA
AUB = BUA.
Assoziativgesetze:
(ANB)NC = An(BNCQC)
(AuB)UC AU(BUCQC)
Distributivgesetze:
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Subtraktion von Mengen.

Definition. Die Differenzmenge A \ B zweier Mengen A, B ist definiert wie folgt:
A\B:={z:x€ A N = ¢ B}.

Das Zeichen \ heifit “Minus” oder “Mengenminus”.
Zum Beispiel, A\ A=0und A\ 0 = A.

Komplement. Wihlen wir eine Grundmenge X. Die Menge von allen Teilmen-
gen von X heifit die Potenzmenge von X und wird mit P (X) bezeichnet. Nach
Definition haben wir:

AeP(X)e ACX.

Es ist klar, dass wenn A und B Teilmengen von X sind, so sind AU B, AN B und
A\ B auch Teilmengen von X. D.h. die Potenzmenge ist verschlossen beziiglich
Operationen U, N, \.

Definition. Fiir jede Menge A C X definieren wir das Komplement A° (beziiglich
der Grundmenge X') durch

A= X\ A
Aquivalent haben wir:
reAcar¢g A
vorausgesetzt dass immer x € X.

Fiir beliebige Mengen A, B C X gelten die Formeln von De Morgan:

(ANB) = A°UB°
(AUB)" = A°Nn B

Diese Formeln lassen sich als die folgende Regel formulieren: das Komplement der
Vereinigung ist der Durchschnitt der Komplementen, und umgekehrt.

Kartesisches Produkt.

Definition. Fiir je zwei Mengen A, B definieren wir kartesisches (direktes) Produkt
A x B der Mengen A, B wie folgt:

Ax B={(a,b):ac A, be B},
d.h. die Menge A x B besteht aus allen geordneten Paaren (a,b) mit a € A und

be B.

Das geordnete Paar (a,b) ist ein neues Objekt, das man aus den Elementen von

A und B erstellt. Zwei Paaren (a,b) und (a’,b’) sind gleich genau dann, wenn a = o
und b =b'.
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1.2 Abbildungen

Definition. Gegeben seien zwei Mengen X,Y. Eine Abbildung f von X nach Y
ist eine Zuordnung (Vorschrift, Regel) = — y, die jedem Element x € X genau ein
Element y € Y zuordnet.

Die Abbildung wird mit
f: X=>Y
oder
xLy
bezeichnet. Das Element y heifit das Bild von = (oder der Wert von f an der Stelle
x) und wird mit f (z) bezeichnet. Man bezeichnet die Abbildung auch mit

f:X—=Y
z— f(x)
oder mit
Xsze f(x)eY.

Die Menge X heif3t der Definitionsbereich (oder Definitionsmenge) von f, die Menge
Y — der Wertebereich (oder Zielmenge).

Beispiel. Die identische Abbildung Id : X — X wird wie folgt definiert: Id (z) = =
fiir alle x. Sie wird auch mit Id x bezeichnet um den Definitionsbereich X zu betonen.

Komposition von Abbildungen.
Definition. Gegeben seien zwei Abbildungen

x4y oz

definieren wir die Komposition (Verkettung, zusammengesetzte Abbildung) f o g als
eine Abbildung von X nach Z mit

(fog)(x)=f(g(x)).

Man kann auch schreiben

fog: X —2Z, xw f(g(x)).
Schematisch kann man die Verkettung so darstellen:

Y
g/\f
x 19 g

Man muss betonen, dass die Komposition f o ¢ nur dann wohldefiniert ist, wenn
der Wertebereich von g im Definitionsbereich for f liegt. Daraus folgt, dass g o f
nicht unbedingt wohldefiniert sein soll, selbst wenn f o g wohldefiniert ist. Insbeson-
dere kann man nicht erwarten, dass die Komposition kommutativ ist. Aber die
Komposition ist immer assoziativ.
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Satz 1.1 (Assoziativgesetz fiir Komposition) Die folgende Identitit

(fog)oh=fo(goh) (1.2)
gilt fiir je drei Abbildungen
xhyszLu

Beweis. Bemerken wir zunéchst, dass die beiden Verkettungen (f o g) o h und
f o (g o h) wohldefiniert sind und von X nach U abbilden. Fiir jedes z € X gilt

((feg)oh)(z)=(fog)(h(x))=f(g(h(x)))
und analog

(felgoh) (x)=f(lgoh)(x))=f(g(h(z))),
woraus die Identitét folgt. m

Das Assoziativgesetz erlaubt uns die Verkettung dreier Abbildungen zu definieren
wie folgt:
fogoh:=(fog)oh.

Quantoren. Unterhalb benutzen wir die folgenden Symbolen (Quantoren):

V bedeutet “fiir alle”, “fiir jedes”,

3 bedeutet “es existiert”, “es gibt mindestens ein”, “fiir mindestens ein”.

Das Zeichen V stammt aus dem umgedrehten Buchstabe A (Alle) und heifit Al-
lquantor. Das Zeichen 3 stammt aus dem umgedrehten F (FExistiert) und heifit
FExistenzquantor.

Das Zeichen 3! (Existenzquantor mit dem Ausrufezeichen) bedeutet: “es gibt
genau ein”.

Umkehrabbildung. Gegeben seien zwei Abbildungen X Ly % X. Dann sind
die beiden Kompositionen f o g und g o f wohldefiniert und

fog:Y =Y, gof:X —X.

Definition. Die Abbildung ¢ heifit die Umkehrabbildung (oder die inverse Abbil-
dung) von f, falls
fog=Idy und go f=1Idy. (1.3)

In diesem Fall ist f auch die Umkehrabbildung von ¢g. Existiert die Umkehrab-
bildung von f, so bezeichnet man sie mit f~*, d.h.

fof'=1Idy und flof=1Idx.
Definition. Fiir jede Abbildung f : X — Y und fiir jedes y € Y, die Menge

{zreX: f(z) =y}

21.04.17
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heifit das Urbild von y.

Definition. Eine Abbildung f : X — Y heiflt bijektiv falls das Urbild von jedem
y € Y genau ein Element enthilt, d.h.

VyeVY FJlzeX mit f(z)=uy.
Die Abbildung f heifit surjektiv falls das Urbild von jedem y € Y nicht leer ist, d.h.
VyeY dreX mit f(z)=uy.

Die Abbildung f heiflt injektiv falls das Urbild von jedem y € Y hochstens ein
Element enthélt, d.h.

f(x1) = f(22) = 21 = 29

Es ist klar, dass
f ist bijektiv < f ist surjektiv und injektiv.
Satz 1.2 FEine Abbildung f : X — Y hat eine Umkehrabbildung genau dann, wenn
f bigektiv ist. In diesem Fall ist die Umkehrabbildung eindeutig bestimmt.
Beweis. Hat f eine Umkehrabbildung g, so gilt (1.3)), d.h.

YyeY flgly) =y (1.4)

und
Vee X g(f(x))=ux. (1.5)

Es folgt aus (1.4)), dass das Urbild von jedem y € Y nicht leer ist, da es g (y) enthélt.
Somit ist f surjektiv. Zeigen wir jetzt, dass f auch injektiv ist. Angenommen, dass

f(z1) = f (o) fiir 21,25 € X, es folgt aus (1.5), dass
w1 =g (f (1)) = g (f (22)) = 22,

so dass f injektiv ist. Es folgt, dass f bijektiv ist.

Umgekehrt, ist f bijektiv, so definieren wir die Abbildung g : Y — X wie folgt:
fiir jedes y € Y gibt es genau ein x € X mit f(x) = y, so setzen wir g (y) = x.
Dann gelten

(gof)(x)=g(f(2) =g(y) ==
und

(fog)(y)=f(gW) = f(zx)=y,

so dass (1.3) gilt. Somit hat f die Umkehrabbildung g.
Ist f bijektiv, so ist die Abbildung g, die (|1.5)) erfiillt, eindeutig bestimmt. Somit
ist die Umkehrabbildung f~! eindeutig bestimmt. =

Satz 1.3 Gegeben seien zwei bijektive Abbildungen
x%viz
Die folgende Identitdt gilt fir die Umkehrabbildungen
(fog) =g tof™
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Beweis. Offensichtlich ist f o g eine Abbildung von X nach Z, und g~ o f~! — eine
Abbildung von Z nach X, was aus dem folgenden Diagramm klar ist:

x4y
Nach dem Satz [1.1] erhalten wir

(g7 o f ) o(fog) =

und analog
(foglo(gtof™)=fof=1ds.
Somit ist g~! o f~! die Umkehrabbildung von fog. m

1.3 Axiomensystem von reellen Zahlen

Hier definieren wir axiomatisch die Menge von reellen Zahlen.

Definition. Eine Menge R heifit die Menge von reellen Zahlen und ihre Elemente
heiflen reelle Zahlen falls die folgenden vier Gruppen von Axiomen (insgesamt vierzehn
Axiome) erfiillt sind.

I. Axiome der Addition. Es gibt eine Abbildung (Operation)

RxR —R
(r,y) —ax+y

die Addition heilt und die folgenden Bedingungen erfiillt:
1. (Das Nullelement) Es existiert eine Zahl 0 € R, so dass fiir alle z € R

z+0=04+2==x.

2. (Das Negative) Fiir jedes = € R existiert ein eine Zahl —z € R (das Negative
von z), so dass

3. (Assoziativgesetz fiir +) Fiir alle z,y, z € R gilt

(x+y)+z=a+(y+2).

4. (Kommutativgesetz fiir +) Fiir alle z,y € R gilt

r+y=y+w
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Die Zahl z + y heifit die Summe von x,y. Eine Menge K (statt R), wo die
Operation Addition definiert ist und die Axiome 1-3 erfiillt, heifit (additive) Gruppe.
Soll auch das Axiom 4 erfiillt werden, so heifit die Gruppe K kommutativ.

IT. Axiome der Multiplikation. Es gibt eine Abbildung (Operation)

RxR — R
(z,y) —x-y

die Multiplikation heifit und die folgenden Bedingungen erfiillt:

1. (Das Einheitselement) Es existiert eine Zahl 1 € R\ {0}, so dass fiir alle z € R

2. (Das Inverse) Fiir jedes z € R\ {0} existiert eine Zahl x=! € R (das Inverse
von x), so dass

3. (Assoziativgesetz fiir -) Fiir alle z,y, z € R gilt
(@-y)-z=2-(y-2),
4. (Kommutativgesetz fiir -) Fiir alle z,y € R gilt
Toy=1y-u.
5. (Distributivgesetz) Fiir alle z,y, z € R gilt

(x+y)-z=x-2+y- 2

Die Zahl z - y heifit das Produkt von x,y. Man schreibt auch xy anstatt x - y.

Eine Menge K (statt R), wo die Operationen Addition und Multiplikation definiert
sind und die obigen Axiome erfiillen, heiflit Kdrper. Die ersten zwei Gruppen von
Axiomen heiflen Korperaxiome. Deshalb ist R ein Korper. Es gibt auch andere
Beispiele von Korper, die wir spéter besprechen.

ITI. Anordnungsaxiome. AufRist Ungleichung < definiert: fiir je zwei Elemente
x,y € Rist x < y entweder wahr oder falsch (wobei z < y und y > = dquivalent
sind). Die Ungleichung erfiillt die folgenden Bedingungen, fiir alle z,y, z € R:

1. (Vergleichbarkeit) Es gilt genau eine der folgenden Relationen: = < y oder
y < xoderxz=y.

2. (Transitivitét)
r<y Ny<z =>zr<z

3. (Beziehung zur Addition)

r<y =rt+z<ytz
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4. (Beziehung zur Multiplikation)

>0 AN y>0 =x-y>0.

Falls eine Relation < auf einer Menge K definiert ist und die Anordnungsaxiome
1-2 erfiillt, so heifit sie (totale) Ordnung und die Menge K heifit (total) geord-
net. Die Axiome 3 und 4 etablieren die Beziehung zwischen der Ordnung und den
Korperoperationen. Ein Korper K der auch die Anordnungsaxiome erfiillt, heifit
angeordneter Korper. Somit ist R ein angeordneter Korper.

Wir definieren auch die unechte Ungleichung: = < y (oder y > x) gilt genau
dann, when es entweder z < y oder x = y gilt, d.h.

r<y&sr<y Vr=y.
IV. Vollstindigkeitsaxiom.

Seien A, B nicht leere Teilmengen von R mit der Eigenschaft
Yae A Ybe B gilt a <b.
Dann existiert eine Zahl ¢ € R so dass
Vae A YVbe B gilta<c<b.

Man sagt, dass die Zahl ¢ die Mengen A und B trennt.

Man stellt die reellen Zahlen dar als die Punkte auf einer waagerechten Ger-
ade. Die Punkte am links sind immer kleiner als die Punkte am rechts. Die Voll-
stéindigkeitsaxiom bedeutet folgendes: liegt die ganze Menge A links von B, so
existiert ein Punkt ¢ zwischen A und B. Man kann es auch so vorstellen, dass die
Gerade keine Liicke enthilt.

Bemerkung. Die Existenz der Menge R, die alle Axiome von reellen Zahlen erfiillt,
wird spéter kurz besprochen.

1.4 Folgerungen aus den Koérperaxiomen

Folgerungen aus den Axiomen der Addition. Jetzt zeigen wir, wie man aus
den Axiomen die iiblichen algebraischen Regeln bzw die weiteren Eigenschaften von
reellen Zahlen gewinnt.

[1] Das Nullelement ist eindeutig bestimmd.

Seien 0 und 0 zwei Nullelemente. Nach Definition erfiillen 0 und 0’ die folgenden
Identitéiten, fiir alle x € R:
r+0=0+z=2x

und
xr+0=0+2z=n=x.

25.04.17
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Einsetzen in der ersten Identitit z = 0" ergibt
0+0=0+0=0

und in der zweiten Identitéit © = 0 ergibt
04+0=0+0=0,

woraus (' = 0 offensichtlich folgt.
2] Das Negative von x € R ist eindeutig bestimmit.

Seien y und z zwei Negative von x. Nach Definition erfiillen y und z die folgenden
Identitaten:
r+y=y+x=0

und
r+z=z+x=0.

Es folgt nach Axiom I.1
y+(rz+2)=y+0=y
und nach Axiomen [.3 und 1.1
y+(x+2)=W+z)+2=04+2=2,

woraus y = z folgt.
[3] Es gelten

und

fiir alle x € R.

Da nach Axiom I.1 gilt 0 +0 = 0, so sehen wir, dass 0 die Definition von —0
erfiillt. Nach [2] beschlieflen wir, dass —0 = 0. Bezeichnen wir mit y das Negative
von —z, d.h. y erfiillt

(—z)+y=y+(—z)=0. (1.6)
Da nach Definition von —z gilt
v+ (—x)=(—x)+2=0,

so folgt es, dass die Identitéiten (|1.6) fiir y = x erfiillt sind. Nach der Eindeutigkeit
des Negatives erhalten wir, dass das Negative von (—x) gleich x ist.

[4] Fir jede a,b € R hat die Gleichung x+a = b eine eindeutige Losung x = b+(—a).

Die Zahl © = b+ (—a) erfiillt die Gleichung, weil
z+a= b+ (-a)+a=b+((—a)+a)=b+0=0.
Andererseits folgt es aus der Gleichung = + a = b, dass
(r+a)+(-a) = b+(-a),
r+ (a+(—a)) b+ (—a),
r = b+ (—a).

Die Summe b+ (—a) wird auch mit b — a bezeichnet und heifit die Differenz von
b und a. Die Abbildung (Operation) (a,b) — b — a heifit Subtraktion.
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Folgerungen aus den Axiomen der Multiplikation. Die Beweise der folgen-
den Eigenschaften [5] — [8] sind analog zu [1] — [4].
[5] Das Einheitselement 1 ist eindeutig bestimmit.
[6] Das Inverse von x € R\ {0} ist eindeutig bestimmdt.
[7] Es gelten 171 =1 und (z7) "' = z, fiir alle z € R\ {0}.
8] Fiir jede a € R\ {0} und b € R hat die Gleichung a -z = b eine einer eindeutige
Lésung v = a~* - b.
Das Produkt a! - b heifit der Quotient von b und a und wird mit b/a oder g

bezeichnet. Die Abbildung (Operation) (a,b) — b/a heiit Division. Insbesondere
gilt a™! =1/a.

Folgerungen aus dem Distributivgesetz.
9] z-0=0-2=0 fir allex € R

Da 0 4+ 0 = 0, so erhalten wir aus dem Axiom IL.5
z-0=2-(04+0)=2-04+2z-0.
Mit Hilfe von [4] erhalten wir
r-0=x-04+(—2-0)=0.

0] z-y=0 < =0V y=0.

Ist # = 0 oder y = 0, so ist -y = 0 nach [9]. Beweisen wir, dass z -y = 0
ergibt z = 0 oder y = 0. Nehmen wir an, dass x # 0. Losen der Gleichung = -y =0
beziiglich y mit Hilfe von [8] ergibt y = 2! - 0, woraus y = 0 nach [9] folgt.

11] (=1) -z = —x
Mit Hilfe von Axiomen II.1, I1.5, 1.2 erhalten wir

z+(-1)-z=1-z24+(-1)-2=01+(-1)-2=0-2 =0,

wobei die letzte Identitidt nach [9] gilt. Somit erfiillt (—1) - = die Definition des
Negatives von z, und nach [2] beschlieflen wir, dass (—1) -z = —z.

[12] (=1) - (=2) =
Wir haben nach [11] und [3], dass

[13] — (z 4+ y) = —z — y (siche Aufgaben).

4] 2 (=y) = —(z-y)
Nach [11] und Axiomen II.3, I1.4 erhalten wir

v (=y)=z-((=1)-y)=(=1)-(z-y)=—(r-y).

[15] (=z) - (—y) = = - y. Insbesondere (—1) - (—1) = 1.
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Einsetzen in [14] (—x) statt = ergibt

Fiir x = y = 1 erhalten wir
(-1)-(-1)=1-1=1.
[16] Bezeichnen wir 2 :== 1+ 1 und 2% := x - x. Dann gilt fiir alle z,y € R
(e+y)=a®+2-0-y+y°

(sieche Aufgaben).

Bemerkung. Obwohl wir die Zahl 2 definiert haben, es ist noch nicht klar ob
2 von 0 und 1 abweicht (bemerken wir, dass 1 # 0 nach Axiom IL.1 gilt). Die
Korperaxiome allein implizieren die Existenz von Zahlen aufler 0 und 1 nicht. Zum
Beispiel, betrachten wir die Menge K = {0, 1}, die aus zwei Elementen 0 und 1
besteht, und definieren Addition und Multiplikation in K mit

0+0=0, 0+1=1+0=1, 14+1=0

und
0-0=0-1=1-0=0, 1-1=1.

Dann werden alle Axiome von Addition und Multiplikation erfiillt, so dass K ein
Korper ist (sieche Aufgaben). Dieser Korper with mit Fy bezeichnet. In Fy gilt
offensichtlich 2 = 0! Dass in R gilt 2 # 0 ist eine Folgerung von Anordnungsaxiomen
unterhalb.

1.5 Folgerungen aus den Anordnungsaxiomen

Eine Zahl x € R heifit positiv falls x < 0 und negativ falls z < 0. Das Axiom III.1
ergibt, dass jede Zahl € R entweder positiv, oder negativ, oder Null ist.

M7 z<y Ny<z=x<z

Ist y < z, so folgt das aus dem Axiom III.2. Ist y = z so ist die Implikation
trivial.

8z <y Ny<z=zx<z

Im Fall x = y = z ist die Implikation trivial. Im Fall x < y oder y < z folgt sie
aus [17].
O z<y ANy<z ==y

Nach Axiom III.1 gilt immer eine der Moglichkeiten = < y, x > y, x = y. Da

r < y im Widerspruch zu y < z steht und z > y — im Widerspruch zu = < y, so
bleibt es nur die Moglichkeit z = y.

200z <y = z4+2<y+z
Im Fall z < y folgt aus dem Axiom IIL.3, dass = + z < y + 2, im Fall x = y
erhalten wir x + 2z = y + 2.
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2l 2 <y AN a<b =z4+a<y+b
Mit Hilfe von [20] und Axiom III1.3 erhalten wir

r+a<yt+a=a+y<b+y=y-+0o,

woraus = + a < y + b nach [17] folgt.

[22] Die Summe von positiven Zahlen ist positiv, und die Summe von negativen
Zahlen — negativ.

Falls x > 0 und y > 0, so erhalten wir nach [21], dass x +y > 0+ 0 = 0. Der
Fall von negativen x,y ist analog.

23] 2 <y AN a<b =>zx+a<y+b

Im Fall < y oder a < b erhalten wir aus [21], dass x +a < y + b, im Fall x = y
und a = b gilt 4+ a =y + 0.
[24] Die folgenden Aquivalenzen gelten:

r<y s y—x>0& —r>—y (1.7)
und
r<y s y—x>0& —x>—y. (1.8)
Addieren (—x) zu den beiden Seiten von x < y ergibt nach Axiom II1.3
r<y<ozr+(—z)<y+(—z) < 0<y—uax
Analog erhalten wir
—r>-y < (—r)+y>(—y)+ty<y—x>0

Der Beweis von ((1.8) ist analog.
[25] Fir alle x € R gelten

T negativ < —x positiv, (1.9)

x positiv < —x negativ. (1.10)

Setzen wir in y = 0 und erhalten
r<0& —z>0,
was dquivalent zu (|1.9)) ist. Setzen wir in x = 0 und erhalten
0<y&e0>—y,

was dquivalent zu (|1.10)) ist.

[26] Sind die Zahlen x und y gleichzeitig positiv oder negativ, so ist x -y positiv. Ist
eine Zahl von x,y positiv und andere negativ, so ist x -y negativ.
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Im Fall z,y > 0 ergibt das Axiom III.4, dass z -y > 0. Im Fall x,y < 0 erhalten
wir nach [25] dass —z und —y positiv sind, und nach [15] und Axiom III.4

vy =(—2)-(—y) > 0.
Im Fall # < 0 und y > 0, erhalten wir nach [25] —z > 0 und nach [14] und Axiom
111.4
—(z-y) = (=2)-y>0,
woraus nach [25] folgt x - y < 0. Der Fall z > 0 und y < 0 ist analog,.
27] Fir alle x € R\ {0} gilt x -z > 0.

Da x # 0, so ist x entweder positiv oder negativ (Axiom III.1), und in den beiden
Féllen gilt = - © > 0 nach [26].

28] 1> 0 und —1 < 0.

Nach Axiom II.1 haben wir 1 20 und 1 =1-1. Da 1-1 > 0 nach [27], so folgt
es, dass 1 > 0. Es folgt aus [25], dass —1 < 0.

Definieren wir jetzt die Zahlen 2 :=1+1,3:=2+ 1,4 := 3+ 1 usw. Es folgt
aus 1 > 0 mit Hilfe von Axiom III.3, dass 2 > 1,3 > 2,4 > 3, d.h.

0<1<2<3<4<.... (1.11)

29] Ist z >0, soist v > 0. Ist x < 0 so st x™* < 0.

Da z-x~'=1> 0, so nach [9] ist ™! nicht Null, und nach [26] sind die beiden
Zahlen x und 2! gleichzeitig positiv oder negativ, was zu beweisen war.

[30] Sei x <y. Fir allea >0 gilt a-x < a-y, und fir allea <0 gilt a-x > a-y.
Siehe Aufgaben.

[B1] Falls0 <z <y und 0 < a <b, so gilta- -z <b-y.
Siehe Aufgaben.
[32] Fiir allex >y >0 gilt x7 <y~ L.

Day < z und 27!, y~! positiv nach [29] sind, so erhalten wir mit Hilfe von [30],
dass

und
(x’l 'y) < (a:’l . x) cy L (1.12)
Nach Axiomen II.3, I1.2, II.1 erhalten wir

(x_l-y)-y_lzar_l-(y-y_l):x_l-lzx

und
1 -1

(7 x) -y =y
Somit impliziert (1.12)), dass 27! < y~ L.

Insbesondere erhalten wir aus (1.11)) und [32], dass
1 1 1

1>—>=->->..>0.
2 3 4



16 CHAPTER 1. DIE REELLEN ZAHLEN

1.6 Intervalle

.04.17
Definition. Fiir je zwei reelle Zahlen a, b mit a < b definieren wir die Intervalle wie
folgt:
(a,b) = {ze€R:a<xz<b} - offenes Intervall
(a,b] = {x€R:a<z<b} — halboffenes (linksoffenes) Intervall
la,b) = {x €R:a <z <b} —halboffenes (rechtsoffenes) Intervall
[a,b] = {x€R:a <z <b} — abgeschlossenes Intervall

Die Zahlen a, b heiflen die Grenzen des Intervalles.
Satz 1.4 Jedes Intervall I mit den Grenzen a < b ist nicht leer.

Beweis. Zeigen wir, dass

1
c:zi(a—i—b)

ein Element von (a,b) ist, so dass I # 0. Da 5 > 0 und

+

N | =
N |

so erhalten wir

11 1, 1 1 1
——a+-b<=b+=b=(=+=]b=1-b=0
c=ga+ghb< b+ gh <2+2>b b=b

Analog gilt ¢ > a, woraus c € [ folgt. m

Definieren wir die erweiterte Menge von reellen Zahlen
R =R U {+00, —00},

wobel +00 und —oo die neuen Elemente sind, die “Unendliche” heiflen, und erweitert
die Anordnungsrelation < auf R wie folgt: fiir alle a € R gilt immer

—0 < a < +o0.

Die obige Definition von Intervall gilt auch im Fall wenn die Grenzen a,b die Ele-
mente von R sind. Zum Beispiel, fiir a € R, haben wir

[a,400) = {r€R:a<z<+oo}={z€R:z>a}
(—00,a] = {z€R:-0<z<a}={zeR:z<a}
[a,400] = {z€eR:a<z<+00} =a,+o0)U{+oo}.

Auch gelten (—oo, +00) = R und [—o00, +o0] = R. Satz 1.4 gilt auch in diesem Fall.
Ein Intervall mit den Grenzen a, b heiflen beschrankt, falls a, b € R und unbeschrinkt,
falls mindestens eine von a, b unendlich ist.
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1.7 Quadratwurzel

Satz 1.5 Flir jede nichtnegative Zahl a > 0 existiert genau eine nichinegative Zahl
r € R mit 22 = a.

Definition. Die eindeutige nichtnegative Zahl z mit 2% = @ heifit die Quadratwurzel
aus a und wird mity/a bezeichnet.

Beweis. Im Fall a = 0 erhalten wir trivial z = 0. Sei ¢ > 0. Betrachten wir die
Mengen
A={z€0,00): 2 <a} (1.13)

und
B={ye0,00): y*>a}. (1.14)

Die beiden Mengen sind nicht leer, da A enthélt x = 0 und B enthélt y = a + 1,
weil
(a+1)°=a*+2a+1>a.

2 > 42, was im

Fiir alle z € A und y € B gilt < y, da sonst aus x > y folgt x
Widerspruch zur 22 < a < 3? steht.
Nach dem Vollsténdigkeitsaxiom erhalten wir die Existenz einer Zahl ¢ zwischen
A und B, d.h.
x<c<y firallex € Aund y € B. (1.15)

2 = q. Dafiir reicht es zu zeigen, dass die anderen Fille

Wir werden beweisen, dass ¢
c? < aund ¢? > a unmoglich sind.

Zuerst nehmen wir an, dass ¢? > a. Insbesondere gilt ¢ > 0. Wir zeigen, dass es
eine Zahl ¢ gibt mit

0<e<c (1.16)

und
(c—e)>a.

Dann erhalten wir einen Widerspruch, da nach (1.14)) die Zahl y = ¢ — ¢ in B liegen
soll, was nach ((1.15)) unméglich ist. Da

(c—e)’ = —2e+e2 > — 2,
so reicht es € so zu wéhlen, dass ¢ die folgende Ungleichung erfiillt:
& —2ce > a,
was dquivalent zu
A —a
2c
Da ¢ > a, so ist die Zahl d := 022—;“ positiv. Die Bedingungen 1) und {D sind

dquivalent zu

€<

(1.17)

e € (0,¢)N(0,d).
Der Schnitt (0, ¢) N (0,d) ist gleich (0,m), wobei

c, c<d

m:min(c,d):{ de>d
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Da m > 0, so ist das Intervall (0, m) nicht leer nach dem Satz und wir erhalten
die Existenz von ¢ € (0,m). Somit ist der Fall ¢* > a ausgeschlossen.
Jetzt nehmen wir an, dass ¢? < a, und zeigen, dass es ein € gibt mit

0<e<l1 (1.18)
und
(c+e)? <a,
was zum Widerspruch zu und fithrt. Da
(c+e) =42+ <A+ (2c+1)s,
so reicht es € so zu wihlen, dass ¢ die folgende Ungleichung erfiillt:
A+ (2c+1)e < a,

was dquivalent zu

CL—62

2c+1
Da a — ¢ > 0, so erhalten wir wie oberhalb die Existenz von ¢, das die beiden
Bedingungen und erfiillt, was beweist, dass ¢ < a unmoglich ist.
Somit erhalten wir ¢? = a, was die Existenz der Losung von x? = a beweist. Fiir
die Eindeutigkeit miissen wir noch zeigen, dass fiir z,y > 0

e<

(1.19)

2

$2:y2:>$:y.

2

Ist © # y so gilt + < y oder x > y. Im ersten Fall erhalten wir 22 < 3? und im

zweiten Fall 22 > y2, woraus x = y folgt. =

Korollar 1.6 Fiir jedes a > 0 hat die Gleichung x> = a genau zwei reellen Lésun-

gen: x = +\/a und x = — /a.

Beweis. Ist x > 0, so haben wir die einzige Losung 2 = /a nach dem Satz . Ist
z < 0,s0ist —z > 0 und (—z)° = 22 = a. Somit gilt —z = /a und z = —/a. Es
ist klar, dass die beiden Werte z = ++/a die Gleichung x? = a erfiillen. =

Mit Hilfe von Quadratwurzel 16st man Quadratgleichungen

ar® +br+c=0 (1.20)
mit reellen Koeffizienten a # 0, b, c.
Satz 1.7 Die Gleichung hat eine reelle Losung genau dann, wenn
d :=b? — 4ac > 0.
Ist d > 0, so hat zwet reelle Losungen
b+ Vd

x 9 (1.21)
Ist d =0, so hat genau etne reelle Losung
b
xr = ~2g"

Der Beweis ist in Aufgaben. Der Wert d = b? — 4ac heifit die Diskriminante der

Gleichung ((1.20]).



Chapter 2

Die ganzen Zahlen und
vollstindige Induktion

2.1 Natiirliche Zahlen

In diesem Abschnitt definieren wir den Begriff von natiirlichen Zahlen. Man er-
wartet, dass die Menge N von natiirlichen Zahlen eine Teilmenge von R ist, die
folgenden Eigenschaften erfiillt:

e 1N
e r € Nergibt t +1 € N.

Jedoch bestimmen these diese zwei Eigenschaften die Menge N nicht eindeutig.
Zum Beispiel, die ganze Menge R erfiillt sie. Um eine vollstindige Definition von N
zu geben, fithren wir den folgenden Begriff ein.

Definition. Eine Menge S C R heifit induktiv falls

reS=zx+1elbS.

Zum Beispiel, die ganze Menge R ist induktiv. Auch die Intervalle (a,+00) und
la, +00) sind induktive Mengen, wihrend die beschréinkten Intervalle nicht induktiv
ist.

Definition. Die Menge N ist der Durchschnitt von allen induktiven Mengen die 1
enthalten. Die Elemente von N heiflen natiirliche Zahlen.

Bezeichnen wir mit F die Menge von allen induktiven Mengen S mit 1. Die
Definition von N lisst sich wie folgt ausdriicken:

reN&srzes VSeF. (2.1)

Satz 2.1 Die Menge N 1ist induktiv und enthdlt 1.

Beweis. Da 1 € S fiir alle S € F, so erhalten wir nach (2.1]), dass 1 € N. Da jedes
S € F induktiv ist, so erhalten wir fiir alle S € F

reEN = el = x+1€S85,

19
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woraus folgt x +1 € N. Somit ist N ist induktiv. m

Folglich ist N die kleinste induktive Menge mit 1, d.h. N € F und N C § fiir
jedes S € F.

Fiir jedes n € N heifit die natiirliche Zahl n + 1 der Nachfolger von n.
Beispiel. Das Intervall [1,+00) ist eine induktive Menge mit 1. Es folgt, dass
N C [1,+00). Insbesondere ist 1 die kleinste natiirliche Zahl.

Dal € N, daraus folgt auch 2 := 1+1 € N, 3 := 241 € Nusw. bis9:=8+1 & N.
Die Zahl zehn = 9+ 1 wird auch mit 10 bezeichnet, aber diese Bezeichnung hat mit
Stellenwertsystem zu tun und wird spéter eingefiihrt.

2.2 Induktionsprinzip

Hiufig braucht man eine Aussage beweisen, die von einem natiirlichen Parameter n
abhéngt. Dafiir benutzt man das folgende Induktionsprinzip.

Satz 2.2 (Induktionsprinzip) Sei A (n) eine von n € N abhdingige Aussage, die die
folgenden Bedingungen erfiillt:

(1) (Induktionsanfang) A (1) ist wahr;

(77) (Induktionsschritt) fir jedes n € N gilt A(n) = A(n+1) (d.h. ist A(n)
wahr, so ist A(n+ 1) auch wahr).

Dann ist A (n) wahr fir alle n € N.
02.05.17
Beweis. Bezeichnen wir mit S die Menge von allen n € N, fiir die A (n) wahr ist,
d.h.
S={neN:A(n) ist wahr}.

Nach dem Induktionsanfang gilt 1 € S, und nach dem Induktionsschritt gilt
neS=n+1€eS5,

d.h. S ist induktiv. Nach Definition von N erhalten wir N C S, woraus folgt, dass
A (n) wahr fiir alle n € N ist. m

Die Beweismethode, die auf dem Induktionsprinzip basiert, heiflt die vollstdndige
Induktion. Im Induktionsschritt nennt man A (n) die Induktionsvoraussetzung und
A (n+ 1) die Induktionsbehauptung.

Der folgende Satz wird mit Hilfe von vollsténdiger Induktion bewiesen.

Satz 2.3 Flir je zwet natiirliche Zahlen n,m gilt
(@) n+meN

(b)) nm e N

Beweis. (a) Wihlen wir ein m € N und beweisen per Induktion nach n, dass
n +m € N. Bezeichnen wir mit A (n) die Aussage, dass n +m € N.
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(7) Induktionsanfang.

A (1) ist die Aussage, dass 1+m € N. Da N eine induktive Menge ist und m € N,
so folgt es daraus, dass m + 1 € N, was zu beweisen war.

(77) Induktionsschritt.

Die Induktionsvoraussetzung A (n) ist: n +m € N, die Induktionsbehauptung
An+1)ist: (n+1)+m € N. Ist A(n) wahr, dh. n+m € N, so gilt auch
(n+m)+1 € N und somit

(n+1)+m=(n+m)+1eN,

d.h. A(n+1) ist wahr.
Nach dem Induktionsprinzip beschlieflen wir, dass A (n) fiir alle n € N gilt.
(b) Wihlen wir ein m € N und beweisen wir per Induktion nach n, dass nm € N.

(7) Induktionsanfang fiir n = 1.
Ist n =1 so gilt nm = m € N.
(74) Induktionsschritt von n nach n + 1.
Ist es schon bekannt, dass nm € N, dann gilt nach (a)
(n+1)m=nm+meN
da die beiden Zahlen nm und m natiirlich sind. =

Satz 2.4 Fiir allen,m € N mitn >m gilt n —m € N.

Beweis. Beweisen wir zunéchst diese Behauptung fiir m = 1, d.h.
n>1l=n-1eN. (2.2)
Das letztere ist dquivalent zur folgenden Aussage
An)=(n=1V n—-1€N)
fiir alle n € N, die wir per Induktion nach n beweisen.
(7) Induktionsanfang. A (1) ist wahr, da n = 1.
(77) Induktionsschritt. A (n+ 1) ist wahr, da (n+1) —1=n € N.
Beweisen wir jetzt, dass fiir alle n,m € N mit n > m gilt n —m € N. Bezeichnen
wir
B(m) = (Vn € Nmit n > m gilt n —m € N)

und beweisen per Induktion nach m, dass B (m) fiir alle m € N gilt.

(7) Induktionsanfang fiir m = 1.
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B (1) bedeutet: fiir jedes n > 1 gilt n — 1 € N, was genau (2.2 ist.
(74) Induktionsschritt von m nach m + 1.
Angenommen, dass B (m) wahr ist, beweisen wir B (m + 1), d.h.
neNundn>m+1l=n—-—(m+1)eN.

Da n > m, so erhalten with nach der Induktionsvoraussetzung, dass n — m € N.
Nach n > m + 1 erhalten wir n —m > 1 und somit nach (2.2)) gilt (n — m) —1 € N.
Es bleibt nun zu bemerken, dass

(1) =n+ (=1) (m+ 1) = n+ (=m) + (~1) = (n—m) — 1,

woraus n — (m + 1) € N folgt. =

2.3 Ganze Zahlen

Bezeichnen with mit Z die Vereinigung von {0}, N, und von den Negativen von N,
d.h.
Z:={0} UNN(-N).

Die Elemente von Z heiflen die ganze Zahlen und Z heifit die Menge von ganzen
Zahlen. Offensichtlich haben wir
re€Zundzxz>0&xeN.

Satz 2.5 Fiir alle x,y € Z sind x + vy, x —y, xy auch in 7.

Beweis. Da z —y =z + (—y) und (—y) € Z, es reicht zu beweisen, dass zy und
x +y ganze Zahlen sind. Ist x = 0 oder y = 0, so ist die Aussage trivial. Sonst gibt
es natiirliche Zahlen n, m mit z = +n und y = £m. Im Fall x = n und y = m sind
zy und z + y Elemente von N nach dem Satz [2.3

Betrachten wir jetzt den Fall x = n und y = —m. Dann nm € N und xy =
n(—m) = —nm € Z. Beweisen wir, dass « +y = n — m eine ganze Zahl ist. Im Fall
n=mgitn—m=0¢€Z. Im Fall n > m gilt n — m € N nach dem Satz 2.4, Im
Fall n < m gilt m —n € N und somit n —m = — (m —n) € Z.

Die anderen Fille von den Vorzeichen in x = 4+n und y = +m werden analog
betrachtet. m

Korollar 2.6 Fliirx,y € Z ist die Bedingung x > y dquivalent zu x > y—+1. Folglich,
fiir jedes n € Z enthdlt das Intervall (n,n + 1) keine ganze Zahl.

Beweis. Sei x > y. Dax —y € Z und z — y > 0, erhalten wir v —y € N. Da 1 die
kleinste natiirliche Zahl ist, folgt * —y > 1 und damit = > y 4+ 1. Die Implikation
in der Riickrichtung ist offensichtlich: > y 4+ 1 und y + 1 > y ergeben = > y.

Ist m eine ganze Zahl im Intervall (n,n + 1), so gilt m > n und somit m > n+1,
was im Widerspruch zu m < n + 1 steht. m
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2.4 Maximum und Minimum

Sei S eine nicht-leere Teilmenge von R.

Definition. Ein Element m € S heifit das Maximum von S falls fiir alle x € S gilt
z < m. In diesem Fall wird m mit max .S bezeichnet.

Ein Element m € S heifit das Minimum von S falls fiir all z € S gilt x > m. In
diesem Fall wird m mit min S bezeichnet

Z.B. fiir ein abgeschlossenes Intervall S = [a,b] mit reellen a < b gilt maxS = b
und min S = a.

Zeigen wir, dass ein offenes Intervall S = (a,b) weder Maximum noch Minimum
hat (und in diesem Fall max S und min S werden nicht definiert). Sei m = maxS.
Dam € S, so gilt a < m < b. Nach dem Satz ist das Intervall (m,b) nicht leer,
sei ¢ € (m,b). Dann liegt ¢ auch in (a,b) und ¢ > m, so dass m kein Maximum von
S ist. Analog beweist man, dass S kein Minimum hat.

Definition. Sei S eine nicht-leere Teilmenge von R. Eine Zahl a € R heiflt untere
Schranke von S falls a < z fiir alle x € S. Die Menge S heif3t nach unten beschrinkt
falls es eine untere Schranke von S gibt. Sonst heifit S (nach unten) unbeschrankt.

Eine Zahl b € R heifit obere Schranke von S falls b > z fiir alle z € S. Die
Menge S heifit nach oben beschrinkt, falls es eine obere Schranke von S gibt. Sonst
heiBt S (nach oben) unbeschrinkt.

Z.B., fiir das Intervall (a,b) mit a < b ist a eine untere Schranke und b — eine
obere Schranke; somit ist (a, b) nach oben und nach unten beschréinkt. Das Intervall
(a,+00) ist nach unten beschrinkt und nach oben unbeschrinkt. Das Intervall
(—00,b) ist nach oben beschréinkt und nach unten unbeschrinkt. Die ganze Menge
R ist nach oben und nach unten unbeschrankt.

Existiert max S, so ist max .S eine obere Schranke von S. Analog ist min S eine
untere Schranke von S.

Die Existenz von einer oberen (bzw unteren) Schranke reicht generell fiir die
Existenz des Maximums (bzw Minimums) nicht, was das Beispiel von S = (a,b)
zeigt.

Satz 2.7 Sei S eine nicht-leere Teilmenge von Z. Ist S nach oben beschrinkt, so ex-
istiert max S. Ist S nach unten beschrinkt, so existiert min S. Insbesondere existiert
min S fiir jede nicht-leere Teilmenge von N.

Beweis. Sei S nach oben beschriinkt. Bezeichnen wir mit B die Menge von oberen
Schranken von S. Da fiir jedes a € S und b € B gilt a < b, so erhalten wir nach
dem Vollstindigkeitsaxiom die Existenz von ¢ € R zwischen S und B, d.h.

a<c<b VaeS Vbe B. (2.3)

Da nach (2.3) ¢ — 1 keine obere Schranke von S ist, so existiert ein n € S mit
n > ¢ — 1. Beweisen wir, dass n = max .S. Da n+ 1 > ¢, so erhalten wir nach (2.3)),

dass n+ 1 > a fiir alle a € S. Da n+ 1 und a ganze Zahlen sind, so folgt es nach
dem Korollar 2.6, dass n +1 > a + 1, d.h. n > a, was bedeutet, dass n = max S.
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Die Existenz von min S wird analog bewiesen. Die Teilmengen von N sind immer
nach unten von 1 beschréinkt, woraus die letzte Aussage folgt. m

Beispiel. Mit Hilfe von dem Satz [2.7] zeigen wir, dass N nach oben unbeschrankt ist
(wihrend min N = 1 und somit N nach unten beschréinkt ist). Angenommen, dass
N nach oben beschrankt ist, so erhalten wir nach dem Satz dass m = maxN
existiert. Aber dann auch gilt m + 1 € N und somit m kein Maximum ist. Analog
zeigt man, dass Z nach unten und nach oben unbeschrinkt ist.

Satz 2.8 (Archimedisches Prinzip) Fiir jedes © € R existiert genau ein n € Z mit
n<zx<n-+l. (2.4)

Die Zahl n wird mit [z] (z in den eckigen Klammern) bezeichnet und heifit die
Gaufklammer von x. Der Wert von n heifit auch der Ganzzahlanteil von x. Zum
Beispiel, [3] =0 und [-1] = —1. Fiir z € Z gilt [2] = z.

Beweis. Fixieren wir ein z € R und betrachten die Menge
S={keZ:k<ua}.

Zeigen wir zunéchst, dass diese Menge nicht leer ist. Nehmen wir das Gegenteil an,
dass S leer ist. Dann gilt k > z fiir alle £ € Z, d.h. x eine untere Schranke von Z
ist, was nicht moglich ist.

Da S nicht-leer ist und nach oben von x beschrinkt, so erhalten wir nach dem
Satz [2.7, dass S das Maximum hat. Setzen wir n = max .S. Da n € S, erhalten wir
nach Definition von S, dass n < z. Dan+1 > n = max S und deshalb n 4+ 1 ¢ S|
erhalten wir, dass n + 1 > x. Damit erfiillt n die Bedingungen (2.4)).

Um die Eindeutigkeit von n zu beweisen, nehmen wir zunéchst das Gegenteil an,
dass es noch ein n’ € Z gibt mit

n <x<n+1.

Daraus folgt, dass n + 1 > n’ und somit nach Korollar n > n'. Analog beweist
man, dass n < n’, woraus n = n’ folgt. m

2.5 Rationale Zahlen

Eine rationale Zahl ist ein Quotient von ganzen Zahlen, d.h. eine reelle Zahl der
Fornﬂ% mit a,b € Z, b # 0.
Die Menge von allen rationalen Zahlen wird mit Q bezeichnet, so dass
Q= {%:a,beZ,b;&O}.
Offensichtlich gelten die Inklusionen

NCZcQCcCR, (2.5)

wo alle Inklusionen echt sind. Da 0 < % < 1, so ist % keine ganze Zahl. Da % € Q,
so sehen wir, dass % € Q\ Z und die Inklusion Z C Q echt ist. Die Inklusion Q C R
ist echt da /2 keine rationale Zahl ist (siche Aufgaben), d.h. v/2 € R\ Q.

'Der Ausdruck % mit a,b € Z heifit auch ein Bruch. Die Zahl a heifit der Z&hler und b - der
Nenner des Bruches.
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Satz 2.9 Die Menge Q ist ein angeordneter Korper.

Beweis. Wir miissen nur zeigen, dass Q beziiglich der Operationen Addition und
Multiplikation abgeschlossen ist, die Negativen und Inversen von rationalen Zahlen
auch in Q liegen, und 0,1 € Q. Dann gelten alle Axiome der Addition, Multiplikation
und Ordnung automatisch, da Q eine Teilmenge von R ist.

Die obigen Aussagen folgen aus dem Satz und den folgende Identitéiten

_ad+bc ac

a.c
bd b d bd

-3 -4

die in den Aufgaben bewiesen werden.

Zum Beispiel, fiir rationale Zahlen § und § mit ganzen a, b, ¢, d ist ihre Summe
auch rational, da sie gleich % ist und die Zahlen ad + bc und bd ganz nach dem
Satz 2.5 sind. m

Bemerken wir, dass Q nicht vollstéindig ist, d.h., die Vollstindigkeitsaxiom in
Q nicht gilt. In der Tat impliziert die Vollstdndigkeitsaxiom die Existenz von
Quadratwurzel \/a fiir jedes a > 0, aber es gibt kein v/2 in Q.

+

IS e

a
b

und

2.6 Endliche Folgen

Fiir ganze Zahlen n,m € Z mit m < n bezeichnen wir mit {m,...,n} die Menge

{m,...n} ={ke€Z - m<k<n}=7ZnN[m,n].

Definition. Eine endliche Folge ist eine Abbildung a : {m,...,n} — R. Man beze-
ichnet den Wert a (k) auch mit a; und die Folge a mit {a};_, = oder kurz mit {as} .

Alle Zahlen a; heiflen die Glieder oder die Elemente der Folge a.
Fiir jede endliche Folge {ay };_, definieren wir die Summe y ,_, a;, von Elementen
dieser Folge per Induction nach n wie folgt:

e ist n = 1 dann setzen wir ) ,_, a; = ay;
e ist > ,_, aj schon definiert, so setzen wir

Zak = (Z ak> + Gyt (2.6)

k=1 k=1

Man schreibt auch

n
E ar = a1 + ... + an,.
k=1
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Die folgenden Eigenschaften der Summe )", a;, lassen sich per Induktion beweisen:

n n
Sa= Y ()
k=1 k=1

und

(sieche Aufgaben).
Analog definiert man das Produkt []}_, aj der Folge {ay},_, mit:

[ Hllgzl A = a1

o [T aw = (ITi—s an) - ansr.

09.05.17
Man schreibt auch

n
[[oc=a - -an
k=1

Betrachten wir die Folge {a)};_, mit a; = a € R fiir alle & und definieren wir
die Potenzen von a mit

n
a”:Ha:am..‘a,
k=1

a ist n mal
fiir alle n € N. Aquivalent kann man die Potenzen a” direkt per Induktion definieren:

a' =a und a"™ =a"-a fiir allen € N. (2.7)

Man beweist per Induktion die folgenden Identitéiten:
av-am =a"", ()" =d"", (a-b)"=a" V" (2.8)

(sieche Aufgaben).
Ist a # 0, so definiert man die Potenzen a™ auch fiir nicht-positive ganze n wie
folgt:

a’®:=1 und a":= (a’l)_n fiir n < 0.

Die Identititen (2.8]) gelten in diesem Fall auch fiir alle n,m € Z.
Definieren wir die Fakultiff|n! (n mit dem Ausrufezeichen) wie folgt: 0! = 1 und
firneN

n

n!:szl-Q-...-n.

k=1

2 heifit auch Faktorielle
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2.7 Endliche Mengen und Kardinalitat

Definition. Seien X, Y zwei nicht-leere Mengen. Die Menge X heifit gleichmdchtig
(oder dquivalent) zu Y falls es eine bijektive Abbildung f : X — Y gibt. In diesem
Fall schreibt man X ~ Y. Die leere Menge () ist nach Definition gleichméchtig zu
sich selbst, d.h. 0 ~ 0.

Satz 2.10 Die Gleichmdchtigkeit von Mengen hat die folgenden Eigenschaften:
e X ~ X (Reflexivitdt)
e X ~Y =Y ~ X (Symmetrie)
e X ~Y ANY ~Z= X~ 7 (Transitivitit).

Beweis. Der Fall mit leeren Mengen ist trivial, so nehmen wir an, dass alle Mengen
X, Y, Z nicht leer sind. Da die Identitétsabbildung Idx : X — X bijektiv ist, haben
wir X ~ X.

Gilt X ~ Y, so existiert eine bijektive Abbildung f : X — Y. Nach dem Satz
ist die Umkehrabbildung f~! : ¥ — X wohldefiniert und bijektiv, woraus ¥ ~ X
folgt.

Existieren die bijektiven Abbildungen f : X — Y und g : Y — Z, so ist die
Verkettung g o f : X — Z bijektiv nach dem Satz[[.3], woraus X ~ Z folgt. m

Fiir jedes n € N bezeichnen wir mit &£, die folgende Menge
En={1,.,n}={keN:1<k<n},
und & = (). Es ist klar, dass &, C &,, fir n < m. Auch gilt nach Korollar
Eni1=EU{n+1}.

Definition. Eine Menge S heifit endlich falls S ~ &, fiir ein n € NU {0}. Gibt es
solches n nicht, so heifit S unendlich.

Fiir n = 0 bedeutet S ~ & dass S eine leere Menge ist. Fiir n € N bedeutet
S ~ &, die Existenz einer Bijektion f : £, — S, d.h. man kann die Menge S mit
den Zahlen 1, ..., n aufzihlen.

Definition. Gilt S ~ &,, so sagen wir: die Anzahl von Elementen von S ist n, oder
die Kardinalitdt von S ist n. Man bezeichnet die Kardinalitéit von S mit card S oder
mit |S| (Betrag von 5).

Z.B., fiir die Menge S = {a,b} gilt card S = 2, da diese Menge zu & = {1, 2}
gleichméichtig ist.

Wir beweisen einige Eigenschaften von endlichen Mengen und Kardinalitéten.
Aber zunichst zeigen wir, dass die Kardinalitit wohl-definiert ist, d.h. S ~ &, und
S ~ &, mit verschiedenen Zahlen n, m unmdoglich sind.

Satz 2.11 Sind m,n natirliche Zahlen mit m > n, so gibt es keine injektive Ab-
bildung von &,, nach &,. Insbesondere sind &,, und &, gleichmdchtig genau dann,
wenn m = n.
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Die Aussage von Satz[2.11]heifit das Schubfachprinzip: sind m Objekten zwischen
n Schubfichern verteilt, wobei m > n, so gibt es ein Schubfach mit mindestens zwei
Objekten. Es gibt viele interessante Anwendungen von diesem Prinzip.

Im Beweis benutzen wir den Begriff von disjunkter Vereinigung.

Definition. Seien A, B zwei Mengen. Die disjunkte Vereinigung A U B wird als die
Vereinigung AU B definiert, vorausgesetzt ANB = (). Im Fall ANB # () wird ALIB
nicht definiert.

BehauptungDisjunkte Vereinigung hat die folgende Eigenschaft: ist A ~ A’ und
B ~ B’ so gilt
AUB~ A UDB, (2.9)

vorausgesetzt dass AN B =0 und A’ B' = ().

Beweis. Seien f: A — A’ und g : B — B’ bijektive Abbildungen. Definieren wir
die Abbildung
F:AuB— AUuUB

wie folgt:
| f(z), fallsz € A,
Fz) = { g (), falls x € B.

Dann ist F' bijektiv, woraus (2.9)) folgt. m

Vor dem Beweis des Satzes 2.11] beweisen wir ein Lemma.
Lemma 2.12 Flir jedes n € N und fiir jedes a € &,1 gilt
Eni1 \ {a} ~ &, (2.10)
Beweis. Induktion nach n. Fiir n = 1 ist offensichtlich, dass fiir a = 2

E\{a} ={1,2}\ {2} ={1} =&
und fiir a =1
E\{a} ={1,2}\ {1} = {2} ~ {1} =&\

Induktionsschritt von n nach n + 1. Angenommen sei ([2.10]), beweisen wir, dass fiir
jedes a € &,

Enva\ {a} ~ Enpr. (2.11)

Ist a = n+ 2, so gilt
gn—i—? \ {TL + 2} = gn—i—l ~ gn—i—l-

Ist a < n+ 2, so liegt a in &,+1. Nach Induktionsvoraussetzung haben wir (2.10)),
woraus mit Hilfe von (2.9)) folgt

Eni2\{a} = (Enra\{a})U{n+2}
~ & U{n+1}

= €n+1-
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Beweis von dem Satz Die Bedingung m > n impliziert, dass &,,1 C
Em. Soll eine injektive Abbildung f : &, — &, mit m > n existieren, so ist die
Beschriankung fle, , eine injektive Abbildung von &,;; nach &,. Deshalb reicht
es zu beweisen, dass es keine injektive Abbildung &,.1 — &, gibt. Diese Aussage
beweisen wir per Induktion nach n.

Induktionsanfang fiir n = 1. Es gibt nur eine Abbildung f : & — & und zwar
mit f (1) = f(2) = 1. Somit ist f nicht injektiv.

Induktionsschritt von n nach n + 1. Sei

J i€ — &

eine injektive Abbildung. Setzen with a = f (n + 2). Da f injektiv ist, so gilt

Flk)#a Yk €&

Somit ergibt die Beschréinkung von f auf &,,; eine injektive Abbildung
Eni1 — Enva \ {a}. (2.12)
Nach Lemma haben wir , d.h. es gibt eine bijektive Abbildung
Eni1 \ {a} — &, (2.13)

Die Komposition zweier injektiven Abbildungen (2.12)) und (2.13) ergibt eine injek-
tive Abbildung
8n+1 - 871,7

was nach der Induktionsvoraussetzung nicht moglich ist. Somit ist das Schubfach-
prinzip bewiesen.
Beweisen wir jetzt, dass
Emn ~E, & m=n.

Der Fall m = 0 oder n = 0 ist offensichtlich. Seien m,n € N. Ist m = n so
ist &, = &,. Sei &, ~ &,. Dann gibt es eine injektive (sogar bijektive) Abbildung
En — E,. Nach dem Schubfachprinzip erhalten wir m < n. Da es auch eine injektive
Abbildung &, — &, gibt, so erhalten wir analog n < m, woraus n = m folgt. =

Satz 2.13 Eine Teilmenge S einer endlichen Menge M ist endlich, und card S <
card M.

Beweis. Sei n = card M. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an,
dass M = &,, und beweisen per Induktion nach n, dass jede Teilmenge S von &,
endlich ist und card S < n.

Induktionsanfang. Ist n = 0, so ist jede Teilmenge S von & leer und somit
endlich mit card S = 0.

Induktionsschritt von n nach n + 1. Angenommen sei, dass jede Teilmenge T
von &, endlich ist und card7T < n. Beweisen wir, dass jede Teilmenge S C &,11
endlich ist und card S < n + 1. Betrachten wir zwei Falle.

Gilt S C &,, so ist S endlich nach Induktionsvoraussetzung, und card S < n <
n+ 1.
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Gilt S ¢ &,, so enthélt S die Zahl n + 1. Die Menge S" = S\ {n + 1} ist
eine Teilmenge von &, und somit nach Induktionsvoraussetzung ist S’ endlich und
card S’ < n. In anderen Worter 5" ~ &,, fiir ein m < n. Dann erhalten wir mit
Hilfe von ([2.9)

S=S5U{n+1}~E, U{m+1} =&,

woraus die Endlichkeit von S folgt, und auch
cardS=m-+1<n+1.

Es folgt aus dem Satz[2.13], dass fiir jede zwei endliche Mengen A, B auch AN B,
A\ B, B\ A endlich sind.

Satz 2.14 Seien A, B zwei endliche Mengen. Dann ist auch AU B endlich. Sind
A und B zusdtzlich disjunkt, so gilt

card (AU B) = card A + card B. (2.14)

Beweis. Die Vereinigung AU B lésst sich als eine disjunkte Vereinigung darstellen:
AUB=(A\B)U(ANnB)U(B\ A)

(sieche Aufgabe 8(c) mit X = AU B). Deshalb reicht es zu beweisen, dass eine
disjunkte Vereinigung zweier Mengen endlich ist.
Seien jetzt A, B zwei disjunkte endliche Mengen mit card A = n und card B = m,
d.h.
A~E, und B~ E&,. (2.15)

Betrachten wir die Menge
E ={n+1,...,n+m}.

Offensichtlich gilt &,, ~ &/ (mit Bijektion & — n + k) und somit B ~ &' . Die
Mengen &, und &£ sind disjunkt, woraus folgt, dass

AUB~EULE, ={1,..,n}U{n+1,....n+m}=CEim,
woraus folgt
AUB ~ Epim. (2.16)
Insbesondere ist A LI B endlich. Die Identitét (2.14]) folgt aus (2.16). m

Bemerkung. Es folgt aus dem Satz dass fiir jede Teilmenge S einer endlichen
Menge M gilt
card (M \ S) = card M — card S,

da M =SU(M\S).
Bemerkung. Fiir beliebige endliche Mengen A und B gilt
card (AU B) = card A + card B — card (AN B)

(siche Aufgaben).

12.05.17
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Satz 2.15 Die Menge N ist unendlich.

Beweis. Sei N endlich, so dass es eine Bijektion f : N — &, gibt, wobei n € N.
Wihlen wir ein m > n, z.B. m = n + 1. Dann ist die Beschrinkung f auf &, eine
injektive Abbildung von &,, nach &,, was nach dem Schubfachprinzip unméglich ist.
|

2.8 * Konstruktion von N, Z, Q unabhingig von
R

Wir haben die Theorie mit den Axiomen von reellen Zahlen angefangen. Hier be-
sprechen wir kurz andere Konstruktionen, wenn man mit den natiirlichen und ganzen
Zahlen anfingt und nur danach die reellen Zahlen definiert.

Fiir Konstruktion der Menge N von natiirlichen Zahlen gibt es mindestens zwei
verschiedene Methoden. In der ertsen Methode fingt man mit der Mengenlehre an
und definiert zunsichst Kardinalzahlen als Aquivalenzklassen von gleichmichtigen
Mengen. Dann definiert man endliche Menge als eine Menge die zu keiner echten
Teilmenge gleichmichtig ist. Die natiirlichen Zahlen (inklusive Null) lassen sich als
die Kardinalzahlen von endlichen Mengen definieren.

Zum Beispiel, definieren wir 0 als die Kardinalzahl von (), d.h. 0 := |}]. Um 1
zu definieren, benutzen wir die Potenzmenge A = P (), die aus einem Element ()
besteht, d.h. A = {0}. Dann setzen wir 1 := |A|. Warum existieren die hoheren
Zahlen? Betrachten wir die Potenzmenge B = P (A) = {0, A}, die aus zwei El-

ementen besteht, und setzen 2 := |B|. Dann betrachten wir die Potenzmenge
C =P (B) ={0,{0},{A}, B}, die aus vier Elementen besteht, und setzen wir
4 := |C|, usw. Mit Hilfe von weiteren Potenzmengen kénnen wir beliebig grofie

endliche Mengen konstruieren und somit Existenz von beliebig groflen natiirlichen
Zahlen zeigen.

Allerdings muss man weiter die Operationen in N mit Hilfe von Mengenopera-
tionen definieren und alle notwendige Eigenschaften beweisen. Z.B. man definiert
die Summe von Kardinalzahlen als

Al +[Bl =AU B,

vorausgesetzt, dass die Mengen A und B disjunkt sind. Danach definiert man die
negativen Zahlen und die Operationen in Z.

In der zweiten Methode wird die Menge N axiomatisch mit Hilfe von Peano-
Aziomen definiert. Eine Menge N heifit die Menge von natiirlichen Zahlen und die
Elementen von N heiflen natiirliche Zahlen, falls es eine Abbildung F' : N — N gibt,
die die folgenden Axiome erfiillt:

1. F ist injektiv (d.h. F'(n) = F (m) = n=m).

2. Es gibt ein Element 1 € N das nicht zum Bild von F' gehort (d.h. F' (n) # 1 fur
alle n € N).

3. Sei M eine Teilmenge von N mit den folgenden Eigenschaften:
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(a) 1€ M;
(b) ne M = F(n) € M.

Dann gilt M = N.

Die Zahl F'(n) heiit der Nachfolger von n und entspricht zu n + 1. Das dritte
Axiom ist genau das Induktionsprinzip.

Man definiert die Addition und Multiplikation von natiirlichen Zahlen per In-
duktion wie folgt:

1. n+1:=F(n)
2. n+ F(m):=F(n+m)
3.n-1:=n

4. n-F(m) = (n-m)+m.

Die Ungleichheit ist wie folgt definiert: n < m genau dann, wenn m = n + k fiir
ein k£ € N. Weiter werden die iiblichen Eigenschaften von Addition, Multiplikation
und Ungleichheit bewiesen.

Ist Z schon definiert, so definiert man die Briiche § als Paaren (p, ¢) von ganzen

Zahlen mit ¢ # 0. Die zwei Briiche § und 1;_: heiflen dquivalent, falls p¢ = qp'.

Die Menge von Aquivalenzklassen von Briichen bezeichnet man mit Q, und die

Elementen von QQ heiflen die rationalen Zahlen. Jede Zahl n € Z kann auch als
Element von @Q betrachten werden mit Hilfe der Zuordnung n — 7.

Man definiert die Summe und das Produkt von Briichen mit

a c __ ad+ch
L. b+d_ bd

ac

c
2. - =1

Slls]

Auch definiert man die Ungleichheit < auf Q: fiir positive b und d gilt § < £
genau dass, wenn ad < bc. Fiir negativen Werten von den Nennern gibt es eine
offensichtliche Modifikation.

Man zeigt, dass die Operationen +, - und die Relation < auch fiir Aquivalenzk-
lassen wohldefiniert sind und mit den Operationen +, - bzw mit der Relation < auf
7 kompatibel sind. Die so definierte Menge Q ist ein angeordneter Korper. Aber Q
erfiillt das Vollsténdigkeitsaxiom nicht.

Die Menge R bildet man weiter mit Hilfe von dem Begrift von Grenzwert, was
wir spéter besprechen.

2.9 Zahlensystem: ¢-adische Darstellung natiir-
licher Zahlen

Ein Zahlensystem ist eine Methode von bequemer Darstellung von Zahlen. Im All-
tag benutzt man die dezimale Darstellung. In Rechnern wird ein anderes Zahlensys-
tem angewandt — das Dualsystem. In diesem Abschnitt besprechen wir Darstellung
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natiirlicher Zahlen in einem g-adischen Zahlensystem, wobei ¢ > 1 eine fixierte natiir-
liche Zahl ist, die die Basis des System heifit. Fiir Dezimalsystem ist ¢ = zehn, fiir
Dualsystem ¢ = 2.

Bezeichnen wir mit Z, die Menge von nichtnegativen ganzen Zahlen, d.h. Z, =
NuU{0}.

Satz 2.16 Sei g > 1 eine natiirliche Zahl. Fiir jedes x € N existieren genau ein
n € Zy und genau eine Folge {ay},_, von ganzen Zahlen a; € {0,...,q — 1} mit
a, # 0 derart, dass

xr = Zaqu (=ap+a1q+ ... + anq") . (2.17)
k=0

Definition. Die Identitét (2.17) heiBit die Darstellung von x im g-adischen Zahlen-
system (= das Zahlensystem zur Basis q). Die Identitdt (2.17) wird in Kurzform
wie folgt geschrieben:

T = ApGp_q...00 oder x = (anan_l...ao)q.

(mit dem Produkt nicht zu verwechseln).

Die Zahlen {0, ...,q — 1} heiflen ¢-adische Ziffern. Die Zahl aj, heifit der Ziffer-
nwert an der Stelle k, und ¢* heifit der Stellenwert an der Stelle k. Die Ziffer a,, an
der hochstwertigen Stelle n mufl immer positiv sein.

Die géingigsten Basen sind ¢ = 2 (Dualsystem), ¢ = zehn := 9 + 1 (Dezimalsys-
tem) und ¢ = sechzehn := zehn + 6 (Hexadezimalsystem).

Im Dualsystem gibt es nur zwei Ziffern 0 und 1. Die Zahlen 1,2,3,4,5,6,7,8,9
werden im Dualsystem wie folgt dargestellt:

15, 105, 11s, 1005, 1015, 1105, 1115, 10005, 1001,,

z.B.
110, =04+1-24+1-22=2+4=6.

Die Ziffern im Dezimalsystem sind 0,1,2,...,9. Im Hexadezimalsystem sind die
Ziffern 0,1,...,9, A, B,C, D, E, F', wobei die Buchstaben die Ziffern zwischen zehn
und fiinfzehn bezeichnen. Zum Beispiel, es gilt

C3Fhex = (F+3-¢+C-¢%),., = (15+3-16+12-16%) = 31354e,.

Der Satz bedeutet, dass jede natiirliche Zahl sich im g-adischen System
eindeutig darstellen ldsst. Fiir den Beweis brauchen wir das folgende Lemma.

Lemma 2.17 (Ganzzahlige Division) Sei ¢ > 1 eine natiirliche Zahl. Fir jedes
x € 7 existiert genau einy € Z und einr € {0,...,q — 1} mit

T =qy+r. (2.18)
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Diese Darstellung heifit die ganzzahlige Division von x durch ¢. Die Zahl y heif3t
der Quotient und r heifit der Rest der ganzzahligen Division.

Beweis. Fiir die Existenz setzen wir y = [ﬂ (=die Gaufklammer von %), so dass
T
y< —<y+1.
q

Es folgt, dass
qy < <qy+q,

und somit
0<z—qy<gq.

Setzen wir
rie=a—qy,
so dass (2.18) erfiillt ist. Die Zahl r ist ganz und erfiillt 0 < r < ¢, woraus folgt

re{0,..,q—1}.
Fiir die Eindeutigkeit nehmen wir an, dass es noch eine solche Darstellung
r=qy +r

gibt. Daraus folgt, dass
r—r'=q(y—1y).
Isty#£y,zB. y>y,sogilty—y >1und q(y —y') > q wihrend r — 1’ < ¢ — 1.
Somit ist y = ¢’ und dann auch r =7'. =®
Im néchsten Beweis benutzen wir die folgende Variante des Induktionsprinzips
(siehe Aufgaben). Sei A (n) eine von n € N abhiingige Aussage, die die folgenden
Bedingungen erfiillt:

(1) A(1) ist wahr;

(1) fiir jede natiirliche Zahl n > 1 gilt folgendes: ist A (k) wahr fiir alle natiirliche
k < mn, so ist A(n) auch wahr.

Dann ist A (n) wahr fiir alle n € N. Induktionsschritt fiir diese Version des
Induktionsprinzips ist “von < n nach n”, im Gegenteil zum kanonischen Induktion-
sschritt “von n — 1 nach n”.

Beweis von dem Satz Zunichst beweisen wir per Induktion nach z € N die
Existenz der g-adischen Darstellung (2.17). Bezeichnen wir mit A (z) die Aussage,
dass eine g-adische Darstellung von x existiert. Induktionsanfang fiir x = 1:
ist erfiillt mit n = 0 und ¢ = 1.

Induktionsschritt von < z nach x bedeutet folgendes: angenommen, dass A (y)
fir alle y < z gilt, zu beweisen, dass A (x) gilt. So, nehmen wir an, dass es fiir jedes
y € N mit y < x eine g-adische Darstellung gibt, und beweisen wir die Existenz der
g-adischen Darstellung fiir x.
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Wir benutzen die ganzzahlige Division von x durch ¢, d.h. die Identitét (2.18)).
Ist y = 0 so ist * = ag mit ag = r die g-adische Darstellung von x. Sonst gilt
1 <y < x und nach Induktionsvoraussetzung hat y eine g-adische Darstellung

y=> bg".
k=0
Einsetzen in (2.18)) ergibt eine g-adische Darstellung von = wir folgt:

r = r—i—qy:r—iqubqu

k=0
m
= r-+ Z bqu+1
k=0
m+1
= r—+ Z bl_lq
=1
m+1 n
= Qo+ Zaqu = Zaqu
=1 =0

wobei ag =1, a; = bj_q fiir { > 1, und n = m + 1.

Beweisen wir jetzt die Eindeutigkeit der g-adischen Darstellung ([2.17)), auch per
Induktion nach x. Fiir x < ¢ gibt es nur eine Darstellung z = ag mit n = 0 (ist
n > 1so gilt > a,q™ > q). Sei > ¢q. Dann n > 1 und wir haben

rT=a,q" +..+a1q1 +ag=q (anq”_1 + ..+ al) + ag = qy + ag,
wobei
y=a,q"""+ .. +a. (2.19)

Da x = qy + a( die ganzzahlige Division ist, so sind y und aq eindeutig bestimmt.
Da y < z, so ist die g-adische Darstellung von y eindeutig bestimmt nach
der Induktionsvoraussetzung, woraus folgt, dass der Wert von n und alle Ziffern
ai, ..., a, auch eindeutig bestimmt sind. m

Die g-adische Darstellung von reellen Zahlen (Kommazahlen) wird spéter be-
sprochen.

2.10 * Schriftliche Addition und Multiplikation

Wir besprechen kurz schriftliche Addition und Multiplikation mit Hilfe von g-adischer
Darstellung. Betrachten wir zwei natiirliche Zahlen im ¢-adischen System

n

z = (ay...ap), = Z arq"

k=0
und

Y= (bm-bo), = Y brg".
k=0
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Ist n > m so erweitern wir die Folge {bx},~, zu {bx};_, indem wir b, = 0 fiir alle
k > m setzen. Im Fall n < m erweitern wir analog {ay};_,. So, ohne Beschréinkung
der Allgemeinheit nehmen wir an, dass n = m. Die schriftliche Addition basiert auf
der offensichtlichen Identitét

n

rTHy= Zaqu+Zbqu = Z(ak—irbk)qk,
k=0 k=0

k=0

d.h.

n

rty=>Y ad" (2.20)
k=0

wobei ¢, = ay + by. Gilt ¢, < g — 1 fiir alle k, so erhalten wir schon die g-adische
Darstellung von x + y:

T +y = (Cn-..Co), -

Gibt es ein k£ mit ¢, > ¢, so setzen wir
[ =min{k:c, > q}.
Ganzzahlige Division von ¢; durch ¢ ergibt
C = dq +,

wobei r € {0,...,¢q — 1} and d € N (iibrigens ist d = 1 da ¢; = a; + b < 2¢q). Somit
gilt

aq =rd + dg¢,
und man ersetzt zwei Glieder in der Summe ([2.20) wie folgt:

aq durch r¢

ce1q™ durch  (cppq + d) ¢

so dass der Wert der Summe bleibt unverindert und der Koeffizient vor ¢' schon
< ¢ — 1 ist. Dieses Verfahren heifit Ubertrag von d von der Stelle I nach der Stelle
[+ 1. Dann holt man Ubertriige in den hoheren Stellen wieder bis alle Koeffizienten
< q— 1 sind.
Fiir dieses Verfahren braucht man die Additionstabelle im Voraus zu erstellen,
d.h. alle Summen a + b mit den Ziffern a,b € {0, ...,¢ — 1} im Voraus zu wissen.
Die schriftliche Multiplikation basiert auf der Identitét

oy = (i aqu> ' (i blql)
= D)) arbhg (2.21)

m=0 k=0

Um a.b; berechnen zu kénnen braucht man zunéchst die Multiplikationstabelle fiir
alle Produkte a - b mit den Ziffern a,b € {0, ...,q — 1}. Diese Tabelle wird mit Hilfe
der Identitit .
b= b=b+..+b
ab=> b=bt. . +b

k=1 a mal
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erstellt. Die Doppelsumme ((2.21)) lisst sich wir folgt umformen:

N
I'?J:Zquja

J=0

wobei ¢; € Z,. Dann benutzt man Ubertrige wie oberhalb um alle Koeffizienten
< ¢ — 1 zu machen.

2.11 Der binomische Lehrsatz
Fiir alle a,b € R gilt die Identitit
(a + b)* = a® + 2ab + b7,

was direkt aus den Axiomen von Addition und Multiplikation folgt. Multiplizieren
dieser Identitéit weiter mit a + b ergibt

(a4 b)* = a® 4 3a%b + 3ab® + b°.

Hier beweisen wir eine dhnliche Identitét fiir (a + b)" fiir beliebige n € N. Da die
Summe a + b auch Binom heifit, so heifit diese Identitéit binomische Formel oder
binomischer Lehrsatz.

Fiir ganze Zahlen n > k > 0 definieren wir den Binomualkoeffizient (Z) durch

@ - (n—n—i‘sw (2.22)

wobein! =1-2-....nfirn € Nund 0! = 1.

Es folgt aus (2.22)), dass
n\ [ n
k) \n—k)

Z.B. wir haben

USwW.

Satz 2.18 (Binomischer Lehrsatz) Fiir alle a,b € R und n € N gilt

(a+b)" = Zn: (Z) "k, (2.23)

k=0
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Beweis. Wir benutzen die folgende Identitét: fiir alle n > k& > 1 gilt

(Z) ! (k: - 1) - <n21> (2.24)

(siche Aufgaben). Wir beweisen (2.23)) per Induction nach n. Induktionsanfang: fiir
n =1 ist (2.23) dquivalent zu (a +b)" = a + b.
Induktionsschritt von n nach n + 1:

(a+ b)”+1 = (a+b)(a+b)"

" /n
= (a+b a™ Fpk Induktionsvoraussetzun
@rn () ( ?
_ Zn: (Z) ankarlbk T Xn: (Z) anfkkarl
k=0 k=0

n n+1
— n n—I+171 n n—Il+1gl hsel [ = 1
Z(Z)a b+lz;(l—1>a b (Wechsel I =k +1)

=0

— anJrl + i (TZ) anflJrlbl + i <l il 1) anflJrlbl + bn+1
=1

() ()

n

1
_ Z( —li_ ) n— l+1bl bn+1 224

n+1
_ (n t1\ o Ly
[

was zu beweisen war. ®

Z.B., es folgt aus (2.23), dass

4
4 4 4 4
@+ = > (k) e (1) o (2) e <3> ey
k=0

a* + 4a3b + 6a%b* + 4ab® + b*

5
(a+b)” = Y ( ) a® o =a® + G) a’h + @) a’b® + (g) a’b® + (i) ab* + b
0

k=
a® + 5a*b + 10a3b? + 10a%b® + 5ab* + b°.



Chapter 3

Die komplexen Zahlen

3.1 Die Menge von komplexen Zahlen

Die Produktmenge R? := R x R heifit die Ebene. Die Elemente von der Ebene
sind die Paaren (z,y) von reellen Zahlen, und sie werden auch Punkte genannt. Die
Zahlen x und y heiflen die (kartesischen) Koordinaten oder Komponenten von dem
Punkt (z,y) € R%

Man stellt die Ebene als Produkt von zwei Geraden (=zwei Kopien von R) dar:
eine ist waagerecht und heifit die x-Achse, und andere ist senkrecht und heifit die
y-Achse.

y-Achse |
Voo — — — _?(X’y)

|

|
| — 'Ié:

X

xlAch'se

In der Ebene R? werden Addition und Multiplikation definiert wie folgt.

Definition. Die Menge C von komplexen Zahlen ist die Ebene R? mit den folgenden
Operationen + und -:

o (z,y)+ @ y)=(@+2y+y)
o (z,y)- («y) = (w2’ —yy', xy’ + ya') .
Die Elemente von C heiflen komplexe Zahlen.

Beispiel. Fiir komplexe Zahlen z = (4,1) und w = (3,2) gilt
Ztw= (471)+<372> = (773)

und
z-w=(4,1)-(3,2)=(4-3—-1-2,4-2+1-3)=(10,11).

39
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12T

T oZW
10T
8+
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1 W

°
n P P
; —1 —— ;
ol 2 4 6 8 10 12

Satz 3.1 Die Addition von komplexen Zahlen erfillt alle Aziome von Addition:
Kommutativ- und Assoziativgesetze, Existenz von Nullelement und Negative.

Beweis. Kommutativ- und Assoziativgesetze fiir komplexe Zahlen sind die Iden-
titédten

21+ 20 =204+ 2 und (21 4+ 220) + 23 = 21 + (22 + 23) Vz1,29,23 € C.

Da Addition komplexer Zahlen komponentenweise definiert ist, so folgen diese Iden-
titdten direkt aus den Axiomen der Addition in R.
Das Nullelement ist (0,0), da

(z,9) +(0,0) = (0,0) + (z,9) = (z,9).

Das Negative fiir z = (x,y) ist

k= (—ZE, _y) ’

daz+(—2)=0. m
Die Menge C hat auch das Einheitselement (1,0), da

(z,9) - (1,0) = (1,0) - (z,y) = (z,y)

Die Existenz von Inverse und andere Eigenschaften der Multiplikation werden spéter
bewiesen.
Fiir die komplexen Zahlen der Form (z,0) gelten die Regeln

(2,0) + (2',0) = (z+4',0)
(2,0)- («',0) = (xz2',0).

Wir identifizieren jede reelle Zahl x mit der komplexen Zahl (x,0) und somit be-
trachten die Menge R als eine Teilmenge von C. Wichtig ist, dass die Operationen
Addition und Multiplikation in R und C iibereinstimmen.
Die komplexe Zahl (z,0) wird einfach mit = bezeichnen. Insbesondere wird das
Nullelement (0,0) mit 0 bezeichnet, und das Einheitselement (1,0) — einfach mit 1.
Die komplexe Zahl (0,1) ist besonders wichtig und wird mit ¢ bezeichnet. Die
Zahl i = (0,1) heifit die imagindre Einheit. Nach Definition haben wir

i#=(0,1)-(0,1) = (=1,0) = -1
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so that

= -1

Diese Identitét ist eine von Motivationen die Menge von reellen Zahlen zu erweitern,
da es in R keine Zahl z mit 22 = —1 gibt.

Bemerken wir, dass fiir alle ¢« € R und (z,y) € C,

a- (*Tay) = (CL?()) ’ (l’,y) = (cw:,ay),

and analog
(z,y) - a = (za,ya) = (az,ay),

woraus folgt

Somit kann jede komplexe Zahl in der Form x + yi (oder x + iy) dargestellt werden.
Diese Darstellung heifit die kartesische oder algebraische Form der komplexen Zahl.
Z.B., wir haben 0 =0+ 0z, 1=140:, =0+ 12.

yi«- - — = X+yi

ry

X - — —

Fiir jede komplexe Zahl z = x + iy heifit die Komponente x Realteil und y —
Imagindrteil von z. Man schreibt:

x=Rez und y=Imz,

so dass

z=Rez+ilmz.
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Offensichtlich ist z reell genau dann, wenn Im 2z = 0. Komplexe Zahlen z mit Re z = 0
heiflen imagindr.

In der kartesischen Form sehen die Rechenregeln von komplexen Zahlen wie folgt
aus:

(z+iy) + (@' +iy) = (z+2") +i(y + )

und

(z +1y) (@' +iy') = (x2’ —yy') +i(xy + 2'y) |

Man addiert und multipliziert die Ausdriicke x + iy und 2’ + iy’ genau so, wie die
reellen Zahlen, aber mit der zusitzlichen Regel i2 = —1.

Beispiel. Fir z =4 + ¢ und w = 3 + 2 gilt
z+w=4+1i)+3+2i)=T7+3i

und
2w=44+49)3+2)=4-3—-1-2)+ (4-2+1-3)i=10+ 113.

3.2 Eigenschaften von Multiplikation

Satz 3.2 Multiplikation von komplexen Zahlen erfillt die Kommutativ-, Assoziativ-
, und Distributivgesetze, d.h. fiir alle 2y, 29, 23 € C gelten die folgenden Identitdten:

(@) z129 = 2221 (Kommutativgesetz)
(b) (z122) 23 = 21 (2223) (Assoziativgesetz)

(¢) (21 + 22) 23 = 2123 + 2223 (Distributivgesetz)

Somit gelten in C alle Axiome von Addition und Multiplikation aufler Existenz
von Inverse, was spéter bewiesen wird.

Beweis. Setzen wir z, = x; + 1y wobei x, yr € R.
(a) Wir haben nach Definition

k1722 = (951 + iyl) (1’2 + iyz) = (%Iz - y1y2) +1 ($1y2 + y1$2)

und
2021 = (g + 1y2) (1 + iy1) = (X221 — Yay1) + 1 (T2y1 + Y1),
so dass 2129 = 2927 nach dem Kommutativgesetz in R.
(¢) Wir haben
2123 = (1103 — y1y3) + i (T1y3 + y123)
und
2923 = (TaT3 — Yoys) + 1 (T2ys + y213)



3.2. EIGENSCHAFTEN VON MULTIPLIKATION 43

woraus folgt

2123 T 2223 = T1T3 — Y1Y3 + T2z — Y2U3
+i (21Yy3 + Y123 + TaY3 + Yal3)
= (z14+22)rs— (Y1 +92) Y3
+i (21 + 22) Y3 + (Y1 + y2) 73)
= (21 + 22) 23,

wobei wir das Distributivgesetz in R benutzt haben,
(b) Jetzt beweisen das Assoziativgesetz

(2129) 23 = 21 (2223) . (3.1)

Bemerken wir zunéchst, dass das im folgenden speziellen Fall gilt: wenn jede
Zahl zj, entweder reell oder imaginér ist. Zum Beispiel, sind alle zq, 25, 23 reell, so
gilt nach dem Assoziativgesetz in R. Sind alle z1, 25, 23 imaginér, d.h. zp = iy,
so haben wir

(z122) 23 = (iy1 - 1y2) - 1y3 = — (Y1y2) - 1ys = —i ((11y2) - y3) = —1 (Y1y2y3)

und

21 (2023) = iy1 - (Y2 - iys) = iy - — (Y2y3) = —i (Y1 (Y2uys)) = —1 (Y112Y3) ,

woraus (3.1]) wieder folgt. Im Fall wenn z; reell ist und z», 2o imaginér, erhalten wir

(2122) 23 = (21 - 1y2) - 1ys = 1 (21y2) - 1y3 = — (T1Y2) Y3 = —T1Y2Y3
und
21 (2923) = w1+ (Y2 - 1y3) = 21 - — (Y2y3) = —21 (Y2y3) = —T1Y2y3,
so dass (3.1) erfiillt ist. Analog beweist man (3.1 fiir alle andere Kombinationen

von reellen und imaginéiren Zahlen zq, 25, 23.
Im allgemeinen Fall von z;, € C schreiben wir

Z1 = a1+ay mit a; = x1, as =1y
29 = bl—l—bg mit blng, b2:iy2

z3 = c1+c mit ¢ =x3, C2 = 1Y3,
d.h.
2 2
lezaka z2:2bl, Z3:ZCm-
k=1 =1

Nach dem Distributivgesetz gilt

und
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Analog erhalten wir
21 (2923) = 22: 22: 22_: ag (bicm) -
Nach dem speziellen Fall des Assoziativgesetzes gilt
(arby) em = ag (biem)

woraus (3.1)) folgt. m

3.3 Konjugation

Fiir komplexe Zahlen gibt es eine neue Operation — die Konjugation.

Definition. Fiir jede komplexe Zahl z = x 4 iy € C definieren wir die Konjugierte
Z durch

z=z—1y=Rez—1Imz|

Offensichtlich gilt z = z fiir alle z € R und z = z fiir alle z € C.

Satz 3.3 Fiir Konjugation gelten die folgenden Identititen, fir alle z,w € C:

]
Il
I\
g
Py
=
=3
=y
<.
)
s.
-+
Qo
=

Beweis. (a) + (b) Setzen wir z = z + 4y. Dann gilt Z = z — iy und
z+zZ=(x+iy)+ (r —iy) =2x =2Rez

und
2z = (z+iy) (x—iy) = (2° +y°) +i(zy —ay) =2 + y°.

(¢) + (d) Sei w = u + iv. Fiir die Summe haben wir

TFw = (@tu)tiyto)=(r+u)—ily+v)
= (z—iy)+ (u—1iv) =Z+ w.

Fiir das Produkt gilt

2w = (z +1iy) (u+ w) = (zu — yv) + i (zv + yu) ,

und
zw = (x —iy) (u—iv) = (zu — vy) — i (zv + yu) = zZwW

was zu beweisen war. Hm
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3.4 Betrag

Erinnern wir uns den Begriff des Betrages von reellen Zahlen: fiir x € R setzen wir

] = z, x>0,
] -z, z<0.

Es folgt, dass Betrag die folgenden Eigenschaften erfiillt (siche Aufgaben):

° |$\2 = g2
o |z+y| <|z|+ |yl
o |zy| = |z]|yl.

Definition. Fiir jede komplexe Zahl z = x + iy definieren wir den Betrag |z| als die
einzige nicht negative reelle Zahl mit

|2)* = 2Z|,

oder, dquivalent,

|z| = V2Z |

Nach dem Satz|3.4|ist zZ eine nicht negative reelle Zahl, so dass v/2Z wohldefiniert
ist. Fiir z € R stimmt diese Definition des Betrages mit dem Definition des Betrages
fiir reellen Zahlen iiberein, da in diesem Fall z = z.

Nach dem Satz gilt fiir x = x 4 1y die Identitét

|z| = \/(Re 2)? + (Im2)* = /22 + 32|, (3.2)

Insbesondere gilt |z| > 0, und |z| = 0 genau dann, wenn z = 0.

Es folgt aus (3.2)), dass

2] = |2

und
Rez| < |z| und |Imz| < |z|,

Satz 3.4 Der Betrag hat die folgenden Figenschaften, fir alle z,w € C:
(a) |zw| = |z| |w| (Multiplikativitét)
(b) |z +w| < |z| + |w| (Dreiecksungleichung)

Beweis. (a) Nach Multiplikativitit der Konjugation erhalten wir
lzw]® = 207w = 2wz W = (22) (wd) = |2 |w]® = (|| |w])?,

woraus |zw| = |z| |w]| folgt.
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(b) Bemerken wir zunéchst, dass

lz+w® = (z+w)(Z+w)
= 2Z+ 2w+ wzZ + ww
= 2+ 20 4 20 + |w|?
= |2]* 4 2Re (z00) + |w]|*.
Da Re z < |z], so erhalten wir weiter

2 2 — 2 2 2 2
|2+ w]” < [2]” + 2 [z00] + [w]” = [2]" + 2[2] [w] + [w]” = ([2] + |w])",

woraus die Dreiecksungleichung folgt. m

Fiir beliebige Punkte a,b € R?> = C definieren wir den Abstand d (a,b) zwischen
a und b wie folgt:
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d(a,b) =|a —b|.

Man kann d als eine Abbildung von C x C nach R betrachten. Insbesondere gilt
d(a,0) = |a| so dass |a| der Abstand zwischen z und 0 ist.

Korollar 3.5 Der Abstand hat die folgenden FEigenschaften.:
e d(a,a) =0 und d(a,b) >0 fir a # b (Positivitét);
e d(a,b) =d(b,a) (Symmetrie),

e d(a,b) <d(a,c)+d(c,b) fir alle a,b,c € C (Dreiecksungleichung).

Beweis. Die Positivitdt und Symmetrie sind trivial, die Dreiecksungleichung wird
wie folgt bewiesen:

d(a,b)=l]la—=bl=(a=b)+(b—c)| <|a—b+1[b—c|l=d(a,b)+d(bc),

wobei wir die Dreiecksungleichung fiir den Betrag benutzt haben (Satz[3.4). =
Bemerkung. Fiir a = (a1, a2) und b = (by, by) gilt

d(a,b) = a— b = /(a1 — br)* + (a2 — ba)™

Die Dreiecksungleichung lisst sich wie folgt umformulieren:

V(@ = b0 + (a2 — b2)? < /(a1 — 1) + (a2 — e2)? + 1/ (e — b1)? + (2 — ba)?,
fiir alle reelle ay, by, ¢

Definition. Ein Dreieck ist eine Folge {a, b, ¢} von drei verschiedenen Punkten von
R2. Die Punkte a, b, c werden Ecken des Dreiecks genannt.

Beispiel. Fiir das Dreieck mit den Ecken

a=(2,1), b=(52), c=(33),



3.5. INVERSE UND DIVISION 47

bestimmen wir die Abstidnde zwischen den Ecken:

d(a,b) = /(2= 5)° + (1 2)* = VIO

d(a,c) = \/(2—3)2+(1—3)2:\/5
V5

d(b,c) = \/(5—3)2+(2—3)2

c
y,l
5
2t 5 b
V10
T a
0 f f f f f
o 1 2 3 4 5
X

3.5 Inverse und Division

Das Inverse von z € C ist eine komplexe Zahl 2~ mit

Im néchsten Satz beweisen wir die Existenz von Inverse und somit Existenz von
Division von komplexen Zahlen. Somit erfiillt C alle Axiome von Addition und
Multiplikation so dass C ein Korper ist.

Satz 3.6 (a) Jedes z € C\ {0} hat das Inverse wie folgt:

2=z % 2| (3.3)
Es gilt auch
1 1
=
||

(b) Fiir alle a,b € C mit a # 0 hat die Gleichung aw = b eine eindeutige Losung
w = a"1'b, was mit g bezeichnet wird. FEs gelten die Identitdten:

b

a

_ ol

=1l (3.4)

b
— =la|?ab und
a

Beweis. (a) Wir haben

(I2172) 2= o] 7 (z2) = 2| " |2 = 1,
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so dass |z[72 %z das Inverse von z ist. Es folgt aus (3.3), dass
- —2 - -2 -1
|27 =12 2 = e 2l =

was zu beweisen war.
(b) Die Gleichung aw = b ist #iquivalent zu

a ! (aw) = a™ b,
woraus w = a~'b folgt. Da a~' = |a| >, so erhalten wir

w = |a|”? ab.

Auch gilt
b b
O o) = [a | Jol = 2L,
a lal
|
Beispiel. Berechnen wir
4 — 3
1420

Man kann die Formel (3.4)) benutzen oder, dquivalent, den Nenner und Zéhler mit
der Konjugierte des Nenners multiplizieren:

4-3i (4-30)(1-2) -2-11i 2 11

14+2 (1+2)(1-2) 5 5 5

3.6 Winkel und Winkelfunktionen

Definition. Definieren wir den Einheitskreis S mit

S={zeC:lsl =1} = {(,y) € R2:a®+ ¢ = 1}.

7.B., die Punkte 1, —1,%, — sind Elemente von S. Auch der Punkt % + %i liegt
in S.
Definition. Die Elemente von S heiflen Polarwinkel oder einfach Winkel.
Motivation fiir diese Definition von Winkel ist wie folgt. Normalerweise unter
Winkel versteht man eine Figur aus zwei Halbgeraden mit gleichem Anfangspunkt.
Die Winkel lassen sich messen, z.B. mit einem Winkelmesser.
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Man richtet eine Gerade nach der Nullmarke des Gerites, und dann zeigt die
zweite Gerade den Punkt auf dem Kreis, neben denen das Gradmafl geschrieben
ist. Deshalb identifizieren wir den Winkel mit dem Punkten auf dem Kreis. Eine
Zuordnung zwischen den Punkten des Kreises und reellen Zahlen (Gradmaf) wird
spéter bestimmt werden.

Obwohl S eine Teilmenge von C ist, wir betrachten S unabhéngig von C und
sogar benutzen unterschiedliche Notation fiir die Elemente von S und C. Insbeson-
dere werden die Elemente von S mit griechischen Buchstaben bezeichnet und die
Elemente von C — wie iiblich mit lateinischen Buchstaben.

Za jedem Polarwinkel o € S entspricht eine komplexe Zahl z,, die « als Element
von C darstellt. Eigentlich bezeichnen 2, und « den gleichen Punkt in C aber wir
betrachten « als Element von S und z, — als Element von C.

Definition. In S wird die Operation Winkeladdition wie folgt definiert: fiir o, 5 € S
definieren wir der Winkel a 4+ 8 € S durch die Identitét

[Fars = 723] 5)

Bemerken wir, dass nach dem Satz [3.4] gilt
2az8] = |20l [28] = 1,

so dass 2,2 wirklich einen Winkel bestimmt, der o + 8 genannt wird. Es folgt aus
dem Satz [3.2] dass die Winkeladdition kommutativ und assoziativ ist.
Definieren wir den Nullwinkel 0 € S mit

20 = 1.
Dann gilt
a+0=a«a
da

Zat0 = 20?0 = 2o+ 1 = 24.
Fiir jedes a € S definieren wir das Negative —a € S mit

-1

= Zg. (3.6)

2o = (Za)

Nach dem Satz (3.6 gilt ‘(za)fl} = |24] 7' = 1 s0 dass (z4) " einen Winkel bestimmt.
In (3.6) haben wir auch benutzt, dass

(2a) " = 20| * %2 = Za-
Es gilt
da

-1
Zat(—a) = ZaZ—a = Za(2a) = 1= 2.

Deswegen erfiillt die Winkeladdition alle Axiome von Addition, und somit ist S eine
additive Gruppe.
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Bezeichnen wir mit m den Winkel mit
2. = —11|.

Dann gilt
szr:Z:__lz_lzzﬂa

so dass —m = m. Fiir beliebiges o € S gilt

Zrta = ZnZa = —Za-

Definition. Fiir jedes a € S definieren wir cos « und sin o mit

’cosoz:Reza, sina = Im 2z, ‘,

was zur folgenden Identitéit dquivalent ist:

’za = cosa + isina ‘ (3.7)

Die Abbildung cos : S — R heifit Kosinusfunktion und sin : S — R — Sinusfunktion.
Man definiert auch die Tangensfunktion

fiir alle @ mit cos a # 0. Die Funktionen cos, sin, tan heiflen auch Winkelfunktionen.

Z.B.,,dazy=1=140¢ und 2z, = —1 = —1 + 0z, so erhalten wir
cos0=1, sin0=0, cosm=—1, sinm=0.
Satz 3.7 Die Winkelfunktionen erfiillen die folgenden Identitdten fir alle o, B € S:
(a) cos’a +sina =1
(b) cos(a+ ) = cosacos B — sinasin

(¢) sin(a + ) = sinacos S + cos asin 3
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Die Identitéten (b) und (c) heiflen Additionstheoreme. Es folgt aus (a), dass

—1<cosa<1l, —1<sina<l.
Beweis. Es folgt aus , dass
cos?a +sin? o = |z,|* = 1,
was (a) beweist. Nach gilt

cos (a+ fB) +isin(a+ ) = (cosa+isina)(cos +isinf)
= (cosacosf —sinasin ) + i (sinacos 5 + cos asin f3) ,

woraus (b) und (c) folgen, m
Fiir jedes a € S und n € N definieren wir den Winkel na € S per Induktion nach

n € N wie folgt:
la:=a, (n+1)a:=na+a.

Insbesondere gilt:
20=a+a, 3a=2a+a, usw.
Es folgt, dassﬂ
Zna = (2a)"
Nach den Eigenschaften der Potenzen (2.8), die auch fiir die komplexen Zahlen
gelten, erhalten wir

(n+m)a=na+ma und n(ma)=(nm)a. (3.8)
Tatséchlich haben wir
Z(n+m)a - (za)ner - (Za)n (Za)m = Znafma = RFna+ma

und

Zngma) = (Zma)” = ((2a)™)" = 22™ = Zium)as

was (3.8) beweist.

Beispiel. Betrachten wir die Winkel «, 3,7, §, die wie folgt definiert werden:

¢ Btk
11
*B=utA
(6]
— 1 V3
® 2y =5t 5t
® s =1

!Die Potenzen z" einer komplexen Zahl z werden genau so induktiv definiert wie fiir reelle
Zahlen:

2l =2z und 2"t =272,

Die Eigenschaften von Potenzen, die mit Ungleichungen nicht verbunden sind, gelten auch fiir
komplexe Zahlen, z.B. der binomische Lehrsatz.
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Wir haben

295 = (25)2 =i?=—1=z2,

so dass
20 = .

Deshalb wird der Winkel ¢ auch 7 genannt. Es folgt, dass zz = ¢ und somit

cosy =0, sing =1

Es gilt
2
25 = (25)" = (\% + %@Z) =1=2

so dass
26=09 und 40 =m.

Der Winkel § wird 7 genannt. Es folgt, dass

1 1
Z% = + 752
und somit .
cosT =sin?T = —.
4 4 5
Es gilt
s = ()" = (34 %) = -1==
so dass
3y =m.

Der Winkel v wird § genannt. Es folgt, dass

zz = % + */757,
und somit
cos 3 = 5 und  sin § = */75
Es gilt
o0 = (24)° = (%g + %Z)Z =14 \/752 =z,
so dass

20 = und 6o = 7.

Der Winkel a wird ¢ genannt. Es folgt, dass

_ V3 1,
Zz =5 + 57
und
T _ V3 T _ 1
cosg =% und sin§ = 3
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Beispiel. Betrachten wir den Winkel ¢ mit

54l i
25:\/_4+ +§1\/10—2\/5.

Man kann zeigen, dass diese Zahl den Betrag 1 hat, so dass der Winkel £ wohldefiniert
ist, und dass

Rpe = (26)5 =-1= 2,

so dass 5 = 7. Der Winkel € wird £ genannt.

Es gibt das Verfahren von Halbieren des Winkels: fiir jedes a € S\ {0} existiert
genau ein f € S mit 23 = a und sin 5 > 0 (siche Aufgaben). Der Winkel § wird §
genannt. Per Induktion erhélt man den Winkel 7 fiir jedes n € N. Z.B. so erhélt

man die Winkel % und % aus 7 und % aus %

3.7 Polarkoordinaten

Definition. Fiir jedes z € C\ {0} definieren wir arg z als der Winkel o mit

z
Zo = —.
RF

Der Wert arg z heifit das Argument von z oder der Polarwinkel von z.

Da

als eine Abbildung arg : C\ {0} — S. Geometrisch bestimmt arg z die Richtung von
0 nach z durch ein Element von S.

ﬁ‘ = % =1, so ist der Winkel a wohldefiniert. Man kann arg betrachten

Satz 3.8 Fir alle z,w € C\ {0} gilt

arg (zw) = arg z + arg w (3.9)

und

arg . arg z — argw |. (3.10)
w

Beweis. Sei a = arg z, f = argw und v = arg (zw). Dann gilt

z
= — d _
Zg B und 23 ]
woraus folgt
z w Zw
ot = 20 = ] = ol ~
und somit
a+ =7,

was #quivalent zu (3.9)). Man erhélt (3.10]) aus (3.9) wir folgt. Es gilt nach (3.9)

arg z + argw = arg (iw> = argz.
w w
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Addieren zu den beiden Seiten von — argw ergibt (3.10). m

Beispiel. Sei a eine reelle Zahl, a # 0. Im Fall a > 0 gilt arga = 0, da ﬁ =1 und
2o = 1. Im Fall a < 0 gilt arga = 7, da ﬁ = —1 und 2z, = —1. Es folgt aus ,
dass

arg (az) = argz fira >0

und
arg (az) = argz +m fiir a < 0.
Da argi = 7, so gilt
s

arg (iz) = arg z + 5

Bezeichnen wir Ry = (0,00). Zu jedem z € C\ {0} entspricht ein Paar (r, §) mit
r:=|zl€Ry und 0:=argz€S.

Die Elemente des Paars (r,0) heiflen Polarkoordinaten von z, wobei r Polarradius
ist und 6 — Polarwinkel. Offensichtlich r ist gleich der Abstand zwischen 0 und z,
und 6 zeigt die Richtung von 0 nach z.

(1) =

z
— =29 = cosf +isiné,

2|
so erhalten wir die folgende Beziehung zwischen Polarkoordinaten und kartesischen
Koordinaten:

z=r(cosf +isinf) =rcosf +i(rsind). (3.11)

Umgekehrt, fiir jedes r € R, und jedes # € S hat die komplexe Zahl (3.11)) die
Polarkoordinaten (r, ).

3.8 Winkel im Dreieck

Definition. Im Dreieck {a, b, ¢} definieren wir den Winkel Zcab an der Ecke a mit

Zeab = arg (c —a) —arg (b—a) .
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Analog definiert man den Winkel an der Ecke b

Zabe = arg (a — b) — arg (¢ — b)
und den Winkel an der Ecke c:

ZLbca = arg (b —c) — arg (a — ¢).
Bemerken wir, dass

Zbac = arg (b — a) — arg (¢ — a) = —Zcab,

was bedeutet, dass die Winkel im Dreieck orientiert sind, d.h. abhingig von der
Anordnung der Ecken.

Bemerken wir auch, dass die in der Definition benutzten Folgen cab, abc, und
bea die zyklischen Permutationen von abe sind, d.h. die Teilfolgen von abcabc wie
folgt: abcabe, abcabe, abcabe.

Satz 3.9 Im beliebigen Dreieck {a,b,c} bezeichnen wir die Winkel wie folgt
a = ZLcab, [ = Zabc, v = Zbca.

Dann gilt
a+fB+vy=m.
Beweis. Nach dem Satz haben wir

c—a a—> b—rc
, B=arg——r, y=arg
b—a c—b

o = arg

a—cC

und

c—aa—bb—c
a+ [+ =arg .

b—ac—ba—c
Bemerken wir:
c—aa—bb—rc

= (-1 =-1
b—ac—ba—c (=1) ’

woraus folgt, dass
a+pf+y=arg(-1)=m.



56 CHAPTER 3. DIE KOMPLEXEN ZAHLEN

3.9 Geraden

Definition. Eine Gerade ist eine Teilmenge G' von R? der Form
G={(z,y) eR*:az+by =c}
wobei a, b, ¢ reelle Zahlen mit a # 0 oder b # 0 sind. Man sagt, dass die Gleichung
ar +by =c

die Gerade G bestimmt.

Z.B. die Gleichung y = 0 bestimmt die z-Achse, und die Gleichung =z = 0
bestimmt die y-Achse, so dass die beiden Achsen Geraden sind. Die Gleichung
x — 2y = —2 bestimmt die Gerade auf dem Bild unterhalb. Diese Gerade enthilt,
z.B., die Punkte (0,1), (—2,0), (2,2), (4,3) usw.

Fiir beliebige zwei Punkte p,q € R? definieren wir die affine Hiille von p,q als
die folgende Teilmenge von R?:

affine (p,q) ={(1 —t)p+tq:t € R}. (3.12)

Der Punkt (1 —t) p+tq mit ¢t € R heifit eine affine Kombination von p, g. Bemerken
wir, dass affine (p, ¢) die Punkte p und ¢ enthélt, fiir ¢ = 0 bzw ¢ = 1. Im Fall p = ¢
besteht die affine Hiille aus einem Punkt p. Fiir verschiedene p, g ist die affine Hiille
eine Gerade durch p und ¢, was im folgenden Satz besagt wird.

Satz 3.10 Flir zwei beliebige verschiedene Punkte p,q € R? gibt es genau eine Ger-
ade G die p und q enthdlt. Dariiber hinaus gilt

G = affine (p, q) . (3.13)

30.05.17
Es folgt, dass jede Gerade eine affine Hiille von zwei verschiedenen Punkten ist,

und dass die affine Hiille von zwel verschiedenen Punkten eine Gerade ist.

Beweis. Bezeichnen wir die Komponenten von p und ¢ wie folgt:

b= (951791) und ¢ = (51327?/2) (3-14)
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Zunichst zeigen wir, dass es eine Gerade GG durch p und ¢ gibt. Die Gleichung der
Gerade durch p und ¢ lésst sich explizit wie folgt angeberﬂ

(2 =) — (22 —21)y = (Y2 —y1) 21 — (22 — 21) Y1 | (3.15)

Da p # ¢, so gilt 1 # x5 oder y; # yo und somit a = yo — y; # 0 oder b =
x1 —x9 # 0. Fiir x = 27 und y = y; ist diese Gleichung offensichtlich erfiillt, so dass
p=(x1,71) € G. Fiir £ = 29 und y = g5 ist auch erfiillt, da
(Yo —y1) w2 — (T2 — 1) Yo = Yoo — Y172 — TaYa2 + T1Y2
= —UY1T2 + T1Y2
= (ya—y1) 21 — (22 — 71) Y1,

woraus q = (z2,99) € G folgt.
Jetzt beweisen wir, dass jede Gerade G, die p und ¢ enthilt, stimmt mit affine (p, ¢)
iiberein. Angenommen, dass die Gleichung von G ist

ax + by = ¢, (3.16)

beweisen wir zunéchst, dass

affine (p, q) C G, (3.17)
d.h. jeder Punkt
z=(1—-t)p+tq
auf G liegt. Sei z = (z,y) d.h.
r=(1—t)x;+try und y=(1—1)y; + tye. (3.18)
Die beiden Punkte p, q erfiillen die Gleichung der Gerade, d.h.
ary +by; = ¢ und axy + by, = c. (3.19)

Multiplizieren die erste Gleichung mit (1 — t¢), die zweite Gleichung mit ¢ und Ad-
dieren zweier Gleichungen ergibt

ar +by=(1—t)c+tc=rc,
woraus (3.17) folgt.

Es bleibt zu beweisen, dass
G C affine (p, q) .

Sei z = (z,y) ein Punkt auf G, d.h. x und y erfiillen (3.16). Beweisen wir, dass es
ein t € R gibt mit (3.18). Betrachten wir zuniichst den Fall wenn a # 0 und b # 0.
Es folgt, dass x1 # x2 und y; # ys. Die erste Gleichung in (3.18)) ist dquivalent zu

r — I
t =

(3.20)

To — 1

2Im Fall 21 # xo ldsst sich (3.15)) wie folgt vereinfachen:

Y2 — Y1
Z_ T (z

To — X1 _xl).

Yy—uyn =
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und die zweite Gleichung ist dquivalent zu

f— Yy—U
Y2~
Es bleibt zu zeigen, dass
r—n _Y—h

. (3.21)
Tg — T1 Y2 — U1

Mit Hilfe von Subtrahieren der Gleichungen erhalten wir aus (3.19) und (3.16)), dass

a(r—r1)=—b(y—u)

und
a(xe —x1) = =b(ys —y1) -

Dividieren die erste Gleichung durch die zweite ergibt (3.21)).
Sei a = 0 und somit b # 0. Dann erhalten wir aus (3.19) und (3.16)), dass

C
y1:y2:yzg-

Definieren wir ¢t mit (3.20]), so dass die erste Gleichung in (3.18)) erfiillt ist. Dann
gilt die zweite Gleichung in (3.18]) automatisch, da y = y; = y2. Der Fall b = 0 ist
analog. m

Wenn man den Wert von ¢ in (3.12) zum Intervall [0, 1] einschréinkt, so erhilt

man die konvexe Hiille von p, q:

conv (p,q) ={(1—t)p+tqg:te|0,1]}.

Der Punkt (1 —¢)p + tq mit ¢ € [0,1] heiit eine konvexe Kombination von p, q.
Offensichtlich ist conv (p, ¢) eine Teilmenge von affine (p, ¢) . Die konvexe Hiille von
p, q enthélt die beiden Punkten p, ¢ (fiir £ = 0 bzw ¢ = 1) sowie auch den Mittelpunkt
e (fiir t = 3).
Im Fall wenn p, g verschieden und reell sind (d.h. p, ¢ liegen auf der z-Achse), es
gilt
affine (p,¢) = R und conv (p, q) = [p, q|

(sieche Aufgabe 20). Fiir beliebige verschiedene Punkte p,q € R? wird die konvexe
Hiille von p, ¢ die Strecke zwischen p und ¢ genannt und auch als [p, ¢] bezeichnet.
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3.10 Graphen von Funktionen

Eine Funktion ist eine Abbildung f : X — Y wobei X und Y Teilmengen von R
oder C sind. In diesem Abschnitt betrachten wir reellwertige Funktionen f: I — R
wobei [ ein Intervall in R ist.

Definition. Fiir jede Funktion f : I — R definieren wir den Graph von f als die
folgende Menge:

Iy={(z,y) eR*:zel, y=f(2)}.

In anderen Worter, I'; ist die Teilmenge von R? die die folgende Gleichung y = f (z)
erfiillt.

3.10.1 Lineare Funktion

Eine lineare Funktion is die Funktion der Form
f(zx)=ax+b

mit reellen a,b € R. Der Definitionsbereich von f ist R. Der Graph I'; hat die
Gleichung
y=azx+Db, (3.22)

was eine Gerade G ist. Im Fall a = 0 ist diese Gerade waagerecht.
Sei jetzt a # 0. Die Gerade GG wird von zwei Punkten bestimmt. Offensichtlich
liegen die folgenden zwei Punkten auf G:

(0,b) und (—g, 0).

Setzen wir A = (—b/a,0). Seien B ein Punkt auf der z-Achse und C' — ein Punkt
auf G mit
ReB >ReA und ReC > ReA. (3.23)

Definition. Der Winkel o = ZC AB heif3t der Winkel zwischen dem Gerade G und
der z-Achse. Der Wert tan o heifit die Neigung der Gerade G.

Satz 3.11 Der Winkel o ist unabhdngig von der Wahl der Punkte B und C' (wobei
A eindeutig bestimmt ist). Dariber hinaus gilt es tana = a.
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Beweis. Seien ¢’ und B’ noch andere Punkte auf G bzw x-Achse mit
ReB' > ReA und Re(’ > ReA. (3.24)
Nach dem Satz [3.10] gilt fiir einige ¢, s € R
C'=(1-t)A+tC und B =(1-3s)A+sB,

woraus folgt
C'—A=t(C—A) uwund B —A=s(B-A4A).

Die Bedingungen (3.23)) und (3.24) ergeben ¢t > 0 und s > 0. Wir erhalten

C”—A_EO—A
B —-—A sB-—A

und somit
A c'—-A tC—A\ t Cc—-A
LC"AB" = argB,_A—arg(gm)—argg+argB_A
Cc—-A
= = /CAB
arg —— CAB,

was zu beweisen war. Hier haben wir benutzt, dass £ > 0 und deshalb arg ¢ = 0.
Um tan « zu berechnen, wihlen ein x € R mit

x> —b/a=ReA
und setzen
B=(z,0) und C = (z,ax+0).
Offensichtlich liegt B auf z-Achse, C' auf GG, und die Bedingungen ([3.23)) sind erfiillt.
Die Punkte A, B, C als komplexe Zahlen haben die folgenden Darstellungen:
A=-b/a, B=z, C=x+ilax+D).

Dann erhalten wir

C—-A (x+b/a) +i(ax +b) .
= — 1
P Py arg (1 + at),
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woraus folgt
14+ as 14+ ar

Za = T =
1 +ail 1+ a2
und
1 a
cosa = , sina =
V1+a? V1+a?
Somit erhalten wir )
sin v
tana = = a.
cos

3.10.2 Transformationen der Ebene

Eine Transformation der Ebene ist eine bijektive Selbstabbildung von C. In diesem
Abschnitt definieren wir spezielle Transformationen: Rotation und Translation.

Definition. Sei w eine komplexe Zahl. Eine Translation der Ebene um w (genannt
auch Parallelverschiebung) ist die Abbildung

T, : C—=C
Tw(z) = z+w.

Wenn man die komplexe Zahl w fiir Translation T, benutzt, so wird w auch
Vektor (oder Verschiebungsvektor) genannt. Offensichtlich hat die Abbildung T,
die inverse Abbildung 7_,,, da

TyoTl =T ,0T,=1d.

Insbesondere ist T;, bijektiv.

Definition. Fiir jeden Winkel o € S definieren wir die Rotation (Drehung) R, der
Ebene als die folgende Abbildung;:

R, : C—=C

wobel 7, = cos« + ¢ sin a.

Bemerken wir, dass die inverse Abbildung (R,)”" existiert und erfiillt
(Ra)il = R—om
da

RooR o (2) =242 02 =202 = 2

und somit

RyooR_,=1d=R_,0R,.

Fiir z = x + iy berechnen wir R, (2) explizit wie folgt:

R, (z) = (cosa+isina)(z+iy)

= (rcosa—ysina)+i(rsina+ ycosa).
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Z.B., fir a = 7 erhalten wir

und fiir o = 7 gilt
r—y Tty
R% (Z) \/5 +1 \/§ .

Rotation R, und Translation T, von R? haben die folgende Eigenschaft: unter
jeder von diesen Abbildungen bleiben die Abstinde zwischen den Punkten in R? und
die Winkel in den Dreiecken erhalten (siche Aufgaben). Jede Transformation von R?
mit diesen Eigenschaften heif3t Bewegung. Man kann beweisen, dass jede Bewegung
von R? eine Komposition T}, o R, ist. Die Komposition von zwei Bewegungen ist
wieder eine Bewegung, und die inverse Abbildung von Bewegung ist auch Bewegung.
Somit ist die Menge von allen Bewegungen von R? eine (nicht kommutative) Gruppe
beziiglich Komposition.

Als ein Beispiel von Anwendung der Begriffe von Translation und Rotation,
beweisen wir die folgende Behauptung.

Satz 3.12 Der Graph I'y der linearen Funktion
f(x)=ax+b
lasst sich wie folgt darstellen:
I'y=T,0R,(X), (3.25)
wobei X die x-Achse ist, w = (—b/a,0) und tana = a.

Beweis. Die Menge X besteht aus den reellen Zahlen x = x + 0i. Somit besteht
R, (X) aus den Punkten

R, (z) = zyx = xcosa + ixsina,
und T, o R, (X) besteht aus den Punkten
Tw (Ra (z)) = (xcosa — b/a) + ixsin a.
Da z beliebige reelle Zahl ist, so ist auch
t:=zcosa—b/a

reell und beliebig. Dann gilt

rsina = t+b/asina =(t+b/a)tana = (t+b/a)a=at+b= f(1).
cos «
Somit besteht T, o R, (X) aus den Punkten der Form (¢, f (¢)), woraus ({3.25]) folgt.

Beispiel. Betrachten wir die lineare Funktion
f(z) =3z +6.

Nach dem Satz gilt I'y = T(_90) © Ry (X) wie auf dem Bild.
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3.10.3 Quadratische Funktion

Eine quadratische Funktion ist die Funktion der Form
f(x) =ar* +br+c

wobei a, b, ¢ reelle Koeffizienten sind und a # 0. Der Definitionsbereich ist R.

Definition. Der Graph der speziellen quadratischen Funktion f (z) = z? heifit die
Parabel oder auch Normalparabel und wird mit P bezeichnet.

Die Parable sieht wie auf dem Bild aus:

4 2 0 2 4
X

Da 0 der minimale Wert for z? ist, so ist der Punkt (0,0) der niedrigste Punkt
der Parabel. Der Punkt (0,0) heifit Scheitelpunkt der Parabel.
Betrachten wir jetzt die allgemeine quadratische Funktion

f(x) = ax® +bx +c.
Mit Hilfe von quadratischer Ergéinzung erhalten wir folgendes:
f(z) = ax®* +bx+c
b\? b’
= a <x + %> +c— 1

= a(x—m0)" + o,
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wobel
b d 4 (3.26)
= ——— un =Cc— —. .
o0 2a h Yo=c¢ 4a

Die Darstellung
f (@) =a(r—0)"+ 1o

mit reellen a, xg, yo heifit die Normalform der quadratischer Funktion. Der Graph
von f wird mit Hilfe von Translation und Dilatation gezeichnet.

Definition. Sei A eine positive reelle Zahl. Die Dilatation (Streckung) der Ebene
mit Streckfaktor A ist die Abbildung

D)\ . C-—-C
Dy(z) = Az

Offensichtlich ist Dilatation bijektiv, da DyoD,-1 = Id. Unter Dilatation bleiben
die Winkel erhalten, aber alle Abstéinde werden mit A\ multipliziert.

Satz 3.13 Sei P die Normalparabel. Der Graph 'y der Funktion
f(z) =a(z—0)* + 0
mit a > 0 ldsst sich wie folgt darstellen:
I'y=1T,0D\(P), (3.27)
mit w = (xo,yo) und X\ = 1/a.

Der Graph I'y heifit auch Parabel. Der Scheitelpunkt ist in diesem Fall w.

Beweis. Die Parabel P besteht aus den Punkten (z,2?) mit z € R. Somit besteht
das Bild D, (P) aus den Punkten

()\:c, )\:(:2) ,
und das Bild T, o D, (P) besteht aus den Punkten
(/\x, /\x2) +w = ()\m + o, A\2? + yo) )

Setzen wir
t:= \r + x.

Da x beliebige reelle Zahl ist, so ist ¢ auch beliebig und reell. Dann gilt

x=—(t—x)

> =

und

1 1
)\Iz—i-yo:)\?(t—ﬂiof—f—yo:X(t—$0)2+y0:f(t>,

da § = a. Somit besteht T;, 0 D, (P) aus den Punkten (¢, f (¢)) mit beliebigen ¢ € R,

woraus (3.27) folgt. m
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Beispiel. Zeichnen wir den Graph der Funktion
f(x) =2%+ 42 +5.

Wir haben
f@)=(@+2)>+1.

Nach dem Satz gilt I'y = T(_91) (P) wie auf dem Bild.

Beispiel. Zeichnen wir den Graph der Funktion
f(x) =22%+ 8z +9.

Wir haben

Somit erhalten wir

Py =Tom0Dip2(P).

Zunichst zeichnen wir D/, (P) wie folgt:

Danach wenden wir die Translation T{_5 ;) an und erhalten I'y wie auf dem Bild.
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Betrachten wir jetzt die Funktion

f(x) =ar* +br+c

mit a < 0. In diesem Fall zeichnet man zuerst den Graph der Funktion

g(x)=—f(z) = —ax® — bz —c.

Dann erhélt man den Graph I'y aus dem Graph I'y; mit Hilfe von Spiegelung:

In der Tat gilt

so dass

S : C—-C
S(z) = z
(z, f () = (x,—g () = S (z,9 (v)),
Fy=5(,).

Beispiel. Zeichnen wir den Graph von

f(x)=—2*+3z 2.

Zunichst zeichnen wir den Graph I'; von

als

3\* 1
=z - 2 = — S
g(z)=2a"—=3z+ (3: 2) 1

Dann zeichnen wir I'y = S (I'y) wie folgt.
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3.10.4 Hyperbel

Es gibt zwei Definitionen von Hyperbel als eine Teilmenge von R2.

Definition. Der Graph der Funktion y = % mit dem Definitionsbereich R\ {0}
heifit Hyperbel oder Normalhyperbel und wird mit H bezeichnet.

10 7
y
8_
6_
4
2__
i H
} £ : : : T N T N T 1
10 -8 -6 2 4 6 8 10

Definition. Die Hyperbel H’ ist die Teilmenge von R? mit der Gleichung

z? — = 2.
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Die Beziehung zwischen zwei Versionen von Hyperbel wird im nichsten Satz
angegeben.

Satz 3.14 FEs gilt

N
Rxz (H')=H (3.28)
und
r_
H =R = (H). (3.29)
Beweis. Sei z = z + iy ein Punkt auf H'. Setzen wir w = Rz (2) und bemerken,
dass .
r—y x+y .
w = +1 =u -+,
V2 V2
wobei
rT—y Tty
U = — v =

V2 V2

Die Komponenten z,y erfiillen die Gleichung

22—yt =2,
d.h.
(z—y)(z+y)=2
und somit
rT—yr+y 1
V2 V2o
was dquivalent zu
uv =1 (3.30)
ist, d.h. zu w € H. Somit erhalten wir (3.28). Die Identitét (3.29) folgt aus (3.28)),
da R,W/4 = R;/l4 |
Betrachten wir jetzt eine Funktion der Form
ar +b
Fla) = (3.31)

cxr+d

06.06.17
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mit reellen a,b,c,d und ¢ # 0. Diese Funktion heifit gebrochen lineare Funktion.

Der Definitionsbereich dieser Funktion ist R\ {—d/c}, da fiir x = —d/c der Nenner

gleich 0 ist. Die Funktion f (z) = % gehort auch zu dieser Klasse von Funktionen.
Die Funktion léisst sich wie folgt umformen:

ar+b 1ar+b
cx+d cx+dfe
la(z+d/c)+ (b—ad/c)
c x+dfc
a 1b—ad/c
__I.__—
c cx+d/c

k

= + Yo
T — Tg

flx) =

wobei

a
o = —— Yo=—-
c c

Die Darstellung
fx) =

heifit die Normalform der gebrochen linearen Funktion. Der Definitionsbereich von

fist R\ {o).

Satz 3.15 Sei k > 0. Dann fiir die Funktion (3.32)) gilt

+ % (3.32)

T — X9

T =T, 0Dy (H) (3.33)
mit w = (x9,y0) und A = Vk.

Beweis. Die Hyperbel H besteht aus den Punkten (z,1) wobei z € R\ {0}. Das

Bild D, (H) besteht aus den Punkten (Az,2), und das Bild T;, 0 D, (H) besteht aus

den Punkten
AT+ To,— + Yo | -
x

t = A\ + xg

Setzen wir

so dass t eine beliebige Zahl aus R \ {x} ist. Dann gilt

und
A A2

(t—ZC[))/)\ t—330 _t—l'o

+yo=f(1).
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Somit besteht T;, o Dy (H) aus den Punkten (t, f (¢)), woraus (3.33) folgt. m

Beispiel. Zeichnen wir den Graph der Funktion

4o 42
Zuerst bringen wir die Funktion zur Normalform:
4 1/2 —3/2)+2 4
f(x)Z—IJr/ P Gt/ +2.
22 —3/2 r—3/2 r—3/2

Nach dem Satz [3.15 erhalten wir
Ff = T(3/272) o D2 (H) .

Wir zeichnen den Graph I'y in zwei Schritten.

Betrachten wir die Funktion

k
f(x):x_%*'yo

mit £ < 0. Dann zeichnen man den Graph von f mit Hilfe von der Identitit
I'r =5(I';) wobei

g(x)=—f(z)= il (3
Beispiel. Um den Graph der Funktion
20 +1
fl) =2t

zu zeichnen, bringen wir zunéchst die Funktion zur Normalform:

f(x>:2x—|—1/2:2(:U+1)—1/2:2_ 1
r+1 x+1 r+1

Dann zeichnen wir den Graph von

§(@)=—f (5) = —— -2

mit Hilfe von I'y = T(_1,_9) (H), und danach I'y = S (I'y).
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3.10.5 Kreis
Den Einheitskreis S haben wir schon wie folgt definiert:

S = {z€C:|z|=1}
= {(z,y) eR*:2*+y* =1}

Die Gleichung von S ist somit 22 +3? = 1. Die Menge S ist kein Graph von Funktion,
aber S ldsst sich als Vereinigung von zwei Graphen darstellen. Definieren wir zwei

Funktionen:
file)=V1—2a2 ze€[-11]
und
f2(x) =V 1—1’27 LS [_171]
Die Gleichung 2% + y? = 1 ist dAquivalent zu
y=v1—22 oder y=—v1—2?
und x € [—1, 1], woraus folgt dass

S=T; UTy,.
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Ein allgemeiner Kreis wird wie folgt definiert.
Definition. Der Kreis von Radius 7 > 0 und mit dem Mittelpunkt w € C ist die
Menge
Ky, ={2€C:|z—w|=r}.

Im Fall w =0 und » = 1 erhalten wir den Einheitskreis
S:K071:{ZEC2|Z|:1}.

Selen w = xo+1iyp und z = r+1iy. Dann ist die Gleichung |z — w| = r dquivalent

zu

(z — 900)2 + (y — y0>2 =17,

die die Normalform der Gleichung des Kreises genannt wird.
Es folgt aus der Definition, dass

Ky, =TyoD,(S).

In der Tat gilt
D, (S)={rz:|z| =1}

und
Tw (D, (S)) ={rz+w: |z| =1}.

1

Setzen wir 2’ = rz +w. Dann gilt z = 1 (2’ —w), und die Gleichung |z| = 1 its

dquivalent zu
2 —w|=r

Somit erhalten wir
Tw (D (S)) ={z": |z —w| =r} = Ky,

Z.B. hier zeichnen wir den Kreis K(51)3 in zwei Schritten als T{51) 0 D3 (S).

Beispiel. Bestimmen wir die Teilmenge von R? die von der folgenden Gleichung
gegeben wird:
22 + 9% 4+ 62 + 4y — 23 = 0.
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Umformen wir zunéchst die linke Seite mit Hilfe von der quadratischen Ergéinzung:

4y +6r+4y—20 = (22 +62) + (y¥ +4y) — 23
((z+3)°=9) + ((y +2)" —4) — 23
= (+3)°+(y+2)° - 36.

Somit ist die gegebene Gleichung dquivalent zu
(z+3)" + (y +2)° = 36,

was der Gleichung des Kreises K(_3 _9)¢ ist.

3.11 Zusammenfassung

3.11.1 Operationen mit komplexen Zahlen

In diesem Kapitel haben wir die komplexe Zahlen eingefiihrt. Jede komplexe Zahl z
hat die Form z+iy mit reellen x, y, wobei = der Realteil von z und y der Imaginérteil
von z heiflen; man schreibt + = Rez und y = Im 2.

Man addiert und multipliziert die komplexen Zahlen mit Hilfe von gleichen
Regeln wie reelle Zahlen und mit einer zusétzlichen Regel

= -1

7.B.
(1+2)+B—4i)=(143)+(2—4)i=4—2
und
(1+2i)- (3 —4i) = 3+ 60— 4i — 8"
= 3+2i+8
= 11+ 2.

Man dividiert die komplexen Zahlen mit Hilfe von Konjugation
Z=x—1y
wie folgt:

142 (1+2)(3+4i) -5+100 -5+10i 1 2

— —_ —1

3—4i  (3—44)(3+4i) 32+42 25 5

Auch mit Hilfe von Konjugation definiert man den Betrag

|z| = Vzz = Va2 + 3%

7.B.
13— 5i| = V32442 = /25 = 5.
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Der Betrag ist multiplikativ wie folgt:

|zw| = |z| Jw| und ‘i‘ = =l
w

|w]

und erfiillt die Dreiecksungleichung
|2+ w| < |z 4 [w].

Die Potenzen 2" fiir n € 7Z konnen mit Hilfe von Multiplikation und Division
berechnet werden. Allerdings its es manchmal leichter den binomischen Lehrsatz.
Man muss dafiir erinnern, dass

i2=—1, 3=—i it=1,

=1, Usw.
7.B., es gilt
(240)" = 2 +4-2%+6-2%% 4424+
— 16+32i—24—8i+1
= 74 24i.

3.11.2 Nullstellen von Polynomen

Warum soll man die komplexen Zahlen benutzen? Eine Motivation ist Losung der
Gleichungen. Die quadratische Gleichung

24ar+b=0

mit reellen a, b hat nicht immer reelle Losing: die Nullstellen sind

—a++va?2 —4b
2

xTr =

und sie existieren als reelle Zahlen nur wenn a? — 4b > 0. Ist a®> — 4b < 0, so
hat Quadratwurzel /a2 — 4b die komplexen Werte (z.B. v/—1 = =) und somit hat
die quadratische Gleichung immer komplexwertige Nullstellen. Dariiber hinaus gilt
gleiches fiir beliebige Polynomgleichung

a4 a1 +a,=0

sogar mit komplexen Koeffizienten a; und mit beliebigen Grad n € N: diese Gle-
ichung hat immer komplexe Nullstellen (Fundamentalsatz der Algebra).

3.11.3 Geometrie der Ebene

Eine andere Motivation fiir die Theorie von komplexen Zahlen ist die Geometrie der
Ebene. Komplexe Zahlen liefern bequeme Methoden um die geometrischen Begriffe
einzufiihren und die geometrischen Eigenschaften zu beweisen. Zum Beispiel, der
Abstand d (z,w) zwischen zwei Punkten z,w € C wurde als |z — w| definiert.

09.06.17
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Wir haben den Begriff von Winkel definiert wie folgt: ein Winkel ist ein Element
von dem Einheitskreis S = {z € C : |z| = 1}. Fiir jeden Punkt von S benutzen wir
zwei Notationen: « als Winkel und z, als die entsprechende komplexe Zahl. Die
Realteil und Imaginirteil von z heiflen Kosinus und Sinus von «, d.h.

Zo = COS @ + 7 sin .

Die Winkeladdition wird mit Hilfe von komplexer Multiplikation definiert wie folgt:
fiir o, B € S definieren wir den Winkel o + 8 € S mit

Ra+p = ZakB-

Am Anfang es ist etwas schwierig mit den Winkel zu arbeiten, da wir kein Winkelmafl
noch haben. Aber Situation ist &hnlich mit der Theorie von reellen Zahlen. Die
Menge R von reellen Zahlen haben wir axiomatisch definiert als eine Menge mit
bestimmten Operationen. Am Anfang hatten wir praktisch keine Notation fiir die
Zahlen. Es gab nur 0 und 1, dann haben wir die Zahlen 2,3, ...,9 definiert. Um
alle natiirliche Zahlen bezeichnen zu kénnen, haben wir die Theorie von g-adischer
Darstellung entwickelt. Aber sogar jetzt haben wir noch nicht definiert, was eine
Kommazahl ist.

Die Situation mit Winkeln ist analog. Am Anfang der Theorie wurden die Winkel
0 und 7 definiert wie folgt:

zo0=1 und z,=-—1.

™

Danach haben wir die Winkel 7, %, 7, & bestimmt, z.B., 7

schaft

wurde durch die Eigen-

s
2

bestimmt. In der Tat arbeitet man mit den Winkeln mit Hilfe von komplexer Zahl
Zo. 2.B. wir haben

=T

b |
_l’_

Z% = 1
1 V3
% = gty
1 +,1
Zr = —= 41—
V2 V2
V3 o1
Zr = 7+Z§

Das Argument (=der Polarwinkel) arg z von komplexer Zahl z # 0 wurde als der

Winkel v mit .

E

definiert. Z.B. fiir reelle positive Zahl z gilt

R
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und somit arg z = 0. Fiir reelle negative Zahl z gilt

z

:—]_:Zﬂ_
||
und somit arg z = .
Fir z = 44 gilt
z 4i
— =—=4=2zr
E ?
und somit arg (4i) = 7.
Fir z = 3+ 3¢ gilt
Z 343 3+3 3 w 3 —i+ii—z
2l 343 V32437 VI8 VI8 V2 V2 !

so dass arg (3 + 3i) = 7.
Wir haben bewiesen, dass

z
arg (zw) = argz +argw und arg (—) =argz — argw.
w

Mit Hilfe von arg z definieren wie die Winkel im Dreieck {a, b, c} wobei a,b, ¢ ver-
schiedene komplexe Zahlen sind, insbesondere

Zeab = arg (c —a) —arg (b—a) .
Insbesondere gilt
201 =argz —argl = argz
und w
Zwlz = argw — arg z = arg —.
z

Z.B. fiir w =14+ 2i und z = 6 — 37 haben wir

/a0 1421 (14 2i) (6 + 3i) 15 1. .
wuUz = ar = ar = alrg — = arg —7 = arg? — —.
&6 _3i & g3 &5 ~ ME3 &L=

Jeder Winkel o bestimmt die Rotation der Ebene um Winkel «, die eine Abbil-
dung R, : C — C mit
R, (2) = 242

ist. Es folgt, dass fiir w = R, (z) gilt
Zw0z = arg v arg z, = «
z

und
[w| = |2a2| = |2].

Man kann beweisen, dass
RyoRg = Royp.
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3.12 * Skalar- und Kreuzprodukt

Definition. Das Skalarprodukt zweier komplexen Zahlen z und w wird wie folgt
definiert:
z e w = Re (Zw) (3.34)

(nicht mit der komplexen Multiplikation z - w = zw zu verwechseln).
Fiir z = 4+ 1y und w = u + 7w erhalten wir aus (3.34)), dass

zw = (x —1y) (u+ i) = (zu+ yv) + i (zv — yu), (3.35)

woraus folgt
Zew = 1xUu+ Yyv.

Insbesondere gilt
zez=a’+y? =z,

Es folgt direkt aus der Definition, dass Skalarprodukt die folgenden Eigenschaften
erfiillt:

1. z e w ist reell;

2. ze 2z >0;es gilt 2oz >0 genau dann, wenn z # 0 (Positivitit);
3. zew = w e z (Symmetrie);

4. (21 + 22) e w = z; @ w + 25 ® w (Distributivgesetz);

5. (Az)ew =X (zew) = ze (A\w) fiir alle A € R (Homogenitit).

Satz 3.16 Fir z,w # 0 gilt

zew = |z| |w|cos (3.36)
wobei
a = Zwlz = argw — arg z. (3.37)
Beweis. Wir haben w
a = arg —
z
und somit
cosa = Re-Z =Re Eﬂ = Re Eﬂ = Re 'i_wﬂ
H 2 Jul 2 Ju] 22 Jul
1
= Re (zw) = zow7
|w| |2] 2| [w]

woraus ([3.36) folgt. m
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Satz 3.17 (Kosinussatz) Im Dreieck {a,b, c} setzen wir
a=d(b,c), b=d(a,c), c=d(a,b)

und
a = Zcab.
Dann gilt
a’ = b? +c? — 2bccosa (3.38)

Beweis. Setzen wir z = b — a und w = ¢ — a. Dann gilt

b = |c—al=|w|,
c = |b—a|l=|z
und
a=|b—cl=|0b—a)—(c—a)| =]z —w|.

Auch haben wir
a=arg(c—a)—arg(b—a) =argw — argz = Zw0z.

Somit ist (3.38) dquivalent zu
|z —w|® = |2 + |w|* — 2|2 Jw| cos

mit o wie im (3.37]).
Mit Hilfe von (3.36)) erhalten wir

lz—w]® = (z—w)zZ—w)=(z—w)(z—w)
= |2]* —wz — 20 + |w|
= |z = 2Re (z@) + |w|
12]* — 2z e w + |w|®
12)* + Jw]> = 22| |w| cos a,
was zu beweisen war. ®

Definition. Definieren wir das Kreuzprodukt zweier komplexen Zahlen z und w mit

zx w=Im(zZw).

Es folgt aus (3.35)), dass fiir 2z = z + iy und w = u + v gilt
2 X W= TV — Yu.

Insbesondere gilt
zxz=0.

Das Kreuzprodukt hat die folgenden Eigenschaften, die direkt aus der Definition
folgen:
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1. z X w ist reell;
2. z x w = —w X z (Antisymmetrie);
3. (214 29) X w =21 X w+ 2z X w (Distributivgesetz);
4. (Az) x w=X(z Xxw) =z x (Aw) fir alle A € R (Homogenitit).
Satz 3.18 Flir beliebige komplexe Zahlen z,w # 0 gilt
z X w = |z| |w|sin

wobet
a = Zwlz = argw — arg 2.

Beweis. Wir haben

w
a = arg —
z
und somit
w _
sina = Im+%2 =1Im Q’Z_| =Im Eﬂ = Im z__wﬂ
H 2 [ul 2 Jwl 2z [u]
1
= Im (zZw) = wa,
|wl 2| 2] Jw|

was zu beweisen war. ®

Satz 3.19 Fiir alle komplexe Zahlen zq, zo, z3 mit
21+ 29+ 23 = 0

gilt
21 X %9 = 29 X 23 = 23 X 27.

Beweis. Da z3 = — (21 + 23), so erhalten wir
29 X 23 =(—22) X (21 + 22) = — (22 X 21) — (22 X 23) = 21 X 2a.
Analog beweist man, dass z3 X 21 = 25 X 23. ®
Satz 3.20 Im beliebigen Dreieck {a,b,c} gilt
(b—a)x(c—a)=(c—b)x(a—b)=(a—c)x(b—rc). (3.39)
Beweis. Setzen wir

z7n=b—a, zm=a-—c, z3=c—0>.

2+ 22+ 23 =0,
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so gilt nach dem Satz [3.19)
21 X 29 =29 X 23 =23 X 21,

d.h.
(b—a)x(a—c)=(a—c)x(c—=b)=(c—b) x (b—a),

woraus (3.39) folgt. m
Definition. Der Flicheninhalt F (abc) des Dreiecks {a, b, ¢} wird wie folgt definiert:

F(abc):%(b—a)x(c—a).

Es folgt aus dem Satz [3.20] dass
F (abc) = F (bca) = F (cab)
= —F(acb) = —F (cba) = —F (bac) . (3.40)
Insbesondere ist der Flicheninhalt orientiert. Bemerken wir auch, dass der Ausdruck

F (abc) fiir alle a,b,c € C definiert ist, obwohl in der Definition des Dreiecks die
Punkte a, b, ¢ verschieden sein soll.

Beispiel. Betrachten wir das Dreieck {a, b, ¢} mit den Ecken
a=2+i, b=5+2 c=3+3i

Dann gilt

Flabe) — %(b—a) < (c—a)

= —(3+414) x (1+2i)
Im (3+14) (1+ 2i)

Im (3 — 4) (1 + 2i)

RN RPN RN -

5
- 6=,

Es folgt, dass

Satz 3.21 (Sinussatz) In jedem Dreieck {a,b,c} mit den Seiten
a=d(b,c), b=d(a,c), c=d(a,b)

und Winkeln
a = ZLcab, [ = Zabc, ~v = Zbca

gilt

sinaw  sinf  siny  2F (abe)
— — — . .41
a b c abc (341)
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Beweis. Da
a=arg(c—a)—arg(b—a),

so erhalten wir Nach dem Satz [3.18], dass
(b—a)x (¢c—a)=1|b—al|lc—a|sina = cbsina.
Es folgt, dass
2F (abc) = (b—a) X (c—a) = cbsina

woraus folgt
sina 2F (abc)
a  abc
Analog beweist man zwei andere Identitéiten in (3.41). m

Satz 3.22 Die Skalar- und Kreuzprodukte werden unter Rotation erhalten. Somit
wird der Flicheninhalt des Dreiecks unter Rotation und Translation erhalten.

Beweis. Sei R, eine Rotation um Winkel a.. Fiir beliebige z,w € C erhalten wir

R, (2) X Ry (w)

Im <T(z)Ra (w)) = Im (Zazz,w)

= Im(z_42z,w) =Im (Zw) = 2z x w

und gleiches gilt fiir das Skalarprodukt.

Der Flicheninhalt F' (abc) wird unter Translation erhalten, da F (abc) von b —a
und ¢ — a bestimmt wird, und die Differenz zweier komplexen Zahlen unter Transla-
tion erhalten ist. Der Flécheninhalt F' (abc) wird unter Rotation erhalten, da F' (abc)
von dem Kreuzprodukt von b — a und ¢ — a bestimmt ist, und das Kreuzprodukt
unter Rotation erhalten wird. m

In den Rest von diesem Abschnitt betrachten wir die Eigenschaft von Additivitdt
des Fldacheninhaltes.

Lemma 3.23 Seien a,b, c,d Punkte der Ebene mit
d=ra-+sb+tc

wobet 1, s,t reelle Zahlen mit
r+s+t=1

sind. Dann gilt
F (abd) = tF (abc) .

Beweis. Wir haben

d—a = ra+sb+tc—(r+s+t)a
= s(b—a)+t(c—a),
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woraus folgt

F(abd) = =(b—a)x (d—a)

1
2
= a0 e

= O—i—%t(b—a)x(c—a)

= tF (abc).

Satz 3.24 Fiir vier beliebige Punkte a,b, c,d von der Ebene gilt
F (abc) = F (dbe) + F (adc) + F (abd) . (3.42)

Beweis. Betrachten wir zunichst den Fall wenn @ = b. Dann ist (3.42)) dquivalent
zu

0 = F (dac) + F (adc) ,

was gilt nach . Analog betrachten andere Fille wenn zwei von den Punkten
a, b, c,d gleich sind.

Seien jetzt alle Punkte a,b,c,d verschieden. Betrachten jetzt den Fall, wenn
a, b, c auf einer Gerade liegen, insbesondere gilt

c € affine (a,b) .
Dann gibt es ¢t € R mit
c=(1—1t)a+tb.
Dann haben wir nach Lemma und ([3.40))

F (abc) =0

F(dbc) = (1 —1t) F(dba) = — (1 —t) F (abd)
F (adc) = tF (adb) = —tF (abd)
woraus folgt.

Angenommen, dass a, b, ¢ auf einer Gerade nicht liegen, so lisst sich d wir folgt
darstellen:
d=ra+ sb+tc

mit reellen r, s, t mit
r+s+t=1.

Es folgt nach Lemma [3.23] dass
F (abd) = tF (abc) .

F (adc) = sF (abe)
F (abd) = rF (abc) ,
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woraus (3.42)) folgt. m
Mit Hilfe von (3.42)) kann man beweisen, dass fiir alle Punkte a, b, c,a’, 0, ¢’ der
Ebene gilt

F(abe) = F (d'be)+ F (ab'c) + F (abc)
—F (ab'd) — F (a'bd) — F (a't¢)
+F (d'V').
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Chapter 4

Folgen und Reihen

Definition. Eine (unendliche) Folge von reellen Zahlen ist eine Abbildung = : N —
R. Der Wert x (n) fiir n € N wird auch mit x,, bezeichnet. Die ganze Folge x wird
auch mit {x, },.y oder {z,} ", oder sogar {z,} bezeichnet. Jedes x,, wird auch als
ein Glied (oder Folgenglied) der Folge = genannt.

4.1 Grenzwert einer Folge

Sei {z,},, eine Folge von reellen Zahlen. Wir interessieren uns fiir das Verhalten
der Folgenglieder z, fiir die grofien Werte von n. Zum Beispiel, in der Folge {(—1)"}
wechselt sich 1 mit —1 ab.

Hingegen werden die Glieder in der Folge {%} immer kleiner und n#hern sich
der Null fiir die groen Werte des Index n an. Man sagt, dass die Folge {%} den
Grenzwert 0 hat, wihrend {(—1)"} keinen Grenzwert hat.

Definition. Sei {z,} -, eine Folge von reellen Zahlen. Eine Zahl a € R heifit der
Grenzwert der Folge {x,} wenn die folgende Bedingung erfiillt ist:

fiir jedes e > 0 existiert N € N so dass fiir alle n > N gilt |z, —a| < e.

Aquivalent, mit Hilfe von den Quantoren, schreibt man diese Bedingung wir folgt:

Ve>0 INeN Vn>N |z, —a|<e. (4.1)

Hat die Folge {z,} einen Grenzwert, so heifit die Folge konvergent. Man sagt auch:
die Folge konvergiert.
Ist a der Grenzwert von {x,}, so benutzt man die folgende Schreibweise:

r, — a (x, konvergiert gegen a)

x, — a fir n— oo (z, konvergiert gegen a fiir n gegen unendlich).

Um den Grenzwert der Folge {x,} zu bezeichnen, benutzt man die Notation lim x,,,
die der Limes von x,, heifit. Ist a der Grenzwert von {z,}, so schreibt man auch

limz, =a

85
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oder
lim z, = a.

n—oo

Die Konvergenz x,, — a kann als eine Annéherung von a mit den Folgenglieder x,,
betrachtet werden. Betrachten wir € > 0 als ein vorgegebener Approximationsfehler.
Dann bedeutet die Bedingung , dass jedes Folgenglied x,, mit geniigend groflem
n eine “gute” Anndherung von a ist, ndmlich, mit dem Approximationsfehler < e.
Es ist wichtig zu betonen, dass diese Eigenschaft fiir beliebiges positives € gelten
muss, so dass der Approximationsfehler beliebig klein sein kann.

Die Bedingung léisst sich wie folgt umformulieren. Wir sagen, dass eine von
n € N abhéingige Aussage A (n) fiir fast alle n gilt, falls A (n) fiir alle n € N\ S gilt,
wobei S C N eine endliche Menge ist.

Behauptung. Die Bedingung a = lim x,, ist dquivalent zu:

Ve >0 gilt |x, —a| < e fir fast alle n. (4.2)

Beweis. Nach Definition (4.1)) gilt |z, — a| < ¢ fiir alle n > N fiir ein N € N, d.h.
|z, —al < e gilt firallen €e N\ {n < N}.

Da die Menge S = {n < N} endlich ist, so erhalten wir (4.2]).
Umgekehrt, gilt (4.2)), so gibt es eine endliche Menge S C N so dass

|z, —al < e gilt fiir alle n € S°.

Setzen wir N = max S + 1, wobei max S nach dem Satz [2.7] existiert. Dann fiir alle
n > N gilt auch n € S¢ und somit |z,, — a| < €, woraus (4.1) folgt. =

Die Bedingung |x,, — a| < ¢ ist offensichtlich #quivalent zu
Ty € (a—c,a+¢).

Das Intervall (a — ¢,a + ¢) heiit die e- Umgebung von a und wird auch mit U (a)
bezeichnet. Somit erhalten wir noch eine dquivalente Formulierung von dem Begriff
des Limes.

Behauptung. Die Bedingung a = lim x,, ist dquivalent zu:

Ve >0 gilt x, € U (a) fir fast alle n, (4.3)

d.h.
jede Umgebung von a enthdlt fast alle Folgenglieder x.,,.

Bemerkung. Die Definition von dem Grenzwert ist einer von den wichtigsten
Begriffen in ganzer Mathematik. Der Begriff von Grenzwert wurde intuitiv, ohne
genaue Definition, schon von den Begriindern von Infinitesimalrechnung Isaac New-
ton und Wilhelm-Gottfried Leibniz im 17. Jahrhundert benutzt. Man brauchte fast
150 Jahre von weiterer Entwicklung der Analysis um eine rigorose Definition des
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Grenzwertes vorzulegen. Diese Definition wurde von Augustin Louis Cauchy in ca.
1821 gegeben.

Beispiel. 1. Zeigen wir, dass die Folge z,, = % gegen 0 konvergiert. In der Tat, nach
dem Archimedischen Prinzip, fiir jedes ¢ > 0 existiert N € N mit N > % woraus
folgt % < €. Deshalb fiir jedes n > N gilt % < g, d.h. {% — O‘ < ¢ und somit

— — 0 fiir n — oo.
n

Ebenso beweist man, dass fiir jedes ¢ € R
c

— — 0 fir n — oo.
n

2. Betrachten wir die Folge {z,} derart, dass z,, = a fiir alle n > ny. Man kann
auch sagen, dass z,, = a fiir fast alle n gilt. Dann auch |z, — a| = 0 < ¢ fiir fast alle
n gilt, woraus z,, — a folgt.

Definition. Hat eine Folge {z,} keinen Grenzwert, so sagt man, dass die Folge
divergent ist oder divergiert.

Die Bedingung (4.3]) lisst sich wie folgt umformulieren: a ist der Grenzwert von
{z,} genau dann, wenn

Ve >0 die Menge {n € N:z, ¢ U (a) ist endlich} . (4.4)

Die Negation der Bedingung (4.4)) ergibt folgendes: a ist kein Grenzwert von {z,}
genau dann, wenn

Je > 0 so dass die Menge {n:z, ¢ U.(a)} unendlich ist. (4.5)

Mit Hilfe von (4.5)) kann man Divergenz von Folgen beweisen.

Beispiel. 1. Die Folge z,, = n divergiert, da fiir jedes a € R auflerhalb Intervalles
U; (@) unendliche Menge von Folgenglieder liegt. Ebenso divergiert die Folge x,, = ¢n
fiir jedes ¢ # 0.

2. Zeigen wir, dass die Folge x,, = (—1)" divergiert. Der Wert a = 1 ist kein
Grenzwert, da es auerhalb U; (1) unendlich viele Glieder mit dem Wert —1 gibt.
Analog ist a = —1 kein Grenzwert. Sei a # 1 und a # —1. Dann existiert ¢ > 0
derart, dass die Umgebung U, (a) weder 1 noch —1 enthilt, und somit alle Glieder
x,, aulerhalb U, (a) liegen. Deshalb ist a kein Grenzwert.

4.2 Eigenschaften des Grenzwertes

Fiir Beweise von Eigenschaften des Limes benutzen wir die folgende Eigenschaft des
Begriffes "fast alle n".

Behauptung. Gelten zwei von n € N abhingigen Aussagen A (n) und B (n) fir
fast alle n, so gilt A(n) A B(n) auch fir fast alle n.

Beweis. Nach Definition gibt es endliche Mengen S, T C N so dass A (n) fiir alle
n € S¢ gilt und B (n) fiir alle n € T° gilt. Dann gilt A (n) A B (n) fiir alle

neSNT =(SUT).
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Nach dem Satz ist S UT endlich, woraus folgt, dass A (n) A B (n) fiir fast alle
n gilt. =

Eine Folge {z,,} heifit beschrinkt falls es eine positive Zahl C' gibt mit |x,| < C
fir alle n € N. Offensichtlich ist {x,} genau dann beschrinkt, wenn alle Fol-
genglieder in einem beschrinkten Intervall liegen.

Satz 4.1 (a) Seien {z,} und {y,} zwei konvergente Folgen mit x,, < vy, fir fast
alle n, so qilt
limz, <limy,.

Insbesondere die Bedingung x, = vy, fiur fast alle n impliziert lim x,, = limy,,. Fol-
glich ist der Grenzwert einer konvergenten Folge eindeutig bestimmdt.
(b) (Dreifolgensatz) Seien {x,},{yn},{zn} drei Folgen mit

Tp < z, <y, flr fast alle n.

Gilt

limz, =limy, =: a,

so gilt auch
lim z, = a.

(c) Jede konvergente Folge ist (nach oben und nach unten) beschrdankt.
(d) z, — a < |r, —a| — 0 (insbesondere x,, — 0 < |z,| — 0).

Eine Folge heifit Nullfolge falls sie gegen 0 konvergiert. So, die Eigenschaft (d)
lisst sich wie folgt umformulieren: x, — a gilt genau dann, wenn {|x,, — al|} eine
Nullfolge ist.

Beweis. (a) Bezeichnen wir ¢ = lim z,, und b = lim y,,. Wir brauchen zu beweisen,
dass a < b. Nehmen wir das Gegenteil an, dass a > b und setzen ¢ = “T_b. Dann gilt
fir alle 2 € U, (a) und y € U, (b)

b
y<b+e:%:a—€<m,

d.h. y < x. Andererseits, fiir fast alle n haben wir
z, €U (a), yn€U:(b) und z, <y,

was im Widerspruch zum y,, < x,, steht.

(b) Jede Umgebung U. (a) enthiilt fast alle x,, und y,,. Liegen die beiden Zahlen
T, Yp im Intervall U, (a), so gilt auch [z,,y,] C U (a) und somit auch z, € U, (a),
was z, — a ergibt.

(c) Sei z,, — a. Fiir jedes x,, € Uy (a) gilt

a—1l<z,<a+1

und somit |z,| < |a| + 1. Die Menge von Glieder x,, die nicht in U; (a) liegen ist
endlich und somit hat das Maximum M und das Minimum m. Dann gilt fiir jeden
Glied z,

|z,| < C:=|M|+ |m|+ |a| + 1,
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so dass die Folge {z,,} beschrinkt ist.
(d) Die Bedingung z,, — a bedeutet:

Ve > 0 gilt |z, — a| < ¢ fiir fast alle n.
wihrend |z, — a| — 0 bedeutet, dass
Ve > 0 gilt ||z, —a| — 0] < ¢ fiir fast alle n.

Offensichtlich sind die beiden Bedingungen #quivalent. m

Beachten wir, dass x,, < ¥, impliziert lim x,, < limy,, aber nicht lim x,, < lim y,,,
was man im Beispiel x,, = 0,y, = % sieht.
Beispiel. Betrachten wir die Folge x,, = @™ mit einem a € R und untersuchen wir die
Konvergenz von {z,} abhiingig von dem Wert von a. Betrachten wir verschiedene
Fille.

1. Seia > 1, d.h. a =1+ ¢ wobei ¢ > 0. Nach Bernoullische Ungleichung haben
wir

a"=(14+¢)" > 1+ nec

Da die Folge {nc} -, unbeschréinkt ist, so ist die Folge {a"} >, auch unbeschréinkt
und somit divergent.

2. Seia < —1. Da |z,| = |a|", so erhalten wir, dass die Folge {|x,|} unbeschréinkt
ist und somit auch {x,}. Folglich ist {x,} divergent.
3. Sei a = —1. Die Folge x, = (—1)" wurde schon betrachtet, und wir wissen,

dass sie divergiert.
4. Sei a = 1. Dann z,, = 1 und diese Folge konvergiert gegen 1.
5. Sei a = 0. Dann {x,} ist auch eine konstante Folge, die gegen 0 konvergiert.
6. Sei 0 < a < 1. Setzen wir b = % > 1. Wie oberhalb schreiben wir b =1 + ¢
mit ¢ > 0 und erhalten
b" > 1+ ne > nc

woraus folgt
1 1

0<a"=—< —.
¢ b nc
Da L — 0, erhalten wir nach Satz (b), dass a, — 0.
7. Sei =1 < a < 0. Dann gilt 0 < |a| < 1 und |a"| = |a|” — 0, woraus folgt
a” — 0.
Somit ist die Folge {a"}, . konvergent genau dann, wenn —1 < a < 1.

Jetzt beweisen wir einige Rechenregeln fiir den Grenzwert.

Satz 4.2 Seien x, — a und y, — b. Dann gelten
xn_l'yn_)a“—ba l‘n_yn_)a_by l‘nyn_>ab

Falls y,, # 0 und b # 0, so gilt auch
Tn
Yn

> e
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Die Aussagen des Satzes [4.2] lassen sich mit Hilfe von dem Zeichen lim wie folgt
umschreiben:

lim (z, +y,) = limx, +limy,

lim (z, —y,) = limz, —limy,
lim (z,y,) = limx,limy,
. Ty lim z,,
lim— = -
Yn lim g,

vorausgesetzt, dass die rechten Seiten sinnvoll sind. Fiir die konstante Folge v, = a
erhalten wir, dass

lim (2, + a) =limz, +a und lim (azx,)=alimz,.
Beweis von Satz Fiir jedes € > 0 gelten
|z, —a| <eund |y, —b| <e (4.6)
fiir fast alle n € N. Daraus folgt, dass fiir fast alle n
|Tp +yn — (a+0)| = |z, —a+y, — b < |z, —al+ |y, — b|] < 2e=:¢".
Da &’ > 0 beliebig ist, so erhalten wir
Tp+ Yo — a+Db.

Analog beweist man, dass x,, — y, — a — b.

Beweisen wir jetzt, dass z,y, — ab. Da jede konvergente Folge beschrinkt ist,
so gilt es |z,| < ¢ fiir ein ¢ > 0 und fiir alle n € N. Die Differenz z,y, — ab lisst
sich fiir fast alle n wie folgt abschiitzen:

|Tpyn — abl = |x,yn — xnb + 2,0 — abl
< zn (Yo = 0)[ + [(zn — a) b
< clyn — b+ [b] [2n —
< (c+b))e=:¢.

Da &’ = (¢ + |b]) € eine beliebige positive Zahl ist, so erhalten wir z,y, — ab.

Fiir die letzte Behauptung Z— — ¢ reicht es zu beweisen, dass yi — %, da man
n n

b
danach erhilt
Tn 1 1 a
— =x,— —a- = —.

Yn Yn b b

Sei b > 0 (fiir b < 0 betrachten man die Folge {—y,,} mit dem positiven Grenzwert
—b). Da fiir fast alle n gilt

b 3b

Yn € Upj2 (b) = (5, 3),

so erhalten wir, dass y,, > % fiir fast alle n. Fiir jedes € > 0 gilt fiir fast alle n

|yn _b| <g,
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woraus folgt, dass fiir fast alle n

i_1:|yn_b|<§:,/
N N A
Da &’ eine beliebige positive Zahl ist, so folgt es, dass yin — % [ ]

Beispiel. Bestimmen wir den Grenzwert der Folge

an®+bn+c
= 4.7
v an?+bn+c (4.7)

wobei a, b, c,a’, b, ¢ € Rund a’ # 0. Wir haben

n(a+24+5%) a+l+5
Ty = 7 = 7 .
n2@+2%+5%) d+%+5

Wir wissen schon, dass % — 0. Daraus folgt, dass auch # — 0, % — 0, 5 — 0 usw.

Nach dem Satz erhalten wir z,, — %.

Zusiitzlich zu den Rechenregeln des Satzes gilt folgendes: ist {x,} eine kon-
vergente Folge von nicht-negativen Zahlen, so gilt

lim+/x, = v/1limx,

(sieche Aufgaben 84, 87).

Beispiel. Bestimmen wir den Grenzwert der Folge

Vni+n
(2n —1)*

n

Wir haben
1 1
\/n4—|—n:”n4(1—|——3>:n21/1+_3
n n
und . .
m—1P=4n®>—dn+1=4dn*(1- -+ —
(2n —1) n n+ n( n+4n2)
so dass

IRV
REEET R
Da alle Folgen %, # und % gegen ( konvergieren, so erhalten wir z,, — %.

4.3 Grenzwert in R

Umgebung in R. Hier definieren wir den Begriff des Limes mit den Werten in
R = RU{+o0o}. Erinnern wir daran, dass eine reellwertige Folge {z,,} den Grenzwert
a € R hat, wenn

jede Umgebung von a enthélt fast alle Folgenglieder x,,.
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Um den Grenzwert mit den Werten a = +o0o definieren zu kénnen, brauchen wir
den Begriff von Umgebungen von 4oc.

Definition. Fiir jedes £ € R definieren wir die Umgebung Ug (+00) durch
Ug (+00) = (E, 40l ={r € R: 2z > E} U {+o0}.
Analog definieren wir die Umgebung Ug (—o0) durch

Up(—o0)=[-00,E)={reR:2 < E} U{—0o0}.

Definition. Eine Folge {x,} von Elementen von R hat den Grenzwert a € R falls:
jede Umgebung von a enthélt fast alle Folgenglieder z,,. (4.8)

Man schreibt in diesem Fall z,, — a oder x,, — a fiir n — oo oder lim x,, = a.

Ist a reell, so stimmt diese Definition mit der fritheren Definition des Limes
iiberein. In diesem Fall sagt man, dass x,, gegen a konvergiert. Ist a = 400, so sagt
man, dass x,, gegen a divergiert. Weifl man nicht ob a endlich oder unendlich ist, so
sagt man, dass x,, den Grenzwert a hat.

Divergiert die Folge x, gegen +o0o0 oder —oo, so sagt man, dass die Folge bes-
timmt divergiert. Hat die Folge keinen Grenzwert in R, so sagt man, dass die Folge
unbestimmt divergiert.

Beispiel. Die Folge x,, = n divergiert gegen +o0o, da fiir jedes £ € R und fiir alle
n > E gilt z,, > E und somit z,, € Ug (+00). Analog divergiert die Folge x,, = —n
gegen —oo. Mit gleichem Argument beweist man, dass die Folge z,, = cn gegen +o00
divergiert, falls ¢ > 0, und gegen —oo falls ¢ < 0.

Die Aussagen (a) und (b) des Satzes [4.1] gelten auch in R.

Satz 4.3 Seien {x,},{y.},{2z.} die Folgen von Elementen von R.

(a) Gilt z,, <y, fir fast alle n, so giltlim x,, < limy,, vorausgesetzt, dass lim x,,
und limy, in R ezistieren.

(b) Gelten z, < 2, < y, fiir fast alle n und limz, = limy, =: a € R, so gilt
auch lim z, = a.

20.06.17
Beweis. (a) Setzen wir a = limz,,, b = limy, und nehmen das Gegenteil an, dass
a > b. Dann existieren Umgebungen V' von a und W von b mit der folgenden
Eigenschaft:
fir allez € V und y € W gilt x > y. (4.9)

In der Tat, im Fall von reellen a,b setzen wir ¢ = %2 und V = U, (a), W = U. (b).
Im Fall, wenn b reell ist und a = +o00, setzen wir W = Uy (b) und V' = Upyq (+00).
Analog betrachtet man andere Moglichkeiten.

Andererseits, fiir fast alle n gelten z, € V, vy, € W und z, < y,, was im
Widerspruch zum (4.9) steht.

(b) Sei V' beliebige Umgebung von a. Dann liegen x,, und y, in V fiir fast alle

n, woraus folgt, dass [x,,y,] C V und somit z, € V. Es folgt, dass z, — a. m
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Beispiel. Betrachten wir wieder die Folge z,, = a mit a € R. Wir wissen schon,
dass diese Folge konvergiert genau dann, wenn a € (—1, 1]. Zeigen wir, dass im Fall
a > 1 gilt a" — +o0. Schreiben wir a = 1 + ¢ wobei ¢ > 0 und erhalten mit Hilfe
von Bernoullischer Ungleichung

a"=(1+¢)" > cn.

Da cn < a™ < +00 und cn — +0o0, so folgt es daraus, dass auch a” — 4o00.

Im Fall a < —1 wissen wir schon, dass die Folge {a"} keinen reellen Grenzwert
hat. Die Unendlichkeiten +0o und —oo sind keine Grenzwerte von {a"}, da weder
U (+00) noch Up (—o0) fast alle Elemente von {a"} enthilt. Somit hat die Folge
{a"} keinen Grenzwert in R, d.h. {a"} divergiert unbestimmt.

Operationen mit +0o und —oco. Fiir jedes a € R definieren wir Addition mit
+oo wir folgt:

+00, —o00 < a < +00

(+o0) +a=a+(+o0) = { unbestimmt, a = —oo0.

Analog definiert man Addition mit —oo. Die Multiplikation mit +oo wird wie folgt

definiert:
400, 0<a< 400

(+0)-a=a-(+x0) =¢ —o0, —0<a<0
unbestimmt, a = 0.

und analog mit —oo. Division durch co wird wie folgt definiert:

a{o, a€R

400 unbestimmt, a = +o00 or a = —o0.

Erinnern wir uns, dass auch § unbestimmt ist. Somit bleiben die folgenden Opera-

tionen unbestimmt:
oo 0
oo—00, 0-00, —, —.
oo 0

Alle diese Ausdriicke heiflen die unbestimmte Ausdriicke.

Satz 4.4 Seien {x,} und {y,} 2wei Folgen von reellen Zahlen mit limz, = a und
limy, = b wobet a,b € R. Dann gelten

lim (x,, + yn) = a+b, lim (2, — y,) = a—b, lim (z,y,) = ab, lim In , (4.10)

Yn

Sl RS

vorausgesetzt, dass die Ausdriicke a+0b, a—b, ab, bzw § bestimmt sind (und y,, # 0
im letzten Fall).

Beweis. Fiir reellen a,b war das im Satz bewiesen. Fiir unendliche a bzw b
muss man verschiedene Moglichkeiten betrachten und zeigen, dass in allen Féllen die
Identititen mit den Definitionen von Operationen mit +oo iibereinstimmen.

Betrachten wir, zum Beispiel, den Fall wenn limz, = a € R und limy, = +o00
und beweisen, dass

lim = =0=—. (4.11)
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Die Folge {z,} ist beschrinkt, so dass |z,| < C fiir eine positive Zahl C. Fiir die
Folge {y,} haben wir

VE > 0 gilt y, > E fiir fast alle n.
Daraus folgt, dass

C
VE >0 gilt <z fiir fast alle n. (4.12)

n
n

Da E > 0 beliebig ist, so ist ¢ : % auch beliebig und positive. In anderer Worter,

fiir jedes € > 0 setzen wir £ = é und wenden 1) an. Wir erhalten

T

Ve >0 gilt < ¢ fiir fast alle n,

n

woraus (4.11)) folgt. Analog betrachtet man die anderen Félle. m

. . . . 2_ .
Beispiel. Bestimmen wir den Grenzwert der Folge z, = . Es gilt

n n

n®>—n n2(1—1) 1-41
= =N .
2n+3  n(2+3) 2+ 2

Da 1 — % — und 2 + % — 2, so erhalten wir

nZ—n_l- . 1—%_+ .
2n_i_?)—1mn1m2+%— 00 5 = +00.

lim

Falsche Losung:
n*—n lim(n®>—-n) +oo

lim = . )
2n+3 lim(2n+3) +oo

da %‘; unbestimmt ist.

Beispiel. Die Folgen z,, = n + ¢ und y, = n haben den Grenzwert +o0o aber die
Differenz x,, — y,, = ¢ hat den Grenzwert ¢, was beliebige reelle Zahl ist. Somit lisst
der Ausdruck +o00 — (4-00) nicht eindeutig definiert werden. Zum Ausdruck £ wird
ein Gegenbeispiel von der Folge geliefert, und zum 0- oo siehe ein Gegenbeispiel
in Aufgaben.

4.4 Monotone Folgen

Definition. Eine Folge {z,} -, von reellen Zahlen heiit monoton steigend falls
Tni1 > T, fir alle n € N, and monoton fallend falls z,,, < z, fiir alle n € N. Eine
Folge heiffit monoton, falls sie entweder monoton steigend oder monoton fallend ist.

Beispiel. Die Folge x,, = n ist monoton steigend, die Folge z, = % ist monoton

fallend, die konstante Folge z,, = a ist gleichzeitig monoton steigend und fallend,
die Folge x,, = (—1)" ist nicht monoton.

Ist {x,} monoton steigend, dann gilt x,, > z,, fiir alle n > m. Insbesondere gilt
x, > x1 so dass x; eine untere Schranke ist, und {z,} nach unten beschrénkt ist.
Ist {z,,} monoton fallend, so gilt x,, < z,, fir alle n > m, und {z,} ist nach oben
beschrinkt.
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Hauptsatz 4.5 (Monotoniekriterium) Sei {z,}, .y eine monotone Folge von reellen
Zahlen. Ist {x,} beschrinkt, so ist {x,} konvergent. Ist {x,} unbeschrinkt, so ist
{z,} bestimmt divergent. In den beiden Fillen existiert lim x,, als Element von R.

Beweis. Sei {z,} eine monoton steigende Folge (der Fall von monoton fallender
Folge ist analog). Sei {z,} beschrinkt. Bezeichnen wir mit A die Menge von allen
Werten z,,, und mit B — die Menge von allen oberen Schranken von A, die nach Vo-
raussetzung nicht leer ist. Nach dem Vollstindigkeitsaxiom existiert ein ¢ zwischen
A und B, d.h.

T, <c<y VYneNundye B.

Beweisen wir, dass x,, — c. Fiir jedes € > 0 ist die Zahl ¢ — ¢ keine obere Schranke
von {x,}. Deshalb existiert N € N mit
TN >cC—E.
Da die Folge {z,,} monoton steigend ist, erhalten wir, dass
T, >c—e¢ furallen >N
Da nach Definition von c gilt
Ty < C,

so erhalten wir, dass z,, € (¢ — ¢,c+ ¢) fiir alle n > N, woraus x,, — ¢ folgt.
Sei jetzt {x,} unbeschréinkt. Dann fiir jedes E € R existiert ein N € N mit
xy > E. Da die Folge {z,,} monoton steigend ist, so erhalten wir, dass

x, > F fiir alle n > N,

woraus z, — +oo folgt. m
Beispiel. Betrachten wir die Folge {z,} die wie folgt induktiv definiert ist:
1
rn=1, xpm1=x,+— VnelN

2
Th

Die ersten Folgenglieder sind wie folgt:

1, 2, 9: 2,25, @ R 2,447, 032689481

202089300 9 614. usw.
1 324 503747076~ 2014, usw

Diese Folge ist offensichtlich monoton steigend und somit hat einen Grenzwert x =
limz, € (0,400]. Es folgt, dass = die folgende Gleichung erfiillt:

B 1

Da es keine reelle Zahl gibt, die diese Gleichung erfiillt, so beschlieen wir, dass
T = +00.

Beispiel. Betrachten wir die Folge {z,,} mit

Tn

1 2
.731:2, xn+1:§($n+—) Vn € N.
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Die ersten Folgenglieder sind wie folgt:

3 17 577
215 — 1417, 2l x1 414 .
C T by T qog T LA wsw

Man kann beweisen, dass diese Folge monoton fallend ist (siehe Aufgaben). Da {z,}
nach unten von 0 beschrinkt ist, so erhalten wir, dass die Folge {z,,} konvergent ist.
Der Grenzwert x = lim x,, erfiillt somit die Gleichung

1,2
T\ )

d.h. x = 92? und somit z = /2. Die Antwort ist lim z,, = v/2.

Beispiel. Der Wert der unendlichen Folge von Wurzeln

\/1+¢1+\/1+m

wird als lim x,, definiert, wobei

xlz\/Ia xn—l—l:\/l—'—mn'

Man kann zeigen, dass die Folge {z,,} monoton steigend und beschréinkt ist, woraus
die Konvergenz folgt (siche Aufgaben). Der Grenzwert limz, lisst sich danach
explizit berechnen.

4.5 Reihen

Sei {an},cy eine Folge von reellen Zahlen. Betrachten wir den Ausdruck

)
E Qn,s
n=1

der heifit eine Reihe. Die Summe (der Wert) der Reihe wird wie folgt definiert. Fiir
jedes N € N definieren wir die Partialsumme

N
SN: E Ay
n=1

und danach setzen wir
oo

Z a, = lim Sy
N—o0
n=1
vorausgesetzt, dass der Grenzwert limy_, o, Sy in R existiert.
Man sagt, dass die Reihe ) a,, konvergent bzw bestimmt divergent bzw unbes-
timmt divergent, wenn so die Folge {Sx} ist. Ist die Reihe ) a,, unbestimmt diver-
gent, so ist der Wert von Y a,, nicht definiert.
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Analog definiert man den Wert der Reihe
D an

wobei m € Z. Es folgt, dass fiir m’ > m

o
D =

n=m

/

3

A, + i Q.

=m n=m/'

3

Nach den Eigenschaften des Limes erhalten wir die folgenden Eigenschaften von

Reihen.

Satz 4.6 (a) Fir ay,b,,c € R gelten die Identititen

i (an + by) Za”+§:b”’
n=1 n=1 n=1

[e.e] oo
E cay = C E Ay,
n=1 n=1

vorausgesetzt, dass die rechten Seiten bestimmt sind.
(b) Gilt a,, < by, fir allen € N, so gilt

o0

00
D an <) b
n=1 n=1

vorausgesetzt, dass die beiden Seiten bestimmt sind.

Beweis. (a) Betrachten wir die Partialsumme

N N N
Sv= (an+b)=> a,+Y b,=Ay+ By,
n=1 n=1 n=1

wobei Ay und By die Partialsummen von ) | a,, bzw ) b, sind. Nach dem Satz
erhalten wir

lim Sy = lim (Ay+By)= lim Ay+ lim By =3 a,+ ) bu.

—00

Die zweite Identitéit wird analog bewiesen.
(b) Die Voraussetzung a,, < b, ergibt Ay < By und somit lim Ay <lim By. =

Definition. Eine Reihe > 77 | a;, heifit nichtnegativ falls alle Glieder a;, nichtnegative
reelle Zahlen sind.

Satz 4.7 Fiir jede nichtnegative Rethe Y - | a, ist thre Summe immer bestimmt als
Element von [0,400]. Folglich bestehen es nur zwei Mdaglichkeiten:
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1. entweder die Rethe Y ;- aj konvergiert und Y > | a, < 00;

2. oder die Rethe bestimmt divergiert und ), | ax = +00.

Beweis. Da a, > 0, so ist die Folge { Sy} yoy von Partialsummen monoton steigend
und somit lim Sy existiert in R nach den Satz . Ist lim Sy endlich, so ist die Reihe
konvergent, ist lim Sy = +00, so ist die Reihe bestimmt divergent. m

Beispiel. Betrachten wir die geometrische Reihe

mit x € R. Sei x # 1. Dann ist die Partialsumme gleich
N+1

1—1’

(siehe Aufgabe 27). Im Fall z € (—1, 1) erhalten wir ¥ — 0 fiir N — oo, woraus
folgt

D o= lim Sy = L (4.14)

N—oo 1—=x

Im Fall x > 1 folgt es aus (4.13)), dass

:L,N+1 -1
Sy=———— 400 fiir N — oo,
r—1
so dass ) > 2" = +oo. Im Fall z = 1 gilt nicht, aber wir haben Sy = N
und somit wieder Y 7 x" = oo.
Fiir x < —1 hat die Folge {xN “} keinen Grenzwert, woraus folgt, dass Y > jx

unbestimmt divergiert.
Bemerkung. Es folgt aus (4.14)), dass fiir alle x € (—1,1) und m € Z

(o)

n=m n=m =

T)’L

(4.15)

Beispiel. Die harmonische Reihe
k- 3
k=1
ist bestimmt divergent, wiihrend die Reihe
1
25
k=1

konvergent ist (sieche Aufgaben).
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4.6 Zahlensystem: ¢-adische Briiche

Jetzt definieren wir g-adische Darstellung von den reellen Zahlen. Betrachten wir
zunéchst eine unendliche Folge{ay },-, von g-adischen Ziffern (d.h. a; € {0,...,¢ — 1})
und die Reihe

o0

Z arg " =gt +asg P A+ (4.16)
k=1

Satz 4.8 Flir jede Folge {a},, von q-adischen Ziffern ist die Reihe Y - arq™"
konvergent und ihre Summe liegt in [0, 1].

Definition. Die Reihe )7, apq~" heiBt g-adischer Bruch, und die Summe z =
> ne, axg " heifit der Wert des Bruches. Die iibliche symbolische Abkiirzung dieser

Identitét ist
x = (0, alazag...)q oder x =0, ajasas...

Beweis von Satz Da ayg™" > 0, so ist die Reihe Y 77, arg™* entweder
konvergent oder bestimmt divergent, und

Zakqfk € [0, +o0].
k=1

Wir brauchen nur zu beweisen, dass

i arg " < 1.
k=1

Da a, < g — 1, so erhalten wir

SagF< (-1 g (4.17)
k=1 k=1

Die Summe in der rechten Seite von (4.17)) lisst sich mit Hilfe von (4.14) wie folgt
berechnen:

Yt = ¢+ +

00
k=1

= ¢! (1 gt g+ )
o) sS) 1 l
SRR S £
1=0 =0 4

11 1
gl—7 q—1

d.h.
d gt = L (4.18)
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Somit erhalten wir aus (4.17) und (4.18))

o0 [e.0] 1
Zakq (¢g—1) Zq lel. (4.19)
k=1 k=1 4

Wir beschliefen, dass die Reihe Y 7 | axg™" konvergent ist und ihre Summe in [0, 1]
liegt. m

Beispiel. Es folgt aus (4.18)), dass

(0,111..), =Y ¢* (4.20)
k=1

und, fiir beliebige ¢g-adische Ziffer a,

(0, aaa....), = Zaq_k = . (4.21)

=1

o

Insbesondere im Dezimalsystem erhalten wir

0,111... = L
11 = 5,
0,333... = L
333 = 3,
0,999... = 1.

Beispiel. Bestimmen wir den Wert des ¢g-adischen Bruches
(0, 121212...)q
wobei ¢ > 2 und das Muster 12 periodisch wiederholt wird. Wir haben

(0,121212...), = ¢ ' +2¢+q¢°+2¢ ' +¢°+2¢ "+ ..
= (¢'+2¢7) (1+qg2+q*+..)
¢ '+2¢7  q+2

1—¢2 ¢@-1

Zum Beispiel, im Dezimalsystem

0,121212... = —.
’ 99

Der néchste Satz ist die Umkehrung von dem Satz [4.8]

Satz 4.9 Sei ¢ > 1 eine natiirliche Zahl. Fir jedes x € [0,1) gibt es einen q-
adischen Bruch mit dem Wert x.
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Beweis. Wir bestimmen die Folge {a,} -, von g-adischen Ziffern so dass fiir alle
n € N gilt

Zakq_k <zr< Zakq_k +q " (4.22)
k=1 k=1

Da ¢~ — 0 fiir n — o0, so wird es aus (4.22) folgen, dass

o0

—k
> agF ==,
k=1

was zu beweisen war.
Konstruktion von a,, erfolgt per Induktion nach n. Induktionsanfang fiir n = 1.

Die Ungleichung (4.22)) fiir n = 1 ist
ag ' <z <aqgt+qt, (4.23)

was dquivalent zu
ap < gr < ap + 1. (4.24)

Da a; eine ganze Zahl ist, so ist (4.24]) dquivalent zu

a; = [qz],

wobei [-] die GauBklammer ist. Da 0 < x < 1, so erhalten wir 0 < gz < ¢ und somit
0 < a; < q. Deshalb ist a; eine g-adische Ziffer.

Induktionsschritt von < n nach n. Seien a, fiir alle kK < n schon bestimmt. Wir
miissen beweisen, dass es eine Ziffer a,, mit gibt. Setzen wir

n—1
y= Z arq "
k=1
(wobei alle aj mit k& < n— 1 schon bestimmt sind) und umschreiben wie folgt:
yt+a g " <rx<y+ta,qg"+qg".
Diese Ungleichungen sind dquivalent zu

a, < q"(x—y) <a,+1,

woraus folgt
an = [q" (x —y)].
Es bleibt nur zu zeigen, dass a,, eine g-adische Ziffer ist. Nach Induktionsvorausset-
zung haben wir
y<wz<y+q "

woraus folgt

0 < z—y<qg"
0 < ¢"(z—y) <gq,
0 < [¢"(z—y)]<q
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Somit ist a,, eine g-adische Ziffer. m

Mit Hilfe von Sétzen und [4.9 kann jedes x € R, im g-adischen Zahlensystem
dargestellt werden, wie folgt. In der Tat kann jedes x > 0 eindeutig in der Form

r=a-+b

zerlegt werden, wobei a = [x] € Z, der Ganzzahlanteil von z ist und b = z—a € [0, 1)
der Bruchteil von z.

Ist a = 0, so gilt € [0,1) und die g-adische Darstellung von x wird von Satz
gegeben. Sei a > 0. Nach Satz hat a die g-adische Darstellung

n
a= Z arq® = (anan,l...ao)q )
k=0

Nach Satz [4.9 hat b die Darstellung als ein g-adischer Bruch
b= big = (0,bibabs...), -
=1

Deshalb erhalten wir die Identitit

n o0

r= ad"+> bg,
=1

k=0

die symbolisch abgekiirzt wird wie folgt
x = (apap_1...Gg, blebg...)q )

Der Ausdruck
(anan_l...ag, blbgbg...)q

(wobei ay, und b; die g-adischen Ziffern sind) heifit eine g-adische Zahl. Somit erhalten
wir folgendes.

Korollar 4.10 Jede q-adische Zahl hat einen Wert in R, . Fiir jedes v € R, ex-
istiert eine q-adische Zahl mit dem Wert x.

Mit Hilfe von der g-adischen Darstellung der reellen Zahlen kénnen die arith-
metischen Operationen mit Zahlen durchgefiihrt werden, wie schriftliche Addition,
Subtraktion, Multiplikation und Division.

Bemerkung. Der Satz enthilt keine Eindeutigkeitsaussage, da dies nicht immer
gilt. Zum Beispiel, nach (4.21)) gilt

(0,aaa...), =1,

wobei 1 auch die g-adische Darstellung 1 = (1), hat. Ein g-adischer Bruch (0, b1b,...),
heifdt echt falls

die Menge {k € N: b, < ¢ — 1} unendlich ist. (4.25)

Man kann beweisen, dass es fiir jedes « € [0, 1) genau einen g-adischen echten Bruch
mit dem Wert = gibt.
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4.7 * Existenz und Eindeutigkeit von R (Skizze)

Die Menge R von reellen Zahlen wurde von uns axiomatisch eingefiihrt. Natiirlich
entsteht die Frage, ob eine Menge R existiert, die alle Axiomen erfiillt, und ob sie
eindeutig bestimmt ist. Die Existenz von R kann nur in den Rahmen von anderen
axiomatischen Theorien bewiesen werden, zum Beispiel in den Rahmen der Theorie
von natiirlichen Zahlen (siehe Abschnitt [2.§).

Angenommen, dass die Mengen N und Z schon bekannt sind, so gibt es ver-
schiedene Moglichkeiten die ganze Menge R aufzubauen. Eine Moglichkeit ist das
g-adische Zahlensystem zu benutzen (zum Beispiel, mit ¢ = 2) um R, als die Menge
von g-adischen Zahlen (Folgen)

(anan_l...ag, blbg...)q

zu definieren, wobei n € Z, und ag, b, die g-adischen Ziffern sind. Man mufl
sowohl die Operationen + und - als auch die Relation < mit Hilfe von g-adischen
Darstellungen definieren und die Giiltigkeit von allen Axiomen von reellen Zahlen
beweisen.

Zur Eindeutigkeit von R soll man folgendes bemerken. Es gibt verschiedene
Mengen, die die Axiome von R erfiillen. Alle solchen Mengen heiflen die Modelle
von R. Zum Beispiel, fiir verschiedene Werte von ¢ erhilt man verschiedene Modelle
von R als g-adische Zahlen.

Die Eindeutigkeit von R gilt im folgenden Sinn. Gegeben seien zwei Modellen
R’ und R” von R, dann existiert eine bijektive Abbildung ¢ : R” — R” mit Eigen-
schaften:

L o@+y) =¢@)+ey)
2. p(zy) =9 ()9 (y)
. x<lye o) <py).

Daraus folgt, dass auch ¢ (0/) = 0", p (1) =1", ¢ (—x) = —¢ (z) und ¢ (1) =
% (x)_l. Eine Abbildung ¢ mit diesen Eigenschaften heifit Isomorphismus, und die
Modellen R und R”, fiir die ein Isomorphismus existiert, heilen isomorph. Somit
sind je zwei beliebigen Modellen von reellen Zahlen isomorph.

Wir miissen unbedingt betonen, dass der Beweis der Existenz von Isomorphismus
das Vollstéindigkeitsaxiom benétigt. Zum Beispiel, Q erfiillt alle andere Axiome von
reellen Zahlen, aber Q und R sind nicht isomorph.

4.8 Cauchy-Folgen

Definition. Eine Folge {x,} von reellen Zahlen heifit Cauchy-Folge (oder Funda-
mentalfolge) falls

Ve>03INeNVn,m>N gilt |z, —z,| <e. (4.26)
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Die Bedeutung (4.26)) heifit die Cauchy-Bedingung. Kurz bezeichnet man die
Bedingung (4.26|) wie folgt:

Tp — Ty — 0 fiir n,m — oo.

Hauptsatz 4.11 (Cauchy-Kriterium von Konvergenz) Eine Folge {x,} von reellen
Zahlen konvergiert genau dann, wenn {x,} eine Cauchy-Folge ist.

Soll man die Konvergenz einer Folge {z,} beweisen, ohne den Grenzwert zu
kennen, so hat die Cauchy-Bedingung einen Vorteil, da sie den Wert des Grenzwertes
nicht explizit benutzt.

Beispiel. Definieren wir die Folge {z,} induktiv wie folgt:

1
1 =0 und x,41 = 3 (4 - xi) ) (4.27)

Wir beweisen, dass diese Folge konvergiert und bestimmen der Grenzwert. Berech-
nung von den ersten Folgengliedern ergibt

4 20 2516 12801 620
.%'2:5%173337 ‘%3:?%07707 '1'4:—%17 507 Ts =

= = 2
2187 14 348907 0,89

usw. So, dieser Folge ist nicht monoton. Wir beweisen, dass die Folge {z,} eine
Cauchy-Folge ist.

Zuerst zeigen wir, dass 0 < z,, < %. Induktionsanfang fiir n = 1 ist trivial. Gilt
0 <z, <3, s0gilt 0 < a2 <2 und somit

Laea) <) md La-a2) 21(4—§> -0,

3 9

ol

sodass 0 < x4 < %. Weiter erhalten wir

1
Tptl — T = § (4 - l’i) -5 (4 - xi—l)
1
- @)
1
- g (ﬁn—l + xn) (In—l - l‘n) .
Da
| o <2 4 8
Tp— Tn| > 5 5
! 33
so gilt
8
|Tpi1 — Tp| < 9 |Tn — Tp_1]. (4.28)

Wir werden beweisen, dass (4.28)) impliziert, dass die Folge {x,} Cauchy und somit 30.06.17
konvergent ist. Sei z = limz,,. Es folgt aus (4.27)), dass
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d.h.
24+ 3x—-4=0,

woraus folgt © = —4 oder z = 1. Da x > 0, so erhalten wir x = 1, d.h. limz, = 1.
Jetzt beweisen wir die folgende Behauptung, die die Konvergenz der Folge {z,}

ergibt.

Behauptung. Gilt fiir eine Folge {z,}

|Tni1 — xn| < A |@p — 21| (4.29)

fiir ein A € (0,1) und fiir alle n > 2, so ist die Folge {z,} eine Cauchy-Folge und
somit konvergent.

In der Tat erhalten wir aus (4.29) per Induktion nach n, dass fiir alle n € N
|Zpa1 — Tp| < N7 |z — 21| = ",

wobei ¢ = \7! |ze — 1| . Daraus folgt, dass fiir alle m > n

m—1 m—1 m—1
T — 0 = D (@ — )| <D rea — o] <e YN
k=n k=n k=n

o0

o0 An
< e A=en M:iw
k=n =0

Da 0 < A < 1 und somit A" — 0 fiir n — oo, so erhalten wir, dass |z, — z,| — 0 fiir
n,m — oo. Deshalb ist die Folge {x,} eine Cauchy-Folge. Nach dem Cauchy-
Kriterium ist {x,} konvergent.

Beweis des Satzes Konvergenz = Cauchy-Bedingung. Sei x,, — a, d.h.
Ve>0 INeN VYn> Ngilt |z, —a|l<e.
Daraus folgt, dass fiir alle n,m > N
|z — 2| = (2, — @) — (2, — @)| < |2 — a] + |2 — a] < 2e.

Da 2¢ beliebig positiv ist, erhalten wir, dass {z,,} die Cauchy-Bedingung erfiillt.
Cauchy-Bedingung = Konvergenz. Nach Definition einer Cauchy-Folge gilt:
fiir jedes k € N existiert ein N, € N so dass fiir alle n,m > Nj gilt

|2y — T < T

Insbesondere enthilt das Intervall

1 1
Jk = |TN, — E’xN’C + E

fast alle Folgenglieder von {x,}. Setzen wir

Sk:Jlﬂjgﬂ...ﬂJk.
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In anderen Worter, die Menge S ist induktiv definiert wie folgt:
S1=Ji, Sk+1 :SkﬂJk+1 fiir kK € N.

Wir behaupten, dass S, ein abgeschlossenes Intervall ist und Sy, fast alle Folgenglieder
{z}} enthilt. Fiir k = 1ist es klar da Sy = J;. Fiir Induktionsschritt von k& nach k+1
bemerken wir, dass J;,; und auch Sy fast alle Folgenglieder enthalten, woraus folgt,
dass gleiches fiir Sp11 = Sp N Jpy1 gilt. Der Schnitt S, N Ji1 zweiter abgeschlosse-
nen Intervalle ist nicht leer und somit auch abgeschlossenes Intervall (siehe auch die
Aufgabe 30).

Bezeichnen wir Sy = [ay,b,]. Hier ist eine Zusammenfassung von den Eigen-
schaften von [ag, b]:

1. [ax, b] enthélt fast alle Folgenglieder von {x,};

2. [agy1, brra] C [ag, bi] (da Sp1 C Sk);

3. bk—ak—>0fﬁrk—>oo(daSkCJkundsomitbk—akS%)

Nach der 2. Eigenschaft gilt
a1 < a < b < bpya,

woraus folgt, dass die Folge {ay} monotone steigend ist und {by} — monoton fallend.
Es folgt auch, dass
ar < ag < by < by,

so dass die beiden Folgen beschrankt sind. Nach dem Satz ist {ay} konvergent.
Sei

r = lim ay,.

Daraus folgt, dass
lim by = lim (ag + (bx — ax)) = limay, + lim (by — ax) = .

Nach definition des Grenzwertes, fiir jedes £ > 0 enthilt das Intervall (z — e,z + ¢)
die Zahlen a; und by, fiir fast alle k. Fixieren wir ein solches k. Da [ay, by fast alle
Folgenglieder von {z,} enthilt und [ag,bx] C (x — €,z + ¢), so erhalten wir, dass
das Intervall (x — e,z + ¢) fast alle Folgenglieder von {z,} enthilt, woraus folgt
limz,, = x. Somit ist die Folge {z,} konvergent. m

Bemerkung. Jede Folge von Intervallen {[ax,bx]} mit [axi1,bk+1] C [ak, O] heifit
Intervallschachtelung. Mit dem obigen Argument kann man beweisen, dass die bei-
den Folgen {ay}, {bx} immer konvergieren (siche die Aufgabe 97). Dariiber hinaus
folgt es, dass z := lim ay, in allen Intervallen [ay, b| enthalten ist, so dass der Durch-
schnitt von allen Intervallen nicht leer ist. Gilt zusétzlich b, — a;, — 0, so erhalten
wir lim b, = lim ay,.

Die Eigenschaft, dass es fiir jede Intervallschachtelung eine reelle Zahl gibt, die in
allen Intervallen enthalten ist, wird manchmal als ein Axiom statt Vollsténdigkeit-
saxioms benutzt.

04.07.17
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Beispiel. Betrachten wir den unendlichen Kettenbruch:

1

1
1+

(4.30)

T+
deren Wert wie folgt definiert ist. Fiir jedes n € Z, setzen wir

1
Ty = ——F
1+1+L

1+..4

wobei die rechte Seite ein endlicher Kettenbruch ist, der n mal das Zeichen ‘+’
enthilt. Alternativ lisst sich die Folge {x,} induktiv definieren wie folgt:

T = % und  x,.1 = 7o firneZ,.
Insbesondere haben wir
1 1 1 2 1 3
R T I R = M P )
T

usw. Man kann zeigen, dass die Folge {z, } die Cauchy-Bedingung erfiillt und somit
konvergent ist (sieche Aufgaben). Der Grenzwert x = limx, heifit der Wert des
Kettenbruches (4.30). Man kann = explizit bestimmen.

4.9 Grenzwert komplexwertiger Folgen

Definition. Eine Folge {z,} -, von komplexen Zahlen konvergiert gegen a € C falls
|zn, — a| — 0 fiir n — oo. Man schreibt: lim z, = a oder z, — a fiir n — oc.

Definition. Eine komplexwertige Folge {z,} heiit Cauchy-Folge falls |z, — z,,| — 0
fiir n, m — oo.

Offensichtlich stimmen diese Definitionen mit den entsprechenden Definitionen
fiir reellwertige Folgen iiberein.

Satz 4.12 Sei {z,} eine komplezwertige Folge.

(a) Die Konvergenz z, — a mit einem a € C gilt genau dann, wenn Re z, — Rea
und Im z, — Ima.

(b) Die Folge {z,} ist Cauchy-Folge genau dann, wenn {Rez,} und {Imz,}
Cauchy-Folgen sind.

(¢) Die Folge {z,} ist konvergent genau dann, wenn {z,} Cauchy-Folge ist.

Beweis. (a) Seien z, = x,, + 1y, und a = x + iy wobei z,,y,,x,y € R. Dann
Zn—a=(Tn—2)+i(yn — V)

und
|Zn - CL|2 = |‘/L‘n - :L‘|2 + |yn - y|2 )
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woraus folgt, dass
1z —a|* = 0& |z, — 2> = 0und |y, —y|* — 0
Bemerken wir, dass fiir jede Folge {r,} von reellen Zahlen
72 —=0&7r,—0
(siche Aufgaben). Somit erhalten wir, dass
|zn —a| = 0< |z, —2] - 0und |y, —y| — 0

was zu beweisen war. Teil (b) wird analog bewiesen.
(¢) Nach (a), (b) und Satz erhalten wir

{z.} konvergiert <= {z,} und {y,} konvergieren
< {x,} und {y,} sind Cauchy-Folgen
< {z,} ist Cauchy-Folge.

Satz 4.13 (Rechenregeln) Seien {z,} und {w,} zwei komplezwertige konvergente
Folgen mit z, — a und w, — b. Dann gelten

Zn a
Zn +w, —a+0b, z,—w,—a—0>b, z,w,— ab, ——>Z

n

wobei im letzten Teil vorausgesetzt ist, dass wy, # 0 und b # 0.

Beweis. Beweis erfolgt mit Hilfe von den Sétzen [4.2] und [4.12 Seien z, = z, + iy,
und w,, = u,, + 1, mit T,, Y, U,, v, € R. Setzen wir auch a = x +iy und b = u+ iv.

Dann gelten nach dem Satz
Tp =Xy Yp =Y, Uy — U, Uy — U,
woraus folgt nach dem Satz [4.2]
Zn Wy = (T +Up) 1 (Yn + ) = (x4+u)+i(y+v)=a+b
und analog z, — w, — a — b. Fiir das Produkt gilt

ZnWyp = (xnun - ynvn) +1 (xnvn + ynun)

—  (zu—yv) +i(zv + yu) = ab.
Fiir das Inverse gilt

1 W, Uy — WUy, U — 1

fr— _= —_ _=
w 2 w2 42 w2402 b

und fiir den Quotient gilt

Zn 1 1 a
—_— = — = - = —.
Wy, " w, b b
u
Bemerkung. Gilt z, — a, so gilt es auch z, — a da |z, —a| = |z, —a|] =

|z — a] — 0.
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4.10 Konvergenz komplexwertiger Reihen

Definition. Eine komplexwertige Reihe > ;7 a) heifit konvergent, falls die Folge
{S,},2, von Partialsummen S, = >/, a; konvergent ist. Der Summe (der Wert)
der konvergenten Reihe wird wie folgt definiert:

™8

ar = lim S,.

—
1 n—oo

k

Nach dem Satz ist die Reihe ) a; konvergent genau dann, wenn die beiden
reellwertigen Reihen > Reay und ) Im ay konvergieren, und in diesem Fall gilt

[e.9] o0

> ag = ZRea;H—iZImak. (4.31)
k=1 k=1 k=1

Fiir komplexwertige Reihen gelten die Rechenregeln

((Lk +bk) = Zak +Zbk,
k=1 k=1

NE

£
Il

1

o0 o0
E cak:cg ag, ceC,
k=1 k=1

vorausgesetzt, dass die Reihen in den rechten Seiten konvergent sind. Beweis folgt

aus dem Satz [4.13] Es folgt aus (4.31)), dass

Satz 4.14 (a) (Restreihe-Kriterium) Die Reihe Y .-, ay, ist konvergent genau dann,
wenn Y o ay konvergent ist, fir jedes m € N.
(b)(Trivialkriterium) Ist >~ aj, konvergent, so gilt lim a, = 0.

Die Reihe > 77 ay heiBt die Restreihe von > - | a.

Die Folge {a} heifit Nullfolge falls lim a;, = 0. Dann (b) ergibt folgendes: ist die
Folge {ax} keine Nullfolge, so divergiert die Reihe ) .2 | ax.
Beweis. (a) Betrachten wir die Partialsummen S, = > 7, a, und T,, = > 7 ay
mit n > m. Dann gilt

m—1
S, —1T, = Zak =:C,
k=1
wobei die Konstante C' unabhiéingig von n ist. Daraus folgt, dass S, konvergiert
genau dann, wenn 7;, es tut.
(b) Fiir die Partialsummen gilt

n n—1
Sn_Sn—lz E ar — E A = Qp.
k=1 k=1



110 CHAPTER 4. FOLGEN UND REIHEN

Ist die Reihe ), a; konvergent, so ist die Folge {.S,,} konvergent. Dann konvergiert
auf {S,,_1} gegen gleichen Grenzwert, woraus folgt

lima, = lim (S, —S,_1) =1lim S, —lim S, _; = 0.

Beispiel. Betrachten wir die geometrische Reihe Y7 2" fiir # € C. Genauso wie
im reellen Fall ist diese Reihe fiir |z| < 1 konvergent, da

g i . 1 — gntl 1 "
n — Tr = — ur n — oo,
— 11—z l1—=

weil |z"t1] = |z|"™" — 0. Zeigen wir, dass die geometrische Reihe fiir |z| > 1

divergent ist. In der Tat ist in diesem Fall die Folge {:ck} keine Nullfolge, da
k’ _

E |z|* > 1, woraus folgt, dass die Reihe Y2, #* divergiert.

4.11 Majorantenkriterium und absolute Konver-
genz

Satz 4.15 (Majorantenkriterium) Seien > -, a) eine komplezwertige Reihe und
Y rey b eine nicht-negative konvergente Reihe. Gilt

lax| < by fiir alle k € N (4.32)
0 ist Y po, ax konvergent und
D ap <Y b (4.33)
k=1 k=1

Gilt die Bedingung (4.32), so heiBt die Reihe Y by, die Majorante von »_ a;. Man
sagt auch, dass > a von ) by majorisiert wird.
Beweis. Bezeichnen wir A, = " _,a; und B, = > ,_, by. Dann gilt es fiir alle
Indizen n > m

n

>

k=m-+1

< Zn: ag| < Zn: by = B, — By (4.34)

k=m+1 k=m+1

‘An - Am| =

Die Folge {B,,} konvergiert und somit ist eine Cauchy-Folge, d.h. B, — B, — 0 fiir
n,m — oo. Daraus folgt, dass auch |A, — A,,| — 0. Somit ist {A,} eine Cauchy-
Folge, und die Reihe ) a; konvergiert. Die Ungleichung folgt aus |A,| < B,
die analog zu bewiesen wird. =

Beispiel. Betrachten wir die Reihe )" | 7 wobei {c;} eine beliebige beschréinkte
Folge von komplexen Zahlen (zum Beispiel, ¢, = i* oder ¢, = (—1)"). Wir be-

haupten, dass diese Reihe absolut konvergiert. Sei C' eine obere Schranke von {|cg|},

d.h. |ex| < C fiir alle k € N. Da
C

S e

Ck

k2
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und die Reihe }_ & = C'>" /5 konvergent ist (siche Aufgabe 100), so erhalten wir
nach Satz dass ) 7% auch konvergent ist.

Definition. Eine komplexwertige Reihe Y7, a) heiit absolut konvergent falls

[e.o]

Z lax| < oo.

k=1

Korollar 4.16 Ist die Reihe ) a absolut konvergent, so ist sie konvergent. Es gilt

auch
>oar| <D laxl. (4.35)
k=1 k=1

Beweis. Setzen wir by = |ax|. Die nicht-negative Folge > by konvergiert nach

Voraussetzung und ist Majorante von ) a;. Nach Satz ist > a) konvergent

und (4.35)) gilt. =

4.12 Bedingte Konvergenz

Es gibt die Reihen, die konvergent aber nicht absolut konvergnent sind. Sie heiflen
bedingt konvergent. Zum Beispiel, die Leibniz-Reihe ) > | G st bedingt konver-
gent. Fiir den Beweis brauchen wir den folgenden Satz.

Satz 4.17 (Leibniz-Kriterium) Sei {cx},., eine monoton fallende Folge von nicht-
negativen reellen Zahlen mit c;, — 0. Dann ist die alternierende Reihe

Z(—l)kck =—ci1+c—cg+cs— ... (4.36)

0o
k=1

konvergent und die Partialsummen S, = > ;_, (=1)* ¢, erfiillen die Ungleichungen

Som—1 < Z (—1)k cr < Som, (4.37)
k=1

fiir alle m € N.

Bemerken wir, dass im Fall ¢; /4 0 die Reihe (4.36) nach dem Trivialkriterium
divergent ist.

Beweis. Fiir jedes m € N setzen wir

Ay = SQm—l und bm - Sme

z.B.
a; = Sl = —C
b1 = 52 = —C + Co
Ay = 53:—01+CQ—03

by = Si=—-c1+ca—czte

07.07.17
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usw. Beweisen wir, dass fiir alle m € N gilt
G S Am+1 S bm+1 S bm (438)
Wir haben

bm = SQm
= SQm—1+(—1)2m Com

Som—1 + Com

v

ng,1 = Qn,
und somit auch b,,,1 > a,,41.- Analog erhalten wir

Am41 = SQm+1
+ (—1)2m+1 Com+1
Som—1+ (—1)2m Com + (—1)2m+1 Com+1

= Som—1+ Cam — Com41

I
&
3

v

SQm—l = Qpm
und

b1 = Somi2

Soms1 + (1) Comia

Som + (=1 comir + (—1)" 2 copis
Som — Cam+1 + Com+2

Som = by,

IN

Die Ungleichungen (4.38]) bedeuten, dass die Folge {[a,, b,,]} eine Intervallschachtelung
ist. Dann existieren
a =lima,, und b=1imb,,.

Da by, — @y, = Cop — 0, so folgt es, dass a = b. Es folgt aus (4.38)
m < a < by, (4.39)

Da lim Sy, = a = lim Sy,,,1 1, so folgt es, dass auch hm S,, = a. Insbesondere ist die
Reihe Y02 | (— ) ¢ konvergent. Die Ungleichung (4 ist dquivalent zu ( - [ |

Beispiel. Die Reihe > | ( 71) ist konvergent nach dem Leibniz-Kriterium, da die
Folge { } monoton fallend ist und — 0. Andererseits ist die harmomsche Relhe

> L divergent (siche Aufgabe 101), so dass die Konvergenz von anl
dingt ist.

4.13 * Kommutativ und Assoziativgesetze fiir die
Reihen

Fiir die absolut konvergenten Reihen gelten die Kommutativ- und Assoziativgesetze,
die wir ohne Beweis angeben.
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Behauptung. Sei > ;- a) eine absolut konvergente Reihe von komplexen Zahlen.
Sei Y o2 by eine Reihe, die aus Y -, ay durch Vertauschung und Gruppierung der
Glieder erhalten wird. Dann ist Y . by auch absolut konvergent und

0 0
E bk = E ag.
k=1 k=1

Fiir die bedingt konvergenten Reihen gilt im Gegenteil folgendes.

Behauptung. Sei Y re, ai eine bedingt konvergente Reihe von reellen Zahlen. Dann
fiir jedes ¢ € R es gibt eine Reihe Yy | by, die ausy -, ay durch Vertauschung der
Glieder erhalten wird und so dass Y ., by = c.

k
Zum Beispiel, man kann die Glieder in der Reihe ) 77 | D g vertauschen, dass

K
die vertauschte Reihe gegen 400 divergiert.

4.14 Quotientenkriterium

Satz 4.18 (Quotientenkriterium, d’Alembert-Kriterium) Sei {a,} -, eine komplezw-
ertige Folge mit a,, # 0 fir alle n. Gilt

n—oo

<1,

Qn
so ist die Rethe Y " | a, absolut konvergent. Gilt

Ap+1
Qp

lim

n—oo

> 1,

so ist die Rethe Y~ | a, divergent.

an41
Qn

(z.B. A = 1) und setzen ¢ = A —r > 0. Nach Definition des Grenzwertes existiert
ein N € N so dass

Beweis. Setzen wir 7 = lim

. Sei zunéchst r < 1. Fixieren wir ein A € (r, 1)

ntl| ¢ (r—e,r4+¢) Vn>N.
Qn
Es folgt, dass
Gnfll <)\ Wn >N
Qn
und somit
lani1| < Alan| Vn > N. (4.40)

Per Induktion erhalten wir, dass
lan| < AN ay| Vo > N.

Da 0 < A < 1, so erhalten wir

oo oo oo 1
> ol < ] D24 = fax| 308 = fanl - < o6,
n=N n=N k=0
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d.h. die Restreihe Y >° \ |a,| konvergent ist. Somit ist die Reihe )7, a, absolut
konvergent.
Sei jetzt r > 1. Dann existiert ein N € N so dass

folgt, dass fiir alle n > N

an+1

> 1 fiir alle n > N. Es

n

’an+1’ > ‘an|>

so dass a, — 0 unmoglich ist. Nach dem Trivialkriterium ist die Reihe » a,, diver-

gent. H



Chapter 5

Exponentialfunktion

5.1 Exponentialreihe und die Zahl e

Definition. Sei z € C. Die Reihe

o0
n x 2 23 a2t 2P

S T Urntaty oty
" R
= l+ot+ S+ttt
heifit die Fxponentialreihe.

Behauptung. Die Exponentialreihe konvergiert absolut fir alle x € C.

n

Beweis. Fiir x = 0 ist die Konvergenz offensichtlich. Sei x # 0. Setzen wir a,, = 7
und erhalten

Ung1 2" in! x |z| )
= — 0 fiir n — oo.
an (n+1)lan n+l| n+l
Somit gilt
lim [ =0 <1
n—oo a,n

und die Reihe ) a,, ist absolut konvergent nach dem Quotientenkriterium des Satzes

418l m

Definition. Die Summe der Exponentialreihe heifit die Ezponentialfunktion von
x € C und wird wie folgt bezeichnet:

[e.9] n

exp (z Z o)

n=0

8

(5.1)

Ist x reell, dann ist exp (x) auch reell, was man aus (5.1 sieht. Die Zahl exp (1)
heifit die e-Zahl und wird auch mit e bezeichnet, so dass

1 1
e = exp( Z 14 = +2|+ R

115
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Man erhélt Annéherungen von e indem man die Partialsummen

fiir groflen Werten von N berechnet. Zum Beispiel, es gilt

10

1 9864101
Sy=Y = =" _2718281801...
N ZO n! 3628800

In der Tat gilt
e = 2,718281828459045...

Bemerken auch, dass exp (0) = 1. Numerische Berechnung mit Hilfe von (5.1)) ergibt
folgendes:

exp (2) = 7,389056098930 65...
exp (3) = 20,0855369231877...
exp(4) = 54,5981500331442...
exp (5) = 148, 413159102577...
exp (6) = 403,428793492735...

usw. Es folgt aus (5.1)), dass die Funktion exp (z) fiir > 0 positiv und monoton
steigend ist. Spiter beweisen wir, dass diese Eigenschaften auch fiir alle z € R
gelten. Zum Beispiel, es gilt

exp(—1) = 0,367879441171442...
exp(—2) = 0,135335283236613...
exp (—3) = 0,004978706836786...

usw. Der Graph der Funktion f (z) = exp (z) fiir x € R sieht wir folgt aus:

400 1

300 T

200 T

100 T
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Betrachten wir jetzt die Funktion f (z) = exp (iz) fiir € R, so dass das Ar-
gument der Exponentialfunktion imaginér ist. Der Graph des Realteiles Re exp (ix)

ist wie folgt:

-1.0-

<, 1

Der Graph des Imaginirteiles Im exp (ix) ist wie folgt:

. 10T
Imexp(ix) |
057
-6 -5 -4 -2 -1 1 2
D5 T
-1.0—

Der Graph der Funktion Reexp (z) fiir z € C ist wie folgt:

e
o S e
SoREARL IR
22255
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5.2 Eigenschaften der Exponentialfunktion

Satz 5.1 (Aquivalente Definition der Exponentialfunktion) Fiir alle x € C gilt

exp (z) = lim <1 + %)n (5.2)

n—oo

Insbesondere erhalten wir die folgende dquivalente Definition von der Zahl e:

1 n
e = lim (1—1— —)
n—oo n
x n
n=(+5)
n

Zn = E —.
|
— k!

Da z, — exp (z), so reicht es zu beweisen, dass

Beweis. Setzen wir

und

Zn — Yp — 0 fiir n — oc.

Nach dem Satz [2.18 haben wir

Un = (“%)nzi(m—i:iﬁgv (5:3)

woraus folgt, dass

a n! ok
=2 (1 )
Bemerken wir, dass
nl = 1-2..-n—k)-(n—k+1)-...-(n—=1)-n
= m—k)!n—-k+1)-...-(n—1)-n

und somit
n Glieder n—k Glieder k Glieder
— ——r A <
n! o 12-.on (n=K)!(n—k+1)..(n=-1)n
nk(n—k)! — nkFn-—k)! nk (n —k)!
k Glieder
_ m—k+1)..(n—1)n <1
nk -

Fiir alle n > N > 1 erhalten wir

— n! |2|*
20 =yl Z( nk (n—k;)!) k!

k=0
B i i n! |2|” N zn: = n! |2|”
B n*(n—Fk)"/) k! nk(n—Fk)!) k!
k=0 k=N+1

A
[]=
N
—_

|

S

>

f =
=
-
~T
T =
==
=
N
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Die zweite Summe in (5.4)) ist die Restreihe der Exponentialreihe und somit kon-
vergiert gegen 0 fiir N — oo, d.h. fiir jedes € > 0 existiert ein N mit

s b
k=N-+1 i
Da fiir jedes k =0, ..., N gilt
n! m—k+1)..(n—)n n—k+1ln—-k+2 n
= = e — 1
nk (n — k)! nk n n n

fiir n — o0, so erhalten wir, dass die erste Summe in gegen 0 fiir n — oo kon-
vergiert. Insbesondere ist die erste Summe von € beschréinkt fiir alle geniigend grofie
n Es folgt, dass die ganze Summe in (5.4)) und somit |z,, — y,| von 2¢ beschrénkt fiir
alle gentigend grofe n ist, woraus |z, — y,| — 0 folgt. m

Satz 5.2 (Haupteigenschaft der Exponentialfunktion) Fir alle x,y € C gilt die
Identitat

exp (z +y) = exp (z) exp (y) - (5.5)

Beweis. Wir benutzen die offensichtliche Folgerung aus ((5.3)): fiir |x| < 1 gilt

T\" St K Ed
1 —) —1‘< — < = ) .
‘( T —Zk <Rl <>l 1~ 7] (5.6)

Auch benutzen wir die folgende Identitéit:

ab
(1+a)(1+b)—1+a—|—b+ab—(1+a+b)(1—|—m). (5.7)

Nach dem Satz [5.1] haben wir

exp (x) exp (y) = lim (1 + %)n (1 + %)n

n—oo

Bemerken wir, dass nach ((5.7)

(o2 (108 = [0+2) ()

Da (1+2)" — exp(z), (1+%£)" — exp (y) und

<1+x+y) — exp (x +y) fiir n — oo,
n

so reicht es zu beweisen, dass

1 n
(1 + —L> — 1 fiir n — oo. (5.8)
nn+x+y
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Bemerken wir, dass fiir n — oo

Yy
n+x+y

‘—>O.

Nach (5.6) erhalten wir, fiir n — oo,

1 n
(H_L) B P ] I
nn+x+y 1—

woraus ((5.8) folgt. =

Satz 5.3 (a) Fiir jedes x € C gilt exp (x) # 0.
(b) Fir jedes x € R ist exp (x) reell und positiv.
(¢) Fiir alle reelle x > y gilt exp () > exp(y) (d.h. die Funktion exp (z) ist
streng monoton steigend)
(d) Fiir jedes k € Z gilt exp (k) = €& wobei e = exp (1).
Beweis. (a) Die Identitit (5.5)) ergibt fiir y = —x,
exp (z) exp (—z) = exp (0) = 1, (5.9)

woraus exp (x) # 0 folgt.
(b) Ist € R dann gilt exp () € R weil nach Definition

k .%'2 .1'3

=
exp(x):kzzﬁzl—l—x—l—a—i—g—l—.... (5.10)
—0

Fiir x = 0 gilt exp (0) = 1 > 0. Fiir x > 0 gilt nach (/5.10))
exp (z) > 1> 0,

da alle Glieder in (5.10) positiv sind. Ist x < 0 dann ist —x > 0 und somit
exp (—z) > 0, was zusammen mit (5.9) ergibt

1

= ——>0.
exp (z) o (=7)
(¢) Nach (5.9) und (5.5)) erhalten wir
exp ()

p () exp () exp (—y) = exp (z — y) > 1,

dax—1y>0.
(d) Zunichst beweisen wir die Identitét

exp (k) = e* (5.11)
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fiir alle £ € N. Fiir £ = 1 gilt (5.11)) nach Definition von e. Induktionsschritt: gilt
(5.11) fiir ein k € N, dann erhalten wir nach (5.5))

exp (k+ 1) = exp (k) exp (1) = eFe = et

Fiir £ = 0 haben wir exp (0) = 1 = €°. Fiir negative k € Z erhalten wir nach (/5.9)

1
exp(k)—m—efk—e

Die Identitét ((5.11])) motiviert die folgende Definition der Potenz e” fiir alle kom-
plexe Zahlen x:

e’ = exp (z).

Mit dieser Notation gilt e**¥ = e”e¥. Zum Beispiel haben wir e!/? = /e da e!/2e!/2 =
e}/2t1/2 = ¢ und somit erfiillt '/ die Definition von /e.
Spéter definieren wir die Potenzfunktion a” fiir alle reelle a > 0 and alle z € C.

5.3 Hyperbelfunktionen

Die Hyperbelfunktionen Kosinus hyperbolicus und Sinus hyperbolicus usw. werden
wie folgt definiert:

1 1
coshx = 3 (e“" + e‘”‘) , sinhx = 3 (ex — e_"’) ,
inh h 1
tanhz = i 337 cothx = C?S - .
cosh x sinhx  tanhz

Die Funktion cosh z ist offensichtlich gerade, d.h. cosh (—z) = cosh x, und sinh x ist
ungerade, d.h. sinh (—z) = —sinh z. Die Graphen von cosh x, sinh x und tanh x fiir
x € R sehen wie unterhalb aus:

X L

sinh

10+

Weitere Eigenschaften sind in Aufgaben.
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5.4 Trigonometrische Funktionen

Definition. Fiir jedes x € C definieren wir cosz und sin x durch

eia: + e—iac eiw _ e—ix
= d sinx = —— 5.12
cos 5 und sinzx 5 : (5.12)

wobei ¢ die imaginére Einheit ist. Setzen wir auch

sinx cos ¥
und cotzx = —
Ccos X sinx

tanx =

in den Bereichen, wo die Quotienten wohldefiniert sind.

Bemerken wir, dass sogar fiir reelle x benutzt die Definition (5.12)) von sin z und
cos x die Werte von exp (z) im komplexen Bereich.
Es folgt direkt nach (5.12)), dass fiir alle x € C gilt

e = cosw +isinz | (5.13)

Diese Identitit heifit Fulerformel.
Es folgt aus (5.12)), dass cos z eine gerade Funktion ist, d.h. fiir alle z € C

cos (—z) = cos,
und sin x eine ungerade Funktion ist, d.h. fiir alle x € C
sin (—x) = —sinz.

Satz 5.4 Fiir alle x € C gelten die folgenden Identitdten:

oo 2k 2 4 6
_ BT _ o T
cosT = Z(—l) or 1 5 + TR + .. (5.14)
k=0
und
o0 2k+1 3 5 7
inz— B T
smx—kZ( 1) R T TR T (5.15)
=0

wobei die beiden Reihen absolut konvergent sind.

Beweis erfolgt nach Einsetzen von der Exponentialreihe in (5.12)) (siehe Aufgabe
112). Es folgt aus (.15 und (5.14)), dass sinz und cos z reell sind fiir alle z € R.
Die Identitéten (5.14) und (5.15) lassen sich fiir numerische Berechnung von cos

bzw sin z anwenden. Zum Beispiel,

1 1 1

und 5 5
1112 (2)
- = — =0,479...
sing ~ o - g oy 704

14.07.17
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Satz 5.5 (a) Es gilt fir alle z € C

’COS2 r+sin’r = 1. (5.16)

(b) Es gelten fiir alle x,y € C die Additionstheoreme:

cos (r +y) = coszcosy — sinxsiny,

sin (z + y) = sinx cosy + cos T siny. (5.17)

Beweis. (a) Nach (5.13|) haben wir
cosz +isinz = e

und
© o3 —ix
cosz —isinx = e

woraus folgt nach dem Satz

cos’x +sinz = (cosx +isin)(cosz — isinw)
= (cosx +isinz) (cos (—x) + isin(—x))
— eimefiz — eixfix — 60 = 1.

Beweis von (b) folgt auch aus dem Satz (siche Aufgabe 112). m

Beziehung zum Begriff von Winkel. Fixieren wir ein x € R. Dann sind cosx
und sin z reell, und wir erhalten aus (5.13]) dass

cosz = Ree™, sinz =Ime®,
und aus dass |€™| = 1. Somit bestimmt €™ einen Winkel «, so dass
e = z,. (5.18)
Es folgt, dass '
cosa = Rez, = Ree”™ =coszx

und
sinae =Imz, = Ime” =sinz.

Somit stimmen die Winkelfunktionen cos und sin mit den trigonometrischen Funk-
tionen {iberein.

. iX
Sn X ;‘1:6

CoSX

Die Zahl z, = e™*
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Definition. Ist (5.18)) erfiillt, so wird = das Bogenmafl des Winkels o genannt. Man
sagt auch, dass das Bogenmaf} von « gleich = Radiant ist.

Sei y noch eine reelle Zahl, und sei § der Winkel mit dem Bogenmaf} y, d.h.
e = z5. Dann gilt

Zatbf = ZaZp = Tl — ez(:}:+y)’

so dass das Bogenmafl von a+ 3 ist x +y. Somit ist die Addition von Winkeln und
Addition von ihren Bogenmaflen iibereinstimmen.
Allerdings kennen wir noch nicht, ob jeder Winkel das Bogenmaf} hat. Das wird

spéter bewiesen.



Chapter 6

Funktionen einer reellen Variablen

In diesem Kapitel studieren wir die reellwertigen Funktionen einer reellen Variablen,
d.h. die Funktionen f : J — R wobei der Definitionsbereich J eine Teilmenge von
R ist. Wir kennen schon viele Beispiele von solchen Funktionen.

1.

2.

9.

10.

Lineare Funktion f (z) = ax + c.
Quadratische Funktion f (z) = az? + bx + c.

Potenzfunktion f (z) = 2" mit dem Exponenten n € N oder sogar n € Z.

. Ein Polynom

P(x) = apx™ + a12™ ' 4+ ... +a,

vom beliebigen Grad n € N und mit den Koeffizienten a; € R.

Gebrochen lineare Funktion f (z) = % und allgemeinere rationale Funktion
P (x)
F@)= G

wobei P und () zwei Polynome sind.

Quadratwurzel f (z) = /x.
Die n-te Wurzel| f () = {/z mit dem Exponenten n € N.
Exponentialfunktion f (x) = e”.

Trigonometrische Funktionen cos x und sin x.

Hyperbelfunktionen cosh x und sinh z.

Unser Ziel ist die Bedingungen fiir Existenz der inversen Funktion zu erhal-
ten. So werden wir in der Lage sein, die logarithmische Funktion und die inversen
trigonometrischen Funktionen einzufiihren.

!Die Existenz und Eindeutigkeit von {/z fiir z > 0 lassen sich genau so beweisen, wie die
Existenz und Eindeutigkeit von /z.

125
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6.1 Stetige Funktionen

Definition. Sei f eine reellwertige Funktion auf einem Intervall J C R. Die Funk-
tion f heifit stetig an der Stelle a € J falls fiir jede Folge {z,} mit z, € J und
Tp — a gilt
f(an) = f(a). (6.1)

Sonst heiflt f unstetig an a.

Ist f stetig an jedem Punkt a € J, so heifit f stetig auf J.

Aquivalent, f ist stetig auf .J falls fiir jede konvergente Folge {z,} aus .J mit
limzx, € J gilt

lim f (z,) = f (limz,),

d.h. f und lim sind vertauschbar.

Beispiel. Es ist offensichtlich, dass die Funktionen f(x) = const und f(z) = =
stetig auf R sind.

Beispiel. Die Funktion
1, >0,
f(ib'){ 07 ZL’SO,
ist unstetig an x = 0, da fiir die Folge x,, = % —0gilt f(z,)=1/A0=f(0).
Sind f und ¢ zwei Funktionen auf einem Intervall J, so werden die Funktion
f+ag, f—g9, fg, f/g auf J wie folgt definiert:

(f+g)(x) = f(2x)+g(2)
(f=g)(x) = f(zx)—f(2)
(f9)(z) = f(z)g(x)
I - 1@

g g(x)’

wobei im Fall von Division g (z) # 0 fiir alle x € J vorausgesetzt wird.

Satz 6.1 Seien f,g zwei reellwertige Funktionen auf einem Intervall J C R. Sind
f und g stetig an der Stelle a € J, so sind auch die Funktionen f+g, fg, f/g stetig
an a (im Fall f/g vorausgesetzt g #0).

Sind f, g stetig auf J, so sind f+ g, f —g, fg, f/g auch stetig auf J (im Fall

f/g vorausgesetzt g # 0).

Beweis. Sei {z,} eine Folge aus J mit x,, — a. Dann gilt

lm ((f +9) (zn)) = lim(f (zn) + g (2n))
= lm f(z,) +limg (z,) = f(a) + g(a) = (f + g) (a),
woraus die Stetigkeit von f + ¢g an a folgt. Analog beweist man die Stetigkeit von

f—g, fgund f/g. m

Beispiel. Da die Funktionen f () = z und g () = const stetig auf R sind, so folgt
es, dass jede Funktion h(x) = ca™ stetig auf R ist, fiir jedes n € N und ¢ € R.
Daraus folgt, dass jedes Polynom

P(x) = co+ 17 + cox® + ... + cpa”
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stetig auf R ist, wobei ¢, € R.

Betrachten wir eine rationale Funktion f (z) = % wobei P und @ zwei Poly-
nome sind. Dann ist f definiert und stetig in jedem Intervall wo {Q # 0} .
Beispiel. Beweisen wir, dass die Funktion e” stetig auf R ist. Zunéchst zeigen wir,

dass exp (x) an « = 0 stetig ist, d.h.
e’ — 1 fiir jede Folge z,, — 0. (6.2)

Wir haben fiir jedes © € (—1,1)

SRTIN | o bl PR YT )
le” = 1] = ZH <D lal T1- 4]
k=1 k=1
Da z,, — 0 ergibt
||
0
1 — |y 7

so erhalten wir

und somit (6.2)).

Beweisen wir jetzt, dass e® stetig an jeder Stelle a € R ist. In der Tat erhalten
wir fiir jede Folge =, — a

ewn — 6-'177170«4’04 — eaexnfa N ea

da z, — a — 0 und somit e*»~* — 1.

Beispiel. Beweisen wir, dass die trigonometrischen Funktionen cos x und sin = stetig
auf R sind. Bemerken wir zunéchst, dass die Eigenschaft auch fiir komplexw-
ertige Folgen {z,} gilt, mit dem gleichen Beweis. Auch wie oberhalb erhalten wir,
dass fiir jede komplexwertige Folge {x,} mit =, — a € C gilt

Ty a

€ — €.

Sei jetzt {z,} eine reellwertige Folge mit x,, — a € R. So erhalten wir iz, — ia
und somit

eixn + e—ia:n eia + e—ia
CoS X, = — = cosa
2 2
und , . ) .
eltn _ p=itn ela _ p—ia
sinx,, = - — - = sina.
21 21

Somit sind cosz und sin x stetig,.

6.2 Stetigkeit von Komposition

Satz 6.2 Seien A, B zwei Intervalle und f : A — B und g : B — R zwei Funk-
tionen. Ist [ stetig an a € A und g stetig an b = f(a), so ist g o f stetig an
a.

Ist f stetig auf A und g — auf B, so ist go [ stetig auf A.
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Offensichtlich ist die Komposition g o f () = ¢ (f (x)) wohldefiniert auf A ist,
da f(x) € B.

Beweis. Sei {z,} eine Folge aus A mit x,, — a. Wir brauchen zu beweisen, dass

9 (f (@a)) = g(f(a)).
In der Tat gilt nach der Stetigkeit von f
f(@n) = f(a),

woraus folgt nach der Stetigkeit von g

9(f (zn)) = g (f (a)),

was zu beweisen war. m

Beispiel. Fiir jede rationale Funktion f (z) ist die Funktion e/®) = expof stetig

im Definitionsbereich von f (). 18.07.17

6.3 Zwischenwertsatz

Hauptsatz 6.3 (Zwischenwertsatz) Sei f (x) eine stetige Funktion auf einem geschlosse-
nen Intervall [a,b]. Gilt f (a) <0 und f (b) > 0, so existiert x € (a,b) mit f (x) = 0.

Beweis. Definieren wir per Induktion nach & eine Folge von Intervallen {[ay, by }re,
mit a < a; < by < b und mit den Eigenschaften:

L f(ax) <0, f(br) >0
2. [ag41, be41] C lak, by fiir alle k € N;

3. bk+1 — Q1 = % (bk — CLk) fiir alle & S N;

Induktionsanfang: [aq,b1] = [a,b]. Induktionsschritt von k nach k + 1. Ist
lak, bx] schon bekannt, so betrachten wir ¢ = % Gilt f (c) < 0, so setzen wir
[ak+1, ber1] = [c, bk, gilt f (c) > 0 so setzen wir [ay41, k1] = [ak, c] .

Es folgt aus der 3. Eigenschaft, dass

by —a;

by, — ap =

Wie im Beweis des Satzes erhalten wir, dass die Folgen {ax}, {bx} konvergent
sind und
lima; = lim b, =: x.

Nach der Stetigkeit der Funktion f gelten
Jim f(ax) = f(x) = lim f(by).

Da f(ax) <0 und f(bg) > 0, es folgt, da f (z) <0 und f (z) > 0, somit f (z) = 0.
|
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Beispiel. Sei P (x) ein Polynom von Grad n mit reellen Koeffizienten, d.h.
P(z)=a"+ci2" '+ ...+ cp,
where ¢, € R and n € N. Bemerken wir, dass fir z = k € N gilt

P (k) c1 Cy Cn
14 a2, &
o TE TR T T

— 1 fiir £ — oo,

und gleiches gilt fiir x = —k, d.h.
P (—k)
(=F)"
Sei n ungerade. Dann gilt (—k)" < 0 und somit auch P (—k) < 0 fiir grofie Werte

von k. Da k™ > 0 so gilt auch P (k) > 0 fiir grole Werte von k. Es folgt, dass es ein
k gibt mit

— 1 fir £k — oo.

P(=k)<0 und P(k)>0.
Nach dem Satz [6.3] existiert x € (—k, k) mit P (z) = 0. Somit hat jedes Polynom

mit dem ungeraden Grad immer eine reelle Nullstelle.

Definition. Fiir jede nicht leere Menge S C R definieren wir das Supremum von S
wie folgt. Ist S nach oben beschrinkt, so ist sup S die kleinste obere Schranke von
S, die nach dem Vollsténdigkeitsaxiom existiert (siche die Aufgabe 40). Ist S nach
oben unbeschriinkt, so setzen wir sup.S = +00. Analog definiert man das Infimum
von S: ist S nach unten beschrinkt, so ist inf S die gréfite untere Schranke von S,
und sonst inf S = —oc.

Sei f eine reellwertige Funktion auf einer Menge A. Dann bezeichnen wir
sup fi=sup f(A)
and
iI/llff = inf f (4),
wobei f (A) ={f(z): 2 € A} das Bild von A ist.

Korollar 6.4 Sei f eine stetige Funktion auf einem Intervall I C R. Dann st
das Bild f (I) auch ein Intervall, und die Grenzen von f(I) sind m = inf; f und
M =sup; f.

Man kann kurz sagen: stetiges Bild eines Intervalles ist auch ein Intervall.

Beweis. Nach Definition haben wir

f(I) C[m, M].
Es bleibt zu zeigen, dass

f(I) D> (m, M),

d.h.
m<t<M =tef(l).
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Nach Definition von M = sup f (1), die Zahl t ist keine obere Schranke von f (I),
so dass gibt es ein b € I mit ¢t < f (b). Analog ist ¢ keine untere Schranke von f (I),
so dass es gibt a € I mit ¢ > f (a). Also erhalten wir

fla) <t < f(b).

Sei a < b (der Fall @ > b ist analog). Betrachten wir auf dem Intervall [a,b] C I die
Funktion

die erfiillt
gla)=f(a)—t<0 und g¢g(b)=f(b)—t>0.

Nach Satz|6.3] existiert « € (a,b) mit g (x) = 0 woraus f (z) =t und somit ¢t € f (1)
folgt. m

Beispiel. Beweisen wir, dass

exp (R) = (0, 4+00) . (6.3)
Da Da nach Satz [5.3| gilt exp (z) > 0 fiir alle 2 € R, so erhalten wir

exp (R) C (0,400).
Fiir jedes n € N gilt e” > n und somit

lim e" = +o0.

n—-+oo
Es folgt, dass
. 1 1
me "= lim —=——=0
n—00 n—+oo " —+00

Somit erhalten wir
supexp (R) = +o00 and infexp (R) = 0.

Nach Korollar [6.4] ist exp (R) ein Intervall mit den Grenzen 0 und +oo, woraus (6.3))
folgt.

6.4 * Extremwertsatz
Sei f eine reellwertige Funktion auf einer Menge A. Bezeichnen wir
m/zlixf = max f (A) und rr}inf = min f (A4),
vorausgesetzt, dass max f (A) bzw min f (A) existiert.
Hauptsatz 6.5 (Extremwertsatz oder Satz vom Minimum und Maximum) Sei f

eine stetige Funktion auf einem abgeschlossenen beschrinkten Intervall I. Dann
existieren die beiden Werten max; f und ming f.
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Beweis. Setzen wir M = sup; f. Wir werden beweisen, dass es ein z € [ gibt mit
f (x) = M, woraus folgen wird, dass M = max; f (insbesondere M € R).
Wiéhlen wir beliebig eine Folge {M,,}>° | von reellen Zahlen mit

M, < M,y und lim M, = M.

n—oo

Z.B. fiir M € R setzen wir M, = M — %, fiir M = +o0 setzen wir M,, = n. Da fiir
jedes n € N ist M,, keine obere Schranke von f (I), so gibt es ein z,, € I mit

f(zn) > M,.

Definieren wir per Induktion nach k eine Folge von Intervallen {[ag,by]},., mit
ay, by € I und mit den Eigenschaften:

1. jedes Intervall [ay, b| enthilt unendlich viele Folgenglieder von {x,};
2. [CL].H_l, bk—i—l] C [ak, bk] fiir alle k£ € N;
3. bk+1 — Qk+1 = % (bk — CLk) fiir alle &k € N.

Fiir Induktionsanfang setzen wir [a1,b;] = I, so dass [a1, b1] alle Folgenglieder
{z,} enthélt. Sei [ag,bg] schon definiert. Nach Induktionsvoraussetzung enthélt
[ax, b] unendlich viele Folgenglieder von {z,}. Setzen wir ¢ = “+* und bemerken,
dass mindestens ein von zwei Intervallen [ag, |, [c, bx] unendlich viele Elemente der
Folge {z,} enthilt. Bezeichnen wir dieses Intervall mit [a1, bk11], so dass

k11, by ] C lar, by

und
bk — Qf

2 Y

b1 — a1 =
dac—ay=b, —c= %%
Die Folgen {ay} und {by} sind konvergent und haben den gleichen Grenzwert:

x:=limay, = limby, € [a,b].

(siehe die Beweise der Sitze und [6.3). Beweisen wir, dass f(z) = M, was
implizieren wird, dass M = max; f.

Jedes Intervall [ay, b enthilt unendlich viele Glieder der Folge {z, }; wihlen wir
ein x,, € [ay, by] mit n > k und bezeichnen es mit y;. Dann gilt

fye) = f(@n) > My > M.
Da auch f (yx) < M und M, — M, so folgt es nach den Dreifolgensatz, dass
lim f (y) = M.
Andererseits, da ap < yp < by, so erhalten wir, dass
limy, = 2.
Nach der Stetigkeit von f gilt
lim f (yr) = f (),

woraus f (z) = M folgt.
Analog beweist man die Existenz von min; f. m
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Korollar 6.6 Sei [ eine stetige Funktion auf einem abgeschlossenen beschrinkten
Intervall I. Dann ist das Bild f (I) auch ein abgeschlossenes beschrinktes Intervall.
Dariiber hinaus gilt

f)= [mlinf, mIaXf] :
Kurz: stetiges Bild von kompaktem Intervall ist kompaktes Intervall.

Beweis. Nach Korollar [6.4]ist f (/) ein Intervall mit den Grenzen A und B, wobei

A:il}ff und B =sup f.
I

Nach Satz 6.5 haben wir A, B € f (I) und

A:m[inf und B:m?Xf,

woraus f (I) = [A, B] folgt. =

6.5 Die Zahl 7«

21.07.17
Hier beweisen wir einige Eigenschaften von Funktionen cosx und sinx fiir x € R.
Da
cos’z +sin*z = 1, (6.4)

so folgt es, dass |cosz| < 1 und [sinz| < 1. Nach dem Satz[5.4] gelten die Identitéiten

% . a2k oo L a2k
CoS T Z( ) o] und sinz Z( ) O
k=0 k=0

Insbesondere erhalten wir, dass
cos0 =1 und sin0=0.

Wir benutzen auch die Stetigkeit von cosz und sin x.

Die Graphen von Funktionen cosz (rot) und sinz (blau)

Man sieht aus den Graphen, dass die Funktionen sin z and cos x periodisch sind,
was nicht offensichtlich aus den Definitionen. Wir beweisen die Periodizitit von
sinz und cos z unterhalb.
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Satz 6.7 (a) Es gilt sinxz > 0 fir alle x € (0,2).
(b) Es existiert genau ein ¢ € (0,2) mit cosc = 0. Es gilt cosz > 0 fiir alle
z € [0,c).

Insbesondere ist ¢ die kleinste positive Zahl mit cosc = 0. Es folgt aus dem Satz
6.7, dass sinc > 0, was zusammen mit (6.4) ergibt sinc = 1. Es folgt auch aus dem
Satz[6.7] und (6.4]), dass fiir alle x € (0, ¢) gilt

0 <sinz <1, 0 <cosz < 1.

== - ———— - —= -

05T

C
0.0 y f * {
1 2
X

Die Graphe von Funktionen cosx (rot) und sinz (blau) auf dem Intervall [0, 2]

Beweis. (a) Wir haben

, b - k
sm:r::x—ajtﬁ—...:bo—bl—i—bg—...:Z(—l) b,
k=0
wobei b, = % Fiir x € (0,2) und jedes n > 0 haben wir
by, 2 4
+1 x <1,

be  (2n12)(20+3) " (2n12) 20+ 3)

woraus folgt, dass die Folge {b,}.-, monoton fallend ist.
Betrachten wir die Partialsummen S, = S7_ (—=1)" b;. Nach dem Satz gilt

sinz =Y (=1)° by > Sy filr alle m > 0.
k=0

Insbesondere gilt fiir z € (0,2)

. x3 x? 4
smszlzm—E:x(l—E>>x(1—6)>0,

was zu beweisen war.
(b) Zeigen wir, dass cos2 < 0. Wir haben

cos2 = ——+————...:ao—a1+a2—a3+...:Z(—1)kak,
’ ’ k=0
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wobei a,, = % Die Folge {ay},, ist monoton fallend da

An+1 _ 22 <1
ay, 2n+1)2n+2) =

Sei S, => 1, (=1)" aj,. Nach dem Satz gilt es fiir jedes m € N,

cos2 = Z (=1)* ay, < Som.
k=0
Insbesondere gilt
9< G 1 22+24_1 4_{_16_ 1<0
TR R Y I B

woraus cos2 < 0 folgt. Da cos0 > 0, so erhalten wir nach dem Satz [6.3] dass
cosc = 0 fiir ein ¢ € (0,2).

Beweisen wir jetzt die Eindeutigkeit von c¢. Gibt es zwei Zahlen ¢, ¢ € (0,2)
mit cosc; = cos cy = 0, so nehmen wir an ¢; > ¢, und erhalten

sin (¢; — ¢3) = sin¢y cos g — cos ey siney = 0.

Allerdings gilt ¢; — ¢ € (0,2) und somit nach (a) auch sin (¢; — ¢g) > 0. Dieser
Widerspruch beweist, dass ¢; = cs.

Es bleibt zu zeigen, dass cosx > 0 fiir 0 < z < ¢. Wir wissen schon, dass
cosz = 0 nicht moglich ist. Gilt cosz < 0 fiir ein x € (0,¢) so erhalten wir nach
Satz[6.3]die Existenz von einem y € (0, z) mit cos y = 0 was nicht moglich ist. Daher
gilt cosz > 0, was zu beweisen war. m

Definition. Definieren wir die Zahl m mit © := 2c¢ wobei ¢ die kleinste positive
Nullstelle von cos z ist, die nach dem Satz [6.7] existiert.

Es folgt aus Satz , dass 0 < m < 4. Man kann beweisen, dass ¢ > % und somit
m > 3. Numerische Berechnung ergibt

T = 3, 14159265358979...

Derzeitig ist 7 mit tiber 10'® Dezimalstellen berechnet worden. Die Zahl 7 ist

irrational. Eine gute Annéherung von 7 ist die rationale Zahl i’% = 3, 1415929....

Satz 6.8 (a) Es gelten die Identititen

=i, e"=-1, ™=1. (6.5)

(b) Die Funktion e* ist 2mi periodisch auf C, d.h. fiir alle z € C

z+2mi

e e*. (6.6)

(¢) Die Funktionen sinx und cosx sind 2w periodisch, d.h. fir alle z € C

sin (x + 27) = sinz und cos (x + 27) = cosx.
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Beweis. (a) Benutzen wir die Bezeichnung ¢ = 7/2 wie in Satz[6.7, Da cosc = 0
und somit nach (5.16]) sinc = 1, erhalten wir nach der Eulerformel

e2' = ¢% = cosc+isinc =i.
Es folgt, dass
und
627ri — 67ri€7r’£ — (_1)2 — 1 (67)

(b) Mit Hilfe von (6.7)) und der Haupteigenschaft der Exponentialfunktion erhal-
ten wir

€z+27ri — 62627ri = .
(¢) Mit Hilfe von (5.12)) und erhalten wir
: Lo iwromi —iw—2mi
sin (x4 2m) = 5(6 —e )
i
1, . .
= 5 (e” — e‘”) =sinx,

und das gleiche Argument funktioniert fiir cosz. =

Die Identitit ez’ = i ist dquivalent zu

coszz() und sinzzl.
2 2

Dann erhalten wir aus (5.17))

. m m .
sin (— — x) =cosz und cos <— — x) = sinz.
2 2
Es folgt aus e™ = —1, dass
cosm=—1 und sinm =0
und somit aus (5.17)
sin (7 —z) =sinz und cos (T —x) = —cosz.

Andere Identitéten fiir trigonometrischen Funktionen lassen sich analog beweisen.

6.6 * Numerische Berechnung von

Man kann die erste positive Nullstelle ¢ von cosx (und somit die Zahl 7) numerisch
mit Hilfe von einem Taschenrechner mit Funktion cos berechnen. Sieben Schritte
des Verfahrens im Beweis des Satzes ergeben die folgende Intervallschachtelung.
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k Qg w bk
1 0 1,5 2
cos0=1>0 cos1l,5>0 cos2~ —0,41 <0
9 1,5 1,75 2
cos1l,5~ 0,07 >0 cos1,75 ~ —0.178 < 0 cos2~ —0,41 <0
3 1,5 1,625 1,75
cosl,5=~0,07>0 cos 1,625~ —0,054 < 0 cosl, 75~ —0.178 < 0
4 1,5 1,5625 1,625
cos1,5~ 0,07 >0 cos 1,5625 ~ 0,0082 > 0 cos 1,625 ~ —0,054 < 0
5 1,5625 1,59375 1,625
cos 1,5625 ~ 0,0082 > 0 cos 1,593 75 ~ —0.0229 < 0 cos 1,625 ~ —0,054 < 0
6 1,5625 1,578 125 1,59375
cos1,5625 ~ 0,0082 > 0 cos1,578125 ~ —0.0073 < 0 cos 1,593 75 ~ —0.0229 < 0
7 1,5625 1,5703125 1,578125
cos1,5625 ~ 0,0082 >0 cos 1,578 125 ~ 0.00048 > 0 cos1,578125 ~ —0.0073 < 0

Somit ¢ &~ 1,57 und 7 =~ 3, 14.

6.7 Monotone Funktionen

Definition. Eine reellwertige Funktion f (z) auf einem Intervall I heit monoton

steigend, falls x < y ergibt f(x) < f(y).

Die Funktion heifit streng monoton

steigend, falls © < y ergibt f (z) < f (y). Analog definiert man die monoton fallende

Funktionen.

Beispiel. Die Function f (z) = exp (x) ist streng monoton steigend auf R nach dem

Satz 5.3

Beispiel. Die Function f (z)

[0, +00), was man per Induktion nach n beweist.

Beispiel. Die Funktion f (z)

(0, +00), was aus 2" = - folgt.

2™ mit n € N ist streng monoton steigend auf

2™ mit n € —N ist streng monoton fallend auf

Satz 6.9 (a) Die Funktion sinx ist streng monoton steigend auf [—g, 1} )

(b) Die Funktion cosx ist streng monoton fallend auf [0, 7] .

2

Es folgt aus sin (7 — z) = sinz, dass sin z streng monoton fallend auf [Z, 2] ist,

2772

und aus cos (27 — x) = cos x, dass cos z streng monoton steigend auf [, 27] ist.
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sinz auf [—Z, 2] (blau) und cos z auf [0, 2] (rot)

Beweis. (a) Wir haben sinZ = 1, sin0 = 0 und sin (—%) = —1. Da fiir z € (0, )

gilt 0 < sinx < 1 und fir z € (—%,O) gilt —1 < sinz < 0 und sinz = —sinz,
so reicht es zu beweisen, dass sinx streng monoton steigend auf (0,%) ist, d.h.

’2
sinz > siny fiir alle z > y aus dem Intervall (0, 7). Setzen wir y = = — ¢ wobei
0 <t < x. Wir haben

sinx —siny = sinz — sin (z — )
= sinx — (sinzcost — cosxsint)

= sinz (1 —cost) + coszsint > 0,

da alle Zahlen sinz , 1 — cost, cosx, sint positiv sind.
(b) Diese Aussage folgt aus (a) und aus der Identitét cosz = sin (3 — z). In der
Tat haben wir

IE[O,TF]ig—l’G[—W W].

272
Fiir beliebige x < y aus [0, 7] gilt § — 2 > 7 —y und somit

. m . T
cos T = sin <§ —x) > sin (5 —y) = CoS Y.

Somit ist cosx auf [0, 7] streng monoton fallend. m

6.8 Inverse Funktion

Nach Satz [1.2] eine Abbildung f : A — B zwischen zweien beliebigen Mengen A
und B hat eine Umkehrabbildung f~! : B — A genau dann, wenn f bijektiv ist. In
diesem Fall gelten die Identititen

ff@) =2 VzeA

und

f(f )=y YyeB.
Es folgt, dass

y=f(r)er=f"()
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fiir alle v € A und y € B.
Sind A, B Teilmengen von R, dann heifit f~! auch die Umkehrfunktion oder die

inverse Funktion.

Beispiel. Betrachten wir die Funktion f : [0, +00) — [0, +00), die durch f (z) = 2?
definiert ist. Da die Bedingung y = 22 fiir nicht-negative x und y #quivalent zu
& = /Yy ist, wir sehen, dass die inverse Funktion f~! existiert und f~' (y) = \/y.
Beispiel. Fiir die Funktion f : R\ {0} — R\ {0}, f (z) = %, die Bedingung y = 1
ist dquivalent zu = = i Deshalb f~! existiert und ist gleich f.

Satz 6.10 (Satz von der inversen Funktion) Sei f eine stetige, streng monotone
steigende (bzw fallende) Funktion auf einem Intervall I. Dann ist die Bildmenge
J = f(I) ein Intervall und die inverse Funktion f~':J — I existiert, ist stetig und
streng monoton steigend (bzw fallend).

Beispiel. Die Funktion y = 2™ (mit n € N) ist stetig, streng monoton steigend auf
[0, 4+00) und ihre Bildmenge ist [0, 400). Deshalb existiert die inverse Funktion auf
[0, +-00) und ist stetig. Diese Funktion wird mit # = {/y bezeichnet. Diese Funktion
ist streng monoton steigend und stetig auf [0, +00).

Beweis von Satz Da f stetig ist, so ist J = f (/) ein Intervall nach dem
Korollar Sei f streng monoton steigend. Dann ist f eine Bijektion von I nach
J, und somit existiert die inverse Funktion nach dem Satz[1.2]

Beweisen wir, dass f~! auch streng monotone steigend ist. Fiir beliebige y; < v
aus J, beweisen wir, dass

T ) < 7 () -
Gilt f~ (y1) > f~! (y2) dann erhalten wir nach der Monotonie von f, dass
n=rF (") > F( (2) = ve.

was im Widerspruch zum y; < y, steht.
Beweisen wir, dass f~! stetig ist, d.h. fiir jedes b € J und fiir jede Folge {y,}
aus J gilt
Yn = 0= [ (ya) — f7H(D).

Setzen wir z, = f~!'(y,) und a = f~!(b). Wir miissen beweisen, dass in jeder
Umgebung (a — ¢,a + ) von a fast alle Glieder der Folge {z,} liegen. Da

fla—e) < fla) < [flate),
und y,, — f (a), so erhalten wir, dass fiir fast alle n
fla—e) <y, < fla+e).
Da f~! streng monoton steigend ist, so folgt es daraus, dass fiir fast alle n
a—e<z,<a-teg,

was zu beweisen war. m
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6.9 Logarithmische Funktion

Die Exponentialfunktion e® ist streng monoton steigend auf R und die Bildmenge
von €” ist (0, +00). Deshalb hat e* die inverse Funktion auf (0, +00), die auch stetig
und monoton steigend ist.

Definition. Die inverse Funktion von e* heiflt natirlicher Logarithmus und wird
mit In bezeichnet.

Somit fiir jedes y > 0 ist Iny durch die Identitét
y=e"<r=Iny

definiert. Nach Satz ist die Funktion y — Iny streng monoton steigend und
stetig auf (0, +00). Die Bildmenge von In ist R.
Da die Exponentialfunktion und Logarithmus invers sind, so erhalten wir, dass
fiir alle x € R gilt
Ine® =z

und fiir alle y > 0 gilt
ey = Y.

Es folgt, dass In1 =0 und lne = 1.

Der Graph der Funktion y — Iny

Die Funktion In erfiillt fiir alle a,b > 0 die Identitiit

In(ab) =lna+1Inb|,

da

Ina _Inb —

ab=e e lna+1na.

e

Fixieren wir ein @ > 0. Natiirlicher Logarithmus lisst uns die Potenzen a” fiir
alle z € R (und sogar = € C) definieren wie folgt:

la” = ehne] (6.8)

Die Funktion f (z) = a” heifit die Exponentialfunktion zur Basis a.
Die Funktion a” hat die folgenden Eigenschaften:

l.a'=adae™ =q,und a®* =1da e’ = 1.
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2. a*Y = a%a¥ da

T

a®a¥ = ezlnaeylna

_ e(:ery) Ina _ a:c+y‘

3. Fir n € Z stimmt die neue Definition von a” mit der friitheren induktiven
Definition (2.7 von a™ iiberein, was man genauso beweist, wie den Satz (d) .

4. Fiir x € R ist a” reell und positive, und die Funktion x — a” ist stetig auf R
als Komposition zweier stetigen Funktionen.

5 Ina®* =xIna.
6. Fiir alle z,y € R gilt
(a®)¥ = a™. (6.9)
da

x
(aa:)y _ eylna _ ey(zlna) _ 6(:ry)lna — g%,

Es folgt aus (6.9), dass fiir jedes n € N
@) =

d.h. die Zahl x = a'/" erfiillt die Gleichung 2" = a. Da die einzige positive Losung
von dieser Gleichung ist = {/a, so erhalten wir die Identitt

n

a=a'"

6.10 Inverse trigonometrische Funktionen

Betrachten wir die Funktion f () = cosx auf dem Intervall I = [0, 7]. Diese Funk-
tion ist stetig und streng monoton fallend, so dass die inverse Funktion f~! existiert
mit dem Definitionsbereich J = f (I) = [—1, 1] und der Bildmenge [0, 7]. Die Funk-
tion f~1 heifit Arkuscosinus und wird mit arccos bezeichnet. Der Definitionsbereich
von arccos ist das Intervall [—1, 1] und die Bildmenge ist [0, 7],

Funktionen cosz auf [0, 7] (rot) und sinz auf [—Z,Z] (blau).

Analog betrachten wir f (z) = sinz auf I = [-n/2,7/2]. Da f (z) auf diesem
Intervall streng monoton steigend ist und J = f (1) = [—1, 1], so existiert die inverse
Funktion f~! mit dem Definitionsbereich [—1, 1]. Die inverse Funktion von sin wird
mit arcsin bezeichnen und heifit Arkussinus. Der Definitionsbereich von arcsin ist

das Intervall [—1, 1] und die Bildmenge ist [—2, Z].
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Funktionen arcsin (blau) und arccos (rot)

Man kann beweisen, dass die Funktion f(x) = tanz im Intervall (—x/2,7/2)
streng monoton steigend ist und das Bild von tan gleich (—oo, +00) ist.

X L

Die inverse Funktion f~! heifit hat Arkustangens und wird mit arctan bezeichnet.
Der Definitionsbereich von arctan ist (—oo, +00) und die Bildmenge ist (—7/2, 7/2).
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arctan x

X L

6.11 * Bogenmafl

Jedes x € R bestimmt einen Winkel o mit 2z, = €. Der Wert x heifit das Bogenmaf
des Winkels . Zum Beispiel, fiir z = 0 haben wir

=1=2=0

so dass das Bogenmaf} des Winkels 0 die Zahl 0 ist. Fiir z = 7 gilt

e =—1= 2z,

so dass das Bogenmafl des Winkels 7 die Zahl 7 ist. Fiir x = 7/2 gilt

s .
ex’ =i=zz,

so dass das Bogenmaf} des Winkels /2 die Zahl 7/2 ist.

Allerdings gibt es zwei Probleme mit dem Begriff von Bogenmaf.

1. Warum gibt es fiir jeden Winkel a@ das Bogenmaf3?

2. Das Bogenmaf ist nicht eindeutig bestimmt: ist x das Bogenmaf} des Winkels
«, so ist auch z + 27k das Bogenmafl von « fiir jedes k € Z, da

ez(x+27rk) _ ezx€27rkz — % — Zar-
Hier losen wir diese Probleme.

Satz 6.11 (a) Fir jeden Winkel o gibt es das Bogenmaf$ x € [0,27) von «.
(b) Fiir jeden Winkel « ist das Bogenmaf$ x € [0,27) von « eindeutig bestimmit.
Ist y € R auch das Bogenmafl von o, so gilt y = x + 27k fiir ein k € Z.

Beweis. (a) Sei a ein Winkel und sei z, = a +ib d.h. a = cosa und b = sin . Ein
x € R ist das Bogenmaf von « falls e = z,, d.h.

cosx +isinx = a + b,

was dquivalent zu
cosr =a und sinz =b. (6.10)
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Die Zahlen a und b erfiillen die Bedingung
a? +b* =1. (6.11)

Wir beweisen, dass fiir beliebige a,b € R mit (6.11)) gibt es eine Losung = € [0, 27)
von (6.10)). Sei zunéichst b > 0. In diesem Fall hat (6.10) die Losung

x = arccosa € [0, 7.

In der Tat gilt cosz = a nach Definition von arccos. Da z € [0, 7], so gilt sinxz > 0,
woraus folgt

sing = V1 —cos?2z =V1—a2=0.
Sei b < 0. In diesem Fall schreiben wir (6.10) um wir folgt:
cos(—z) =a, sin(—x)= —b. (6.12)
Da —b > 0, so hat eine Losung
—I = arccos a
d.h.
r = —arccosa € [—7,0].

Dann erhalten wir auch die andere Losung
r = 27 — arccos a € [, 27].

In der Tat gilt = € [, 27) da im Fall © = 27 gilt sinx = 0 wobei b < 0. Somit haben
wir in allen Fillen eine Losung = € [0,27) von (6.10) gefunden.
(b) Sei y € [0,27) auch das Bogenmaf von «, d.h.

cosST = cosy, sinx = siny.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass © > y. Setzen
wir ¢t = x — y und bemerken, dass ¢ € [0,27) und

cost = cos(z —y) =cosxcosy +sinzrsiny = cos® x +sin®y = 1,

woraus folgt ¢ = 0, da cost den Wert 1 im Intervall [0, 27) nur an der Stelle t = 0
annimmt. Es folgt x = y so dass das Bogenma$ in [0, 27) eindeutig bestimmt ist.
Sei y jetzt das Bogenmafl von « aus R. Fiir k = [% € 7 gilt
Y Y

— <k<

1
2T 27T+ ’

woraus folgt

y —2rk € [0, 2m).
Da y — 27k auch das Bogenmafl von « ist und in [0,27) liegt, so erhalten wir
y — 2wk = x, was zu beweisen war. m

Ist das Bogenmafl von « gleich x Radiant, so definiert man das Gradmafl G von
a wie folgt:

G =180% ~ 57,29 - .
T
Insbesondere ist das Gradmafl des Winkels 7 gleich 180°.
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6.12 * Nullstellen von Polynomen

Hauptsatz 6.12 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom P (z) = ag+a1z+
o + an2™ von Grad n > 1 mit komplexwertigen Koeffizienten ag, ay, ..., a, # 0 hat
mindestens eine komplexe Nullstelle.

Beweis. Wir beweisen, dass die reellwertige Funktion z — |P (z)| eine Minimum-
stelle in C besitzt und der Wert des Minimums gleich 0 ist, woraus die Existenz
einer Nullstelle folgt. Bemerken wir zunéchst, dass

|P(2)] — oo fiir |z| — oo,

da
P(2) =anz" + an_12"t + ... +ag
ergibt
|P(2)] > lanz"| — |an_1z”_1| — ‘an_gzn_z} — ... — |ag
|an-1|  [an—2] |ao]
= |2"| <|a | — - — ..
" || Els |2["

~ Japz|" fiir |z] — oo,

und |a,z"| — oo fiir |z| — oo. Wihlen wir R > 0 so grof}, dass |P (2)| > |ao| fiir
alle |2| > R, und betrachten eine abgeschlossene Kugel in C = R?%:

K:=B(0,R)={z€C:|z| <R}.

Da die Funktion z +— |P (z)]| offensichtlich stetig ist, so nimmt die Funktion |P (z)]
den minimalen Wert in K an einer Stelle zy € K an. Dann gilt

|P (20)| < |P(0)| = |ao| < |P (2)] fiir alle z ¢ K.

Somit ist zy die Minimumstelle von |P (z)| nicht nur in K sondern auch in C.

Zeigen wir, dass |P (zp)| = 0. Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit nehmen wir
an, dass zp = 0 (sonst schreiben wir P (z) um als ein Polynom von (z — z5) und
dann z — 2y in z umbenennen). Nehmen wir das Gegenteil an, dass P (0) # 0, d.h.
ag # 0. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass ag = 1, d.h.

P(z)=14+az+ ... +a,z".

Zeigen wir die Existenz von einem z € C mit |P (2)| < |P (0)| = 1, was im Wider-
spruch zur Minimalitét von |P (0)| stehen wird. Sei & € {1,...,n} der minimale
Index mit a; # 0, so dass

P(2) =14 ap2" + ap1 2" 4 .+ a2
Jetzt wihlen wir z € C\ {0} so dass a;z" eine negative reelle Zahl ist, d.h.

arg (ax2") = m. (6.13)
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Da
arg (akzk) = arga, + karg 2,
so wird ((6.13)) erfiillt, vorausgesetzt

argz = %. (6.14)
Jetzt wihlen wir |z| so klein (aber nicht Null), dass
1
‘akzk‘ <1 und ‘akﬂzk“ + ...+ anz”} < 3 (6.15)

was moglich ist, dass
‘akﬂzk“ + .. F anz”‘ ‘akﬂz + .. F anz"_k|
|ayz"] ||

Fiir z wie in (6.14)) und (6.15) gilt

— 0 fiir |z] — 0.

1P(2)] < |1+ a2 + a2 + o+ an2”|

1
< }1 + akzk| + B ’akzk| (da azz" negativ ist)
1
= 1+ akzk — §akzk
1

= 14 —aq,2"

+ 2akz
< 1,

was zu beweisen war. ®

Sei P ein Polynom von Grad n > 1 mit komplexen Koeffizienten und seien
A1, ..., A, are verschiedene komplexe Nullstellen von P. Der Fundamentalsatz der
Algebra impliziert die folgende Faktorisierung

P(z)=clz=X\)" .. (z=N)" —CH (2 — )™, (6.16)

wobei ¢ € C\ {0} und my, € N (siche Aufgaben). Die Zahl m;, heifit die Vielfachheit
der Nullstelle A\. Es gilt auch
mi+...+m; =n.

Sei jetzt P (2) ein Polynom mit reellwertigen Koeffizienten. Dann fiir jede Nullstelle
A € C\ R mit Vielfachheit m ist auch die komplexe Konjugierte A eine Nullstelle
von P, und zwar mit gleicher Vielfachheit m. Insbesondere lassen sich die Faktoren

(z—=A)" und (z — X)m in gruppieren wie folgt:
((z= ) (= —X))m = (2 +pz+ q)m,

wobei p = — ()\ + X) und ¢ = M) reel sind. Somit erhalten wir aus 1D die folgende
reellwertige Faktorisierung

P =c[[G-m"T] *+piz+a)™,
t J
wobei r; alle reelle Nullstellen von P sind und jeder Faktor 2% 4+ pjz + ¢; zum Paar
A, A von konjugierten komplexwertigen Nullstellen von P entspricht.
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