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Chapter 1

Konstruktion von Maf3

13.10.21 Vorlesung 1

1.1 Begriff von Mafl

Wir bezeichnen immer mit M eine beliebige Menge, wenn nicht anders angegeben. Sie
heifit die Grundmenge. Ein Mengensystem in M ist eine Mengen von Teilmengen von M
d.h. eine Teilmenge der Potenzmenge P (M).

Definition. Sei S ein Mengensystem in M mit () € S. Eine Funktion p : S — [0, +00]
heiit endlich additiv wenn fiir alle endlichen Folgen {A},_, von disjunkten Mengen aus
S gilt

A= |Aes = u(d)=> n(A). (1.1)
k=1 k=1
Gilt (1.1) auch fiir n = oo (d.h. fiir Folgen {Ag};~,) so heiBt u o-additiv.

Die Funktion p heit ein endlich additives Maf$ (bzw o-additives Maf), wenn p () = 0
und g endlich additiv ist (bzw o-additiv).

Bemerken wir, dass endlich additives Maf3 nicht unbedingt o-additiv ist (siehe Aufgabe
6 fiir ein Beispiel dazu).

Die Lange von Intervallen in R. Sei I ein Intervall mit den Grenzen a < b, wobei
a,b € R, d.h. I ist eines von Intervallen (a,b), [a,b], [a,b), (a,b]. Die Lénge ¢ (I) wird wie
folgt definiert:

((I)=>b-a.

Diese Definition gilt auch fiir unbeschranktes Intervall I, d.h. wenn a = —oo oder b = +o0,
und ergibt ¢ (1) = co.
Lemma 1.1 Die Lange von Intervallen ist endlich additiv.

Spater beweisen wir, dass die Lange auch o-additiv ist.

Beweis. Fir miissen folgendes beweisen: ist ein Intervall I eine disjunkte Vereinigung
einer endlichen Folge {I;};_, von Intervallen, d.h.
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so gilt die Identitat

n

I =Y L(L).

k=1
Induktion nach n. Induktionsanfang: fiir n = 1 ist alles trivial. Induktionsschritt von
n — 1 to n. Seien a und b die Grenzen von I. Eines von Intervallen I, hat die Grenze b,
sei es I,,. Sei ¢ die linke Grenze von [,,. Dann ist die Differenz I \ I,, ein Intervall mit den
Grenzen a und c. Andererseits gilt

n—1
INIL, = |] I
k=1

Nach der Induktionsbehauptung gilt es

n—1

CINL) =) (1)

k=1

Da
t)y=b—a=0b—-c)+(c—a)=L(I,) +((I\1I,),

so folgt es, dass

was zu beweisen war. m

1.2 Ring, Algebra, Halbring

Sofern haben wir ein Mafl mit einem beliebigen Definitionsbereich S C P (M) definiert.
Aber es ist immer wiinschenwert, dass der Definitionsbereich S abgeschlossen beziiglich
der Mengenoperationen ist.

Ring.
Definition. Ein Mengensystem S in M heifit Ring (oder Mengenring) wenn

e S enthalt 0;

e ABeS = AUBeS

e ABeS=A\BeS.

Es folgt, dass auch der Durchschnitt AN B in S liegt, da
ANB=B\(B\A)e€S.

Somit ist ein Ring S abgeschlossen beziiglich Operationen N, U, \ mit endlichen Folgen
von Elementen von S.
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Beispiel. Triviale Beispiele von Ringen sind: S = {0}, S = {0, M}, S =P (M). Noch
ein Beispiel: das Mengensystem

S ={ACZ: Aist endlich} (1.2)

ist ein Ring. Das Mengensystem von allen Intervallen auf R ist kein Ring, da die Vere-
inigung zweier Intervallen nicht unbedingt ein Intervall ist.

Die abzahlbaren Vereinigung und Durchschnitt werden in den folgenden Definitionen
umgefasst.

Definition. Ein Ring S heiflit o-Ring wenn alle abzahlbaren Vereinigungen von Ele-
menten von S auch in S liegen; d.h.

ApeSfuralle k=1,2,... = U AL €S, (13)
k=1

Daraus folgt, dass auch abzéhlbare Durchschnitte (), Ay in S liegen. Um das zu
beweisen, betrachten wir die Vereinigung B = |J;—; Ay € S als eine Grundmenge. Da
alle Ay und somit auch A in B liegen, so erhalten wir nach der Formel von De Morgan

A = ((I]Ak)c:ijAg:U(B\Ak) €S

k

woraus folgt dass A= B\ A° € S.
Somit ist o-Ring abgeschlossen beziiglich abzahlbarer Vereinigungen und Durchschnitte.

Beispiel. Triviale Beispiele von o-Ringen sind: S = {0}, S = {0, M}, S = P (M).
Der Ring (1.2) ist kein o-Ring, da die abzéhlbare Vereinigung von endlichen Mengen
{1}.{2},{3},... unendlich ist.

Algebra.

Definition. Ein Ring S heifit Algebra (oder Mengenalgebra) wenn M € S. Ein o-Ring
S heilt o-Algebra wenn M € S.

Eine Algebra S ist somit abgeschlossen beziiglich der Mengenoperationen N, U, \ mit
endlichen Folgen von Elementen von S, und auch beziiglich der Operation von Komple-
ment da

AeS = A" =M\ A€S.

Eine dquivalente Definition von Algebra (bzw. o-Algebra) ist wie folgt.
Definition. Ein Mengensystem S in M heifit Algebra, wenn

e S enthalt 0);
e ABeS = AUBES;

e AcS = A°eb.
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Eine Algebra S heifit o-Algebra, wenn alle abzdhlbaren Vereinigungen von Elementen
von S auch in S liegen.

In der Tat, ist S eine Algebra im Sinn von zweiter Definition, so gilt fiir alle A, B € S
ANB=(A°UB%)€e€S und A\B=ANB‘eSs.

Offensichtlich enthalt S auch M da M = ()°. Somit ist die zweite Definition Aquivalent
zur ersten Definition von Algebra.

Beispiel. Die Mengensysteme S = {0, M} und S = P (M) sind o-Algebren, wihrend
S = {0} ist nicht. Der Ring

S ={ACZ: Aist endlich} (1.4)

aus (1.2) ist offensichtlich keine Algebra. Betrachten wir anstelle von (1.4) das folgende
Mengensystem:

S ={A CZ: entweder A ist endlich oder A ist endlich.}

Dann ist S eine Algebra aber nicht o-Algebra. Offensichtlich A € S ergibt A° € S und
) € S. Auch A, B € S ergibt AUB € S da im Fall von endlichen A, B auch AU B endlich

ist, und im Fall von endlichen A€ (oder B¢) es folgt aus
(AUB)" = A°N B C A,

dass (AU B)® auch endlich ist und somit AU B € S. Andererseits die abzéhlbare Vere-
inigung von endlichen Mengen {1},{3},{5},... ist unendlich, und ihres Komplement ist
auch unendlich. Somit ist S keine o-Algebra.

Halbring.
Definition. Ein Mengensystem S in M heifit ein Halbring wenn

e S enthalt ();
e ABeS = ANBEeS,

e A, BeS — A\ B ist eine endliche disjunkte Vereinigung von Elementen von S.

Jeder Ring ist offensichtlich ein Halbring.

Beispiel. Das Mengensystem von allen Intervallen in R ist ein Halbring. Offensichtlich
der Durchschnitt zweier Intervalle ist ein Intervall, und die Differenz zweier Intervalle
ist entweder ein Intervall oder eine disjunkte Vereinigung zweier Intervalle. Auch das
Mengensystem von allen rechts offenen Intervallen der Form [a,b) ist ein Halbring.

Das Mengensystem von allen Rechtecken der Form I x J C R? ist auch ein Halbring
(wobei I und J Intervalle sind), was spéter bewiesen wird.
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Symmetrische Differenz. Betrachten wir noch eine Mengenoperation.

Definition. Die symmetrische Differenz zweier Mengen A, B C M ist die Menge
AANB:=(A\B)U(B\A)=(AUB)\ (ANB).

(Das Symbol A ist der griechische Buchstabe ”Delta”).

Eine dquivalente Beschreibung von A A B: ein Element x € M liegt in A A B genau
dann, wenn z genau in einer der Mengen A, B liegt; d.h. entweder x € A und x ¢ B oder
r¢ Aund z € B,

Lemma 1.2 Die symmetrische Differenz hat die folgenden Figenschaften.

(a) ANB=BAA
(b) (AAB)AC=AA(BAC)
(

)
)
c) (AaB)NC=(AnC) A (BNC)
YAAD=Aund An A=

)

(d
(e) Fir alle Mengen Ay, Ay, By, By C M,

(Al * Ag) A (Bl * BQ) - (Al A Bl) U (AQ A B2>7 (15)

wobei x jede von den Operationen U, N, \ bezeichnet.

Beweis. Die Identititen (a) und (d) sind offensichtlich. Fiir die Beweise von (b) und (e)
siehe die Aufgaben 16 (b) bzw 10. Die Identitat (c) ist Distributivgesetz fiir N iiber A, und
es folgt aus den dhnlichen Distibutivgesetzen fiir N iber U und \. =

Die Eigenschaften (a)-(d) ergeben folgendes: ein Mengenring S ist auch ein kom-
mutativer Ring im algebraischen Sinn mit “Addition” A und “Multiplikation” N. Das
“Nullelement” ist (), und das “Negative” von A ist A. Die “Multiplikation” hat das
“Einheitselement” M da AN M = A.

1.3 Erweiterung eines Mafles von Halbring auf Ring

Behauptung. Ist {S,} eine nicht-leere Familie von Ringen (bzw o-Ringen), so ist S :=
N, Sa auch ein Ring (bzw o-Ring). Hier o ist ein Index, der ein Element einer beliebigen
Indexmenge ist.

Warnung. Der Durchschnitt [, S, ist eine Operation iiber Teilmengen von P (M) und
soll mit Operationen iiber Teilmengen von M nicht verwechselt werden.

Beweis. Sei x eine von Operationen U, \ for Teilmengen von M. Es ist gegeben, dass
jedes S, abgeschlossen beziiglich * ist. Daraus folgt, dass auch S abgeschlossen beziiglich
* ist, da fiir alle

A BeS=ABeS,=AxBeS,=AxB¢e€S.
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Auch ) € S da () € S, fiir alle . Somit erfiillt S die Definition von Ring. =

Definition. Fiir jedes Mengensystem S in M bezeichnen wir mit p (S) den Durchschnitt
von allen Ringen, die S umfassen.

Fiir jedes Mengensystem S gibt es immer einen Ring, der S umfasst, z.B. den Ring
P (M). Deshalb ist p(S) wohldefiniert, und nach der obigen Behauptung ist p(S) ein
Ring. Offensichtlich ist p(S) der kleinste Ring, der S umfasst. Das Mengensystem S
heifit der Erzeuger von p (S), und p (S) heifit der erzeugte Ring von S.

Der néchste Satz beschreibt den Ring p (S) wenn S ein Halbring ist.

Satz 1.3 Ist S ein Halbring, so besteht der Ring p(S) aus allen endlichen disjunkten
Vereinigungen von den Elementen von S.

Beispiel. Betrachten wir das Mengensystem S = {A, B} das aus zwei Teilmengen A, B
von M besteht. Wir behaupten, dass

p(S)={0, A, B, ANB, A\B, B\ A, AnB, AUB}=:R. (1.6)

Offensichtlich gilt R C p(S) da alle Elemente von R aus A und B durch Mengenopera-
tionen erhalten werden und somit in p (A) liegen. Beweisen wir die Inklusion p (S) C R.
Dafiir reicht es zu beweisen, dass R ein Ring ist, da nach Definition p (S) Teilmenge von
jedem Ring ist, der S umfasst. Man kann direkt nach der Definition von Ring iiberpriifen,
dass R ein Ring ist, aber dieser Argument ziemlich umstéandlich ist. Stattdessen betra-
chten wir noch ein Mengensystem

S'"={0, AnB, A\ B, B\ A},

dessen Elemente disjunkt sind. Dann ist S’ ein Halbring (Aufgabe 1). Nach dem Satz
1.3, p(5’) besteht aus (endlichen disjunkten) Vereinigungen von Elementen von S’. Man
kann leicht sehen, dass alle Vereinigungen von Elementen von S’ genau R ergeben:

(ANB)U(A\B) = A

(ANB)U(B\A) = B

(A\B)U(B\ A) AAB
(ANB)U(A\B)U(B\A) = AUB.

Somit erhalten wir p (S") = R, woraus folgt, dass R ein Ring ist, was zu beweisen war.

Beweis von dem Satz 1.3. Bezeichnen wir mit R das Mengensystem von endlichen
disjunkten Vereinigungen von Elementen von S, d.h.

R:{ﬂAk:AkES,nEN}. (1.7)

k=1
Wir miissen beweisen, dass R = p(S). Offensichtlich gilt R C p(S) da p(S) alle Ele-
menten | |;_, Ay aus (1.7) als ein Ring enthélt. Um die Inklusion p (S) C R zu beweisen,

so reicht es zu zeigen, dass R ein Ring ist: da S C R so gilt dann p (S) C R nach der
Definition von p (.5).
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Dass R ein Ring ist beweisen wir in einigen Schritten. Sind A und B Elemente von

R, so gilt
A= |_| Ak und B = |_| Bl
k=1 =1

mit A, B; € S und n,m € N.
Schritt 1. Fiir alle disjunkte A, B € R gilt AU B € R, da ALl B eine disjunkte

Vereinigung von allen A; und B; ist.
Schritt 2. Fir alle A,B € Rgilt ANB € R, da

ANB=](A:N B)
k.l

und A N B; € S nach Definition von Halbring.

15.10.21 Vorlesung 2

Schritt 3. Fiir alle A, B € R gilt A\ B € R. Wir haben

A\lezl(Ak\B%

und es reicht zu zeigen, dass Ay \ B € R (und dann Schritt 1). Dann gilt
A \NB=A\UB =N (A \ B).
I !

Nach Schritt 2, es reicht zu zeigen, dass A\ B; € R. Da A, B; € S und S ein Halbring ist,
so ist A\ B; eine endliche disjunkte Vereinigung von Elementen von S, woraus A\ B; € R
folgt.

Schritt 4. Fir alle A, B € R gilt AU B € R. Wir haben die Identitat

AUB = (A\B)J(B\A)LU(AN B),

wo alle Mengen A\ B, B\ A, AN B in R nach den Schritten 2 und 3 liegen. Nach Schritt
1 beschlieen wir, dass ihre disjunkte Vereinigung auch in R liegt.
Nach den Schritten 3 und 4 erhalten wir, dass R ein Ring ist, was zu beweisen war.

Satz 1.4 Seien S ein Halbring und p ein endlich additives Maf auf S.

(a) Es gibt genau ein endlich additives Mafl v auf dem Ring p (S), das eine Erweiterung
von p ist (d.h. v|g = ).

(b) Ist p o-additiv so ist v auch o-additiv.

Folglich, fir jedes o-additives Mafl p auf einem Halbring S gibt es eine eindeutige
Erweiterung v auf den Ring p (S) die auch o-additives Maf ist. In Anwendungen benutzt
man fiir das Mafl v die gleiche Notation pu.

Beispiel. Sei S der Halbring von allen Intervallen in R. Nach dem Satz 1.3 besteht der
Ring R = p(S) aus allen endlichen disjunkten Vereinigungen von Intervallen. Die Lénge
¢ auf S ist endliches Mafl und somit sie lasst sich auf R erweitern. Es is offensichtlich,

dass fiir jede Menge A = | |;_, I}, aus R (wobei I, € S) gilt £ (A) => 7, ¢ (Ix).
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Beweis. (a) Nach dem Satz 1.3, der Ring R = p (.S) besteht aus den Mengen

A=A (1.8)

wobei A € S und die Vereinigung endlich ist. Die Erweiterung v von p auf R ist eindeutig,
da es fiir jede Menge A aus (1.8) gilt

v(A4) = 3w () = Y n ().

k

Um die Existenz einer Erweiterung von p zu beweisen, definieren wir v (A) fiir jedes A
aus (1.8) mit

v (4) =7 (A, (19)

Zunéchst zeigen wir, dass v damit wohldefiniert ist, d.h. der Wert von v (A) unabhéingig
von der Wahl der Zerlegung A = | |, A;. ist. Gibt es eine andere endliche Zerlegung
A=, B mit B, € 9, so gilt fiir jedes k

Ar=A4NA=|](A.NB).
l

Da Ap N B; € S und p endlich additiv auf S ist, so erhalten wir

1 (Ay) :ZM(AkﬂBZ)-

Addieren alle p (Ay) ergibt

Analog haben wir

woraus folgt >, pu(Ax) = >, 1 (By).
Jetzt beweisen wir, dass die Funktion v auf R endlich additiv ist. Dafiir reicht es zu
beweisen, dass fiir beliebige zwei disjunkten Mengen A, B aus R gilt

v(AUB)=v(A)+v(B)

(und die gleiche Eigenschaft fiir disjunkte Vereinigung von n Mengen folgt per Induktion
nach n). Seien
A=|]Ax und B=|]|B,
k 1

mit Ag, B; € S. Dann ist AU B die disjunkte Vereinigung von allen Mengen A and B,
woraus folgt

v(AUB) = j(A) + S u(B) = v (A) +v(B).
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(b) Sei A = | |2, B, wobei A, B, € R. We miissen beweisen, dass fiir das Mafl v aus
(a) gilt

[ee]

v(A)=> v(B). (1.10)

=1
Es gelten die Zerlegungen A = | |, Ay und B; = ||, By, wobei {A;}, und {B,,},, die
endliche Folgen von Elementen von S sind. Nach Definition on v haben wir

Z,u Ar) und v(B) = Zu Bin) - (1.11)

Setzen wir
Crim = A N By,

und bemerken, dass Cy,,, € S. Wir haben
Ay = AN A=A | B =| |(AxN Bim) = |_|C,dm
lym Il,m

und
Bzm:BlmﬂAZBlmﬂLlAk:u (AN Bpy) = |_|Cklm-
k k

Da p o-additiv auf S ist, so erhalten wir
K) =D 1 (Cram)
Iym

und

Blm Z H Cklm .
Diese Identitdten zusammen mit (1.11) ergeben
= u(A) = 1 (Cum)
k k,lm

und

ZV(BZ) = ZZM(Bzm) = Z 1 (Crim) ,

! l m lm,k

woraus (1.10) folgt. m

1.4 Subadditivitat

Beweisen von o-Additivitat gegebener Funktion ist haufig eine schwierige Aufgabe, aber
ohne o-Additivitat funktioniert die Theorie von Lebesgue-Integration nicht. Betrachten
wir den Begriff von o-Subadditivitat, der haufig hilft die o-Additivitat zu beweisen.

Definition. Eine Funktion u : S — [0,+o0] heiit endlich subadditiv wenn fiir alle
endlichen Folgen {A;},_, von Mengen aus S gilt

—(AeS = () <> n(A. (112

k=1
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Gilt diese Eigenschaft auch fiir n = oo (d.h. fiir Folgen {A;}, ) so heifit p o-subadditiv.

Lemma 1.5 Seien S ein Halbring und p: S — [0, +00] eine Funktion auf S mit () =
0.

(a) Ist p endlich additiv so ist u endlich subadditiv. Ist p o-additiv so ist p o-subadditiv.
(b) Ist p endlich additiv und o-subadditiv so ist p o-additiv.

Beweis. In den beiden Punkten (a) und (b) ist p ein endlich additives Mafl. Nach den
Satz 1.4, p lasst sich auf den Ring R = p(S) erweitern, so dass die Erweiterung wieder
ein endlich additives Maf§ ist. Somit konnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit
annehmen, dass p auf dem Ring R definiert ist.

(a) Seien Ay und A die Mengen aus (1.12) wobei n endlich oder oo ist. Betrachten
wir die folgenden Mengen

Cl - A17 02 - A2 \ A17 ceeey Ck == Ak \ Ak,1 \ \ A17
Offensichtlich gilt C} € R und
A=|]C,.

k=1
Da p additiv auf R ist (endlich additiv wenn n € N und o-additiv wenn n = 00), so gilt

p(A) = u(Cy). (1.13)
k=1
Da C}y C Ay, so haben wir nach Aufgabe 2 dass p (Ck) < p(Ag). Somit folgt (1.12) aus

(1.13).
(b) Wir miissen beweisen, dass fiir Mengen A und Ay aus R,

A=A = p(A)=> n(A). (1.14)
k=1 k=1
Da p o-subadditiv ist, so haben wir
p(A) <Y p(Ap). (1.15)
k=1
Fiir jedes n € N gilt
AD |_| Ap.
k=1

Da | |;_, Ax € R, so erhalten wir nach der endlichen Additivitdt von p auf R, dass

Fir n — oo erhalten wir

was zusammen mit (1.15) ergibt (1.14). m
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1.5 Die Lange ist o-additiv

Mit Hilfe von dem Lemma 1.5 beweisen wir, dass die Lénge ¢ o-additiv ist.

Sei S das Mengensystem von allen Intervallen in R. Wir wissen, dass S ein Halbring
ist. Sei R = p(S) der von S erzeugte Ring, der aus den disjunkten Vereinigungen von
Intervallen besteht (Satz 1.3). Nach dem Satz 1.4, die Lange ¢ ldsst sich eindeutig auf R
als endlich additives Maf} erweitern.

Satz 1.6 Die Linge ( ist ein o-additives Maf auf dem Ring R = p(S).

Beweis. Da ¢(()) = ¢([0,0)) = 0, so miissen wir nur die o-Additivitdt von ¢ beweisen.
Nach dem Satz 1.4 reicht es zu beweisen, dass ¢ auf S o-additiv ist. Da ¢ nach dem
Lemma 1.1 endlich additiv ist, so reicht es nach dem Lemma 1.5 zu beweisen, dass ¢ auf
S o-subadditiv ist. Seien A, {A;};-, Intervalle aus S. Wir miissen folgendes beweisen:
gilt

A= A €S (1.16)

k=1

so gilt auch

N (117)
k=1

(der Fall n < oo folgt aus dem Fall n = oo, da man zur endlichen Folge {A;};_, unendlich
viele leere Intervalle zusetzen kann).

Ist ein Intervall von A, unbeschrénkt, dann gilt ¢ (Aj;) = oo und (1.17) ist offensichtlich
erfiillt. Jetzt nehmen wir an, dass alle Intervalle Ay beschrankt sind. Fiir ein € > 0 und
fiir jedes k wahlen wir ein offenes Intervall J, D A; such that

() < E(AD) + 5

Sei I ein beschrianktes abgeschlossenes Teilintervall von A. Da I mit der Folge {J;}
von offenen Intervallen tiberdeckt ist, so erhalten wir nach dem Satz von Heine-Borel
(Uberdeckungssatz), dass es eine endliche Teilitberdeckung {Ji,}\_, von I gibt, d.h.

=1
Es folgt, dass
(<3 <Y (Can + ﬁ) =S 0(A) +e
k=1 k=1 k=1
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Da ¢ (A) = sup; ¢ (I), so erhalten wir (1.17). m

Beispiel. Es gibt endlich additive Mafle, die nicht o-additiv sind. Betrachten wir auf der
Menge M = QQ das Mengensystem

S={INQ:Iist ein Intervall in R},

und definieren die Funktion p : S — [0,00] mit u (I NQ) = ¢(I). Dann ist g endlich
additives Mass, aber nicht o-additiv (siche Aufgabe 6).

1.6 AuBeres Maf3

Ab diesem Abschnitt bedeutet das Wort “Maf” immer “o-additives Maf3”.

Ein natiirlicher Definitionsbereich eines Mafles ist ein o-Ring, der beziiglich abzahlbarer
Vereinigungen und Schnitte abgeschlossen ist. Wir wissen schon, dass ein Maf3 sich von
Halbring auf einen Ring erweitern lasst. Jetzt erweitern wir weiter ein Maf§ von Ring auf
einen o-Ring. Dafiir benutzen wir den Begriff von duflerem Mafs.

Sei R ein Ring auf M und p: R — [0, +0o0] ein Maf.

Definition. Fiir jede Teilmenge A C M definieren wir das duflere Maf§ p* (A) mit

i (A) = inf{iu(Ak) . A, eRund AC | Ak}. (1.18)

k=1

D.h. wir betrachten alle Uberdeckungen von A mit den Folgen {Ag};~, von Ele-
menten von R und definieren p* (A) als das Infimum von allen Summen >, 11 (Ay) tiber
allen solchen Uberdeckungen. Existiert solche Uberdeckung nicht, so gilt nach Definition
p*(A) = +oo.

Wir betonen, dass das &ufiere Mafl kein Maf sein soll. Bemerken wir auch, dass p* (A)
fiir alle Teilmengen A C M definiert ist und von g und R bestimmt ist. Wir werden
das duBere Mafl p* benutzen, um eine Erweiterung von p auf einen o-Ring zu erstellen.
Zunachst beweisen wir einige Eigenschaften von p*.

Lemma 1.7
(a) (Monotonie) Fir alle Teilmengen A C B C M gilt p* (A) < u* (B).
(b) Fir alle A€ R gilt u* (A) = pu(A).

Beweis. (a) Sei {A;},_, eine Uberdeckung von B mit Elementen von R. Dann ist { A}
auch eine Uberdeckung von A, und nach (1.18) gilt

pA) £ 3 (Ay).

k=1

Daraus folgt, dass

p(A) Sinf{Zu(Ak):B c U Ak} =u (B).

k=1 k=1
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(b) Sei A € R. Die Folge {A;}72, = {A,0,0,...} ist eine Uberdeckung von A mit
Elementen von R, woraus folgt

p(A) S p(A) +p@) +p@)+...=pn(4). (1.19)

Andererseits, fiir jede Uberdeckung {A4;};>, von A mit Elementen von R erhalten wir
nach der o-Subadditivitat von pu, dass

p(A) <Y nl(An),
k=1
woraus £ (A) < p* (A) folgt. Vergleichen mit (1.19) ergibt p* (A) = u(A4). =

20.10.21 Vorlesung 3

Lemma 1.8 Das duflere Mafi u* ist o-subadditiv auf P (M).

Beweis. Wie miissen folgendes beweisen: fiir alle Teilmengen Aj von M und fiir

A=) A (1.20)
gilt
i (A) < S (). (1.21)

Gilt p* (Ay) = oo fiir ein Ay, so gilt offensichtlich auch (1.21). Sei p* (A4y) < oo fiir alle k.
Nach der Definition von p*, fiir jedes € > 0 und fiir jedes Ay gibt es eine Folge {Ag,} 7,
von Elementen von R mit

A € U Agn (1.22)

n=1
und
€

o (1.23)

D n(Ap) <t (Ay) +

n=1

Nach (1.20) und (1.22) haben wir

AC U A;m

kn=1

Da alle Ay, in R liegen, so erhalten wir nach Definition von p* (A) und (1.23), dass

PA) S D Ak = 303 () £ 3 (A e

Da € > 0 beliebig ist, so erhalten wir daraus (1.21). m
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Lemma 1.9 Fir alle Mengen A, B C M gilt

p(A) <p" (B)+p" (AL B). (1.24)

Beweis. Da
ACBU(A\B)CBU(AA B),

so folgt (1.24) aus der Monotonie und Subadditivitdt von p* (Lemmas 1.7 und 1.8):

p(A) <p" (BU(A A B)) <p™(B)+p" (AAB).

1.7 Erweiterung von endlichem Maf

Definition. Ein Mafl 1 auf ein Mengensystem S heifit endlich wenn p (A) < oo fiir alle
AesS.

Sei R eine Algebra und p ein endliches Mafl auf R. Die Endlichkeit vom g ist n diesem
Fall &quivalent zur Bedingung p (M) < 0o, da M € R.

Beispiel. Sei M ein beschranktes Intervall. Sei S der Halbring von allen Teilintervallen
von M. Dann R = p(95) ist eine Algebra da M € R, und die Lange ¢ mit dem Defini-
tionsbereich R ist ein endliches Maf.

Beispiel. Ein Maf i auf einer Algebra R heifit ein Wahrscheinlichkeitsmafl wenn pu (M) =
1. Offensichtlich ist p in diesem Fall ein endliches Maf.

Hier beschreiben wir ein Verfahren fiir Erweiterung eines endlichen Mafles i von einer
Algebra auf eine o-Algebra. Wir benutzen das dufleres Mafl p*, das in (1.18) definiert
wurde.

Definition. Eine Menge A C M heifit messbar (beziiglich R und p) wenn die folgende
Bedingung erfiillt ist: fiir jedes € > 0 gibt es ein B € R mit

W (AAB)<e. (1.25)

D.h., die Menge A ist messbar genau dann, wenn A mit den Mengen aus R beliebig
gut approximiert werden kann (im Sinn von (1.25)).

Hauptsatz 1.10 (Erweiterungssatz von Carathéodory 1) Sei R eine Algebra und p ein
endliches Maf auf R. Sei T das Mengensystem von allen messbaren Teilmengen von M.
Es gilt folgendes.

(a) T ist eine o-Algebra, die R umfasst.

(b) Die Einschrankung von p* auf T ist ein Maf, das eine Erweiterung von u ist (d.h.
| ist ein Mafl und p*|gp = p)

(c) Seien X eine o-Algebra mit R C X C T und v ein Maf$ auf ¥, das p erweitert.
Dann gilt v = p* auf X, (d.h. v|g = p= v = u*ls).
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Somit lésst sich das Mass p auf o-Algebra 7 erweitern, und diese Erweiterung ist
eindeutig bestimmt, und zwar nicht nur auf 7 sondern auch auf jeder o-Algebra ¥ C 7.

Definition. Fiir jedes Mengensystem S in M bezeichnen wir mit o (S) den Durchschnitt
von allen o-Ringen, die S umfassen. Das Mengensystem S heifit der Erzeuger von o (S),
und o (S) heifit der von S erzeugte o-Ring.

Offensichtlich ist o (S) der kleinster o-Ring, der S umfasst. Ist S eine Algebra, so ist
o (S) eine o-Algebra.
Definition. Die o-Algebra 7 aus dem Satz 1.10 wird mit @ (R, i) (oder @ (R)) bezeichnet.

Es gilt nach Definition, dass
RCco(R)CdT(R).

Es folgt nach dem Satz 1.10, dass p sich auf o (R) eindeutig erweitern lésst. Die Er-
weiterung von p auf o (R) oder @ (R) wird hdufig auch mit p bezeichnet.

Beispiel. Sei M ein beschranktes Intervall. Bezeichnen wir mit S das Mengensystem von
allen Teilintervallen von M, und setzen R = p (S), d.h. R besteht aus endlichen disjunkten
Vereinigungen von Teilintervallen von M (cf. Satz 1.4). Dann ist R eine Algebra, und
die Lange ¢ ist ein endliches Mafl auf R. Nach dem Satz 1.10 lasst ¢ sich zum Maf} auf
0 (R) erweitern. Dieses Maf} heifit das Lebesgue-Mafi auf M und wird mit A bezeichnet.
Die o-Algebra @ (R) heifit die Lebesgue-o-Algebra auf M, und die Elemente davon heiflen
Lebesque-messbare Mengen. Die o-Algebra o (R) (d.h. die kleinste o-Algebra die alle
Teilintervalle von M umfasst) heifit die Borel-o-Algebra auf M, und die Elemente davon
heiflen Borel-messbare Mengen oder einfach Borel-Mengen.

Versuchen wir die Borel-o-Algebra o (R) zu beschreiben. Man kann vermuten, dass
o (R) aus den abzéhlbaren Vereinigungen von Intervallen besteht, aber das ist nicht der
Fall wie man aus dem folgenden Beispiel sieht. Betrachten wir die Cantor-Menge

C:= () Cn
n=1

wobei {C,,} eine monoton fallende Folge von Teilmengen von [0, 1] ist, die induktiv wie
folgt definiert werden:

1. Cl - [0, 1]

2. (5 erhélt man von C] indem man aus C; das offene mittlere Drittel entfernt, d.h.

G = 0.1 (1) = DA U3

3. (3 erhilt man von C5 indem man aus jedem Intervall von C5 das offene mittlere
Drittel entfernt, d.h.

G = G\ (5:5)
2

USW.
Offensichtlich liegt C' in o (R) da alle C,, in R liegen. Man kann auch die folgenden
Eigenschaften von C' beweisen (siehe Aufgaben 20,21).
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(i) C fasst kein offenes Intervall um (aufier ().

(17) C ist iiberabzéahlbar.

Daraus folgt, dass die Cantor-Menge keine Vereinigung von Intervallen ist.

Es gibt keine einfache explizite Beschreibung von o (R). In meisten Anwendungen
braucht man allerdings keine explizite Beschreibung von o (R) — es reicht nur zu wissen,
dass o (R) reichend groB ist: o (R) fasst alle Intervalle um und ist abgeschlossen beziiglich
der abzahlbaren Vereinigungen und Schnitte.

Es gibt allerdings ein induktives Verfahren fiir Erstellen o (R) aus R. Bezeichnen wir
mit R, das Mengensystem von allen abzahlbaren Vereinigungen von Elementen von R,
so dass R C R, C 0 (R). Bezeichnen mit R,s das Mengensystem von allen abzdhlbaren
Durchschnitten von Elementen von R, so dass

RC R, C Rys Co(R).

Dann definiert man analog R,ss, Rosos, Usw. Damit erhalten wir eine monoton steigende
Folge von Mengensystemen, die alle Teilmengen von o (R) sind. Man kénnte hoffen, dass
die Vereinigung von allen R, R,s5, Ryss, --- gleich o (R) ist, aber das ist auch nicht der Fall.
Um ganzes o (R) zu erhalten, muss man dieses Verfahren berabzihlbar oft benutzen und
zwar mit Hilfe von transfiniter Induktion. Das ist allerdings auflerhalb des Rahmens von
diesem Vorlesungskurs.

Beweis von Satz 1.10. Wir betrachten ein endliches Maf§ p auf einer o-Algebra R
und das entsprechende duflere Maf§ p*. Die Gleichheit p*|g = g wurde in Lemma 1.7
bewiesen. Die anderen Aussagen werden in einer Reihe von vier Behauptungen bewiesen.
Wie frither, 7 ist das Mengensystem von allen messbaren Teilmengen von M, d.h.

AeT &Ve>0 dB€ Rmit " (A A B) <e.

Behauptung 1. 7 ist eine Algebra, die R umfasst.
Jedes A € R ist messbar da

pr(AaA)=p (0)=pn®) =0,

wobei p* (0) = (@) nach @ € R gilt. Somit gilt die Inklusion R C 7. Insbesondere ()
und M liegen in 7. Eine Folgerung davon ist, dass p* (A) < oo fiir alle A C M, da

p(A) < pt (M) = p (M) < oo,

Jetzt beweisen wir, dass 7 ein Ring ist, d.h. fiir alle Ay, Ay € 7T gilt AyUAs; € 7 und

Ay \ A € T. Nach der Definition der Messbarkeit fiir jedes £ > 0 existieren die Mengen
Bl, B2 € R mit

,u* (Al A Bl) < ¢ und ,u* (A2 A Bg) < E. (126)

Bezeichnen wir

A:A1UA2 und B:BlL_JBQ
Dann B € R und es gilt nach Lemma 1.2

AABC(AlABl)U(AgABQ).
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Da p* monoton und subadditiv ist (Lemmas 1.7 und 1.8), so erhalten wir
,U,;’< (A A B) S /JJ* (Al A Bl) + /ub* (AQ A BQ) < 28, (127)

woraus die Messbarkeit von A = Ay U A, folgt.
Genauso beweist man die Messbarkeit von A; \ As.

Behauptung 2. p* ist o-additiv auf T d.h. p*| 7 ist ein Map.
In den Argumenten unterhalb benutzen wir haufig Lemma 1.9: fiir alle A, B C M
pr(B) < pt(A)+p" (Aa B) und p*(A) <p” (B)+p" (A s B), (1.28)

woraus folgt, dass
W (A) —p* (B) < p" (Ao B).

Da T eine Algebra ist und p* o-subadditiv nach Lemma 1.8 ist, so reicht es nach Lemma
1.5 zu beweisen, dass p*| 7 endlich additiv ist, d.h. fiir alle disjunkten Mengen Ay, Ay € 7

und fir
A - Al L AQ

gilt

p'(A) = p (Ar) + p* (Az).
Da p* subadditiv ist, es gilt

pr(A) < pt(Ar) + " (As)
und es bleibt zu beweisen, dass

pt(A) = pt (Ar) + p" (Az) (1.29)
Fiir jedes ¢ > 0 wihlen wir die Mengen Bj, By € R mit (1.26) und setzen

B = Bl U B2 S R.

Da nach (1.27)
p (A A B) < 2e,

so erhalten wir nach (1.28)
W (A) = (B) — 1 (A & B) > u* (B) — 22 = ju(B) — 2=, (1.30)
Andererseits, nach (1.26) gilt

pt (Ar) + 4 (As) (1" (Br) + p" (Ar & By)) + (0" (Ba2) + p* (A2 A By))

<

< (W (B) +e) + (0 (By) +¢) = p(By) + pu(Bs) +2¢. (1.31)

Jetzt vergleichen wir p (B) und p(B;) 4+ p(B2). Da p auf R additiv ist, so haben wir
p(B) = pu(BirUBs) = p(Bi) + p(Bs2) = p(BiN By). (1.32)

(Aufgabe 3). Nach Lemma 1.2 und A; N Ay = () erhalten wir

BiNBy=(A1NAy) A(BiNBy) C (A ABy)U(Ay A By),
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und mit Hilfe von Subadditivitdt von p* und (1.27)
w(BiNBy)=pu" (BiNBy) <™ (A A By) +u' (Ay A By) < 2e. (1.33)
Es folgt aus (1.32) und (1.33), dass
p(B) = p(Br) + p(B) — 2,

und aus (1.31), dass
0 (B) > 1 (A1) + i (Ay) — de.

Einsetzen in (1.30) ergibt
pr(A) 2 (Ay) + i (Ag) — Ge.

Da € > 0 beliebig ist, so erhalten wir (1.29).
Behauptung 3. 7 ist o-Algebra.

Sei {A,.},~, eine Folge von messbaren Mengen. Wir miissen beweisen, dass die Menge
A= A,
n=1

auch messbar ist. Setzen wir
A=A, und A, = A, \ A1\ ...\ 4 firn>2
und bemerken, dass
1. gn ist messbar, da 7 eine Algebra ist;

2. die Folge {Zn} ist disjunkt und es gilt A=1| |7, A,.

Wir benennen A, in A, um, und somit konnen voraussetzen, dass die Folge {A,}
disjunkt ist. Wir miissen beweisen, dass A =| |~ | A, messbar ist, d.h. Ve > 03B € R
mit

pw(AAB)<e. (1.34)
Fiir ein N € N (das spiter abhéngig von e gewdhlt werden wird) betrachten wir die
Mengen

N e’}
A= ] A, und A= || A, (1.35)
n=1 n=N-+1

Da 7 eine Algebra ist, so gilt A’ € 7. Somit existiert ein B € R mit
w* (A" A B) <e/2.

Wir werden zeigen, dass auch (1.34) mit diesem B gilt, vorausgesetzt, dass NN reichend
grof} ist.
Um N zu wahlen, bemerken wir zunachst, dass fiir jedes m € N gilt
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woraus folgt
w )z ((1a,) = Yow ),
n= n=1

da p* ein Mafl auf 7 ist. Fiir m — oo erhalten wir

STt (A) <t (4) < .

Somit ist die Reihe Y >, p* (A,) konvergent. Es folgt, dass es ein N € N gibt mit

[e.9]

> (A <e/2.

n=N+1

Dieses N benutzen wir in Definition (1.35) von A’ und A”. Nach o-Subadditivitiat von p*
erhalten wir daraus, dass

o0

pATY S YD () <ef2

n=N+1
Anwendung von Inklusion (1.5) aus Lemma 1.2 fiir die Mengen A’, A”, B, () ergibt
AAB=(AUA"YA(BUD)C(AAB)UA"AD)=(A AB)UA",

woraus folgt
W (AaB)<u (AAB)+p (A")<e/2+¢e/2=c¢,

was zu beweisen war.

22.10.21 Vorlesung 4

Behauptung 4. Eindeutigkeit. Sei % eine o-Algebra mit R C X C 7. Sei v ein Mafs
auf X mit v|gr = p. Dann gilt v = p*|s.

Wir miissen beweisen, dass v (A) = p* (A) fiir alle A € 3. Nach Definition von p*
haben wir

n=1

,u*(A):inf{Zu(An):AneRundAC U A, }
n=1

Nach der o-Subadditivitdt von v erhalten wir fiir jede solche Folge {A,}, dass

V(A <3 0 (A =3 n(A).
n=1 n=1
Anwenden von inf iiber alle Folgen {4, } ergibt
v (A4) < g (4). (1.36)

Jetzt beweisen wir, dass

1 (A) < v(A), (1.37)
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Da A € T, so gibt es fiir jedes € > 0 ein B € R mit
pw(AAB)<e. (1.38)

Nach der Voraussetzung v|gr = p und nach Lemma 1.7 gilt

Nach (1.28) und (1.38) gilt
(A <p (B)+p (AAB)<v(B)+e. (1.39)
Da v auch subadditiv ist, A, B € ¥ und
BCAU(A A B)

(wie im Beweis von Lemma 1.9), so erhalten wir

v(B)<v(A)+v(AAB)<v(A)+u (AAB)<v(A) +e, (1.40)
wo wir auch (1.36) und (1.38) benutzt haben. Es folgt aus (1.39) und (1.40) dass

p(A) <v(A)+ 2e.

Fiir ¢ — 0 erhalten wir (1.37), was zu beweisen war. m

1.8 Erweiterung von c-endlichem Maf3

Hier verallgemeinern wir den Satz 1.10 auf bestimmten unendlichen Maflen.

Definition. Ein Mafl y : S — [0, 00] auf einem Mengensystem S heifit o-endlich wenn
es eine Folge {By},-, von Elementen von S gibt mit

wu(Bg) <oo und M = |J By, (1.41)
k=1

d.h. wenn M eine abzahlbare Vereinigung von Elementen von S mit endlichen Maflen ist.

Ein endliches Mafl p auf einer Algebra ist auch o-endlich da in diesem Fall p (M) < oc.
Beispiel. Die Lange ¢ auf das Mengensystem S von allen Intervallen in R ist o-endlich,
da die obige Definition mit By, = [k, k| erfiillt ist (da ¢ (By) < o0).

Sei jetzt R ein Ring auf M und p: R — [0, 00] ein o-endliches Mafl. Wir besprechen
ein Verfahren von Erweiterung von p auf einen o-Ring.

Sei {By},—, eine Folge von Elementen von R mit (1.41) mit die nach Definition von
o-Endlichkeit von p existiert. Ersetzen wir die Mengen Bj durch die disjunkten Mengen

By =B, By=DBy\Bi, ..., By=B;\ Bi_1\ Bro\ ..\ Bi, ...

die auch in R liegen und auch die Eigenschaften (1.41) erfiillen, d.h.

1(By) < oo und M = || By.
k=1
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Somit kénnen wir Ek in By umbenennen und ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an-
nehmen, dass alle By disjunkt sind, d.h.

M= ] B. (1.42)

k=1

Zum Beispiel, R ist eine disjunkte Vereinigung von den beschrankten Intervallen [k, k+1),
ke Z.
Fiir jedes B € R definieren wir das Mengensystem Rp in B mit

Ry=RNP[B)={AcR:AC B}.

Das Mengensystem Rp heifit die Restriktion von R auf B (wobei B als eine neue Grund-
menge betrachtet wird). Offensichtlich ist Rp ein Ring als Durchschnitt zweier Ringen R
und P (B); dariiber hinaus ist Rp eine Algebra, da B € Rp.

Gilt 4 (B) < 00, 80 ist pup := g, ein endliches Mafi auf der Algebra Rg. Nach den
Satz 1.10 beschlielen wir folgendes: das Mal up lasst sich eindeutig auf ein endliches
MaB v erweitern, und der Definitionsbereich von vg ist die o-Algebra

T =7 (RB, ip)

von allen messbaren Teilmengen von B. Wir werden die Mafle v benutzen, um eine
Erweiterung von dem Maf3 1 zu erstellen.

Beispiel. Sei M = R und B ist ein beschréanktes Intervall. Die Lange ¢ auf B lasst sich
auf das Lebesgue-Mafl \p erweitern, das auf der o-Algebra 75 von messbaren Teilmengen
von B definiert ist. Unsere Aufgabe ist jetzt mit Hilfe von \g ein Mafi A auf R zu erstellen.

Definition. Eine Menge A C M heifit messbar (beziiglich g und R) wenn fiir alle B € R
mit p (B) < oo gilt
ANBe Ty (1.43)

Lemma 1.11 (a) Sei A eine Teilmenge von By N By, wobei B; € R und p (B;) < oo fiir
1 =1,2. Dann gilt

b, (A) = i, (4). (1.44)
Folglich gilt die Aquivalenz
Ae Tp & Ae Tp, (1.45)
(b) Angenommen sei
M= |°j1 B, (1.46)

wobei By, € R und pu(By) < co. Dann eine Teilmenge A C M ist messbar genau dann,
wenn

ANDBy € Tp, fur alle k.
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Beweis. (a) Nach Definition von p} gilt es fiir jedes A C By N B,

i, (A) = inf { S w(A): Ay € Ry, and A |J An} , (1.47)
n=1 —

n=1

wobei wir benutzt haben, dass pp, (A,) = p(A,). Fiir eine Folge {A,} wie in (1.47)
setzen wir

Al = A, N By.
Dann gilt A, € Rp, (da A, N By € Rund A, N By C By) and

AC (U An) NBy= | A).
n=1 n=1
Nach Definition von pj, (A) gilt

i, (A) < 20 p(An) < 30 4 (An).
Vergleich mit (1.47) zeigt, dass

g, (A) < pp, (A).

Analog gilt die umgekehrte Ungleichung, woraus (1.44) folgt.
Beweisen wir jetzt (1.45). Sei A € 7Tp,, d.h. fiir jedes € > 0 existiert C' € Rp, mit

pp, (AnC) <e.

Setzen wir

C'=CNBhB,
so dass C" € Rp,, und zeigen, dass
g, (AL C') <e,
woraus A € Tp, folgen wird. Wir haben
ANC'=AN(CNBy)=(ANB)NC=ANC,
und
ANC' =(AUC)\(ANC)Cc(AUC)\(ANnC)=AArC

woraus folgt
iy (A8 C') = i, (A D C) < iy (A C) <.

was zu beweisen war.
(b) We miissen beweisen, dass

ANBye Tp firallek < ANB e Tpfiralle B e Rmit u(B) < oo.

Die Implikation “<" ist trivial, so wir beweisen die Implikation “=-". Fir beliebige
Teilmenge A von M gilt

AmB:D(AmB)mBk:D(AmBk)m(BmBk). (1.48)

k=1 k=1
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Nach Voraussetzung gilt AN By, € 7Tp, fir alle k. Da B, B, € R, so gilt BN By, € Rp,
und somit BN By € Tp,. Es folgt, dass

(ANBy)N (BN By) € Tp,.

Da AN BN By, eine Teilmenge von B N By, ist und in 7p, liegt, so erhalten wir nach (a),
dass sie auch 7p liegt. Da 7p eine o-Algebra ist, so folgt es aus (1.48) dass AN B € 7.
n

Bemerkung. In Abschnitt 1.7 haben wir eine Definition von messbaren Mengen im Fall
von einem endlichen Mafl p auf einer Algebra R gegeben. In diesem Fall stimmt die
Definition von dem Abschnitt 1.7 mit der neuen Definition (1.43) von Messbarkeit tiberein.
In der Tat, wenn pu auf einer Algebra R definiert ist und endlich ist, so wahlen wir in der
Darstellung (1.46) B; = M und By =  fir £ > 2. Dann bedeutet die Aussage von
Lemma 1.11(b) dass A C M messbar im neuen Sinn genau dann ist wenn A € 73, d.h.
wenn A messbar im Sinn von dem Abschnitt 1.7 ist.

Definition. Fixieren wie eine Folge { By} wie in Lemma 1.11(b) . For jede messbare Menge
A C M setzen wir

v(A):=> vp (ANBy). (1.49)
k
M:f_o[ By
k=1
AN By
/ //

Bi B, Bs By

Hauptsatz 1.12 (Erweiterungssatz von Carathéodory I1) Sei p ein o-endliches Maf$ auf
einem Ring R. Bezeichnen wir mit T das Mengensystem von allen (beziiglich R und )
messbaren Teilmengen von M. Dann folgendes gilt.

(a) T ist eine o-Algebra, die R umfasst.

(b) Die von (1.49) definierte Funktion v ist ein Maf$ auf T, das eine Erweiterung von
poist (d-h. vig = p).
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(c) Sei 3 eine o-Algebra mit R C X C T und 7 ein Maf$ auf 2, das eine Erweiterung
von i ist. Dann gilt T = v auf 2.

Somit existiert genau eine Erweiterung von p auf 3. Insbesondere ist die Definition
(1.49) von v unabhéngig von der Wahl der Zerlegung {By}. Bemerken wir auch, dass v
offensichtlich o-endlich ist, als eine Erweiterung von pu.

Die o-Algebra T wird mit & (R, ) oder einfach mit & (R) bezeichnet. Offensichtlich
gelten die Inklusionen

RCo(R)CT(R).
Es folgt aus dem Satz 1.12, dass es genau eine Erweiterung von p auf o (R) gibt.

Beweis. (a) Nach Definition haben wir
Ae T ANB e Tp fir alle B € R mit p(B) < oo.

Fiir jedes A € R ist diese Bedingung erfiillt da AN B € R und somit ANB € Rg. Folglich
git RC 7.

Sei {An}szl eine endliche oder abzahlbare Folge von messbaren Mengen. Beweisen
wir, dass auch

messbar ist. Wir haben N
ANnB= | (A,.NB) e Tp

n=1
da 7p eine o-Algebra ist und A, N B € 75 nach der Messbarkeit von A,,. Somit gilt auch
Ae T.
Fiir messbare Mengen Ay, Ay € T ist A = A; \ Ay auch messbar, da

ANB= (A NB)\(ANB) e Tp.

Auch M ist messbar da
MNB=Be¢ Tg.

Somit ist 7 eine o-Algebra.

27.10.21 Vorlesung 5

(b) Zeigen wir zunédchst, dass v|g = p, d.h. v (A) = p(A) fur alle A € R. Sei {B}}
eine Folge aus (1.42). Fiir jedes A € R gelten

ANB, e R und AN B;, C By,

woraus folgt
AN By € Rp,.

Da
A=](ANBy),
2

so erhalten wir

v(A) =S v, (ANB) = pp, (ANB) = S u(AN B = u(4).

k k
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wobei wir die Definitionen von v, v, und pp,benutzt haben.
Beweisen wir jetzt, dass v ein Maf} ist. Die Bedingung v () = 0 folgt offensichtlich aus
(1.49). Zeigen wir, dass v o-additiv ist. Sei A = |_|T]:[:1 A, mit A, € 7 und N € NU{oo}.

M=]] B,
1
|~
/
| — .
/ .
T 7 h
.. | — A
/ /
e
B, B, Bj By

Wir miissen beweisen, dass

v(A)=> v(A). (1.50)

Wir haben

was zu beweisen war.
(¢) Sei T noch ein MaB auf einer o-Algebra ¥ mit

RcXcT,
und nehmen wir an, dass 7 = p auf R. Beweisen wir, dass 7 = v auf X. Setzen wir

Yp, =XNP(By) ={A€X:AC By}
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und bemerken, dass ¥ p, eine o-Algebra auf der Grundmenge Bj, ist und
RBk C ZBk C TBk-

Da 7= pu = ppg,_auf Rp,, so erhalten wir nach dem Satz 1.10, dass 7 = vp, auf Xp,.
Fiir jedes A € ¥ haben wir AN By, € ¥p, und

A=[](ANBy)

woraus folgt

was zu beweisen war. ®

Betrachten wir wieder den Halbring S von allen beschrinkten Intervallen in R und die
Léange ¢ auf S. Nach dem Satz 1.6 ist ¢ ein Maf} auf dem Ring R = p (5) . Dieses Ma#f ist
o-endlich, da

R= Uk k+1) (1.51)

keZ

und ¢ ([k,k + 1)) < oo. Nach dem Satz 1.12 gibt es eine eindeutige Erweiterung von ¢ auf
ein Maf3 A auf der o-Algebra von messbaren Teilmengen von R.

Definition. Das Maf§ A\ heifit das Lebesgue-Mafl auf R. Die o-Algebra von messbaren Teil-
mengen von R heifit die Lebesgue-o-Algebra auf R und wird mit M = M (R) bezeichnet.
Die Elemente von M heiflen (Lebesgue-)messbare Mengen.

Definition. Die von S erzeugte o-Algebra o (S) heifit die Borel-o-Algebra auf R und
wird auch mit B = B (R) bezeichnet. Die Elemente von B heiflen Borel-messbare Mengen
oder einfach Borel-Mengen.

Somit haben wir Inklusionen

SCRcCBcCM.

Beispiel. Die Cantor Menge C' C [0, 1] ist eine Borel-Menge und somit auch Lebesgue-
messbar. Da ¢* (C') = 0 (sieche Aufgabe 20), es folgt, dass A (C') = 0.

1.9 Regulares Mafl in einem metrischen Raum

Sei M ein metrischer Raum.

Definition. Sei S ein Halbring in M. Ein endlich additives Mafl p : S — [0, 00) heifit
requldr wenn die folgende Bedingung erfiillt ist: fiir jedes A € S und jedes € > 0 gibt es
eine kompakte Menge K € S und eine offene Menge U € S so dass

KCcACU und p(U) <p(K)+e. (1.52)
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Beispiel. Sei S ein Halbring von allen beschrankten Intervallen in R. Dann ist die Lange
¢ auf S regulér: fiir jedes beschranktes Intervall I und fiir jedes € > 0 gibt es offensichtlich
ein abgeschlossenes Intervall K C I und offenes Intervall U D I mit

((U) < E(K) +e.

Satz 1.13 Ist u: S — [0,00) ein endlich additives requlires Maf auf einem Halbring S,
so st p auch o-additiv.

Beweis. Erweitern wir zuerst das Mafl p auf den Ring R = p (S). Nach dem Satz 1.4,
w ist endlich additiv auf R. Zeigen wir, dass p auch regular auf R ist. Jedes A € R ist
eine endliche disjunkte Vereinigung | |;'_, Aj von Elementen Ay von S. Gegeben sei ¢ > 0.
Wiéhlen wir fiir jedes Ay eine kompakte Menge K € S und eine offene Menge U € S mit

Ko C Ay C Uy and p(Uy) < p(Ky) + %

Dann ist die Menge K :=| |, K} kompakt und die Menge U = |J, Uy, — offen, die beiden
gehoren zu R, und es gelten
KcAcCU

und
n n c n
() <Y nU) £ () + =) = D) +e = (K) +=.
k=1 k=1 k=1
Somit ist p regular und endlich additiv auf dem Ring R.

Nach Lemma 1.5(b), um zu beweisen, dass p o-additiv ist, reicht es zu beweisen, dass
p o-subadditiv ist. Set

wobei A und Ay Elemente von R sind. We miissen beweisen, dass

p(A) < u(Ay). (1.53)

k=1

Fiir jedes € > 0 gibt es eine kompakte Menge K € R so dass
KCcA und p(A) <p(K)+e.

Auch fiir jeden Index k gibt es eine offene Menge Uy € R so dass

Die Familie {Uy},_, ist eine offene Uberdeckung von K. Nach der Kompaktheit von
K gibt es eine endliche Teilitberdeckung {Uy},_, von K. Da p endlich subadditiv ist
(Lemma 1.5(a)), so erhalten wir

n

p(E) <Y pU) <) u(Us),

k=1
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woraus folgt

p(A) < (K +€<€+Zu (Uy) <e+Z( 2k>—2€+2/x (Ay).

Da e > 0 beliebig ist, so erhalten wir (1.53), was zu beweisen war. =

Beispiel. Sei S wieder ein Halbring von allen beschrankten Intervallen in R. Die Lénge ¢
auf S ist endlich additiv nach dem Lemma 1.1. Da ¢ auch regulér ist, so erhalten wir nach
dem Satz 1.13 dass ¢ auch o-additiv ist. Diese Aussage wurde auch im Satz 1.6 bewiesen.
Der Beweis des Satzes 1.6 verwendete auch die Idee von Approximation von beliebigen
Intervallen mit kompakten und offenen Intervallen.

1.10 Produktmaifl

Wir benutzen die Theorie von Maflerweiterung um das Lebesgue-Mafl in R™ zu definieren.
Dafiir brauchen wir auch den Begriff von Produktmafs.

Seien M; und M, zwei beliebige Grundmengen und 57, So Mengensysteme in M; bzw
M,. Betrachten wir das Produkt zweier Mengen M; und Ms:

M = M; x My :={(x,y): x € M1,y € My}
und das Produkt zweier Mengensysteme S; und S, wie folgt:
S=5 xS ={AxB:AeS,BeS},
wobei A x B eine Teilmenge von M ist:
AxB={(z,y) e M :zx€ Ay € B}.

Somit ist S ein Mengensystem in M.

Beispiel. Seien M; = M, = R und S; = S5 das Mengensystem von allen beschrankten
Intervallen in R. Dann M = R? und S ist das Mengensystem von allen beschrinkten
Rechtecken in R2.

Satz 1.14 Sind S, und Ss Halbringe, so ist auch S; x Sy ein Halbring.

Beweis. Siehe Aufgabe 9. =

Das Produkt zweier Ringe ist nicht immer ein Ring, z.B. P (R) x P (R) ist kein Ring.

Definition. Seien S; und Sy zwei Halbringe. Sei p,; ein endlich additives Maf} auf .S; fiir
¢ = 1,2. Definieren wir das Produktmaf p = pq X p, auf dem Halbring S = S; x Sy wie
folgt: fiir A € S; und B € S, setzen wir

1(AX B) = py (A) py (B).

Flr unbestimmten Ausdruck 0 - co benutzen wir die Konvention: 0 - oo = 0.
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Satz 1.15 Unter den oben genannten Bedingungen ist das Produktmaf§ p ein endlich
additives Maf$ auf S.
Beweis. Siche Aufgabe 28. =

Es folgt aus den Satz 1.15, dass der Flacheninhalt auf dem Mengensystem von allen
Rechtecken in R? ein endlich additives Maf ist.

Bemerkung. Es gilt auch folgendes: sind p; und p, o-additiv so ist auch py X p, o-
additiv, d.h. das Produktmafl zweier Mafle ist auch ein Mafl. Der Beweis von dieser
Aussage in voller Allgemeinheit braucht eine hoch entwickelte Theorie und wird spéter
gegeben.

Seien 51, ..., S, Halbringe in bzw den Grundmengen M, ..., M,,, und sei p, ein endlich
additives MaBl auf ; fiir ¢ = 1, ..., n. Per Induktion nach n definiert man die Grundmenge

M =DM x..xM,={(x1,....,x,) : x; € M; fiir i =1,....,n}
das Produkt

S=5x.xS ={A1x..xA,: A €S furi=1,...,n}
das ein Halbring in M ist, und das Produktmafl

=y X e Xy,

so dass
p(Ay x .o x Ay) = py (A1) oy, (Ag)

fir A; € S;. Dann ist p ein endlich additives Mafl auf S. Die Multiplikation von Grund-
mengen, Halbringen und Maflen sind offensichtlich assoziativ.

1.11 Lebesgue-Maf} in R”

Wie friiher seien S der Halbring von allen beschrankten Intervallen in R und ¢ die Lange
auf S. Definieren wir in der Grundmenge

RPT=Rx..xR

—_——
n
ein Mengensystem
Sp=95x8x..x8,
n

und setzen wir

by =0 XxXUx..xH/.
N————

Nach dem Satz 1.14 ist .S,, ein Halbring in R™. Die Elemente von S,, heiflen n-dimensionale
Quaders. Jeder Quader hat die Form

A=0L xIhx..x1I,, (1.54)
wobei [ beschrankte Intervalle in R sind, und es gilt

0 (A) = £(1)) ..l (L)
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Satz 1.16 Die Funktion (,, ist o-additiv und o-endlich, d.h. ¢, ist ein o-endliches Majs
auf Sy,.

Das Ma8B ¢,, heifit n- Volumen (oder n-dimensionales Volumen) in R™. Insbesondere der
Flacheninhalt ¢5 ist ein o-endliches Maf in R2.

Beweis. Nach dem Satz 1.15, ¢, ist ein endlich additives Maf} auf S,. Beweisen wir,
dass die Funktion ¢,, auf S, reguldr ist, d.h. fir jedes A € S, und € > 0 es gibt einen
kompakten Quader K € S, und einen offenen Quader U € S, mit

KCACU und £, (U) <0, (K)+e. (1.55)

Nach dem Satz 1.13 ein endlich additives und regulares Maf} ist immer o-additiv, woraus
folgen wird, dass /¢,, o-additiv ist.

Sei A ein Quader A der Form (1.54). Fiir jedes Intervall I,,,, m = 1,...,n, wéhlen ein
abgeschlossenes Intervall K,, und offenes Intervall U,, so dass

K, CclI, CcU,

und

C(Un) < U(Ky) +0,
wobei § > 0 gegeben ist. Daraus folgt, dass der Quader

K=K xKyx..xK,

kompakt ist, der Quader
U=U xU;x..xU,

offen ist, und

0, (U) = £(Uy)...L(U,)
(C(Ky)+06)....(0(K,) +0)
0(Ky) ...l (K,)+ O (9)

= {,(K)+0(9)

IA A

fir 6 — 0. Fiir reichend kleines ¢ erhalten wir (1.55), was zu beweisen war.

Zeigen wir jetzt, dass ¢, o-endlich ist. Dafiir wahlen wir eine Uberdeckung {I}2,
von R mit beschrankten Intervallen, z.B. wie in (1.51), und bemerken, dass alle Quadern
der Form [y, x Iy, X ... X I}, eine abzahlbare Uberdeckung von R™ ergeben. Da

l, ([kl X ... X Ikn) = g([]gl) A (Ikn) < 00,

so ist ¢,, o-endlich. m

Nach dem Satz 1.4 ldsst sich ¢, auf den Ring R,, = p(S,) erweitern. Nach dem Satz
1.12 existiert eine eindeutige Erweiterung von /¢,, auf ein Maf3 \,, auf der o-Algebra M,,
von allen messbaren Mengen in R".

Definition. Das Mafl A\, auf M, heifit das Lebesgue-Maff in R™. Die o-Algebra M,
heifit die Lebesque-o-Algebra auf R™. Die Elemente von M, heiflen (Lebesgue-)messbare
Mengen.
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Das MaB )\, in R? heifit auch Fldicheninhalt, und das Ma8 A3 in R? heifit Volumen.
Auch )\, wird haufig n-dimensionales Volumen genannt.

Definition. Die von S, erzeugte o-Algebra o (S,) heifit die Borel o-Algebra und wird
mit B, (oder B (R™)) bezeichnet. Die Elementen von B,, heiflen Borel-Mengen.

Somit haben wir die Inklusionen

S, CR,CB,CM,.
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Satz 1.17 Bezeichnen wir mit €, das Mengensystem von allen offenen Teilmengen von
R™ und mit C,, das Mengensystem von allen abgeschlossen Teilmengen von R"™. Dann gilt

o () =0 (Cy) = By,

d.h. die Quader, die offenen Mengen und die abgeschlossenen Mengen erzeugen dieselbe
o-Algebra.

Somit erhalten wir die folgenden dquivalenten Definitionen von Borel o-Algebra:
B, =0(Q,) =0(C,).

Beweis. Da die abgeschlossenen Mengen die Komplemente von den offenen Mengen sind,
so ist die Identitéat o (§2,) = o (C,) offensichtlich. Wir beweisen, dass o (€2,,) = B,,, und
dafiir reicht es zu beweisen, dass

Q, Co(S,) und S, Co(,). (1.56)

Beweisen wir die erste Inklusion in (1.56). Dafiir reicht es zu zeigen, dass jede offene Menge
U in o (S,) liegt. Fiir jedes x € U gibt es einen offenen Quader @, mit z € Q, C U,
woraus folgt
U= U Q.. (1.57)
zelU
Diese Uberdeckung von U ist iiberabzihlbar, aber wir zeigen, dass man eine abzihlbare
Uberdeckung in (1.57) erstellen kann, woraus folgen wird, dass U € ¢ (S). Dafiir wihlen
wir jeden Quader @), so dass alle Koordinaten von allen Ecken von @), rational sind (d.h.
in der Darstellung @, = I; x ... X I, haben alle Intervalle I} die rationalen Grenzen).
In der Vereinigung (1.57) kénnen wir nur unterschiedliche Quader @), benutzen. Da das
Mengensystem von allen Quadern mit rationalen Koordinaten abzahlbar ist, so erhalten
wir eine Darstellung von U als eine abzahlbare Vereinigung von Quadern, woraus U &€
o (Sy) folgt.
Um die zweite Inklusion in (1.57) zu beweisen, zeigen wir, dass jeder Quader @ in
o (€,) liegt. Dafiir bemerken wir zunéchst, dass jedes Intervall [ sich als ein abzéhlbarer
Durchschnitt von offenen Intervallen darstellen lésst, z.B. fiir a < b

l[a,b] = ﬂ (a—%,b%—%)

k=1
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a,b) = (V(a—1.b)

usw. Daraus folgt, dass jeder Quader @) ein abzahlbarer Durchschnitt von offenen Quadern
ist. Da die offenen Quadern in €2, liegen, so erhalten wir @ € o (€2,,). =

Es folgt aus dem Satz 1.17 dass alle offenen und abgeschlossenen Teilmengen von R"
Borel-Mengen sind und insbesondere Lebesgue-messbar. Fiir den Quader der Form

A=LxI,x..x1,

gilt nach Definition
M (A) =0(1)..0(1,).

Jede nicht-leere offene Menge U hat positives MaB, d.h. A, (U) > 0, da U einen nicht-
trivialen Quader A umfasst und A, (A) > 0.
Betrachten wir einige Beispiele von Bestimmung des Lebesgue-Mafles.

Satz 1.18 Sei f : [a,b] — [0,+00) eine Riemann-integrierbare Funktion (wobei a,b € R
und a < b). Betrachten wir den Untergraph von f:

Up={(z,y) eR*:z € [a,b] und 0 <y < f(2)}.

Dann ist Uy eine Lebesque-messbare Teilmenge von R? und es gilt
b
Mo (U)) = / f (@) da. (1.58)

Beweis. Da f beschréankt ist, so liegt die ganze Menge Uy in einem beschrankten Rechteck
M = [a,b] x [0, ],

wobei ¢ = supy,; f. Sei S der Halbring von allen Rechtecken A = I; x I in M, und
betrachten in S die Funktion
Uy (A) = €(1) (),

die ein Maf ist (Satz 1.16). Sei R = p(S) die von S erzeugte Algebra, die aus endlichen
disjunkten Vereinigungen von Rechtecken besteht (Satz 1.3). Das Maf {5 ldsst sich auf R
erweitern (Satz 1.4). Da ¢y auf R endlich ist, so erweitern wir ¢, mit Hilfe von dem Satz
1.10 weiter auf Ma3 Ay das auf der o-Algebra M von Lebesgue messbaren Teilmengen
von M definiert.

Sei p = {xy};_, eine Zerlegung des Intervalls [a, b] . Setzen wir

arp= inf f(z) and B,= sup f(2) (1.59)
we[xkflvxk} xe[xk_l,xk,}
und betrachten die Darboux-Summen

n

S.(f,p) = ZO% (T, — Tp—1)

k=1
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und
n
S*(f,p) =Y By (wx — w41)
k=1
A A
y flx) y x)
Bel---4----4---- [
o |\~ -1
C B
Xo—a X1 X/:,] X Xn-1 X,=b > X Xo=a X Xp1 X5 Yol X,=b

Die oberen und unteren Darboux-Summen

Nach dem Satz von Darboux, die Funktion f ist genau dann Riemann-integrierbar
wenn sie Darboux-integrierbar, d.h. wenn es fiir jedes £ > 0 ein ¢ > 0 gibt so das fiir jede
Zerlegung p mit der Feinheit ¢ (p) < ¢ gilt

Betrachten wir die Menge

n

B= klzll ((wr—1,21) % (0, ),

Offensichtlich haben wir B € R, B C Uy und

n

Ao (B) =5 (B) = b (wx—1,2x) ¥ (0,ak)) = Y _ (w5 — wx1) i = S (f,).

k=1
Betrachten wir auch die Menge
n—1
C= kl_l ([Zr—1, 2%) X [0, Bx]) U ([wn-1, 2n] ¥ [0, 8,]) -
=1

Offensichtlich haben wir C' € R, C' D Uy und

n

A (C) = 65 (C) =Y (wx — ) By = S* (f.p).

k=1

Wie benutzen die Menge B als eine Approximation von Uy aus R. Da
B C Uf c C, (1.61)

so gilt
UfAB:Uf\BCC\B,
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und somit
L (Up s B)<I3(C\B)=10L(C\B)=1(C) -l (B) =5 (f,p) — S« (f,p),

Da die rechte Seite nach der Wahl von p beliebig klein gemacht werden kann, so folgt es,
dass 3 (Uy A B) beliebig klein sein kann. Da B € R, so ist Uy messbar nach Konstruktion
von messbaren Mengen im Satz 1.10.

Aus (1.61) folgt es auch, dass

A2 (B) < X (Uy) < X2 (C)

d.h.

Fiir ¢ (p) — 0 erhalten wir

%o (Uy) = lim 8" (fp) = lim S.(fp)= [ f(@)de

m(p)—0 m(p)—0

Bemerkung. Ist f stetig, so ist der Untergraph U eine abgeschlossene Menge und somit
Borel-messbar. In diesem Fall braucht man den ersten Teil des Beweises nicht.

Beispiel. Unter Bedingungen des Satzes 1.18 betrachten wir den Graph der Funktion f:
= {(@y) eR:zeal], y=f(2)}.
Beweisen wir, dass I'y messbar ist und
Xy (Iy) = 0.
Dafiir betrachten die Menge
(}f: {(z,y) eR*:z € [a,b) md 0 <y < f(2)},

so dass )
I'y = Uf\Uf.

o
Genauso, wie im Beweis des Satzes 1.18 erhélt man, dass U jmessbar ist und

() :/ f () da.

Es folgt, dass I'y messbar ist und

o

A2 (Ty) = Ma(Up) = Xo(Uy) = 0.

Man kann (1.58) benutzen, um die bekannten Formeln fiir den Fldcheninhalt von
geometrischen Figuren rigoros zu beweisen, zum Beispiel

Ay (Kreisscheibe) = 7 - Radius®
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1
Ao (Dreieck) = §Seite - Hohe

(siehe Aufgaben 32, 34, 35). Bemerken wir, dass die Kreisscheibe und das Dreieck
abgeschlossene Mengen sind, woraus folgt, dass sie messbar sind.

Beispiel. Bestimmen wir den Flacheninhalt des Untergraphes U der Zykloide die als eine
parametrisierte Kurve gegeben ist:

x=t—sint, y=1—cost, 0<t<27. (1.62)

Die Zykloide

Diese Gleichungen bestimmen implizit y als eine stetige Funktion y = f (x) von z so
dass die Zykloide der Graph dieser Funktion auf [0, 27] ist. Mit Hilfe von (1.58) erhalten
wir

M (U) = /OQWf(m)dx
= /OQW(l—Cost)d(t—sint)
— /0%(1—cost)2dt

27

= / (1—2cost—|—C052t)dt
0

= 3.

Bemerkung. In Literatur iiber Mafitheorie wird auch die folgende (abweichende) Termi-
nologie benutzt. Sei S ein Mengensystem mit ) € S und p : S — [0, 00] eine Funktion
mit (@) = 0.

1. Die Funktion p heifit Inhalt wenn p endlich additiv ist (laut unserer Terminologie:
p ist endlich additives Ma8).

2. p heiBt Pramafl wenn p o-additiv ist (laut unserer Terminologie: p ist Maf).
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3. p heiBt Mal wenn p o-additiv ist und S ein o-Ring ist (laut unserer Terminologie:
 ist auch Maf auf einem o-Ring).

1.12 Monotone Operationen

Sei S ein beliebiges Mengensystem in einer Grundmenge M. Wie frither, bezeichnen wir
mit p (S) den kleinsten Ring, der S umfasst, und mit o (S) — den kleinsten o-Ring, der
S umfasst. Hier besprechen wir wie man p (S) und o (S) enthalt.

Sei * eine Operation mit Teilmengen von M (z.B. Vereinigung, Schnitt, Komplement,
Limes, usw.).

Definition. Das Mengensystem S heifit abgeschlossen beziiglich %, wenn die Anwendung
von * auf die Elemente von S wieder ein Element von S ergibt.

Definition. Fiir beliebiges Mengensystem S definieren wir den Abschluss S* beziiglich x
wie folgt: S* ist der Durchschnitt von allen Mengensystemen in M, die S umfassen und
abgeschlossen beziiglich * sind.

D.h. S* ist die kleinste Ubermenge von S, die abgeschlossen beziiglich s ist.
Es handelt sich um die folgenden Operationen mit Teilmengen von M.

1. Schnitt “N” zweier Mengen, d.h. A, B+— AN B

2. Monotone Differenz “—7. Setzen wir A — B = A\ B vorausgesetzt, dass A D B
(sonst ist A — B nicht definiert).

3. Monotoner Limes lim. Sei {A,} ~, eine monotone Folge von Teilmengen von M.
Ist diese Folge steigend, d.h. A,, C A,,; fiir alle n, so setzen wir

limA,, = [OJ A,

n=1

Ist diese Folge fallend, d.h. A, D A, fiir alle n, so setzen wir
lim A, = (] An.
n=1

Sonst ist lim A,, nicht definiert (in Aufgabe 18 definiert man lim A,, auch fiir die
Folgen, die nicht unbedingt monoton sind, aber hier brauchen wir diese allgemeinere
Definition nicht).

Die Operationen “—” und lim heilen monotone Operationen, da sie nur fiir monotone

Folgen definiert sind.

Nach Definition S~ ist der Abschluss von S beziiglich “—”, und S"™ ist der Abschluss
von S beztiglich lim.

Weiter nehmen wir an, dass M € S. Dann ist p(S) eine Algebra und o (S) — eine
o-Algebra. Der néchste Satz ergibt die Darstellungen von p (S) und o (S) mit Hilfe von
monotonen Operationen.
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Hauptsatz 1.19 (Satz von Dynkin) Sei S ein Mengensystem in M mit M € S.

(a) Ist S abgeschlossen beziiglich N, so gilt

(b) Ist S eine Algebra, so gilt

Der Beweis ist unterhalb.

Korollar 1.20 Sei S ein Mengensystem in M mit M € S. Dann gelten die Identitdten:

p(S) = (S")". (1.63)
und .
o(S) = ((sﬂ)—) . (1.64)
Beweis. Bemerken wir zuerst, dass
p(S)=p(S").

Die Inklusion p(S) C p(S7) folgt aus S C S”, und die umgekehrte Inklusion p(S) D
p (S") gilt, da p (S) eine Algebra ist, die S™ umfasst und somit auch p (S”). Nach dem
Satz 1.19(a) gilt

p(S7) =(S")",
woraus (1.63) folgt.
Offensichtlich gilt

g (5)=a(p(S)).
Da p(S) eine Algebra ist, so erhalten wir nach dem Satz 1.19(b), dass

o (p(8) =p(S)™.

Mit Hilfe von (1.63) erhalten wir

Korollar 1.21 Sei ein Mengensystem S in M mit M € S. Ist S abgeschlossen beziiglich
N, —, lim, so ist S eine o-Algebra.

Beweis. Wir haben nach Voraussetzungen
_\ lim
COpREE

was zusammen mit (1.64) ergibt S = o (.5), so dass S eine o-Algebra ist. =
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Die Identitét (1.63) ist hoch nicht-trivial. Sie besagt folgendes: jede Teilmenge von
M, die aus den Elementen von S mit Hilfe von endlicher Folge von Operationen N, U, \
erstellt werden kann, lésst sich auch aus den Elementen von S wie folgt erstellen: zuerst
eine endliche Folge von Operation N und danach eine endliche Folge von Operation “—".

Beispiel. Betrachten wir, zum Beispiel, das Mengensystem
S={M,A B},
wobei A und B zwei Teilmengen von M sind. In diesem Fall haben wir
S"={M,A B,AN B},

und nach (1.63) muss (S™)” auch AU B € p(S) enthalten. Somit lasst die Menge AU B
sich aus den Teilmengen M, A, B, AN B nur mit Hilfe von “—” darstellen, aber Satz 1.19
besagt nicht, wie genau erfolgt diese Darstellung. In diesem Fall die Antwort laut wie
folgt:

AUB=M— (M —-A)—(B—(ANDB)))

(alle Differenzen hier sind offensichtlich monoton). In der Tat, es gilt
(M—A)—(B—(ANB))=A°\B=A°NB°
und somit
M- (M-A) —(B—(ANB))=M\(A°NB°)=(A°NB°)"=AUB.

“_»m

Die anderen Elemente von p (S) lassen sich aus den Elementen von S mit Hilfe von
darstellen wie folgt:

A\B = A—(ANDB)
B\A = B—-(ANB)
ANB = (AUB)—(ANB).

03.11.21 Vorlesung 7

Beweis von dem Satz 1.19. (a) Sei S abgeschlossen beziiglich N und M € S. Da
p (S) abgeschlossen beziiglich “—” ist und S umfasst, so folgt es, dass

p(S)DS™.

Um die umgekehrte Inklusion zu beweisen, reicht es zu zeigen, dass S~ eine Algebra ist.
Dann liegt p (S) in S~ da p(S) die kleinste Algebra ist, die S umfasst.

Jetzt beweisen wir, dass S~ eine Algebra ist. Dafiir reicht es zu beweisen, dass S~
die Mengen M und () enthélt und abgeschlossen beziiglich N und der Operation “¢” von
Komplement.

Offensichtlich haben wir M € S—da M € S,und 0 =M — M € S™.

Das Mengensystem S~ abgeschlossen beziiglich ““” da

AeS = A°=M-Ac S .
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Jetzt beweisen wir, dass S~ abgeschlossen beziiglich N ist, d.h.
A BeS =ANBeS . (1.65)

Dafiir betrachten wir fiir jedes A € S~ das Mengensystem

Gi={BCM:ANBeS}|

Wir bezeichnen die Elemente B aus G4 als “gute” Mengen fiir A. Die Aussage (1.65)
bedeutet, dass alle B € S~ “gut” fiir A sind wenn A € S~, d.h.

AeS™ = GaDS. (1.66)
Um (1.66) zu beweisen, es reicht zu zeigen, dass fiir alle A € S~

7

(i) G4 ist abgeschlossen beziiglich “ —
(ii) G4 D S

Beweisen wir zunéchst (i) d.h. dass G4 abgeschlossen beziiglich “—" ist. Seien B; D Bs
zwei Elemente von G 4, d.h.

ANB €S und ANBye S™.
Wir miissen beweisen dass By — By € G 4. In der Tat gilt es
AN(By—B)=(ANBy)—(ANBy) €S,
woraus folgt nach Definition von G4 dass
By — By € Ga.

Beweisen wir jetzt (ii), d.h. G4 D S fir jedes A € S~, was dquivalent zur folgenden
Implikation ist:
AeS , BeS=ANBeS".

Nach Symmetrie von N ist diese Aussage aquivalent zu:
AeS BeS = ANBeS,
und die letzte Eigenschaft ist dquivalent zu:
AeS =GaD 5.

7

Da G4 abgeschlossen beziiglich “—" ist, so reicht es zu beweisen, dass
AeS =G4DS.
Nach Definition von G 4 ist die letzte Aussage dquivalent zu

AeS BeS=ANBeS,

was gilt, da S abgeschlossen beziiglich N ist so dass AN B € S und S~ D S.
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(b) Sei S eine Algebra. Wir miissen beweisen, dass SU™ auch eine o-Algebra ist.
Beweisen wir zunéchst, dass S™ eine Algebra ist. Offensichtlich gilt §, M € S"™, und wir
miissen noch zeigen, dass S"™ abgeschlossen beziiglich N und ““” ist.

Beweisen wir zuniichst, dass S"™ abgeschlossen beziiglich N ist. Dafiir betrachten wir
fiir jedes A € SU™ das Mengensystem

Ga={BCM:ANBes™m}|

Wieder bezeichnen wir die Elemente B aus G4 als “gute” Mengen fiir A und miissen
beweisen, dass alle Elemente aus S™™ “gut” sind wenn A € S"™, d.h.

Ae S = Gy S
Dafiir reicht es zu zeigen, dass fiir alle A € S'™

(i) G4 ist abgeschlossen beziiglich lim
(ii) GaDAS.

Beweisen wir zuerst (i), d.h. dass G4 abgeschlossen beziiglich lim ist. Sei {By},-, eine
monotone Folge aus G4 so dass

AN By e S™ fiir alle k
Wir behaupten, dass fiir den Grenzwert B = lim By, gilt
ANB=1lim(ANBy). (1.67)

In der Tat, ist { By} monoton steigend, so gilt es nach dem Distributivgesetz

ANB=AnN (LkJBk) :LkJ(AmBk):hm(AmBk),

und im Fall wenn {Bj} monoton fallend ist erhalten wir analog

ANB=AnN (QB’“) =N (ANBg) =lim (AN By).

k

Da AN By, € S"™ 5o folgt es aus (1.67), dass auch
ANBeS™

und somit B € G 4.
Beweisen wir jetzt (ii), dass

AeS"™=G,DS.
Nach Definition von G 4 ist diese Inklusion adquivalent zu
AeS™ BeS= ANBesm
was nach Symmetrie von N ist aquivalent zu

AcS, BeS™= AnBe s
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d.h. zu .
AeS =G, D8Mm

Da G4 abgeschlossen beziiglich lim ist, so reicht es zu beweisen, dass
AeS=G4D8,

und die letzte Eigenschaft gilt, da S abgeschlossen beziiglich N ist: fir alle B € S gilt
ANBe S c S"™godass B e Gy.

Beweisen wir jetzt, dass S"™ abgeschlossen beziiglich der Operation ““” ist. Dafiir
betrachten wir das Mengensystem

G={ACM:A° e Sm}|

Wir miissen zeigen, dass
G D §hm,
Da S abgeschlossen beziiglich ““” ist, so gilt G D S, und es bleibt zu zeigen dass
G ist abgeschlossen beziiglich lim .

Sei { Ay} eine monotone Folge aus GG, zum Beispiel, monoton steigend. Beweisen wir, dass
auch der Grenzwert
i
in G liegt. Die Folge {A¢} ist offensichtlich monoton fallend. Da A§ € Si™ so gilt
lim AS € Shm,

Andererseits, es gilt
lim A} = " Af = (U Ak> = (lim A;)“ = A°,
k k

woraus folgt, dass A° € S'™ . Somit erhalten wir, dass A € G, was zu beweisen war.
Da S%™ eine Algebra ist und abgeschlossen beziiglich lim, so ist S"™ eine o-Algebra
nach dem Lemma 1.22, das unterhalb bewiesen wird. m

Lemma 1.22 st eine Algebra R abgeschlossen beziiglich monotones Limes, so ist R eine
o-Algebra.

Die Umkehrung gilt offensichtlich auch: jede o-Algebra R ist eine Algebra die abgeschlossen
beziiglich lim ist.

Beweis. Es reicht zu beweisen, dass fiir jede Folge {A,}, -, mit A, € R gilt

U A4, € R.

n=1

Setzen wir B, = J;_; A und bemerken, dass die Folge {B,,} monoton steigend ist und

D A, = G B, =1lim B,
n=1 n=1

Da B, € R, es folgt, dass lim B,, € R, woraus auch [ J 7, 4, € R folgt. m
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1.13 Nullmengen

Sei S ein Mengensystem auf M und p ein Mafl auf S. Das duere MaBl p* (A) wird fiir
alle A C M wie folgt definiert:

w* (A)—inf{iu(flk): Ay e Sund A C E:j Ak}. (1.68)

Definition. Eine Menge A C M heifit Nullmenge (beziiglich p und S) wenn p* (A) = 0.

Man sagt, dass A eine Menge von Maf 0 ist, wenn A € S und p (A) = 0. Jede Menge
A € S von Maf} 0 ist auch eine Nullmenge da man in (1.68) A, = A wahlt.

Allerdings muss eine Nullmenge A C M nicht in S liegen, und in diesem Fall ist die
Nullmenge keine Menge von Maf 0.

Beispiel. Sei S ein Halbring von Intervallen in R und ¢ die Lange auf S. Jede Menge
{z} die aus einem Punkt besteht hat die Lange 0 und somit auch eine Nullmenge. Jede
abzdhlbare Menge A = {x;},_, ist eine Nullmenge da

CA) Y C{md) =) ({m)) =0
k=1 k=1

Andererseits die Menge A liegt weder in S noch in p (S).
Die Cantor-Menge aus dem Abschnitt 1.6 ist ein Beispiel von einer iiberabzéhlbaren
Nullmenge (Aufgaben 20, 21).

Beweisen wir einige Eigenschaften von Nullmengen.

Lemma 1.23 Sei p ein Maf auf einem Ring R.
(a) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist wieder eine Nullmenge.
(b) Das Mengensystem N wvon allen Nullmengen ist ein o-Ring.

Beweis. (a) Die Bedingung A C B impliziert p* (A) < p* (B) nach Lemma 1.7. Ist B
eine Nullmenge, somit ist A auch eine Nullmenge.

(b) Offensichtlich gilt ) € . Fiir alle A, B € N gilt A\ B € N nach (a),da A\B C A.
Sei

N
A= A,

n=1

mit A, € N und N € NU{oco}. Nach der o-Subadditivitdt von p* (Lemma 1.8) erhalten
wir

b (A) < S (4 =0
woraus A € N folgt. =

Satz 1.24 Sei p ein Maf$ auf einem o-Ring R. Eine Menge A C M ist Nullmenge genau
dann, wenn es eine Menge B € R gibt mit A C B und p(B) = 0, d.h. wenn A eine
Teilmenge einer Menge B € R von Maf O ist.

Beweis. Siehe Aufgabe 36. m
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Satz 1.25 Sei p ein Maf$ auf einem o-Ring R. Betrachten wir das folgende Mengensys-
tem in M: B
R={A=BAN: BER und N eN}. (1.69)

Definieren wir die Funktion v auf R mit v (A) := u(B), wobei A und B sind wie in
(1.69). Dann gilt folgendes.

(a) R ist der minimale o-Ring, der R und N umfasst, d.h.

R=0(RUN). (1.70)
(b) v ist wohldefiniert auf R, v ist ein Maf auf R und v|g = p.
Definition. Der o-Ring R heiit die Vervollstindigung des o-Ringes R, und dass MafBl v

heifit die Vervollstindigung des Mafles .

Beweis. Siehe Aufgaben 37 und 38. m

Sei jetzt p ein endliches Maf§ auf einer Algebra R. Wir wissen nach den Satz 1.10,
dass p sich auf die o-Algebra @ (R) von messbaren Mengen erweitern lasst. Mit Hilfe von
Begriff von Nullmengen erkldren wir den Unterschied zwischen den Algebren o (R) und

7 (R).

Satz 1.26 Sei i ein endliches Maf auf einer Algebra R. Dann gilt folgendes.
(a) Jede Nullmenge von p liegt in & (R) .
(b) Fiir jedes A C M gilt die Aquivalenz:

A€ed(R)<3IBe€o(R) mit BDA und B\ AeN. (1.71)

In anderen Worter, jede Menge A € @ (R) enthilt man aus einer Menge B € o (R)
mit Hilfe von Subtrahieren einer Nullmenge. Die Aussage (1.71) lasst sich dquivalent wie
folgt umformulieren:

AeT(R)<3dINeNsodass AUN €0 (R).

Korollar 1.27 Seiu ein endliches Maf auf einer Algebra R. Dann @ (R) ist die minimale
o-Algebra, die o (R) und N umfasst; d.h. 7 (R) ist die Vervollstindigung der o-Algebra
o(R).

Somit gelten die Identitaten
G(R)=0(R)=0(c(R)UN). (1.72)

Besweis von dem Korollar 1.27. Die Algebra o (R) ist eine Teilmenge von @ (R)
nach Definition von o (R), und N ist eine Teilmenge von & (R) nach dem Satz 1.26(a) .
Es folgt, dass

7(R) Do (R)UN
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und somit
g(R)Do(c(R)UN) =0 (R),

wobei wir in der letzten Identitdt (1.70) benutzt haben. Nach dem Satz 1.26(b) , fiir jedes
Element A € 7 (R) gibt es ein B € 0 (R) mit A C B and N := B\ A € N/, woraus folgt

A=B\N=DBaN.
Somit liegt A in der Vervollstandigung o (R) der o-Algebra o (R), d.h.
7(R) Co(R),
woraus die Identitét (1.72) folgt. m

Beweis von dem Satz 1.26. (a) Wir miissen zeigen, dass jede Nullmenge A messbar
ist, d.h. fiir jedes A € N und jedes € > 0 existiert ein B € R mit

w(AAB)<e
Nehmen wir einfach B = (). Dann gilt
wW((AAB)=up (A)=0<e,

was zu beweisen war.
(b) Sei A eine Teilmenge von M. Existiert ein B € o0 (R) mit A C Band N := B\ A €
N, so erhalten wir

A=B\N€5(R),

da 7 (R) eine o-Algebra ist, die o (R) und N umfasst.
Sei A € 3 (R). Wir beweisen jetzt die Existenz einer Menge B € ¢ (R) mit B D A
and B\ A € N. Nach Definition von p* gilt

p(A) = mf{Zu (Ar) Ak e R, AC U Ak} (1.73)

k=1

Fixieren wir ein n € N und betrachten eine Folge { Ay} wie in (1.73) und mit

D (A < pt(A)+ -
k=1
Setzen wir .
B, = U A
k=1

und bemerken, dass B, € ¢ (R) (da Ay € R), B,, D A und

pH(Ba) <Y it (Ar) = i (Ag) < gt ( )+%-

k=1 k=1

Da B, fiir jedes n € N definiert ist, so betrachten wir jetzt die Menge

— N B..
n=1
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Es gelten B € 0 (R), B D A und

1
w (B) < p* (By) < p* (A)+ - fir alle n € N,

woraus folgt
pr(B) < p (4).
Da A C B, es gilt auch p* (A) < p* (B) und somit
p(A)=p"(B).
Da p* auf 7 (R) ein Ma8 ist, so erhalten wir nach Additivitét
i (B\A) = (B) — * (4) = 0,

und somit B\ AeN. m

45
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Chapter 2

Lebesgue-Integration

05.11.21 Vorlesung 8

Gegeben seien eine Grundmenge M, eine o-Algebra S in M und ein Mafl i auf S. Das
Dreifache (M, S, i) heifit ein Mafsraum. In diesem Kapitel definieren wir den Begriff von
Lebesgue-Integral in einem Mafiraum, d.h. den Ausdruck

/Mfdu

fiir reellwertige Funktionen f auf M von bestimmten Klassen.

2.1 Einfuhrung

Fiir eine stetige Funktion f (x) auf einem beschrankten Intervall [a, b] definiert man das
Riemannsche Integral fab f dx als Limes der Riemann-Summe wie folgt:

/f(x)d:c = lim > f(&) (wr —zpm1) (2.1)

p(Z)—0
wobei Z = {z},_, eine Zerlegung von [a,b] ist, &, € [zx_1, z)] Zwischenstellen sind, und
¢ (Z) = maxy, (v, — Tp_1)-

Man kann dieses Verfahren auch wie folgt darstellen. Definieren wir zuerst das Integral
der Indikatorfunktion' 1; von einem Intervall I C [a, b] mit

b
/ Vyde = 0(I).
b—a

Jetzt fixieren wir fir jedes n € N die Zerlegung Z mit x; — xx—1 = *-* und betrachten

eine Treppenfunktion

fn - Z Ckl[zk_l,xk)

k=1

!Die Indikatorfunktion einer Teilmenge A C M ist die folgende Funktion auf M:

1, x € A,
1’4(];):{ 0, v € A°.

47
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wobei ¢, = f (&) . Wir definieren das Integral von f,, nach Linearitat, d.h.

b n b n
/ fo (x)dx = Z ck/ 1y apde = Z ek (Tp — Tp_1)
@ k=1 @ k=1

was mit der Riemann-Summe iibereinstimmt. Fir n — oo erhalten wir nach der gle-
ichméafligen Stetigkeit von f, dass

fo= f auf [a,b

und nach der Definition (2.1) erhalten wir, dass

b b
/ f(x)dx = lim [ f,(x)dz.
In dieser Konstruktion ist die Stetigkeit von f wichtig, da f auf jedem Intervall [z)_1, x|
mit einer Konstante ¢, = f (§,) approximiert wird.
Die Idee von Integration im Mafiraum (M, S, p) ist dhnlich. Man definiert zunéchst
das Integral [, fdpu fir Indikatorfunktionen f =1, wie folgt:

/M Ladp = (A),

vorausgesetzt, dass A im Definitionsbereich von p liegt, d.h. A € S. Hier gibt es einen
groflen Unterschied zum Fall von Riemannscher Integration: in Riemann-Integral benutzt
man nur Indikatorfunktionen von Intervallen, wobei in Lebesgue-Integration — Indikator-
funktionen von beliebigen Mengen aus S.

Betrachten wir jetzt beliebige endliche lineare Kombinationen von Indikatorfunktio-
nen, d.h. die Funktionen der Form

f=> ala, (2.2)
k=1

wobei n € N, ¢, € Rund Ay € S. Jede Funktion f der Form (2.2) heifit Elementar-
funktion. Fir beliebige Elementarfunktion (2.2) definiert man das Integral [ a1 Jdp nach
Linearitat wie folgt:

/ fdu = ch/ 14, dp = ch,u (Ag) .
M k=1 M k=1

Danach definiert man das Integral [ A fdp fiir alle Funktionen f, die sich durch Elementar-
funktionen in bestimmten Sinn approximieren lassen. Das ist eine Klasse von messbaren
Funktionen, die unterhalb definiert werden.

2.2 Messbare Funktionen

Sei M eine Grundmenge und S eine o-Algebra von Teilmengen von M. Das Paar (M, S)
heifit Messraum. In diesem Abschnitt betrachten wir immer einen Messraum (M, S).

Definition. Eine Menge A C M heifit S-messbar wenn A € S.
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Definition. Eine Funktion f : M — [—o00, +00] heifit S-messbar wenn fiir alle ¢ € R die
Menge

{f<ct={zeM: f(z)<c}
S-messbar ist, d.h. in S liegt.

Die Definition von S-messbarer Funktion lasst sich wie folgt umformulieren. Da
freM:f@)<c)=f"[o00d,

so ist f S-messbar genau dann, wenn fiir jedes ¢ € R das Urbild f~![—o0,c| in S liegt.

Man sagt haufig “messbar” anstatt “S-messbar” wenn es klar ist, was S ist.

In R™ gibt es zwei wichtige o-Algebren: M, von Lebesgue-messabaren Mengen und
B, von Borel-Mengen. Die M,-messbaren Funktionen nennt man Lebesgue-messbare
(oder einfach messbare) Funktionen. Die B,,-messbaren Funktionen nennt man Borel-
Funktionen.

Beispiel. Sei A eine Teilmenge M. Die Indikatorfunktion f = 1,4 ist genau dann S-
messbar, wenn A € S. Dies folgt aus der folgenden Beschreibung der Menge {f < c}:

0, c¢<0,
{reM: f(x)<c}=< A% 0<c<l,
M, c>1,

da die Mengen () und M in S liegen und A€ S < A € S.

Beispiel. Sei M = R"™ und § = B,,. Fiir jede stetige Funktion f :R™ — R ist die Menge
fY~o00,¢] = f~}(—o0, c] abgeschlossen in R™ als das Urbild der abgeschlossenen Menge
(—o0,¢] C R. Da alle abgeschlossenen Menge in B, liegen, so beschlieen wir, dass jede
stetige Funktion auch eine Borel-Funktion ist.

Beispiel. Jede monotone Funktion f : R — R ist eine Borel-Funktion da das Urbild
f~}(—00, c] ein Intervall ist und alle Intervallen Borel-Mengen sind.

Definition. Sei (M,S) ein Messraum. Eine Abbildung f : M — R™ heifit S-messbar
wenn alle Komponenten f; von f S-messbare Funktionen sind, d.h. fir alle k = 1,...,n
und ¢ € R die Menge {fr < ¢} in S liegt.

Satz 2.1 Fir eine Abbildung f : M — R™ gilt die folgende Aquivalenz:

f ist S-messbar < VB € B, gilt f~'(B) € S.

Dieser Satz ergibt die dquivalente Definition von S-messbaren Abbildungen: eine Ab-
bildung f : M — R"™ ist genau dann S-messbar, wenn fiir jede Borel-Menge B C R" das
Urbild f=1 (B) S-messbar ist.

Beweis. Beweisen wir zuerst die Implikation “<”. Fiir jedes ¢ € R und k = 1,...,n
betrachten wir die Borel-Menge

B={zeR": 2z, <c}=Rx..x (—oo,¢] x..xR.
~——

k-te Position
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Es gilt offensichtlich
{reM: fy(r)<ct={reM: f(x)eB}=f"(B).

Nach Voraussetzung haben wir f~1 (B) € S, woraus folgt, dass f; S-messbar ist.

Beweisen wir die Implikation “=-", d.h. fiir eine messbare Abbildung f : M — R" und
fir jedes B € B, gilt f~! (B) € S. Bezeichnen wir mit F das folgende Mengensystem in
R™:

F={BCR":f ' (B)eS}.
Die Implikation “=" ist dann dquivalent zur Inklusion F D B,.

Bemerken wir, dass F eine o-Algebra ist, da S eine o-Algebra ist und f~! mit allen
Mengenoperationen vertauschbar ist (siehe Aufgabe 8). Bezeichnen wir mit S,, das Men-
gensystem von allen Quadern in R". Da B, = o (S,), so reicht es zu beweisen, dass
F D S,, d.h. dass alle Quader in F liegen.

Ein Quader @ € S,, heifit speziell, wenn () von der Form

Q = (=00, 1] X (=00, 9] X ... X (—00, ¢y
ist wobei ¢, € R. Fir einen speziellen Quader gilt

Q) = {zeM: f(x)eQ}
= {zeM: fi(x)<cy,folz) <co .. fulr) <cp}

— N{reM:fi(x)<ales
k=1

woraus folgt () € F. Somit liegen alle speziellen Quader in F.
Um zu zeigen dass alle Quader in F liegen, beweisen wir per Induktion nach n die
folgende Aussage.

Behauptung. Jeder Quader () C R™ ldsst sich aus den speziellen Quadern mit Hilfe von
monotonen Operationen “—” und lim erstellen.

Da F eine o-Algebra ist, so folgt es daraus, dass alle Quader in F liegen.

Fiir den Induktionsanfang n = 1 betrachten wir verschiedene Typen von Intervallen
und zeigen, dass sie aus den speziellen Intervallen mit Hilfe von monotonen Operationen
erstellbar. Fiir das Intervall I = (—oo, ¢] gibt es nichts zu beweisen da I speziell ist.

Fiir das Intervall I = (a,b] mit a < b gilt

I =(—00,b] — (—00,a]

so dass I eine monotone Differenz zweier speziellen Intervalle ist.
Sei I = (a,b). Wahlen wir eine streng monoton steigende Folge {by},-, mit by 1 b fiir

k — oo. Dann gilt

1= (a,0)= U] = Jim (a,b],

k=1
so dass (a,b) ein monotoner Limes von den speziellen Intervallen ist.

Fiir das Intervall I = [a,b] wihlen wir eine streng monoton steigende Folge {a},—,
mit a; T a fir K — oo und erhalten

I =a,b] = () (ak,b] = lim (ay,b].
k=1 k=00
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Fiir das Intervall I = [a,b) erhalten wir analog
I =la,b) = () (ag,b) = lim (ax,b).
k=1 ko0

Fir den Induktionsschritt von n — 1 nach n betrachten wir einen n-dimensionalen
Quader
Q=L xLx..xI,=1xQ,

wobei [ = I; und Q' = Iy x ... X I, ein (n — 1)-dimensionaler Quader ist. Nach der
Induktionsvoraussetzung ist Q' aus den speziellen Quadern mit Hilfe von “—” und lim
erstellbar. Da x mit den Mengenoperationen “—” und lim vertauschbar ist, so erhalten
wir, dass I x Q" aus den Produkten

I xP

mit Hilfe von monotonen Operationen erstellbar ist, wobei P ein spezieller (n — 1)-
dimensionaler Quader ist. Da [ aus speziellen Intervallen mit Hilfe von monotonen Op-
erationen erstellbar ist, so erhalten wir, dass I x P aus den Produkten

J x P (2.3)

mit Hilfe von monotonen Operationen erstellbar ist, wobei J ein spezielles Intervall ist. Da
J X P ein spezieller n-dimensionaler Quader ist, so haben wir die Induktionsbehauptung
bewiesen. m

Beispiel. Seien f : M — R eine S-messbare Funktion und C' — die Cantor-Menge in R.
Dann ist die Menge
f7HC)={reM: f(x) € C}

S-messbar, da C' Borel-Menge ist (Aufgabe 20).

Satz 2.2 Seien fi,..., f, S-messbare Funktionen M — R und ® : R® — R eine Borel-
Function. Dann ist die Funktion

F=92 (f17 >fn>

auch S-messbar.

In Kirze: eine Borel-Funktion von messbaren Funktionen ist messbar.
Beweis. Betrachten wir die Abbildung f : M — R™ mit den Komponenten fi, ..., f,,, d.h.

J(@) = (fi (@) s fo () € R

Diese Abbildung ist S-messbar nach Definition. Um die S-Messbarkeit von F' = ® o f zu
beweisen, miissen wir zeigen, dass fiir alle ¢ € R

{reM:F(zx)<c}eS. (2.4)
Bezeichnen wir I = (—o0, ¢]. Dann haben wir

{reM:F(zx)<c¢} = {reM:F(x)el}
{reM:®(f(x)) el}
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= {zeM:f(x)ed ()}
fHeT D).
Nach Voraussetzung ist ®~! (I) eine Borel-Menge. Nach dem Satz 2.1 erhalten wir, dass
;e D) €S,
woraus (2.4) folgt. m

Beispiel. Es folgt aus dem Satz 2.2, dass die Summe f; + fo zweier S-messbaren Funk-
tionen f; und fy auch S-messbar ist. Um das zu zeigen, betrachten wir die Funktion

D (21,29) = 21 + 22

auf R?, die offensichtlich stetig und somit auch Borel ist. Dann gilt

fi+ fo=2(fi, f2),

und die letzte Funktion ist S-messbar nach dem Satz 2.2.

Ein direkter Beweis von S-Messbarkeit von f; + fo ist nicht einfach: man muss
dafiir zeigen, dass die Menge {f; + fo < ¢} S-messbar ist, obwohl es keine offensichtliche
Beziehung zu den Mengen {f; < a} und {fs < b} gibt, denen Messbarkeit gegeben ist.

Genauso beweist man, dass the folgenden Funktionen S-messbar sind:

Fifa. % (Falls fo £ 0), max (fi, fo) , min (fi, fo), usw.

Beispiel. Sei Aj, Ag, ..., A, eine endliche Folge von S-messbaren Mengen. Dann alle
Funktionen 14, sind S-messbar, woraus folgt, dass die Funktion

f = Cl]-Al -+ 621A2 + ...+ Cn]—An
fiir beliebige Koeffizienten c; € R auch S-messbar ist.

Definition. Man sagt, dass eine Folge {fi},—, von Funktionen M — [—o0, +00] gegen
Funktion f punktweise konvergiert und schreibt f, — f wenn

fir jedes x € M gilt fi (v) — f(z) fir k& — oo.

Satz 2.3 Sei{fi},., eine Folge von S-messbaren Funktionen M — [—o0,400] , die gegen
eine Funktion f punktweise konvergiert. Dann ist f auch S-messbar.

Beweis. Nach Definition von Limes
f () = Jim fi (x)
erhalten wir die folgende Aquivalenz fiir jedes ¢ € R:

f@)<ce Ve>0 ImeN VE>m fi(v) <c+e.
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Offensichtlich reicht es nur die Werte ¢ = % mit n € N zu betrachten, so dass
1
f(x)<ce VneN dneN ViE>m fi(x) <c+ —.
n

Diese logische Aquivalenz lasst sich in eine Gleichheit von Mengen wie folgt umwandeln:

F<ag=NU N {fk§c+%},

n=1m=1k=m

wobei der Allquantor V sich in den Schnitt N verwandelt, und der Existenzquantor 3 — in
die Vereinigung U.

Da jede Mengen {fr < c+ 1/n} in S liegt und S eine o-Algebra ist, so erhalten wir,
dass auch {f < c} in S liegt, was zu beweisen war. ®

Korollar 2.4 Sei {fy},—, eine Folge von Funktionen R" — [—o0,+00], die punktweise
gegen eine Funktion f konvergiert. Sind alle fy Borel-Funktionen (bzw Lebesque-messbar),
so ist auch f Borel-Funktion (bzw Lebesgue-messbar).

Beweis. Diese Aussage folgt aus dem Satz 2.3 mit S =B, bzw S = M,,. =

Bemerkung. Es wurde oberhalb gezeigt, dass fiir zwei S-messbare Funktion f,g: M —
R auch die Summe f + g S-messbar ist. Zeigen wir, dass die gleiche Aussage auch fiir
S-messbare Funktionen f,g : M — R gilt vorausgesetzt dass f + g wohldefiniert ist.
Dafiir betrachten wir fiir jedes n € N die Funktion

f(x)7 f(:L’) S [_n’n]
fo(x) =2 n, f(z)>n (2.5)

—n, f(z)<-—n.
Die Funktion f,, ist endlich und auch S-messbar, da fiir jedes ¢ € R folgendes gilt:

{f<c¢}, -n<c<n
{fngc}: M7 czn
0, c< —n.

und somit { f,, < ¢} € S. Bemerken wir auch, dass f,, — f punktweise fiir n — 0o. Analog
definiert man eine Folge {g,} von endlichen S-messbaren Funktionen mit g, — g. Nach
dem Satz 2.2 sind alle Funktionen f,, + g, S-messbar, und nach dem Satz 2.3 ist auch
f+ g S-messbar als der punktweise Grenzwert von { f,, + g, } . Genauso beweist man, dass
auch die folgenden Funktionen S-messbar sind:

fg’ g (Wenn q 7é O), maX(fa g)? min (fv g)a usw.
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2.3 Lebesgue-Integral von Elementarfunktionen

Sei (M, S, i) ein Mairaum, d.h. M ist eine Grundmenge M, S ist eine o-Algebra in M,
und p ist ein Mafl p auf S.

Definition. Eine function f : M — R heifit Elementarfunktion wenn

f= Z arlay, (2.6)
k=1

wobei n € N, a € [0,400), Ay € S; d.h. f ist eine endliche lineare Kombination von
Indikatorfunktionen von messbaren Mengen mit nichtnegativen Koeffizienten.

Wie wissen schon, dass jede Elementarfunktion S-messbar ist.

Definition. Fiir Elementarfunktion der Form (2.6) definieren wir das Lebesgue-Integral
| o fdp mit

n

[ siu= 3 ). 27)

k=1

Da a; € [0,00) und p(Ax) € [0,00], so ist das Produkt agu (Ax) ein Element von
[0, 00]. Fiir Multiplikation mit oo benutzen wir immer die folgende Konvention:

4 oo — o0, a >0,
10, a=0.

Die Summe a + oo ist immer gleich oo fiir alle @ > 0. Mit diesen Definitionen von
Operationen mit oo erfiillen die Addition und Multiplication von Elementen von [0, o0
alle iiblichen Gesetze (kommutativ, assoziativ und distributiv).

Zum Beispiel, fiir f = al4 erhalten wir nach (2.7)

/Mfdu = ap (A).

Beispiel. Betrachten wir auf dem Intervall [0, 1] die Dirichlet-Funktion

ro-{a Tea

Diese Funktion ist nicht Riemann-integrierbar, da jede untere Darboux-Summe gleich 0
ist, wahrend jede obere Darboux-Summe gleich 1 ist. Andererseits ist die Funktion f eine
Elementarfunktion, da f = 14 wobei A = Q N[0, 1] eine Borel-Menge ist. Somit ist das
Lebesgue-Integral definiert und es gilt

FdA=A(A) =0.

[0,1]

Bemerkung. Die Notation | 1 Jdp soll als Gesamtheit angenommen werden, da wir den
Begriff du separat nicht definieren. Eine andere Bezeichnung fiir das Integral ist p (f).
Damit wird es betont, dass p als ein Funktional auf Funktionen betrachtet wird. Da
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p(1a) = p(A), bedeutet es, dass wir die Funktion p von Mengen auf Indikatorfunktio-
nen tibertragen und danach weiter auf lineare Kombinationen von Indikatorfunktionen
erweitern. Wir benutzen die traditionelle Bezeichnung | o fdp da sie bestimmte Vorteile
fiir Integration in R™ hat.

Wir beweisen unterhalb Eigenschaften von Integration von Elementarfunktionen, aber
zunédchst muss man beweisen, dass das Integral mit (2.7) wohldefiniert ist, d.h. der Wert
des Integrals unabhéngig von der Wahl der Darstellung (2.7) ist.

Satz 2.5 Seien f =), ayla, und g =Y, blp, zwei Elementarfunktionen. Gilt f = g
auf M so gilt

S (A) = 3 b (Bi). 28)

Somit ist der Wert des Integrals (2.7) unabhdngig von der Darstellung von f in der Form
(2.7).

10.11.21 Vorlesung 9

Fiir den Beweis brauchen wir das folgende Lemma.
Lemma 2.6 Sei {C;}._, eine endliche Folge von S-messbaren Mengen.

(a) Es existiert eine Zerlegung
N

J=1

wobei N = 2", alle Mengen D; S-messbar sind und jede Menge C; eine Vereinigung
von einigen Mengen D; ist.

(b) Fiir jede Folge { a;};_, von nichtnegativen reellen Zahlen existiert eine Folge { a; }jvzl
von nichtnegativen reellen Zahlen mit N = 2" und

n N

> aile, =) dilp, (2.10)

und

> ain(C) =Y du(Dy). (2.11)

Es folgt aus diesem Lemma, dass die Folge {Ay} in der Definition (2.6) von Elemen-
tarfunktion f als Zerlegung von M gewéhlt werden kann, ohne weder f noch [ fdu zu
andern.

Beweis. (a) Beweisen wir die Existenz der Zerlegung (2.9) per Induktion nach n (siehe
auch Aufgabe 14). Fiir n = 1 setzen wir

Dy =C; und Dy =Cf
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so dass N = 2 = 2". Betrachten wir auch den Fall n = 2 obwohl das fir den Beweise nicht
notwendig ist. Im Fall von zwei Mengen C; und Cy setzen wir

D1 :Cl\CQ, D2 :CQ\Cl, D3 :ClﬂCQ, D4: (01U02)c (212)

so dass N =4 = 2™,

Dy

C (g

[lustration zu (2.12)

Dann sind alle D; S-messbar und es gelten
M:Dll_IDQI_ID3I_ID4

und
01 :D1UD3 und Cg :D2UD3.

Induktionsschritt von n nach n+1. Nach der Induktionsvoraussetzung gibt es eine Zer-
legung {Dj}j.vzl mit N = 2" die die Folge {C;}._, bedient. Definieren wir eine Zerlegung
{Ej}§£1 fiir die Folge {C;}/*! wie folgt: fiir jedes j = 1,..., N setzen wir

Egj = Dj N Cn—l—l und Egj_l = Dj N C7CL+1 (: Dj \ Cn—l—l)- (213)

Offensichtlich sind alle Mengen £; S-messbar.

Es gilt
Dj = E2j L E2j—1 (214)
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woraus folgt
2N
M= || E,.
j=1
Es folgt aus (2.14) dass jedes C; mit ¢ < n sich als eine Vereinigung von einigen Mengen
E; darstellen lasst. Fiir i =n + 1 gilt

N

N N
Cn+1 MnNCp = (U Dj) NCpy1 = U (Dj ﬂon-&-l) - U E2j )
Jj=1 J

=1 j=1

so dass Cy,41 auch eine Vereinigung von einigen Mengen E; ist.
(b) Gegeben sei die Zerlegung (2.9), definieren wir 9;; fiir alle Paare (i, j) wie folgt

0, sonst.

{ 1, falls C; D Dy,
51']‘ -

Jede Menge C; ist eine disjunkte Vereinigung von jenen D;, die Teilmengen von Cj sind,

d.h.
Cz' = |_| Dj,
{5:055=1}

woraus folgt

p(C)= Y u(Dy)= Zfsij/l (D

und
= ) 1= Z 0ijlp,.
{.7 513*1}
Setzen wir

n
/ 2 :

a]- = 51’]’ a;.
=1

Dann haben wir

Zal,u Z G’Z%” Z (Z 0ij ai> w(Dj) = Za;,u (D

Jj=1

und
n n N N n N
Z(Iilci = Z(Ii Z(sijlpj = Z (Z 52']' ai> ]‘Dj = Za;lpj,
=1 =1 j=1 j=1 \i=1 j=1

was zu beweisen war. m

Beweis von dem Satz 2.5. Nach dem Lemma 2.6 gibt es eine Zerlegung (2.9), die die
Gesamtfolge

{Ci} = {4k, Bi}y,
bedient, d.h. jede Menge Aj und B; eine Vereinigung von einigen Mengen D) ist.

Da
F=) ala +> 0lp und g=> 0ls + > blg, ,
k l k l
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so existieren nach dem Lemma 2.6 die Folgen {a;-} und{b}} von nichtnegativen Zahlen
mit

f:Zag-le und g:Zb;le (2.15)
J J

und

D appu(Ay) =D aip (D) und Y by (B) =Y V(D). (2.16)
k J l J

Wir konnen annehmen, dass alle D; nicht leer sind, da sonst die leeren Mengen D; sich

aus der Folge {D;} entfernen lassen ohne (2.15) oder (2.16) zu stéren. Fiir alle z € D;

gilt nach (2.15)
f(z)=d; und g(x) ="V (2.17)

Da f (z) = g (), so folgt es dass a; = b/ fiir alle j. Somit folgt (2.8) aus (2.16). =
Lemma 2.7 Seien f,g zwei Elementarfunktionen. Dann gilt folgendes.

(a) (positive Linearitat) Fir jedes ¢ € [0,00) ist cf + g Elementarfunktion und

/M(Cerg)du—C/Mfdqu/Mgdu.

(b) (Monotonie) Gilt f < g so gilt auch

/Mfd/LS/Mgdu

Beweis. (a) Seien f =), a1, und g =), b1p,. Dann haben wir

cf+g= anklAk —|—Zbllgl
]

k

so dass cf + g eine Elementarfunktion ist. Es folgt, dass

[ (et v g du =Y cann (40 + Y bwa(B) = [ fdut [ gan
M 1 M M

k

(b) Wie im Beweis von dem Satz 2.5, stellen wir f und g in der Form (2.15) dar. Fiir
jedes x € D; haben wir wieder (2.17), und die Voraussetzung f (z) < g (z) ergibt a; < /.
Daraus folgt, dass

/Mfdﬂz ;%M (D;) < ;bj:u (D) = /Mgdu,

was zu beweisen war. ®

2.4 Integral von nichtnegativen Funktionen

Sei (M, S, i) ein Mafiraum wie frither.
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2.4.1 Definition von Lebesgue-Integral

Definition. Sei f eine nichtnegative Funktion auf M, d.h. f: M — [0, 00| . Das Lebesgue-
Integral von f beziiglich des Mafles p wird wie folgt definiert:

/ fdu :=sup {/ wdp : p ist eine Elementarfunktion und ¢ < f} . (2.18)
M M

Der Wert von || o fdp liegt offensichtlich in [0,00]. Ist f eine Elementarfunktion,
so stimmt die Definition (2.18) mit der obigen Definition (2.7) von dem Integral von
Elementarfunktion iiberein, da in diesem Fall fiir alle Elementarfunktionen ¢ < f nach

Lemma 2.7 gilt
/ pdp < / fdu,
M M

und die Gleichheit hier fiir ¢ = f erfiillt ist.
Lemma 2.8 Secien f, g zwei nichtnegative Funktionen auf M.

(a) (positive Homogenitét) Fiir alle ¢ € [0,00) gilt

[ (enrin=c | fan 2.19)
(b) (Monotonie) Gilt f < g, so gilt auch
d dp. .
/M fdp < /M gdp (2.20)
(c) Es gilt
d d dpu. .
/M(f+g)MZ/Mfu+/Mgu (2.21)

Beweis. (a) Im Fall ¢ = 0 sind die beiden Seiten von (2.19) gleich 0. Im Fall ¢ > 0 gilt
die Bedingung ¢ < f in (2.18) genau dann, wenn cp < c¢f. Somit folgt (2.19) aus (2.18)
und aus Lemma 2.7.

(b) Nach Definition (2.18) gibt es eine Folge {¢; } von Elementarfunktionen mit ¢, < f

und
/ <pkd,u—>/ fdu fir k — oo.
M M

Es folgt, dass g > ¢, und somit gilt nach Definition von Integral von g, dass

/ gdu > / erdp.
M M
Fiir £ — oo erhalten wir (2.20).

(¢) Betrachten wir wieder die Folge {¢,} we oberhalb und auch eine Folge {,} von
Elementarfunktionen mit 1, < ¢g und

/wkduﬁ/gdpﬁirk:ﬁoo.
M M
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Dann gilt ¢, + ¢, < f + ¢ und somit nach dem Lemma 2.7(a)

/M(f+9)duz/M(saﬁm)du:/M@kduvL/M%du-

Fiir k — oo erhalten wir (2.21). =

Offensichtlich fehlt im Lemma 2.8 die Linearitét:

/M(f+g)du=/Mfdu+/Mgdu, (2.22)

stattdessen haben wir die Ungleichung (2.21) bewiesen. Bemerken wir, dass die S-
Messbarkeit von Funktionen noch nicht benutzt wurde. In der Tat gilt die Identitat
(2.22) fiir S-messbare Funktionen f und g, aber der Beweis davon ist komplizierter und
wird unterhalb im Satz 2.15 gegeben.

Jetzt besprechen wir die Beziehung zwischen den Lebesgue- und Riemann-Integralen.
Im néchsten Satz betrachten wir das Mafiraum ([a, b], M, A) mit reellen a < b.

Satz 2.9 Sei f > 0 eine Riemann-integrierbare Funktion auf |a,b]. Dann stimmt das
Lebesgue-Integral f[a b fdA mit dem Riemann-Integral fabf (x) dzx tberein.

Beweis. Sei Z = {x},_, eine Zerlegung von [a, ] d.h.
a=2)0<T1<Typ<..<xp,=>
Setzen wir

ap= inf f, B,= sup f

[Th—1,2k] [r—1,T]

und betrachten die Darboux-Summen
UZ(f):Zak<xk_xk—1)a Oz(f)ZZﬁk(ﬁk—xk—ﬁ-
k=1 k=1

Dann gilt fiir das Riemann-Integral

b
/f(x)dx: lim Uz (f)= lim Ogz(f) (2.23)

0(Z)—0 w(Z)—0

wobei ¢ (Z) = maxy (rx — zx_1) die Feinheit von Z ist.
Betrachten wir die Elementarfunktionen

(I)Z = Zak‘]‘(xkflyxk) und \IJZ - Zﬁkl[mk*l’xk}'
1 k=1

Fiir diese Funktionen gilt
Py < f< Uy

/ <I>Zd>\§/ fd)\g/ W d.
[a,b] [a,b] [a,b]

und somit
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Offensichtlich haben wir

n

/ Ozdh = Y M wpor,wk) = Yo (wk — 2xe1) = Uz (f),
[a,b] k=1

k=1
/ Uadh = S B mera] = 3 B (o — wi) = 02 (f).
[(l,b] k=1 k=1
woraus folgt

Uy (f) < / FAN < 04 (f).

[a,]
Fir ¢ (Z) — 0 erhalten wir die Identitét

b
. fd\= /a f(z)dx.

2.4.2 Lemma von Fatou

Vor dem Beweis von dem Linearitét (2.22) beweisen wir die wichtigen Eigenschaften von
Integral beziiglich punktweiser Konvergenz.

Hauptsatz 2.10 (Lemma von Fatou I) Sei {f;},—, eine Folge von nichtnegativen S-
messbaren Funktionen auf M die gegen eine Funktion f punktweise konvergiert. Gilt fir
ein C' > 0 und alle k > 1 die Ungleichung

/ Jidp < C, (2.24)
M

so gilt auch

/ fdu<c (2.95)
M

Die Aussage gilt trivialerweise auch fiir C' = oc.
Man kann vermuten, dass unter bestimmten Bedingungen die punktweise Konvergenz
fr — f auch die Konvergenz von Integralen ergibt:

/A/[fkd/i_)/]\/[fdﬂ- (2.26)

Solche Behauptungen heiflen Konvergenzsdtze, und sie werden spater ausfiihrlich betra-
chtet werden. Die punktweise Konvergenz f, — f allein ohne zusatzliche Bedingung
impliziert (2.26) nicht, und man kann nur die obere Abschétzung (2.25) behaupten.

Beispiel. Betrachten auf M = [0, 1] die Funktionen
wobei k = 2,3, .... Offensichtlich gilt fiir das Lebesgue-Maf3 A

=

)

e

1 2
/M fidh = KAl 2] =1
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und
fr () — f(x) =0 fiir alle z € [0,1].

/fd,u:()<1:lim/fkd,u.
M k=00 J

Lemma von Fatou ist der erste Schritt zu den Konvergenzsatzen.

Somit haben wir

Beweis von Satz 2.10. Die Funktion f ist offensichtlich nichtnegativ und S-messbar

nach dem Satz 2.3. Da
/ %#=&m{/me:¢§f}
M M

wobei ¢ eine beliebige Elementarfunktion ist, so miissen wir folgendes beweisen: fiir
Elementarfunktionen ¢ gilt

o < fauf M :>/ edp < C, (2.27)
M

woraus (2.25) folgen wird. Es reicht folgendes zu beweisen:

o < fauf {¢ >0} ﬁ/ wdp < C (2.28)
M

(bemerken wir, dass auf der Menge {¢ = 0} die Ungleichung ¢ < f trivialerweise gilt). In
der Tat, ist (2.28) schon bekannt, so gilt fiir jede Elementarfunktion ¢ und jedes ¢ € (0, 1)

dass
o< f aufM = (1—-¢c)p< fauf{p >0},

und somit nach (2.28)
[ a-aeasc (2.20)
M

woraus (2.27) fiir e — 0 folgt.

12.11.21 Vorlesung 10

Beweisen wir jetzt die Aussage (2.28). Sei ¢ eine Elementarfunktion mit
f > ¢ auf der Menge A := {p > 0}.

Wir konnen annehmen, dass A nicht leer ist. Da ¢ Elementarfunktion ist, so nimmt ¢ nur
endlich viele Werte, woraus folgt, dass max4 ¢ und miny ¢ existieren und positiv sind,
was spater benutzt wird.

Gilt f > ¢ auf A fiir ein n so gilt auch f,, > ¢ auf M und somit nach Definition (2.18)
von Lebesgue-Integral und nach der Voraussetzung (2.24) erhalten wir

/w@é/EWSQ
M M

was zu beweisen ist. Allerdings muss f,, > ¢ auf A nicht gelten, aber wir zeigen unterhalb
in (2.35), dass f,, > ¢ auf einer Menge gilt die in bestimmten Sinn nah zu A ist.
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Da f(x) = lim f (x) fiir alle z € M, so erhalten wir
Ve e A klim fr(x)>p(x).

Nach der Definition von lim gilt
Vee A IneN Vk>n fi(z)>¢(z). (2.30)

Fiir jedes n € N betrachten wir die Menge

A, = {z€A:VYb>n fi(z)>p(2)} (2.31)
= Aﬂko {fe —¢ > 0}.

Es folgt aus (2.30) dass
Vre A dneN sodass x € A,

d.h. .
A= A, (2.32)
n=1

Die Menge A, ist S-messbar als ein abzéhlbarer Schnitt von S-messbaren Mengen A =
{¢ > 0} und {fx — ¢ > 0}, da die Funktionen ¢ und f; — ¢ S-messbar ist. Die Folge
{A,};, ist offensichtlich monoton steigend. Es folgt aus (2.32) dass

i (A) = lim 1 (A,).

n—oo

Wir werden unterhalb beweisen, dass

p(A) < ool (2.33)

Ist (2.33) schon bekannt, dann erhalten wir

pw(A—=A,) =p(A) —u(A,) — 0 firn — oco. (2.34)
Es folgt aus (2.31), dass
fn > @ auf A, (2.35)
und somit
fn =14, auf M. (2.36)
Da

e=1ap =140+ 14 4,p

und 1g fiir alle S-messbaren Mengen E eine Elementarfunktion ist, so erhalten wir nach
Lemma 2.7, (2.36), (2.18), (2.24) dass

/sodu = /lAnsoduvL/ 1a-a,pdp
M M M

< / fndpr + / (max @) 1a_a,dp
M M
< C+ (maxp)pu(A—A,).
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Fiir n — oo erhalten wir nach (2.34), dass

/ pdp < C,
M
was zu beweisen war.

Es bleibt noch (2.33) zu beweisen. Setzen wir
@ :=ming > 0.
Da A, C A, so gilt ¢ > a auf A, und somit nach (2.36)
fon>aly, auf M,

woraus folgt
/ Jndp 2/ ala,du = ap(A,).
M M

Diese Ungleichung zusammen mit (2.24) ergibt

1 C
pa) < [ han<
a a
woraus folgt
p(A) = lim p(A,) < ¢ < 00,
n—oo a

was zu beweisen war. ®

2.4.3 Konvergenzsatze
Hier beweisen wir, dass die punktweise Konvergenz einer Folge von messbaren Funktionen

unter bestimmten Voraussetzungen die Konvergenz von den Integralen ergibt.

Satz 2.11 (Satz von der monotonen Konvergenz) Sei {f,} -, eine Folge von nichtnega-
tiven S-messbaren Funktionen die gegen eine Funktion f punktweise konvergiert. Ist { f,}
monoton steigend, so gilt

lim fndu:/ fdu. (2.37)
M M

n—oo

Beweis. Setzen wir

n—oo

C=lim [ f.du,
M

wobei der Grenzwert existiert in [0, +0c]| da die Folge { Il ar Jn d,u} monoton steigend ist.
Es folgt, dass fiir alle n € N
[ hauzc
M

/Mfdué C.

Nach dem Satz 2.10 erhalten wir



2.4. INTEGRAL VON NICHTNEGATIVEN FUNKTIONEN 65

Andererseits, da f > f,, so gilt nach Lemma 2.8

Aﬁ@z&hm

/Mfduzc-

Aﬁwza

woraus folgt fiir n — oo, dass
Somit gilt die Identitéat

was zu beweisen war. ®

Satz 2.12 (Lemma von Fatou II) Sei {f,} =, eine Folge von nichtnegativen S-messbaren
Funktionen auf M. Dann gilt

/ (11m1nf fn du<hm1nf/ fndp. (2.38)
M

n—oo

Beweis. Nach der Definition von lim inf haben wir

f (@) =liminf f, () = Tim nf fy (2) = lim g, (2).

n—oo n—oo k>n

wobel

o (2) 5= It fic(2) = T min (fo (&), Fosr (2) oo fn (2)

k>n

Die Funktion g, ist S-messbar da g, auf den Funktionen f; mit Hilfe von Operationen
min und lim erstellbar ist (siche auch die Aufgabe 40). Die Folge {g,} ist offensichtlich
monoton steigend und konvergiert punktweise gegen f. Nach dem Satz 2.11 erhalten wir

/fdu: lim/ gndpt.
M n—oo M

lim gndp < lim inf/ fndp,
n—oo M

n—oo

Da g, < f,, so folgt es

woraus (2.38) folgt. m

Satz 2.13 (Satz von der einseitigen Konvergenz) Sei { f,,} eine Folge von nichtnegativen

S-messbaren Funktionen die gegen eine Funktion f punktweise konvergiert. Gilt fiir alle
n dass f, < f auf M, so gilt

lim fn dp = /M fdu. (2.39)

n—oo
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Beweis. Nach dem Satz 2.12 gilt

/fd,u:/ (limfn)dugliminf/ fndp.
M M n=ee Jm

Andererseits, da f > f,, so gilt

fdup > lim sup/ fndp.
M

M n— oo

Es folgt, dass

limsup/ fndu:/ fdp,:liminf/ fndp,
n—oo JM M e JIM
woraus auch (2.39) folgt. m

2.4.4 Positive Linearitat von Integral

Fiir den Beweis von positiver Linearitét (2.22) brauchen wir die folgende Aussage.

Lemma 2.14 Fiir jede S-messbare Funktion [ : M — [0,00] gibt es eine Folge {p,},cxn
von Elementarfunktionen mait

o, < f und ¢, — f auf M, (2.40)

wobei die Konvergenz punktweise ist. Folglich gilt fir jede solche Folge die Identitdt

lim (pnd,u:/ fdu. (2.41)
M M

n—o0

Beweis. Offensichtlich folgt (2.41) aus (2.40) nach dem Satz 2.13.

Um eine Folge {y,} zu konstruieren, fixieren wir zunéchst eine Folge {g,},oy von
natiirlichen Zahlen so dass 2 / oo fiir n — oo (z.B. g, = n?). Fiir jedes n € N definieren
wir die Mengen

k E+1

§f<$)< }ak:()?la'-'aCJn_l?

n

und ¢
Aqn:{xeM:f(:c)zg"}.

Offensichtlich sind alle Ay S-messbar und die Folge {A;}{", ist eine Zerlegung von M.
Betrachten wir die Elementarfunktion

an
k
0, = E ﬁlAk, (2.42)
k=0

d.h.

E falls £ < f(2) < Bl mit 0 <k <gq, — 1,
%(w)z{n w S (@) <5 sk=q (2.43)

k
I Aalls f (z) > 2.
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Beweisen wir jetzt (2.40) d.h. fiir jedes x € M gilt

pn (1) < f(z) und lim @, (z) = f(z). (2.44)

Die Ungleichung ¢, (x) < f (z) ist klar aus (2.43). Fiir den Beweis von den Grenzwert in
(2.44) betrachten wir zwei Félle.

1. Gilt f (z) < oo, so gilt f (z) < 2 fiir alle grofie n. Fiir solche n gilt £ < f (z) < &t

fiir ein k < g, und somit auch ¢, (z) = £, woraus folgt

0< f(a)— (@) < 0t 2]

n n n

und somit ¢, () — f(x) fir n — oo.
2. Gilt f(z) = oo, so gilt f(z) > L und somit ¢, (r) = 2 fiir alle n, woraus folgt
0, (r) =00 = f(x) firn —oco. m

Im Fall wenn f endlich ist (d.h. f: M — [0,00)) sieht man aus dem Beweis dass man
in der Definition (2.42) von ¢,, auf A, verzichten kann, d.h. in diesem Fall nehmen wir

an
gn— 1

Z o

Es gilt dann
qn_l

- 2 “ e (k k+1
= _— = —_— p— <
/Mgondu n'u(Ak) Zk_o nﬂ{n /< n }’

k=0

und es folgt aus (2.41), dass

/ fdu = llm Eu{ﬁ <f< %} (2.45)

(k+1)/n /\
II(//V] u

N

v\\\ * /7,1 M
Die Menge A = {k <f< k+1}
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Die Identitdt (2.45) kann man als eine alternative Definition von dem Lebesgue-
Integral betrachten. Die Summe in der rechten Seite von (2.45) heifit die Lebesgue-Summe.
Der Vergleich mit dem Riemann-Integral zeigt folgendes: fiir Riemann-Summen benutzt
man eine Zerlegung der Axe x in kleinen Intervallen wahrend fiir die Lebesgue-Summen
eine Zerlegung der Axe y verwendet wird.

Jetzt konnen wir die positive Linearitat des Integrals fiir S-messbaren Funktionen
beweisen.

Satz 2.15 Fur nichtnegative S-messbare Funktionen f,q auf M gilt

/M(f+g)du=/Mfdu+/Mgdu-

Beweis. Nach dem Lemma 2.14 existieren zwei Folgen {¢,} und {¢,} von Elementar-
funktionen mit
o < f o0 — f

und
Vv, < g, ¥, —g.

Dann {¢,, + 1, } ist auch eine Folge von Elementarfunktionen, und zwar mit

o+, < f+g, v, tv,— f+g.

Nach dem Satz 2.13 und Lemma 2.7 erhalten wir

/(f+g)du = lim [ (o, +,)du
M M

n—oo

= lim ( / Ppdp + / ¢ndu>
e NI M M

= /fdu+/ gd.
M M

Es folgt aus den Satz 2.15 dass das Integral mit endlichen Summen vertauschbar ist:
fiir eine endliche folgt {fi},_, von nichtnegativen S-messbaren Funktionen gilt

/M (; fk> dy = 223 /M fedp. (2.46)

Korollar 2.16 Fir eine beliebige Folge {fi},—, von nichtnegativen S-messbaren Funk-

tionen auf M gilt
/ (Z fk) dp =Y / frdp. (2.47)
M\ k=1 k=1“M

Beweis. Betrachten wir die Funktionen

k=1
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Dann ist {g, } eine monoton steigende Folge von nichtnegativen S-messbaren Funktionen.
Nach dem Satz 2.11 von der monotonen Konvergenz gilt

/ <lim gn) dp = lim/ ndpt. (2.48)
M n—oo n—oo M

und nach (2.46) gilt
lim gndu— lim (Z ) 1= lim Z/ frdp = Z/ frdp,
so folgt (2.47) aus (2.48). m

17.11.21 Vorlesung 11

2.5 Lebesgue-integrierbare Funktionen

Sei (M, S, u) ein Mafiraum.
Jetzt definieren wir das Lebesgue-Integral von signierten Funktionen. Fir jede Funk-
tion f: M — R definieren wir Funktionen f, und f_ wie folgt:

_ [ (@), falls f(z) 20 o, falls f () > 0
f+(x)_{0, falls f () <0 " f_(x>_{—f(x), falls f (z) < 0

Die Funktion f, heift der positive Teil von f und f_ heiflt der negative Tail von f. Die
beiden Funktionen f, und f_ sind nichtnegativ und erfiillen die Identitaten

f=fe— /- wd [f]=f+ /-,

woraus folgen
. 71-1
Ist f S-messbar, so ist auch |f| S-messbar da |f| = ® (f) mit der Borel-Funktion ® () =
|t| . Daraus folgt, dass auch f,, f_ S-messbar sind, da f,, f_ die linearen Kombinationen
von f und |f] sind.
Da die Funktionen |f|, f., f- S-messbar und nichtnegativ sind, so sind ihre Lebesgue-
Integrale definiert und es gilt

/M!f!du:/Mﬁdqu/Mfdu. (2.49)

Definition. Eine Funktion f : M — [—o00, 00| heifit Lebesque-integrierbar beziiglich p
(oder p-integrierbar) wenn f S-messbar ist und

und f_ =

f1+f
2

/ |fldu < 0. (2.50)
M
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Nach (2.49) ist die Bedingung (2.50) dquivalent zu

/ frdp < oo und / fodp < o0. (2.51)
M M

Somit ist die Integrierbarkeit von f &quivalent zu (2.51).

Definition. Fiir jede pu- integrierbare Funktion f definieren wir ihres Lebesgue-Integral

mit
/Mfd,u = /Mf+du—/Mf_du. (2.52)

Der Wert von [, fdp ist somit eine reelle Zahl.

Ist f nichtnegativ und S-messbar, so ist f genau dann integrierbar, wenn

/Mfdu< 00.

Da in diesem Fall f, = f, f = 0, so stimmt die Definition (2.52) mit der vorhandenen
Definition des Integrals iiberein.

Beispiel. Sei f eine stetige Funktion auf einem Intervall [a,b]. Dann ist f messbar
beziiglich der Borel-o-Algebra. Beweisen wir, dass f Lebesgue-integrierbar beziiglich des
Lebesgue-Mafles = A auf [a, b] ist. Da die Funktionen f, und f_ nichtnegativ und stetig
sind, so stimmen ihre Lebesgue- und Riemann-Integrale iiberein. Die Bedingungen (2.51)
sind somit erfiillt und f ist A-integrierbar. Dariiber hinaus gilt die Identitat

b b b
d)\ = d)\ — _d) = dr — _ dx = d
IRECEY RIS / fo (@)de / fo(x) do / f (z) de

[ ]

so dass die Lebesgue- und Riemann-Integrale von f iibereinstimmen. Spater beweisen
wir, dass jede Riemann-integrierbare Funktion auch Lebesgue-integrierbar ist.

Satz 2.17 Seien f und g zwei p-integrierbare Funktionen auf M.

(a) Fir jedes ¢ € R ist auch cf p-integrierbar und es gilt

/Mcfd,u:c/M fdu. (2.53)

(b) Sind f und g endlich so ist f + g auch p-integrierbar und es gilt

/M(f+g)du=/Mfdu+/Mgdu- (2.54)

(¢) Gilt f < g auf M so gilt auch
| s [ gin
M M



2.5. LEBESGUE-INTEGRIERBARE FUNKTIONEN 71

Beweis. (a) Die Funktion cf ist integrierbar da

/M|Cf|dM=|0|/M|f|du<oo.

Beweisen wir (2.53). Fiir ¢ = 0 sind die beiden Seiten gleich 0. Fiir ¢ > 0 gelten

(cf)y =cfy und (cf)_=cf,

und nach dem Lemma 2.8

/MCfdu=/6f+du /cf du—c/ f+du—c/fdu—c/ fd.

Fiir ¢ = —1 gelten
(=f)y =/ uwd (=f)_=f:

[ enan= [ ran—[ ran=-[ jan

Fiir beliebiges ¢ < 0 erhalten wir

[ etau= [ relpan== [ reisdu=—=1d [ sin=c [ an

(b) Nach der Dreiecksungleichung

woraus folgt

|f+gl < [f]+1g]

/\f+9|du§/ \fldu+/ lg| dp < o0,
M M M

so dass f + g integrierbar ist.

Fiir den Beweis von (2.54) bemerken wir zunéchst, dass (f + g), nicht unbedingt
gleich f. + g, ist, so dass das Argument aus (a) in diesem Fall nicht funktioniert. Wir
haben

erhalten wir

fetog—(f-+g)=f+g=(f+9),—(f+9)_
und somit

fotogr+(f+g_=+g) +f +g-.

Alle Funktionen here sind S-messbar und nichtnegativ, und nach dem Satz 2.15 gilt

/Mf+du+/Mg+du+/M(f+g)_dM=/M(f+g)+du+/Mf—du+/Mg-du-

Es folgt daraus, da

/M(f+9)du = /M(f+g)+du—/M(f+g)_du

= [ st [ gdu= [ ran= [ gan
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= /Mfdu%—/MgdpJ.

(c) Es folgt aus der Identitdt g = (¢ — f) + f und aus g — f > 0, dass
[otn=[ w-pydu+ [ fau= [ rau
M M M M

Bemerkung. Somit haben wir den Begriff von Lebesgue-Integral | o Jdp fir zwei Klassen
von Funktionen f definiert:

1. fiir nichtnegative S-messbare Funktionen f : M — [0,00] so dass [, fdu € [0, oc];

2. fiir p-integrierbare Funktionen f: M — R, so dass [y fdn € R.

Es gibt noch eine allgemeinere Klasse von S-messbaren Funktionen f : M — R wenn
[5y fdu definiert ist: wenn

/ fidpu < oo oder / fodu < oo (2.55)
M M

[ swi= [ rn— [ raper

Die Bedingung (2.55) ist in den beiden Féllen 1 und 2 erfiillt: im Fall 1 gilt f_ = 0, und
im Fall 2 sind die beiden Integrale in (2.55) endlich.

so definieren wir

Bemerkung. Gilt u (M) = 1 so heifit p ein Wahrscheinlichkeitsmajs. Der Mafiraum
(M, S, 1) heifit in diesem Fall ein Wahrscheinlichkeitsraum. Die Teilmengen A € S heiflen
FEreignisse und p (A) heiit die Wahrscheinlichkeit von A und wird auch mit P (A) beze-
ichnet. Jede S-messbare Funktion f auf M heifit Zufallsvariable. Das Integral [ W Jdn
heiflt der Erwartungswert der Zufallsvariable f und wird auch mit E (f) bezeichnet.

2.6 Integration uber Teilmengen

Seien (M, S, u) ein Mafiraum und A eine nichtleere S-messbare Teilmenge von M. Be-
trachten wir in A eine o-Algebra

S,=8SNP(A)={BCA:BeS},

und die Restriktion p, = uls, von Mafl u auf Sy, so dass (A, Sy, 14) auch ein Mafiraum
ist. Somit ist der Begriff von Lebesgue-Integral iiber A beziiglich des Mafles yi 4 definiert.
Ist f eine nichtnegative Funktion auf M, so definieren wir das Integral von f tiber A

beziiglich p mit
/ fdp = / fladpy.
A A
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Lemma 2.18 Sei f eine nichtnegative S-messbare Funktion auf M. Dann gilt die Iden-

titat
/fdu:/ fladp. (2.56)
A M

Bemerkung. Im Fall A = () ist die rechte Seite von (2.56) gleich 0 so dass die linke Seite
auch als 0 definiert wird, d.h.
/ fdp = 0.
1]

Beweis. Wir miissen beweisen, dass

/A Fladig = /M FLad.

Ly

A M
Funktionen f, f14 und f|

Setzen wir g := f14 und bemerken, dass g S-messbar ist und f|4 = g|4. Somit reicht
es zu beweisen, dass
/9|A dpiy :/ gdu, (2.57)
A M

g =0 auf A

vorausgesetzt, dass

Sei zunachst g eine Elementarfunktion, d.h.

g= Zblek (2.58)
s

mit by € [0,00) und By € S. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir an-
nehmen, dass die Mengen B, disjunkt sind und alle by, positiv sind (Lemma 2.6). Dann
gilt g > 0 auf By, woraus folgt By C A. Somit stellt die Identitdt (2.58) eine Elementar-
funktion auch im MaBiraum (A, Sa, i) dar, woraus folgt, dass

/A gladu, = Zbk,uA (Br) = Zbkﬂ(Bk) = /M gdp.
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Sei jetzt g eine beliebige nichtnegative S-messbare Funktion mit g = 0 auf A°. Sei {¢,}
eine Folge von Elementarfunktionen auf M mit

¢ < g und ¢, — g fir k — oo,

die nach Lemma 2.14 existiert. Dann gilt ¢, = 0 auf A, so dass ¢,, eine Elementarfunktion
auch im Mafiraum (A, Sy, p1,4) ist, und nach dem ersten Teil von dem Beweis erhalten wir

/mAdqu/ oAy
A M

Die Folge {¢;]a} konvergiert gegen g|4 punktweise und ist von g|4 beschrénkt. Somit
erhalten wir nach dem Satz 2.13 dass

/9|Ad,uA: 1im/<Pk|Ad/~LA: lim/ SOkd:“:/ gdp.
A k—oo J 4 k—oo Jpp M

Beispiel. Sei M = (a,b) mit a,b € [—00,4+00], a < b. Sei g = A. Sei f eine nichtnegative
messbare Funktion auf M. Betrachten wir eine streng monoton fallende Folge {a,} und
eine streng monoton steigende Folge {b,} mit

a, \,a und b, 0.

Die Folge
fn = 1[an,bn]f

ist monoton steigend und konvergiert punktweise gegen f, woraus folgt nach dem Satz
von der monotonen Konvergenz (Satz 2.11) und Lemma 2.18 dass

/ fd\ = lim Lia, 51 fdA = lim fd.
(ab)

n—oo (a,b) n—oo [anybn}
Sei die Funktion f stetig auf (a,b). Wir wissen schon, dass
bn
[ sir= [ rwas,
[an7bn] Qn

woraus folgt

n—oo
an

bn b
/ fd\ = lim f(z)dx = / f(z)dx,
(a,b) a

wobei das letzte Integral das uneigentliche Riemann-Integral ist. Somit stimmen das
Lebesgue-Integral und das uneigentliche Riemann-Integral iiberein.

Satz 2.19 Sei f eine nichtnegative S-messbare Funktion auf M. Definieren wir die Funk-
tion v: S — [0, 400] mit

v(A) = / fdpu. (2.59)
A
Dann ist v ein Maf auf S.



2.6. INTEGRATION UBER TEILMENGEN 75

Beispiel. Jede nichtnegative stetige Funktion f auf dem Intervall (0,1) bestimmt ein
neues Mafl v in (0,1) mit Hilfe von (2.59) mit p = . Zum Beispiel, fiir die Funktion
f =1 gilt es fir jedes Intervall [a,b] C (0,1), dass

"1 b
v ([a,b]) = fd)\:/ —dr =In—.
[a,b] a L

a

Beweis. Es gilt v (()) = 0 nach Definition. Beweisen wir, dass v o-additiv ist, d.h. fiir
jede disjunkte Folge {A,} von messbaren Mengen und fiir

A= L] A, (2.60)

n=1

gilt
/Afduzg/Anfdu- (2.61)

Nach Lemma 2.18 ist (2.61) dquivalent zu

lAfd,u = / lAndeL. 2.62
/ >/, (2.62)
Die Bedingung (2.60) ergibt
1a=) 1a,. (2.63)
n=1

In der Tat, fiir jedes z € A gilt x € A, fiir genau ein n € N so dass die beiden Seiten von
(2.63) gleich 1 sind. Im Fall ¢ A sind die beiden Seiten von (2.63) gleich 0. Es folgt aus
(2.63), dass

1af = Z 14,1,
n=1

wobei die Reihe punktweise konvergiert, und nach dem Korollar 2.16 erhalten wir (2.62).
n

19.11.21 Vorlesung 12

Jetzt betrachten wir Integration iiber Teilmengen von integrierbaren (signierten) Funk-
tionen.

Satz 2.20 Sei f eine p-integrierbare Funktion auf M.

(a) Sei A € S eine nichtleere Menge. Dann die Funktion f|a ist p4-integrierbar und es
gilt

[ fladia = [ 1afdn (2.64)
A M

/Afdu :Z/AflAduA

fiir nichtleere Menge A und fA fdu =0 fir A=10.

Bemerkung. Wir setzen
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(b) Definieren wir die Funktion v :S — R mit

v (A) ::/Afdu.

Dann ist v o-additiv.

Da v () = 0 und v o-additiv ist, so ist v ein signiertes Maf.

Beweis. (a) Die Funktion f|4 ist p4-integrierbar, da nach dem Lemma 2.18

J Al = [ D= [ 1alfldu< [ 171du< o0
A A M M
Wieder mit Hilfe von dem Lemma 2.18 erhalten wir
[ tladns = [ (Glacdua= [ (0 dus
A A A
= /lAf+du—/ 1af-dp
M M
M

(b) Die beiden Funktion f,, f_ sind nichtnegativ und p-integrierbar. Sei {4}, .y eine
disjunkte Folge von messbaren Mengen. Fir die Vereinigung

A= EI A,
n=1

erhalten wir nach dem Satz 2.19

o) = [ san= [ geau= [ 1au

- f}Anf+du—§;Anf_du
= i( Anf+du—/AnfdM)

n=1
- ;Anfdu=;v<An>,

was zu beweisen war. ®

2.7 Der Begriff “fast iiberall”

Definition. Sei £ = E (x) eine Aussage, die von z € M abhéngt. Man sagt, dass F
p-fast iberall gilt (kurz: p-f.i. oder f.i.), wenn die Menge

N ={z e M: E(x) ist falsch}
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eine Nullmenge ist.

Z.B. seien f, g two Funktionen M — [—o00,+00]. Man sagt, dass f und g gleich f.i.
sind und schreibt

f=gfi.,

wenn die Gleichheit f = g fast iiberall gilt, d.h. die Menge {z € M : f(x) # g (x)} eine
Nullmenge ist.

Beispiel. Fiir die Dirichlet-Funktion

1, zeQ,
f<x>_{0’ x%@

gilt f =0 f.i. da die Menge {z : f () # 0} abzdhlbar und somit eine Nullmenge ist.

Lemma 2.21 (a) Seien E und F zwei von x abhdngige Aussagen. Gelten E f.ii. und
E = F, so qilt auch F f.ii., d.h.

(Efi)N(E=F) = Ffi

(b) Sei {Ey},—, eine Folge von Aussagen, so dass jede Ej, f.ii. gilt. Dann auch die
Aussage

E = {alle Ey sind erfillt}
gilt £.4.. d.h.
Vk B fi = N B fi
k=1
Beweis. Fiir jede Aussage E setzen wir
Ng={x € M : E(x) ist falsch},
so dass
Np={x € M: E(x) ist richtig}

(a) Die Implikation £ = F ergibt Nj, C Nj, woraus folgt Np C Ng. Da Ng eine
Nullmenge ist, so ist auch Ng eine Nullmenge (Lemma 1.23).
(b) Wir haben

Ne =N, = (U, ) |
k k
woraus folgt

Ng = Ng,.
k

Da alle Ng, Nullmengen sind, so ist ihre Vereinigung Ng auch eine Nullmenge (Lemma
1.23). m

Die nachsten Aussagen erklaren die Beziehung zwischen Integration und dem Begriff
fa..
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Satz 2.22 (a) Fir jede nichtnegative messbare Funktion f gilt die Aquivalenz
/ fdu=0 & f=0f.i.
M
(b) Jede p-integrierbare Funktion f : M — [—oo, +00] ist endlich f.4. d.h.

/ |fldu < 0o = |f] < oo f.ii.
M
Beweis. (a) Beweisen wir zunéchst die Implikation “<”, d.h.

f:Of.ii.:>/ fdu = 0.
M

Nach Definition gilt

/ fdu = sup { / wdp : @ ist eine Elementarfunktion und ¢ < f.}
M

In der Darstellung

Y= Z arla,
%

der Elementarfunktion ¢ konnen wir annehmen, dass a; > 0 fiir alle k. Da 0 < ¢ < f so
erhalten die Implikation
f=0 = p=0.

Da f =0 f.i., so erhalten wir nach dem Lemma 2.21 dass
v =0 f.i..

Da ¢ > 0 auf Ay, so folgt es, dass Ay, eine Nullmenge ist, d.h. p (Ag) = 0 fiir alle k. Somit

erhalten wir
/ wdp = Zak,u (Ag) =0,
M k

woraus folgt [, fdu = 0.
Beweisen wir jetzt die Implikation “=", d.h.

/ fdu=0= f=0"fi..

M

Wir miissen beweisen, dass die Menge
B:={zxeM: f(z) >0}

eine Nullmenge ist. Fiir jedes k£ € N betrachten wir die Menge

Bk::{xeM:f(x)>%}
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und bemerken, dass { By} eine monoton steigende Folge ist und

k=1

Da By, und B messbar sind, so folgt es, dass

lim p (Bg) = pu(B). (2.65)

k—o0

Betrachten wir fur ein k die Elementarfunktion

1

Y = E]‘Bk

Offensichtlich gilt ¢ < f auf M, woraus folgt

[ gz [ o= B,

und somit p (By) = 0. Aus (2.65) erhalten wir p (B) = 0.
(b) Es reicht diese Aussage fiir nichtnegative f zu beweisen. Betrachten wir die Menge

A={zxeM: f(z)=+oo}

die offensichtlich S-messbar ist und beweisen, dass u (A) = 0. Dafiir betrachten wir die
Elementarfunktion
p=Fkly

mit einem k£ € N. Da ¢ < f, so folgt es

A/wzéfmzmm>

1
n(A) < E/Mfd“'

Fir £ — oo erhalten wir p (A) = 0, was zu beweisen war. =

und somit

Satz 2.23 (a) Seien f: M — [0,+00] und g : M — [0, 400| zwei S-messbare Funktio-
nen. Gilt f = g f.i. so gilt die Identitdat

/Mfdu=/Mgdu- (2.66)

(b) Sei f: M — [—o00,+00] eine p-integrierbare Funktion und g : M — [—o0, +00| eine
S-messbare Funktion. Gilt f = g f.. so ist g auch p-integrierbar und es gilt (2.54).

Beweis. (a) Die Menge
{reM: f(z)#g(x)}

ist eine Nullmenge und somit ist eine Teilmenge einer Menge N € S von Maf} 0 (Satz
1.24). Somit erhalten wir fiir alle x € M

fx) < g(x)+h(z)
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wobel

h(x):{o, r¢ N

+o00, x €N
Nach Lemma 2.8 und Satz 2.15 erhalten wir

/MfdMS/]\4(g+h)du:/Mgdu+/Mhdu:/Mgdu.

Die umgekehrte Ungleichung gilt analog, woraus die Identitat (2.66) folgt.
(b) Die Bedingung f = ¢ f.ii. impliziert dass auch |f| = |g| f.ii. so dass nach (a)

/ Ig|du=/ |fldp < oo
M M

und somit g p-integrierbar ist. Wir haben auch f, = ¢, f.i. und f- = ¢g_ f.i. und somit

nach (a)
/f+du /g+du und /Mf—duz/Mg—dm

woraus die Identitét (2.66) folgt. m

Korollar 2.24 Seien f und g p-integrierbar. Ist f + g wohldefiniert, so ist f + g auch

p-integrierbar und es gilt
/ (f+g)dﬂ=/ fdu+/ gdp.
M M M

Beweis. Fiir jede p-integrierbare Funktion f auch M betrachten wir die Funktion
F = Iygi<ooy-

Da die Menge {|f| < oo} offensichtlich S-messbar ist, so ist die Funktion fS—messbar.
Nach dem Satz 2.22 gilt |f| < oo f.ii., woraus folgt dass

f=f fii
Nach den Satz 2.23 erhalten wir, dass fauch p-integrierbar ist und

/M Fu = /M F.

Die gleiche Aussage gilt fiir die Funktionen g und g = gl{gj<cc}- Da fund g endlich sind,
so erhalten wir nach den Satz 2.17 dass f 4+ ¢ p-integrierbar ist und

/M(J"v+§)du=/Mfdu+/M'§du.

Da f+g= fv+ g f.i., so ist auch f + g p-integrierbar und es gilt

| Geadu= [ (F+a)au= [ Fau+ [ Gan= [ fane | g

was zu beweisen war. ®
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2.8 Satz von der majorisierten Konvergenz

Sei (M, S, ) ein MaBraum.

Definition. (Konvergenz f.i.) Eine Folge {f,}, oy von Funktionen auf M konvergiert
gegen eine Funktion f auf M fast dberall wenn die Bedingung f,, (z) — f (z) fiir fast alle
x erfiillt ist, d.h. auBlerhalb einer Nullmenge. Schreibweise:

£, — f fil

Hauptsatz 2.25 (Satz von der majorisierten/dominanten Konvergenz) Sei {f,,}, oy €ine
Folge von S-messbaren Funktion auf M mit

fo— [ L,

wobei f auch eine S-messbare Funktion ist. Nehmen wir an, dass es eine nichtnegative
p-integrierbare Funktion g gibt so dass fiir jedes n € N

ful < g fii. (2.67)

Dann sind f,, und f auch p-integrierbar und
/ fdp = lim fndp. (2.68)
M e M

Die Identitat (2.68) ldsst such wie folgt umschreiben:

/ lim f, du = lim/ frndp,
MTL_’OO n—oo M

so dass fiir die Folge {f,,} die Operationen lim und | vertauschbar sind. Eine Funktion g,
die (2.67) fiir alle n erfiillt, heifit die Majorante (oder Dominante) der Folge {f,}. Man
kann den Satz 2.25 wie folgt kurz umformulieren: [ und lim sind auf {f,} vertauschbar,
wenn die Folge {f,} eine integrierbare Majorante hat.

Beweis. Da jede von den Aussagen f, (x) — f(x) und |f, ()| < g (z) fast iiberall gilt,
so erhalten wir nach dem Lemma 2.21, dass die Aussage

fo(z) — f(z) und |f,(x)| <g(x) firalleneN (2.69)

auch fast tiberall gilt. Somit existiert eine Nullmenge N, so dass (2.69) fiir alle x € N°
erfiillt ist. Nach dem Satz 1.24 konnen wir annehmen, dass N eine Menge von Maf 0 ist,
d.h. messbar.

Betrachten wir die Funktionen 1ycf, und 1ycf, die offensichtlich messbar sind und
die folgenden Bedingungen fiir alle x € M erfiillen:

Inefn () = Inef (z) und |Inef, (2)] < g(x) fiir alle n € N.

Wir benennen 1yecf, in f, und 1ycf in f um, so dass die Bedingungen (2.69) fiir alle
x € M gelten. Die Integrierbarkeit und die Werte von Integralen von f,, und f dandern sich
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nach dem Satz 2.23 nicht, da die neuen Funktionen f, und f von den alten Funktionen
auf einer Nullmenge abweichend sind.
Angenommen, dass (2.69) fiir alle x € M gilt, es folgt, dass |f| < g und somit

/ Iflduﬁ/ gdp < oo
M M

so dass f integrierbar ist. Genauso sind alle f,, integrierbar.

24.11.21 Vorlesung 13

Jetzt beweisen wir (2.68). Betrachten wir die Funktionen
hn = fot+g und h=f+g

die nichtnegativ und messbar sind. Da offensichtlich h,, — h punktweise, so erhalten wir
nach dem Lemma von Fatou, dass

/ hdp < liminf | h,du
M

n—oo M

[ (t+gdn < it ( [ hans [ gdﬂ>

= liminf/ fnd,u+/ gd,

d.h.

woraus folgt
/ fd,ugliminf/ frdpt. (2.70)
M e JMm

Um die umgekehrte Ungleichung zu beweisen, verwenden wir das gleiche Argument fiir
die Funktionen

hy=g—fn und h=g—f.

Da h,, nichtnegativ und messbar sind und h,, — h punktweise, so erhalten wir nach dem

Lemma von Fatou, dass
/ hdp < lim inf/ hndp
M neee M

/M (9—fdp < liminf ( /M g — /M fndu>

= / gdp — limsup / Jndp,

d.h.

woraus folgt

limsup/ fnd,u</ fdpu. (2.71)

n—oo

Vergleichen von (2.70) und (2.71) ergibt (2.68). m
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Beispiel. Bestimmen wir das Integral

00 )
/ e d.
Dafiir benutzen wir, dass fiir jedes a > 0 die Folge
{(1+3)}
n neN

monoton steigend ist und gegen e® fiir n — oo konvergiert. Es folgt, dass

2 1

Ly o L A
wobel .
fn () = W

1

Die Folge {f,,} ist positiv und monoton fallend und somit hat die Majorante f (z) = 17—,

die auf R integrierbar ist, da

+oo
/ fid\ = / de_ _ [arctan 2] 7% = 7.
R — 1+ x? OO

o

Nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz (Satz 2.25) erhalten wir

“+o0 —+o0
/ e dy = / e d\ = lim [ f,d\ = lim o (z) da.
- R

n—00 n—00
) R —0o0

Mit der Substitution y = x/+/n erhalten wir

400 400 dr +o0 dy
AL N e O N e

o (1+2Z

. /-l-oo dy
") e (L)

und verwenden die partielle Integration:

400 1 +o00 2d +00 1 2y 1 d
an:_/ yd—QTLZQTL/ %:%/ g n+3 =20 (a0 — anpa),
oo (+9?) o (I+9?) oo (T+9?)

woraus folgt

Setzen wir

2n — 1
2n

Ay
R S PRl

so erhalten wir nach (2.72) per Induktion

Api1 = Q. (2.72)

Da

g = —T, Az = ZLCLQ = — T, ...
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und

Daraus folgt

Up41 = ™=

Nach der Stirling-Formel?

o |

k
k! ~ 27T/<;( > fir k — o0

erhalten wir fur n — oo

\/M(%")Qn o 171': ™
o (v (2 VeV

Ap ~ Ap41

Daraus folgt, dass
+oo

lim fo (x) dz = lim \/ﬁ\/g =/

n—oo
—00

und somit

/_+OO e dr = /7. (2.73)

o

2.9 Parameter-abhangige Integrale

Wir geben hier eine Anwendungen von dem Satz von der majorisierten Konvergenz zu den
Parameter-abhéngigen Integralen an. Sei (M, S, 1) wie zuvor ein Mafiraum. Betrachten
wir eine Funktion f: M x I — R wobei I C R ein beliebiges Intervall ist. Die Elementen

von M x I bezeichnen wir mit (x,t) wobei € M und ¢ € I. Definieren wir die Funktion
F: I — R mit

1’(t)==t/;,f(x,t)6Ut(x), (2.74)

wobei der Ausdruck du () bedeutet, dass der Integrand als eine Funktion von x betrachtet
wird; man kann dies auch wie folgt darstellen:

F)= [ £0.0 du

2 Anstatt der Stirling-Formel kann man das Wallis-Produkt benutzen:

2

) (2-4-...-2n) s
lim o) =7
n—oc (1-3-5...-(2n—1))"(2n+1) 2
was ergibt
1 \? 1 us
im [ — = —
n—oo \a,/) 2n+1 2
und somit
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Man sagt: x ist die Variable von Integration and t ist ein Parameter. Ein Integral der
Form (2.74) heifit das Parameter-abhdngige Integral.

Wir zeigen jetzt, dass unter bestimmten Voraussetzungen die Funktion F (t) differen-

zierbar ist, und zwar die Operationen % und f vertauschbar sind.

Satz 2.26 Sei f: M x I — R eine Funktion mit den folgenden Bedingungen.

(1) Fiir jedes t € I ist die Funktion x — f (x,t) p-integrierbar auf M ; insbesondere ist
die Funktion F' (t) aus (2.74) wohldefiniert.

(ii) Fiir jedes x € M st die Funktion t — f (z,t) differenzierbar auf I.

(1ii) Die Ableitung f' = % hat eine p-integrierbare Majorante, d.h. es gibt eine -
integrierbare Funktion g auf M mit

If (z,t)| < g(x) firallet eI, € M. (2.75)

Dann ist die Funktion x w— f'(x,t) p-integrierbar auf M fir alle t € I, die Funktion
t — F(t) ist differenzierbar, und es gilt fir alle t € 1

F() = /M £ (2.t dp (). (2.76)

Die Identitdt (2.76) lasst sich wie folgt darstellen:

G [ reoae = [ e

so dass die Ableitung in ¢ und das Integral vertauschbar sind.
Beweis. Fixieren wir ein t € I und eine Folge {s,} die gegen 0 konvergiert aber s,, # 0.
Wir beweisen, dass

lim F(t+s,) — F(t) _

n—oo Sn

/M £ (1) dpi () (2.77)

woraus die Differenzierbarkeit von F'(¢) und die Identitdt (2.76) folgen werden. Nach der
Linearitat von Integral gilt

F(t+s,) — F(t) :/ fx,t+s,) — f(x,t)

Sn

dp (z) = /M Gn () dps,

wobei
fx, t+s,) — f(z,1)

Sn

qn () =

Die Funktion ¢, ist offensichtlich integrierbar. Nach dem Mittelwertsatz gilt fiir jedes
x € M die Gleichheit
f(xat—i_sn) —f(fl?,t)

” = £/ (.6,

wobei £, = &, (z,t) ein Mittelwert zwischen t und ¢ + s,, ist. Es folgt aus (2.75), dass

|gn ()] = | (2, €)1 < g (2) .
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Da die Folge {g, ()} gegen f'(x,t) fir jedes z € M fiir n — oo konvergiert und eine
integrierbare Majorante g hat, so erhalten wir nach dem Satz von der majorisierten Kon-
vergenz dass [’ (z,t) auch integrierbar ist und es gilt

n—oo

i [ g () dye = /M F(2.t) dp (2) (2.78)

was dquivalent zu (2.77) ist. m

Beispiel. Bestimmen wir das Integral

f(l‘,t) =

die fiir € (0,00) und ¢ > 1 definiert ist. Offensichtlich ist f nichtnegativ und differen-

zierbar in t: ,
—tx
e )

= xTe

F (ot = o (1) =2
Die Ableitung f’ (z,t) hat offensichtlich fiir alle t > 1 eine Majorante

—x2

g(x) =ze™™,

die auf (0, co0) integrierbar ist da

2 o 2 1 ee 2 1
/ xze T dA :/ ze dx = —/ e % d (x2) ———
(0,00) 0 2 /o 2

Die Funktion x — f (z,t) ist auf (0, 00) auch integrierbar da

—z2 g2 2 2
0 o—at _ ot 1 et _ ot ) 2
—dx < —dx + re ¥ dx,
0 x 0 € 1

wobei das zweite Integral konvergiert wie oberhalb und das erste Integral konvergiert da
die Funktion

auf (0, 1] stetig ist und fiir z — 0 einen endlichen Grenzwert hat:

2 2

—a? _ - 2 2N _ (1 _ 42 2
lim © e zlim(l > +o(x?) — (1 —tz* + o (2?))

x—0 xX x—0 xX

=0.

Somit erfiillt die Funktion

—x° _ —lz
F(t) = / £ "°
(0,00)
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alle Voraussetzungen des Satzes 2.26, und wir erhalten fiir alle t > 1

2 e 2 1 & 2 ]_
F'(t) = / re AN\ = / e " dr = — e d (ta®) = —
(0,00) 0 2t Jo 2t
Da F (1) = 0, so erhalten wir
! bdr 1
F(t)=F(1 F'(1)dr = — = —Int
@=FW+ [ Fryar= [ F=3m

2.10 Radon-Mafl in R und Lebesgue-Stieltjes Integral

Sei f eine messbare reellwertige Funktion auf einem Mafiraum (M, S, 1) . Nach dem Satz
2.1, fiir jede Borel-Menge B € B(R) ist die Menge f~!'(B) S-messbar. Definieren wir
eine Funktion v : B(R) — [0, co] mit

v(B)=pu(f(B)). (2.79)

Zeigen wir, dass v ein Maf} auf B (R) ist. In der Tat, es gilt v (0) = p (@) = 0 und v ist
o-additiv da fiir jede disjunkte Folge { By} von Borel-Mengen in R

AU B = (5B ) = (L5 (B0)) = S (7 () = o (23
(sieche auch Aufgabe 8). Das Mafl v heifit die Verteilung der Funktion f.

Definition. Sei J ein Intervall. Jedes Mafl v auf B (J) heifit ein Borel-Mafs. Ein Ma$ v
auf B (J) heiBt Radon-Majf$ wenn fiir alle beschréankten abgeschlossenen Intervalle I C J
gilt v (I) < oc.

Zum Beispiel, das Lebesgue Maf3 )\ ist ein Radon-Mafl auf R. Auch das Maf} v
aus (2.79) ist ein Radon-Mafl auf R vorausgesetzt dass p endlich ist, z.B. wenn p ein
Wahrscheinlichkeitsmaf ist.

Die Menge von allen Radon-Maflen auf einem Intervall lasst sich ganz schon beschreiben
wie folgt.

Satz 2.27 Sei J ein offenes Intervall.
(a) Fir jedes Radon-Maf$ v auf B (J) existiert eine Funktion V : J — R mit
v(a,b) =V (b) — V (a) fir alle a,b € J mit a <b. (2.80)
Auflerdem ist diese Funktion V monoton steigend und rechtsstetig.

(b) Fiir jede monoton steigende rechtsstetige Funktion V : J — R existiert genau ein

Maf v auf B (J), die (2.80) erfillt. Auflerdem ist v ein Radon-Map.
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Definition. Eine Funktion V : J — R auf einem offenen Intervall J C R heifit eine
Verteilungsfunktion wenn V monoton steigend und rechtsstetig ist. Eine Verteilungs-
funktion V' die (2.80) erfiillt, heiBt die Verteilungsfunktion des Mafles v. Das Mafl v, die
(2.80) mit einer Funktion V erfiillt, heifit das von V erzeugte Mafl und wird auch mit
vy bezeichnet.

Somit hat jedes Radon-Mafl die Verteilungsfunktion, und jede Verteilungsfunktion
erzeugt ein Radon-Ma8.

Beispiel. Das Lebesgue Mafi A\ hat die Verteilungsfunktion V' (z) =z da

AMa,b)=b—a=V(b) -V (a).

Beispiel. Betrachten wir die Heaviside-Funktion

1, >0
‘9(”5):{0 z <0

die eine Verteilungsfunktion ist. Das erzeugte von 6 Mafl vy heifit das Dirac-Mafs und
wird mit 0 bezeichnet. Fiir alle a > 0 erhalten wir

5(0,a] =0(a)—0(0)=1—-1=0.
Daraus folgt, dass
5(0,00) = lim §(0,n] = 0.

n—oo

Analog erhalten wir, dass
d(—00,0) = 0.

Im Beweis unterhalb werden wir sehen, dass fiir eine Verteilungsfunktion V' und fiir das
von V erzeugte Mafl v neben (2.80) auch gilt

via,b) =V (b) =V (a—)
(siche (2.82)). Insbesondere erhalten wir
5 ({0})=01[0,01=6(0)—6(0—) =1.

Somit ist das Mafl § auf einem Punkt 0 konzentriert.

26.11.21 Vorlesung 14

Beweis von dem Satz 2.27. Fiir jede monoton steigende Funktion V' sind die beiden
Grenzwerte

V(z+)= lim V(y) und V(z—)= lim V (y)

y—x+ y—rT—

wohldefiniert, und es gilt immer

Viie—=)< V(z) < V(z+).
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Die Funktion V ist rechtsstetig in J, wenn V (z+) = V (z) fiir alle z € J, und linksstetig,
wenn V (z—) = V (z) fiir alle z € J.
(a) Existiert eine Funktion V' mit (2.80) so gilt fiir alle a,b € J mit a < b

V(b) — V (a) = v(a,b] >0,

d.h. V monoton steigend ist. Die Funktion V' ist rechtsstetig, da fiir jedes a € J und fiir
jede monoton fallende Folge a; | a gilt

lim (V (ax) — V (a)) = lim v(a,a;] = V(]}i_glo(a,ak]) =v(N(a,ar]) = v (0) = 0.

k—o00 k—o00 k

Jetzt beweisen wir, dass es fiir jedes Radon-Mafl v auf J eine Verteilungsfunktion V' mit
(2.80) gibt. Dafiir fixieren wir ein ¢ € J und setzen fiir alle x € J

vic,x], © > ¢,

—v(z, ¢, v <c. (2.81)

V (2) ;:{

Beweisen wir, dass diese Funktion (2.80) fiir alle a < b aus J erfiillt.

( 1 1
\ HAN i
c a b
( 114 1
\ AN 1
a c

( 1 1
\ I\ 1
a b c

Im Fall ¢ < a haben wir
v(a,b] = v((c,b] = (¢,a]) = v(c,b] —v(c,a] = V (b) = V (a),
im Fall a < ¢ < b gilt
v(a,b] = v ((a,d U (c,b]) = v(a,d + v(e,b] = —V (a) + V (b),
und im Fall ¢ > b gilt
v(a,b] = v((a,d] = (b,c]) = v(a,d —v(b,c] = =V (a) = (=V (b)),

so dass (2.80) in allen Fallen gilt.

(b) Gegeben sei eine Verteilungsfunktion V' auf J, beweisen wir, dass es ein MaBl v auf
B (J) mit (2.80) gibt. Bezeichnen wir mit S das Halbring von allen Intervallen mit den
Grenzpunkten aus J und definieren wir zuerst v auf S. Seien a,b € J mit a < b. Zuerst
setzen wir nach (2.80)

v(a,b] :== V (b) — V (a).
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Fiir die anderen Typen von Intervallen mit den Grenzen a und b wird v notwendigerweise
wie folgt definiert:

via,b] := lim v(d',b] = lim (V (b)) =V (a') =V (b) = V (a—), (2.82)
v(a,b) = b/lilil_ v(a,b'] = b,liril_ (V ()= V(a))=V(b—)— V(a), wenna<b, (2.83)
v[a,b) = lim v(a',b)= lim (V(b—)— V(d)) =V (b—)— V(a—). (2.84)

( [ i

€ t 1

a'—s a b

( 1 )

¢ 1 )

a b'— b

( [ )

€ t )

a'—sa b

Offensichtlich gilt
v(0) =v(a,a] =V (a) —V (a) = 0.

Beweisen wir, dass v auf dem Halbring S o-additiv ist. Nach dem Satz 1.13, reicht es die
folgenden zwei Eigenschaften von v zu beweisen:

(1) v ist endlich additiv;

(7i) v ist reguldr, d.h. jedes Intervall I € S und jedes ¢ > 0 existiert ein kompaktes
Intervall K € S und ein offenes Intervall U € S mit

KcIlIcU undv({U)<v(K)+e. (2.85)

(1) Beweisen wir, dass v endlich additiv ist, d.h. fiir jede endliche disjunkte Folge von
nichtleeren Intervallen {I;};_, aus S mit

UIkZIGS

k=1

gilt

n

v(I) =) v(I).

k=1
Induktion nach n. Induktionsanfang: fiir n = 1 ist alles trivial. Betrachten wir zuerst den
Fall n = 2. Sei I = (a,b] (die anderen Typen von Intervallen werden analog behandelt).
Fiir die Zerlegung I = I U I, gibt es zwei Moglichkeiten:

e (a,b] = (a,c]U(c,0]
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e (a,b] = (a,c)U|[c,0]
Im ersten Fall erhalten wir
via,c] +v(e,bl = (V(e)— Vi(a)+ (V(b)— V(c)=V(b)— V(a)=r(a,b
und im zweiten Fall gilt
via,e)+vie,b=(V(e—=)—Vi(a)+ (V(b)— V(c—)) =V (b)— V(a) =v(a,bl.
Somit erhalten wir in den beiden Féllen
v(l)=v(hL)+v(l).

Induktionsschritt von n — 1 nach n. Sei I,, das Intervall aus der Folge {I}}, das ganz
rechts in I liegt. Dann ist die Differenz I’ = I \ I,, auch ein Intervall und

n—1
I'= ] L.
k=1

Nach der Induktionsbehauptung gilt es

-1

v(I)=> v(l).

k=1

3

Da I = I'U I,, so gilt nach dem obigen Argument
v()=v(I')+v(l,),

woraus folgt

i
L

n

v(l) = v(Iy)+v(l,) = v (1),

1 k=1

£
Il

was zu beweisen war.
(77) Beweisen wir die Regularitét von v. Sei I = (a,b] mit a < b, a,b € J. Wahlen wir
fiir ein @’ € I und setzen

K = [d,b]
so dass K kompakt ist, K C I und
v(I)—v(K) = (V(b)—= V()= (V) - V(=)
= Vi(d=)—-V(a)
V(d)—=Vi(a)

0 fiir ' — a+

LA

da V rechtsseitig stetig ist. Analog wéhlen wir fiir ein ' € J, &’ > b und setzen
U= (a,b)
so dass U is offen, I C U und

v(U)—v(l) = (V({'=)—= V()= (V(b)— V()
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— Vo) - Vi
< V) -V
— 0 fiir ¥ — b+

Es folgt, dass die Differenz v (U) — v (K) beliebig klein gemacht werden kann. Analog
betrachtet man die anderen Typen von /.

Somit ist v o-additiv auf S. Da J eine abzéhlbare Vereinigung von kompakten In-
tervallen ist und v somit o-endlich ist, so erhalten wir nach dem Erweiterungssatz von
Carathéodory (Satz 1.12) dass v sich auf die o-Algebra My (J) von messbaren Teilmen-
gen von J erweitern lasst. Da .S C My (J) und somit auch B(J) = o (S) C My (J), so
ist v auf B (J) definiert. Das Ma8 v ist ein Radon-Ma8}, da fiir jedes [a,b] C J gilt nach
(2.82) va,b] < oco.

Beweisen wir jetzt die Eindeutigkeit von dem Mafl v, das (2.80) erfiillt. Sei v/ ein
anderes Borel-Mafl mit (2.80) so dass v/(a,b] = v(a,b] fir alle a < b aus J. Nach (2.82),
(2.83), (2.84) erhalten wir, dass v/ (I) = v (I) fir alle Intervallen I € S. Nach der
Eindeutigkeit der Erweiterung von Mafl im Satz von Carathéodory erhalten wir, dass
V=vauf B(J). m

Definition. Das Lebesgue-Integral beziiglich des Mafles vy heifit das Lebesgue-Stieltjes-
Integral beziiglich der Funktion V und wird wie folgt bezeichnet:

lfﬁﬂzlfww

Beispiel. Fiir die Funktion V' (z) = x erhalten wir aus der Definition von v im obigen
Beweis, dass v (I) = ¢ (I) fiir jedes Intervall I € S, woraus folgt vy = A. In diesem Fall

benutzt man auch die Notation
/f (x)dx := /fd/\.
J J

Beispiel. Wir haben schon gesehen, dass die Heaviside-Funktion 6 () das Dirac-Maf} §
erzeugt, und 0 auf dem Punkt 0 konzentriert. Es folgt, dass fiir jede Borel-Funktion f auf
R gilt

f=1(0)1g of.i.

Somit ist f nach dem Satz 2.23 J-integrierbar und

/R fd5 = / £(0) 1p0yds = £ (0)6 ({0}) = f(0).

Die verschobene Heaviside-Funktion V' (z) = 0 (z — ¢) mit ¢ € R erzeugt das Ma8 o,
das auf dem Punkt ¢ konzentriert. Fiir jede Borel Funktion f auf R gilt analog

f=1() 1y St

Somit ist f nach dem Satz 2.23 J.-integrierbar und

/R fds, = /R £(0)1gdd. = f(c).
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Besprechen wir jetzt eine andere Methode fiir Konstruktion von Radon-Maf. Sei ¢ eine
nichtnegative Borel-Funktion auf dem Intervall J, die auf jedem kompakten Teilintervall
I C J M-integrierbar ist. Definieren wir eine Funktion v auf 5 (.J) mit

MA%i/wﬁ VA€ B(J). (2.86)
A

Nach dem Satz 2.19 ist v ein Ma auf B (J). Da v (I) < oo fiir alle kompakte Intervalle
I C J, so ist v ein Radon-Maf.

Definition. Die Funktion ¢ mit (2.86) heifit die Dichtefunktion des Mafles v (oder die
Radon-Nikodym Ableitung von v) beziiglich \.

Man kann beweisen, dass fiir nichtnegative Borel-Funktion f auf J und fir das Maf3

(2.86) gilt
/ fdv = / fedA
J J
(siehe Aufgabe 59).

Schreibweise: dv = pd\ und ¢ = j—/”\.
Sei @ stetig. Die Verteilungsfunktion V' des MaBes v lasst sich nach (2.81) bestimmen:
firx >c

V@ﬁw@d:/

(c,7]

wd\ = / @ (t)dt

und fur z < ¢

V@%&W@d:—/

(z,d]

god)\——/xcgo(t)dt—/jgo(t)dt.

Es folgt dass V' auf J differenzierbar ist und V' (x) = ¢ (z) fiir alle x € J. In diesem Fall
erhalten wir die Identitat

/deVZ/deu:/Jfgod)\:/JfV’d/\.

Beispiel. Die Dichtefunktion ¢ (x) = 1 erzeugt offensichtlich das Lebesgue-Mafi \.

Die Dichtefunktion 1 1

olr) = 71+ 22
erzeugt das Cauchy-Maff v auf R. Dieses Mafl ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf}, da

+oo
v(R) = l/ e _ 1 [arctan ] " = 1.

o 1422 = >

Die Dichtefunktion
]_ —12/2

xT) =
o (z) Ton
erzeugt das Gaufi-Mafs v auf R. Fiir dieses Maf gilt nach (2.73)

1 o 2 =z 1 o 2
’7(R>:\/—2_ﬂ_/ 61/2d$y:/\/§ﬁ/ €7ydy:1,
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so dass v auch ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist.
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2.11 Riemann-Stieltjes-Integral

Seien J ein offenes Intervall in R und V' eine Verteilungsfunktion auf J. Fiir ein Intervall
[a,b] C J und fiir eine Funktion f auf [a,b] definieren wir das Riemann-Stieltjes-Integral

f: fdV wie folgt. Sei Z = {x;}_, eine Zerlegung von [a,b] d.h.
a=2)g< T <Ty<..<xp,=>
Setzen wir

a;= inf f  [B,= sup f (2.87)

[@i_1,24] [@i—1,2]

und betrachten wir die Darboux-Summen beziiglich V:

ZO‘Z z (xl 1) Zﬁ (xifl))'

Dann definiert man das Riemann-Stieltjes-Integral mit

[ v = i (0= im0z (2.5%)
wobei ¢ (Z) = max; (v; — x;-1), vorausgesetzt, dass die beiden Grenzwerte in (2.88)

existieren in R und gleich sind. In diesem Fall heifit die Funktion f Riemann-Stieltjes-
integrierbar. Man kann beweisen, dass jede stetige Funktion f auf [a, b] Riemann-Stieltjes-
integrierbar ist.

Es ist offensichtlich dass im Fall V (z) = 2 das Riemann-Stieltjes Integral mit dem
Riemann Integral iibereinstimmt.

Wir beweisen hier, dass die Riemann-Stieltjes und Lebesgue-Stieltjes Integrale tibereinstimmen.
Wir benutzen das Maf§ vy aus dem Satz 2.27 mit dem Definitionsbereich My = My (J).
Das Mafiraum (J, My, vy) ist vollstindig d.h. jede Nullmenge in diesem Raum ist M -
messbar. In der Tat, dieser Mairaum wurde mit Hilfe von dem Satz von Carathéodory
konstruiert, und jeder nach dem Satz von Carathéodory konstruierte Mafiraum ist immer
vollstéandig (siche Satz 1.26).

Satz 2.28 Ist f Riemann-Stieltjes-integrierbar auf |a,b], so ist f auch vy-integrierbar
auf (a,b] und es gilt

b
/ fav = [ fdvy.
a (a,b]

Beweis. Fiir jede Zerlegung Z = {z;}!_, von [a, b] betrachten wir die signierten Elemen-
tarfunktionen

CI)Z = Zail(%_hxi} und \IJZ = Zﬁil(xz‘—lﬂﬁi]? (289)

i=1 =1
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wobei «; und f; in (2.87) definiert sind. Da L;(x;_1, z;] = (a,b] so gilt
O, < f< WUy auf (a,b]. (2.90)

Offensichtlich haben wir
/( ) O dvy = iai vy (a1, 1) = ZO%(V(%) V(i) =Us (f),
a, — :
/( ’ Vzdvy = ZR:BZ- vy (zi 1.2 = Oz (f).
“ i=1
Somit erhalten wir
/( ' (Vy— &y)dvy — 0 fir ¢ (Z) — 0. (2.91)

Die Bedingungen (2.90) und (2.91) im vollstdndigen Mafiraum ergeben, dass f vy-messbar
ist (siehe Aufgabe 50). Es folgt aus (2.90) dass

If] < | ¥z + |

woraus folgt

/ |f|dvy < 00
(a,b]

so dass f vy-integrierbar ist. Es folgt aus (2.90), dass

/ ¢ dvy < fdvy < / Vzdvy,
(a,b] (a,b] (a,b]

was aquivalent zu

Uz (f) < ( b]devﬁOz(f)

ist. Fiir ¢ (Z) — 0 erhalten wir die Identitét

b
dvy = dV.
(mb]f vy /Qf(x)

Es folgt aus dem Satz 2.28 mit V (z) = z, dass jede Riemann-integrierbare Funktion
f auf einem Intervall [a, b] auch Lebesgue-integrierbar ist und es gilt

b
/ f(z)dz = fdA.
a [a,b]

Siehe auch die Aufgabe 51.
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2.12 Lebesgue-Kriterium fur Riemann-Integrierbarkeit

Als noch ein Beispiel von Anwendung des Satzes von der majorisierten Konvergenz, geben
wir den folgenden Satz an.

Satz 2.29 (Satz von Lebesgue) Fine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R ist genau dann
Riemann-integrierbar auf [a,b], wenn f {.14. stetig ist.

Insbesondere ist eine Funktion f Riemann-integrierbar vorausgesetzt dass f beschrankt
ist und die Menge von Punkten der Unstetigkeit von f hochstens abzahlbar ist.

Beweis. Sei D C [a,b] die Menge von Punkten wo f unstetig ist. Nach der Aufgabe 47
ist D eine Borel-Menge. Beweisen wir zuerst, dass

A(D) = 0= f ist Riemann-integrierbar.
Fixieren wir eine Zerlegung Z = {x;},_, von [a, b], setzen

a; = inf f, ;= sup f

[zi—1,] [i—1,m;]

und betrachten wir die Funktionen
0z = Z ail(fiflaxi} und Uy = Zﬁil(wi—hxi]'
=1 i=1

wie in (2.89). Fiir diese Funktionen gilt

/ drdN = Z aNzi1, 2] = Uz (f),
[a,b] i=1

/[ ) Vzdh = > BMaisra] =0z (f),
@5 i=1

wobei Uy (f) die untere Darboux-Summe ist und Oz (f) die obere Darboux-Summe. Die
Riemann-Integrierbarkeit von f ist aquivalent zu

lim (Oz(f) — Uy (f)) = 0. (2.92)

©(Z)—0

Wir haben

Uy (x)— Oy (x) = Z (Bi — ) Ly, ) () = B; — 0 wenn © € (-1, 2;).
=1

(2

Fixieren wir ein € D = [a,b] \ D. Da f in x stetig ist, so gilt folgendes: fiir jedes € > 0
existiert 0 > 0 mit

If(y)— f(x)] <e firalley € [z —d,2+ 5] Na,b].

Gilt ¢ (Z) < 6, so liegt das Intervall (z;_1, z;], das = enthélt, in [z — 0,z + §], was ergibt,
dass

6; = f (@) <& und oy — f(2)] <e,
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und somit
57; —a; < 2e.

Im Fall z = a liegt x in keinem Integral (x;_y,x;], woraus folgt U (z) = @4 (x) = 0.
Somit erhalten wir, dass im Fall ¢ (Z) < ¢ gilt

Uz (z) = 7 (z) < 2,

woraus folgt
Uy (z)— &z (z) = 0 fir ¢(Z) =0

Da dies fiir alle x € D¢ gilt und A (D) = 0, so erhalten wir, dass
VU, — ;-0 M. fir ¢(Z) — 0.

Da alle Funktionen ® 4, W, von C := sup | f| beschriankt sind, so erhalten wir nach dem
Satz von der majorisierten Konvergenz

/ (U7 — @z)dA — 0,
[a,b]

woraus (2.92) folgt.
Beweisen wir jetzt die umgekehrte Implikation:

f ist Riemann-integrierbar = A (D) = 0.

Fiir jedes z € [a, b] setzen wir

§(x):= lim(sup f— inf f);
[

=0+ \ [—t,2+4 [z—t,z+t]

wobei lim existiert da die Funktion in den Klammern monoton steigend in ¢ ist. Funktion
f ist stetig an « genau dann, wenn 6 (z) = 0, d.h.

D ={z€la,b]:6(x)>0}.
Fixieren wir ein € > 0 und betrachten die Menge
D.={x € [a,b]: (x) >¢}.

Fiir beliebige Zerlegung Z = {z;};_, von [a,b], bezeichnen wir mit A die Vereinigung
von allen Intervallen (z;_1,z;) die mindestens einen Punkt von D, enthalten so dass
A D D..Fiir jedes Intervall (z;_q,x;) C A gibt es ein x € (z;_1, ;) N D, und somit

B;—a;= sup f— inf f>d(z)>e.

["Ei—lami] [xi—lyxi]

Es folgt, dass
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> > (B; — i) (xi — @i1)

{i: (zi_l,zi)CA}

> € Z (x; — xi1)

{i: (zi_l ,zi)CA}
= eA(A)
> eA(De).

Fir ¢ (Z) — 0 gilt Oz (f) — Uz (f) — 0, woraus folgt

A(D.) = 0.

D = {x€ab]:d(x)>0}

_ U{xemﬂzﬂwz%}

k=1

= UDb
k=1

el

und /\(D%) =0, so folgt es, dass A (D) =0. =

Beispiel. Sei C' die Cantor-Menge auf dem Intervall [0, 1]. Das Komplement [0, 1]\ C' ist
eine abzahlbare disjunkte Vereinigung | |~ , I, von den offenen Intervallen

L=(53) L=(5): L= (s uww

Betrachten wir eine beliebige beschrinkte Funktion f auf [0, 1] die stetig auf jedem Iy, ist,
aber auf C' beliebig definiert ist.

A

/—\

%V

0 Y/ P 15 [] Is I3 17 Jl
Funktion f

Dann gilt D C C und somit A (D) =0 (da A (C') = 0 nach Aufgabe 20). Es folgt, dass
die Funktion f auf [0, 1] Riemann-integrierbar ist.



Chapter 3

Produktmafl und Satz von Fubini

3.1 Produktmaf] ist ein Mafl

Wir wiederholen zuerst den Begriff von Produktmafl aus dem Abschnitt 1.10.
Seien M7, My zwei Grundmengen und S;, Sy Halbringe auf M; bzw Ms. Betrachten
wir die Menge
M = M; x My ={(x,y): x € My,y € My}

und das Mengensystem
stlXSQZ:{AXBZAESl,BGSQ}.

Dann S ist auch ein Halbring (Aufgabe 9).
Seien p; und p, MafBlen auf S; bzw Sy. Definieren wir das Produktmafl p = pq X o
als eine Funktion auf S = S; x Sy mit

w(A X B)=p, (A) uy (B) fir alle A € Sy, B € 5.

Nach der Aufgabe 28 (siche auch den Satz 1.15) ist u ein endlich additives Maf} auf S.
Fiir die Lange ¢ auf R haben wir im Satz 1.16 beweisen, dass das Produktmafl

l,=1xIx..xl
———

n

o-additiv ist, d.h. [, ein Maf§ auf R" ist, indem die Regularitiat von ¢ benutzt haben.
Hier beweisen wir die o-Additivitdt von dem Produktmaf p in der allgemeinen Situ-
ation.

Hauptsatz 3.1 Seien pu,, po o-endliche Mafle auf den Halbringen Sy bzw Ss. Dann ist
das Produktmafl g = py X py o-additiv und o-endlich auf dem Halbring S = S X Sy (d.h.
 ist ein o-endliches MafS auf S).

Nach dem Erweiterungssatz von Carathéodory (Hauptsatz 1.12), das Maf3 i, X 1., lasst
sich von dem Halbring S; x Sy auf die o-Algebra o (S x S2) eindeutig erweitern. Das
erweiterte Mafl wird auch mit gy X u, bezeichnet.

Diese Bemerkung motiviert die folgende Definition.

99
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Definition. Seien (M, Sy, py) und (M, Ss, piy) zwei MaBirdume mit o-Algebren S, So
und o-endlichen MaBlen pi, piy. Der Produktraum von (M, Sy, py) und (Ms, Sa, p15) ist der
Mafraum (M, S, i) wobei

M:M1XM2, S:O'<Sl><82) und =y X .

Beispiel. Zeigen wir, dass der Produktraum von (R™, B,,, A,) and (R™, B,,,, \;») gleich
(RTH_m, Bn+ma )\n—f—m)

ist. Nach Definition, B, = o (S,) wobei S,, der Halbring von allen Quadern in R™ ist,
und A, die Erweiterung auf B, von dem n-dimensionalen Volumen ¢, ist (wobei ¢, auf
S, definiert ist). Offensichtlich gilt R"* = R™ x R™. Es gilt die Identitét

o (0 (Sn) X0 (Sm)) =0 (Sy X Sn) (3.1)
(siche Lemma 3.9 unterhalb), woraus folgt, dass die o-Algebra im Produktraum ist
o (B, xBy,)=0(0(S,) X0 (Sn)) =0 (S X Sn) =0 (Snim) = Bnim-

Somit sind die Male A, x A,, und \,.,, auf der gleichen o-Algebra B, ,, definiert. Da
auf S, x .S, gilt
>\n X )\m = gn X gm = £n+m = )\nera

so erhalten wir nach der Eindeutigkeit der Erweiterung von Mafl dass

A X A = Ao auf By,

03.12.21 Vorlesung 16

Beweis von dem Satz 3.1. Nach dem Erweiterungssatz von Carathéodory lassen sich
py und py auf die o-Algebren o (S1) bzw o (S2) erweitern. Insbesondere erhalten wir zwei
MafBraume (M;, o (S;), 1;), ¢ = 1,2, wo wir die Integrationstheorie benutzen werden.

Sei {C},,cn €ine disjunkte Folge von Mengen aus S mit

C:=1]C, €S

neN

Wir miissen beweisen, dass

p(C) =Y n(Cy). (32)

neN

Seien C' = A x Bund C,, = A, X B,, wobei A, A,, € S und B, B,, € S,.
Betrachten wir die folgenden Elementarfunktionen f, auf M;:

fn = Mo (Bn) ]-An
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und beweisen wir, dass fiir alle z € A gilt

S f (@) = 12 (B). (3.3)

neN

Fixieren wir ein x € A und bezeichnen mit A die Menge von allen n € N mit z € A,,:

A={neN:ze€A,}.

Mengen C' = A x Bund C,, = A, x B,

Da f, (z) =0 wenn « ¢ A,, d.h. wenn n ¢ A, so erhalten wir

Y ha@) =D fal@) =D pa(Bn). (34)

neN neA neA

Zeigen wir, dass die Folge {B,},, ., disjunkt ist. Ist B, N By, nicht leer fiir verschiedene
n,m € A so gibt es ein y € B, N B,, woraus folgt (z,y) € C,,NC,, (dax € A,NA,,), was
unmoglich ist, da C,, und C,, disjunkt sind. Somit gilt B, N B,, = 0.
Zeigen wir, dass
|| B, = B. (3.5)

neA
Da offensichtlich B,, C B, so reicht es zu beweisen, dass

B c U B..

neA

In der Tat, fiir jedes y € B gilt (z,y) € C und somit (z,y) € C,, = A, X B, fiir ein n. Es
folgt © € A,, und somit n € A. Folglich gilt y € B,, fiir n € A, was zu beweisen war.
Nach der o-Additivitdt von u, erhalten wir aus (3.5), dass

Z fis (Bn) = pio (B),

neA
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was zusammen mit (3.4) ergibt (3.3).
Integration der Identitdt (3.3) auf A beziiglich p, ergibt

/A (Z fn) dpy = pis (B) py (A) = p(C) .

neN

Da alle Funktion f, nichtnegativ und messbar sind, so sind die Operationen [ und )
vertauschbar (nach dem Korollar 2.16). Somit erhalten wir

/A(an> dpiy :Z/Afndﬂl :ZMZ (Bn) py (An) :ZM(Cn)a

neN neN neN neN

woraus (3.2) folgt.
Da 1, und pu, o-endlich sind, so existiert eine Folge {4, } aus S; und eine Folge {B,,}
aus S, mit
py (Ay) <00, py (Bm) <00

und
UA, =M, UBn=M,.

Die Mengen C,,, := A, x B,, € S; x Sy erfiillen die folgenden Eigenschaften:

1 (Crm) = py (An) py (Br) < 00

und
U Cnm = M.

n,m

so dass p o-endlich ist. m

Bemerkung. Per Induktion definiert man das Produktmaf i x ... X i, von n o-endlichen
MaBen i, ..., 1, auf Halbringen Sy, ..., S,. Dieses Product ist assoziativ, da

(Sl><52)XngslX(52XSg):{AXBXCZAES1,BESQ,CE»53}

und

(1 X pig) X pz) (Ax B x C) = py (A) po (B) p13 (C) = (g X (pg X pi3)) (A x B x C).

3.2 Das Prinzip von Cavalieri

Seien (My, Sy, py) und (Ma, Sa, p15) zwei MaBrdume mit o-endlichen Maflen. Betrachten
wir den Produktraum (M,S,p) mit M = My X My, S = 0 (81 X S2), und p = gy X pug
mit dem Definitionsbereich S.

Fiir jede Teilmenge A C M und fiir jedes x € M; betrachten wir die Menge

A, ={ye My : (z,y) € A}, (3.6)
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die x-Schnittmenge von A heifit. Analog definiert man fiir jedes y € Ms die y-Schnittmenge

Ay ={z e M :(z,y) € A}.

X

Schnittmengen A, und A,

Hauptsatz 3.2 (Das Prinzip von Cavalieri) Sei (M, S, u) der Produktraum wie oberhalb.
Fiir jede Menge A € S gilt folgendes:

(1) fiir jedes x € My gilt A, € Ss;
(11) die Funktion x — p,y (Ay) auf My ist Sy-messbar;

(13i) und es gilt

p(A) = [ (A du @) (3.7)

Nach Symmetrie gilt auch die Identitat

mmzémmm%@.

Die Identitat (3.7) kann benutzt werden, um die Volumen von Teilmengen von R"™ zu
bestimmen. Der Beweis von dem Satz 3.2 wird unterhalb gegeben.

Beispiel. Betrachten wir fiir jedes a > 0 die folgende Teilmenge von R™:
Spa={r€eR" 2y >0firalle k=1,...,nund 1 + ... + z, < a}.

Die Menge S, o heit n-dimensionales Simplez. Das Simplex ist abgeschlossene Menge
und somit Borel-Menge. Beweisen wir per Induktion nach n mit Hilfe von dem Prinzip
von Cavalieri dass
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1

Fir n =1 gilt S1, = [0, a] und somit A (S1,4) = a = %;.

T

Simplex S, , fiir n = 3 und die Schnittmenge S, 4

Induktionsschritt von n — 1 nach n. Wir benutzen dass (R™, B,,, \,,) der Produktraum
von (R"' B, 1,\,—1) und (R, B, \) ist. Fiir jedes t € R bezeichnen wir mit S,, ., die
Schnittmenge von S, , an z,, =t d.h.

Spat = {(xl, oy 1) ERY L (2,2, ) € Sn,a}
= {(xl, iy Tp1) € R :allex, >0,t>0,und &1 + ... + 21 +1 < a} )

Offensichtlich gilt fiir ¢ € [0, a]
Snat = {(xl, ontpy) ER"rallex, >0und oy + ... F 2,y < a— t} = Sn-1,a—t

and S, . = 0 fiir t ¢ [0,a]. Wir haben fiir jedes ¢t € [0, a] nach der Induktionsvorausset-

zung
(CL . t>n—1

At (Snar) = At (Snorae) = Z0

Nach (3.7) erhalten wir, dass

a (a o t)n_l /a gn—1 a’
pumy — t — - N7 t - —d = P
)\n (Sn,a) /R)\n 1 (Sn,a,t> d>\1 ( ) /0 (n _ 1)[ d 0 (n — 1)' 5 77,'

Fiir Vergleich bemerken wir, dass fiir den n-dimensionalen Wiirfel
Wha=10,a]"={z € R":0 <z <afiralle k=1,..,n}

mit der Seite a gilt
)\n (Wn,a) = an,

so dass 1
das Volumen des Simplex = — das Volumen des Wiirfels.
n!

Die folgende Aussage ist eine Folgerung des Satzes 3.2 fiir Untergraphen.
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Korollar 3.3 Seien Q) eine Borel-Menge in R"™ und f : Q — [0, 00) eine Borel-Funktion.
Betrachten wir den Untergraph von f

U={(z,y) eR*:2x€Q, 0<y< f(2)}
und fur jedes y > 0 die y-Schnittmenge
Uy={r e R (e,9) €U} = {2 € Q: F (@) 2 9} (35)

Dann ist U eine Borel-Teilmenge von R™, U, — Borel-Teilmenge von R"™', und es gelten
die Identitaten

M (U) = / f (@) dhs () (3.9)

und

A (U) = /[ doa (U) A w)| (3.10)

Der spezielle Fall von (3.9) wenn n = 2 und f Riemann-integrierbar ist wurde im Satz
1.18 bewiesen.

Beweis. Betrachten wir auf 2 X R zwei Funktionen:

(z,y) = f(z) wnd (z,y) =y,

Die beiden Funktionen sind Borel, so dass auch die Differenz y — f (x) ist Borel. Dann
ist die Menge
U={(z,y) e QxR:y—f(z) <0 und y >0}

eine Borel-Teilmenge von €2 x R und somit eine Borel-Teilmenge von R™. Neben den
y-Schnittmengen U, von (3.8), betrachten wir auch die z-Schnittmengen

U, = {yeR:(z,y) €U}
_ {Mf@ﬂ,xeﬁ
0, z¢Q.

Offensichtlich sind U, und U, Borel-Teilmengen von R bzw R"~! (was auch aus dem Satz
3.2 folgt).

Schnittmengen U, und U,
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Wir verwenden den Satz 3.2 fiir die Maraume (R"™!, B,,_1,\,_1) und (R, B, \) deren
Produktraum (R", B,,, A,,) ist. Nach dem Satz 3.2 beschlieflen wir, dass

MO = [ MWD @) = [ f@dh @

und

MO = [ AW are) = [ h @) anw).

[0,00)
|

Beispiel. Bestimmen wir das Integral
/ e~ (@), (3.11)
R2
Dafiir betrachten wir die Funktion
f(@,y) = ()
und ihren Untergraph
U= {(x,y,z) cR*:0<2< 67(332*1/2)}

so dass das Integral (3.11) gleich A3 (U) ist.

Der Graph der Funktion e~ (a%+9%)

Um A3 (U) zu bestimmen, betrachten wir fiir jedes z > 0 die z-Schnittmenge von U
U. = {(:c,y) eR?: e (1) > z} :

Fiir z = 0 haben wir U, = R?, fiir z > 1 ist U, leer, fiir z = 1 besteht U, aus einem Punkt
(0,0), und fiir z € (0,1) gilt

1
U, = {(m,y) €R2:x2+y2§ln—},
2
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so dass U, eine Kreisscheibe von Radius 4/In £ ist. Nach (3.9) und (3.10) erhalten wir

/ @), = M\ (U)
RQ

3.3 Satz von Fubini fiir nichtnegative Funktionen

Hauptsatz 3.4 (Satz von Fubini fiir nichtnegative Funktionen) Sei (M,S,u) der Pro-
duktraum von den Mafirdumen (M, Sy, 1) und (Ms,Ss, p1y) mit o-endlichen Mafen p,
und fiy. Fiir jede S-messbare Funktion f: M — [0, 00] gilt

AjmzﬂfMjmmmm@wmw. (3.12)

Ndamlich, die Funktion yw— f (x,y) ist Sa-messbar fir jedes x € My, die Funktion

F)= [ f(zy) du(y)

Mo

ist Sy-messbar und es gilt

[ pdu= [ Faw. (3.13)

Bemerkung. Analog gilt die Identitat

Aﬁ@:@iMj@wwmﬁwmw (3.14)

Die Ausdriicke in den rechten Seiten von (3.12) und (3.14) heiflen Doppelintegrale.
Beispiel. Sei ) der Einheitsquadrat in R?, d.h.

Q=100,17={(z,y) eR*:0<2<1,0<y<1}.

Berechnen wir das Integral

/Q (x +y)* dXs.
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Nach (3.12) erhalten wir

/Q (z+y)Pdy = /{0 . < /[0 . (x+y)3d)\(x)) A (1)
_ /01(/01(x+y)3dx>dy

r=1

Beispiel. Bestimmen wir wieder das Gauf3-Integral

a = / e dx.
Oberhalb haben wir gesehen, dass
/ e (FH ) dxy = .
R2

Nach dem Satz von Fubini erhalten wir

/R 2 e () gy, = /R ( /R e eV ) (y)> d\ (z)
- /_ (:e_IQ ( /_ Ze_dey> dx

= a/ e dx = a’. (3.15)

o0

Somit erhalten wir die Gleichung a? = 7 woraus a = /7 folgt.

08.12.21 Vorlesung 17

Korollar 3.5 Fir beliebige S-messbare Menge A C M und S-messbare Funktion f : A —

[0, 0] gilt
/Afdu = /M </Awf(:v,y) dpiy (y)) dpy (), (3.16)

wobei Ay = {y € My : (z,y) € A} die x-Schnittmenge ist.

Beweis. Bemerken wir zuerst, dass

14 (x,y):{ L @y e :{ Lyed _q ). (3.17)

0, sonst 0, sonst
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Erweitern wir die Funktion f auf M mit f|4. := 0 so dass f als Funktion auf M S-messbar
ist. Nach (2.56), (3.12) und (3.17) erhalten wir

/Afdu = /MlAfalu=/M1 (/m 14 (z,y) f (x,y) duz(y)) dp, (z)
B /M (/M La, () f (@ 9) dpsy (y)) dpsy ()

- /M1 (/Awf(a:,y) dity (y)) dp, (z),

was zu beweisen war. ®

Bemerkung. Im Fall f = 1 auf A ist die Identitét (3.16) offensichtlich dquivalent zum
Prinzip von Cavalieri.

Fiir weitere Beispiele brauchen wir die folgende Behauptung (Verallgemeinerung von
dem Korollar 3.3).

Korollar 3.6 Seien U eine Borel-Teilmenge von R"™! und hy, hy zwei reellwertige Borel-
Funktionen auf U mit hy < hy. Betrachten wir die Menge Z C R™ zwischen den Graphen
der Funktionen hy und hs, d.h.

Z={(z,t) eR":xcUteR, h(x)<t< hy(x)}.

Dann gilt fir jede nichtnegative Borel-Funktion f auf Z die Identitat

/Z Fd\, = /U ( /[W),m(x)] F(x,1) dA (t)) Ao (2). (3.18)

| |
| u_|
' ' - ' =

Die Menge Z

778 Ut

Beweis. Die Menge Z ist offensichtlich eine Borel-Teilmenge von R™ (siche Korollar 3.3).
Nach dem Korollar 3.5 fiir das MaB \,, = \,_; X X in R” = R* ! x R erhalten wir

/Zfd/\n = /U ( . f(z,t)dA (t)) dM\,—1 (7)),
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woraus (3.18) folgt, da Z, = [hy (z),hy (x)]. =
Bemerkung. Fiir die Menge

Z=A(x,t) eR":xecUteR, h(z)<t< hy(z)}
gilt (3.18) auch, da in diesem Fall Z, = (hy (), he (z)) und

/ f (2,6 dA (1) = / £z, 6)dr (1)
(h1(x),h2(x)) [h1(x),h2(x)]

Bemerkung. Ist f(z,t) eine stetige (oder Riemann-integrierbare) Funktion von ¢, so
kann man in (3.18) das Riemann-Integral benutzen:

ha(x)
/ f(2,8) dA (1) = / F (1) dt.
[hl (J?),hz(z‘)] hi (.73)

Beispiel. Bestimmen wir das Integral

| ol
K

wobei K die Einheitskreisscheibe ist, d.h.
K={(z,y) eR*: 2" +¢* < 1}.

Da K die Menge zwischen den Graphen der Funktionen h; () = —v/1 — 22 und hs (z) =
V1 —2?% auf U = [—1, 1] ist, so erhalten wir nach (3.18)

1 Vi—22
/ ‘xy3| dry = / </ ‘:zry3| dy) dx
K -1 —V1—2a2
1 Vi—z2
- / 2|z (/ y3dy> dx
-1 0

1 41y=V1i—a?
B y
= 2/ || {—] dx
41,0

1
2
! 2
= /x(l—xQ) dx
0

! 1 2
- 0.3 5 _+t_“
= /0(93 2x —l—x)dm 5 4—|-

-1 y
1
|| (1 - x2)2 dx
-1

Beispiel. Bestimmen wir das Doppelintegral Integral

1 1 ,
/ (/ yte ™ dy> dx.
0 T
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Das innere Integral der Form [ y4e*“y2 dy lasst sich nicht explizit bestimmen. Stellen wir
das Doppelintegral in der Form von einem Integral im Produktraum R? = R x R dar und
dann vertauschen wir die Reihenfolge von Integration beziiglich y und z. Es gilt nach

(3.18)
! ! 2 2 2
/ (/ yle ™ dy) dr = / (/ yle ™ d\ (y)) d\ (x) = / yle ™ d),,
0o \Ja [0.1] \J[z1] z

wobei Z die Menge zwischen den Graphen von Funktionen hy () = x und hy () = 1 auf
dem Intervall = € [0, 1] ist, d.h.

Z:{(x,y)€R2:0§.iE§1,ajgygl}.

0.8 T

0.6 T

04T

0.0 } t t t -~
00 02 04 06 08 1.0
X

Die Menge Z

Jetzt stellen wir Z dar als eine Menge zwischen den Graphen von Funktionen von y:
Z={(z,y) eR*:0<z<y<1}={(z,y) eR*:0<y<1, 0<z <y}

d.h. Z ist die Menge zwischen den Graphen der Funktionen h; (y) = 0 und hs (y) = y auf
dem Intervall y € [0,1]. Somit erhalten nach (3.18)

/y4e_xy2d)\2 = / </ yle ™ d\ (x)) dX (y)
Z (0,1] \J[0,9]
1 Y )
= / </ yle v dx) dy
0 0
27 T=Y

1 —xy
(&
_ /y4[_ 2]
0 Yy .
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und

Beispiel. Bestimmen wir das Integral

/ (32% +y) dXs
P

wobei P das Parallelogramm mit den Seiten
y=z—-1, y=o+1, y=1y=3
ist.

Y 41

0 +——————+—+—
o r 2 3 4

-
X
Das Parallelogramm P

Offensichtlich ist P die Menge zwischen den Graphen der Funktionen hy (y) = y — 1
und hs (y) = y + 1 auf dem Intervall y € [1, 3]. Somit erhalten wir

R /13 (/yyjl(fﬂx”y)dw)dy
_ / [ +ay] =" dy
= [ -0 )y

3
= / (6y> + 2y +2) dy = [2° + y* + 2y] = 64.
1
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3.4 Beweis von dem Prinzip von Cavalieri

Hier beweisen wir den Satz 3.2.

Beweis. Sei (M, S, i) der Produktraum von den Mafraumen ( My, Sy, pq) und (Ma, Sa, i) -
Der Satz 3.2 besagt, dass fiir beliebige Menge A € § die folgenden Aussagen gelten:

() fiir jedes z € M, gilt A, € Sy;
(17) die Funktion x +— p, (A,) auf M; ist S;-messbar:

(i) es gilt

p () = [ (A2 dus (@) (3.19)

Zuerst beweisen die Aussagen (i) und (i) unter der Annahme dass u, (M) < 0.
Bezeichnen mit G das Mengensystem von allen Mengen A € S die (i) und (i) erfiillen,
und beweisen, dass S = G. Das Produkt &) x &y ist ein Halbring, und die folgende
Darstellung von § gilt nach dem Satz von Dynkin (Satz 1.19):

S=0(8 x8)=(p(S xS))"™. (3.20)

Schritt 1. Zeiwgen wir, dass S; X Sy C G.
Jede Menge A € S; X Sy hat eine Form A = Ay X Ay mit A; € S; und Ay € S, Es
gilt dann
A2 x e Al
Az — 7 )
{ (Z)a T ¢ A17 7
und somit A, € S, fiir alle x € M;.

A

M-

>
>

A] A/jl

Menge A = A; X Ay und Schnittmenge A,

Es gilt auch

o) = { e TS (1, @) (3:21)
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und somit ist py (A,) eine S;-messbare Funktion von z. Wir erhalten, dass A € G, was
die Inklusion &; x & C G beweist.

Schritt 2. Zeigen wir, dass G abgeschlossen beziiglich endlicher disjunkten Vereinigungen
15t.

Seien A, B zwei disjunkte Mengen aus G. Da
(AuB), = A, UB,,
es folgt, dass (AU B), € S». Da

Ha ((A U B)x) = M3 (Az U Bx) = Mg (Az) + Ko (Bx) )

es folgt, dass die Funktion x +— p, ((AU B)_) Si-messbar ist. Somit AU B € G.

Da 81 X Sy C G und der Ring p (S; X S) aus den endlichen disjunkten Vereinigungen
von Elementen von &; x Sy besteht (Satz 1.3), so erhalten wir nach den Schritten 1 und
2, dass

p (S x8) CG. (3.22)

Schritt 3. Zeigen wir, dass G abgeschlossen beziiglich monotones Limes ist.

Sei {A,} C G eine monoton steigende Folge und setzen wir

A= lim A, = An.

n—oo n

Dann gilt fiir alle x € M;

Ay = U (AN)Q;
und somit A, € S;. Auch haben wir
o (A) = Tim 1, (4,),) (3.23)

(Aufgabe 12), woraus folgt, dass u, (A,) Si-messbar ist als ein punktweiser Grenzwert
der Folge von S;j-messbaren Funktionen. Somit A € G.
Ist {A,} monoton fallend, dann gilt

n—oo

A= lim A, =NA,
und somit
Ay = ﬂ (An)x

und A, € S,. Nach der Voraussetzung pu, (M) < oo sind alle MaBe g, (A,), endlich,
woraus folgt, dass die Identitét (3.23) in diesem Fall auch gilt (Aufgabe 13).

Schritt 4. Zeigen wir, dass S = G.
Nach (3.20), (3.22) und Schritt 3 erhalten wir

S=0(81x8) = (p(S x &)™ c ™=,

woraus S = G folgt.
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Schritt 5. Beweisen wir, dass jede Menge A € S die Bedingungen (i) und (ii) erfillt
auch wenn iy (Ms) = 0.

Da p, o-endlich ist, so gibt es eine Zerlegung

M, =| | By
k

wobei By, € Sy und pu, (By) < oo. Fiir jede Menge A € S setzen wir
Ak :Aﬂ(Ml X Bk)

so dass A, € S und
A=|]A.
k
Da iy (By) < oo und A, C My X By, so erhalten wir nach dem obigen Argument in der
Grundmenge M; x By dass A die Bedingung (i) und (7i) erfiillt.

'\

M; )
A

Ay

By
(Ak)x

C

X M,

Schnittmenge (Ay),

Es folgt, dass die Schnittmenge
k

auch Sy-messbar ist und die Funktion

auch Si-messbar ist.
Schritt 6. Beweisen wir jetzt die Aussage (iii) d.h. die Identitit (3.19).

Fiir jede Menge A € S setzen wir

v (4) = /M by (As) dpy (2)
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und beweisen, dass v ein Maf auch S ist. Offensichtlich gilt v (A) > 0 und v () = 0. Sei
{A,};2, eine disjunkte Folge von Elementen von S. Fiir die Vereinigung A = | |2, A,
gilt

A, = Ul (An)w
und somit

fo (Ag) = Z ta ((An),.) -

Nach Korollar 2.16 erhalten wir

v(4) = /M iy (Ay) dpy = /M <Zu2<<An>m>> diy =3 /M s ((An),) dpy
= ZV(An)a

n=1
was die o-Additivitat von v beweist.
Die Identitédt (3.19) ist Aquivalent zur Aussage, dass p = v auf S. Vergleichen wir die
MaBe p und v zuerst auf S§; x Sy. Fiir eine Menge A € §; X Sy der Form A = A; x A,
mit A; € §; und Ay € Sy erhalten wir nach (3.21)

v (4) = /M iy (Ay) dpy () = / by (As) djiy (2) = 1o (Ag) oy (Ar) = o (A)

Da die Mafle ¢ und v auf dem Halbring &; x Sy iibereinstimmen so erhalten wir nach
der Eindeutigkeit der Erweiterung (Satz 1.12) dass u = v auf S = 0 (&1 X Sy), under der
Bedingung, dass ¢ und v o-endlich sind. Das Maf} p ist o-endlich nach dem Satz 3.1: es
gibt eine Uberdeckung
M =Cy
k

mit C € §; X Sy und p (Cy) < oco. Da v = p auf S; x Sy, so gilt auch v (Cy) < o0o,s0 dass
v auch o-endlich ist. =

10.12.21 Vorlesung 18

3.5 Beweis von dem Satz von Fubini

Beweis von dem Satz 3.4. Sei (M, S, i) der Produktraum zweier Mafirdume (M, Sy, 14,)
und (Ms, Ss, 115) mit o-endlichen Maflen p;, p1,. Bezeichnen wir mit F die Menge von allen
nichtnegativen S-messbaren Funktionen auf M, und mit G die Menge von allen Funktio-
nen f € F, die alle Behauptungen des Satzes 3.4 erfiillen:

(i) die Funktion y +— f (x,y) ist Sy-messbar fir jedes x € My,

(71) die Funktion

f@):= [ [f(2y) du,(y)

Mo
ist S;-messbar,



3.5. BEWEIS VON DEM SATZ VON FUBINI 117

(737) und es gilt die Identitat

[ ran=[ i, (- [ ( M2f<as,y>du2<y>) ().

Wir miissen beweisen, dass die Eigenschaften (7)-(iii) fiir alle Funktionen f € F
gelten, d.h. dass G = F.

Schritt 1. Beweisen wir, dass jede Indikatorfunktion f =14, mit A € S in G liegt.
Nach (3.17) haben wir fiir alle € M; und y € M,

fry) =1a(z,y) =14, (v).

Nach dem Satz 3.2 gilt A, € S und somit ist die Funktion f (x,-) Se-messbar. Dartiber
hinaus gilt

F@) = fey) dus ) = /M Lo, dpy = iz (Ay) (3.24)

Mo

Nach dem Satz 3.2 ist die Funktion f (z) = p1, (4,) Si-messbar und es gilt

/Mfduzu(A)Z/M po (Ay) dpy (z) = [ fdp,,

My

was beweist (3.13). Somit liegt 14 in G (und das ist dquivalent zum Prinzip von Cavalieri).

Schritt 2. Beweisen wir, dass fir beliebige Konstanten «, 3 € [0, 00)

fgeg=af+fgeg.

Da f,g € G so sind die Funktionen f(x,-) und g (x,-) Sy-messbar fiir jedes z € M,
die Funktionen

Fa) = [ fa)du wd 5@ = [ gl

M2 M2

sind &;-messbar, und

/fduz fdyp, und /gduz/ gy
M M1 M Ml

Setzen wir h = af + (B¢g. Es folgt, dass fiir jedes x € M; die Funktion
h (I, ) = Oéf (I‘, ) + ﬁg (ZE, )

So-messbar ist, die Funktion
hw) = [ b dey = af (@) + 53
Mo

Si-messbar ist, und

[ hau=a [ sau+s [ gdu=a | Fip s [ Gdu = [ R
M M M My My M,
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Somit liegt h in G.

Schritt 3. Sei {f.},cy €ine Folge von Funktionen aus G. Gilt f, — f punktweise und
fu < f fiir alle n, dann liegt [ auch in G (d.h. G ist abgeschlossen beziiglich der einseitigen
Konvergenz).

Offensichtlich gilt f > 0 und nach dem Satz 2.3 ist die Funktion f S-messbar. Nach

dem Satz 2.13 gilt
/ fndp — / fdpu. (3.25)
M M

Fiir jedes € M, gilt f, (z,-) — f (z,-) so dass die Funktion f (z,-) Sy-messbar ist. Da
fo(z,) < f(x,-), so gilt nach dem Satz 2.13

() = () dpy — f(z,)duy = f(2).

Mo
Offensichtlich gilt auch fn (z) < f (z). Da die Funktionen f, S;-messbar sind, so ist auch
die Funktion f &j-messbar, und nach dem Satz 2.13 gilt

Fadpy = [ Felpy. (3.26)

My My

Fiir die Funktionen f, € G gilt die Identitat
[ = [ F,
M My

was zusammen mit (3.25) und (3.26) ergibt (3.13), so dass f € G.
Schritt 4. Beweisen wir jetzt dass jede Funktion f € F in G liegt.

Nach dem Lemma 2.14 gibt es eine Folge {f,} von Elementarfunktionen mit f, — f
und f, < f. Nach den Schritten 1 und 2 liegen alle Elementarfunktionen f, in G. Nach
dem Schritt 3 liegt f auch in G, was zu beweisen war. m

3.6 Satz von Fubini fiir signierte Funktionen

Sei (M, S, i) ein Mafiraum. Sei £ = F (x) eine Aussage, die von = € M abhéngt. Man
sagt, dass E p-fast iiberall gilt (kurz: p-f.i. oder f.ii.), wenn die Menge

N={x € M: E(z) ist falsch}
eine Nullmenge ist. In diesem Fall sagt man auch, dass F (x) fiir u-fast alle = gilt.
Hauptsatz 3.7 (Satz von Fubini fiir integrierbare Funktionen) Sei (M,S,u) der Pro-

duktraum zweier Mafraume (My, Sy, piy) und (My, Sz, piy) mit o-endlichen Mafen iy und
ly. Fiir jede p-integrierbare Funktion f: M — R gilt die Identitdt

/Mfduszl( MQf(rv,y) dpiy (y)) dpy () -
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Ndamlich, the function y v— f (x,y) ist uy-integrierbar fir p,-fast alle x € My, die Funktion

)= [ flzy) duy (y) (3.27)

Mo

ist py-integrierbar, und es gilt

/fduz Fep,.
M My

Bemerkung. Die Funktion f () wird von (3.27) nur fiir diejenigen x definiert fiir die die
Funktion y — f (x,y) po-integrierbar ist (was nach fiir u,-fast alle z der Fall ist). Ist die

Funktion y — f (x,y) fiir ein x nicht p,-integrierbar, so setzen wir f (x) := 0.

Beweis. Nach der Integrierbarkeit von f haben wir

/ frdp < oo und / fodp < oo.
M M

Nach dem Satz 3.4 sind die Funktionen

Fr@ = fo(ny) du(y) uwnd fo(2)= [ f(2.y) dus(y)

M2 M2

Si-messbar und es gelten die Identitaten

[ petn= [ Foaw wnd [ pae= [ Faw
M M, M

My

Die Funktionen 3‘: und z sind somit pu,-integrierbar. Nach dem Satz 2.22 sind }: (x)
und f_ (z) endlich fiir u,-fast alle z € My, d.h. die Menge

N = {ZL‘ € M, : }:(x) = 400 oder /f\_/(a:) :+oo}
ist eine Nullmenge. Die Funktionen

y— fr(zy) wnd y— f(z,y)

sind somit p,-integrierbar fiir alle € N¢. Dann ist auch die Funktion

y—= f(x,y) = fr(x,y) = f-(2,y)

o-integrierbar fiir alle © € N¢ (insbesondere fiir p,-fast alle 2 € M;), und fiir alle x € N¢
gilt die Identitat

Fla):=[ fly) dp ) =fr (@)= f ().

Mo

Fir z € N setzen wir nach Definition
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Dann ist f iy-messbar da die Menge N€ p1;-messbar ist und

F=1nef=1ncfr —1yef.

Die Funktionen 1 Nc}: und 1 Nc/.]?: sind p,-integrierbar da

/ 1Nc}:du1 = Edul < oo und / lNc}idle = Zdul < 00.
M,y My My

My

Es folgt daraus auch, dass fauch [t1-integrierbar ist und es gilt

fdul = / 1Nc;”:du1—/ 1Nc}tdu1
M1 Ml

My

= f+du1 f dpiy

was zu beweisen war. ®

3.7 Vollstandiges Produktmaf}

Ein Maf§ p im Mafiraum (M,S, ) heifit vollstindig wenn alle Nullmengen von p S-
messbar sind. In diesem Fall bezeichnet man (M, S, p1) als vollstédndigen Mafiraum. Zum
Beispiel, (R™, M,,, \,,) ist vollstandig wahrend (R", B,,, A,,) ist nicht vollstandig.

Ein c-endliches Mafl p auf einem Halbring S lésst sich auf o-Algebren o (S5) und
o () erweitern (Satz 1.12), wobei @ (S) die kleinste o-Algebra ist die ¢ (S) und alle
Nullmengen von p enthélt (Korollar 1.27). Somit ist p mit dem Definitionsbereich @ (.5)
immer vollstdndig (insbesondere ist das der Fall fir (R"™, M,,, \,)).

Sei (M,S, 1) der Produktraum zweier Mafiraume (M, Sy, puy) und (Ma, Sa, pty) mit
o-endlichen MaBen p; und p,, wobei § = 0 (S x Ss) . Betrachten wir auch die o-Algebra
S=7(8 x8,) wo das Mafl yu = p; x p, auch definiert ist und vollstindig ist.

Das Ma8 x mit dem Definitionsbereich S heifit das wvollstindige Produktmaf, und der
Mafiraum (M .S, ,u) hei3t der vollstindige Produktraum.

Zum Beispiel, der vollstdndiger Produktraum von den Mafiraumen (R™, M,,, \,,) und
(R™, Moy Am) ist (R™™ My, M) -

Hauptsatz 3.8 (Satz von Fubini fiir vollstindige Mafle) Sei (M, S, u) der vollstandige

Produktraum zweier vollstindigen Mafiriume (My, Sy, juy) und (My, Sy, p15). Fiir jede S-
messbare Funktion f: M — [0, 00] gilt die Identitdt

[ gan= [ ( [ e <y>) iy (2

Nédmlich, the function y — f (x,y) ist So-messbar fir p,-fast alle x € My, die Funktion

f(x):= [ [(2,y) duy(y)

Mo
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/Mfdu _ /M Fu.

Bemerkung. Ist die Funktion y — f (z,y) fir ein x € M; nicht Sy-messbar, so setzen
wir f (z) :=0.

1st S1-messbar, und es gilt

Bemerkung. Die dhnlichen Aussagen gelten fiir p-integrierbare Funktionen f.

Beweis. Wie im Beweis von dem Satz 3.4, reicht es die obigen Aussagen im Fall f = 1,4
fiir alle A € S zu beweisen, d.h. die folgende version von dem Prinzip von Cavalieri: fiir
jedes A € S ist A, Sy-messbar fiir p,-fast alle x € M, die Funktion @ +— u, (A,) ist
Si-messbar und es gilt

NWZLMMW%W,

wobel

Ay ={ye My: (z,y) € A}

(im Fall wenn A, ¢ Sy setzen wir i, (A;) == 0).
Nach dem Satz 1.26, fiir jedes A € S gibt es eine Menge B € S so dass A C B und

N:=B-A

eine Nullmenge ist. Nach dem Prinzip von Cavalieri (Satz 3.2) gilt folgendes: die Schnittmenge
B, ist Sy-messbar fiir alle x € M;, die Funktion x — p, (B,) ist S;-messbar und

n(B) = [ (B ds (o),

Zeigen wir, dass N, eine Nullmenge in M, fiir y,-fast alle x € M, ist. Da N € S, so gibt
eine Menge L € S so dass N C L und p (L) = 0. Nach dem Prinzip von Cavalieri (Satz
3.2) ist L, Sy-messbar fiir alle « € M, die Funktion = +— pu, (L,) ist Si-messbar und es
gilt

M@:AM@w%@‘

Da i (L) = 0, so folgt es dass u, (L) = 0 fiir p,-fast alle z € My (Satz 2.22). Da N, C L,,
so ist N, eine Nullmenge in M, fiir u,-fast alle x € M.
Da u, vollstandig ist, so gilt N, € S, fiir py-fast alle x € M;. Da

A, =B, — N,
so erhalten wir, dass A, € S, fiir p,-fast alle z, und
o (Az) = iy (Bg) fir py-fast alle x.

Es folgt, dass

MMFM@ZLM@W%@ZA%M”%@,

was zu beweisen war. ®
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3.8 * Eine Eigenschaft von Produktraum
Das folgende Lemma ergibt (3.1).

Lemma 3.9 Seien Si, 55 zwei Mengensysteme in Grundmengen My bzw My mit My € Sy
und My € Sy. Dann gilt die Identitdt

0 (S1 X S9) =0 (0(S1) x 0o (5)).

Beweis. Da S; C o (5;), so gilt
o (51 x 8) Co(o(S1) xo(S2)).
Um die Inklusion “D” zu beweisen, reicht es zu zeigen, dass
o (S1 x 83) Do(o(S1) xS,y), (3.28)

da analog gilt
o (51 x 52) Do (51 x0(S))

und somit
0 (S1 x82) Do(o(S1) xS2) Da(o(S1)xa(S2)).

Die Inklusion (3.28) ist dquivalent zu
o (S1 x S2) Do (S1) x S, (3.29)
d.h. fir jedes A € 0 (S1) und B € S, gilt
AxBeo(S x52).
Um (3.29) zu beweisen, betrachten wir das Mengensystem
G={Aco(S):AxBeo(S xS, firalle B € Sy}

und zeigen, dass G D o (S;). Offensichtlich gilt G D S;. Es reicht zu beweisen, dass G
eine o-Algebra in M, ist, woraus G D o (S7) folgen wird.

(i) G enthalt @ und M; da My € S;und D x B=0 € 0 (S; x Ss) .

(ii) G ist abgeschlossen beziiglich abzdhlbarer Vereinigungen. Fiir eine Folge Ay € G
and jedes B € S5 gilt

(LkJAk> x B=U (A x B) €0 (5 % 5),

da Ay x B € 0 (51 x S,). Es folgt, dass |J, Ax € G.
(iii) @ ist abgeschlossen beziiglich des Komplements. Fiir jedes A € G und fir jedes
B € 55 haben wir

A°xB=(M;—A)XxB=M; xB—AXxBeo(S x5),

da M; x Bund A x B in S} x 9 liegen. Es folgt, dass A° € G.
Somit ist G eine o-Algebra, was zu beweisen war. =m



Chapter 4

Integration in R"

4.1 Transformationssatz

Sei f eine Riemann-integrierbare Funktion auf einem Intervall [a,b] und ¢ : o, ] — [a, b]
eine stetig differenzierbare Funktion (wobei a < b und o < (3). Die Substitutionsregel
besagt, dass

o(B) Ié]
/ £ (y) dy = / f (o ()¢ (2) da. (4.1)

(@)
Sei ¢ monoton steigend mit ¢ (o) = a und ¢ (f) = b. Dann schreiben wir (4.1) um als
die Identitat fiir Lebesgue-Integralen:

[ b]f(y) dA (y) = [ mf(@(ﬂf))\w’ ()] dA (). (4.2)
Sei jetzt ¢ monoton fallend mit ¢ (o) = b und ¢ (3) = a. Dann erhalten wir aus (4.1)
b @(B) s
[rwa=—[ "= [ iewd @

so dass wieder

fy)d\(y) = }f (¢ () ¢ (@) dA (2) |

[a,b] [.8

Somit gilt die Identitét (4.2) in den beiden Fallen, insbesondere immer, wenn ¢ ein
Diffeomorphismus von [, 3] nach [a, b] ist.

15.12.21 Vorlesung 19

Definition. Seien U,V zwei offene Teilmengen von R”. Eine Abbildung & : U — V
heifit Diffeomorphismus wenn ® bijektiv und stetig differenzierbar ist, und die inverse
Abbildung ®~! auch stetig differenzierbar ist.

Sei @ : U — V eine differenzierbare Abbildung. Die totale Ableitung ®’(x) ist dann
eine lineare Abbildung R"™ — R”, deren Matrix mit der Jacobi-Matrix

9rj )5

123
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ubereinstimmt.

Bemerkung. Eine bijektive stetig differenzierbare Abbildung ® : U — V ist genau dann
ein Diffeomorphismus, wenn det ®' (x) # 0 fiir alle x € U. In der Tat, nach dem Satz
von der inversen Funktion, die inverse Abbildung ® ! : V' — U ist stetig differenzierbar
in der Nihe von jedem Punkt ® (x) mit det®’ (z) # 0, woraus folgt, dass @1 stetig
differenzierbar in V' ist. Es gilt auch

(@7 () = (@' (x))"
firy = (z).
Hauptsatz 4.1 (Transformationssatz) Seien U,V offene Teilmengen von R™ und & :

U — V ein Diffeomorphismus. Fir jede nichtnegative Borel-Funktion f auf V' und fir
=N\, gilt die Identitat

/fdu=/(fo(1>)|det<b’|du. (4.3)
v U

Die Identitdt (4.3) gilt auch fiir jede integrierbare Borel-Funktion f:V — R.

Bemerkung. Nach dem Satz 2.2 ist die Funktion fo® Borel (als Komposition von Borel-
Funktionen) und somit ist das Integral an der rechten Seite von (4.3) wohldefiniert. Die
Identitét (4.3) gilt auch fiir (Lebesgue-)messbare Funktionen f, aber die Messbarkeit von
f o ® ist in diesem Fall nicht automatisch und muss bewiesen werden.

Schreiben wir (4.3) ausfiihrlicher um wie folgt:

/ 7 () dpi(y / £ (@ (2)) det ' ()] ds (x) (4.4)

was mit dem 1-dimensionalen Fall (4.2 uberelnstlmmt Die Formel (4.4) lasst sich als
eine Substitutionsregel betrachten: im Integral Ji f (y) dp (y) macht man die Substitution
y =& (x) mit

dpi (y) = |det & (2)] djs () =

wobei g—g die andere Notation fiir ¢’ (z) ist. Die Determinante det ®' (x) heifit die Funk-
tionaldeterminante der Transformation y = @ (z).

dy
det -2 |d
e dx‘ ()

Beispiel. Berechnen wir Ay (V) wobei V' C R? die offenen Menge ist, die von den Parabeln
P?4y=1 2*+y=41

im ersten Quadrant begrenzt ist.

4
y \
\
\\‘
27T V \\
1 T \
S )
N\ \
0 1 t I
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Wir haben
V={(z,y) eR*: 1< +y<4, >0, y>0}.

Betrachten wir die neuen Variablen
u = x> +y, v=y
und die entsprechende Abbildung
(u,v) = U (2,y) = (2* +y,y) .
Offensichtlich haben wir

U=0(V)={(u,v) eR*:1<u<4, 0<v<u}.

U

0 T——T1—+—t+—+— i
0 1 2 3 4
u

Die Abbildung ¥ : V — U stetig differenzierbar, und die inverse Abbildung ® = ¥~}
existiert und sieht wie folgt aus:

(z,y) =@ (u,v) = (Vu—v,v).

Die Abbildung ® : U — V ist auch stetig differenzierbar und somit ist ein Diffeomorphis-

mus. Wir haben ) .
<I>/ _ auq)l avq)l _ 2Vu—v  2/u—v
0y Py 0,Py 0 1

und
1

20U —v

Mit Hilfe von den Transformationssatz 4.1 und Korollar 3.6 erhalten wir fir f =1

det &' =

A (V) = /dAQ—/ |det &'| ds
:/U u_vd)\g v)
/(/ u_ydv)du

4 v u U3/2 ! 14
du-/\/_du—[—} = —.
ARG 7), =3
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Beispiel. Bestimmen wir das Integral

/ l’2d)\2 (.23', y) )
\%

wobei V' die offene Teilmenge im ersten Quadrant ist, die von der folgenden vier Kurven
1
ry=1/2, zy=1, y=3% y = 2x

begrenzt ist.

05T

0.0 t t t {
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Wir haben
V= {(m,y) ER*: 2,y >0, 1/2<ay <1, 1/3<y/a:<2}.
Betrachten wir die neuen Variablen
u=uzxy, v==u/y

und die Abbildung
(u,v) =V (z,y) = (vy,v/y)
so dass

U=0(V)={(u,0) eR*: s <u<l, $<v<3}=(31)x(33).

Die Abbildung ¥ : V — U stetig differenzierbar, und die inverse Abbildung ® = ¥ 1
existiert und sieht wie folgt aus:

(2.) = ® (u,0) = (Vaw, \/ufv)

Die Abbildung ® : U — V ist stetig differenzierbar und somit ein Diffeomorphismus. Die
Funktionaldeterminante von @ ist

det ® = det ( Oul1 0,y ) = det (

D=
—

SIS

N |~

S

8uq)2 a’u(bQ

>_ 1 11
402 42 20’

[\
3
<
N[
@wlﬁ
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d.h. |det ®'| =
von Fubini, das

%. Da 22 = uv, so erhalten wir nach den Transformationssatz und Satz
S

/xQd/\Q (x,y) = /uv|det | dXs (u,v)
v

:/1@2( v)
= JL ) s

1
5

= / —udu =
124

42

4.2 Integration in Polarkoordinaten

Polarkoordinaten in R?

We benutzen hier die Transformationsformel, um die Integrale auf R? mit Hilfe von Po-
larkoordinaten zu bestimmen.

Polarkoordinaten in R2

Bezeichnen wir mit (7, ) die Polarkoordinaten in R? mit den folgenden Definitions-
bereich

U={(r,p):r>0, —m<p<7m}=(0,00) X (=7 X 7).

Der Ubergang zu den kartesischen Koordinaten (z,y) wird durch die folgende Abbildung
® : U — R? angegeben:

(x,y) =P (r,p) = (rcose,rsing).
Die Bildmenge von ® ist

V=0 U)=R*\{(r,0): 2 <0} =R*\ Halb-Achse X.
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Lf

-

Die Abbildung ® : U — V ist bijektiv, ihre Ableitung ist
o — 0, Py 0,4 _ [ cosp —r sin ¢
0, %y 0,9 sinp rcosp )’

det ®' =r # 0.

und somit

Folglich ist ® ein Diffeomorphismus von U und V.
Der Satz 4.1 ergibt die folgende Identitét fiir jede nichtnegative (bzw integrierbare)
Borel-Funktion f auf V:

/Vf (z,y) drs (z,y) = /Uf (rcos,rsing)rdiy (r, )| (4.5)

Ist f eine Borel-Funktion auf R2, so gilt

Fdd, = / fdd
R2 v

da die Differenz R? \ V eine Nullmenge ist. Einsetzen dies in (4.5) und Anwendung an
der rechten Seite den Satz von Fubini ergibt die Identitat

f(z,y) dhg (x,y) = / (/ f (rcosp,rsinp) dgp) rdr. (4.6)
R2 (0,00) (—m,m)

Beispiel. Sei
D={(z,y): 2" +y* < R*}

die Kreisscheibe von Radius R. Anwendung von (4.6) mit der Funktion f = 1p ergibt

0o ™ R
Ao (D) = /R 1pdhy = /0 (/ Lo.r (1) d¢> rdr = 27r/0 rdr = TR

Beispiel. Berechnen wir wieder das Integral

/ e (x2+y2) d)\g
R2
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mit Hilfe von (4.6):

/ 6_($2+y2)d)\2 = / (/ e_Tngp> rdr = 27r/ e rdr = 7r/ e dr? = .
R2 0 — 0 0

Wir haben oberhalb in (3.15) mit Hilfe von dem Satz von Fubini schon gesehen, dass

o0 2
/ e*(ﬁ*yz)d/\g = (/ e_m2dx> .
R2 —o0

Somit bestimmen wir noch einmal den Wert von dem GauB-Integral:

/ e dr = VT

—00

Polarkoordinaten in R3.

Betrachten wir jetzt die Polarkoordinaten in R® (Kugelkoordinaten): (7, ¢,6) mit dem
Definitionsbereich

U={(r,p,0):r>0,—n1<p<m, 0<<n}=(0,00) x (—m,m) x (0,7).

Kugelkoordinaten in R3

Der Ubergang zu den kartesischen Koordinaten wird durch die folgende Abbildung
® : U — R3 angegeben:

(x,y,2) = D (r,¢,0) = (rsinf cos p,rsinfsin @, r cos ) . (4.7)

Die Bildmenge von ® ist

V=0U)=R\{(2,0,2) : 2 <0,z € R} = R*\ Halb-Ebene.
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Die Menge V' = R?\Halb-Ebene

Die Abbildung ® : U — V ist bijektiv und ihre Ableitung ist

0,1 0,01 0y sinfcosy —rsinfsing rcosfcosyp
P =1 0,9y 0,P2 Py | = | sinfsing rsinfcose rcosfsing
0,®3 0,83 0pPs cos 0 0 —rsin@
Wir haben
dot & — cosd| " §1n981ng0 rCOSHCQSgo _ rsin SI.HQC‘OSQO —r @n@smgp
rsinfcosyp rcosfsinp sinfsiny rsinfcosp

= —r?sinfcos®f — r?sin® 6

= —r?sinf # 0.
Somit ist ® : U — V ein Diffeomorphismus und
|det ®'| = r?sin .

Nach dem Transformationssatz 4.1 erhalten wir fiir jede nichtnegative (bzw integrierbare)
Borel-Funktion f auf R?, dass

dX3 = d\ = o ®) r?sin Od\ 0
/Rsf 3 /Vf 3(7,y,2) /U(f ) 7° sin 3(r,p,0),

woraus mit dem Satz von Fubini folgt, dass

/ fdh3 = / (/ < f(z,y,2)sin 0d9) dgo) r2dr (4.8)
R3 (0,00) (—m,m) (0,m)

wobei z,y, z die Funktionen von 7, ¢, 6 sind wie in (4.7).

Beispiel. Bestimmen wir A3 (K) wobei K der Kugel

K = {(x,y,z) ER3:x? 42 + 22 <R2}
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von Radius R > 0 ist. Nach (4.8) mit f = 1k erhalten wir

le/\g

/0 (/_7r (/0“ Lio,r) (r) sin 9d6> dg[)) 2dr
B /000 (/:rr = costlg d90) Lo.m) (r) rdr

17.12.21 Vorlesung 20

4.3 Beweis von dem Transformationssatz

Seien U und V offene Teilmengen von R". Ein Diffeomorphismus ® : U — V heifit gut
wenn (4.3) fiir alle nichtnegativen (und integrierbaren) Borel-Funktionen f auf V' gilt,
d.h.

/ F () dpi(y / £ (® () [det ' (2)] dja () (4.9)

Um den Satz 4.1 zu beweisen, miissen wir zeigen, dass jeder Diffeomorphismus ¢ gut ist.
Der Beweis besteht aus einer Reihe von Schritten.

Schritt 1. FEin Diffeomorphismus ® : U — V' ist gut genau dann, wenn fur jede Borel-
Menge A C U gilt

_ / det @[ dj. (4.10)
A

Beweis. Sei ® gut, beweisen wir (4.10). Fiir jede Menge A € B (U) gilt ®(A) =
(®1)"" (A) € B(V) nach dem Satz 2.1.

@ 3 L [0,00]

U V

Die Identitét (4.9) mit f = 1) ergibt
p@A) = [ taw W)
= [ Lo @ @) et @ ()] di 0)
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= /1A (x) |det @' ()| dp (x / |det ®'| dp,
U

was (4.10) ergibt.

Beweisen wir jetzt die umgekehrte Implikation (4.10)=-(4.9). Dafiir betrachten wir
zuerst eine Funktion f = 1p mit B € B(V). Wir haben B = ® (A) wobei A = &~ (B) €
B(U). Nach (4.10) erhalten wir

[1e@dnt) = n@®) =p@@) = [ jdes|ds
v -1(B)

= [ Loy @) et @ (@) di 0)

— [ 10(0 @) et ()] du 0),

U

was (4.9) fiir f = 15 beweist. Nach Linearitét gilt (4.9) auch fiir alle Elementarfunktionen
f auf V. Fir jede nichtnegative Borel-Funktion f auf V' gibt es eine Folge {f,} von
Elementarfunktionen mit f, < f und f, — f. Da (4.9) fir f, gilt, so erhalten wir fiir
n — oo nach dem Satz von der einseitigen Konvergenz, dass (4.9) fiir alle nichtnegativen
Borel-Funktionen f auf V' gilt.

Sei jetzt f eine integrierbare Borel-Funktion. Dann erfiillen die beiden Funktionen f,
und f_ die Identitéat (4.9), woraus (4.9) fir f folgt. m

Schritt 2. Sind die Diffeomorphismen ® : U — V und ¥ : V. — W qgut, so ist die
Komposition W o ® : U — W auch gut.

Beweis. Offensichtlich ist ¥ o @ auch ein Diffeomorphismus. Sei f : W — R eine nicht-
negative Borel-Funktion.

—_— —_— —_ [O’QO]

Yo

Wir miissen beweisen, dass

/f )dp (2 /f (T o @) (x))|det (¥ o @) (2)] du (x) (4.11)

was zur Substitution z = (Vo ®) (z) entspricht. Da W gut ist, so erhalten wir mit
Substitution z = ¥ (y)

/ f(2) dp (2 /f )) |det ¥' (y )|du(y)=/vg(y)du(y),

g(y) = f(¥(y))|det ¥ (y)] .

wobel
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Offensichtlich ist g eine nichtnegative Borel-Funktion auf V. Da ® gut ist, so erhalten wir
mit Substitution y = ¢ ()

/Vg(y)du(y) - /g< (2)) |det &' (z)] dps ()
/ £ (0 (@ (2))) |det W' (@ (x))] |det & (2)] dp (1)

Nach der Kettenregel gilt
(T o @) (z) = (¥ (2 (2))) =V (P(z)) D' (2)

und somit

det (U o @) (z) = det W' (® (2)) det &’ (1),

woraus folgt

/I/Ilf(Z)dM(Z):/V /f (P o®)(z))|det (¥ o @) (z)|du(z)

was zu beweisen war. ®
Schritt 3. FEine Permutation von Komponenten in R™ ist gut.

Beweis. In anderen Worter, die folgende Abbildung @ : R” — R"
D (1, Ty Ty Tp) = (T4, Ty o Ty, Ty

(Permutation von z; und z;) ist gut. Betrachten wir zunéchst den Falln =2,i=1,j = 2,
d.h. die Abbildung in R?

(I) ({L'l,flfg) = (562,1‘1) .

v (1)

und somit det &’ (x) = —1. Nach dem Satz von Fubini erhalten wir

f(x,z0)dNs (z) = /R(/Rf(xl,xg)d)\ (:BQ)) dA (z1)

- /R</Rf(yz,y1)dA(y1)> dA (y2)

= f (W, 1) dAa (y)
RZ

Wir haben

RQ

_ / (f 0 ®) |det '] dho,
R2

wobei wir den Wechsel von Notation (keine Substitution!) y; = 3, y2 = 7 benutzt haben
und |det ®'| = 1.

Fiir n > 2 reicht es die Permutation von z; und ;. zu betrachten da eine beliebige
Permutation eine Komposition der Permutationen von nacheinander stehenden Koordi-
naten ist. In diesem Fall haben wir

(I)(Il, ey L1, Xy it 1, Lit2y - - - ,.Z'n) = (.Z'l, e s Li 1, L 15 Ly Ljt25 - - - ,l’n)
S—— ——



134 CHAPTER 4. INTEGRATION IN RY

und
Id;—4 0
0 Idn—i—l
wobei Idy die identische Matrix der Dimension k, woraus folgt det &' (z) = —1.

Stellen wir jedes z € R™ in der Form

x = (U, T4, Tiy1,0)

wobei
u = (.1’1, ...,$i,1) , U= ($i+27 ,.len) .
Da
Rn _ Ri—l % RZ X ]Rn—i—l
und

ueR™, (z,21) €R?, veR™T

so erhalten wir nach dem Satz von Fubini

fd>\n = / (/ (/ f(u, I’i,$i+1,v)d)\n_i_1(?])) d)\Q(ZEZ', xi—i—l)) d)\l_l(u)
Rn Ri—1 R2 Rn—i—1
(4.12)
Das mittlere Integral hat die Form

/ 9 (u, i, Tig1) Ao (@4, Tiy1) (4.13)
RQ
wobel
g (u, @i, Tig1) = / [ (u, 2, @41, 0) dNp—iq (V).
Rn—i—l

Nach dem obigen Fall n = 2 kénnen wir in (4.13) z; und z;,1 vertauschen, d.h.

/ g (Ua Ly, $i+1) dXy (xi, 901‘+1) = / g (U, Tit1, %) dXy ($z‘, $¢+1) .
RQ

RQ
Somit lasst die Funktion f (u,z;, x;41,v) in der rechten Seite von (4.12) durch
f (U, Lit+1, Ly, ?)) = (f o q)) (U, Ly Lit1, U)

ersetzen, woraus folgt, dass

dX\, = o®)d\, = o @) |det ®'| dN,,
[ran= [ (Foyan, = [ (fod)ete’

was zu beweisen war. ®

Schritt 4. Wir sagen, dass ein Diffeomorphismus ® : U — V lokal gut ist wenn fur
jeden Punkt p € U ezistiert eine offene Umgebung U, von p in U so dass ®|y, gut ist.
Beweisen wir die Implikation:

® st lokal gut = ® st gut.
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oo

Beweis. Beweisen wir die Identitat

1 (0 (A)) = /A |det @' dy (4.14)

fir alle A € B(U). Die beiden Seiten dieser Gleichung sind Mafle auf B (U) und zwar
o-endliche Mafle (da das Lebesgue-Mafl 1 = A, o-endlich ist). Betrachten wir das Men-
gensystem

S={AeB{U):3peUmit ACU,},

d.h. S besteht aus den Borel-Mengen die in einem U, liegen. Da @[y, gut ist, so gilt
(4.14) fiir alle A € S.

Das Mengensystem S ist ein Halbring, da S abgeschlossen beziiglich der Differenz und
des Schnittes ist. In der Tat, fir A,B € S sei A C U,. Dann sind A\ B und AN B auch
Borel-Mengen die in U, liegen, so dass A\ B und AN B zu S gehoren. Nach dem Satz
von Carathéodory gilt (4.14) dann fiir alle A € o (.5).

Zeigen wir, dass o (S) = B (U), woraus folgen wird, dass (4.14) fiir alle A € B (U) gilt.

Da {Up}pGU eine offene Uberdeckung von U ist, so existiert eine abzihlbare Teiliiberdeckung
{U,,};2, von U. Fiir jede Menge A € B (U) gilt die Identitét

g

A= (AmUpz‘)v

)

Il
—_

woraus folgt, dass A € 0 (S) da alle ANU,, in S liegen. m

Schritt 5. Beweisen wir den Satz 4.1 im Falln =1, d.h. alle Diffeomorphismen im Fall
n =1 gut sind.

Beweis. Nach Schritt 1 reicht es zu beweisen, dass fiir jedes A € B (U)

M@ (A)) = /A @ ()| dA (z) (4.15)

Da die beiden Seiten von (4.15) o-endliche Mafie auf B (U) sind, so reicht es diese Identitét
fur alle Intervalle A zu beweisen. Sei A = [a,b] C U. Da ® ein Diffeomorphismus ist, so
gilt &' (z) # 0 fiir alle z € U. Daraus folgt, dass entweder &' (z) > 0 fiir alle x € [a, b]
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oder ' (z) < 0 fiir alle x € [a, b], d.h. die Funktion ® ist entweder monoton steigend oder
monoton fallend auf [a, b]. Im ersten Fall gilt

b
M@ (A) = A (@ (@), B =0 (1) =@ = [ ¥ (@)do= [ ¥ (@] A ()

A(@ (A)) = A([B (). @ (a)]) = B (a) — B (B) = —/ ¥ (2)dz =/Ar¢>’ (2) dA (x).

was beweist (4.15) fiir abgeschlossene Intervalle. Ein beliebiges Intervall A ist immer ein
monoton steigender Limes von abgeschlossen Intervallen, woraus (4.15) fiir alle Intervalle
folgt.

22.12.21 Vorlesung 21

Schritt 6. Beweisen wir jetzt per Induktion nach n, dass jeder Diffeomorphismus ® :
U—V gut ist.

Beweis. Der Induktionsanfang gilt nach Schritt 5, so es bleibt den Induktionsschritt von
n — 1 nach n durchzufiihren, was der Hauptteil von dem Beweis ist. Nach dem Schritt 4
reicht es zu beweisen, dass ® lokal gut ist. Wahlen wir einen Punkt p € U und beweisen,
dass es eine offene Umgebung U, von p in U gibt, so dass ®|y, gut ist. Da det ®' (p) # 0,
so es gibt ein Element 0,,®; (p) in der ersten Zeile von ®'(p), das nicht Null ist. Da
Permutation von z; und z; eine gute Abbildung ist, so kénnen wir annehmen, dass j = 1,
d.h.

a’l?l dy (p) 7& 0.
Betrachten wir die Abbildung

v.U—R"
U (21, .y xy) = (P (), 29, ..., Tp) (4.16)
Wir haben
am q)l *
r 1
v (5 )
und somit
det ¥ = 9,, ®;. (4.17)

Insbesondere gilt det U’ (p) # 0, und nach dem Satz von der inversen Funktion existiert
eine offene Umgebung U’ von p in U wo ¥|y ein Diffeomorphismus ist. Wir werden
zeigen, dass @[ gut ist (und somit konnen U, als U’ nehmen).

Um die Notation zu vereinfachen, benennen wir U’ nach U um und setzen W = ¥ (U)
so dass ¥ : U — W ein Diffeomorphismus ist. Auch definieren wir die neue Menge V' mit
V=30 (U), so dass ®: U — V wieder ein Diffeomorphismus ist.
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X1

v

Rl’l-l . u:(xZ: y-x)'l)

Abbildung ¥ : U — W

Zeigen wir, dass W gut ist. Bezeichnen wir t = x; und u = (29, ..., ,) sodass z = (¢, u).
Mit dieser Notation gilt nach (4.16)

U (t,u) = (P (t,u),u).

Fiir jedes u € R"! sind die u-Schnittmengen U, und W, offene Teilmengen von R.
Fixieren wir ein v € R"! so dass U, nichtleer ist. Betrachten wir die Abbildung

t— CI>1(t,u), t e Uu
Die Bildmenge dieser Abbildung ist W, da
{® (t,u) : t € Uy} ={Py (t,u): (t,u) € U}
= {(1)1 (t7u) : (q)l (ta ’LL) ,’LL) S W} = Wu

Die Abbildung t — @4 (¢, u) ist ein Diffeomorphismus von U, nach W, da ®; (-,u) = V|y,
bijektiv ist und 9,®; = det ¥ # 0 in U,.

Fiir jede nichtnegative Borel-Funktion f (s) auf W, erhalten wir nach dem Induktion-
sanfang mit Hilfe von Substitution s = ® (¢, u)

. f(s)dA(s) = ; F(®1(tu)) |0:®@y (t,w)| dA(E) .-

Sei jetzt f (s,u) eine nichtnegative Borel-Funktion auf W. Anwendung von der obigen
Identitat auf die Funktion s — f (s, u) ergibt

f(su)dX(s) = [ f(Pr(t,u),u)[0:Py (t,u)|dA(t)

W Uu

=/, (W (¢, w)) [det W' (¢, u)| dX (t),
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wobei wir auch (4.17) benutzt haben. Ferner erhalten wir nach dem Satz von Fubini (cf.
(3.16)), dass

L= [ ([ reaae)aw
_ /R ( [ aet ¥ (1) (t)) A1 (1)

_ / (f o W) |det ¥| dA,.
U

Somit ist W eine gute Abbildung.
Wir haben zwei Diffeomorphismen & : U — V und ¥ : U — W, woraus folgt, dass

auch die Komposition
F=poU WV

ein Diffeomorphismus ist. Dann gilt
b=FoU
da FoU=(®o¥ HoWU=0qo (T lol)=0a.

A
X1

RI’Z

v

Rn_l ny -~-»xn

Abbildungen ® = F o ¥

Da W gut ist, so reicht es zu zeigen, dass F' gut ist, woraus nach dem Schritt 2 folgen
wird dass auch ® gut ist. Nach der Definition von F haben wir fiir alle (¢,u) € U

O (tu) = F(U(tu) = F (@ (t,u),u)

d.h.
F ((Dl (t, U,) ,U) = (q)l (t,u) s (I)Q (t,u) s ) .

Es folgt, dass fiir jedes (¢t,u) € W gilt
Fl (t, U) = t,

und somit
F(t>u> = (t7F2 <t7u) ) 7Fn (t>u>) :
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Fiir jedes t € R sind die t-Schnittmengen W, und V; offene Teilmengen von R"~!. Betra-
chten wir die Abbildung

Fi(u) = (Fy (tu), ..., Fy (tu), uwe W,
deren Bildmenge ist

FEW,) = {(Btu),.. ,F,(tuw) eR" 1 ue W}
= {(F(t,u),..F, (t,u) eR i (tu) e W} =F (W), =V,

Rn

v

Rn— 1

Die Abbildung F: W — V

Die Abbildung F; : W, — V, ist stetig differenzierbar und bijektiv, und es gilt

[ 1 O
o\ x| F/

det F' = det F}. (4.18)

und somit

Es folgt, dass det F} # 0, so dass F; ein Diffeomorphismus ist. Nach dem Induktionsvo-
raussetzung erhalten wir fiir jede nichtnegative Borel-Funktion f (v) auf V; mit Hilfe von
Substitution v = F (u) , dass

y f)drny(v) = | f(Fi(u))|det /| dAny (u).

Wi

Nach dem Satz von Fubini erhalten wir fiir jede nichtnegative Borel-Funktion f (¢,v) auf

V, dass
f(t,v)d, (t,v) = f(t,v)dr,_1(v) ) dX(¢)
/ L, )
_ /R ( [ 77 ) et i b (u)) dx (1)
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_ /R ( P () et F (u)) dX (t)
:/W(foF) (et F'| dAn,

wobei wir auch (4.18) und F (t,u) = (t, F} (u)) benutzt haben. Somit ist der Diffeomor-
phismus F': W — V gut, was zu beweisen war. m

Korollar 4.2 (Transformationssatz fiir Lebesgue-messbare Funktionen) Sei ®:U — V
ein Diffeomorphismus von offenen Teilmengen U,V von R"™. Fir jede nichtnegative (bzw
integrierbare) Lebesque-messbare Funktion f auf V' und fir u = A\, gilt

/fdu:/(focp)\detcm . (4.19)
1% U

Beweis. Der Beweis besteht aus drei Schritten. Hier betrachten wir das Mal u = A, im
Definitionsbereich M,, — die o-Algebra von Lebesgue-messbaren Mengen.

Schritt 1. Fir jede Nullmenge C' C U ist die Bildmenge ® (C') eine Nullmenge.
Nach dem Satz 4.1 haben wir fiir jede Borel-Menge B € B (U)

M(@(B)):/1¢(B)duz/13|detq>'|du=/ det '] dj.
Vv U B

Die Nullmenge C' ist nicht unbedingt Borel, aber nach dem Satz 1.24 liegt C' immer in
einer Borel-Nullmenge B. Dann gilt

o (C) C ®(B)

und
n(@(5) = [ et du=0,
B

woraus folgt, dass ® (C') auch eine Nullmenge ist.
Schritt 2. Fir jede M,,-messbare Menge A C U ist ® (A) auch M.,,-messbar und es gilt

p(@ () = [ et dy

Nach dem Satz 1.26 hat jede M,,-messbare Menge A die Form A = B — C wobei B
eine Borel-Menge und C' eine Nullmenge ist. Somit erhalten wir

O (A)=3(B)-(C).

Da @ (B) Borel-Menge und @ (C) eine Nullmenge ist, so ist ¢ (A) M,,-messbar. Somit
erhalten wir

(@ (A) = 1 (@ (B) = p (®(C) = p (@ (B) = [ et |y = [ [dct |
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Schritt 3. Beweisen wir jetzt die Transformationsformel (4.19) fir alle nichtnegativen
M, —messbaren Funktionen f.

Nach Schritt 2 gilt (4.19) fiir f = 1ga) fiir alle M,,-messbaren Mengen A C U, d.h.
fiir alle M,,-messbaren Indikatorfunktionen auf V. Nach der Linearitat des Integral gilt
(4.19) auch fiir alle Elementarfunktionen auf V. Fiir jede nichtnegative M,,-messbare
Funktion f auch V' gibt es eine Folge { f,} von Elementarfunktionen so dass f,, — f und
fn < f. Die Identitét (4.19) gilt fiir alle Funktionen f,,, und fiir n — oo erhalten wir nach
dem Satz 2.13 dass (4.19) auch fiir die Funktion f gilt. m

4.4 Preview von dem Gauflschen Integralsatz

Der Gaufische Integralsatz ist eine mehrdimensionale Verallgemeinerung des Fundamen-
talsatzes der Analysis, der folgendes besagt: fiir eine beschrankte offene Menge 2 C R”
mit glattem Rand O und fiir eine stetig differenzierbare Funktion f : Q — R gilt fiir
jedes i = 1,...,n die folgende Identitat:

/ 8mlf d)\n = fl/idO'n_l, (420)
Q 19)
wobei die folgenden Bezeichnungen benutzt werden:

e 0, 1 ist das Oberflaichenmaf auf der Fldche 02;
e v ist die duflere Einheitsnormale v zum Rand 02;

e v; ist die i-te Komponente von v.

Im Fall n =1 und © = (a, b) hat (4.20) die Form der Fundamentalsatz der Analysis:

In der Tat, die Differenz f (b) — f (a) lasst sich als

/ frvdog
O(a,b)
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darstellen, wobei oy das Zahlmaf auf J (a,b) = {a, b} ist, d.h. oo {a} = 0o {b} = 1, und
v(a)=—1, v(b) =1.

In den néchsten Abschnitten werden wir zunéchst die Begriffe von Flache, Oberflichenmafl
und Normale einfiihren und ihre notwendigen Eigenschaften beweisen.

12.01.22 Vorlesung 22

4.5 Oberflachenmaf}

4.5.1 Begriff von Karte

Fixieren wir nattrliche Zahlen &£ und n mit 1 < k <n.

Definition. Sei U eine offene Teilmenge von R*. Eine Abbildung ¢ : U — R"™ heifit
Parametrisierung wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. ¢: U — R™ ist injektiv
2. y ist stetig differenzierbar;
3. die Jacobi-Matrix ¢’ ist nichtsingular, d.h.

rang ¢’ (u) =k Yu e U. (4.21)

Die Menge M = ¢ (U) heifit k-dimensionale Karte. Das Paar (U, ) heiBt Parametrisierung
von M und das Dreifache (M, U, ) heiit parametrisierte Karte.

Die Menge M heifit auch Fldchenstick oder lokale Flache.

Rk R”

v

v

Parametrisierung (U, @)

Offensichtlich ist die Abbildung ¢ : U — M bijektiv. Wir bezeichnen die Punkte in
U mit v und die Punkte in R™ mit x. Fiir jeden Punkt x € M gibt es genau einen Punkt
u € U mit

r =) = (g1 (u), .0, (u)).
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Die Komponenten uyq, ..., u; heiflen die lokalen Koordinaten von z. Die Jacobi-Matrix
(=totale Ableitung) von ¢ ist

au1 ¥1 auzgpl 01%901
r_ (%) _ Ouy Py Ouypo o Ouypo

die eine n x k Matrix ist. Die Bedingung (4.21) dass ¢ nichtsingulér ist, bedeutet, dass
der Rang der Matrix ¢ (u) an jeder Stelle u € U maximal moglich ist.

Die inverse Abbildung ¢! : M — U ist nicht immer stetig. Ist ¢! stetig so heifit die
Parametrisierung (U, ¢) reguldr. Regulire Parametrisierungen werden spéter im Abschnitt
4.6.1 besprochen.

Beispiel. Als Beispiel betrachten wir ein Gebiet M auf der Oberflache der Erde. Mit
Hilfe von Googlemap erhalt man eine Karte U von M auf dem Bildschirm, wo es die
natiirlichen Koordinaten wuy, uy gibt.

» U1

Die Parametrisierung ¢ ergibt dann die 3-dimensionalen Koordinaten von dem Punkt
mit den Koordinaten (u;,us) auf dem Bildschirm. Wir nennen die Karte nicht die Menge
U, sondern die Menge M.

Beispiel. Die Abbildung

¢: (- 7) — R
¢ (t) = (cost,sint)

ist stetig differenzierbar, injektiv und nichtsingular, da
/ . T
' (t) = (—sint, cost)

und rang ¢’ = 1 da immer sint # 0 oder cost # 0. Somit ist M = ¢ (U) eine 1-
dimensionale Karte, die der Einheitskreis ohne den Punkt (—1,0) ist.
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Der Kreis

Der ganze Kreis lédsst sich wie folgt darstellen

¢ :[-m 7] — R
¢ (t) = (cost,sint),

aber dies keine richtige Parametrisierung ist, da [—m, 7| nicht offen ist und ¢ nicht injektiv
ist. Der ganze Kreis ist somit keine Karte.

Beispiel. Sei U = (—m,m) x (0,7) und

0:U — R

¢ (u,v) = (sinwv cosu, sinvsinu, cosv) ,

wobei u € (—m,7) und v € (0, 7). Die Abbildung ¢ ist offensichtlich stetig differenzierbar
und injektiv, da u, v die Polarwinkel von dem Punkt ¢ (u,v) sind (u ist Horizontalwinkel
und v ist Vertikalwinkel). Das Bild M = ¢ (U) ist die Sphére von Radius 1 ohne einen
Léangengrad (die Werte u = +m entsprechen dem Léngengrad und v = 0,7 entsprechen
den Polen).

Sphére
Die Jacobi-Matrix ist
0wy Ovipq —sinvsinu €osv cosu
O =1 Oupy Ovps | = sinvcosu  cosvsinu

Oups Opps 0 —sinwv
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Da sinv # 0 und einer von sin u, cos v ist immer # 0, so erhalten wir, dass entweder

sinvcosu Ccosvsinu

0 ~sinw = — (sinv)’cosu # 0

order
—sinvsinu  cosvcosu

0 Csinw |7 (sinw)?sinu # 0,

woraus folgt, dass rang ¢’ = 2. Somit ist M eine Karte.
Beispiel. Sei U = (—7,m) X (—00,00) und

0:U — R

¢ (u,v) = (cosh v cosu, coshvsinu, v) . (4.22)
Die Abbildung ¢ ist stetig differenzierbar und injektiv, da das System

x = cosh v cosu
y = cosh v sinu

Z ="

hochstens eine Losung (u,v) fiir gegebene (z,y, z) besitzt. Das Bild M = ¢ (U) ist das
Katenoid mit einem fehlenden Léngengrad.

0

Katenoid

Die Jacobi-Matrix ist

—coshvsinu sinhwvcosu
o = coshvcosu sinhwsinu
0 1

Da coshv # 0 und entweder sinu # 0 oder cosu # 0, so gilt rang ¢’ = 2. Somit ist M
eine Karte.

Beispiel. Sei U eine offene Teilmenge von R* ™ und g : U — R eine stetig differenzierbare
Funktion. Betrachten wir den Graph von g¢:

G=A{(u,g(u) eR":uelU}. (4.23)
Betrachten auch die Abbildung

p:U—-R"
o (u) = (u, g (u))
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und bemerken, dass ¢ stetig differenzierbar und injektiv ist.

Graph als eine Karte

Auch ist ¢ nichtsingulér, da

1 0
1
¢ = - (4.24)
0 1
Ou 9 Ougg  *** Ou,_ 19

und offensichtlich rang ¢’ = n — 1. Somit ist G = ¢ (U) eine (n — 1)-dimensionale Karte.
Offensichtlich ist die inverse Abbildung

go_l G —=U
o (u, g (u) =u

stetig, so dass G eine reguldre Karte ist.

4.5.2 Oberflachenmaf] der Karte

Wir fangen mit der folgenden Bemerkung an.

Behauptung. Jede Karte M = ¢ (U) ist immer eine Borel-Teilmenge von R™.

Beweis. Die offene Menge U ist immer eine abzahlbare Vereinigung von kompakten
Mengen {K;}:°,, z.B. wenn {K;} die Sammlung von allen in U liegenden abgeschlossen
Kugeln mit rationalen Radien und rationalen Koordinaten der Zentren. Somit gilt auch
M = U;2, ¢ (K;). Da alle Bildmengen ¢ (K;) kompakt sind, so folgt es daraus, dass M
Borel ist. =

Fiir jede Borel-Teilmenge M von R™ bezeichnen wir mit B (M) die Borel-o-Algebra in
M, dh. B(M)=B(R")NP (M) (da M selbst Borel ist, so liegt M auch in B (M)).

Definition. Sei (M, U, ) eine k-dimensionale parametrisierte Karte. Fiir jede Teilmenge
A € B(M) definieren wir das k-dimensionale Oberfliichenmafl o, (A) mit

orvs (A) = L o faet ()7 ¢ ). (4.95)
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Rk

¢'(4)

v
v

Lemma 4.3 Die rechte Seite von (4.25) ist wohldefiniert, und die Funktion oy, ist ein

Maf auf B(M).

Definition. Die Determinante det ((gp’ )7y ) heifit die Gramsche Determinante von ¢
und wird mit gram ¢ bezeichnet, d.h.

gram ¢ = det ((cp’)T gp’) :

Das Mafl o1, heifit das Oberflichenmaf der parametrisierten Karte (M, U, ). Man
kann (4.25) wie folgt umschreiben:

oM (A) = / 1(A)‘/glram od\y, |
o

Beweis. Setzen wir m = ¢’ so dass m eine n x k Matrix ist. Dann ist m?m eine k x k
Matrix, so dass det (m”m) definiert ist. Die Matrix m”m ist symmetrisch, da

(mTm)" =m" (m")" = m"m,
und nichtnegativ definit, da fiir alle Spaltenvektoren ¢ € R¥

(m"mg,€) = (mg,mé) >0,

wobei (+,-) das Skalarprodukt in R¥ bzw R" ist. Somit sind alle Eigenwerte von m?m

reell und nichtnegativ, woraus folgt det (me) > 0.

Folglich ist die Funktion ,/gram ¢ reell und nichtnegativ. Da sie auch stetig ist, so ist
das Integral |, 5 verampd\; fir alle Borel-Teilmengen B C U definiert. Nach dem Satz
2.19 ist die Funktion

BH/«/gramgod)\k
B
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ein Maf auf B (U).

Da ¢ : U — R" stetig und somit Borel ist, so ist die Menge ¢! (A) Borel fiir alle Borel-
Teilmengen A € B(M) (Satz 2.1). Somit ist das Integral in (4.25) wohldefiniert. Da ¢!
mit allen Mengenoperationen vertauschbar ist (Aufgabe 8), insbesondere mit disjunkten
Vereinigungen, so erhalten wir, dass auch die Funktion

A / vegram edAy
e=1(A)

ein Mafl auf B (M) ist, was zu beweisen war. ®

Bemerkung. Da ¢’ nichtsingulir ist, so ist auch die Gramsche Matrix (¢')” ¢ nichtsin-
gular woraus folgt gram ¢ > 0.

Beispiel. Sei (M, U, ¢) eine parametrisierte Karte mit k& = n. Nehmen wir auch an, dass
M eine offene Teilmenge von R™ ist. Die Abbildung ¢ : U — M zwischen den offenen
Teilmengen von R™ ist bijektiv, stetig differenzierbar und es gilt det ¢’ # 0 (was im Fall
von n X n Matrizen dquivalent zu rang ¢’ = n ist). Somit ist ¢ ein Diffeomorphismus von
U und M. Da die Matrix ¢’ quadratisch ist, so erhalten wir

det ((gp’)T go’) = det (') det ¢’ = (det ¢')”.

Aus dem Transformationssatz (und (4.10)) folgt es, dass fiir alle A € B (M)
omue (A) = / . det ¢'[ dX\, = M (0 (07" (A))) = M (A).
o

Somit stimmen das n-dimensionale Oberflichenmafl o/, und das Lebesgue-Ma$ A, in
M 1berein. Insbesondere ist o717, unabhangig von der Wahl der Parametrisierung.

Wir werden unterhalb sehen, dass die Unabhangigkeit von der Parametrisierung auch
fir £ < n gilt. Deshalb wird haufig das Mafl o1, einfach mit o, bezeichnet und das
Oberflachenmafl auf M genannt. Man benutzt fiir o), auch die folgenden Bezeichnungen:
okn und oy.

Satz 4.4 Sei (M, U, p) eine Karte. Dann gilt fiir alle nichinegative (bzw oy y,,-integrierbare)
Borel-Funktionen f auf M die Identitat

/ fdoM,U,wz/fogo./gramwdAk. (4.26)
M U

Bemerkung. Die Identitat (4.26) lasst sich als die folgende Substitutionsregel betrachten:

/M f () dong o (2) = / £ (i (u)) v/gram o () dAs ()

mit © = ¢ (u) und

donu,e () = v/gram @(u) d\g, (u)|.
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Beweis. Die Identitét (4.26) fir f =14 mit A € B(M) ist Aquivalent zu (4.25), da

/ 1Ad0'M,U,<p = UM,U,ap (A)
M

und
/legow/gramgpd/\k:/lw1(A)w/gramg0d)\k:/ Vvgram ¢ dy.
U U e=1(A)

Dann gilt (4.26) auch fiir alle Elementarfunktionen nach der Linearitdt von Integralen.
Fiir beliebige nichtnegative Borel-Funktion f auf M gibt es eine Folge {f;} von Elemen-
tarfunktionen mit f; — f und f; < f. Da (4.26) fiir alle f; gilt, so erhalten wir diese
Identitat auch fiir f nach dem Satz von der einseitigen Konvergenz. Fiir eine integrierbare
Funktion f folgt (4.26) mit Hilfe von f=f, — f_. =

Bemerkung. Die Gramsche Determinante gram ¢ lasst sich expliziter wie folgt darstellen.
Die Jacobi-Matrix ¢’ hat k Spalten 0,,¢, ¢ =1, ..., k, woraus folgt, dass

(SO,)T @ = ((aui% aujSO))ijl

wobei (+,-) das Skalarprodukt in R™ ist. Somit gilt

gram ¢ = det (((?ul«p, (?ujgp))ijzl .

4.5.3 Beispiele von Karten und Oberflachenmafien
Dimension k£ = 1.

Das 1-dimensionale Oberflichenmaf} o heifit Ldange. Seien U ein offenes Intervall in R und
(M, U, p) eine 1-dimensionale parametrisierte Karte in R™. Diese Karte heifit in diesem
Fall eine parametrisierte Kurve.

Alle Komponenten ¢y, ..., ¢,, von ¢ hangen von einer Variable t € U ab, und es gilt

T
90/ = (90/17 "'7@%) :
Es folgt, dass
T 2 2
gram = det ()" &) = (¢',¢) = D ()° = ¥
=1

wobei (+,-) das Skalarprodukt in R™ ist und |[|-|| die 2-Norm ist. Somit erhalten wir, dass

doy = [[/]] dA (4.27)

und

B8
m@@zéwwm:/nww,
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wenn U = («, ).
Beispiel. Die Parametrisierung (U, ¢) mit U = (—m, ) und

¢ (t) = (cost,sint)

bestimmt die Menge K = ¢ (U) die der punktierte Einheitskreis ist. Wir erhalten

¢ = Vsin®t + cos?t = 1
und -
o1 (K) :/ ||| dt = 2.

14.01.22 Vorlesung 23

Beispiel. Die Zykloide Z hat eine Parametrisierung
@ (t) = (t —sint,1 —cost), te(0,2m)
(siche S.35). Wir erhalten

']l = \/(1 - COSt)2 +sin?t = V2 — 2cost

und

27
01 (Z) = / 1ol di
0
21
:/ V2 —2costdt
0

2m t
= / 2sin —dt (t = 2s)
0 2

:4/ sin sds = 8.
0

Beispiel. Sei f: U — R eine stetig differenzierbare Funktion auf einem offenen Intervall
U. Der Graph G dieser Funktion ist eine 1-dimensionale Karte mit der Parametrisierung

0: U —R?
p (1) = ([ (1)

o(1) /(i(l)/)%_
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Da
¢ = (L f"(t))

so erhalten wir, dass die Lange von G ist

al(G):/U\/l—i-f’(t)2dt.

Zum Beispiel, fiir die Parabel, die der Graph der Funktion f () = 5 auf einem Intervall
(0, a) ist, erhalten wir

* 1 1
o1 (Q) :/ \/1+t2dt:§ln (a—l—\/a2—|—1> +§a\/a2—|—1.
0

Dimension k = 2.

Das 2-dimensionale Oberflichenma$ o9 heifit Flicheninhalt. Sei (M, U, ¢) eine 2-dimensionale
parametrisierte Karte in R”. Die Koordinaten in R? und in U bezeichnen wir mit (u, v).

Wir haben

Py Ouipy
90/ _ auQOQ av@? _
Oup Ovp ’
augpn av(pn

wobei 9, und d,¢ die Spaltenvektoren (9,p,, ..., u0,)" bzw (dyey, ..., Dsp,)" bezeich-

nen. Dann gilt
NT 1 (Oup, Oup)  (Oup, Opp) )
(?)7 ((&%&m)(@%av) ’

und somit erhalten wir

gram ¢ = ”81190H2 ”81)90”2 - (8u90> 8v90)2. (4.28)

Folglich erhalten wir

doy = \/ 0.2 1 10u0 11> — (Dugp. Dutp)® dhs |

Beispiel. Fiir beliebige zwei Vektoren a,b € R? gilt die Identitt
lla > b)1* = [lall* [[b]]* = (a, )",

wobei x das Kreuzprodukt von Vektoren in R3 ist. Somit erhalten wir im Fall n = 3 aus
(4.28), dass
2
gram = [|0up x Ovp|

und

doy = [|Oup X Opip|| da.
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Als Beispiel betrachten wir ein Parallelogram P in R3 mit den Seiten a,b € R3. Es ldsst
sich als eine parametrisierte Karte mit der folgenden Parametrisierung darstellen:

¢:(0,1) x (0,1) — R?
¢ (u,v) = ua + vb.

v 4

v
v

Ein Parallelogram P

Da 0, = a und 9, = b, so erhalten wir

oy (P) = / 100 x Buipll dAa = [la x b
(0,1)x(0,1)

Beispiel. Betrachten wir eine Parametrisierung ¢ : U — R? wobei
U= (—mm)x(0,7)

und
¢ = (Rsinwvcosu, Rsinvsinu, Rcosv),

mit einem R > 0. Die Parameters (u, v) sind die Polarwinkel in R?, und die 2-dimensionale
Karte M = ¢ (U) ist die Sphére Sk von Radius R minus einen Lingengrad.

AZ

Die Polarwinkel « und v
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Dann haben wir

—Rsinvsinu Rcosvcosu
Oup = Rsinvcosu , Oyp =] Rcosvsinu
0 —Rsinwv
und nach (4.28)
grame = [ 0up” [10up” = (Bup, Do)
= R%*sin®v-R*—0
= R'sin’v

Somit erhalten wir

T2 (M):/R2|Sinv|d)\2 (u,v)
U

= RQ/ (/ sinvdv) du
- 0

= 47 R2.

Beispiel. Betrachten wir eine Parametrisierung ¢ : U — R? mit
U= (—mm)x (—R,R)
und
¢ (u,v) = (cosh v cosu, cosh v sinu, v),

wobei u € (—m,7m) und v € (—R, R) . Die Karte M = ¢ (U) ist ein beschranktes Katenoid
minus einen Langengrad — siehe Seite 145. Wir haben

—coshwvsinu sinh v cos u
Oup = cosh v cosu , Oyp = sinhovsinu |,
0 1
und
2 2 2
gramey = ||au90|| HaUSOH - (aUSOv avSO)

= cosh®v (1 + sinh? v) -0
= cosh?v.

Es folgt, dass

o9 (M) = / cosh? v d); (v, u)
U

R T
= / ( / du) cosh? v dv
-R —m

R
= 27r/ cosh® v dv
-R
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:27T/R COShQU+1dv
_R 2
R
=27 1sinh 2v + 1U
4 2 | g
= 7 (sinh2R + 2R).

Graph als eine Karte (k=n —1).

Sei U eine offene Teilmenge von R"~! und g : U — R eine stetig differenzierbare Funktion.
Betrachten wir den Graph G von g:

G={(u,g(u) eR":ueclU}.

Wir wissen schon, dass G eine Karte mit der Parametrisierung (U, ¢) ist, wobei

p:U—R"
4.29
o (u) = (.9 (w) 4:29)
(siche (4.23)). Berechnen wir gram ¢. Bezeichnen
Q; = auzg
und bemerken, dass nach (4.24)
1 0
1
QOI = = V1 Vo Un—1 s
0 1
a1 Oy ... Op_q
wobei v; die i-te Spalte von ¢’ bezeichnet. Dann haben wir
1+ Oé% 109 c. 11
T n ajay 1+ad .. ey,
B:=(¢) ¢ = ((v, Uj))m’:ll = o o . o (4.30)
Q11 Qo ... 1+a2
und
gram ¢ = det B.
Lemma 4.5 Fir die Matriz (4.30) gilt
det B=1+a?+a3+..+a’, (4.31)

Folglich haben wir fir die Parametrisierung (4.29)

n—1

gramp =1+ (9,,9)" = 1+ [|g/||” (4.32)

i=1
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dop_1=\/1+||¢|]> dhn_1 | (4.33)

und

Es folgt aus (4.33) dass

Gur (G) = / 1+ 191 s | (4.34)

Beweis. Um det B zu berechnen, betrachten die folgende n x n Matrix

1 0 a1 o
1 (6%} Qo
A= = U1 U2 Un—1
0 1 (o7} Op—1
a1 Qg ... QOp_1 —1 -1

Bemerken wir, dass

B
0 5

ATA =

mit 3 = of + ... + a2_; + 1, woraus folgt, dass
(det A)* = det (ATA) = (o + ... + a2_, + 1) det B. (4.35)

Die Determinante det A lasst sich mit Hilfe von Entwicklung nach der n-ten Zeile berech-
nen, da alle Minoren Dreiecksmatrizen sind. Zum Beispiel, der Minor von dem Eintrag
(n,1) der Matrix A ist

0 0 (03] aq 0 0
1 0 «o «Q 1 0

| Cl=p| =),
0 1 o, an—1 0 1

and der Kofaktor ist (—1)"" (=1)""? a;. Die anderen Minoren und Kofaktoren lassen sich
analog bestimmen, und wir erhalten

det A= (=1)"" (=1)"?ay a1 + (1) (=1)" -z + ...
+ (= )H ) ( D" " ey e+ (1) (=)
—(af+ .. 4+ai_+1). (4.36)

Einsetzen (4.36) in (4.35) ergibt (4.31). m
Beispiel. Das hyperbolische Paraboloid wird durch die Gleichung
2= —9° (4.37)

angegeben.
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Das hyperbolische Paraboloid

Bestimmen wir den Flicheninhalt des Graphes G der Funktion g (z,y) = 2% — y* auf
der Kreisscheibe

U={z+y’ < R*}.
Wir haben ¢’ = (2z, —2y), und (4.34) ergibt

72(6) = [ VITETH AR (o)
U
R T

/ (/ \/1+4r2d<p) rdr

0 —T
" 1

27r/ \/1+4r2§d(1+4fr2)
0

((+am2) 1),

_T
6

4.6 Flachen

4.6.1 Regulare Karten

Sei (M,U, ) eine parametrisierte Karte. Da M eine Teilmenge von R™ ist, so ist die
Euklidische Abstandsfunktion d auf M definiert, und somit ist (M, d) ein metrischer
Raum. Betrachten wir die Abbildung ¢ : U — M als eine Abbildung zwischen metrischen
Raumen. Diese Abbildung ist bijektiv und stetig. Die inverse Abbildung ¢! : M — U
ist somit wohldefiniert, aber ist nicht unbedingt stetig.

Die Stetigkeit von ¢! ist sehr gewiinscht, da ¢ in diesem Fall ein Homdomorphismus
zwischen U und M ist.
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Definition. Eine Parametrisierung (U, ¢) von der Karte M = ¢ (U) heif3t reguldr wenn
¢ : U — M ein Homéomorphismus ist (d.h. wenn p=!: M — U stetig ist). Eine Karte
M heifit reguléar wenn sie eine regulare Parametrisierung hat.

Alle oberhalb gegebenen Beispiele von Karten sind regular. Insbesondere ist der Graph
einer stetig differenzierbaren Funktion g : U — R eine reguldre Karte (sieche (4.23)).
Tatséchlich hat die Parametrisierung ¢ (u) = (u, g (u)) des Graphes einer stetig differen-
zierbaren Funktion g : U — R" die inverse Abbildung ¢! (u, g (u)) = u die offensichtlich
stetig ist.

Zeigen wir ein Beispiel einer nicht regularen Karte.

Beispiel. Die Abbildung

¢:(0,2r +1) — R?
(1) = (cost,sint), 0 <t <2,
PN (Lt—2m), 2r<t<2m+1

ist eine Parametrisierung. In der Tat ist ¢ stetig differenzierbar da

(—sint,cost), 0 <t <2m,

Qol(t):{ (0,1), 27 <t<2r+1 (4.38)

stetig ist, und ¢ ist nichtsingulér was auch aus (4.38) folgt.

Allerdings ist ¢ nicht regular. Zum Beispiel, die Folge von Punkten z; = (cos %, sin %)
fir £ — oo gegen = = (1,0) konvergiert, wahrend

1
o (1) = P 0 und o' (z) =27 #0.

Folglich ist ¢! : M — U nicht stetig.

Wir beweisen einige Eigenschaften von reguldaren Karten.

Lemma 4.6 Sei (M,U, ) eine parametrisierte Karte.

(a) Ist (U, ) requldr so gilt oy, (A) < 0o fiir jede kompakte Teilmenge A C M.

(b) Sei U’ eine offene Teilmenge von U so dass U' kompakt ist und U’ C U. Dann ist
die Restriktion ¢|y ein Homdomorphismus zwischen U' und M' = ¢ (U'), so dass (¢, U’)
eine requlare Parametrisierung ist.
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Ein Borel-Ma8l v heiit Radon-Majf$ wenn v (A) < oo fiir jede kompakte Menge A aus
dem Definitionsbereich von v. Die Aussage (a) von Lemma 4.6 besagt somit, dass o,
ein Radon-Ma$ ist wenn die Parametrisierung (U, ¢) regulér ist.

19.01.22 Vorlesung 24

Beweis. (a) Da ¢! stetig ist, so ist die Menge B = ¢! (A) C U kompakt.

]Rk

B=¢ )| ~ T

v
v

Es folgt, dass
oMU (A) = / Veram o d\, < 0o,
B

da Ay (B) < oo und die stetige Funktion ,/gram¢ auf B beschrinkt ist.

(b) Wir miissen beweisen, dass die Abbildung ¢ = ¢~ : M’ — U’ stetig ist. Dafiir
reicht es zu zeigen, dass fiir jede abgeschlossene Teilmenge B C U’ das Urbild ¢! (B) =
¢ (B) abgeschlossen in M’ ist.

Rk

Da U’ kompakt ist, so ist B auch kompakt. Dann nach der Stetigkeit von ¢ ist die
Menge ¢ (B) kompakt, woraus folgt, dass ¢~ (B) abgeschlossen ist. m

Satz 4.7 Seien (U, ) und (V, 1)) zwei requldre k-dimensionale Parametrisierungen einer
Karte M. Dann stimmen die Mafle oy p., und opvy auf B (M) dberein.

Im speziellen Fall n = k wurde diese Aussage im Beispiel im Abschnitt 4.5.2 bewiesen.
Der vollstiandige Beweis von dem Satz 4.7 wird im Abschnitt 4.10 angegeben.
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4.6.2 Begriff von Flache

Fixieren wir eine Menge M C R™ und betrachten M als einen metrischen Unterraum von
R™.

Definition. Die Menge M heif3t k-dimensionale Fldche, wenn es eine abzahlbare Uberdeckung
M =, en Mo gibt, wobei jede Menge M, die folgenden Eigenschaften hat:

(i) M, ist eine offene Teilmenge von M;

(ii) M, ist eine k-dimensionale regulire Karte.
Das Mengensystem { My}, heiflt in diesem Fall ein Atlas von M.

Da die Flache M eine abzahlbare Vereinigung von Karten ist, so ist M eine Borel-
Teilmenge von R™.

Jede Teilmengen K C M die (i) und (ii) erfiillt (d.h. K eine offene k-dimensionale
regulire Karte ist) wird als eine Karte in M bezeichnet.

Satz 4.8 Flir jede k-dimensionale Fliche M gibt es genau ein Mafl oy auf B(M) so
dass fur jede Karte K in M gilt

oy (A) =0k (A) fir alle A e B(K).

Dartber hinaus ist o o-endlich.

In anderen Worter, es gibt eine eindeutige Erweiterung der Oberflachenmafien von den
Karten in M auf das ganze Flache M. Der Beweis wird im Abschnitt 4.10 angegeben.

Definition. Das Mafl o, heifit das Oberflichenmafs auf der Flache M.

Das Maf} o) wird auch oy, 5 oder oy, bezeichnet.

4.7 Hyperflachen und Normalen

Definition. Eine (n — 1)-dimensionale Flache in R™ heifit Hyperfliche.

Sei U eine offene Teilmenge von R und g : U — R eine stetig differenzierbare
Funktion. Wie wir schon wissen, der Graph

G={(u,g(u)) eR":ueU}

eine (n — 1)-dimensionale Karte mit der Parametrisierung ¢ (u) = (u, g (u)) ist. Diese
Parametrisierung ist regulér da die inverse Abbildung

o (u, g (u) = u

offensichtlich stetig ist. Somit ist G eine regulére (n — 1)-dimensionale Karte, eine (n — 1)-
dimensionale Flache und auch eine Hyperflache.
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4.7.1 Niveaumengen

Betrachten wir eine andere Typ von Hyperflachen.

Definition. Seien ) eine offene Teilmenge von R™ und F': 2 — R eine stetig differen-
zierbare Funktion. Betrachten wir die Niveaumenge von F', d.h. die Menge

M={zxeQ: F(z)=0}. (4.39)

Die Niveaumenge M heifit nichtsinguldr, wenn F' (z) # 0 fir alle z € M.

Lemma 4.9 Fine nichtsinguldre Niveaumenge M von F ist eine Hyperfliche.

Beweis. Fiir jeden Punkt p € M gibt es ein i = 1,....,n mit J,.F (p) # 0. Ohne
Beschriankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass i = n, d.h. 9, F (p) # 0. Nach
dem Satz von der impliziten Funktion ldsst die Gleichung F'(xy,...,x,) = 0 sich in der
Nahe von p eindeutig beziiglich z,, 16sen: es gibt eine offene Umgebung W, von p in der
Form W, = U x J wobei U eine offene Teilmenge von R"™! und J ein offenes Intervall,
und eine stetig differenzierbare Funktion g : U — J so dass

Fx)=0&uz,=¢g(x1,....0p1) VYreW,

Folglich ist M, := M N W, ein Graph und somit eine regulare Karte. Die Menge M, ist
eine offene Teilmenge von M da W, eine offene Teilmenge von R™ ist.

Xn A

R}’l

v

Zylinder W,

Somit haben wir bewiesen, dass die Niveaumenge M lokal ein Graph ist. Das Men-
gensystem {T/Vp}pE 1 ergibt eine offene Uberdeckung von M. Da M eine abgeschlossene
Teilmenge von (2 ist, so gibt es eine abzdhlbare Teiliiberdeckung {W), }, . von M, woraus
folgt, dass { M), },.y ein Atlas ist und M eine Hyperfliche ist. m

Bestimmen wir das Oberflachenmafl o, in der Karte M, wie oberhalb. Da F'= 0 in
M, so erhalten wir fiir alle x € W, die Identitat

F (l'la oy Tp—1,9 (x17 ...,Z’n_l)) = 0.
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Es folgt, dass fiir jedes i =1,...,n — 1

Op, F' + (0p, F) 02,9 = 0 (4.40)

und somit 1
O0p.g = ———0,. I\ 4.41
9= =5 Fn (4.41)

Nach (4.33) haben wir fiir das Oberflichenmafl o,,_; auf M

n—1

o= |1+ (00,9)" dAn_1.
=1

1+nZi 9 =1+ 5 ! i(a.F)Q: e
$ a F 2 =1 (aan)2 i=1 " (8-7’37LF)27

so erhalten wir die folgende Identitéat:

d)\n—l (ZEh ceey ZL’n_1> . (442)

Beispiel. Betrachten wir in R” die Funktion
F () = |« - R?
so dass die Niveaumenge
S={zeR": F(zx)=0} ={x eR": ||z|| = R}
die Sphére von Radius R ist. Es gilt
F' = (221, 2%, ..., 22,,)

und somit auf S

|/l = \/4a3 + ... + 422 = 2R £ 0,

Insbesondere ist S eine Hyperfliche in R™. Es folgt aus (4.42), dass in jede Karte wo S
ein Graph beziiglich x,, ist, gilt

£ R
= A 4.4
o, FPn1 = - (4.43)

dan 1=
7.B. die Halbsphare
S,={zreS: z,>0}
ist der Graph der Funktion

=g () =R~ |ul’, uel,
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wobei u = (x1, ..., z,—1) und
U={ueR"":|ul| <R}.
In der Karte S, gilt nach (4.43)

don 1 — —— 2 ()

2
B2 — |u]

R
on-1(5y) = | ———
/U VB2 = Il

Zum Beispiel, im Fall n = 4 ist S eine Hyperfliche in R* und U die Kugel von Radius R
in R®. Mit Hilfe Kugelkoordinaten in R? (siehe (4.8) erhalten wir

o3 (Sy) = /OR (/: (/OW\/%SiHQdQ) dgp) r2dr

R r2qp
o VR?—1r2
R 2 R p2 .2
:47TR(/ Ridr R —r dr>
 VEE=E )y VE=e

R [1 1 R
=47 R <R2 [arcsin i] — {57“\/ R2 —r2 4+ §R2 arcsin %] )
0 0

und somit

A1 (u).

=47 R

Daraus folgt, dass
03(9) =21 R®. (4.44)

Beispiel. Betrachten wir das ganze Katenoid K = ¢ (U) wobei U = [—,7] x (—00, )
und
0:U — R
¢ (u,v) = (cosh v cosu, cosh v sin u, v)

(siehe auch (4.22). Die Menge K ist keine Karte, aber wir zeigen, dass K eine Hyperfliche
in R? ist. Fiir jeden Punkt (z,vy,2) € K gilt

22 + 4% = (cosh v cos 1) + (coshvsinu)® = cosh? v = cosh? z,
so dass die folgende Funktion
F(z,y,2) = 2>+ y* — cosh’ 2

auf K verschwindet. Es ist leicht zu sehen, dass K die Niveaumenge der Funktion F' in
R3 ist. Wir haben

F' = (2x,2y, —2cosh zsinh 2) ,
so dass F’ nur am Punkt 0 ¢ K verschwindet. Somit ist die Niveaumenge K nichtsingulér
und K ist eine Hyperflache.
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4.7.2 Normale zur Hyperflache

Definition. Seien M eine Hyperfliche in R” und K eine Karte in M mit einer Parametrisierung
(U, ). Die Vektoren 0,,¢,...,0,, _,¢ € R™ und ihre lineare Kombinationen heiflen Tan-
gentialvektoren zu M im Punkt z = ¢ (u) . Die lineare Hiille

T, M := span (9y, ¢, ..., O, ) CR"

heifit Tangentialraum zu M im Punkt x.

Der Tangentialraum 7, M und die Normale N

Lemma 4.10 FEs gilt folgendes.
(a) dmT, M =n—1

(b) Der Tangentialraum T, M ist unabhdingig von der Wahl der Karte K 3 .

21.01.22 Vorlesung 25

Beweis von Lemma 4.10(a). Die Vektoren 0,, ¢, ..., 0., ,¢ sind die Spalten der Jacobi-
Matrix ¢’. Da rang ¢’ = n — 1, so sind die Vektoren 0,,¢, ..., 0y, _,¢ linear unabhingig,
woraus folgt, dass dim T,M =n—1. m

Beweis von Lemma 4.10(b) befindet sich im Abschnitt 4.10.
Es folgt aus dim T, M = n — 1 dass das orthogonale Komplement (T,M)" von T, M
in R" eindimensional ist.

Definition. Jeder Vektor N € (T,M)" \ {0} heiftt Normale zum M im Punkt z.
Beispiel. Betrachten wir das Katenoid K in R? mit Parametrisierung

¢ (u,v) = (cosh v cosu, cosh v sinu, v),
wobei u € (—m,7) und v € R (siehe (4.22)). Somit erhalten wir die Tangentialvektoren

Oup = (— cosh v sin u, cosh v cos u, 0)

Opp = (sinhwcosu, sinhwsinu, 1).

Bestimmen wir eine Normale zum K. Das Kreuzprodukt 0, x 0,¢ ist orthogonal zu
den Vektoren 9, und 0,¢, so dass der Vektor N = 9, x 0,p eine Normale ist. Somit
erhalten wir

-

sinhvsinu 1 sinhvcosu 1 sinhvcosuw  sinhwvsinu

‘ —coshvsinu coshwvcosu
)

cosh v cosu 0‘ ‘ —coshvsinu 0
—
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= (cosh v cos u, coshvsinu, — cosh vsinh v)

= (35, Y, —%sinh2z) .

Beispiel. Sei G der Graph in R” einer stetig differenzierbaren Funktion ¢g : U — R wobei
U eine offene Teilmenge von R" ! ist (siehe (4.23)). Fiir die Parametrisierung

p(u) = (u, 9 (u) = (u, ., Un-1,9 (U1, .., Un-1))

von G erhalten wir, fir jedes 7 =1,...,n — 1, dass

<.

Oy, 0 =(0,...,1,...,0,0y,9),
wobei 1 in der Position j steht. Betrachten wir den folgenden Vektor:

N =(=¢,1) = (=0u9,... —0u;9, .., —0Ou,_,9,1) | (4.45)

Offensichtlich gilt (N ) 8ujg0) = 0 fir alle j = 1,...,n — 1 so dass N orthogonal zu allen
aujgo ist. Somit ist N eine Normale zum G.

R ‘ X= o(u) = (u,g(u)?____:i . ;

R»- 1

Zum Beispiel, das hyperbolische Paraboloid P in R? (siehe (4.37)) ist der Graph der
Funktion ¢ (z,y) = z*> — y*. Somit erhalten wir nach (4.45) die folgende Normale zum P:

N = (—0s, =9y, 1) = (—22,2y,1) .

4.7.3 Normale zur Niveaumenge

Sei €2 eine offene Teilmenge von R”, und F': 2 — R eine stetig differenzierbare Funktion.
Betrachten wir die Niveaumenge von F

M={zxeQ:F(zx)=0}

und nehmen wir an, dass M nichtsingulér ist, d.h. F” # 0 auf M. Wir wissen schon, dass
M eine Hyperflache ist.
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Lemma 4.11 In jedem Punkt p € M ist der Vektor F' (p) eine Normale zu M.

Beweis. Wie im Beweis von dem Lemma 4.9, in der Nahe von jedem Punkt p € M lasst
sich M als ein Graph darstellen. Sei M in der Nidhe von p der Graph einer Funktion
T, = ¢ (u) mit u = (21, ...,2,-1) € U. Nach (4.45) ist der Vektor

N = (—3x197 veiy =02, _1 0, 1)
eine Normale zu M im Punkt p. Nach (4.41) haben wir

1

-~ 9, F
B, F %

woraus folgt, dass auch der Vektor
(0., F)N = (&ch, oy O, F, @an) =F

eine Normale ist. m
Zusammen mit F” (p) ist auch jeder Vektor der Form
N = cF'(p)
mit ¢ € R\ {0} eine Normale zu M im Punkt p. Fiir ¢ = im erhalten wir, dass
[N =1.
Definition. Eine Normale mit der Norm 1 hei3t Einheitsnormale.

Jetzt besprechen wir eine natiirliche Wahl des Vorzeichens von ¢, d.h. die Richtung
der Einheitsnormale. Dafiir betrachten wir die Mengen

Q={reQ:F(x)>0} und Q_={xreQ: F(x)<0}.

Fiir eine Normale N im Punkt p € M betrachten wir die Gerade z (t) die durch p in die
Richtung N geht:
z(t)=p+tN, teR.

Definition. Die Normale N zum M heifit duflere Normale beziiglich Q_ (und auch innere
Normale beziiglich Q) wenn es ein € > 0 gibt so dass fiir alle t € (—¢,¢)

() e Q_ wennt <0
v Q. wennt > 0.
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Lemma 4.12 Die Normale N = F' (p) ist eine duflere Normale beziiglich €)_.

Beweis. Wir haben nach der Differenzierbarkeit von F
Fp+h)=F(p)+(F (p),h)+o(lhl)
fir ||| — 0. Insbesondere fiir h = tF’ (p) und x (t) = p + tF’ (p)

(p
F(z(t)=F@)+F (p),F'(p)t)+o(t)
— |F' (D)t +o(t) fiirt— 0.

gilt

Da ||[F' (p)||> > 0, so erhalten wir F (z (¢)) > 0 und somit z (£) € Q, fiir kleine positive
Werte von ¢, und F (z (t)) < 0 und z (t) € Q_ fiir kleine negative Werte von ¢, was zu
beweisen war. m

Es folgt, dass auch N = ¢F” (p) mit ¢ > 0 eine d&uBere Normale beziiglich €_ ist.
Bezeichnen wir mit v die auflere beziiglich 2_ Einheitsnormale zu M, die somit ein-
deutig bestimmt ist:

F' (p)

RO (4.46)

UV =

Beispiel. Set R > 0. Die Niveaumenge der Funktion
F(z)=|z|" - R?=22+ ..+ 22 — R?

in R™ ist die Sphéare

Sp={x €R":||z|| = R}
von Radius R, und die Menge {F < 0} ist die Kugel

Br={z eR": |z|| < R}
von Radius R. Die Niveaumenge Sg ist nichtsingulér, da F'(x) = 2z # 0 auf Sg. Die
aufere beziiglich Br Einheitsnormale zum Sy ist somit

F’ 2z

. . T
2l R

(4.47)
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4.8 Gauflscher Integralsatz

Definition. Eine Menge G C R" heifit Gebiet, wenn folgendes gilt:
(i) G ist eine beschriankte offene Teilmenge von R";
(ii) es gibt eine offene Umgebung Q2 von G und eine stetig differenzierbare Funktion
F:Q—R sodass G={x€Q:F(x) <0},
(iii) die Niveaumenge M = {z € Q : F'(z) = 0} ist nichtsingulér (d.h. F’ # 0 auf M).

Beispiel. Die Kugel Bg in R™ von Radius R > 0 ist ein Gebiet, da fiir die Funktion
F () = |« - R?

in R" gilt B = {x € R": F (x) < 0}, und die Niveaumenge Sg nichtsingulér ist.

Behauptung. Fir ein Gebiet G gilt 0G = M. Folglich ist OG eine Hyperfliche.

Beweis. Fiir jeden Punkt p € M gilt nach der Voraussetzung F” (p) # 0. Somit ist p kein
lokales Extremum von F. Da F'(p) = 0, so gibt es in jeder Umgebung von p die Punkte
xz mit F'(z) <0 und F (z) > 0. Es folgt, dass

peEGNGe=:0G (=GNG°=G\G).

Umgekehrt, fiir p € 0G gibt es in jeder Umgebung die Punkte von G und G¢, d.h. die
Punkte mit F'(z) < 0 und F (x) > 0, woraus F' (p) =0 und p € M folgt.

Nach Lemma 4.9 ist die Niveaumenge M eine Hyperflache, somit ist auch 0G eine
Hyperflache. m

Bezeichnen wir mit v die auflere beziiglich G Einheitsnormale zum 0G = M.

Definition. Ein Vektorfeld V in €2 ist eine Abbildung V : 2 — R”. Ist V' differenzierbar,
so definieren wir die Divergenz von V' als eine Funktion div V' : 2 — R mit

divV =)0, V; =SpurV".
=1

Hauptsatz 4.13 (Gaufischer Integralsatz) Seien G ein Gebiet in R™ und v die duflere
beziiglich G Einheitsnormale zum Rand 0G. Dann gilt fiir jeden stetig differenzierbaren

Vektorfeld V : G — R" die Identitit

/ divVd\, = / (Viv)do,—1 |, (4.48)
G oG
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wobei (V,v) das Skalarprodukt in R™ ist.

Der Beweis von dem Satz 4.13 befindet sich im Abschnitt 4.11. Jetzt betrachten wir
einige Anwendungen und Beispiele.
Sei f : G — R eine stetig differenzierbare Funktion. Fiir den Vektorfeld

V=(0,..,f..0)
mit f auf der Position ¢ erhalten wir
divV =0, f und (V,v)= fu,,

so dass (4.48) ergibt

/(9me d)\n == fVidO'n_l y (449)
G oG

was mit (4.20) tibereinstimmt.

Flicheninhalt. Sei G ein Gebiet in R?. Fiir den Vektorfeld
Vi(z) =2 = (21,29)

erhalten wir
divV = 0,01 + Opyx0 = 2
so dass nach (4.48)
2)\2 (G) = / (xll/l + JIQVQ) d0'1. (450)
oG

Der Rand OG ist eine 1-dimensionale Flache, d.h. ein Kurve. Nehmen wir an, dass 0G
eine Parametrisierung zulasst:

¢ o, B — R,
mit ¢ (o) = ¢ (8), d.h.

aG - {(901 (t) %) (t)) S R2 e [Oé,ﬁ]} .
Der tangentiale Vektor im Punkt ¢ (¢) ist dann
P (1) = (1 (1) 5 (1)),

und wir nehmen an, dass ¢’ (t) # 0 fiir alle ¢ € [, 8]. Der folgende Vektor ist eine
Normale zum 0G:

N = (g5 (t), —¢ (1)),
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da (N, ¢') = 0. Fiir die duflere Einheitsnormale v gilt somit

y—2 _ (¢4, 1)

(das Vorzeichen its entweder + oder — auf dem ganzen Intervall [« 8]), woraus folgt

1
TV + Tavg = £ 5 5 (P12 — Pa1) -
(01)" + ()
Nach (4.27) gilt fiir das Oberflichenma$ o, auf 0G
doy = [l¢lldAs (8) = \/ (1) + (9h) da (1)
Einsetzen in (4.50) ergibt

1 ’ 17 ¥ ¥
X (G) = i§/ (0105 — poipy) dt | = i—/ ;o dt. (4.51)
(63 2 o 901 ()02
Die Wahl von =+ ist hier offensichtlich, da Ay (G) > 0.
Beispiel. Sei 0G eine Kurve mit der folgenden Parametrisierung:
1
(t) = (sint + 2 sin 2t, — cos t) , te|-m,m. (4.52)

Das Gebiet G mit dem Rand (4.52).
In diesem Fall gilt

1 1
P10y — o = <sint + 1 sin 2t> sint + cost (cost + 5 cos Zt)
L1 : 2, 1
= sin t—i—Zsm%smt—i-cos t—l—écosZtcost
1 1
:1+g(COSi-COSgt)—I—Z(COSt—I—COS?)t)

3 1
= 1+§cost—|—§cos3t,

woraus folgt

1 [ 1
)\Q(G):—/ (1+gcost+§cos3t> dt = .

—T
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Flacheninhalt in Polarkoordinaten. Nehmen wir an, dass der Rand 0G eines Gebi-
etes G C R? parametrisch in Polarkoordinaten angegeben ist als (7 (), 6 (t)) mit ¢ € [, 3],
wobei r der Polarradius ist und 6 der Polarwinkel. Die Parametrisierung von dG' in karte-
sischen Koordinaten ist wie folgt:

p(t) = (r(t)cosO(t),r(t)sinb (t)), telaf],
und die Determinante in (4.51) ist gleich

r cos 0 7 sin
' cosf —r (sinf) @ r'sinf + r(cosh) o
= (rcosf) (r'sinf +r (cos ) 0') — (rsinf) (r' cos — r (sin ) §")

= r2y.

/ A

'901 2
Y1 P2

Einsetzen in (4.51) ergibt die Identitét

N =

X (G) = + / = ()0 (t) dt | (4.53)

Beispiel. Betrachten wir den Rand G mit der folgenden Parametrisierung in Polarko-

ordinaten:
[ 1 1 1
r(t) = /14 cost, 0(t) = 1—|—§sint—|—§sin2t (4.54)

wobei t € [—7,7].

04T

02T

-0.5 0.0 0.5 1.0

X
Das Gebiet G mit dem Rand (4.54).

Nach (4.53) erhalten wir

1 [ 1 1
A (G) = :|:§/ (1 + §COSt> (5 Cost+sintcost> dt.

—T

Da

1 1 1 1 1
(1 + §cost) (gcost—l—sintcost) = gcostJr acos2tsint—|—costsint+ écoszt
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1 th11—1—0052t . t—l—l . 2t+11+0082t
= —————sint + = sin -—
gty T 8 2° 6 2

l—l—l t—i—l't—i-l 2t't+1'2t—|—1 2t
=—+ -cost+ —s —cos2ts =5 — cos
513 75 1 in 5 Sin 12 ,

L

;5 nach Integration von —7 bis 7 die Null ergeben.

so sehen wir, dass alle Glieder aufler
Somit erhalten wir

Beispiel. Bestimmen wir in R? mit Koordinaten (z,y, z) das Integral

/ x2y2d0—27
S

wobei S = {{z,y,2} € R?: 2% + y* + 2? = 1} die Einheitssphare ist. Wir haben S = 0B
wobei B die Einheitskugel ist, und die &uBere Einheitsnormale v zum S ist v = (z,y, 2)
(nach (4.47)). Wir stellen das gegebene Integral in der folgenden Form dar:

/l’2y2d0'2:/fyld0'2
S S

mit einer geeigneten Funktion f(z,y,z). Da vy = x, so gilt diese Identitat fir f = zy?.

Nach (4.49) haben wir
/fVldUz = / (0uf) dAs = / y*dXs.
s B B

Das letzte Integral lasst sich mit Hilfe von Kugelkoordinaten bestimmen, aber ist es
leichter zu bemerken, dass die folgenden drei Integrale

/.CCQd)\g, /yZd)\g, /2261)\3
B B B

gleich sind und dass ihre Summe gleich [ B r2d\s ist, wobei r? = 2% + y? + 22. In Kugelko-
ordinaten erhalten wir nach (4.8)

1 T T 1 4
/ r’d\; = / (/ (/ r? sin 9d9) dgo) r2dr = 47T/ rtdr = —W,
B 0 —T 0 0 5

woraus folgt, dass
1 4
2d\ ——/ 2d\3 = —.
/By SEEN T

Somit erhalten wir

Beispiel. Berechnen wir in R? mit Koordinaten (x,y) das Integral

/ arccos  d\g,
B
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wobei B = {(z,y) € R?: 22 + y* < 1} die Einheitskreisscheibe ist. Dafiir betrachten wir
die Funktion f (z,y) = yarccosx so dass 0, f = arccos x. Nach (4.49) erhalten wir

/arccosxd)\zz/ (Oyf) d)\QZ/fVQdal :/yQarccosxdal,
B B S S

wobei S = 0B und v = (z,y). Mit der Parametrisierung von S
¢ (t) = (cost,sint), te€ [—m, ]

erhalten wir ||¢'|| = 1 und

/ y* arccos z doy = / sin®t (arccos cos t) dt
s

:/ (sin®¢) [¢| dt
:2/ 1_COS2ttdt
0 2
™ 1 .
:/ td(t——stt)
0 2
1 T i 1
= {t (t——sin%)} —/ (t——sin?t) dt
2 0 0 2

217 1 .
:7T2— |:§:|0 — Z[COSZt]O

Es folgt, dass

1
/ arccos r dlg = —m>.
B 2

26.01.22 Vorlesung 26

4.9 Weitere Beispiele zum Gaufischen Integralsatz

Beispiel. Betrachten wir die Kugel B = {x € R" : ||z|| < R} von Radius R in R" und

die Sphére Sg = 0Bg. Nach (4.47), die d&uflere Einheitsnormale zur Sphére Sg ist v = B
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Verwenden wir den Integralsatz (4.48), d.h.
/ divVd\, = / (V,v)do,—1 ,
Br Sr
mit dem Vektorfeld V (z) = z. DadivV =" | 0,,V; =n, so gilt
/ divV d\, = n\, (Bg).
Br

Andererseits haben wir

T R?
(‘/a V) doy_1 = (% —> do,—1 = —doy,_1 = Ro,—q (SR) )
Sk sy I sy B
wobei wir benutzt haben, dass (z,z) = ||z||* = R? auf Sz. Somit erhalten wir die folgende
Identitat:
n)\n (BR) - Ran—l (SR) : (455)

Zum Beispiel, in R3 gilt

4
/\3 (BR) = §7TR3

woraus folgt, dass

09 (SR) = 47TR2.

In R* gilt nach (4.44)
o3 (Sg) = 2 R?,

woraus folgt, dass
2

A (Bp) = %R“.
Nach der Aufgabe 64 gilt in R"
A (BRr) = ¢, R"
fiir eine von n abhéngige Konstante ¢, > 0. Es folgt aus (4.55) dass

On_1 (Sg) = canR" L.
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Insbesondere gilt die Identitat

An (Bgr) = /OR On—1 (Sy)dr.

Beispiel. Seien G ein Gebiet in R” und f, g : G — R - stetig differenzierbare Funktionen.
Beweisen wir die folgende Regel der partiellen Integration in G:

/ (On, f) gdX, = —/ f(0z,9) dN\, + fovido,_. (4.56)
G G oG

Dafiir verwenden wir die Identitét (4.49) mit der Funktion fg anstatt f so dass

o oyan= | (fovdo,.

Es folgt nach der Produktregel

[o-tain = [ @.ngin [ regan,

woraus (4.56) folgt.

Beispiel. Der elektromagnetische Feld in R? besteht aus zwei zeittabhingigen Vektor-
feldern D und B in R3, wobei D die elektrische Flussdichte ist und B die magnetis-
che Flussdichte. Die Bewegung von D und B lédsst sich mit vier Mazwell-Gleichungen
beschreiben. Die ersten zwei der Maxwell-Gleichungen sind unabhéngig von Zeit und
besagen, dass fiir D und B als Vektorfelder in R? folgendes gilt:

divD=p und divB =0,

wobei p die Ladungsdichte ist. Es folgt aus dem Gauflschen Integralsatz, dass fiir jedes

Gebiet G C R?
/ (D,v)do, 1 = / pds
oG e

/ (B,v)do,—.1 = 0.
oG

Der Betrag |, o PAA3 ist die elektrische Ladung im Gebiet G. Das Integral /. oc (D,v)do, 1
heifit der elektrische Fluss durch die Oberflaiche 0G des G. Somit stimmt der elek-
trische Fluss durch 0G mit der Ladung von G tiberein. Diese Identitit heift Gaufisches
Gesetz, und es war die Quelle fiir den Gaufischen Integralsatz. Der magnetische Fluss
/. oc (B,v)do, 1 durch OG ist immer gleich 0, da es keine magnetische Ladung gibt.

4.10 Regulire Parametrisierungen (Beweise)

Hier beweisen wir die Sétze 4.7, 4.8 und Lemma 4.10. Zuerst erinnern wir uns an Definition
von parametrisierter Karte.

Sei U eine offene Teilmenge von R¥, 1 < k < n. Eine Abbildung ¢ : U — R" heifit
Parametrisierung wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
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1. ¢ : U — R" ist injektiv
2. o ist stetig differenzierbar;

3. die Jacobi-Matrix ¢’ ist nichtsinguldr, d.h. rang ¢’ (u) = k fiir alle u € U.

Die Menge M = ¢ (U) heifit k-dimensionale Karte. Das Paar (U, ¢) heiit Parametrisierung
von M und das Dreifache (M, U, ) heifit parametrisierte Karte.

Offensichtlich ist die Abbildung ¢ : U — M bijektiv. Ist die inverse Abbildung
@1 M — U stetig, so heifit die Parametrisierung (U, o) regulir.

Fiir jede Borel-Teilmenge A C M definieren wir das Oberflachenmafl von A mit

Carg (A) = / VI
o1

wobei
gram o = det (((p')T <p'> .
Nach dem Satz 4.4 gilt fiir jede nichtnegative Borel-Funktion f auf M

/ fdchUW:/fogo,/gram(pd)\k (4.57)
M U

Beweis von dem Satz 4.7. Seien (U, ) und (V,1) zwei regulire Parametrisierun-
gen einer Karte M. Wir miissen beweisen, dass die Mafle o1, und opr v,y auf B (M)
iibereinstimmen. Da ¢ : U — M und ¢ : V — M Homoéomorphismen sind, so ist die
Abbildung

b=y lop: U=V (4.58)

auch ein Homéomorphismus. Die Abbildung ® heifit der Koordinatenwechsel zwischen U
und V.

., @

R¥ Rk

Diffeomorphismus ¢ : U — V

Behauptung. Der Koordinatenwechsel ® : U — V st ein Diffeomorphismus.
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Diese Behauptung wird unterhalb bewiesen. Jetzt zeigen wir, dass

OMUp = OMVy >

/ deM,U,go Z/ deM,v,w
M M

was aquivalent zur Identitat

fiir beliebige nichtnegative Borel-Funktion f auf M. Da & ein Diffeomorphismus ist, so

erhalten wir nach (4.57) und Transformationssatz, dass fiir jede

/fdaMVw = /Vfotb\/gram@bd)\k
/fowocbx/(gramw)oq) |det ®'| dAy.
U

Da ¢ =1 o ® so gilt
fotpod = fop.
Nach der Kettenregel haben wir
— (W0 0) @

woraus folgt, dass

(©) = (' 0®) @) (¢ 0 ®) @ = ()" (/0 ®)' (¢ 0d) 2

und somit
S
(@)" det (¢ 0 )" (& 0 ) det &

= (det @) (gram ) o .

= det

Es folgt, dass
Veram g = +/(gram ) o @ |det '],

und Einsetzen in (4.59) ergibt nach (4.57)

/ fdovvy = / J o py/gram pdA, = / fdoyu,e.
M U M

was zu beweisen war.

(4.59)

(4.60)

Jetzt beweisen wir die oben genannte Behauptung, dass der Koordinatenwechsel & :
U — V ein Diffeomorphismus ist. Zunéchst beweisen wir, dass ® stetig differenzierbar
ist. Es reicht zu zeigen, dass ® in einer Umgebung von beliebigem Punkt a € U stetig
differenzierbar ist. Setzen wir b = ® (a) € V und betrachten die Jacobi-Matrix ¢/ an der

Stelle b:

Oy ... Oy
Op Wy ... Op ¥y

W' (b) =

O ¥y, - On ¥y,
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Da rang ¢’ (b) = k, so gibt es in ¢’ (b) k linear unabhangige Zeilen. Ohne Beschrankung
der Allgemeinheit nehmen wir an, dass die ersten k Zeilen linear unabhéngig sind. Be-
trachten wir dann die Abbildung

N ¢V >R
¥ (u) = (Y1 () sy vy (w))

die in der Nahe von b die Bedingung rang ;/) " — [ erfiillt.

R~ \
X1, .- s Xk
U o - e T
)| e T
@
o<
k
R uy, ..., Uk Rk Vi, ... Vi

Zwei Parametrisierungen (U, ¢) und (V,v) von M

Da ;Z " cine k x k Matrix ist, so gilt auch det[b / (b) # 0. Nach dem Satz von der
inversen Funktion gibt es eine offene Umgebung V' von b, so dass W = {Z (V') offen ist,
@|V/ invertierbar ist, und die inverse Abbildung @71 : W — V' stetig differenzierbar ist.
Insbesondere ist 12 ein Diffeomorphismus von V’ nach W.

Nach der Stetigkeit von ® es gibt eine offene Umgebung U’ von a, so ist ® (U") C V.
Betrachten wir auch die Abbildung

Q:U — Rk
@ (u) = (o1 (u) .. ()

Fiir ein u € U’ setzen wir v = ® (u) so dass v € V’. Dann gelten die folgenden Implika-
tionen:

v=0() > V() =p)
= Y (v)=¢(u)
= v=0 op(u)

(was auch Srgibt, dass ® (u) € W und somit ¢ (U") € W). Wir erhalten, dass & = %71 0P

-1 . . . . . . . .
in U'. Da v o @ stetig differenzierbar ist, so folgt es, dass ® stetig differenzierbar ist.
Analog beweist man, dass ®~1 = ¢! o1 auch stetig differenzierbar ist. Somit ist
® : U — V ein Diffeomorphismus. =

Erinnern wir uns an Definition von einer Flache. Sei M eine Teilmenge von R". Eine
Teilmenge K C M heiit eine (k-dimensionale) Karte in M wenn K offen in M ist und
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K eine k-dimensionale reguldre Karte ist. Die Menge M heifit eine (k-dimensionale)
Fléache wenn M = |J oy Mo wobei jedes M, eine (k-dimensionale) Karte in M ist. Das
Mengensystem {M,} .y heifit ein Atlas von M.

Besweis von dem Satz 4.8. Wir miissen beweisen, dass fiir jede k-dimensionale Flache
M in R™ es genau ein Maf3 o, auf B (M) gibt so dass fiir jede Karte K in M gilt

op (A) =0k (A) fiir alle A € B(K)

(wobei o das Oberflachenmaf auf K ist das unabhéngig von der Parametrisierung von
K ist). Dartiber hinaus ist o), o-endlich.
Betrachten wir das folgende Mengensystem

S ={A € B(K) fir eine Karte K in M} =B (K).
K

Offensichtlich § C B(M) und § ist ein Halbring, da S abgeschlossen beziiglich der
Mengenoperationen Differenz und Schnitt ist. In der Tat, fiir A, B € S sind die Mengen
AN B und A\ B Borel und liegen in dieselber Karte wie A, so dass AN B und A\ B
Elemente von § sind. Zeigen wir dass

o (S) = B(M), (4.61)

wobei o (S) die kleinste o-Algebra ist die S umfasst. Da S C B (M) so gilt auch
o (S) C B(M).

Umgekehrt, fiir jede Menge A € B (M) gilt

A= U (ANM,) €a(S),

aeN

da AN M, € B(M,) C S, woraus folgt B (M) C o (S) und somit auch (4.61).

28.01.22 Vorlesung 27

Definieren wir die Funktion o,; auf dem Halbring S wie folgt:
o (A) =0k (A) wenn A € B(K),

wobei K eine Karte in M ist. Zeigen wir zuerst, dass die Funktion oj; wohldefiniert ist,
d.h. o (A) ist unabhéngig von der Wahl der Karte K ist wenn A in mehreren Karten
liegt.
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Seien K7 und Ky zwei Karten in M mit A C K; N K.

U

]Rk

Die Karte K = K1 N K,

Seien (U, ) und (V,4) reguldre Parametrisierungen von K; bzw K,. Wir miissen
beweisen, dass
ok, (A) =0k, (A). (4.62)

Da K = K| N Ky eine offene Teilmenge von M ist, so sind die Mengen
U=¢ ' (K) und V' =4 ' (K)

offene Teilmengen von R"™. Somit ist K eine Karte in M mit zwei reguldren Parametrisierun-
gen (U, ¢) und (V’,1), und die Identitat (4.62) folgt aus dem Satz 4.7:

oK, (A) = ok (A) = ok vy (A) = ok, (A).

Somit ist oy (A) auf S wohldefiniert.

Zeigen wir, dass die Funktion oy, o-additiv auf S ist. Gilt A = | |,y A; mit A, A; €
S, so liegt die Menge A in einer Karte K, und somit liegen auch alle A; in K, woraus
folgt

on (A) =0k (A) = ZUK (Ai) = ZUM (Ai),

da ok ein Mafl auf B (K) ist.

Zeigen wir, dass oj; o-endlich ist. In der Tat ist jede Karte M, eine abzahlbare
Vereinigung von kompakten Teilmengen, und jede kompakte Teilmenge hat endliches
MaB (Lemma 4.6(a)). Es folgt, dass M eine abzdhlbare Vereinigung von Teilmengen mit
endlichen Maflen ist, d.h. o), o-endlich ist.

Nach dem Erweiterungssatz von Carathéodory lésst sich oy, eindeutig auf B (M) =
o (S) erweitern. m

Bemerkung. In Differentialgeometrie definiert man eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit
als ein Hausdorff topologischer Raum M mit einem Atlas {K,} der die folgenden
Bedingungen erfiillt:

aeN

e alle K, sind offene Teilmengen von M und M =,y Ka;

aeN
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o fiir jedes a gibt ein Homoomorphismus ¢, : U, — K, wobei U, eine offene Teilmenge
von RF ist;

e der Koordinatenwechsel goglogpa ist fiir beliebige «, 3 ein Diffeomorphismus zwischen
oot (Ko N Kp) und 4,051 (K, N Kp) (die die offenen Teilmengen von R sind).

In diesem Fall ist die Differenzierbarkeit von dem Koordinatenwechsel ein Teil von
Definition wéhrend im Fall von einer k-dimensionalen Flache M in R™ die Differen-
zierbarkeit von dem Koordinatenwechsel aus der Differenzierbarkeit und Regularitdat von
Parametrisierungen folgt. Folglich konnen wir besagen, dass jede Flache auch eine Man-
nigfaltigkeit ist.

Beweis von Lemma 4.10(b). Hier besagt man, dass der Tangentialraum 7, M einer
Hyperflache M unabhangig von der Wahl der Karte K > z ist. Eine Hyperflache M ist
eine Flache in R™ von Dimension n — 1. Wir beweisen diese Aussage fiir eine Flache M
in R™ von beliebiger Dimension k£ < n.

Fixieren wir ein © € M und sei K > z eine (k-dimensionale) Karte in M mit einer
Parametrisierung (U, ¢). Der Tangentialraum definiert man wie folgt:

T, M = span (0y, ¢, ..., Oy, ) C R™.

Da 0y, ¢, ..., 0y, ¢ die Spalten der Jacobi-Matrix ¢’ sind und rang ¢’ = k, so sind diese
Vektoren linear unabhangig und somit dim 7, M = k.

Wir beweisen, dass T, M unabhangig von der Wahl der Karte K und Parametrisierung
(U, ) ist. Seien K; und K5 zwei Karten in M mit z € K; N K;. Seien (U, ) und (V1))
regulare Parametrisierungen von K; bzw K. Da K = K; N K eine offene Teilmenge von
M ist, so sind die Mengen

U=p ' (K) und V' =y (K)

offene Teilmengen von R™. Somit ist K eine Karte in M mit zwei regularen Parametrisierun-

gen (U', @) und (V', ).

¢
/ R N

R¥ R*

Die Karte K = K; N Ky
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Umbenennen wir U’ und V' in U bzw V. So reicht es zu beweisen, dass T, M fiir x € K
unabhéngig von der Wahl von Parametrisierungen (U, ) und (V, ) ist. Fiir jedes x € K
gibt es w € U und v € V so dass z = ¢ (u) = ¢ (v).

.

Rn

| @

AR

R¥ ‘ R ‘

Die Abbildung ® =1~ * o

Zeigen wir, dass

span (O, ¢ (1) , ..., Oy, (1)) = span (0, ¥ (V) , ..., 0y, ¥ (v)) . (4.63)
Betrachten wir den Koordinatenwechsel in K
=y lop: U=V
Nach der Behauptung im Beweis von dem Satz 4.7 ist ® ein Diffeomorphismus ist, d.h.

® und @' stetig differenzierbar sind (siehe (4.58)). Wir haben ¢ = 1 o ®, insbesondere
fiir jedes it =1,...,n

i () =9 (® (u) = ¢ (Pr (u), ., D (w) ;s B ()

Nach der Kettenregel gilt

M»

Ou;p; (u (Doy;) (® (w)) Doy, By (u Zaww v) O, Py (),

=1

dav = ®(u). Da d,,®; (u) von i unabhéngig ist, so folgt es, dass fiir die Spaltenvektoren
Oy, gilt

=" 00t (v) 0, @1 (u).

Somit ist J,, (u) eine lineare Kombination von den Vektoren d,,% (v). Analog ist 9,9 (v)
eine lineare Kombination von den Vektoren 0,;¢ (u), woraus (4.63) folgt. m
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4.11 Beweis von dem Gaufischen Integralsatz

Beweis von dem Satz 4.13.  Die Identitit (4.48) ist dquivalent zu folgendes: fiir
jedes Gebiet G in R, fiir jede stetig differenzierbare Funktion f : G — R und fiir jedes
i=1,..n gilt

G oG

In der Tat, gilt (4.64) so fiir einen Vektorfeld V auf G verwenden wir (4.64) mit f = V;
und addieren tber alle ¢ = 1,...,n. Wir erhalten

divV d\, = / 0y, Vi d\, = Vivdo, . = / V,v)do,_ 1,
/G ; e} ; oG ' 8G< ) '

d.h. (4.48).
Wir beweisen (4.64) in drei Schritten abhéngig von dem Trager

suppf:{xea:f;é()}.

Wir betrachten separat drei Falle: wenn supp f im G liegt, wenn supp f in der Nahe von
einem Punkt am Rand 0G liegt und wenn supp f beliebig ist.

ey Fall 1

Fall 2

M=0G

Fall 1. Beweisen wir (4.64) im Fall wenn supp f eine Teilmenge von G ist.

In diesem Fall verschwindet f in der Nahe von OG, und man muss in diesem Fall
beweisen, dass

/ . f dy = 0. (4.65)
G

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit nehmen wir an dass ¢ = 1. Erweitern wir die
Funktion f auf R” indem wir f = 0 in G* setzen. Dann ist f in R” stetig differenzierbar,
in GG integrierbar, und es gilt nach dem Satz von Fubini

/G&mf d\, = /n Op, [ dN, = /Rn_l (/Razlf X (xl)) A1 (T2, ..y ) .

Da die Funktion x; — f (x1,29,...,x,) einen beschrankten Tréger in R hat, so erhalten
wir nach dem Fundamentalsatz der Analysis, dass

/811.]0 dA <I1> = / 8wlfd$1 = 0,
R —o0
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woraus (4.65) folgt.
Weiter benutzen wir die Notation 2, F, M aus der Definition des Gebietes G, d.h. 2

ist eine offene Umgebung von G, F : Q — R ist eine stetig differenzierbare Funktion,
G = {F < 0}, und F’ ist nichtsinguldr auf M = {F = 0}. Wir wissen, dass M = JG.
Fall 2. Sei @ C Q ein offener Quader so dass M NQ ein Graph ist. Beweisen wir (4.64)
fur alle stetig differenzierbare Funktionen f mit supp f C Q.

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass @ = U x («, 3),
wobei U ein offener Quader in R® ! ist und o < 3, und dass fiir eine stetig differenzierbare
Funktion g : U — («, ) gilt

M:=MnQ= {(u,2,)) €Q -y, = g(u)}, (4.66)

wobei u = (x1,...,2,-1). Die Menge M als ein Graph ist eine regulare Karte mit
Parametrisierung (U, ¢), wobei

p(u) = (u,g(u)) .

Insbesondere ist M eine Karte in M. Betrachten wir den Untergraph ()_ und den Ober-
graph @), der Funktion g:

Q- = {(t22) € Q2 < glu)} (4.67)
Qs+ = {(uaxn) €Q:x, > g(”)} (468)
BT-. ”
Rn
R7-1 U -

u=(x1, .., Xp1)

Die Mengen ) und @,

Zeigen wir, dass die Menge GNQ mit entweder () oder (), ibereinstimmt. In Q_UQ ;.
verschwindet F' nicht. Da @), und () zusammenhéngend sind (weil U zusammenh&ngend
ist), so folgt es, dass das Vorzeichen von F' in (), und in )_ konstant ist. Hat F' das
gleiche Vorzeichen in () und () _, so sind alle Punkte in M Extrempunkte von F', woraus
folgt, dass F’' = 0 auf M , was ein Widerspruch ist, da M nichtsingular ist. Somit hat F
in _und @), die verschiedenen Vorzeichen.
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Ohne Beschriankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass F' < 0 in )_ und somit
F > 01in Q4 (sonst ersetzen wir F' mit —F'). Dann erhalten wir

GNQ=0q_. (4.69)

Bestimmen wir in ) die &uflere beziiglich G’ Einheitsnormale v zum M. Nach (4.69) ist v
auch die duflere beziiglich ()_ Einheitsnormale zum M. Betrachten wir in () die Funktion

F(z) =20 — g(u)

so dass

M:{:EGQ:?:O} und Q_:{xEQ:ﬁ<O}.

Nach (4.46) erhalten wir fiir die &ulere beziiglich () Einheitsnormale zum M :
ﬁ/

IE

Da B
F' = (—8ulg, eery =0u, 1, 1)

so erhalten wir

(00900 9.1) (4.70)

L+ [lg'lI”

dowr = \/1+ ||| A1 (w). (4.71)

Jetzt beweisen wir (4.64) separat in zwei Féllen: i = n und i < n.
Fall i = n. Da @_ die Menge zwischen den Graphen von Funktionen z,, = g(u) und
T, = « ist, so erhalten wir nach dem Korollar 3.6 und Fundamentalsatz

/ O, [ dA, = / O dA,
G

_ /U ( /a “ . f(u,xn)dxn) s (w)

= [ 1 2 ahaw)
/f u, g(u)) dAp_1(u)

- [ rorrirn,

Nach (4.33) haben wir

wo wir benutzt haben, dass f (u,«) = 0 da supp f C Q. Andererseits erhalten wir mit
Hilfe von (4.26), (4.70) und (4.71), dass

/fyndaM:/fundJM
M M
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_ / (F00) (a0 @) {14 Ig/lPdAus

1
= [ Go0 =141 ir
v L+ ||

- [ For)drn,

woraus (4.64) folgt.
Fall i < n. Wir fangen wieder mit der folgenden Identitat an:

[orarn=[ ( / 00 f (o) dzn) Dhs (). )

Um das innere Integral zu berechnen (wo wir d,, und [ dz, vertauschen mochten), be-
trachten wir zuerst die Funktion

h(u,v) = /:f(u,xn) dz,,.

Nach der Kettenregel und dem Satz 2.26 erhalten wir, dass

g(u)
o, ( / f (u, 2,) dxn> — 9, (h (u, g(u)))

= (D) (s g(u)) + (Bh) (u, g(1)) Dug
g(u)
_ / Do f (s ) dan + f (1 9(11)) Dug. (4.73)

02.02.22 Vorlesung 28

Jetzt integrieren wir die Identitét (4.73) iiber U. Dafiir betrachten wir die folgende
Funktion in U:

~ g(u)
flu) =nwg@) = [ £ (w.m) ds,
und bemerken, dass supp f eine Teilmenge der Projektion von supp f auf R™ ! ist. Da

nach Voraussetzung supp f C @, so erhalten wir supp f C U. Somit erhalten wir nach
der Identitdt (4.65) von dem Fall 1 (im Dimension n — 1), dass

/a Fdry_y =0.

Integrieren von (4.73) auf U beziiglich d\,,_1(u) ergibt

/U</ag(u) Ou, f (u, ) dxn> d)‘"—1<“>+/Uf<U79(U))3uig(U)d)\n_1(u)
_ /U (aui /a " ) dxn> Doy (1) = 0.
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Einsetzen in (4.72) ergibt

g(u)
/Gamf d\, = /U (/a Ou, [ (u, ) d$n) dAn—1(u) = — | f(u,g(u)) Oy, g(uw)dA,—1(u)

U
Nach (4.70) haben wir

~0u,9 (w) = vi () \/ 1+ [lg’ (u)]",
wobei = (u, g (u)) = ¢ (u), und nach (4.71)

dowr = \/1+ ||g'|]> A\

gilt

Somit erhalten wir
[out an== [ (o) dugdr
G U

_ / (f o0) (o @) \/1+ g dhus

was zu beweisen war.
Fall 3. Jetzt beweisen wir (4.64) fiir alle stetig differenzierbare Funktionen f auf G.

Die Idee ist dass die Funktion f sich als eine Summe von Funktionen aus den Fallen
1 und 2 darstellen lasst. Fiir jeden Punkt p € G wahlen wir einen offenen beschréankten
Quader @), C 2 mit Zentrum p so dass M N (), ein Graph ist (solcher Quader (), existiert
nach dem Beweis von Lemma 4.9). Fiir jeden Punkt p € G wéhlen wir einen offenen
beschriinkten Quader @, mit Zentrum p so dass @, C G, der nach der Offenheit von G
existiert.

Wenn supp f in einem von Quadern @), liegt, so sind die Bedingungen von den Fallen
1 oder 2 erfiillt so dass (4.64) gilt.

Im allgemeinen Fall bemerken wir, dass {%Qp} eine offene Uberdeckung von G ist.

Da G kompakt ist, so gibt es eine endliche Teiliiberdeckung {%ij }j=1 von G.

A
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Fiir jeden offenen Quader @) gibt es eine stetig differenzierbare Funktion w : R™ —
[0, 00) mit

1
suppw C Q und w >0 auf EQ. (4.74)
Zum Beispiel, in 1-dimensionalen Fall fiir Intervall I = (—2,2) setzen wir
w (t) = exp <—1 t2> fir ¢t € (—1,1) und w () = 0 sonst, (4.75)

so dass w stetig differenzierbar in R ist, suppw C I und w > 0 in %] .

I

Funktion w (t)

Fiir beliebiges beschréanktes offenes Intervall I C R erhalten wir eine solche Funktion
aus (4.75) mit Hilfe von Verschiebung und Skalierung der Variable t. Fiir den Quader
@ = I, x ... x I, erhalten wir w als das Produkt von entsprechenden Funktionen von
Intervallen Iy, ..., I,.

So, fiir jeden Quader @ = @,, bezeichnen wir mit w; eine Funktion w aus (4.74).
Dann ist die Funktion

W = Z W

Jj=1

stetig differenzierbar in R™ und
: / o1
W >0 in Q := .Uﬁij
J=1

Somit sind alle Funktionen

Wy
b
W
stetig differenzierbar in Q' und es gilt
m
Z z;=1in Q"
j=1

Die Folge {z;} heifit die Zerlegung der Eins in €' beziiglich {ij}, da supp z; C Q.
Da G C €, so gilt die folgende Identitéit in G:

f:Zij'

Da supp (z;f) C Qp,, so gilt (4.64) fiir die Funktionen z;f nach den Féllen 1,2, woraus
folgt, dass (4.64) auch fiir die Funktion f gilt. m
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4.12 * Satz von Green

Sei T' eine Kurve in R? mit einer stetig differenzierbaren Parametrisierung ¢ : [a, 3] —
R2. Betrachten wir den folgenden normierten Tangentialvektor 7 von I' an der Stelle
2= (t) el

(2) = (¢ (1), 5 (1)) (4.76)

le" (@)l

Diese Definition von 7 ist unabhéngig von Parametrisierung ¢ solange der Wechsel von
Variable ¢ monoton steigend ist (d.h. die Orientation von I' fixiert ist). In der Tat, sei
f :]a,b] — [a, 0] eine stetig differenzierbare Funktion mit f' > 0, so dass ¢ = o f :
[a,b] — R? eine neue Parametrisierung von T' ist. Fiir den Tangentialvektor 7 (z) von
Parametrisierung ¢ an der Stelle z = 9 (s) € I' erhalten wir fiir t = f (s)

7(2) = Wy (s),95(s)) _ (@i (f () f'(s), i (£ () f'(s)) _ (1 (8),5(F) f'(5) o (2)
19" (s)]l e’ (f () " ()| " @O 1f(s)] ’
da |§:(3| =1 und

z=19(s)=¢(f(5) =¢(t) und ¢ (s)=(o(f(5) =¢ (f(s))f (5).

Fiir beliebige stetige Funktionen P und @) auf I', definieren wir das Integral

/Pdm + Qdy = / (P11 4+ Q13) doy.
r r

Einsetzen von (4.76) und do; = ||¢'|| dt ergibt die Identitét

B

/F Pdz + Qdy — / (P (1)) &, (£) + Q (0 (£)) ) (1)) dt
B

_ /P((p(t))dgol(t)+Q(<P(t))d¢2(t)7

was die Notation [, Pdx + Qdy erklért.
Sei jetzt I' der Rand eines Gebietes G in R2. Sei v die duflere Einheitsnormale zum T’
beziiglich G. Dann sind die Vektoren v und 7 orthogonal, d.h.

V1Tq + V9oTo — O,

woraus folgt, dass
T== (—1/2, Vl) . (477)

Wir sagen, dass das Paar (v, 7) von Vektoren positiv orientiert ist wenn
det (v,7) > 0,

wobei v und 7 als Spaltenvektoren eine 2 x 2 Matrix bestimmen. Fiir das Vorzeichen +
n (4.77), d.h. fiir den Vektor

T = (—vq,11) (4.78)
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gilt
det (v, 7) = det (Vl Tl) = det (Vl _VQ) =vi+vi=1>0
V1

Vo T2 Vo

so dass das Paar (v, 7) positiv orientiert ist.

Ist das Paar (v,7) in einem Punkt p € I' positiv orientiert, so gilt gleiches in allen
Punkten von I, da det (v, 7) stetig auf I" ist, nicht verschwindet, und I" zusammenhéngend
ist. In diesem Fall sagen wir, dass die parametrisierte Kurve I' positiv orientiert beziiglich

G ist.

Beispiel. Sei G = {(z,y) € R?*: 22 + y* < 1} die Einheitskreisscheibe in R?. Der Rand
I' = OG ist der Einheitskreis. Er hat eine Parametrisierung

¢ (t) = (cost,sint), t € [—m 7. (4.79)
Nach (4.76) erhalten wir, dass an der Stellt z = ¢ (t)

7(z) = (—sint, cost).

£,c0st) v=(cost,sint)

7=(-sin|
~N

w-=(cost,sinf)
['=0G

Andererseits, fiir die auflere Einheitsnormale v beziiglich G gilt
v(z) =z = (cost,sint),

so dass (4.78) erfiillt ist. Somit ist I" mit der Parametrisierung (4.79) positiv orientiert.

Satz 4.14 (Satz von Green) Sei G' ein Gebiet in R?* und sei der Rand I' = 0G' positiv
orientiert beziiglich G. Seien P und Q) stetig differenzierbare Funktion auf G. Dann gilt
die Identitat

/ Pdzx + Qdy = / (0,Q — 0, P) dXs.
r G

Beweis. Nach (4.78) gilt

v=(19,—T1).
Fir den Vektorfeld
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erhalten wir nach dem Integralsatz von Gauf:
/ (0.Q — 0,P)d)s = / div V d)\,
a a
= / (V,v)do,
r
= / (PTl + QTQ) d0'1 (480)
r
= / Pdx + Qdy,
r

was zu beweisen war. ®

Betrachten wir auch den folgenden Vektorfeld in G
F=(PQ).
Die Funktion 0,Q — 9, P heiit die Rotation von F' und wird mit rot ' bezeichnet, d.h.
rot F' = 0,Q — 0, P.

Es folgt aus (4.80), dass

/I'Oth)\QI/(F,T)dO'l,
G r

was eine alternative Formulierung von dem Satz von Green ist.

4.13 * Hyperflachen als lokale Graphen

Fiir offene Menge U C R™! und offenes Intervall J setzen wir
Ux;J:= {(ZL‘l, ,ZEn) e R": (ZL’l, vy Lijo1y, Tig 1, ...,C(In) S U, T; € J} .

Die Menge @ = U x; J ist ein offener Zylinder in R™.
Definition. Wir sagen, dass eine Menge M C R" im Zylinder ) = U x; J ein Graph
beziiglich z; ist, wenn M N @ der Graph einer C'-Funktion ¢ : U — J ist, d.h.

MNQ=A(z1,....,zn) ER" = (21, ..., Tio1, Tig1, .., Tp) € U, x; = g(u)}.

Wir sagen, dass eine Menge M C R" lokal ein Graph ist wenn es fiir jeden Punkt p € M
einen offenen Zylinder () C R" gibt, so dass ¢ 2 p und M im @) ein Graph beziiglich
einer von Koordinaten z; ist.
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v

U

Rn-l

X1, .‘.,xi-l’xi+l}...’x;)

M ist ein Graph im @)

Lemma 4.15 Ist M lokal ein Graph, so ist M eine Hyperfliche. Umgekehrt, jede Hy-
perfiiche M st lokal ein Graph.

Beweis. Wir haben schon gesehen, dass der Graph eine regulére (n — 1)-dimensionale
Karte ist. Ist M lokal ein Graph, so ist jeder Schnitt M N (@) eine offene regulére Karte in
M. Da M mit solchen Schnitten iiberdeckt wird, so ist M eine Hyperflache.

Beweisen wir jetzt, dass jede Hyperflache M lokal ein Graph ist. Nach Definition von
Hyperflache gibt es eine offene Umgebung W von p in R" so dass K := WNM eine regulare
(n — 1)-dimensionale Karte ist. Wir kdnnen W immer verkleinern, damit W ein Quader
ist. Sei ¢ : U — R eine regulire Parametrisierung von K. Setzen wir a = ¢! (p). Da
rang ¢’ (a) = n—1, so gibt es in der Matrix ¢’ (a) genau n— 1 linear unabhéngigen Zeilen.
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, das die ersten n — 1 Zeilen linear
unabhéangig sind. Wie im Beweis von Lemma 4.7, betrachten wie die Abbildung

o : U—R"!

&(u) = (@1(“’)7 "'790n71(u)) .
Diese Abbildung ist ein Diffeomorphismus in der Nahe von a, d.h. es existiert eine offene
Umgebung U’ von a, wo & invertierbar ist und ' C* in V := % (U’). Die Menge V lisst
sich immer verkleinern, so wir konnen annehmen, dass V ein Quader ist (und U’ auch
entsprechend verkleinert werden soll).

Xnh P o e Y /4
A — T R"

n-1 — (1] [ "
) T AT
! i
) Py

v M

~
> \\ a Rn—l >
uy, ...,Un1 TT—>

X1, .3 Xn-1
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Die Gleichung =z = ¢(u) hat eine eindeutige Losung = € K fiir jedes u € U. Fir
u € U’ erhalten wir

(1, ooy Tno1) = P(u)

und somit

u=9¢ (1,...,Tpn_1),

was zusammen mit z,, = ¢,,(u) ergibt

~—1
Ln = PpCP (xla"'aajn—l)-

Wir sehen, dass im Quader @ = W N (V x R) die Bedingung x € M &quivalent zu

Ty =g (T1,.y Tp1),

ist, wobei (z1,...,2,_1) € V und g = ¢, 0 ' C" ist. Somit ist M N Q der Graph der
Funktion z, = g (21,....,2,—1) in V. m

Der Satz 4.13 gilt auch fiir die folgende allgemeinere Definition des Gebietes.

Definition. Eine offene beschrinkte Menge G C R™ heifit Gebiet, wenn JG eine Hy-
perflache ist und 0G = 0G.

Der obigen Beweis des Satzes 4.13 funktioniert auch fiir diese Definition von Gebiet
dank dem folgenden Lemma.

Lemma 4.16 Sei G ein Gebiet in R". Fir jedes p € OG gibt es einen offenen Quader
Q > p, so dass OG in Q der Graph einer C' Funktion ist und G N Q der Untergraph
oder Obergraph dieselber Funktion ist. Insbesondere ist der Begriff der dauferen beziiglich
G Normale zu OG wohldefiniert.

Beweis. Nach Lemma 4.15 existiert ein Quader Q = U x; [ 3 p wo M := 0G der Graph
ist. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir ¢ = n an. Sei g : U — I die C!
Funktion deren Graph mit M N @ tbereinstimmt. Betrachten wir den Untergraph ¢)_
und den Obergraph Q wie in (4.67)-(4.68). Bezeichnen wir C' = G* und bemerken, dass
C' eine offene Teilmenge von R™ ist mit

R'=GUCUM

woraus folgt

Q_LQ,CcGUC.

Die Menge () ist zusammenhangend und somit muss vollstandig in einer von den offenen
Mengen G, C' liegen; gleiches gilt fiir ). Die Vereinigung (), LIQ)_ kann in G nicht liegen,
da sonst G O Q und somit OG keinen Punkt im Q hat, was im Widerspruch zu G = 0G
steht. Auch kann () L@ _ in C nicht liegen, da sonst G und somit G im @) keinen Punkt
hat. Es folgt, dass G' genau eine von ()_, (), umfasst, und somit G'N ) mit genau einer
von 4, () _ iibereinstimmt. m
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4.14 * Fixpunktsatz von Brouwer

Denote by B the open unit ball B = {z € R" : ||z|| < 1} and by B its closure (the closed
unit ball).

Hauptsatz 4.17 (The fixed-point theorem of Brouwer) Any continuous mapping T :
B — B has a fized point, that is, a point x € B such that T (z) = x.

Beweis. By an approximation argument we can assume that 7" is smooth enough, say 7' €
C?. Assume that T has no fixed point and bring this to contradiction. The assumption z #
T (x) implies that there is exactly one point of intersection of the ray z+7 (T (z) — x), 7 >
0, with dB. Denote this point by ¢ () so that ¢ : B — R" is a C? mapping such that
its image is 9B and ¢|sp = Id. Such a mapping is called a retraction of B onto OB.

Assuming that there is a C? retraction ¢ : B — 0B, let us brings this to contradiction.
Consider the expansion of the following n x n determinant in the first row:

Moo A
dot | Q2 o Om2 | g 4 a0,

OOy, oo Oz, Pn
where A1, ..., A\, are independent variables and ®, ..., ®,, are the corresponding cofactors.

Consider the vector field ® = (®4,...,®,) and apply the divergence theorem 4.13 to the
vector field V' = ;P on B. We have by the product rule

div (p1®) = (02401, P) + 1 div .
The first term ist equal to

01 o Oz,
(Opp1, ®) = det uipr e O =dety' =0

amISO’I'L 8$7L90n
since rang ¢’ < n. Then we need to verify that div® = 0, that is,

Oy o On,
det | Om#2 o Onpn | (4.81)

Observe that

axi aﬂfj o . .
det ( O, s On, P ) = 02,08, 02 = 02,002 = 0. (4.82)

Let us expand (4.81) in the first two rows using the Laplace theorem. All the 2 x 2
determinants formed by the first two rows vanish by (4.82). Therefore we obtain (4.81).
By the divergence theorem we obtain

O:/div(golq))d)\n:/ 01 (P,v)doy,—1.
B OB
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Let us show that
(®,v) =v; on JB. (4.83)

Since ¢ (x) = z on 0B, this will imply that the last integral is equal to

/ l’lyldO’n_l == / ((9mlx1) d)\n == )\n (B) > 0,
oB B

which will be a contradiction.
Let us prove (4.83). Observe that v = (1, ...,x,) and, hence, (®,v) = D where

T Ty
Di=det| P#2 o Our | (4.84)
0,0 - Oz, 0,
We need to prove that D = 1. Recall that ¢, = 2 on 0B. Let us show that D can be
computed by substituting in (4.84) ¢, = x, that is, D is independent of the values of ¢,
in B. Let us expand D in the first two rows. Then we have to use the following 2 x 2
determinants

det i i = 20309 — ;0,09 = O

axi<p2 axj§02 iVz; P2 Yz ¥2 £¥2
where § = 2;0,, — x;0,,. The vector field £ ist tangential to 9B. Therefore, d¢p, depends
only on the values of ¢, on 0B, which implies that also D depends only in the values of
¢y on OB. In the same way, expanding (4.84) in the first and (k + 1)-th row, we obtain

that D depends only on the values of ¢, on 0B.
Hence, substituting ¢, = zj, in (4.84), we obtain

ry T2 ... Tp
1 0

D = det . =1, (4.85)
0 1

which was to be proved. m
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