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1 Einfiihrung

1.1 Was ist eine DGL
Eine gewohnliche Differentialgleichung (abgekiirzt mit DGL) hat die Form

a (x,y,y', ...,y(")) =0, (1.1)

wobei z eine unabhingige reelle Variable ist, y = y () eine gesuchte Funktion (und y*)
die k-te Ableitung von y), und F eine gegebene Funktion von n + 2 Variablen. Die Zahl
n, die die maximale Ordnung der Ableitung y*) in (1.1)) ist, heiBt die Ordnung von der
DGL. Man sagt auch, dass eine DGL n-ter Ordnung ist.

Die Gleichung heiBt “differential”, weil sie die Ableitungen der gesuchten Funk-
tion enthélt. Eigentlich stellt die Gleichung eine Beziehung zwischen verschiedenen
Ableitungen von y (z) dar. Die Differentialgleihung heifit “gewohnlich”, weil die
Ableitungen y*) gewdhnlich sind, im Gegensatz zu partiellen Ableitungen. Es gibt auch
die partiellen Differentialgleichungen, wo die gesuchte Funktion von mehreren Variablen
abhéngt und deshalb die partiellen Ableitungen benutzt werden miissen, aber in diesem
Kurs betrachten wir nur gewohnliche DGLen.

Gewohnliche DGLen entstehen in verschiedenen Gebieten von Mathematik, als auch
in Wissenschaften und Technik, da viele Naturgesetze mittels Differentialgleichungen for-
muliert werden kénnen. In meisten Anwendungen braucht man eine Losung y () von
(1.1) (mit gegebenen Randbedingungen) analytisch oder numerisch zu ermitteln. Es gibt
bestimmte spezielle Typen von DGLen, die sich explizit analytisch l6sen lassen. Anderer-
seits, fiir ziemlich generellen Typen von GDLen kann man verschiedene Eigenschaften von
Losungen beweisen ohne sie explizit zu berechnen, z.B. die Existenz und Eindeutigkeit
von Losungen, Differenzierbarkeit, usw. In diesem Kurs werden wir die beiden Richtun-
gen erforschen: explizit Losungen zu bestimmen und die allgemeinen Eigenschaften der
Losungen zu beweisen.

Am Anfang besprechen wir verschiedene Beispiele von DGLen ler und 2er Ordnung,
die sich explizit losen lassen.

1.2 DGLen erster Ordnung

Eine allgemeine DGL ler Ordnung hat die Form F (z,y,y’) = 0. Héufig kann diese
Gleichung beziiglich 1/ gelost werden, und man erhalt die DGL in der ezpliziten Form:

y = f(zy), (1.2)
wobei y = y (z) eine gesuchte reelle Funktion einer reellen Variablen x, und f (z,y) eine
gegebene Funktion von zwei reellen Variablen. Wir betrachten das Paar (x,y) als ein

Punkt in R2. Der Definitionsbereich von f ist dann eine Teilmenge D von R2. Die Menge
D heifit auch der Definitionsbereich von DGL ([1.2)).

Definition. Sei y (x) eine reelle Funktion, die auf einem Intervall I C R definiert ist. Die
Funktion y (z) heifit eine (spezielle) Losung von (|1.2) genau dann, wenn

1. fiir jedes x € I, der Punkt (z,y (x)) ein Element von D ist;

2. y(z) an jeder Stelle x € I differenzierbar ist;
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3. fiir jedes « € I, die Gleichung ¢ (z) = f (z,y (z)) erfiillt ist.
Die Gesamtheit von allen speziellen Lésungen von ([1.2)) heifit die allgemeine Losung.

Bemerkung. Hier und im Folgenden ein Intervall bedeutet jede Menge der Form

(a,b) = {reR:a<xz<b} offenes Intervall

[a,0] = {x €R:a <z <b} geschlossenes Intervall
la,0) = {x €R:a <z <b} halboffenes Intervall
(a,b) = {r €R:a <z <b} halboffenes Intervall

wobei a, b reelle oder +o0 sind und a < b.

Die Losingen von lassen sich eine graphische Darstellung wie folgt. Der Graph
einer speziellen Losung heifit eine Integralkurve der Gleichung. Offensichtlich ist jede
Integral-Kurve im Definitionsbereich enthalten. Dass die Losing y (x) die Gleichung y' =
f (z,y) erfiillt bedeutet, dass die Tangente zur Integralkurve an jeder Stelle (z,y) die
Steigung f (z,y) hat. Offensichtlich, man kann die Steigung an jeder Stelle (z,y) € D
bestimmen ohne die DGL zu 16sen. Jeder Stelle (z,y) € D entspricht eine Richtung: eine
Gerade durch (z,y) mit der Steigung f (z,y). Die Gesamtheit von allen Richtungen heif}t
das Richtungsfeld der DGL. Es ist klar, dass die Tangente zu jeder Integralkurve an jeder
Stelle ein Element des Richtungsfeldes ist. Losen von hat die folgende graphische
Bedeutung: man verbindet die Elemente des Richtungsfeldes durch eine Integralkurve

(Fig. [1).
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Figure 1: Integralkurven eines Richtungsfeldes

In der Regel lassen sich die allgemeinen DGLen nicht explizit analytisch losen. Wir
zeigen hier einige Klassen von Funktionen f (x,y), bei denen die allgemeine Losung von
(1.2) in Form einer unbestimmten Integration gefunden werden kann.
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Beispiel. Angenommen, die Funktion f héngt nicht von y, so dass wird y' = f (z).
Offensichtlich muss y eine Stammfunktion von f sein. Unter der Voraussetzung, dass f
eine stetige Funktion auf einem Intervall [ ist, erhalten wir die allgemeine Losung auf
durch die unbestimmte Integration:

y:/f(m)dx:F(x)—i-C,

wobei F'(x) eine Stammfunktion von f (x) auf I ist und C' eine beliebige Konstante ist.

Beispiel. Betrachten wir eine DGL
v =y
und ermitteln erst alle positive Losungen. Angenommen y (z) > 0 auf einem Intervall 7,

konnen wir mit y dividieren. Da
/

Y ’
= = (Iny)",
Y

erhalten wir die aquivalente Gleichung

(Iny) = 1.
Daraus folgt, dass

lny:/dx:a:+0,

also

y = e’ = Ce”,
wobei O] = ¢“. Da C € R beliebig reell ist, ist C; = e® beliebig positive. Daher sind alle
positiven Losungen y (x) auf I wie folgt:

y=Cie*, C;>0.

Angenommen, y () < 0 fiir alle x € I, erhalten wir ebenso

/

Y '
= =(In(—y
y (In(—y))
und

Yy = _Clexa

wobei 7 > 0. So, jede Losing y (), die immer entweder positive oder negative auf [
bleibt, hat die Form
y(x) = Ce”,

wobei C' > 0 oder C' < 0. Es ist klar, dass C' = 0 auch eine Lésung y = 0 ergibt. Die
Integralkurven der Losungen y = C'e” sind auf Fig. 2| gezeichnet worden. Jedoch bleibt
die Frage, ob alle Losungen bestimmt worden sind.

Behauptung. Die Gesamtheit von Losungen y = Ce”, wobei C' € R, ist die allgemeine
Losung von 3y’ = y.

Beweis. Sei y (x) eine Losung auf einem offenen Intervall /. Wir miissen zeigen, dass
auf diesem Interval gilt y = Ce” fiir eine Konstante C. Ist y = 0 auf I, alles ist trivial.
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Figure 2: Die Integralkurven von 3y’ =y

Angenommen, y () > 0 mindestens an einer Stelle x € I, bezeichnen wir mit (a,b) ein
maximales offenes Intervall, wo y () > 0. Dann entweder einer von den Punkten a,b
gehort zu I oder (a,b) = I. Im ersten Fall, nehmen wir an, dass a € I (der Fall b € [ ist
dhnlich), was ergibt y (a) = 0. Da y (z) auf dem Intervall (a,b) positive ist, wie wissen
schon, dass auf diesem Intervall y () = Ce® gilt mit C' > 0. Da e* # 0, verschwindet die
Losung y (x) an der Stelle x = a nicht, was im Widerspruch zur obigen Bemerkung ist.
Wir beschliessen, dass (a,b) = I, woraus folgt, dass y (x) = Ce” auf I.

Mit dem gleichen Argument betrachtet man den Fall wenn y () < 0 an einer Stelle
rxel m

1.3 Trennbare DGLen
Eine trennbare DGL ist eine DGL in der Form

Yy =f(x)g(y), (1.3)

wobei f und g stetige Funktionen sind, auf offenen Intervallen I and J jeweils. Damit ist
der Definitionsbereich von (1.3)) I x J.
Jede trennbare DGL kann mit Hilfe von dem folgenden Satz gelost werden.

Satz 1.1 (Trennung der Variablen) Angenommen, g(y) # 0 auf J. Sei F(x) eine
Stammfunktion von f(x) auf I und G (y) eine Stammfunktion von @ auf J. FEine

Funktion y : I' — J, wobei I' ein Teilintervall von I ist, lost (1.3) genau dann, wenn
G(y(x))=F(x)+C (1.4)
fiir alle x € I', wobei C' eine beliebige Konstante ist.

Z.B., betrachten wir noch mal die DGL 3 = y im Bereich x € R, y > 0. Dann
f(z)=1and g(y) =y # 0 so dass Satz ist anwendbar. Wir haben

F(x):/f(x)dx:/dx:x
4



und

(wir schreiben hier keine Integrationskonstante C, weil wir nur eine Stammfunktion

brauchen). Die Identitét ((1.4]) wird
lny=z+C,

woraus y = C1e” folgt wie zuvor.
Beweis. Sei y(z) eine Losung von (1.3). Da g (y) # 0, wir kénnen ([1.3) mit ¢ (y)

dividieren und erhalten )

Y

= f(x). 1.5
) () (1.5)

Da f(z) = F' (x) und ﬁ = G’ (y), wir erhalten durch die Kettenregel, dass

V= )y = Oy (@)
9(y)
Daher ist die DGL (|1.3) dquivalent zu

G(y(2) =F(a), (1.6)

woraus folgt durch Integration.

Umgekehrt, efiillt die Funktion y und ist aulerdem differenzierbar auf I’, kénnen
wir die Identitat ableiten und deshalb erhalten, woraus auch folgt. Es
bleibt nur zu zeigen, dass y (z) differenzierbar ist. Da die Funktion ¢ (y) verschwindet
nicht, ist g (y) entweder positive oder negative auf ganzem Intervall J. Dann die Stamm-
funktion G (y) von @ ist entweder strikt monoton wachsend oder strikt monoton fallend
auf J. In den beiden Fillen, ist die Umkehrfunktion G~! definiert und differenzierbar.
Insbesondere kann man die Gleichung umkehren und damit erhalten, dass

y(r) =G H(F(x)+C). (1.7)

Daraus folgt, dass y (z) differenzierbar ist als Verkettung von zwei differenzierbaren Funk-
tionen. m

Korollar 1.2 Unter den Bedingungen von Satz fir jeden Punkt (xg,y0) € I X J,
existiert eindeutiger Wert von der Konstante C, derart, dass die Losung (1.7]) von ((1.3)
die Bedingung y (xo) = yo erfillt.

Die Bedingung y (z¢) = yo heifit die Anfangsbedingung. Dieser Begriff ist mit dem
Begriff von Anfangswertproblem verbunden. Letzteres ist eine Aufgabe die Funktion y (x)
zu bestimmen, die die folgenden Bedingungen erfiillt

{ y, = f($>y>
y (z0) = Yo,

wobei (g, yo) ein gegebener Punkt im Definitionsbereich D von f (x,y) ist. Das Korollar
bedeutet, dass das Anfangswertproblem fiir die trennbare DGL ({1.4)) unter der Be-
dingung ¢ # 0 eindeutige Losung fiir alle (zo,y0) € I x J hat. D.h., fiir jeden Punkt
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Figure 3: Jeder Punkt (z¢,1o) hat genau eine Integralkurve, die durch (xo,y9) geht.

(x0,y0) € I X J existiert genau eine Integralkurve der DGL, die durch diesen Punkt geht
(Fig. . Wie wir es spater sehen, das gilt auch fiir bestimmte allgemeinere DGLen, aber
nicht fiir alle DGLen.

Beweis. An den Stellen x = zy and y = yo, ergibt C = G(yo) — F (),
woraus die Eindeutigkeit von C' folgt. Jetzt zeigen wir, dass dieser Wert von C' immer
eine Losung y (z) liefert. Wir miissen nur noch iiberpriifen, dass die Funktion y (z) =
G (F (z) + C) auf einem offenen Interval um zy definiert ist (a priori es konnte sein,
dass der Definitionsbereich der Verkettung von zwei Funktionen leer ist). Fiir x = x
erhalten wir

G (F (20) + C) = G (G (1)) = wo,

so dass die Funktion y (z) an der Stelle x = z( definiert ist. Da die beiden Funktionen
G~ and F + C stetig sind und auf offenen Intervallen definiert, ist ihre Verkettung auf
einer offenen Teilmenge von R definiert. Da diese Teilmenge ¢ enthalt, muss sie auch ein
Intervall um x( enthalten, was zu beweisen war. m

Die Funktion ¢ (y) in der DGL kann generell die Nullstellen haben. Ist s eine
Nullstelle von g, 16st die konstante Funktion y (z) = s die DGL (1.3). Fiir allgemeine
Funktion g gilt folgendes.

Korollar 1.3 Sei f und g beliebige stetige Funktionen wie im Satz aber ohne die
Voraussetzung g # 0. Dann fiir jeden Punkt (zo,v0) € I X J existiert eine Losung von
(1.3), die durch (xq,y0) geht (also, das Anfangswertproblem ist immer losbar).

Beweis. Ist yy eine Nullstelle von g, die gewiinschte Losing ist y (z) = yo. Ist yo
keine Nullstelle von g, betrachten wir ein offenes Intervall J, C J das yo enthéilt aber
keine Nullstelle von g enthalt. Dann erhalten wir die gewiinschte Losung, indem wir das
Anfangswertproblem im Bereich I x Jy mit Hilfe von Korollar losen. m

Im Gegenteil, gilt die Eindeutigkeit im Anfangswertproblem nicht immer, wie wir in
weiteren Beispielen sehen.

Beispiel. Betrachten wir die DGL
v =Vl

6



im Bereich R x R. Diese DGL ist trennbar mit Funktionen f (z) = 1 und g (y) = v/]yl.
Die Funktion ¢ (y) hat eine Nullstelle y = 0, so dass die konstante Funktion y = 0 eine
Losung ist. In den Bereichen y > 0 und y < 0 losen wir die DGL mit Hilfe von Trennung
der Variablen. Im Bereich y > 0 erhalten wir

dy /

— = [ dx,

VY
2Vy=xz+C,

und

1
y:Z(aH—C')z, x> —C, (1.8)

wobei die Beschrankung = > —C aus der vorherigen Gleichung kommt. Ebenso, im

Bereich y < 0 erhalten wir
|71
- = :L"
-y

—2y/—y=xz+C,

und .
y = —Z(x—i-C)Q? z < —C. (1.9)

Die Integralkurven der Losungen (1.8) und (1.9)) sind auf Fig. |4] gezeichnet worden.Wir

Figure 4: Die Integralkurven von y' = /|y

sehen, dass die Integralkurven aus den Bereichen y > 0 and y < 0 schneiden die Linie
y = 0, die auch eine Losung ist. Das ermoglicht Erstellung von mehreren Losungen wie
folgt: fiir jedes Paar von reellen Zahlen a < b, betrachten wir die Funktion

—i(x—a)z, x < a,
; a<xz<b, (1.10)
(x—b)*, x>0,

y(z) =

= O
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die durch Verkleben von drei anderen Losungen gewonnen wird und offensichtlich eine
Losung fiir alle x € R ist. Erlauben wir a zu sein —oo oder b zu sein +oco, mit der
offensichtlichen Bedeutung von in diesen Fallen, stellt die allgemeine Losung
von y = \/m dar. Es ist jetzt klar, dass durch jeden Punkt (zo,10) € R? unendliche
viele Integralkurven der DGL gehen, und die Eindeutigkeit im Anfangswertproblem gilt
nicht.

Wie wir es spéter beweisen werden, die Eindeutigkeit fiir das Anfangswertproblem
{ v =[(x)g(y)
y (o) = wo

gilt, vorausgesetzt f ist stetig und g ist stetig differenzierbar.

In Anwendungen von dem Satz muss man die Funktionen /' und G' bestimmen.
Es ist bequem die Auswertung von F' und GG mit anderen Berechnungen zu kombinieren,
wie folgt. Der erste Schritt ist immer dividieren ([1.3) mit g um zu erhalten. Danach
integriert man die beiden Seiten beziiglich x und erhalt

/%:/f(w)dx. (1.11)

Der néchste Schritt ist die Integrals auszuwerten. Man findet eine Stammfunktion F (z)
von f so dass

/f(x) dr = F (z) + C. (1.12)

Auf der linken Seite von ([1.11]) macht man die Substitution y = y (z) (die Funktion y (x)
wird durch eine unabhéngige Variable y ersetzt). Da y'dx = dy, erhalten wir die Identitét

y'dx / dy
= =Gy +C,
/ 9() 9 ) g
die zusammen mit (1.3]) und (1.12)) ergibt ([1.4)).

Beispiel. Betrachten wir die DGL

y — xy® = 2wy, (1.13)
im Bereich (z,7y) € R?. Umschreiben sie in der Form
v = (y’+2y)

und bemerken, dass die DGL trennbar its. Die Funktion g (y) = y? + 2y hat zwei Null-
stellen y = 0 and y = —2. Daher erhalten wir zwei konstanten Losungen y = 0 and y = 2.
Betrachten jetzt die DGL in den Bereichen wo g (y) # 0:

R x (—00,—2), Rx(=2,0), R x (0,+00). (1.14)

In jedem von diesen Bereichen benutzen wir Trennung der Variablen und erhalten

1 Y dy / x?
2n‘y—|—2‘ /y(y—l—Z) v 2+
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Potenzieren ergibt dann

N

y+2 o
wobei O] = +e2¢. Es ist klar, dass C; alle reellen Werte annehmen kann, auBer 0. Da
y = 0 auch eine Losung ist, kann C auch 0 sein.. Umbenennen wir C in C' so dass

Yy 2
—— =(Ce",
Y+ 2

wobei C' alle reellen Werte annimmt. Daher erhalten wir die folgenden Losungen:

2

2Ce*

= — d y=-2. 1.1
1—Ce 107 (1.15)

Y

Die Integralkurven von (|1.15) sind auf Fig. |5 gezeichnet worden.

Figure 5: Die Integralkurven von (|1.15))

Wir behaupten, dass die Integralkurven von Losungen (1.15)) nie schneiden einander.
In der Tat nimmt jede Losung

2

2Ce*

= 1.1
1—Ce™’ ¢#0, (1.16)

Y
die Werte 0 und —2 nicht an, so dass diese Losung und die Losungen y = 0 und y =
2 nie schneiden einander. Insbesondere bleibt jede Losung (1.16)) immer in einem von
Bereichen (|1.14)). Zwei Losungen ([1.16]), die in verschiedenen Bereichen liegen, schneiden



einander offensichtlich nicht. Zwei Losungen (|1.16) mit verschiedenen Werten von C|
die in einem Bereich liegen, schneiden einander auch nicht, nach Korollar [1.2 Mit dem
gleichen Argument, wie im obigen Beispiel mit ¢y’ = y, zeigt man, dass die allgemeine
Losung ist. Daraus folgt, dass das Anfangswertproblem fiir eindeutig losbar ist.
Jetzt zeigen wir, wie man ein Anfangswertproblem fiir l6sen kann, z.B. mit An-
fangsbedingung y (0) = —4. Einsetzen x = 0 und y = —4 in ergibt eine Gleichung

fir C:
2C

1-C ’
woraus C' = 2 folgt. Daher erhalten wir die folgende Losung:

2

4e*

Y= 1 2e

1.4 Lineare DGLen ler Ordnung
Eine lineare DGL erster Ordnung hat die Form

y +a(x)y=>b(z), (1.17)

wobei a (z) und b (z) gegebene Funktionen sind, die auf einem Intervall I definiert sind.
Die Gleichung ist “linear” genannt, weil sie von y und 3’ linear abhangt.
Jede lineare DGL kann gelost werden wie folgt.

Satz 1.4 (Variation der Konstanten) Seien a(x) und b(x) stetige Funktionen auf dem
Intervall I. Dann hat die allgemeine Losung von (1.17) die folgende Form:

y (r) = e 4@ / b(z) e @dz, (1.18)
wobei A (x) eine Stammfunktion von a (x) auf I ist.

Wir betonen, dass die Funktion y (x) auf dem ganzen Intervall I definiert ist und auch
eine Losung auf [ ist.
Beweis. Betrachten wir eine neue unbekannte Funktion u (z) = y (z) eA®, also

y(2) = u(zx)e 4@, (1.19)
Einsetzen ([1.19)) in die Gleichung (1.17]) ergibt folgendes:

(ue™) + aue ™ = b,

A

we ™ —ue A + aue ™ = b.

Da A’ = a, fallen die zwei Terme auf der linken Seite weg, und wir erhalten eine sehr

einfache Gleichung fiir u (x):
et =,

u = /beAdx,

das zusammen mit ([1.19)) ergibt (1.18). =

10
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Korollar 1.5 Unter der Bedingungen von Satz fur jedes xg € I and yy € R, existiert
genau eine Lisung y (x) von , die auf dem Intervall I definiert ist und die Anfangs-
bedingung y (zo) = yo erfillt (also, durch jeden Punkt (xo,yo) € I X R geht genau eine
Integralkurve der DGL).

Beweis. Sei B (z) eine Stammfunktion von be”. Dann kann die Losung (1.18)) in der
folgenden Form umgeschrieben werden:

y=e (B (z)+C), (1.20)

wobei C' eine beliebige reelle Konstante ist. Offensichtlich ist diese Losung auf I definiert.
Einsetzen der Bedingung y (z¢) = yo in ergibt eindeutigen Wert der Konstante C'
wie folgt:

C' = yoe @) — B (x).

Offensichtlich, die Losung ([1.20)) mit diesem Wert von C erfiillt die Anfangsbedingung. =
Erkléren wir jetzt die Motivation fiir die Substitution (1.19)) . Sei erst b(z) = 0. In
diesem Fall heifit die DGL ((1.17) homogen:

Y +a(z)y=0.

Bemerken wir, dass die homogene Gleichung trennbar ist. In den Bereichen y > 0 und
y < 0 erhalten wir

Y

= =—a(x

) ()
und

dy
Injy|= | = = —/a(a:)d:c: —A(z)+C
Daraus folgt, dass
y (x) = Ce 2@ (1.21)

wobei C' alle reellen Werte annehmen kann (inklusive C' = 0 das entspricht der Losung
y=0).

Fiir die allgemeine lineare DGL (1.17]), ersetz man die Konstante C' in ((1.21)) durch
eine neue unbekannte Funktion C' (x), die im Beweis wurde u (z) bezeichnet. Da die Kon-
stante durch eine Variable ersetzt wurde, ist dieses Verfahren “Variation der Konstanten”
genannt. Ahnliche Methode funktioniert auch fiir die linearen DGLen hoherer Ordnung.

Beispiel. Betrachten wir eine DGL
/ 1 x?
Y+ ;y =e (1.22)

im Bereich z > 0. Berechnen von Stammfunktion von a (x) ergibt

A(m):/a(x)dx: U

T

(wir schreiben hier keine Konstante C', da wir nur eine Stammfunktion brauchen). Durch
(1.18) erhalten wir die allgemeine Losung

1 22 1 2,0 L
y(x)—;/ acda:—Zx/e da:—2x<e —i—C’),
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wobei C' eine beliebige reelle Konstante ist.
Alternativ kann man zunéchst die homogene DGL

1
y+-y=0
X

losen, z.B. im Bereich x > 0,y > 0. Trennung der Variablen ergibt

y 1
y T
(lny)' = —(lnx)/
Iny = —lnz+0C
C
y = —
x

C(x)

T

Dann sucht man die Losung von ((1.22) in der Form y =

(o<x))’+1g _ -

. Einsetzen in (|1.22)) ergibt

T T
C'z—C C 22
T Tm T

C’ 2

x

o = e$2m,

1
C(z) = /e‘vzmdx =3 (e“ﬁ”’2 + C’O> .

Somit erhalten wir

y:C(ar) i(emu%)’

r 2z
wobei (Y ist eine beliebige reelle Konstante. Die Integralkurven sind auf Fig. [6] gezeichnet
worden.

1.5 Differentialformen

Sei F (x,y) eine reelle Funktion, die auf einer offenen Teilmenge Q C R? definiert ist.
Erinnern wir die Definition des Differentials der Funktion F'. Die Funktion F' ist differen-
zierbar an einer Stelle (z,y) € 2, wenn reelle Zahlen a, b existieren, derart, dass

F(x+dx,y+dy) — F (z,y) = adz + bdy + o (|dz| + |dy|) ,

fir dr,dy — 0. Die Inkremente dx und dy jeweils von = und y werden als die neuen
unabhangigen Variablen betrachtet. Sie sind die Differentiale der Variablen z und y
genannt. Die lineare Funktion

dx,dy — adx + bdy

heiit totales Differential von F' an der Stelle (x,y) und ist mit dF' oder dF (x,y) beze-
ichnet; also
dF = adx + bdy. (1.23)

12
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Figure 6: Die Integralkurven von ((1.22)

Im Allgemeinen sind a und b die Funktionen von (x,y).
Die folgenden Beziehungen bestehen zwischen die Begriffe von Differential und partielle
Ableitungen:

1. Ist F differenzierbar an einer Stelle (z,y) und (1.23)) gilt, so existieren die partiellen

Ableitungen F, = g—i und F, = ?9—5 an (z,y), und es gilt

F,=a, F,=b. (1.24)

2. Ist F stetig differenzierbar in € (also die partielle Ableitungen F, und F), existieren
an jeder Stelle in Q und sind stetig in 2), so ist F' differenzierbar an jeder Stelle
(x,y) € Q und

dF = Fydx + F,dy. (1.25)

Definition. Gegeben seien zwei Funktionen a (z,y) und b (z,y) auf €, eine Differential-
form ist die Funktion
a(z,y)dr +b(z,y)dy,

wobei die unabhéngige Variablen sind x,y, dz, dy. Die Differentialform ist genannt exakt
in ) wenn existiert eine differenzierbare Funktion F' auf €2, derart, dass

dF = adx + bdy. (1.26)

Ist die Differentialform exakt, heifit die Funktion F' von (1.26)) ein Integral (oder eine
Potentialfunktion) der Form.

Die folgende Behauptung enthalt die allgemeinen Eigenschaften von Integrals und
exakten Formen.
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Lemma 1.6 (a) Seien a,b stetige Funktionen auf Q. FEine Funktion F auf  ist ein
Integral von adx + bdy genau dann, wenn F, = a and Fy, = b
(b) Seien a,b stetig differenzierbare Funktionen auf Q. Ist die Form adx + bdy exakt,
gilt die folgende Identitdt in €2:
ay = b,. (1.27)

Beweis. (a) Die Identitdt dFF = adx + bdy ergibt immer F, = a und F, = b.
Umgekehrt, gelten die Bedingungen F, = a und F,, = b, dann ist F' stetig differenzierbar
und deshalb dF = F,dx + F,dy. Daraus folgt dass dF' = adx + bdy so dass F' ein Intergal
von adx + bdy ist.

(b) Ist F ein Integral von adx + bdy, dann gilt F, = a und F, = b. Insbesondere sind
die Ableitungen F, und F), stetig differenzierbar. Nach dem Satz von Schwarz, es gilt
F,, = F,, woraus a, = b, folgt. m

Definition. Die Differentialform adz + bdy heifit geschlossen in () wenn die Gleichung
a, = b, gilt in Q.

Es folgt aus Lemma (b), dass jede exakte Form geschlossen ist. Im Allgemeinen,
eine geschlossene Form muss nicht unbedingt exakt sein, wie wir spater sehen konnen. Da
die Geschlossenheit ist einfacher zu iiberpriifen als die Exaktheit, es wére sehr niitzlich zu
wissen, unter welchen zusatzlichen Bedingungen die Geschlossenheit ergibt die Exaktheit.
Wir werden solche Behauptung spater beweisen, aber zuerst besprechen wir die Motivation
und betrachten die Beispiele.

Unsere Interesse an die Differentialformen liegt daran, dass sich die folgende DGL

a(z,y)+b(z,y)y =0 (1.28)

l6sen lasst mit Hilfe von dem Intergal der Differentialform adx + bdy. Natiirlich kann die
DGL ([1.28)) in der allgemeinen Form ¢/ = f (x, y) umgeschrieben werden, wobei f = —a/b,
aber das hilft fiir Losung nicht. Da ¢ = %, schreiben wir die DGL 1' wie folgt um:

a(z,y)dx+b(x,y)dy =0. (1.29)

Man sieht in der linken Seite die Differentialform adx + bdy. Die DGL ([1.28) (und (|1.29)))
heilt exakt (bzw geschlossen) genau dann, wenn die Differentialform adx + bdy exakt ist
(bzw geschlossen).

Satz 1.7 Seien a,b stetige Funktionen auf 2, derart, dass die Form adx + bdy exakt ist,
und sei I ein Integral dieser Form. Seiy (x) eine differenzierbare Funktion, die auf einem
Interval I C R definiert, derart, dass der Graph von y in Q) enthalten ist. Dann lost die
Funktion y die DGL genau dann, wenn

F(xz,y(x)) = const auf I (1.30)
(d.h. wenn Funktion F eine Konstante auf dem Graph von y ist).

Die Identitat kann als eine allgemeine Losung von betrachtet werden.
Die Funktion F' heifit auch erstes Integral der DGL (1.2§)).
Beweis. Da der Graph von y () in  enthalten wird, ist die Verkettung F' (x,y (z))
auf [ definiert. Nach der Kettenregel erhalten wir
d

LE@y@)=F+ Ry =atby.
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Daher ist die Gleichung a + by’ = 0 dquivalent zu -LF (z,y (z)) = 0 auf /, und letzteres
dquivalent zu F' (z,y (z)) = const auf /. =

Beispiel. Die Form ydx — xdy ist nicht geschlossen weil a, = 1 und b, = —1. Dann ist
sie auch nicht exakt.
Die Form
ydx + xdy

ist geschlossen da a, = 1 = b,. Sie ist auch exakt weil sie ein Integral F'(z,y) = zy hat,
also

d(zy) = ydx + xdy.
Die entsprechende DGL

y+ay =0
hat nach Satz die allgemeine Losung zy = C, d.h. y = % In diesem Fall erhalt man
das gleiche auch mit Hilfe von Trennung der Variablen.
Die Form

2zydx + (:L’2 + y2) dy

ist geschlossen weil
ay = (2zy), = 2r = (2 +y?) =b,.

Sie ist auch exakt, weil sie ein Integral

T

3
F(x,y)=x2y+y§

besitzt. Wir erkldaren es spéater, wie man dieses Integral ermitteln kann. Aber wenn
man F (z,y) schon weift, kann man Lemma [1.6[(a) benutzen, um zu iiberpriifen, dass F
wirklich ein Integral ist. In diesem Beispiel haben wir

F,=2zy=a undFy:x2+y2:b
so dass F' ein Integral ist. Die entsprechende DGL
20y + (2 + )y’ =0

hat die allgemeine Losung
3

22y + % = C. (1.31)

Die Integralkurven dieser DGL sind auf Fig. [7| gezeichnet worden.
Eine Teilmenge Q C R? heifit Rechteck wenn sie die Form [ x J hat, wobei I und
J zwei Intervalle sind. Das Rechteck ist offen, wenn die beiden Intervalle I und J offen
sind. Der folgende Satz antwortet auf die Frage, wie die Exaktheit der Differentialform

in einem Rechteck bestimmt werden kann.

Satz 1.8 (Lemma von Poincaré) Seien ) ein offenes Rechteck und a,b stetig differenzier-
bare Funktionen auf Q. Ist die Differentialform adx + bdy geschlossen in 2 (also a, = b,
gilt in Q), ist sie auch exakt in Q). Dariber hinaus kann ein Intergal F' von adx + bdy
durch die folgende Identitdt bestimmt werden:

F(z,y) = /xa (s,y0)ds + /yb (x,t)dt, (1.32)

Zo Yo

wobei (xg,yo) € Q ein beliebiger Punkt ist (Fig. [§).
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Figure 7: Die Integralkurven von ([1.31)

Nach Lemma 1.6} eine exakte Form ist immer geschlossen. Deshalb bedeutet Satz
dass die Form adx + bdy in einem Rechteck exakt ist genau dann, wenn sie geschlossen ist.
In allgemeinen Teilmengen 2 gilt diese Aquivalenz nicht, wie wir es spiter sehen werden.

Beweis. Da Q2 ein Rechteck ist, fiir jede Stelle (z,y) € Q ist auch die Stelle (x, o) zu
2 gehort. Dariiber hinaus, sind die beiden Intervalle [(zo, o) , (%, yo)] und [(x, yo) , (z,y)]
in 2 enthalten, so dass das Integral in wohldefiniert ist.

Angenommen, dass die Differentialform adx + bdy geschlossen ist, miissen wir zeigen,
dass die Funktion F' ein Integral von adx + bdy ist. Da a und b stetig differenzierbar sind,

es reicht zu tiberpriifen, dass
F,=a und F,=0.

Ableiten der Identitét ((1.32) in y ergibt

a Yy
F = - — .
Yy ay/y‘ob(xawdt b(%,y)

Ableiten (|1.32)) in z ergibt
a [* o [Y
F, = — ,Yo) ds + — b(xz,t)dt
ax/ma(syo) 8+31‘/yo (x,t)

= a(x,y)+ /y %b(w,t) dt, (1.33)

Yo

wobei in 1) das Integralzeichen und die Ableitung% vertauscht worden sind. Dieser
Vertausch wird unterhalb in Lemma begriindet. Einsetzen b, = a, in (1.33)) ergibt

Yy
E, = a(a:,yo)—l—/ ay (z,t)dt

a (2, 90) + (a (2.9) — a (2, 30)
a(z,y),
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Y (xy)
J
Yo
(X0:Yo) (X.Yo)
Xo X X

Figure 8: Die Stellen (xo, o) und (z,y) im Rechteck

was zu beweisen war. ®

Obwohl es logisch nicht notwendig ist, zeigen wir jetzt, wie die Formel fir F
ermittelt werden kann. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass
F (z0,90) = 0 (In der Tat, ist F' ein Integral, ist auch F'+C ein Integral, fiir jede Konstante
C'; indem wir eine geeignete Konstante wihlen, kann die Gleichung F' (zg,yo) = 0 erfiillt
werden). Da F, = a und F, = b gelten, erhalten wir nach dem Fundamentalsatz der
Analysis, dass

xT

F(x,y0) = F(z,90) — F (20, %) = /"’5 F, (s,10) ds :/ a (s, o) ds,

X0 o

Yy

y
F(z,y) — F(x,y0) :/ F,(x,t)dt :/ b(x,t)dt,
Yo Yo
woraus ([1.32)) folgt.
Wir zeigen jetzt einige Beispiele zum Satz

Beispiel. Betrachten noch ein mal die Differentialform
2zydx + (£U2 + yz) dy

in Q = R%. Wie wissen schon, dass diese Form geschlossen ist. Da R? ein offenes Rechteck
ist, erhalten wir nach Satz dass diese Form exakt ist. Das Integral F' der Form kann
nach (1.32)) berechnet werden wie folgt: mit 2o = yo = 0 erhalten wir

3

x Y
F(x,y) =/ 230d8+/ (:U2~|—t2) dt:x2y+%,
0 0

wie es schon frither ausgesagt worden war.

Beispiel. Betrachten die Differentialform

—ydx + xdy

adxr + bdy = N

(1.34)
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in Q = R?\ {0}. Diese Form ist geschlossen, weil

B ( y )_ (2 +y%) — 2y y?—a?
Ay = — - —
Yy

- @ @y

und

B < x ) @+t 222 P —a?
x24+y?) (22 4 32)° (22 +y2)*

Nach Satz|1.8|ist diese Form exakt in jedem in €2 enthaltenen offenen Rechteck ist. Jedoch
ist €2 selbst kein Rechteck, und deshalb kann man nicht behaupten, dass diese Form auch
in  exakt ist. In der Tat zeigen wir, dass die ((1.34)) Form nicht exakt in €2 ist, also diese
Form in ) kein Integral hat.

Erst betrachten wir das Rechteck (0, 4+00) x R (Halbebene) mit (zg, y9) = (1,0) . Nach
(1.32) erhalten wir in der Halbebene ein Intergal der Form ([1.34)):

© =Y Yo
F(l‘,y) = /w82+ygds+/yﬂi2——|-252dt
Yod(t
o [t
0 1—|—(t/$)

. Yy
= arctan —.
T

Also, F' (z,y) ist nicht anders als der Polarwinkel von (z,y). Bezeichnen wir mit (r, ) die
Polarkoordinaten in der Ebene (z,y), wobei r der Polarradius ist und 6 der Polarwinkel.
Es gilt immer in €2, dass

x
r =%+ y?, sinQZQ, cost = —,
r r

aber 6 als eine reelle Zahl ist generell nicht eindeutig definiert, namlich nur bis zum 27k,
k € Z. In der Halbebene {z > 0} kann man die Werte von 6 auf das Intervall (—7/2,7/2)
beschrinken. Da tanf = ¥ und die Umkehrfunktion arctan die Werte in (—m/2,m/2)
annimmt (Fig. [9), erhalten wir, dass in der Halbebene {z > 0} gilt

0 = arctan 2 = F (x,y),
T

wie besagt.
Betrachten wir jetzt den Bereich

Q' =R*\ {(x,0): 2 <0},

wo der Wert von 6 eindeutig als Element des offenen Intervalls (—m, 7) definiert werden
kann. Wir behaupten, dass die Funktion § = 6 (x, y) ein Intergal von adz + bdy in € ist,
also es gilt in

_ —ydr +zdy
a2

Durch Ableitung von sinf) = £ erhalten wir

o (1.35)

cos 0df = M

r2
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Figure 9: Die Funktion arctan

Da
dr = d\/m wdr + ydy
es gilt
rdy — yxdx—i—ydy (P =P dy —aydr  2?dy — xydx
cos 0df = 3 - 3 B 3 '
r r "

Da cos = %, im Bereich x # 0 erhalten wir

27 _
d@;fmdy xydmzxdy ydx’

T 73 72

was zu beweisen war. Wir brauchen noch den Fall x = 0 zu behandeln. In diesem Fall
gilt y # 0, und man beweist dhnlich durch Ableitung von cosf) = £. Damit haben
wir bewiesen, dass die Differentialform exakt in €0 ist.

Jetzt konnen wir zeigen, dass die Form nicht exakt in  ist. Nehmen wir
zunichst das Gegenteil an, dass die Form exakt in {2 ist. Sei F' ein Integral der Form
in . Dann ist I’ auch ein Integral in €', und somit gilt dF = df in Q. Daraus folgt,
dass d(F —0) = 0 in €. Da die Menge ¥ zusammenhéngend ist, erhalten wir, dass
F — 0 = const in . Insbesondere lasst sich 0 als eine stetige Funktion von €2’ nach
Q) fortsetzen. Jedoch ist es falsch, da die Grenzwerte von 0 (z,y) fir (z,y) — (—1,0)
unterschiedlich sind, je nach y < 0 oder y > 0: im ersten Fall ist der Grenzwert = und
im zweiten Fall —w. Damit wurde die Aussage, dass die Form exakt in €2, auf einen
Widerspruch zuriickgefiihrt (reductio ad absurdum) und so gezeigt, dass die Form ({1.34)
nicht exakt ist.

Dieses Beispiel zeigt, dass Satz fiir allgemeine offenen Mengen 2 nicht gilt. Es ist
moglich zu beweisen, dass Satz genau dann gilt, wenn die Menge 2 einfach zusam-
menhangend ist, also sich jeder geschlossene Weg in (2 auf einen Punkt zusammenziehen
lasst. Offensichtlich ist jedes Rechteck einfach zusammenhéngend (sowohl als die Menge
V), wihrend die Menge 2 = R? \ {0} nicht einfach zusammenhéngend ist.
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Sei adx + bdy eine geschlossene Differentialform mit stetig differenzierbaren Koeffizien-
ten in einer zusammenhingenden offenen Menge  C R?. Dann ermittelt man ein Integral
davon wie folgt:

F(z,y) = /ad:u‘—i—bdy
Y

wobei v = 7y (z,y) ein glatter Weg in (2 ist, die von einem festen Punkt (z¢,yo) € 2 zum
Punkt (x,y) geht, und das Integralzeichen fv ein Wegintegral zweiter Art bezeichnet. Die
erste Frage ist dann ob F' (z,y) wohldefiniert ist, d.h. das Integral wegunabhéngig ist.
Ist 0 noch ein Weg von (xg,y) bis (z,y), dann ist v — § ein geschlossener Weg, der in €2

auf einen Punkt zusammenziehen lasst. Daraus folgt, dass v — ¢ der Rand einer offenen
Teilmenge U C § ist (Fig. [10)).

Figure 10: Die Wege v und § von (xg, yo) nach (z,y)

Nach dem Satz von Green erhalten wir

fadx%—bdy = // (by — ay)dxdy =0,

y—4 U

wobei wir die Geschlossenheit der Form benutzt haben. Deshalb ist F' (x, y) wohldefiniert,
und man zeigt dann, dass F, = a und F,, = b. Wir geben keine weiteren Einzelheiten, da
hier mochten wir nur erklaren wie der einfache Zusammenhang von €2 und die Geschlossen-
heit von der Form zur Exaktheit fithren.

Im Beweis von Satz haben wir den Weg ~ als die Vereinigung von zwei geraden
Strecken definiert. Solcher Weg ist eindeutig und deshalb die Wegunabhéangigkeit braucht
man in diesem Fall nicht.

Jetzt beweisen wir eine Behauptung, die begriindet.
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Lemma 1.9 Sei g (z,t) eine stetige Funktion auf Rechteck I x J wobei I und J zwei
beschrankten geschlossenen Intervalle sind. Dann ist die Funktion

G(z) = /Jg(x,t) dt

stetig auf I. Ist g zusdtzlich stetig differenzierbar in x (d.h. die partielle Ableitung %
existiert und ist stetig auf I x J), dann ist die Funktion G (z) stetig differenzierbar auf I,
und es gilt fur alle v € 1

d G lp) = dg

o (x) = r (x,t) dt. (1.36)

Da ((1.36]) aquivalent zu

d [ 9y
%[]g(x,t)dt—[]a—x(x,t)dt

ist, diirfen die Integration beziiglich ¢ und das Ableiten in x vertauscht werden.

Beweis. Wir benutzen die folgenden zwei Satze aus Analysis:

1. (Satz von Heine) Jede stetige Funktion auf einer kompakten Teilmenge ist gle-
ichmafig stetig.

2. Ist {f, (t)} eine Folge von Funktionen auf einem beschriankten geschlossenen Inter-
vall J, die gegen eine Funktion f (¢) gleichmé&Big konvergiert, dann gilt

lim | f,(t)dt = / f(t)dt.

n—oo J

Die Funktion ¢ (x,t) ist deshalb auf I x J gleichméBig stetig, woraus folgt, dass fiir
jede Folge {z,} C I, die gegen einen Punkt = € J konvergiert, es gilt

g(zn,-) = g(z,-) auf J fiir n — oo,

wobei = die gleichmaflige Konvergenz beziiglich der Variable ¢ bedeutet. Daraus folgt,
dass

lim G (z,) = lim [ g(zp,t)dt = /g (xz,t)dt =G (),
J J

n—oo n—oo

so dass G stetig ist.
Fiir die Ableitung von G haben wir

& (2) = i W -G _ . [9t) —g(@t),

y—w y—x y—z J; y—

t. (1.37)

Betrachten wir den Ausdruck w als eine Funktion von ¢, wobei x eine feste Kon-
stante ist und y ein Parameter. Wir werden zeigen, dass

g(y,t) —g (1)
y—x

Ist ((1.38)) schon bekannt, dann folgt (1.36]) aus (1.37]).

= g, (z,t) auf J fir y — x. (1.38)
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Nach dem Mittelwertsatz, fiir jedes t € J existiert € [x,y], derart, dass

9(y,t) —g(z,1)
Yy—

Da die Funktion g, (x,t) gleichméfig stetig auf dem Rechteck I x J ist, fiir jedes € > 0
existiert 0 > 0, derart, dass

o — 2’| <6 = gz (2,t) — g (2/,8)] <e furallete J (1.40)
Ist |z — y| < §, dann gilt auch |z — £| < 6 und somit nach ((1.40)

|92 (§,1) — g2 (z,t)| < e fiir alle t € J. (1.41)

Nach (1.39)) und (1.41)) erhalten wir, dass

9(y,t) —g(z,1)

lr —y| <d=
y—x

— gz (z,t)| < e firallete J

woraus ([1.38)) folgt. m

1.6 Integrierender Faktor

Betrachten wir wieder eine DGL
a(r,y) +b(z,y)y =0 (1.42)

in einer offenen Teilmenge 2 und nehmen wir an, dass ((1.42) nicht exakt ist.
Ist M (z,y) eine Funktion auf Q die in {2 nicht verschwindet, dann ist ([1.42)) Aquivalent

zu
Ma + Mby' = 0. (1.43)

Andererseits die Gleichung entspricht die Differentialform
adx + bdy
wahrend die Gleichung entspricht die Differentialform
Madz + Mbdy.

Diese zwei Formen sind nicht aquivalent im Sinn, dass eine davon exakt sein kann, wahrend
die andere — nicht.

Definition. Eine Funktion M (x,y) auf Q heifit integrierender Faktor fiir die DGL ([1.42)
genau dann, wenn M (z,y) # 0 in Q und die Form Madx + Mbdy exakt in € ist.

Findet man integrierenden Faktor, so kann man die Differentialgleichung (1.42))/(|1.43)
mittels Satzes [L.7] 16sen.

Beispiel. Betrachten wir die Differentialform

—ydx + xdy
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die nicht geschlossen ist. Aber nach Division mit 22 + y? erhalten wir die Differentialform

—ydx + xdy
2?2 + 2

die geschlossen in = R™\ {0} ist und exakt in
Q' =R*\ {(2,0): 2 <0}

ist, mit Integral 0 (z,y) . Somit ist IQ—}ryz integrierender Faktor in €)'
Die beiden obigen Differentialformen entsprechen die Differentialgleichung

—y+ay =0,

die deshalb die Losung hat 8 = const, was dquivalent zu y = Cz ist. Diese Losung kann
auch mit Hilfe von Trennung der Variablen ermittelt werden.

Beispiel. Betrachten wir eine DGL

y— (4a’y+a)y =0 (1.44)
und die entsprechende Differentialform

ydx — (42°y + ) dy,

die offensichtlich nicht geschlossen ist. Jedoch ergibt Dividieren durch z? die Differential-
form

1
%dx — <4y + —) dy, (1.45)
T x

die geschlossen im Bereich x # 0 ist, da

y> 1 1
2 = = — 4+ =
<x2 y 2 (y+a:)l,

Nach Satz ist die Differentialform (1.45)) exakt in jedem Rechteck, insbesondere in
der Halbebene {x > 0}. Somit ist die Funktion m% integrierender Faktor von {' in
{z > 0}. Nach (1.32)) mit zy = 1, yo = 0 erhalten wir ein Integral von ({1.45):

z y y 1
F(x,y):/la(s,O)dS—i—/Ob(x,t)dt:O—/l (4t+;)dt:—2y2—%

Nach Satz|1.7]ist die allgemeine Losung von ([1.44) im Bereich {z > 0} durch die Identitét

2% + Y_¢
x
gegeben.
Es gibt keine allgemeine Methode um integrierenden Faktor zu bestimmen.
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1.7 Die DGLen 2er Ordnung

Fiir DGLen hoherer Ordnung benutzen wir die anderen Bezeichnungen: ein unabhangige
Variable wird mit ¢ bezeichnet und die gesuchte Funktion mit z (). Dann sieht eine
explizite DGL 2er Ordnung wie folgt aus:

x” = f (t’ x? x,) Y

wobei f eine gegebene Funktion von drei Variablen ist. Wir besprechen hier einige Prob-
leme, die sich auf DGLen 2er Ordnung zuriickfiihren lassen.

1.7.1 Zweites Newtonsches Gesetz (das Aktionsprinzip)

Wir betrachten eine 1-dimensionale Bewegung eines Teilchens entlang die x-Achse. Sei
x (t) die Koordinate des Teilchens um Zeit ¢. Die Geschwindigkeit des Teilchens ist v (t) =
2’ (t) und die Beschleunigung ist a (t) = x” (t). Das Aktionsprinzip besagt, dass

mz" = F, (1.46)

wobei m die Masse von Teilchen ist und F' die bewegende Kraft. Im Allgemeinen ist F' ein
Funktion von ¢, z, 2, also F' = F (t,z, ') so dass eine DGL 2er Ordnung beziiglich
x (t) ist. Ist die Kraft F als eine Funktion von ¢, x, 2’ bekannt, so kann man versuchen
die DGL beziiglich x (t) zu l6sen.

Die Kaft F' heifit konservativ wenn F' nur von der Koordinate x abhangt. Z.B., sind
die folgenden Kréfte konservativ: Gravitationskraft, elastische Krafte, elektrostatische
Kraft, u.a. Im Gegensatz sind die Reibung, Stromungswiderstand, und &hnliche Krafte
nicht konservative, da sie von Geschwindigkeit 2’ abhéngen.

Ist F eine konservative Kraft, so lasst sich die DGL zu einer DGL ler Ordnung
reduzieren, wie folgt. Angenommen F' = F'(x), bezeichnen wir mit U () eine Stammfunk-
tion von —F (x). Die Funktion U heift eine Potentialfunktion der Kraft F. Multiplizieren
die DGL mit 2’ und integrieren beziiglich ¢ ergibt

m/x”x’dtz/F(m)x'dt,

%/%(II)th:/F(x)dx,
m (z')*

5 =-U(x)+C (1.47)
und somit )
T 4U@)=C.

Die Summe m2”2 + U (x) heifit die gesamte mechanische Energie des Teilchens, wobei m2”2

die kinetische Energie ist und U (z) potentielle Energie. Deshalb haben wir den Energieer-
haltungssatz bewiesen: unter konservativer Kraft bleibt die Gesamtenergie konstant.

Andererseits kann die Identitat als eine DGL ler Ordnung betrachtet werden,
die eine Folge von ist. Ist x (t) eine Losung von und verschwindet 2’ () nicht,
so erfiillt z (¢) auch (1.46). In der Tat Ableiten von (1.47)) ergibt

ma"x' = F (z) 2/,
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woraus (|1.46)) folgt. Wir sehen, dass unter der Bedingung =’ # 0 die beiden DGLen ({1.46)
und ((1.47)) dquivalent sind. In diesem Fall lésst sich die DGL 2er Ordnung (|1.46)) auf DGL
ler Ordnung ((1.47) zuriickfithren. Die DGL ({1.47)) 14sst sich mit Hilfe von Trennung der

Variablen 10sen.

1.7.2 Elektrische Schaltung

Betrachten wir einen so gennanten RLC-Stromkreis, d.h. eine Reihenschaltung mit fol-
genden Bauelementen: ein Widerstand mit dem Widerstandswert R, eine Spule mit der
Induktivitat I, ein Kondensator mit der Kapazitat C, und eine Stromquelle mit der Span-
ning V (¢), die von Zeit ¢ abhingt (Fig. [11).

R jl Q)]

V() "~ L

[
|
C

Figure 11: RLC-Stromkreis

Sei I (t) der Strom im Stromkreis um Zeit ¢. Wir betrachten I (¢) als eine gesuchte
Funktion und méchten eine DGL fiir 7 (¢) gewinnen. Nach dem Ohmschen Gesetz ist der
Spannungsabfall vp auf dem Widerstand gleich

VR = RI.
Nach dem Induktionsgesetzt von Faraday ist der Spannungsabfall v, auf der Spule gleich
v, = LI I,

wobei I’ = %. Letztlich ist der Spannungsabfall v auf dem Kondensator gleich

wobei Q = @ (t) die Ladung des Kondensators ist; es gilt auch @' = I. Nach 2. Kirch-
hoffsches Gesetz erhalten wir
VR + v + Vo = V(t)

und somit
RI+LI’+%:V(t).
Ableiten nach t ergibt
1
LI" + RI' + c= V', (1.48)
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die eine DGL 2er Ordnung beziiglich unbekannte Funktion [ (¢) ist. Wir betonen, dass
die DGL linear ist, weil die linke Seite von der Funktion I und ihren Ableitungen
linear abhangt. Wir kehren zur diesen Gleichung zuriick, nachdem wir eine Theorie von
linearen DGLen entwickelt haben.

1.8 Systeme von DGLen und die DGLen hoherer Ordnung

Betrachten wir eine Vektorfunktion z (¢) einer reellen Variablen ¢, also x : I — R" wobei
I ein Intervall ist. Sei z; die Komponenten von x, so dass

r= (21, ..., Ty) .

Die Ableitung 2’ (t) definiert man durch

¥ =(2,...,2)).

ooy n

Die folgende Gleichung heifit Vektor-DGL ler Ordnung:
o= f(tx), (1.49)

wobei f eine gegebene Funktion von n 4+ 1 Variablen mit Werten in R™ ist. Namlich,
f:Q — R" wobei  eine Teilmenge von R™"*! ist, und das Paar (¢,x) wird mit einem
Punkt in R**! identifiziert wie folgt:

(t,z) = (t,z1,..., ) -

Definition. Eine Losung von ist eine Funktion z : I — R™ (wobei I ein Intervall
ist) mit folgenden Eigenschaften:

1. x (t) ist differenzierbar an allen Stellen ¢ € [;

2. (t,x (t)) € Q fiir alle t € I;

3.2 (t) = f(t,x(t)) fur alle t € I.

Die Vektor-DGL ist offensichtlich dquivalent zum folgenden System von n
skalaren Gleichungen:

oy = f1(t,xq, ..., )

z = fr (6,21, 2) (1.50)

= fu(t,z1,...;2p)
wobei f; die Komponenten von f sind.

Definition. Die Vektor-DGL ((1.49)) sowie das System ((1.50|) heilen Normalsystem.
Betrachten wir jetzt eine allgemeine explizite DGL n-ter Ordnung

y = F (t,y, ...,y("_l)) , (1.51)

wobei t eine unabhéngige Variable ist und y (¢) eine gesuchte Funktion. Diese DGL lésst
sich immer auf ein Normalsystem zuriickfiithren. In der Tat entspricht jeder skalaren
Funktion y (¢) eine Vector-Funktion

= (3,9, y" ),

26



mit Werten in R”. Offensichtlich haben wir 2’ = (y’ Y, ...,y(”)), und 1' ergibt ein
System

T = Ty

Th = T3

(1.52)
/

xn—l = Tn

Das System ([1.52)) kann als eine Vektor-DGL ([1.49)) geschrieben werden, mit der Funktion
f wie folgt:
f(t,z) = (za, 23, ., Tp, F (L, 21, o0, Tp)) (1.53)

Umgekehrt, (1.52)) ergibt

x&”) =ux, =F(t,x1,..x0,) = F <t,x1,x'1, ..,x§"‘1)>

so dass die Funktion y = z; eine Losung von ([L.51)) ist. Deshalb ist die skalare DGL
(1.51)) dquivalent zum Normalsystem ([1.49)) mit Funktion (1.53)).

Beispiel. Betrachten wir eine DGL 2er Ordnung

y'=F(t,y,y). (1.54)

Mit Hilfe von Substitution x = (y, ') erhalten wir 2’ = (', y”) und

T = 9
xh = F (t,x1,19)
Deshalb ist (1.54]) dquivalent zum Normalsystem (1.49)) mit Funktion

ft,x) = (29, F (t, 21, 72)) .

In der Fall von DGLen ler Ordnung haben wir gesehen, dass das Anfangswertproblem
oft eine eindeutige Losung hat. Analog definiert man das Anfangswertproblem (AWP)
fiir ein Normalsystem:

{fzf@@,

xr (to) = Xy,

wobei (tg, o) € €2 ein gegebener Punkt ist. Hier ist xq ein gegebener Vektor von R", der
man Anfangswert von x (t) nennt, und ¢y € R heifit Anfangszeit.
Offensichtlich bedeutet die Anfangsbedingung x (¢y) = ¢ fiir die DGL (1.51]), dass

y(to) =vo, ¥ (to) =u1,.., y ) (to) = Yn—1,

wobei g, ..., y,—1 die Komponenten von xy sind, also die gegebenen Werte. Deshalb
formuliert man das AWP fiir (1.51)) wie folgt:

y™ =F (t,y,y, ...y V)
y (to) = Yo

Y (to) = 1

y(nil) (tO) = Yn—1-
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Beispiel. Fiir DGL (|1.54) 2er Ordnung ist das AWP wie folgt:

y'=F(t,y,vy)
y (to) = yo
Y (to) = y1.

Ist ((1.54) aus dem Aktionsprinzip gewonnen worden, so bedeuten die Anfangsbedingun-
gen, dass die Position und die Geschwindigkeit um die Anfangszeit gegeben sind.

2 Lineare DGLen und Systeme von DGLen

2.1 Normen und Operatoren in R"

Hier holen wir einige Fakten aus Analysis von R" wieder, die fiir dieses Kapitel notwendig
sind.

2.1.1 Die Normen in R"

Eine Norm in einem Vektorraum V' ist eine Funktion N : V' — [0, 4+00) mit den folgenden
Eigenschaften:

1. N (z) =0 genau dann, wenn z = 0.
2. N (cx) = |c¢| N (x) fiir alle z € V und ¢ € R (absolute Homogenitét).
3. N(z+y) <N(z)+ N (y) fiir alle z,y € V' (Dreiecksungleichung).

Das Paar (V, N) heiit ein normierter Vektorraum. Erfillt N (z) die Eigenschaften 2
und 3 aber nicht unbedingt 1, so heiit N (z) Halbnorm.

We betrachten hier die Normen in R”. Z.B. die Funktion |z| eine Norm in R. Nor-
malerweise bezeichnen wir eine Norm in R™ mit ||z|| statt N (z).

Beispiel. Fiir jedes p > 1 definiert man die p-Norm in R" wie folgt:

n 1/p
], = (Z !mp) : (2.1)

Insbesondere fiir p = 1 erhalten wir

n
Izl =l
k=1

Die Norm ||z, heifit auch die Manhattan-Norm. Fir p = 2 gilt

n 1/2
el = (z) |
k=1

und die Norm ||z||, heifit die Euklidische Norm. Fiir p = oo definieren wir die co-Norm
(=Maximalnorm) wie folgt:

|l lloo = max fai] .
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Es folgt aus Minkowski-Ungleichung, dass die p-Norm fiir jedes p € [1, 00| eine Norm ist
(damit ist die Terminologie begriindet).

Man kann zeigen, dass alle Normen in R proportional zu |z| sind (also, fiir jede Norm
|-]| in R gilt ||z|| = ¢|z| mit einer positiven Konstante ¢). In R"™ mit n > 2 gibt es eine
Vielfaltigkeit von nicht-proportional Normen. Um zwei Normen vergleichen zu konnen,
benutzen wir die folgende Definition.

Definition. Zwei Normen N; und N, auf einem Vektorraum heiflen dquivalent, wenn
zwei positive Konstante ¢ und C' existieren mit

N1 (ZL’)

A

< (' fiir alle z # 0. (2.2)

Der folgende Satz ist von Analysis II bekannt.
Satz 2.1 Zwei beliebigen Normen in R™ sind dquwalenﬂ.

Z.B., fiir die Normen ||z, und ||z[|, hat man

1 S ||pr S nl/p’
[0

weil

max |z]" < Z |z1]|P < nmax |z|” .
k=1

Fiir die meisten Anwendungen kann eine Norm durch eine andere dquivalente Norm
ersetzt werden. In diesem Fall bedeutet Satz dass die Wahl der Norm in solchen
Anwendungen unwichtig ist. Z.B. mit Hilfe von Norm definiert man die Konvergenz der
Folgen in R™ wie folgt. Man sagt, dass eine Folge {x(k)};il von Vektoren in R" gegen
einen Vektor 2 € R" konvergiert und schreibt 2*) — 2 wenn Hib‘(k) — x” — 0 fiir k£ — oo.
Es folgt aus Satz [2.1] dass die Konvergenz unabhéngig von der Wahl der Norm ist.

Ein anderes Beispiel is die Definition der Topologie in R". Jede Norm auf R™ induziert
durch die Festlegung

d(z,y) = ||z =yl
eine Metrik und somit einen metrischen Raum (R", d) . Eine Kugel beziiglich dieser Metrik
(oder der Norm) ist definiert wie folgt:

B(z,r)={yeR":d(x,y) <r} ={y e R": [lz —y| <7},

fiir jedes x € R™ und r > 0. Die Menge von allen Kugel erzeugt (als Basis) eine Topologie
in R™. Es folgt von Satz dass die von zwei verschiedenen Normen erzeugten Topologien
auf R™ identisch sind. Diese eindeutige Topologie heifit die Normtopologz’eﬂ auf R™.

Wie sehen die Kugel von verschiedenen Normen aus? Z.B. in R mit ||z|| = |z| haben
wir B (xz,r) = (x —r,z 4+ r) so dass die Kugel ein offenes Intervall ist. Die Skizzen von
Kugeln B (0,7) der verschiedenen p-Normen in R? werden auf Fig. , , gezeich-

net.

'Die nicht dquivalenten Normen existieren nur in unendlich dimensionalen Riumen.
2Es gibt in R™ auch andere Topologien, aber wir benutzen immer nur die Normtopologie.
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2.1.2 Stetige Abbildungen
Seien S eine Teilmenge von R™ und f eine Abbildung von S nach R™. Die Abbildung f
heift stetig in = € S wenn f (y) — f (z) fir y — z, also

1F (y) = f (@) | = O fir [ly —zf| — 0.

Im Ausdruck ||y — z|| benutzen wir eine Norm in R™, wiahrend im Ausdruck || f (v)—f (x) ||
benutzen wir eine Norm in R"™. Die beiden Normen sind beliebig, aber fest. Da nach
Satz alle Normen in den Euklidischen Raumen dquivalent sind, ist die Definition von
Stetigkeit unabhangig von der Wahl der Normen.

Wir betonen, dass jede Norm N (x) in R" eine stetige Funktion ist, da nach Dreieck-

sungleichung
IN(y) = N(z)| < N(y—2z) = 0firy -z

Eine Teilmenge S C R" heifit:
e offen, wenn fiir jedes x € S existiert r > 0, derart, dass B (z,r) C S;
e abgeschlossen, wenn das Komplement S¢ = R" \ S offen ist;

e kompakt, wenn S beschrinkt und abgeschlossen istf}
In Analysis II beweist man den folgenden Satz.

Satz 2.2 Seien S eine kompakte Teilmenge von R™ und f : S — R™ eine stetige Abbil-
dung. Dann ist das Bild f (S) eine kompakte Teilmenge von R™. Insbesondere fir m =1
ist die Funktion f beschrdnkt und nimmt auf S den mazimalen (und minimalen) Wert
an.

2.1.3 Lineare Operatoren und Operatornorm

Eine Abbildung A : R™ — R™ heift (linearer) Operator wenn die folgenden Eigenschaften
erfiillt sind:

1. A(x +y) = Az + Ay fiir alle z,y € R" (wir schreiben Az = A (x)).
2. A(cx) = cAx fiir alle ¢ € R und € R™.

Die Menge von allen Operatoren von R” nach R™ wird mit R™*" oder £ (R",R™)
bezeichnet. Jeder Operator A € R™*" kann mit Hilfe von einer m x n Matrix (a;;)
dargestellt werden, wobei ¢ = 1, ..., m der Index von Zeilen ist und 7 = 1,...,n der Index
von Spalten. Namlich, fiir jeden Spaltenvektor x € R" gilt

[0 O, A1p T
AI:(CL”)J?: Qi ... X
Aml v+ cev e Qmp Ty

3Eigentlich ist die allgemeine Definition von kompakten Mengen anders, aber fiir Teilmengen von R
ist die Kompaktheit dquivalent zu Beschranktheit und Abgeschlossenheit.
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Man kann auch schreiben, dass fiir jedes ¢ = 1, ..., m gilt

n

(Az), =) aya;.

j=1

Man definiert die Addition von Operatoren aus R™*" und die Multiplikation mit einer
Konstante ¢ € R wie folgt

1. (A+ B) (z) = Az + Bz,
2. (cA) (x) = c(Ax).

Offensichtlich ist R™*™ mit diesen Operationen ein Vektorraum iiber R. Da jede m xn
Matrix genau mn Komponenten hat, gilt es dim R™*" = mn. Insbesondere sind R™*"
und R™" linear isomorph, also R™*™ = R™",

Fiir jeden Operator A € R™*" definiert man die Operatornorm von A wie folgt:

Ax
Al = sup 1L (23
zern\(o} |||
wobei ||z|| eine Norm in R” ist und ||Az|| eine Norm in R™.

Behauptung. FEs gilt immer || A|| < co.
Beweis. Sei {¢;};_, die Standardbasis in R"”. Dann gilt

i=1 i=1

[Az] =

n

< D lal [ Ae]
=1

< max [|Ae;| [,

1<i>n
< C max || A&l ||z,
1<i>n

wobei wir die Vergleichbarkeit von den Normen ||-||; und [|-|] benutzt haben (Satz [2.1]).
Daraus folgt
Il < € max [[Aef| < oo, (2.4)

was zu beweisen war. m
Man sieht von (2.4]), dass die Endlichkeit von ||A|| daran liegt, dass die Raume R"
endlich-dimensional sindﬁ. Es folgt aus Definition ({2.3), dass

|Az|| < ||A|l |lz| fir alle « € R™. (2.5)

Dariiber hinaus ist ||A|| die minimale reelle Zahl die (2.5)) erfiillt.

Behauptung. Die Operatornorm ist eine Norm im Vektorraum R™*™.

4In der Theorie von unendlich dimensionalen Vektorriumen existieren Operatoren mit unendlichen
Normen.
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Beweis. Nach (2.3) haben wir ||A]| > 0; auflerdem, wenn A # 0 dann existiert x € R”
mit Az # 0, und wir erhalten ||Az|| > 0 und

A
g > 124l
]

Die Dreiecksungleichung und die Homogenitét folgen aus (12.3)) wie folgt:
I (A+B)zf| _ [Az] + || Bz]]

|A+ B||= sup——F—— <
T T
C e, B
< P + sup
P R A
_ Al +|BI.
und leAyall el llAa]
C €T C X
oAl = sup LA 2L _ St ATy
S R P
[ |

Da R™*™ = R™  die Konvergenz von Operatoren A, — A wohldefiniert ist und
dquivalent zu ||Ay — A|| — 0, wobei ||-|| eine beliebige Norm in R™*™ ist, insbesondere die
Operatornorm.

Behauptung. Die Konvergenz A — A ist dquivalent zu Apx — Az fir alle x € R",
wobei Ay, A € R™*™,
Beweis. Betrachten we noch eine Norm von Operatoren beziiglich der Standardbasis

{ei}?zl: .
Al = [l Aeq]) .
i=1

Die Konvergenz Apx — Az fiir alle x ist dquivalent zu Ape; — Ae; fiir alle Basisvektoren
e;, und somit dquivalent zu ||A; — A||, — 0. Da alle Normen in R™*" &dquivalent sind,
erhalten wir die Aquivalenz der zwei obigen Konvergenzen. m

Gilt Ay — A, dann sagt man, dass {A;} gegen A in der Normtopologie konvergiert.
Gilt Ayz — Az fir alle z € R”, dann sagt man, dass {A;} gegen A in der starken
Operatortopologie konvergiert. Die obige Behauptung besagt, dass diese Topologien in
R™" dquivalent sind’}
Behauptung. Jeder lineare Operator A € R™*™ ist eine (gleichmafSig) stetige Abbildung
von R™ nach R™.

Beweis. In der Tat haben wir nach (2.5))
[Ay — Az|| = [[A(y — 2)| < [[A]l[ly — 2]l = 0 fir y — .

|

In der Fall n = m kann man zusitzlich auch die Multiplikation von Operatoren
definieren. Fiir jede zwei Operatoren A, B € R™*" definieren wir das Produkt AB als die
Verkettung von A und B, also

(AB)x := A(Bz) Vxr € R™.

5In unendlich dimensionalen Radumen ist das nicht der Fall.
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Offensichtlich AB € R™*"™.
Behauptung. Die Operatornorm in R™*" ist submultiplikativ, also

[ABI| < [|A[ B[ - (2.6)

Beweis. In der Tat ergibt Anwendung von ([2.5))
I(AB) z|| = [[A(Bz)|| < Al Bx|| < [|Al 1B ]l
woraus ([2.6) folgt. m

So ist R™*™ nicht nur ein normierter Vektorraum, aber auch eine normierte Algebra.

2.1.4 Normen und Operatoren in C”

Analog definiert man die Normen in C", den Vektorraum von linearen Operatoren C™*"
und die Operatornorm in C™*". Alle Eigenschaften von Normen im Fall von komplexen
Raumen kénnen mit gleichen Argument bewiesen werden, wie im Fall von reellen Rdumen,
oder direkt aus dem reellen Fall gewonnen werden mit Hilfe von Isomorphismus C* = R?",

2.2 Existenz von Losungen linearer Normalsysteme

In diesem Kapitel betrachten wir ein lineares Normalsystem von DGLen, das die folgende
Form hat:
¥=A({t)x+ B(t), (2.7)
wobei = z (t) eine unbekannte Funktion mit Werten in R” und A (¢) und B (t) gegebene
Funktionen auf einem Intervall I C R mit Werten jeweils in R™*" und R" sind.
Insbesondere ist A () z ein Vektor in R”, wie die anderen Terme in (2.7). Koordi-
nateweise lautet wie folgt:

=1

wobei A;; und B, die Komponenten jeweils von A und B sind. Wir nehmen immer
an, dass die Abbildungen A : I — R™"™ und B : I — R" stetig auf [ sind, also alle
Komponenten A;; (t) und B; (t) stetige Funktionen von ¢ € I sind. Wir betonen, dass
der Definitionsbereich von ist I x R", so dass jede Losung von ([2.7)) muss auf einem
Teilintervall von [ definiert sein.

Der folgende Satz ist einer von den Hauptsétzen dieser Vorlesung.

Satz 2.3 (Satz von Picard-Lindeldf fiir lineare Normalsystemen) Seien A (t) und B (t)
stetig auf I.

(a) (Existenz) Fir alle to € I und xy € R", existiert eine Losung x (t) des An-
fangswertproblems

{ ¥=A{t)x+ B(t) (2.8)

T (t()) = 2o
die auf dem Intervall I definiert ist.
(b) (Eindeutigkeit) Sind x (t) und y (t) zwei Losungen von auf einem Teilintervall
I'c 1, sogiltesxz(t)=y(t) auf I'.

Wir beweisen diesen Satz spater im Abschnitt
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2.3 Skalare lineare DGLen n-ter Ordnung
2.3.1 Existenz und Eindeutigkeit
Wir betrachten jetzt eine skalare lineare DGL n-ter Ordnung
2™ fay ()2 V4 4a, )z =0(1), (2.9)

wobei ag, (t),b (t) stetige Funktionen auf einem nicht-trivialen Intervall I C R sind. Das
entsprechende Anfangsbedingung ist wie folgt:

x (to) = o

v (to) = (2.10)

I‘(nfl) <t0> — xn—l
wobei ty € I und (xg, ..., x,_1) € R™ gegeben sind.

Satz 2.4 Sei alle Funktionen ay, (t),b(t) in (2.9)) stetig auf I.
(a) (Existenz) Fiir jedes to € I und fir jeden Vektor (vo,x1,...,T,—1) € R" existiert

eine Losung x (t) des AWPs ([2.9)-(2.10]), die auf I definiert ist.
(b) (Eindeutigkeit) Sind z (t) und y (t) zwei Losungen des AWPs (2.9)-(2.10) auf einem
Teilintervall I' C I, so gilt es x (t) =y (t) auf I'.

Beweis. Bezeichnen wir mit x (¢) (Fettdruck x) die Vektorfunktion
x(8) = (x (), 2’ (), ™D (1), (2.11)

deren Werte immer als Spaltenvektoren betrachtet werden. Als wir es schon gesehen
haben, ist die DGL (2.9)) d4quivalent zum Normalsystem

X] = X
Xy = X3
/ —
X, 1 = Xp
/
X, = —@X,— 02Xp_1 — ... — AyX1 + 0,

das auch in der Vektorform dargestellt werden kann:

xX' =A(t)x+ B(t), (2.12)
wobei
0 1 0 0 0
0 0 1 .. 0 0
A= und B=| : |. (2.13)
0 0 0 1 0
—Qp —Qp—1 —QAap—2 ... —a1 b
Das Anfangswertproblem ([2.9)-(2.10]) ist offensichtlich dquivalent zum
x' =Ax+ B
{ x (to) = %o (2.14)

wobei xg = (xg, *1, ..., Tn_1). Anwendung des Satzes zum Normalsystem (12.14]) ergibt
die Behauptungen (a) und (b). =
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2.3.2 Der Raum von Losungen homogener DGLen

Wir betrachten jetzt eine homogene lineare DGL
2™ty () 2"V + . 4a,(t)z=0, (2.15)

wobel a; (t) sind wie zuvor.

Sei L die Menge von allen Losungen von ([2.15|) auf I. Offensichtlich, fiir alle z,y € L
ist die Summe x 4y ein Element von L, sowie cx € L fiir jede Konstante ¢. Das bedeutet,
dass L ein Vektorraum iiber R ist. Das Nullelement von L ist die konstante Funktion 0.

Satz 2.5 Es gilt dim L = n. Somit ist die allgemeine Losung von (2.15)) durch die folgende
Identitdt gegeben
z(t)=Cixy (1) + ... + Crxy, (1), (2.16)

wobei x1,...,x, n linear unabhangige Losungen von (2.15)) sind und C4, ..., C, beliebige
Konstanten.

Beweis. Wahlen wir eine Stelle t; € I und bemerken, dass die Losung = € L durch
die Werte

2o = (to), 21 =2 (t0) s, Tt = 3D (1)

eindeutig definiert ist, nach Satz D.h., die Abbildung
z(t) € L— (xg,....,Tp1) ER"

ist bijektiv und offensichtlich linear. Daraus folgt, dass L und R" linear isomorph sind,
und deshalb dim L = n.

Seien w1, ...,r, unabhéingige Losungen. Da die Anzahl von diesen Losungen genau
dim L ist, stellt die Folge z1, ..., z,, eine Basis in L dar. Daraus folgt, dass alle Elementen
von L die Form haben. m

Bemerkung. Sofern haben wir angenommen, dass alle gegebenen und gesuchten Funk-
tionen reellwertig sind. Das Gleiche gilt fiir komplexwertige Funktionen. Namlich, die
Satze [2.3] gelten fiir komplexwertige Koeffizienten und Losungen, mit gleichen Be-
weisen (obwohl die Variable ¢ immer reelle bleibt). Sind die Koeffizienten a; (¢) in ([2.15)
komplexwertig, so betrachtet man die Menge L von allen komplexwertigen Losungen als
ein Vektorraum tiber C, und dim L. = n gilt auch in diesem Fall.

2.3.3 Losungsmethoden fiir homogene DGLen mit konstanten Koeffizienten

Jetzt betrachten wir die lineare DGL
2™+ a2 4 a,r =0 (2.17)

mit konstanten Koeffizienten aq, ..., a,, die reell oder komplex sind. Wir zeigen hier, wie
man n linear unabhangige Losungen von bestimmen kann, die danach die allgemeine
Losung liefern.

Allgemein bestimmen wir erst die komplexwertigen Losungen von ([2.17)) und danach
extrahieren die reellwertigen Losungen, falls die Koeffizienten a, ..., a, reell sind. Die
Hauptidee ist sehr einfach. Wir benutzen folgenden Ezponentialansatz zur Losung: x (t) =
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eM wobei A eine komplexe Konstante ist, die bestimmt werden muss. Einsetzen diesen

Ansatz in (2.17) und Anwendung der Identitéit 2(*) = \¥eM ergibt die folgende Gleichung
fir A:
N+ N+ +a, =0, (2.18)

wobei alle Terme e* wegfallen. Die Gleichung (2.18)) hingt nicht mehr von ¢ ab, und nur
die Unbekannte A bleibt. Die Gleichung (2.18)) heifit die charakteristische Gleichung von
(2.17), und das entsprechende Polynom

PN =MN"+a\" 4. +a,

heiBt charakteristisches Polynom von (2.17). Also, wir haben die folgende Behauptung
bewiesen.

Behauptung. Die Funktion x (t) = e stellt eine Lésung von dar genau dann,
wenn \ eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist.

Besitzt das charakteristische Polynom geniigend Nullstellen, so bestimmt man die
allgemeine Losung von (2.17)) wie folgt.

Satz 2.6 Hat das charakteristische Polynom P (\) von (2.17) n verschiedene komplexe
Nullstellen A, ..., A, so stellen die folgenden n Funktionen

Mt L et (2.19)

linear unabhdingige, komplezwertige Liosungen von (2.17)) dar. Somit ist die allgemeine
komplexe Léosung von (2.17)) durch die Identitdt

z(t) = Cre™ + .. 4 Cpet (2.20)

gegeben, wobei C; beliebige komplexe Konstanten sind.

Seten aq,..,a, reell. Ist X = o + if eine nicht-reelle Nullstelle von P, so ist die
konjugierte Zahl X = ac—if3 auch eine Nullstelle von P, und die Funktionen e, e™ in der
Folge konnen durch die reellwertigen Funktionen e cos 3t, e* sin 3t ersetzt werden.
Nach Ersetzung von allen Paaren e, e mit nicht-reellen Nullstellen \ erhdlt man n
reellwertige, linear unabhdangige Losungen von . Somit wird die allgemeine reelle
Lésung von durch die Linearkombination dieser Losungen mit reellen Koeffizienten

dargestellt.

Beweis von Satz Da wir schon wissen, dass jede Funktion e*! eine Losung von
darstellt, es reicht zu beweisen, dass die Funktionen e*?, ..., e** linear unabhéngig
sind. Das Faktum, dass die allgemeine Losung durch gegeben ist, folgt dann aus
Satz 2.5

Wir beweisen durch Induktion nach n, dass die Funktionen e
abhangig sind, wenn A1, ..., A, verschiedene komplexe Zahlen sind.

Der Induktionsanfang fiir n = 1 ist trivial, weil die Exponentialfunktion nicht identisch
0 ist.

Der Induktionsschritt von n — 1 zu n. Angenommen, dass die Identitét

Mt et linear un-

CreM 4+ ..+ Cpe™t =0 (2.21)

37



fiir alle ¢ € R gilt, beweisen wir dass C; = ... = C,, = 0. Dividieren (2.21)) durch e*! und
bezeichnen \; — A, =: pi; ergibt

CieMt + ...+ C,_q1ef1t +C, = 0.
Durch Ableitung nach t erhalten wir
Cru et + ...+ Cp1pt,, 1t = 0.

Nach Induktionsvoraussetzung beschlieBen wir dass Cju; = 0 und somit C; = 0, da
p; # 0. Das gilt fiir alle j = 1,...,n — 1, und einsetzen in ergibt auch C,, = 0.

Jetzt betrachten wir den Fall wenn ay, ..,a, reell sind. Da die Komplexkonjugation
mit Addition und Multiplikation vertauschbar ist, es gilt die Identitat

PN =PrP(N), (2.22)

wobei die Voraussetzung aj, = a; benutzt wird. Ist A eine Nullstelle von P, es folgt aus
1) dass auch A eine Nullstelle von P ist. Deshalb enthélt die Folge 1} die beiden
Funktionen e* und e*. Nach Eulerformel haben wir

eM = e (cos ft +isinBt) und eM = e (cos Bt — sin t) (2.23)

so dass e* und e sind Linearkombinationen von e® cos 8¢ und e sin 8t. Umgekehrt, es
gilt auch
1 3 1 3
e™ cos Bt = 3 <e’\t + e’\t) und e sin Bt = % <e’\t - e’“) , (2.24)
i
so dass € cos 8t und e* sin 8t sind Linearkombinationen von e und e*. Daraus folgt,
dass die Funktionen e cos ft, e sin 3t auch zum Vektorraum L der Losungen gehoren

und den gleichen Unterraum erzeugen, wie e, e*. Somit sind diese zwei Paaren von
Losungen austauschbar in jeder Basis.

Nachdem alle Paaren e und e in 1) durch die reellwertigen Funktionen ersetzt
worden sind, erhalt man eine Basis in L von reellwertigen Losungen. m

Bemerkung. Die Nullstellen von einem quadratischen Polynom P (\) = A* + pA + ¢
kénnen immer mit Hilfe der Formel

N PEVP -4
2

bestimmt werden. Polynome hoheres Grades versucht man in ein Produkt von Polynomen
ler und 2er Grades zerlegen und somit alle Nullstellen zu bestimmen.

Beispiel. Betrachten wir eine DGL
2" — 32’ + 22 = 0.

Das charakteristische Polynom ist P (\) = A* =3\ +2, und dessen Nullstellen sind \; = 1
und Ay = 2. Deshalb sind die unabhéngigen Losungen ;1 (t) = e’ und x5 (t) = €, und die
allgemeine Losung ist  (t) = Che! + Cye?t. Namlich, fiir reelle Konstanten Cy, Cy erhalten
wir die allgemeine reelle Losung, und fiir komplexe C', Cy — die komplexe Losung.
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Beispiel. Die DGL 2" + 2 = 0 hat das charakteristische Polynom P (\) = A* + 1, dessen
Nullstellen sind A\; = iund Ay = —i. Damit erhalten wir zwei komplexwertige unabhangige
Losungen e und e . Die allgemeine komplexwertige Losung ist deshalb Ciel* + Che™.
Da A = 0 + 1i, erhalten wir nach Satz zwei unabhangige reellwertige Losungen cost
und sint, und die reellwertige allgemeine Losung ist C;cost 4+ Cysint. Alternativ kann

man diese Losungen als Linearkombinationen von el und e~ erhalten:
eit 4 it it _ it
———— =cost und ———— =sint,
2 2i

und das entspricht einem Basiswechsel im Vektorraum der Losungen.

Beispiel. Die DGL z"” — xz = 0 hat das charakteristische Polynom
PAN=X-1=QA-1)(P+Ar+1),

dessen Nullstellen sind Ay = 1 und Ay 3 = —% j:i‘/Tg. Nach Satz erhalten wir drei linear
unabhangige reellwertige Losungen

. V3

14 _lp .
e, e 2°cos—t, e 2" sin —t,
2

2

und damit die allgemeine reellwertige Losung

3 3
Cie! + et (C’g cos gt + (5 sin \/T_t> .

Betrachten wir jetzt den allgemeinen Fall, wenn das charakteristische Polynom P ()
weniger als n verschiedene Nullstellen besitzt. In diesem Fall ist Satz [2.6|nicht verwendbar.
Nach Fundamentalsatz der Algebra, hat jedes Polynom P (\) vom Grad n mit komplexen
Koeffizienten genau n komplexe Nullstellen, wenn sie mit der richtigen Vielfachheit gezéahlt
werden. Fir jedes A\g € C definiert man die Vielfachheit m von ¢ beziiglich P () als der
maximale Wert ganzer Zahl m, derart, dass P (\) durch (A — X\g)™ teilbar ist. Letzteres
bedeutet, dass es ein Polynom @ (\) gibt, derart, dass die folgende Identitat gilt:

PA)=A=2)"Q0

fiir alle A € C. Es ist klar, dass immer m > 0 und m > 1 genau dann, wenn )y eine
Nullstelle von P ist. Dass m maximal ist bedeutet, dass A\g keine Nullstelle von () ist.

Seien A, ..., A, alle verschiedene komplexwertige Nullstellen von P ()); sei m; die
Vielfachheit von A;. Nach Fundamentalsatz der Algebra gilt

miy+...+m, =n.
Daraus folgt, dass sich charakteristisches Polynom P () in ein Product
PA)=A=X)" . (A=X\)""

zerlegen lasst.

Um n unabhingige Losungen der DGL erhalten zu konnen, muss jede Nullstelle
Aj genau m; unabhangige Losungen ergeben. Der folgende Satz zeigt, wie genau erhalt
man diese Losungen.
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Satz 2.7 Seien Ay, ..., \. alle verschiedene komplexwertige Nullstellen von charakteristis-
chen Polynom P (X), und sei m; die Vielfachheit von \;. Dann stellen die folgenden n
Funktionen linear unabhdngige Lisungen von (2.17)) dar:

tke)\jt7 j:17~"7r7 ]{}:07,7’”]—1 (225)

(also jede Nullstelle \; liefert m; Lisungen e’ teit, .. tmi—tert ). Somit ist die allge-
meine Losung von (2.17) wie folgt

r m]-—l

w(t) =) Y Cythed', (2.26)

j=1 k=0

wobei Cy; beliebige komplexe Konstanten sind.

Seien aq,...,a, reell. Ist X\ = a +if eine nicht-reelle Nullstelle von P (\) mit der
Vielfachheit m, so ist auch A = o — i3 eine Nullstelle mit gleicher Vielfachheit m, und
die Funktionen t*el, tFeMt in der Folge kénnen durch die reellwertigen Funktionen
the?t cos ft, the®tsin 5t ersetzt werden, fir jedes k = 0,...,m — 1. Mit Hilfe von dieser
Methode erhalt man n unabhdngige reellwertige Losungen von .

Wir beweisen diesen Satz spéter.

Bemerkung. Bezeichnen wir
m;—1
Pi(t) =) Cut*,
k=1

und erhalten aus ([2.26))

T

w(t) =) Pj(t)eN'. (2.27)

j=1
D.h., die allgemeine Losung von (2.17)) kann durch die Identitdt (2.27) gegeben werden,
wobel P; (t) ein beliebiges Polynom vom Grad < m; — 1 ist.

Beispiel. Die DGL z” — 22’ + x = 0 hat das charakteristische Polynom
PN =M-2\+1=(\-1),

dass nur eine Nullstelle A = 1 hat, mit der Vielfachheit m = 2. Nach Satz stellen
die Funktionen e’ und te’ zwei unabhangige Losungen dar, und die allgemeine Losung ist
durch die Identitat

T (t) = (Ol + Cgt) et

gegeben.
Beispiel. Die DGL 2V + 2!V — 22" — 22" 4+ 2’ +x = 0 hat das charakteristische Polynom

PA)=XN4+X -2 224+ A+1=0L-1)"A+1)".

Die Nullstellen sind A\; = 1 mit Vielfachheit m; = 2 und Ay = —1 mit my = 3. Nach Satz
erhalten wir 5 unabhangige Losungen

e, te', e, te th_t,
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und die allgemeine Losung

z(t) = (C1+ Cat) ' + (Cg + Cyt + C5t2) et

Beispiel. Die DGL 2 4 22" + 2’ = 0 hat das charakteristische Polynom
PO =N 4+28 + A=A+ 1) =AM+ (A —1)%.

Die Nullstellen sind Ay = 0, Ay = i und A3 = —i, und die Vielfachheiten sind m; = 1,
ms = mg = 2. Die unabhéangigen Losungen sind

1, e, te, e, te ', (2.28)
und die allgemeine komplexe Losung ist
z(t) = C1+ (Cy + Cat) € + (Cy + Cst) e,

Ersetzen in der Folge (2.28)) die Funktionen e', e~ durch cost,sint und die Funktionen
tel te=* durch tcost,tsint ergibt die folgenden unabhingigen reellen Losungen:

1, cost, tcost,sint, tsint.
Dann ist die allgemeine reelle Losung wie folgt:

z(t) = Cy + (Cy+ Cst) cost + (Cy + Cst) sint.

Jedem Polynom
P(\) =a\N"+ o\ 4 +a,

mit komplexen Koeffizienten ag, ay, ..., a,, entspricht ein Differentialoperator

P(L) Z (4 e ()T
dt = Qo dt aq dt Ay,

d" dn—l

— 0 F ..+

W T

wobei die Potenz (%)k die k-fache Selbstverkettung von der Ableitung bedeutet. D.h, auf

jede n-fach differenzierbare Funktion f (¢) wirkt der Operator P (%) nach der Regel

P (%) f=aof™ +a fO V4 . +a,f

Deshalb kann die DGL
™ 4 a4 4ar=0 (2.29)

d
Pl )z=
(dt)x 0
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geschrieben werden, wobei P (\) das charakteristische Polynom von ([2.29) ist (in diesem
Fall ag = 1).
Behauptung. Fiir jedes Polynom gilt die Identitat

P <%) eM =P (\)eM. (2.30)

Beweis. Es reicht diese Identitit fiir das einfachste Polynom P (\) = A* zu beweisen;
dann gilt (2.30) fiir alle Polynomen nach der Linearitdt von den beiden Seiten. Fiir
P ()\) = A\* haben wir

A\ a4 ko At
P )¢ = e =\e' =P\ e,

was zu beweisen war. ®
Ist A\ eine Nullstelle von P, so ergibt (2.30), dass e* eine Losung von (2.17) ist, wie

wir es schon wissen.

2.3.4 Losungsmethoden fiir inhomogene DGLen mit konstanten Koeffizien-
ten

Betrachten wir eine lineare DGL n-te Ordnung
2™ fay ()" YV 4 ta, ()= f (1) (2.31)

wobei ay, (t) und f (t) gegebene stetige Funktionen auf einem Intervall I sind. Wir nehmen
immer an, dass die Losungen z (t) auch auf I definiert sind. Die Funktion f auf der rechten
Seite heift Storfunktion. Ist die Storfunktion nicht identisch 0, so nennt man die DGL

(2.31) inhomogen.

Bezeichnen wir mit A (¢) den Differentialoperator auf der rechten Seite von (2.31]),also

d n d n—1 d
A=) +a0(5)  +eaa®gta),
so dass die Differentialgleichung (22.31]) kann kurz in der Form A () x = f (t) geschrieben

werden. Wir betonen, dass A (t) ein linear Operator ist, der auf n-fach differenzierbare
Funktionen wirkt.

Im folgenden Lemma versammeln wir die Eigenschaften der Losungen, die von der
Linearitat von A (t) abhéngen.

Lemma 2.8 (a) Seien x; (t) und x5 (t) Losungen von (2.31) mit Storfunktionen f1 bzw
fa und seien ¢y, co zwei Konstanten. Dann ist die Funktion x (t) = c1xq (t) + coxa (t) eine

Losung von ([2.31) mit der Storfunktion f = c1fi + cafa.
(b) Seien xq (t) eine spezielle Losung der DGL (2.31)) und zy, (t) eine allgemeine Lisung
der entsprechenden homogenen DGL

2™ 4 ay (t) 2™V + . +a, () =0. (2.32)
Dann ist die allgemeine Lésung von (2.31)) durch

x(t) = (t) + 2 (2) (2.33)
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gegeben.
(c) Seien x1 (t), ..., z, (t) n linear unabhdngige Losungen von (2.32)), dann ist die all-
gemeine Liosung von (2.31)) durch die Identitdt

z(t) =z (t) + Crzy (t) + ... + Crxy, () (2.34)
gegeben.
Beweis. (a) Offensichtlich, die Addition der beiden Gleichungen
A(t)zr = fi, A(t)z2 = fo
multipliziert mit ¢; bzw ¢ ergibt
At)x = A(t) (11 + cowa) = 1 fr + eafa = f.

(b) Fiir jede n-fach differenzierbare Funktion x () betrachten wir auch die Funktion
y = x — x9. Dann ist die DGL (2.31)) dquivalent zu

A) (y+xz0) = f(1)
Ay + A(t) zo f ()
Alt)y = 0.

Deshalb ist z eine Losung von ([2.31)) genau dann, wenn y = x — xq eine Losung von ([2.32))
ist. Somit erhalten wir x — g = z;, und r = xg + .
(¢) Da die allgemeine Losung von (2.32)) durch die Linearkombination

zy, =Cizy + ...+ Chxy,

gegeben ist, folgt (2.34) aus (2.33)). =
Teil (b) von Lemma bedeutet folgendes: um die allgemeine Losung von inhomo-

genen DGL zu bestimmen, es reicht eine spezielle Losung von ([2.31)) zu ermitteln
und diese Losung zur allgemeinen Losung der homogenen DGL zu addieren.
Wir benutzen diese Methode fiir die linearen inhomogenen DGLen mit konstanten
Koeffizienten:
2™ a2 Y 4+ danr = f (1), (2.35)

da wir schon wissen, wie die entsprechende homogene DGL gelost werden kann. In diesem
Paragraph entwickeln wir eine Methode fiir Ermittlung einer speziellen Losung von ([2.35))
fiir eine bestimmte Klasse von Storfunktionen f.

Definition. Eine Funktion f (¢) auf R heifit Quasipolynom wenn
F(8) =) R;(t)e,
J

wobei R; (t) Polynomen sind, p; komplexe Konstanten, und die Summe endlich ist.

Offensichtlich, die Summe und das Produkt von zwei Quasipolynomen ist auch ein
Quasipolynom. Insbesondere sind die folgenden Funktionen Quasipolynomen:

the cos Bt und  tFe® sin St
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(wobei k nicht-negative ganze Zahl ist und «a, f € R), weil die Funktionen
iBt 4 it iBt _ —ipt
cos Bt = % und sin St = %
i

Quasipolynomen sind.

Unser Gegenstand ist die DGL zu l6sen, wenn die Storfunktion ein Quasipoly-
nom ist. Nach Lemma , es reicht eine spezielle Losung von fiir die Storfunktion
der Form f(t) = R(t)e! ermitteln zu konnen. Erst erkldren wir die Hauptidee der
Methode fiir den Fall f (¢) = e”". Sei P ()) das charakteristische Polynom von (2.35), also

PN =" +a "+ +a,.

In diesem Fall haben wir A () = P (%) und schreiben die DGL ({2.35)) kurz in der Form

P(%)x:w# (2.36)

Zunéchst nehmen wir an, dass p keine Nullstelle von P (\) ist (nicht-resonanter Fall).

Lemma 2.9 Ist u keine Nullstelle von P, hat die DGL (2.36)) die spezielle Losung xq (t) =
aett mit
a=——-. (2.37)

Beweis. Einsetzen x (t) = ae* in (2.30) ergibt nach (2.30) und ([2.37)
d
P — | (ae") = aP (p) e = e,
dt
was zu beweisen war. W
Beispiel. Bestimmen wir eine spezielle Losung der DGL
2"+ 22 + 2 =€

Wir haben P (\) = A* +2X + 1 und bemerken, dass y = 1 keine Nullstelle von P ist.
Einsetzen des Ansatz z (t) = ae’ in die DGL ergibt

ae' + 2ae’ + ae' = €,

woraus folgt

1
4a=1und a = -.
a und @ = -
Alternativ erhalten wir den gleichen Wert von a nach ([2.37)):
1 1 1

a = —.

P(u) 1+2+1 4

Deshalb ist die Antwort z (t) = 1¢’.

Beispiel. Betrachten wir noch eine DGL:

2"+ 22 + x = sint. (2.38)
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Die Sinusfunktion sint ist der Imaginirteil von e, und deshalb bestimmen wir erst eine
spezielle Losung von der DGL
o 422+ x = e, (2.39)

und danach nehmen den Imaginarteil der Losung. Fiir den Ansatz z (t) = ae™ erhalten

wir nach (2.37)
1 1 1 i
a= —=—-.

P(p) 2+2+1 28 2

Somit ist eine spezielle Losung von ([2.39))

0 L (cost +isint) — ~sint — + cost
- —— —= —— (COS S = — S — — COS
T (& 2 1S1n 2 1n 2 >

und der Imaginéarteil x (t) = —% cost ist eine spezielle Losung von (|2.38]).

Beispiel. Betrachten wir die DGL

2" + 22 +x =e"cost (2.40)
und bemerken, dass die Storfunktion e *cost der Realteil von e mit p = —1 + 1 ist.
Deshalb losen wir zunachst

" 4 220" 4+ 1 = e, (2.41)

Fiir den Ansatz x (t) = ae” erhalten wir

1 1
a = —=

P(u)  (—1+i)+2(-1+i)+1

Deshalb hat (2.41)) die spezielle Losung x (t) = —e(7'*)* = —e~tcost — ie~*sint, und
(2.40) hat die Losung z (t) = —e ' cost.

Beispiel. Jetzt fligen wir drei obige Beispiele zusammen:
2" 422" + 1 = 4e' — 2sint + e " cost, (2.42)

wobei die Stérfunktion eine Linearkombination von den obigen Storfunktionen ist. Nach
Lemmaerhalten wir eine spezielle Losung von (2.42)) als die gleiche Linearkombination
von den obigen speziellen Losungen:

ro(t) = 4 (}let> -2 (—% cost) + (—e " cost)
= ' +cost—e 'cost.
Da die allgemeine Losung der homogenen DGL z” 4+ 22’ + x = 0 ist
zp (1) = (Cy + Cat) e,
erhalten wir nach Lemma die allgemeine Losung von ([2.42)

x(t) =e' +cost —ecost + (C) + Cot) e,
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Beispiel. Betrachten wir die DGL

2+ 20 +x=et.

Jetzt ist der Wert p = —1 eine Nullstelle von P (\) = A* + 2)\ + 1 und die Methode von
Lemma, [2.8 funktioniert nicht. In der Tat lést der Ansatz v = ae™! in diesem Fall die
homogene DGL, und fiir inhomogene DGL muss man einen anderen Ansatz finden.

Der Fall wenn p eine Nullstelle von P () ist, heifit resonanter Fall. Der folgende Satz
liefert die generelle Losungsmethode von (12.35)) fiir beliebige Quasipolynomen f (¢).

Satz 2.10 Seien R (t) ein nicht-Null Polynom von Grad k > 0 und p eine komplexe Zahl.
Sei m die Vielfachheit von p beziiglich des Polynoms P. Dann hat die DGL

d
P (E) = R(t)e" (2.43)
eine spezielle Losung der Form

o (t) =1"Q (t) €,

wobei Q (t) ein (gesuchtes) Polynom k-ten Grades ist.
Im Fall R(t) = o (und k = 0) hat die DGL P (%) 2 = aet eine spezielle Lisung

wo (t) = P(%(M)tmeﬂt. (2.44)

Bemerkung. Als wir spiter sehen (vgl. Lemma [2.12), PU™ (1) # 0 so dass die Funktion
(2.44) wohldefiniert ist.

Beispiel. Betrachten wir noch einmal die DGL

2+ 2 +x=et.

Offensichtlich hat die Stérfunktion die Form R (t) e* mit R (t) = 1 und g = —1. Da —1
eine 2-fache Nullstelle von P ()\) = A\* + 2) + 1 ist, benutzen wir den folgenden Ansatz
zur Losung

zo () = at’e™,

wobei die Konstante a das Polynom @ darstellt (weil deg @ = 0). Einsetzen in die DGL
ergibt
a ((t2eft)” +2 (t2eft), + t2e*t> = et

a2e”t = et

woraus a = % folgt. Die spezielle Losung ist also

1
xo (t) = §t2€_t.

Alternativ kann man diese Losung direkt nach (2.44]) erhalten:

t2e7t = 17f2e’t.

T Pr(-1) 2

o (t)
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Beispiel. Bestimmen wir eine spezielle Losung der DGL
o'+ 22+ =te . (2.45)

Wir haben R (t) = ¢ und, wie zuvor, p = —1 mit Vielfachheit m = 2. Da deg R = 1,
muss das Polynom ) von Grad 1 sein, also @ (t) = at + b, wobei a und b die gesuchten
Konstanten sind. Einsetzen der Funktion

z(t) = (at +b) e = (at® + bt*) e
in die DGL ergibt

2"+ 22+ = ((at3 + btz) e’t)” +2 ((at3 + bt2) e*t)/ + (at3 + btz) et
= (2b+ 6at)e".

Das Vergleich mit ([2.45]) ergibt die Gleichung fiir @ und b

2b + 6at = t,

1

¢ und b = 0 folgt. Die spezielle Losung ist also

woraus a =

A
To (t) = ge .

Somit ist die allgemeine Losung von ([2.45))
3

t
x(t) = ge‘t + (Cy + Cot) e

2.3.5 Beweise von Satze [2.7], [2.10] und [2.3]

Fiir den Beweis von Satz machen wir erst eine Vorbereitung. Das folgende Lemma, ist
eine Verallgemeinerung der Identitét ([2.30)).

Lemma 2.11 Seien f (t), g (t) n-fach differenzierbare Funktionen auf einem Intervall I.
Dann gilt fiir jedes Polynom P (\) = ag\" + a; \"" ' + ... + a,, von Grad < n die folgende

Identitdt:
p(2 (fg):ilfmpm 4y, (2.46)
dt <l dt

In der Tat kann man die Summe auf alle j > 0 erweitern, da fiir j > n die Ableitung
PU) identisch 0 ist.

Beispiel. Fiir das Polynom P (A\) = A*> + A + 1 haben wir P’ (\) = 2\ + 1, P” = 2, und
(2.46) ergibt
d d 1 d
" !/ _ P . IP/ . - //P// _
(fo)" + (o) +fg = f (dt)g+f (dt)ngzf (dt>g
= f'+d+9)+ 20 +9+ g
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Es is einfach diese Identitédt direkt mit Hilfe von der Produktregel zu beweisen.

Beispiel. Im Fall f (t) = ¢* und g (t) = 1 erhalten wir aus (2.46)

i Ao nl AN 00 i
P(dt>e = 2 (@RI G

j=0
= Y SNMPU(0) = P (V) e,
— ]

was beweist noch einmal (2.30)).

Beweis. Da die beiden Seiten von ([2.46)) linear in P sind, reicht es die Identitét (2.46)
fiir den speziellen Fall P (\) = A\*, k < n zu beweisen. In diesem Fall haben wir

PY =k(k—=1)...(k—j+ 1)\

fir j <k, und PY =0 fiir j > k. Somit erhalten wir

PU)(%> = k(k—1)..(k—j+1 )(i)k_j,jsk,

P (i) = 0, j>k,

dt
und die Identitét (2.46) wird
k . k
kE(k—1)..(k—j+1)
(fg)(k) — Z ( ) j'( f0) glk=1) Z( )f(J (2.47)
=0 ) Jj=0

wobei (lj) Binomialkoeffizienten sind. Diese Identitat ist von Analysis bekannt als Leib-
nizformel (Leibnizsche Regel)f| m

Lemma 2.12 Fine komplexe Zahl X ist eine Nullstelle mit Vielfachheit m eines Polynoms
P genau dann, wenn

P®) (X)) =0 fiir alle k =0, ...,m — 1 und P™ (\) # 0. (2.48)
D.h. m ist die minimale positive ganze Zahl derart, dass P (\) # 0.
Beweis. Ist A\ eine Nullstelle von P mit Vielfachheit m, so gilt die Identitat
P(2)=(z=XN)"Q(z) firalle z € C,
wobei ) ein Polynom ist, so dass @ (\) # 0. Fiir jede natiirliche Zahl k we haben nach

Leibnizformel i
PO ()= (’;) (2 — ™D Q= ().

Jj=0

SFiir k = 1 fiihrt (2.47) zuriick auf Produktregel

(f9)' = f'9+ 19"
Fiir £ > 1 beweist man (2.47) durch Induktion nach k.
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Im Fall £ < m gilt immer j < m und somit
((z — )\)m)(j) = const (z — \)" 77,

und diese Funktion verschwindet an z = \. Deshalb fiir k < m haben wir P%*) () = 0.
Im Fall £ = m erhalten wir noch mal, dass alle Ableitungen ((z — A)m)(] ) verschwinden
an z = A fiir j < k, wahrend fiir j = k erhalten wir

(z=N™Y = ((z =)™ =ml £0

und somit

P (X)) =m!Q (\) #0.

Damit ist (2.48) bewiesen.
Umgekehrt, gilt (2.48)), so ergibt die Taylorformel fiir Polynomen

/ (n)
P(z) = P(\)+ Pl(!)\) (z—)\)+...+Pn—!(/\)(z—)\)”
_r (T:L‘(A) (2= A)™ 4t P(TZ'W (z = A)"
= -N"Q()
wobei n = deg P und
(m) (m+1) (n)
Q(z) = P m!(A) + P(m+ 1());) (z=A)+ ...+ P n!()\) (z—=XN)"".

Offensichtlich @ (\) = P(MT)!()‘) # 0, woraus folgt, dass A eine Nullstelle von Vielfachheit m
ist. m

Lemma 2.13 Seien Ay, ..., A, verschiedene komplexe Zahlen, wobei r > 1. Gilt fur Poly-
nomen P; (t) tiber C die Identitdt

Z P;(t)eM' =0 fir allet € R, (2.49)
j=1

dann sind alle Polynomen P; (t) identisch Null.

Beweis. Wir benutzen die Induktion nach r. Der Induktionsanfang r» = 1 ist trivial.
Den Induktionsschritt von » — 1 zu r fithren wir wie im Beweis von Satz durch. In der
Identitat konnen wir auf alle Nullpolynomen P; verzichten und somit voraussetzen,
dass P; kein Nullpolynom fiir jedes j = 1,...,r ist. Dividieren durch e*? und

bezeichnen \; — A, =: p; ergibt

r—1

D Pi(t)et + P(t) =0. (2.50)

j=1

Wihlen wir eine ganze Zahl k > deg P, wobei deg P der Grad von P ist. Die k-fache
Ableitung von (2.50)) ergibt

r—1

S (Fest)? =o. (2.51)

J=1
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Behauptung. Seien P ein Polynom tber C und p # 0 eine komplex Zahl. Dann gilt fir
alle k =0,1, ...
(P (1)) = Q1) e (252)

wobei Q) auch ein Polynom ist mit deg () = deg P.

Es reicht fiir K = 1 zu beweisen und danach die Induktion nach k& zu benutzen.
Ist P = 0 dann gilt auch @) = 0. Sei P nicht-Null. Dann reicht es die Identitat
fiir Monomen P (t) = t™ beweisen, da fiir allgemeine Polynomen danach nach
Linearitat folgt. Fiir £ = 1 und P (¢) = t™ haben wir

(tmeut)/ _ theut + mtm—ltut — Q (t) e,ut

wobei deg () = m = deg P, was zu beweisen war.
Nach der Behauptung haben wir

(B (0)e) ™ = Q; (1) e,
wobei deg (); = deg P; und deshalb (); # 0. Andererseits haben wir nach ([2.51))

r—1

> Qe =o.

J=1

Die Induktionsvoraussetzung ergibt (); = 0, und dieser Widerspruch beschliefit den Be-
weis. W

Beweis von Satz Seien P das charakteristische Polynom von (2.29) und A eine
Nullstelle von P von Vielfachheit m. Wir beweisen erst, dass die Funktion z (t) = tFet
die DGL (2.29)) fiir jedes k =0, ...,m — 1 16st, also

d
P (") =o0.
() )
Nach Lemma und ([2.30)) haben wir

i k_AtY nl G p) i M
P(dt)(te) = ) ()

Falls j > k dann (tk)(j) = 0. Falls j < k dann j < m und somit nach Voraussetzung und
Lemma P (\) = 0. Deshalb verschwinden alle Terme in der obigen Summe, was

ergibt
d
P(3) (4 =0

also die Funktion x (t) = t*eM 16st (2.29)).
Jetzt zeigen wir, dass die n Funktionen in der Folge

theMt j=1,.r, k=0,...,m; — 1, (2.53)
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linear unabhéngig sind. Betrachten wir eine Linearkombination von diesen Funktionen,
die dargestellt werden kann wie folgt:

r mJ—l

> CutheM' = }:P (2.54)

j=1 k=0

wobei P; (t) = Y17, ! C;xt* Polynomen sind. Nach Lemma kann die Linearkombi-
nation ([2.54) nur dann identisch Null sein, wenn P; = 0, woraus folgt dass alle Cj;, = 0
und somit die Funktionen linear unabhéangig sind.

Seien aq, ...,a, reell. Sei A\ = «a + i eine nicht reelle Nullstelle der Vielfachheit m.
Nach Lemma erfiilllt A die Gleichungen (2 Konjugleren dlese Gleichungen ergibt
die #hnlichen Gleichungen fiir A, da P (\) = (vel. Daraus folgt, dass \
auch eine Nullstelle der Vielfachheit m ist.

Die letzte Behauptung, dass jedes Paar

tkekt tkekt

I

in (2.53) durch das Paar
the™ cos Bt, tFe™ sin Bt

ersetzt werden kann, folgt aus der Beobachtung, dass diese Paare auseinander durch Lin-
eartransformationen nach Eulerformel entstehen und somit gleichen Unterraum erzeugen,
wie im Beweis von Satz 2.6l =

Beweis von Satz We miissen beweisen, dass die DGL

P (Ci) r=R(t)e"

x(t) =t"Q (t) e
hat, wobei m die Vielfachheit von p beziiglich P ist und @) ein Polynom mit deg @) = k :=
deg R ist. Nach Lemma erhalten wir

p(%>x _ P(i) (t"Q (1) ) = Z%(th(t))")P <jt)€“t

j=0

eine Losung in der Form

= Q) PO () e (2.5%)

=0 !
Da nach Lemma gilt PY) (1) = 0 fiir alle j < m, kann der Laufindex j durch j > m
beschrankt werden. Bezeichnen wir
y () = (" Q (1)) (2.56)

so dass

d P9 ()
AN N W) Gem ut
P<ﬁ)x—§: L ylamm)gnt, (2.57)

jzm Jt
Ist @ ein Polynom von Grad k, so ist @) ein Polynom von Grad m + k£ und somit ist
y(t)=({t"Q(t )) ) ein Polynom von Grad (m + k)—m = k. Umgekehrt, ist y ein Polynom
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von Grad k, so ergibt die m-fache Integration von (2.56|) (ohne die Integrationskonstanten
zu addieren) und Division durch ¢™ ein Polynom von Grad k, das ist ). Deshalb reicht es
ein Polynom y von Grad k zu bestimmen, derart, dass die rechte Seite von gleich
R (t) e* ist. Da et sich herauskiirzen lasst, erhalten we die folgende DGL fiir y

() ,
Z PT(u)y(J—m) = R(t).

jzm
Durch den Wechsel | = j — m des Laufindex, schreiben wir diese DGL in der folgenden

Form um:
S by = R (1), (259)

1>0

P ()

T insbesondere

wobei b; =

bo = w £ 0. (2.59)
m!

Es bleibt die folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung. Seiby # 0. Ist R (t) ein Polynom von Grad k > 0, so ezistiert ein Polynom

y (t) von Grad k, das (2.58)) erfiillt.
Beweis durch Induktion nach k. Im Induktionsanfang fiir £ = 0 ist R (¢) konstant,

z.B., R(t) = «a, und y () muss auch konstant sein, also y(¢) = ¢. Dann fiihrt (2.58))
zuriick auf die Gleichung byc = «, woraus folgt ¢ = a/by.
Fiir den Induktionsschritt von Werten < k zu k, stellen wir y in der Form

y=cth +2(t) (2.60)

dar, wobei z ein Polynom von Grad < k ist. Einsetzen (2.60]) in (2.58) ergibt die DGL
fiir z

Z bz = R(t) — Z by (ctk)(l) = R(t).

1>0 1>0

Bemerken wir, dass R immer ein Polynom von Grad < k ist, als die Differenz von zwei
Polynomen von Grad k. Bezeichnen mit at* den héchsten Term im Polynom R (), also

R (t) = at® 4+ Terme von Grad < k.

Dann gilt _
R (t) = (o — byc) t* + Terme von Grad < k.

Bestimmen ¢ aus der Gleichung byc = «, also ¢ = /by, ergibt degé < k. Nach der
Induktionsvoraussetzung hat die DGL

> bz = R(t)

eine Losung z (t), die ein Polynom von Grad < k ist. Somit ist die Funktion y = ct* + 2

ein Polynom von Grad k, und y 16st die DGL ([2.58]).
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Letztlich betrachten wir den Fall R () = . Im Induktionsanfang haben wir es schon
gesehen, dass in diesem Fall y () eine Konstante ist wie folgt:

mla

(0)=4 =
Y by PO (p)
Die DGL ([2.56)) wird

mla
tmQ ()™ = ————
Q)™ = Fy
woraus die m-fache Integration ergibt
@
Q) (t) = ———— 1™,
0= P )

Deshalb hat die DGL P (%) r = aet eine spezielle Losung

m t o m ut
l’(t):t Q(t)e“ :mt 6“,

was zu beweisen war. ®
Fiir den Beweis von Satz [2.3] brauchen wir das folgende Lemma.

Lemma 2.14 (Gronwall-Lemma) Sei z (t) eine nicht-negative stetige Funktion auf einem
Intervall [a,b] und ty € [a,b]. Gilt die folgende Ungleichung fir alle t € [a,b]:

t
S <C+L / 2 (s)ds| . (2.61)
to
mit beliebigen Konstanten C,L > 0, dann gilt fir alle t € [a,b] die Ungleichung
2 (t) < Cekli=tol, (2.62)

Bemerkung. Normalerweise formuliert man Gronwall-Lemma fiir den Fall {5 = a. In

diesem Fall entfallen die Betragzeichen in (2.61]) und (2.62)), weil ¢ > ;.

Beweis. Es reicht die Behauptung im Fall C' > 0 zu beweisen, da der Fall C' = 0
daraus folgt indem man C' — 0 ldsst. In der Tat, ist (2.61]) mit C' = 0 erfiillt, so ist (2.61])
auch mit jedem C > 0 erfiillt. Es folgt, dass (2.62) mit jedem C' > 0 erfiillt ist, und das
ergibt (2.62) mit C' = 0.

Also, nehmen wir an, dass C' > 0 und definieren eine Funktion F' auf dem Interval
[to, b] wie folgt

t
F(t) :C+L/ z (s) ds.
to

Bemerken wir, dass die Funktion I’ echt positive und differenzierbar ist, und F’' = Lz
gilt. Die Bedingung (2.61)) ergibt fiir ¢ € [tg, b] dass z < F und somit

F'=Lz<LF.

Diese Differentialungleichung kann gelost werden genau so, wie trennbare DGLen. Divi-
dieren durch F' ergibt



und durch Integration {iber [to, t] erhalten wir, dass

F(t) LF(s) !
lnF(to) :/to F(S>ds§/to Lds = L (t —to),

fiir alle ¢ € [to, b]. Daraus folgt
F (t) < F (tg) eFt=t) = Cellt=to),
Da z < F, erhalten wir (2.62)) fiir alle t € [to, b].
Auf dem Intervall [a, ty] betrachten wir analog die Funktion

F(t):C—l—L/ttOz(s)ds,

die positive und differenzierbar ist. Da [’ = —Lz und nach (2.61)) z < F, erhalten wir
die Differentialungleichung
F'> —LF,

die ergibt fiir ¢ € [a, to]

und
2 (t) < F(t) < F(ty) eMlt=hl = cetlt=tol,

]
Beweis von Satz . Wiéhlen wir ein beschrénktes geschlossenes Interval [«, 5] C 1,
derart, dass ty € [, 5]. Wir beweisen die folgenden zwei Behauptungen:

1. die Eindeutigkeit der Losung auf [a, 8], sowie auf jedem Teilintervall I’ C I;

2. die Existenz einer Losung auf [« 3], sowie auf dem ganzen Intervall I.

Bemerken wir, dass fiir jede Losung x (t) von ({2.8)) auf [a, 5] und fiir alle t € [a, (] gilt

r(t) = xo+/tx'(s)ds

to

= xo+ / (A(s)z(s)+ B (s))ds. (2.63)

to

Sei x (t) und y (t) zwei Losungen von ([2.8)) auf the interval [a, 5], dann die beiden Funk-
tionen erfiillen die Integralgleichung (2.63)). Daraus folgt, dass

t
o)~y (0 = [ A6 () -y () ds
to
fir alle t € [«, 5]. Sei ||-|| eine Norm in R™ . Wir benutzen die Ungleichung

| /t:f(5>d8 /t:llf(8>|!ds

: (2.64)

<
5
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die fiir jede stetige Funktion f (s) mit Werten in R” gilt. Mit Hilfe von (2.64) erhalten
wir

[z () —y @I <

/t 1A (3) (@ (s) — y ()] ds

< / JA @) 1z () — 5 ()] ds

<L / I () — y ()]l ds| (2.65)
wobei

L= sup ||A(s)|. (2.66)

s€[a,f]

Da die Verkettung s — A (s) — ||A(s)] stetig ist, ist die Funktion || A (s)|| beschrankt
auf dem Intervall [o, 8], so dass L < co. Nach (2.65) gilt fir die Funktion

z(t) == () =y @

/t:z(s) ds|

Lemma [2.14 mit C' = 0 ergibt 2z (¢) < 0 und somit z (£) = 0, z (t) = y (¢) auf |, J].

Sei x (t),y (t) zwei Losungen von auf einem Intervall I’ C I. Fiir jedes Inter-
vall [a, f] C I' mit ty € [a, ] haben wir z(t) = y(t) auf [a,]. Da jedes Intervall
als eine Vereinigung von beschrankten geschlossenen Intervallen dargestellt werden kann,
gewinnen wir die Identitat x (t) = y (¢) auf I'.

Jetzt beweisen wir die Existenz einer Losung von auf [, 5] mit Hilfe von Annaherung
durch eine Funktionenfolge {z, (t)},—, auf (o, 3]. Die Ndherungslosungen werden induktiv
definiert wie folgt:

die folgende Ungleichung;:
z(t) <L

zo (t) = o
und .
xy (t) = o + / (A(s)xp_1(s)+ B(s))ds, k=>1 (2.67)

Es ist klar, dass alle Funktionen xy, (t) stetig auf [a, ] sind. Wir beweisen, dass die Folge
{xx )i, auf [, 8] gegen eine Losung von (2.8) konvergiert fiir & — co. Mit Hilfe von

und
xp_1 (1) =20 + / (A(s)xp_2(s)+ B(s))ds

to
erhalten wir, fiir jedes £ > 2 und t € [o, 5],

lzx () = i (DI <

/t LA )] s () — i ()] ds

< L , (2.68)

t
[ s (s) = mna (9 ds
to
wobei L wie frither nach (2.66|) definiert ist. Bezeichnen wir

2 (8) = o (8) = e O]
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und schreiben ([2.68)) in der folgenden Form um:

t
/zk_l (s)ds|.
to

Erst schitzen wir die Funktion z; (t) = ||x1 (t) — 2o (¢)]| fiir ¢ € [to, 5] ab, wie folgt:

a0 = [ @m0

to

2, (t) < L (2.69)

< M (t—ty),

wobei
M = sup [|A(s)xo+ B(s)| < oo.
s€[a,]

Es folgt aus ([2.69), dass fiir ¢ € [t, B]

(t = to)”

2 () < LM s—to)dS—LM—2 ,
2 2, (t—t0)’
z3(t) < L°M =L°M 5.3

. k o k
Zk(t) < kalM( k'tO) §< (t k!to))7

wobei ¢ = max (L, M).
Mit dem gleichen Argument behandeln wir den Fall ¢ € [a,t;] und gewinnen die

folgende Ungleichung
t—to|)F
e (1) — (0] < 10

fir alle ¢ € [, 8]. Da die Potenzreihe

i |t—750

k=0

konvergiert fiir alle reellen ¢, und zwar gleichmassig auf jedem beschrankten Intervall von
t, auch die Funktionenreihe

konvergiert gleichméssig auf |«, 3]. Daraus folgt, dass die Funktionenreihe mit Vektor-
Werten

D k(1) =z (1))
k=1
konvergiert gleichméssig auf [« ﬂ Da die Partialsummen dieser Reihe gleich xy () — zg

sind, gewinnen wir, dass die Funktlonenfolge {zx ()} gleichméafig auf [« 8] konvergiert.
Bezeichnen wir
x(t) = lim zy (¢) .

k—o0

"Wir benutzen hier den folgenden Satz aus Analysis II (eine Version von WeierstraB-Satz). Sei {fx (t)}
eine Funktionenfolge auf einem Intervall [c, 8] mit Werten in R™. Konvergiert die Funktionenreihe

PG
k=1
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Die Funktion z (t) ist stetig auf [«, 5] als der Limes von einer gleichméfig konvergierten
Funktionenfolge von stetigen Funktionen. In der Identitét (2.67)), also

o (£) = 20 + / (A(s) 2o (5) + B (s)) ds,

to

lassen wir k gegen unendlich gehen, und erhalten, dass der Grenzwert x (t) die folgende
Integralgleichung erfiillt:

x(t) =x0+ / (A(s)x(s)+ B(s))ds (2.70)

to

(das Integralzeichen und der Limes sind vertauschbar auf jedem kompakten Intervall).
Wir behaupten, dass z () das Anfangswertproblem (2.8) auf [«, 5] 16st. Da die rechte
Seite von eine differenzierbare Funktion von ¢ ist, so ist x (¢) auch differenzierbar,
und .
o = % <m0+/ (A(s)z(s) —I—B(s))ds.) =A(t)z(t)+ B (t).

to
SchlieBlich, es ist klar von (2.70), dass z (t5) = xo. Deshalb lost = () das Anfangswert-
problem (12.8)) auf [« 3].

Jetzt definieren wir eine Losung auf ganzem Intervall I. Es gibt eine wachsende Folge
von beschrénkten geschlossenen Intervallen {[a;,[;]};~,, derart, dass ihre Vereinigung
gleich I ist; wir nehmen auch an, dass ty € [y, 5] fiir alle i. Bezeichnen mit x; (¢) eine
Lésung von auf oy, B;]. Dann ist ;41 (¢) auch eine Losung von auf oy, 3,], und
nach Eindeutigkeit des 1. Teils gewinnen wir, dass z;41 (t) = z; (t) auf [y, 8;]; also, in der
Folge {x; (t)} ist jede Funktion eine Fortsetzung der vorangehenden Funktion. Daraus
folgt, dass the Funktion

x(t) :=x; (t) fir t € [ay, 5]

wohldefiniert fiir alle ¢ € [ ist, und deshalb z (t) eine Losung von Anfangswertproblem

(2.8) auf [ ist. m

Der Beweis von der Existenz der Losung fithrt zur folgenden Methode fiir Bestim-
mung der Losung z (f) des Anfangswertproblems (2.8). Man definiert eine Folge von
Niherungslosungen xy (t) nach den Regeln

xo(t) = o,

a1 (£) = xo+ / (A(s)zi (s) + B(s)) ds.

to

Diese Folge {x (t)} heifit die Picarditeration. Nach dem Beweis von Satz 2.3 konvergiert
die Folge {z (1)} gegen die Losung z (¢) fiir alle ¢t € I, und zwar gleichméfig auf jedem
kompakten Teilintervall [« 5] C I.

gleichméfig auf [«, 8], so konvergiert auch die Funktionenreihe

PFAGE

k=1

auch gleichméBig auf [a, f].
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Beispiel. Betrachten wir eine DGL

' =x,
xz(0)=1.
Die Picarditeration ist durch die Identitat
t
Tpe1 (B) =1 +/ xy (s)ds
0

gegeben. Da zg (t) = 1, erhalten wir induktiv

¢
xl(t):1+/ zods =1+,
0

t t2
xg(t):1+/ rids=1+t+ —
0

2
t 2 43
l‘g(t):1+/0$2dt:1+t+a+§,

usw., so dass
2 tk
xk(t):1+t+§+§+...+ﬂ

Da xy, (t) die partiellen Summen der Exponentialreihe sind, erhalten wir, dass xy, (t) — €

fir £ — oo und somit die Funktion z (¢) = €' die Losung ist (was uns schon bekannt ist)
— siehe Fig. (16|

20T

10T
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Figure 16: Naherungslosungen xy, () fiir k = 0,1, 2,3, 4 und die exakte Losung z (t) = €
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2.3.6 Die DGLen 2-ter Ordnung mit periodischer Storfunktion

Betrachten wir eine DGL 2-ter Ordnung
" 4+ pr' 4+ qr = f (1), (2.71)

die in vielen Anwendungen in Physik vorkommt.
Z.B., wie wir es schon gesehen haben, beschreibt (2.71]) die 1-dimensionale Bewegung eines Teilchen,
sowie die Stromschwingung in einem RLC-Stromkreis (Fig. .

R j'x(t)

V() © g L

@]

Figure 17: RLC-Stromkreis

Seien R der Widerstandswert, L die Induktivitdt und C die Kapazitat im Stromkreis. Seien V' (¢) die
Spannung der Stromgquelle und x () der Strom im Stromkreis um Zeit t. Wir haben gesehen, dass z (t)
die folgende DGL erfiillt:

Lx”—l—Rx/—F%:V’.

Angenommen L # 0, ergibt Dividieren durch L die DGL , wobei p = R/L, ¢ = 1/(LC), und
f=V'/L.
Wir benutzen den Satz [2.10| um die folgende DGL zu untersuchen

" + pr' + qr = Asinwt, (2.72)

wobei A, w gegebene positive Konstanten sind. Physikalisch stellt die Storfunktion f (¢) =
Asinwt eine externe periodische Kraft dar. Die Zahl A heifit die Amplitude von der
Storfunktion und w heifit die Frequenz order die Aussenfrequenz. Im Fall von Stromkreis
modelliert diese Storfunktion eine periodische Spannung mit der Frequenz w. Z.B., der
Wechselstrom in den Steckdosen hat die Frequenz 50 Hz, die den Wert w = 27 - 50
entspricht.

Wir nehmen an, dass p > 0 und ¢ > 0 und betonen, dass diese Voraussetzungen in
physikalischen Anwendungen erfiillt sind. Bestimmen wir eine spezielle Losung von ([2.72)).
Da sin wt = Im e“?, betrachten wir zuerst die DGL mit komplexwertiger Storfunktion

2"+ pr’ + qr = A, (2.73)

Sei P (A\) = A* + pA + ¢ das charakteristische Polynom.
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Nicht-resonanter Fall. Erst betrachten wir den nicht-resonanten Fall, wenn iw keine
Nullstelle von P ()) ist. Fiir den Losungsansatz x (t) = ce*! erhalten wir nach Lemma
(oder Satz [2.10)):
A
¢ P(iw) —w?+piw+q ato ( )

Somit ist die spezielle Losung von ([2.73))

(a4 1ib) €“' = (acoswt — bsinwt) + 1 (asinwt + bcoswt) .
Der Imaginarteil davon liefert die spezielle Losung von ([2.72))
xo (t) = asinwt + bcoswt. (2.75)
Diese Losung kann auch in der folgenden Form umgeschrieben werden:
xo (t) = Beospsinwt + Bsing coswt = Bsin (wt + @),

wobei die Konstanten B und ¢ mit den Konstanten a und b gemafl der folgenden Gle-
ichungen verkniipft sind:
Bcosp =a, Bsinp =0b.

Die Konstante B heifit Amplitude und ¢ die Phase oder der Phasenwinkel der Losung.
Quadrieren und Addieren der Gleichungen ergibt

A
B=vVa+ 1 =|c|=

oo et

Dann bestimmt man eindeutig den Winkel ¢ € [0,27) durch cos¢ = a/B und sinp =
b/B.

Um die allgemeine Losung von ([2.72)) zu bestimmen, miissen wir noch zu (2.75) die
allgemeine Losung der homogenen DGL

(2.76)

2" +px’ +qr =0 (2.77)

zu addieren. Seien A\; und A, die Nullstelle von P (1)), also

p p?
Ao =—==F1\/— —q.
1,2 5 1 q

Betrachten wir die verschiedenen Fallen.

A1 und Ay sind reell.

Da p > 0 und ¢ > 0, gilt \;, A\ < 0. Die allgemeine Losung der homogenen DGL
(2.77)) ist nach Satz

(t) - Cleklt + Cgekﬁ, )\1 7& )\2
Th - (Cl + Cgt) €>\1t, )\1 = )\2.

In den beiden Fillen hat z (t) eine exponentielle Abnahme fiir ¢ — oco. Somit hat die

allgemeine Losung von (2.72) die Form

z(t) = Bsin (wt + ¢) + O (e~ fiir t — oo, (2.78)
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Figure 18: Die Funktion sin? + 2e7%/* sieht wie sint aus fiir ¢t — oo

mit einem ¢ > 0. We sehen, dass fiir ¢ — oo stellt die Funktion Bsin (wt + ¢) den
Hauptterm der Lésung z (¢) dar (vgl. z.B. Fig. [18). Fiir den Stromkreis bedeutet es, dass
der Strom fiir ¢ — co mit der Aussenfrequenz w oszilliert.

A1 und Mg sind nicht-reell. Seien A = o =18 wobei

2
a=-p/2<0 und ﬁ:\/q—%>0.

Die allgemeine Losung der homogenen DGL ist
zy, (t) = e (C} cos Bt + Cysin ft) = Ce® sin (Bt + 1)),

wobei C' und ¢ beliebige reelle Konstanten sind. Die Zahl § heifit die Figenfrequenz
der DGL bzw des physikalischen Systems. Im Fall des Stromkreises, nennt man [ auch
Kreisfrequenz, da ohne Storfunktion oszilliert der Strom im Stromkreis mit der Frequenz

B.

Somit erhalten wir die allgemeine Losung von ([2.72))
z (t) = Bsin (wt + @) + Ce® sin (Bt + ) .

Betrachten zwei weitere Unterfélle.
Ist @ < 0, so ist der Hauptterm B sin (wt + ¢) und die allgemeine Losung erfiillt wieder

2.78) (vgl. Fig. [19).
Ist o = 0, so gelten p = 0, ¢ = 4*, und die DGL ({2.72) wird
2" + P = Asinwt. (2.79)

Da die Nullstellen des charakteristischen Polynoms gleich +if sind, bedeutet die Voraus-
setzung “iw keine Nullstelle ist”, dass w # . Da die allgemeine Losung der homogenen
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Figure 19: Funktion x (t) = sint + 2e~**sin 7t sieht wie sint aus fiir t — oo

DGL 2" + %z = 0 durch ), (t) = C'sin (8t + 1) gegeben ist, erhalten wir die allgemeine
Losung von (2.79)) wie folgt:

x (t) = Bsin (wt + @) + Csin (ft + 1)) .

Diese Funktion ist offensichtlich eine Uberlagerung von zwei Sinuswellen mit verschiedenen
Frequenzen — die Eigenfrequenz und Aussenfrequenz. Sind w und § inkommensurabel, so
ist z (t) nicht periodisch, vorausgesetzt C # 0 (vgl. Fig. 20).

TN

3+

Figure 20: Die Funktion sint + 2 sin 7t ist nicht periodisch, aber sieht fast wie periodisch
aus.

In einem Stromkreis tritt sich dieser Vorgang nur dann ein, wenn der Widerstandswert R ver-

schwindet, weil p = R/L und p muss 0 sein. Natiirlich in den praktischen Stromkreisen hat man immer
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R > 0 so dass der Vorgang nur ungefihr und nur fiir beschréankten Werten von ¢ eintreten kann.

Jetzt betrachten wir wieder die Formel (2.76) fiir die Amplitude B und nehmen wir an, dass die
Aussenfrequenz w verdndert werden kann, wobei die Amplitude A konstant ist. Stellen wir die folgende
Frage: fiir welchen Wert der Aussenfrequenz w ist die Amplitude B = B (w) maximal? Es folgt aus

[£:76), dass
A

Ve (0 - 20) WP+
und wir sehen, dass B maximal genau dann ist, wenn der Nenner minimal ist. Ist p? > 2q, dann ist der
Nenner minimal fiir w = 0, was physikalisch nicht sehr interessant ist. Nehmen wir jetzt an, dass p? < 2¢

(insbesondere haben wir in diesem Fall p?> < 4¢ und somit sind A; und Ay nicht reell). Dann wird der
maximale Wert von B am folgenden Wert von w angenommen:

B(w)

2

SN NP W
w? = 2(19 2q) =q 5

[ p2
wWorm Ty

heifit die Resonanzfrequenz. Ein Beispiel von Funktion B = B (w) ist auf Fig. gezeichnet, wo man

Der Wert

sieht, dass der Graph von B (w) neben der Resonanzfrequenz wg ziemlich scharf ist. Hat die externe

Kraft die Resonanzfrequenz, also gilt w = wq, dann its die Wirkung der Kraft auf das System maximal.

B 08T
0.7 1
0.6 1
0.5
0.4
0.37

0.2 1

0.1

00 +——F+————————————————|
0.0 0.5 10 15 20 25 3.0

Figure 21: Funktion B (w) = ﬁ firp=1,¢=2 A=1

Um den maximalen Wert By, von B (w) zu bestimmen, benutzen wir die Eigenfrequenz

B=+q—p*/4

und schreiben

Bw) A A
w = =
Vwt —2w2w? + g2 \/(w27w%)2+q27w3
A

\/(w2 )+ 8
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weil

2 4 2 P’ ? 2 p! 2 02
¢ -wy=¢ —|(qg—% ) =q"——F=pp
2 4
Daraus folgt, dass
A
Bmax*7~
pB

Betrachten wir ein Beispiel. Die DGL
2" + 62’ + 34z = sinwt,

hat die Eigenfrequenz 5 = /¢ — p?/4 = 5 und die Resonanzfrequenz wy = 1/¢q — p?/2 = 4. Die maximale
Amplitude ist
A 1

Bmax = 5 = 5A
pB 30
Im Fall w = wg = 4 erhalten wir nach (2.74))
A v 12,
—w2 4 piw+q —42424i+34 50 75

und die spezielle Losung ((2.75)) ist

mit der Amplitudel/30 = 0,0333.... Im Fall w = 8 erhalten wir
1 5 4 .

T 8214834 534 267"
und die spezielle Losung ist

0 O in8t— — cosst
o0 534" 267 “° "

mit der Amplitude B = |¢| ~ 0,0177. Man kann die beiden Funktionen auf Fig. vergleichen.
X(t) 0031
0.02 '-
0.00 | + + } " ; | ,
1 2 4 5
-0.01 1
-0.02 '
-0.03 '--

Figure 22: Zwei spezielle Losungen fiir den Falle w =4 bzw w = 8

'_'-03 -
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Resonanter Fall. Betrachten wir jetzt den resonanten Fall, wenn iw eine Nullstelle von
P ()) ist, also
(iw)® + piw + ¢ = 0.

Daraus folgt, dass p = 0 und ¢ = w?, und die DGL (2.72)) wird
7" + w?r = Asinwt. (2.80)

In diesem Fall haben wir @ = 0 und w = wy = § = ,/q. Die DGL mit komplexwertiger
Storfunktion
r’ +w?z = A (2.81)
hat einen Losungsansatz
x(t) = cte,
wobei die Konstante ¢ nach Satz [2.10] bestimmt werden kann:

A A Ai

TP 2w 2w

Somit ist die spezielle Losung von ([2.81])
Ai

ot A At .
x(t) = —2—te = —i— coswt + — sinwt.
w w w

Der Imaginarteil liefert die spezielle Losung von ([2.80))

At
xo (t) = —3,, €08 wt,

und die allgemeine Losung von ([2.80)) ist wie folgt:

z(t) = —% coswt 4+ C'sin (wt + 1), (2.82)

mit beliebigen Konstanten C' und . Ein Beispiel von Funktion (2.82) wird auf Fig.
gezeichnet.

Dieses Phanomen heifit der Resonanzfall: die Aussenfrequenz w, die Eigenfrequenz
£ und die Resonanzfrequenz wy sind alle gleich. Im Resonanzfall wéchst die Amplitude
der Losung unbeschrankt fiir ¢ — oco. Da eine unbeschrankte Schwingung physikalisch
unmoglich ist, wird das System durch die grofen Schwingungen schliefilich zerstort (oder
man findet, dass das mathematische Modell nicht geeignet ist).

2.4 Der Raum von Losungen linearer Normalsystemen

Betrachten wir ein lineares Normalsystem
¥=A{t)z+ B(t), (2.83)

wobei die Funktionen A : I — R™ "™ und B : [ — R” stetig auf einem nicht-trivialen
Intervall I C R sind, sowie auch das entsprechende homogene Normalsystem:

r=A(t)z. (2.84)
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Figure 23: Die Funktion z (t) = —tcost + 2sint

Bezeichnen wir mit L die Menge von allen Losungen von (2.84) auf I (also L ist die
allgemeine Losung von (12.84))).
Behauptung. L ein Vektorraum tber R.

Beweis. Betrachten erst die Menge F von allen Funktionen / — R". Es ist klar, dass
F ein Vektorraum ist, mit Operationen Addition von Funktionen und Multiplikation mit
einem Skalar. Das Nullelement von F ist die konstante Funktion 0. Offensichtlich ist die
allgemeine Losung L eine Teilmenge von F. Wir miissen beweisen, dass L ein Unterraum
von F ist, d.h.

(i)0e L

(i1) x,y € L = x +y € L (Abgeschlossenheit unter der Addition)

(1ii) x € L,c € R = cx € L (Abgeschlossenheit unter der Multiplikation)

Die Bedingung (7) ist offensichtlich, weil die Funktion x (¢) = 0 eine Losung von ([2.84)
ist.

Die Bedingung (i) folgt aus der Identitét

(x+y) =" +9y =Av+ Av = Az +y),

und (4ii) folgt von (cz)’ = ca’ = A (cx). Deshalb ist L ein Unterraum. m
Der folgende Satz ist analog zum Satz [2.5| und Lemma 2.8

Satz 2.15 (a) Es gilt dim L = n. Folglich ist die allgemeine Ldsung des homogenen
Normalsystems (2.84) durch die folgende Identitit gegeben

xp (1) = Crzy () + ... + Crxy, (1), (2.85)

wobei 1, ...,x, n linear unabhangige Losungen von sind und C, ..., C, beliebige
Konstanten.

(b) Sei g (t) eine spezielle Losung des inhomogenen Normalsystems (2.83). Dann ist
die allgemeine Losung von durch die folgende Identitdt gegeben:

z(t) =z (t) + Crzy (t) + ... + Crxy, (1), (2.86)
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wobei x1, ..., x, sind wie im Teil (a).

Beweis. (a) Wéhlen wir eine beliebige (aber feste) Stelle ¢y € I und definieren eine
Abbildung ® : L — R" wie folgt:

O (z) =z (ty), (2.87)

d.h. |, @ ist die Auswertung der Losung x (f) an der Stelle ¢y. Offensichtlich ist ® eine
lineare Abbildung. Nach Satz ist die Abbildung bijektiv, da fiir jeden Wert
xo € R” genau eine Losung x (t) existiert mit x (ty) = xo, d.h. ® (2) = zo. Somit ist ¢ ein
linearer Isomorphismus zwischen L und R™. Daraus folgt, dass L und R"” linear isomorph
sind und somit dim L = dim R" = n.

Seien x1, ..., x, linear unabhéngige Losungen von , dann stellt die Folge {1, ..., x, }
eine Basis in L dar. Folglich ist jede Funktion von L eine Linearkombination von 1y, ..., z,,
was zu beweisen war.

(b) Wir behaupten folgendes: eine Funktion z (t) : I — R" lost genau dann,
wenn the Funktion y (t) = z (t) — o (¢) 16st. In der Tat ist die DGL 2/ = Az + B

aquivalent zu

(y+z0) = A(y+m)+ B,
v +ay; = Ay+ Axg+ B,
y = Ay,

wobei wir benutzt haben, dass x, = Axy+ B. Nach Teil (a) ist y eine Losung von y' = Ay
genau dann, wenn
y=Crxy (t) + ... + Chzy (1) (2.88)

Daraus folgt, dass die allgemeine Losung x = x¢ + y von (2.83)) durch (2.86|) gegeben ist.
|

Korollar 2.16 Seity € I eine beliebige Stelle. Eine Folge x1 (t) , ...,z (t) von Lésungen
von (2.84)) ist genau dann linear unabhdngig, wenn die Folge von Vektoren 1 (to) , ..., zx (to)
linear unabhdngig ist.

Beweis. Das folgt aus der Bemerkung, dass die lineare Unabhéngigkeit durch den
Isomorphismus ¢ aus bewahrt wird. m

Wir betonen, dass fiir allgemeine Funktionen Korollar nicht gilt: es kann sein,
dass die Funktionen xy, 5 unabhéngig sind, wéhrend die Vektoren x; (to) , 22 (t9) abhéngig
sind.

Beispiel. Betrachten wir den Fall n = 2 und das Normalsystem

i ( (1] _01 )a: (2.89)

Spater lernen wir, wie man solche Systeme 16sen kann, aber jetzt fithren wir das System
auf eine skalare DGL 2-ter Ordnung zuriick. Bezeichnen wir mit X3, X5 die Komponenten

von x so dass ¢ = (g) und ([2.89)) wird

X =—X,
X, = Xi.
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Daraus folgt X} = — X} = —X; und somit
X{I + Xl = 0
Nehmen wir zwei unabhangige Losungen:

1. Xj =cost und Xy = —X| =sint

2. X; = —sint und X5 = cost.

Daher erhalten wir zwei unabhéngige Losungen von ([2.89))

cost —sint
i) = <sint) und -z, (1) = ( cost )

Nach Korollar sind die Vektoren z (¢) und x2 (t) unabhéngig fiir jedes t. Das folgt

auch aus der folgenden Identitéat:

t —sint
det (z1 | x9) = det ( o -

sin cost

)-iso

wobei (27 | x2) eine Matrix mit den Spaltenvektoren x; und x2 bezeichnet.
Betrachten wir jetzt zwei anderen Vektorfunktionen

cost sint
nll) = <sint> und (1) = (cost)’

die offensichtlich auch linear unabhéngig sind als Funktionen. Jedoch haben wir fiir

t=m/4

so dass die Vektoren x; (7/4) und x5 (7/4) abhéngig sind. Folglich kénnen die Funktionen
x1 (t) und x5 (t) das gleiche System o’ = A (t) « nicht l6sen.

Bemerkung. Man kann genauso komplexwertige Normalsysteme betrachten. In diesem
Fall werden die Koeffizienten A (¢) und B (t) definiert als die stetige Funktionen A : [ —
C™™ und B : I — C", und z (t) ist eine gesuchte Funktion mit Werten in C". Dann
gilt die folgende Verallgemeinerung von Satz 2.3} fiir alle to € I und zo € C", hat das
Anfangswertproblem

{ 1 =Ax+ B (2.90)

T (to) = 2o
eine Losung x : I — C"; dariiber hinaus ist die Losung von ([2.90) eindeutig auf jedem
Teilintervall I’ C I, das ty enthélt. Man kann diese Behauptung entweder direkt beweisen,
genauso wie Satz [2.3, oder aus Satz gewinnen durch Identifizierung von C" mit R?"
wie folgt. Stellen wir x () dar wir x (t) = X (t) +1Y (t) wobei X (t) und Y (¢) R"-wertige
Funktionen sind, und analog schreiben A (t) = Ay () +iAs (t), B (t) = By (t) +1Bs (t) mit
reellwertigen A;, B;. Dann ist die Gleichung 2’ = Ax + B #quivalent zu

(X +iY) = (A; +14y) (X +iY) + (By +iBy)
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und somit zu

{ X/:AlX—A2Y+Bl (2 91)

Y/ - A2X+A1Y+B2

Bezeichnen wir mit B die R?"-wertige Funktion (g;), und mit A die R2"*2" wertige Funk-

tion wie folgt:
T Al _A2
A= ( A2 Al ) '

Dann ist (2.91) dquivalent zur DGL

@()/ = Z()}f) +B. (2.92)

Da (2.92) ein lineares Normalsystem der Dimension 2n mit reellwertigen Koeffizienten
ist, nach Satz hat das Anfangswertproblem fiir (2.92)) eine eindeutige Losung, woraus

gleiches fiir (2.90) folgt.
Somit gelten auch Satz und Korollar fiir die komplexwertigen Systeme, vo-

rausgesetzt, dass die Raume von Losungen iiber den Korper C betrachtet werden und die
beliebigen Konstanten C1, ..., C, komplexwertig sind.

2.5 Variation der Konstanten

Betrachten wir wieder das inhomogene Normalsystem
¥=A{t)z+ B(t), (2.93)

mit stetigen Koeffizienten A (¢) : I — R™"™ und B (t) : I — R". Wir fiihren hier ein
Verfahren zur Bestimmung die allgemeine Losung von (2.93)) ein, vorausgesetzt, dass die

allgemeine Losung des homogenen Systems ' = A (t) x bekannt ist. Den speziellen Fall
fiir n = 1 haben wir schon im Abschnitt betrachtet (vgl. Satz[1.4).

Gegeben seien n linear unabhéngige Losungen 1, ....,x, von 2’ = A (t)x, betrachten
wir die Fundamentalmatriz

X@t)= || x1 | w2 |...] zo ||, (2.94)

wobei die k-te Spalte durch den Spaltenvektor xy () gegeben ist, fiir alle k = 1,...,n. Wie
schreiben die n x n Matrix (2.94) kurz in der Form

X (t) = (21 | @2 |...] ).

Nach Korollar sind die Spalten von X () linear unabhéngig fiir jedes ¢t € I, woraus
folgt, dass det X (¢) # 0 und somit die inverse Matrix X ! (¢) fiir alle ¢ € I definiert ist.
Man benutzt X und X!, um das inhomogene Normalsystem ({2.93)) wie folgt zu 16sen.
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Satz 2.17 Die allgemeine Losung des Systems (2.93)) ist durch die Identitdt

2 (t) = X (1) / X1 () B (¢) dt (2.95)

gegeben.

Zunachst beweisen wir eine Behauptung.

Behauptung. Seien x4, ..., x,, Vektoren aus R" und C4,...,C,, € R. Dann gilt die Iden-
titat
Cix1+ ...+ Cpx, = XC, (2.96)

wobei X die n X m Matriz mit Spalten x1, ..., x,, ist und C' der Spaltenvektor mit Kom-
ponenten C4, ..., C,,.

Beweis. Sei z; die i-te Komponente des Vektors x;,. Dann hat die Matrix X die
Elemente x;, wobei ¢ der Zeilenindex ist und k der Spaltenindex. Nach Definition des
Produktes von Matrizen erhalten wir

k=1 k=1

i

woraus ([2.96) folgt. m
Man kann die Identitat (2.96|) etwas ausfiihrlicher darstellen wie folgt:

G

Cy
1 | X9 |...| T, i =Ciz1+ ... + Cprozy,

Chn

Beweis von Satz [2.17,  Da fiir jedes ¢ € I die Vektoren z; (¢), ..., , (t) linear
unabhangig sind, kann jeder Vektor aus R" als eine Linearkombination von den Vek-
toren x; (), ..., z, (t) dargestellt werden. Insbesondere gilt es fiir den Vektor z (t), wobei
x : I — R" eine beliebige Funktion ist. Somit existieren die reellwertigen Funktionen
Cy(t),...,Cp, (t) auf I, derart, dass die folgende Identitét

2 (t)=CL(t)zy (t) + ... + Co () 20 (1) (2.97)

fir alle ¢t € I gilt. Bezeichnen wir mit C (t) den Spaltenvektor mit den Komponenten

Ci(t),...,Cy (t) und umschreiben die Identitét (2.97) nach (2.96):

Daraus folgt, dass
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gilt und die Funktion C(¢) nach ¢ differenzierbar ist, vorausgesetzt, dass x (t) differen-
zierbar isff] Durch Ableitung von (2.97) erhalten wir

= Ciz) + Coxy + ...+ Chal,
+Cixy + Coxg + ... + Clxyy
= C1Az; + CoAxy + ... + C Az, (benutzt z), = Axy)
+Cixy + Coywy + ... + Clxy
= A(C’lﬂl‘l + ngg + ...+ C’nl'n)
+Clr1 4+ Coxg + ... + Clayy
= Az + X'
Deshalb ist die DGL 2’ = Az + B aquivalent zu
XC'=B. (2.98)
Durch Losung dieser Gleichung beziiglich C” erhalten wir

C'=X"'B,

und somit
C(t) :/Xl (t) B () dt,

und

r(t)=XC= X(t)/X‘l (t) B (t) dt,
was zu beweisen war. m
Bemerkung. Die Bezeichnung “Variation der Konstanten” kommt aus der Identitat
(2.97), wo man die Konstanten C1, ...., C,, aus dem Ausdruck

fiir die Losung der homogenen DGL variieren lasst, d.h. durch die Funktionen ersetzt,
und somit die Losung der inhomogenen DGL bestimmt.

Zweiter Beweis von Satz Bemerken zunichst, dass die Fundamentalmatrix X die folgende
DGL
X' = AX (2.99)

erfiillt, weil jeder Spaltenvektor xj von X die &hnliche Gleichung x}, = Axy, erfiillt. Durch Ableitung von
(2.95) nach ¢ und mit Hilfe von Produktregel erhalten wir

z’ X' (t)/X’l ) B(t)dt+ X (t) (X' (t) B(¢))

= AX/X—lB(t)dt+B(t)
= Az + B(t).

8Die Funktion X ' (¢) ist immer nach ¢ differenzierbar, da die Komponenten von X! (¢) rationale
Funktionen der Komponenten von X (t) sind.
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Deshalb 16st  (t) das Normalsystem (2.93)). Jetzt zeigen wir, dass (2.95)) alle Losungen liefert. Das
Integral in ([2.95]) ist unbestimmt und somit kann in der Form

/X*1 (t)B@{)dt =V (t) +C

dargestellt werden, wobei V' (t) eine Stammfunktion und C = (Ci, ...,C),) ein konstanter Vektor ist. Es

folgt aus , dass
x(t) = X VEH)+X@)C
= Iy (t)—l—Cll‘l (t)++C’nscn (t),

wobei g (t) = X (t) V (t) eine Losung von ([2.93)) ist. Nach Satz erhalten wir, dass z (t) die allgemeine
Losung ist. =

Beispiel. Betrachten wir das Normalsystem

, (0 -1
xr = 1 O xZ.

Dieses System hat zwei unabhéngige Losungen

cost —sint
() = (sint) und 5 (1) = ( cost )’

wie es schon bemerkt wurde. Somit ist die Fundamentalmatrix
¥ — Cf)St —sint
sint cost

1 cost sint
~ \ —sint cost |-

Betrachten jetzt die inhomogene DGL
¥ =A(t)z+ B(t)
wobei B (t) = (bl( )). Nach ([2.95)) erhalten wir die allgemeine Losung

t
bz(t
cost —sint cost sint by (t) e
sint cost —sint cost b (1)
cost —sint / by (t) cost + by (t)sint
. . dt
sint  cost —by (t)sint + by (t) cost
Z.B., nehmen wir B (t) = (_1t) an und berechnen das Integral wie folgt:

/ cost —tsint g — tcost + Cy
—sint — tcost  \—tsint+Cy /)’

o) = (cQSt —sint)(tcost+C’1)
sint cost —tsint + Cy

_ (Cicost — Cysint +t

- ( Cisint + Cycost )

t cost —sint
- <0> +Cl(sint> +C2( cost )
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und die inverse Matrix

~—

x(t) =

7~ N7 N

Daraus folgt



Skalare DGLen n-ter Ordnung. Jetzt verwenden wir das Verfahren Variation der
Konstanten zur Losung der skalaren linearen ODE n-ter Ordnung

2™ 4ay ()" 4 ta, (D)= f (1), (2.100)

wobei ay, (t) und f (t) stetige Funktionen auf einem Intervall 7. Wir 1ésen (2.100]) indem
wir die DGL (2.100)) auf ein Normalsystem zuriickfiihren.
Wir wissen schon, dass (2.100]) dquivalent zum Normalsystem

X' =A(t)x+ B(t) (2.101)
ist, wobei
x(t) = (2 (), 2 (£) ..., e (1))
und
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 | 0
—Qp —Qp—1 —0Qp—92 ... —0a1 f

Seien x1, ..., , n linear unabhéngige Losungen der homogenen DGL
™ 4 a2V 4 4a, (t) = 0. (2.102)

Bezeichnen mit x4, ..., x,, die entsprechenden Vektorfunktionen, die unabhéngige Losungen
von ' = A (t) z sind, und betrachten die Fundamentalmatrix

T1 ) Tn
X=(x1]|x2| ... | %)= rf Ty .. T . (2.103)
xgnfl) a:én*l) T

Diese Matrix X heifit auch die Fundamentalmatrix von der DGL ([2.102)). Nach Satz
ist die allgemeine Losung von (2.101)) durch die Identitat

x (t) = X(t)/Xl (t) B (t)dt (2.104)

gegeben. Bezeichnen wir mit y;; die Elemente von Matrix X!, also X ! = (y;), wobei i
der Zeilenindex und % der Spaltenindex sind. Sei y;, die k-te Spalte von X 1. Nach
erhalten wir

X'B =0y +0yo + ... + fyYn = [Yn,

und nach
x=X (t)/f (t) g (1) d.

Bestimmen wir die Funktion z (), die die erste Komponente von x ist. Man erhélt z (¢)
als das Produkt von der ersten Zeile von X und dem Spaltenvektor [ f (¢)y, (t)dt, also

o) =32, 0) [ £ O @)t
j=1
Somit haben wir den folgenden Satz bewiesen.
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Satz 2.18 Seien xq,...,x, n linear unabhdingige Losungen von (2.102) und X die Fun-
damentalmatriz (2.103). Fir jede stetige Funktion f (t) auf I ist die allgemeine Lésung

von (2.100) durch die Identitat
o) =3y (0) [ )0 (00 (2.105)
j=1
gegeben, wobei y;i. die Elemente der inversen Matriz X sind.

Beispiel. Betrachten wir die DGL
" +x=f(t). (2.106)

Die unabhéngige Losungen der homogenen DGL z” + x = 0 sind z; (t) = cost und
xo (t) = sint, und deshalb ist die Fundamentalmatrix

¥ — co‘st sint '
—sint cost

ol cost —sint
~ \ sint cost /°

Nach (2.105|) erhalten wir die allgemeine Losung von ([2.106]):

Die inverse Matrix ist

2(0) = w(t) [ FOma O+ aa(t) [ 10w )t
= cost/f (t) (—sint) dt + Sint/f (t) costdt. (2.107)
Z.B., fur f (t) = sint erhalten wir
z(t) = cost/sint(— sint) dt—i—sint/sintcostdt
.o L. :
= —cost [ sin”tdt + ismt sin 2tdt
1 1. 1 .
= —cost §t_ Zstt—i—(ﬁ + Zsmt(—cos%—i—CQ)
1
= —§tcost + 1 (sin2tcost — sint cos 2t) + ¢; cost + cosint
1
= —§t cost + cycost + cysint.

Die gleiche Antwort kann auch mit Hilfe von Satz gewonnen werden, da die Storfunktion
sint ein Quasipolynom ist.
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Betrachten ein anderes Beispiel von Stérfunktion f (t) = tant, die kein Quasipolynom
ist. In diesem Fall erhalten wir aus 2.107ﬂ

r = cost/tant(—sint)dt+sint/tantcostdt

1 1—sint ) . .
= cost|=In|{——— ) +sint | —sintcost + cycost + cysint
2 1+sint

1 ‘' 1 —sint + . i
= —costln| —— C1 COS Ccosint.
2 1+sint ! 2

Jetzt zeigen wir, wie man die Methode von Variation der Konstanten fiir DGL ([2.106))
direkt benutzen kann, ohne die Formel (2.105)) zu erinnern. Zunéchst bestimmt man die
allgemeine Losung der homogenen DGL z” + 2 = 0 wie iblich:

x (t) = Cycos +Cysint, (2.108)

wobei € und Cy sofern Konstanten sind. Man erhélt den Losungsansatz fiir (2.106))
indem man die Konstanten C}, durch die Funktionen Cj, (t) ersetzt:

x(t) = Cy(t)cost + Cy (t)sint. (2.109)

Um die unbekannten Funktionen C (t) und Cs () zu bestimmen, finden wir zwei Gle-

ichungen fiir 'y und Cs. Durch Ableitung von (2.109)) erhalten wir

2 (t) = —Cy(t)sint + Cy (t)cost (2.110)
+C1 (t) cost + C4 (t) sint,

und wahlen die erste Gleichung wie folgt:
Clcost + Cysint = 0. (2.111)

Die Motivation fir (2.111]) ist folgende. Betrachten wir wieder das entsprechende Normalsystem

x' = ( _01 (1) >x+( f(()t) ) (2.112)

mit der unbekannten Vektorfunktion x = (x,z") . Das homogene System hat zwei unabhéngige Losungen

((Ccsssf),) und ((Ssii;ltt),), die von den Losungen 1 (t) = cost und 5 (t) = sint der DGL z”” +x = 0 entstehen.

Deshalb ist der Losungsansatz fiir (2.112)) wie folgt:

x(t) =€) (<f§§ f)) +C2 (1) ((SEE))

9Das Integral [ tan zsintdt kann wie folgt bestimmt werden:

2 2
t 1-— t dt
/tanxsintdt:/sm dt:/&dt:/ —sint,
cost cost cost

dt dsint dsint 1. 1-—sint
cost cos?t 1—sin“t 2 1+sint

wobei
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deren Komponenten somit sind
z(t) = Cyp(t)cost+ Cs(t)sint
' (t) = Cp(t)(cost) + Co(t) (sint) .

Ableiten die erste Zeile und Subtrahieren die zweite Zeile ergibt ([2.111]).
Ableiten von der ersten Zeile von ([2.110)) ergibt

2" = —Cjcost— Cysint
—C}sint + Cj cost,
woraus folgt
2" + 2= —C{sint + Cjcost.

Bemerken Sie, dass alle Terme mit C; und Cy sich herauskiirzen lassen. Somit erhalten
wir die zweite Gleichung fiir C] und C%:

—Cisint + Cycost = f(t).
Die Losung des linearen Gleichungsystems

Cfcost + Chsint =0
—Cysint + Cycost = f (1)

ergibt
C] = —f (t)sint, Cy = f(t)cost

/ f(t)sintdt, Coy= / f (t) costdt.

Einsetzen in (2.109) ergibt (2.107).

und somit

2.6 Wronski-Determinante und Liouvillesche Formel

Sei [ ein offenes Intervall in R.

Definition. Sei {zj (t)},_, eine Folge von n Vektorfunktionen / — R". Man definiert
die Wronski-Determinante W (t) von der Folge {z;} wie folgt:

W (t) =det (a1 (t) | z2(t) |...] xa (1)),

wobei die Matrix auf der rechten Seite aus den Spaltenvektoren xy, ..., z, besteht.

Somit ist W (t) die Determinante von der n x n Matrix. Man schreibt auch W, . ... ()
wenn die Abhéngigkeit von z1, ..., x,, explizit gezeigt werden muss.

Definition. Sei {x;};_, eine Folge von n Skalarfunktionen I — R, die (n — 1)-fach
differenzierbar auf I sind. Man definiert die Wronski-Determinante W () von der Folge
{z}} wie folgt:

T ) T,

T x! !

W (t) = det ! 2 "
xgn 1) xén—l) xgbn—l)
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Satz 2.19 (Liouvillesche Formel)

(a) Sei xy,...,x, eine Folge von n Lésungen des Normalsystems x' = A(t)x, wobei
A T — R™"™ stetig auf einem Intervall I ist. Dann erfillt die Wronski-Determinante
W (t) dieser Folge die Identitdt

t

W (t) =W (to) exp (/ Spur A (1) dT) : (2.113)
to

fir alle t,ty € 1.

Bemerkung. Wir erinnern uns daran, dass die Spur Spur A der Matrix A gleich die
Summe der Diagonalelementen dieser Matrix ist.

(b) Sei x1,...,x, eine Folge von n Lésungen der skalaren DGL
2™ fa; ()" + L ta, () =0,

wobei ay, (t) stetige Funktionen auf einem Intervall I sind. Dann erfillt die Wronski-
Determinante W (t) dieser Folge die Identitdit

W (t) = W (to) exp (— /t: ar (7) dT) . (2.114)

Beweis. (a) Bezeichnen wir mit z;; die Elementen von der Matrix
X = (x1] 22]...|zn),

wobei i der Zeilenindex und j der Spaltenindex ist. Insbesondere gilt fiir j-te Spalte z;
von X
T
.fL'j = (Qflj,l'gj, ...,l'nj) y
und fir i-te Zeile z; von X
zZi = (-Tilv T2, 7xzn) .

Stellen wir det X in der folgenden Form dar:

W (t) = det X = det

I

Behauptung. Die folgende Identitdt gilt fir allet € I:

/

21 Z1 Z1

) 29 zh 29
W'(t)=det| . | +det| ~ |+..+det| . |. (2.115)

Zn Zn 20

Fiir den Beweis benutzen wir die folgende Verallgemeinerung der Produktregel: seien
fi(t),..., fn (t) differenzierbare Funktionen, dann gilt

(Frooofa) = Fifoeefou 4 Fifscfut oo+ fifoe f (2.116)
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die man durch Induktion nach n beweist. Ferner benutzen wir die Leibniz-Formel

W(t) =det X = Z SN () T17(1)T2r(2) - - - Trr(n)» (2.117)

TESH

wobei S,, die Menge von allen Permutationen von Elementen {1,....,n} ist und sgn ()

das Signum der Permutation 7 bezeichnet, d.h. sgn(w) = 1 falls = gerade ist, und
sgn (m) = —1 falls 7 ungerade ist. Ableiten von (2.117)) mit Hilfe von ([2.116]) ergibt

Z sgn (7 zl,, 1)Z2r(2) - - - Tnr(n) (2.118)

TESR

+ Z SEN (T) T17(1)Thr(2) - - - Trm(n)

TESy
+...+ Z sgn () T1r(1)T2r(2) - - .xlm(n).
WESn

Die erste Summe in (2.118|) sieht genauso aus, wie die Summe in (2.117]), abgesehen davon,
dass die Elemente z;; der ersten Zeile durch ihre Ableitungen ersetzt werden. Deshalb ist
die erste Summe in (2.118)) gleich

det . ,
Zn

und das Gleiche gilt fiir alle andere Summen, woraus (2.115|) folgt.
Da z;; die j-te Komponente von z; ist und gleichzeitig die i-te Komponente von x;,
das die DGL z; = Az; erfiillt, erhalten wir

(), = 2, = (2,)] = (Azy), ZAM (ZA> 2,119
k=1 j

wobei wir benutzt haben, dass die Koeffizienten A;; von j nicht abhangen. Offensichtlich

ergibt (2.119)) die Gleichung
k=1

Z.B., es gilt
21 = Anzr 4+ Arezo + .. + Ainzn,

woraus folgt durch die Linearitdt der Determinante, dass

2] 21 29 Zn

29 29 22 22
det . = All det . + Alg det . + ...+ Aln det

Zn Zn, Zn Zn,
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Bemerken wir, dass alle Determinanten auf der rechten Seite verschwinden, aufler der
ersten Determinante, da sie die gleichen Zeilen haben. Somit erhalten wir

2] 2
%) Z2

det . = All det . = AHW (t) .
Zn Zn

Analog berechnen wir die anderen Terme in (2.115)) und erhalten

= (SpurA)W(t), (2.120)
d.h. W (t) 16st eine lineare DGL ler Ordnung. Gilt W () = 0 fiir einen Wert von ¢, dann
gilt W (¢) = 0 fiir alle ¢ nach Eindeutigkeit von Lésungen von Satz 2.3} In diesem Fall ist

die Identitat (2.113)) trivial. Gilt W (¢) # 0 fur alle ¢, dann l6sen wir die trennbare DGL
(2.120)) indem wir durch W (¢) dividieren und nach ¢ integrieren. Es folgt, dasﬂ

In

W (t) t
W () = /to Spur A (1) dr,

was aquivalent zu ([2.113)) ist.
(b) Die skalare DGL ist dquivalent zum Normalsystem x’ = Ax wobei

. 0 1 0 .. 0
2 0 0 1 .. 0
X = ) und A =
3 0 0 0 .. 1
n—1
fE( ) —Qp —Ap—1 —Ap—2 ... —a1

Im Fall von skalaren DGLen 2-ter Ordnung
2" +ay ()2 +az(t)x =0

hilft die Liouvillesche Formel eine allgemeine Losung zu bestimmen, falls eine spezielle
Losung gegeben ist. In der Tat, seien x4 (t) eine spezielle Losung, die nie verschwindet,
und z (t) eine andere Losung. Dann nach (2.114)) haben wir

o TrT X o _
Wmhr (t) = det < l.ll Z ) - CeXp ( /al (t) dt) ,
r2' — zx) = Cexp <—/a1 (1) dt> )

/ / /
ra’ — xah ( x )
2 = 1

OWir betonen, dass W (t) und W (t() das gleiche Vorzeichen haben und somit ist ihr Verhéltnis positive.

und somit
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Dividieren durch x? ergibt

' C — t) dt
(ﬁ) _ Cexn( f2“1 (t) dt) (2.121)
Somit kann die allgemeine Losung z (¢) durch Integration bestimmt werden.

Beispiel. Betrachten wir die DGL
2’ —2 (1 +tan2t) x=0.

Diese DGL hat eine Losung z; (t) = tant, dass aus der Identititen

dt t L tan®t + 1
—tant = —— = tan
dt cos?t

und
2

d
@tant = 2tant (tanzt + 1)

folgt. Somit erhalten wir aus (2.121]

() = i
tant/  tan®t’

woraus folgt durch Integration|]

dt
z=Ctant = Ctant(—t —cott + ().
/tanzt ( + )

Die Antwort kann auch in der Form
z(t) =citant + co (ttant + 1)

geschrieben werden, wobei ¢; = C'Cy und ¢ = —C.

2.7 Losungsmethoden fiir homogene Systeme mit konstanten
Koeffizienten

Betrachten wir ein Normalsystem

¥ = Ax
wobei A € C™*™ ein konstanter Operator (bzw eine n x n Matrix) ist und z : R — C"
eine unbekannte Funktion. Nach Satz ist die allgemeine Losung dieses Systems durch

Linearkombination von n unabhéngige Losungen gegeben. In diesem Abschnitt entwickeln
wir die Methode fiir Bestimmung solcher Losungen.

Das Integral [ —94- = [ cot?tdt kann mit Hilfe von der Identitit

tan2 ¢
(cott) = —cot’t —1

bestimmt werden, die ergibt
/cot2 tdt = —t —cott + C.
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2.7.1 Spezieller Fall

Zunichst benutzen den folgenden Ansatz fiir Losung: = eMv wobei v ein Nicht-Null-
Vektor aus C" ist und A € C eine Konstante. Einsetzen diesen Ansatz in DGL 2/ = Ax
ergibt

Moy = eMAv,

also Av = Av. Erinnern wir uns daran, dass ein Nicht-Null-Vektor v, der die Gleichung
Av = ) erfiillt, als Figenvektor von A bezeichnet wird. Der entsprechende Wert von A
heiflt der Eigenwert. Somit gilt folgendes.

Behauptung. Die Funktion x (t) = eMv stellt eine Losung des Normalsystems ' = Ax
dar genau dann, wenn v ein Figenvektor von A mit dem Eigenwert \ ist.

Das Wert A € C ist genau dann ein Eigenwert, wenn der Operator A — Aid nicht
invertierbar ist, also wenn

det (A — \id) = 0, (2.122)

wobei id den Identitatsoperator in C" bezeichnet. Diese Gleichung heifit die charakter-
istische Gleichung des Operators A. Sie kann benutzt werden, um die Eigenwerte zu
bestimmen. Die Funktion

P (\) = det (A — \id)

ist ein Polynom von A von Grad n, und es heift das charakteristische Polynom von A.
Deshalb sind die Eigenwerte von A genau die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
P(N).

Ist ein Eigenwert A schon bekannt, so kann ein Eigenvektor aus der folgenden Gleichung

(A= Xid)v =0 (2.123)

bestimmt werden. Wir betonen, dass Eigenvektor auf jeden Fall nicht eindeutig ist, da
mit jedem Eigenvektor v auch alle seine Vielfachen Eigenvektoren sind. Die Menge von
allen Losungen von ([2.123) ist ein Unterraum, der ein Eigenraum heifit; bezeichnen wir
ihn mit E). Ist A\ ein Eigenwert, dann gilt dim £, > 1. Man erhélt genau k = dim F)
unabhingige Losungen in der Form z (t) = e*v, indem man k unabhingige Vektoren v
in E) wihlt.

Satz 2.20 Hat ein Operator A € C™*™ n linear unabhdingige Eigenvektoren vy, ..., v, mit

den Eigenwerten A1, ..., \,, so stellen die folgenden n Funktionen
My, ey, ... e, (2.124)

linear unabhdingige Lésungen von x' = Ax dar. Somit ist die allgemeine Losung dieses
Normalsystems durch die Identitdt

z(t) =) CpeMy (2.125)
k=1

gegeben, wobei Cy, ..., C, beliebige komplexe Konstanten sind.

Beweis. Wir haben schon gesehen, dass jede Funktion ey, eine Losung ist. Da die
Vektoren vy, ..., v, linear unabhangig sind, auch the Funktionen {e)‘ktvk}zzl sind linear
unabhangig, was zu beweisen war. m
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Bemerkung. Folgendes ist aus linearer Algebra bekannt: hat der Operator A n ver-
schiedenen Eigenwerte, so sind die Eigenvektoren unbedingt unabhangig. In diesem Fall
ist Satz verwendbar. Noch ein Fall, wenn die Voraussetzungen von Satz [2.20] erfiillt
sind, ist wenn der Operator A durch eine symmetrische reelle Matrix dargestellt wird. In
diesem Fall existiert immer eine Basis von Eigenvektoren.

Korollar 2.21 Sei A € R™"™ und setzen wir vor, dass A n verschiedenen Eigenwerte
hat. Ist X\ ein nicht-reeller Figenwert von A mit dem Eigenvektor v, so ist X auch_ein
FEigenwert mit dem Eigenvektor v, und die Funktionen eMv,eMv in der Identitit
konnen durch die reellwertigen Funktionen Re (e’\tv), Im (e’\tv) ersetzt werden. Nach
Ersetzung in (2.125) von allen Paaren e, e mit nicht-reellen Nullstellen \ erhdlt man
die allgemeine reelle Losung mit beliebigen reellen Konstanten C4, ..., C,,.

Beweis. Gilt Av = \v, so gilt durch die komplexe Konjugation auch
AT = Av = \v = )\,

wobei benutzt man, dass die Koeffizienten der Matrix A reell sind. Somit ist A ein
Eigenwert von A mit dem Eigenvektor 7. Die Werten A und X sind verschiedene Elemente
der Folge {\1,...,A\n}, zB. A = A\ und XA = \,,. Da alle Eigenwerten einfach sind, es
; — const v und T = const v,,. Deshalb kénnen die Funktionen e**v; und e*v,, in
-2

.125)) durch die Funktionen u (t) = eMv und @ (t) = eMT ersetzt werden. Da
u=Reu+ilmu, u=Reu—ilmu

und somit

U+ U uUu—1u
Reu = I —
eu 5 mu 5

die Paare u,u und Rewu, Imu entstehen auseinander durch Lineartransformationen. Da-
raus folgt, dass die linearen Hiillen der beiden Paaren gleich sind, also

span (u,w) = span (Rew, Imu),

und deshalb sind diese Paare in jeder Basis austauschbar. m

Beispiel. Betrachten wir das System

und schreiben es in der Vektorform um:

wobei

Das charakteristische Polynom ist

P()\)—det<_1/\ _1>\>—/\2—1,



die charakteristische Gleichung is A*—1 = 0, und die Eigenwerte sind \; = 1, Ay = —1. Fiir
den Eigenwert A\; = 1 erhalten wir aus (2.123)) die folgende Gleichung fiir den Eigenvektor

u=(3):
(2 1))

was nur eine unabhangige Gleichung a — b = 0 liefert. Wahlen a = 1 ergibt b = 1 und
somit den Eigenvektor
1
V1 = <1> .

Analog fiir den Eigenwert \; = —1 erhalten wir die folgende Gleichung fiir v = (Z)

(1) 6)=

was aquivalent zu a + b = 0 ist. Daraus folgt

w (1)

Da v; und v, unabhangig sind, erhalten wir die allgemeine Losung in der Form
1 _ 1 C’let + Ogeft
t) = Cié' Coe™! =
X( ) 1€ (1) +C2e (—1) (Clet — Cge_t ’

z(t) = Cre' 4+ Coe™, y(t) = Cre’ — Cye™.

also

Beispiel. Betrachten wir das Normalsystem
¥ =—y
y=z

0 _01 >, und das charakteristische Polynom ist

Die Matrix des Systems ist A = ( 1

P()\):det( _1)‘ :1):>\2+1.

Die charakteristische Gleichung ist A* + 1 = 0, woraus folgt, dass die Eigenwerte \; = i
und Ay = —i sind. Fiir den Eigenwert \; = i erhalten wir die folgende Gleichung fiir den

Eigenvektor v; = (3):
-1 -1 a
() 6)-e

die ist aquivalent zu ia + b = 0. Die Wahl a =i ergibt b = 1 und

()
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Somit ist die entsprechende Ldsung

X1 (1) = it 1\ [—sint+icost
e 1)\ cost+isint /'
Die zweite komplexwertige Losung braucht nicht bestimmt werden, da wir mit Hilfe von
Korollar zwei unabhangige reelle Losungen erhalten:

—sint cost
Rexlz( t)und Imxlz(. t>’
cos sin

und somit auch die allgemeine reelle Losung

—sint cost —(Cysint + Cycost
x(?) pRex G2 imx 1(cost)+ 2(sint) (Clcost+C’gsint)

Beispiel. Betrachten wir das System

=y
Yy =0.

Dieses System lasst sich sehr einfach 16sen wie folgt: y = C1 und x = C1t + Cs, so dass

() =a()+e()

Allerdings kann diese Antwort mit Hilfe von Satz nicht erhalten werden. In der Tat
ist die Matrix des Systems
0 1
()

P()\):det( _OA _lA ) =\,

das charakteristische Polynom ist

und die charakteristische Gleichung P (\) = 0 liefert nur einen Eigenwert A = 0. Den

Eigenvektor v = (‘;) von A = 0 wird aus der folgenden Gleichung bestimmt

(50)G)-»

woraus folgt b = 0. Deshalb erhalten wir nur einen Eigenvektor v = ((1)) und somit nur
eine Losung (g) = (é) In diesem Fall existiert keine Basis aus Eigenvektoren, und man
braucht eine andere Methode.
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2.7.2 Exponentialfunktion von Operatoren

Wir erinnern und daran, dass eine skalare DGL 2’ = Az, wobei A eine Konstante ist,
hat die allgemeine Losung z (t) = Ce’. In diesem Abschnitt definieren wir die Exponen-
tialfunktion e/ fiir lineare Operatoren A € C™*" und benutzen sie um das Normalsystem
' = Ax zu lésen.

Definition. Fiir jeden Operator A € C"*" definieren wir einen Operator e4 € C™*"
durch die Identitat

A2 Ak 2, Ak
A - _
e —1d—|—A+—2! —i—...+—k! 4+ ... = i

k=0

(2.126)

Man schreibt auch exp (A) = e?.

Um diese Definition zu begriinden, miissen wir jedoch iiberpriifen, dass die Exponen-
tialreihe ([2.126)) konvergiert. Da alle Potenzen A* Elementen von C™*" sind, versteht
man die Konvergenz der Reihe (2.126)) im Sinn von der Normtopologie von C"*".

Satz 2.22 (a) Die Ezponentialreihe konvergiert fir alle A € C"*".
(b) Die allgemeine Losung des Normalsystems x' = Az ist durch die Identitit x = v
gegeben, wobei v € C™ ein beliebiger Vektor ist.

Beweis. Betrachten wir das Anfangswertproblem

¥ = Ax
{ 2 (0) = v, (2.127)

wobei v € C. Nach Satz existiert eine eindeutige Losung x () auf R, und

x (t) = lim zy (t),

k—o00

wobei die Folge {z} (t)} die Picarditeration ist, die durch die Regeln
o (t) = v,
T (1) = v+ /Ot Azxy (s)ds

gegeben ist. Nach Induktion erhalten wir

1 (t) = v+tAv

o (t) = v+tAv+ gsz

/2 1k
zp(t) = v+tAv+ EA% + ...+ HA’“U

so dass

zy (t) = (id +tA + (tﬁ!)z + ...(t;j!)k> v. (2.128)
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Da die linke Seite einen Grenzwert fiir & — oo hat, konvergiert auch die rechte Seite.
k
Daraus folgt die Konvergenz der Reihe ) ;7 % (vgl. Abschnitt [2.1.3)), insbesondere

fiir t = 1 die Konvergenz von (2.126)), so dass e wohldefiniert ist. In der Identitét ([2.128)

lassen wir k — oo und erhalten

z(t) = (Z (t;j') ) v = ey, (2.129)

k=0
Somit ist die Funktion ¢ — e*4v die Losung von Anfangswertproblem (2.127). Da jede
Losung x (t) durch den Anfangswert v = x (0) eindeutig definiert ist, stellt e'tv die allge-
meine Losung dar. m

Korollar 2.23 Sei A € C™*".
(a) Die Matriz e ist eine Fundamentalmatriz des Normalsystems ¥’ = Ax.
(b) Die Funktion X (t) = e erfiillt die DGL X' = AX fiir alle t € R.

Die Funktion z = z () nimmt die Werte wie iiblich in C* an, wihrend X (¢) eine
Funktion mit Werten in C"*" ist. Da die Produkt AX von zwei Operatoren als ein linearer
Operator X +— AX im Vektorraum C"*" betrachtet werden kann, ist die Gleichung
X' = AX eine lineare DGL fiir C"*"-wertige Funktion X.

Beweis. (a) Sei {v;},_, die Standardbasis in C". Betrachten wir die Lésungen
71 (t) = ey, ..., 1, (t) = v, und bemerken folgendes:

1. Die Losungen i, ....,x, sind unabhéngig, da ihre Werten 7 (0),...,x, (0) un-
abhangig sind.

2. Der Spaltenvektor xy, (t) = evy, ist die k-te Spalte der Matrix €' in der Standard-
basis, da v, = (0,...1, ...O)T nur ein 1 auf Platz k hat.

Somit besteht die Matrix e!4 aus den Spalten zj (t), die n unabhingige Losungen
darstellen. Nach Definition ist e/4 eine Fundamentalmatrix des Systems 2’ = Ax.

(b) Die Fundamentalmatrix X (¢) erfiillt immer die DGL X' = AX, weil jeder Spal-

tenvektor x von X (t) die Gleichung z), = Az erfiillt. =
Bemerkung. Die Konvergenz von Exponentialreihe (2.126]) kann auch direkt bewiesen werden
durch die Abschétzung

HA’“ [EUs
— | <
T 1
die ergibt
[ A% | = 1Al
kel — Al
D e D D
k=0 k=0

. k . . .
und woraus die Konvergenz von > -, ‘2—! folgt. Dann kann man zeigen, dass die Funktion t + ef4

differenzierbar ist und es gilt

v AT & .
(") :Z<(k:!) > :];(k;_m:AeA’

k=0

indem man sorgfiiltig die Konvergenz der entsprechenden Reihen {iberpriift. Daraus folgen alle andere

Aussagen von Satz und Korollar

Beispiel. Sei A eine Diagonalmatrix

A2
A =diag (A, ..., \p) =
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Dann gilt fiir jedes £k = 0,1, ...
AF = diag (A}, ..., \y)

und g (0 k
et = Z tog ;; ) = diag (eM', ..., eM").

k=0
01
A_<00).

Da A? = 0 und somit A* = 0 fiir alle k£ > 2, erhalten wir

1A B 1 ¢
e —1d+tA—<0 1).

Beispiel. Sei

Deshalb ist die allgemeine Losung von 2’ = Az wie folgt:

z(t) = e = ( (1] i ) (g:) _ (Cl gzcgt)’

wobei (', Cy die Komponenten v und deswegen beliebige Konstanten sind.

Mit Hilfe von Satz lasst sich die Losung von System 2/ = Az auf Bestimmung

von e4 zuriickfithren. Die Methoden fiir Bestimmung von e fiir A € C"*" besprechen

wir in den nachsten Abschnitten.

2.7.3 Eine Eigenschaft der Exponentialfunktion

Definition. Man sagt, dass die Operatoren A, B € C™" kommutieren (vertauschen)
wenn AB = BA gilt.

Allgemeine kommutieren die Operatoren nicht. Sollen A und B kommutieren, dann
gelten fiir A und B verschiedene Identitaten, wie fiir Zahlen, z.B.,

(A+ B)> = A + 2AB + B> (2.130)
In der Tat gilt fiir beliebige Operatoren A, B € C™**"
(A+B)?=(A+B)(A+B) = A>+ AB + BA+ B?,
woraus folgt genau dann, wenn AB = BA.

Lemma 2.24 Kommutieren die Operatoren A und B, so gilt die Identitdt
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Beweis. Der Beweis besteht aus einer Folge von Behauptungen.

Behauptung 1. Kommutieren die Operatoren A, B, C paarweise, so kommutieren auch
AC und B.
In der Tat haben wir mit Hilfe von Assoziativgesetz

(AC)B = A(CB) = A(BC) = (AB)C = (BA)C = B (AC).

Daraus folgt, dass A* und B fiir jedes k = 0, 1, ... kommutieren, vorausgesetzt, dass
A und B kommutieren. Der Induktionsanfang fiir £ = 0 ist klar. Der Induktionsschritt
von k — 1 nach k geht wie folgt. Betrachten wir drei Operatoren A, B, A*~! die nach
Induktionsvoraussetzung paarweise kommutieren. Dann kommutieren auch AA*~1 = A*
und B.

Behauptung 2. Kommutieren A und B, so kommutieren auch e und B.
Da A* und B kommutieren, wir erhalten

o (E8)e (52

k=0 =

=\ BAF = Ak "
— (Z o ):B(ZE> — Bel.

k=0 k=0

Wir haben die folgenden Identitdten benutzt:
<Z Ak) B=) AB
k=0 k=0
und
B <Z Ak) = BA
k=0 k=0

die fiir alle Operatoren B € C™*" und fiir alle konvergenten Reihen ), Aj; von Operatoren
A € C™*" gelten. In der Tat ist die (linke bzw rechte) Multiplikation mit B ein linearer
and somit stetiger (vgl. Abschnitt Operator in C™*", woraus die beiden Identitaten
folgen.
Behauptung 3. Sind A (t) und B (t) differenzierbare Funktionen von R nach C*™*", so
gilt

(A)B(@) =A(t)B(@t)+A{t)B (t). (2.131)

In der Tat haben wir fiir jede Komponente

<(AB)ij)/ = <Z AikBkj) =) AiBy+ ) AuBy,
k k k
= (A,B)ij + (AB/>ij = (A/B + AB,)

ij )

woraus (2.131)) folgt.

Jetzt konnen wir den Beweis beenden wie folgt. Betrachten wir die Funktion F': R —
C"*™ die durch die Identitat
F(t) = eetP
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definiert ist. Ableiten die Funktion F' mit Hilfe von (2.131]) und Korollar und An-
wendung der Behauptungen 2 ergibt

F’(t) _ ( tA)’ tB+e ( )’:AetA tB+€tABetB Aete tB+B€tA tB (A+B) ( )
Andererseits, nach Korollar erfiillt die Funktion

G (t) — et(A+B)
dieselbe Gleichung

G'=(A+B)G.

Da G (0) = F'(0) = id, wir sehen, dass die beiden Vektorfunktionen F' (t) und G (t) das gle-
iche Anfangswertproblem l6sen. Nach Eindeutigkeit der Losung von Satz beschlielen
wir, dass F'(t) = G (t). Insbesondere gilt F (1) = G (1), also elef = A8 was zu
beweisen war. ®

Alternativer Beweis. Hier reiflien wir einen direkten algebraischen Beweis der Identitét e
eeP um. Zunichst beweist man durch Induktion nach n die binomische Formel

A+B _

k nn—k
(A+ B)" Zk' T A B (2.132)
(vorausgesetzt, dass A und B kommutieren) genauso, wie die klassische binomische Formel fiir Zahlen.

Dann erhalt man -
eA+B:Z(A+B ZZ AkB"k

n=0 nOkO

Andererseits benutzen wir die Cauchy-Produktformel (Cauchy—Faltung), die besagt, dass fiir absolut
konvergente Reihen (auch von Operatoren) die folgende Identitat gilt:

<Z Ak> (Z Bl> =3 Y ABi=> Y AByy.
k=0 =0 n=0 k+Il=n n=0 k=0

Daraus folgt

o0

s k l x© n k pn—k

BZE,iEE A*B :6A+B

k! l! k:' (n— ’
k=0 =0 n=0 k=0

was zu beweisen war.

Bemerkung. Mit Hilfe von DGLen kann man auch andere interessante Eigenschaften
der Exponentialfunktion beweisen, z.B. die Identitét

det 6 Spur A

(vgl. die Ubungen).

2.7.4 Exponentialfunktion von einem Jordanblock

A

Hier bestimmen wir e** wenn A ein Jordanblock ist.

Definition. Eine n x n Matrix J heifit ein Jordanblock wenn sie eine Bidiagonalmatrix
mit der folgenden Form ist

A1l 0
A
J = : (2.133)
A1
0 A
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wobei eine komplexe Zahl A auf der Hauptdiagonale steht, 1 auf der ersten oberen Neben-
diagonale steht, und alle anderen Elementen 0 sind. Die Zahl n heifit die Dimension von
Jordanblock J und A heiit der Eigenwert von J (offensichtlich, A ist ein einziger Eigenwert
von Matrix J).

Wir bemerken, dass J = Aid +/N wobei

0 1 0
0 -
N = (2.134)
0 1
0 0

auch ein Jordanblock mit Eigenwert 0 ist. Ein Jordanblock mit Eigenwert 0 heifit nilpo-
tenter Jordanblock.

Da die Matrizen Aid und N kommutieren (weil id mit allen Matrizen kommutiert),
erhalten wir nach Lemma [2.24]

etJ — et/\idetN — et)\etN' (2135)

Um eV zu bestimmen, berechnen wir zunichst die Potenzen N2, N, usw. Die Ele-
menten von Matrix N sind folgende:

(1, fallj=it 1,
Ni._{ 0, sonst,

wobei ¢ der Zeilenindex und j der Spaltenindex sind. Daraus folgt

& 1, falls j=i+2
2 _ _ - ; )
(N )ij = ZNikaj - Z NipNyj = { 0, sonst,
k=1 k=i+1
j=k+1
also
0 0 1 0
N? = 1|,
.0
0 0

wobei die Elementen mit dem Wert 1 die 2-te obere Nebendiagonale bilden. Durch In-
duktion erhalten wir, dass

N
0 1 0

k
N = 1
0 0
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wobei die Elementen mit dem Wert 1 die k-te obere Nebendiagonale bilden, vorausgesetzt
k < n, und N* =0 falls k > n Daraus folgt

t t2 tn—l
L i 5 =)
e =id +£N + ﬁ]\ﬂ + .+ LN”—1 = 2 (2.136)
I TRAT T (n=1)! B T
t
1!
0 1

k

wobei die Elementen mit dem Wert 2—, die k-te obere Nebendiagonale bilden, £ > 0.
Kombinieren ([2.136)) und ([2.135|) ergibt folgendes.

Lemma 2.25 Sei J ein Jordanblock (2.133). Dann gilt fur jedes t € R

2 . n—1
Y %et)\ %etA . (i_l)!etx
et = o 2 : (2.137)
: : 2!
% oA
0 et)\
wober die Elementen mit dem Wert tk—k!et’\ die k-te obere Nebendiagonale bilden, k > 0.

Nach Korollar stellen die Spalten der Matrix €'/ unabhingige Losungen des Nor-
malsystems x/ = Jx dar. Somit erhalten wir die folgenden n unabhingigen Losungen:

M FRY. 2 At AP
’ 6 2
x1 (t) = , To(t) = 0 , x3(t) = e , , Xy () = £ At
t At
... 1'6
0 0 0 Py

2.7.5 Blockdiagonalmatrizen

Definition. Eine Matrix A heifit blockdiagonal wenn A die folgende Form hat:

0

12Jede Matrix A mit der Eigenschaft A¥ = 0 mit einer natiirlichen Zahl k heiBt nilpotent. Deshalb ist
N eine nilpotente Matrix, was mit dem Begriff “nilpotenter Jordanblock” tibereinstimmt.
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wobei Ay, ..., A, die Blocke von A, also quadratische Matrizen, sind (alle Elementen von
A aufierhalb der Blécke sind 0). In diesem Fall schreiben wir auch

A = diag (A4, ..., A,).

Lemma 2.26 Die folgende Identitdt gilt:

6diag(Al ..... Ar) dlag (6A1, s eAr) ) (2138)

Beweis. Offensichtlich haben wir
A* = diag (A]f, s Ak) ,

woraus folgt

P T R L
e = ZE 1ag( 17+ r)_ 1ag Z_W’Z_I

Definition. Eine Matrix A heift Jordan-Normalform, wenn A eine Blockdiagonalmatrix
ist und alle Blocke von A Jordanbltcke sind, also

0

A = diag (Jy, ..., J,) = ;

wobeil J; Jordanblocke sind.
Nach Lemma haben wir fiir eine Jordan-Normalform A

et = diag (e, ..., "),

wobei die Blocke e'/* mit Hilfe von Lemma bestimmt werden konnen. Mit Satz [2.22]
(bzw Korollar [2.23)) erhalten wir explizit die allgemeine Losung von 2/ = Ax.
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Beispiel. Losen wir das Normalsystem x’ = Ax wobei

o O O
S O ==
o N OO
o= OO

Offensichtlich ist A eine Jordan-Normalform mit Jordanblocke

11 2 1
le(o 1) und ng(o 2).

Nach Lemma [2.25] erhalten wir

t t 2t 2t
e" te e te
et = < 0 t > und e’z = ( : o2t ) ,

und nach Lemma [2.26}

et tet 0 0
0 e 0 0
tA 7. tJ1 tda) __
e —dlag(e , € )— 0 0 e2t to2
0 0 0 e*

Nach Korollar liefern die Spalten der Matrix e/4 unabhingige Losungen, und die
allgemeine Losung ist ihre Linearkombination:

et tet 0 0
0 et 0 0
0 0 0 et
C’let + Cgtet
. Cget
N 0362t + C4t€2t
04621&

2.7.6 Darstellung von Operatoren in Jordan-Normalform

Sei die Folge b = {b1, ba, ..., b, } eine Basis in C". Fiir jeden Vector x € C" bezeichnen wir
mit x’]’ die Komponenten von x in der Basis b, also

=20 + abby + ...+ 22b, = Zx;’-bj.
j=1

Bezeichnen mit z;, den Spaltenvektor (4, ..., xfl)T, der den Vektor x in der Basis b darstellt.
Ahnlich definiert man fiir jeden Operator A € C™ ™ eine n xn Matrix A, die den Operator

A in der Basis b darstellt, also folgendes gilt fiir jedes x € C™:
(Az)’ = Ab®, (2.139)

93



wobei der Ausdruck A°z® das Produkt von der n x n Matrix A® und den Spaltenvektor
b .
x” 1st.
Man kann die Identitit ((2.139) benutzen um die Elementen von A® zu bestimmen.
Setzen wir in (2.139) = b; ein. Da offensichtlich

wobei der Wert 1 an der Stelle j ist, und somit A° (bj)b die j-te Spalte von A’ ist, erhalten
wir, dass (Abj)b auch die j-te Spalte von A® ist, also

A= ((AB)" | (Abo)" | -+ | (Ab)")
Man formuliert das als eine Regel:

die j-te Spalte von A wird von dem Spaltenvektor Ab; in der Basis by, ...,b, dargestellt.

Beispiel. Sei A ein Operator in C?, der in der Standardbasis e = {e;,es} durch die

Matrix
e (01
= (V)

gegeben ist. Betrachten wir die Basis b = {b1, bo} wobei

bl—el—eg—(_ll) und b2_€1+€2_(}).

Dann
und

Daraus folgt

» [ —1 0
v 1)

Jetzt berechnen wir den Operator e erst in der basis b und danach in der Basis e. Da
A? eine Diagonalmatrix ist, erhalten wir

tA\D oAb -t 0\ et 0
() =e _eXp<0 t>_(0 e )

Da (e,)" = (iﬁ) und (e3)" = (_11/22), erhalten wir

(e“‘el)b _ (e“‘)be'i = < eot gt ) < 11/22 ) B ( %%eett )
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und

Daraus folgt, dass

—t t

€tA€1 = %bl + %bg
et et
= 7(61—62)4‘5(61—'—62)
= (cosht)e; + (sinht)es
und
¢ ¢
A e e
= ——b —b
e"es 5 U1 + 52

= (sinht)e; + (cosht) es.

Deshalb ist die Matrix von €' in der Basis {e, es} wie folgt:
(et A) e [ cosht sinht
~ \_sinh¢ cosht /-

Folglich ist diese Matrix die Fundamentalmatrix des Normalsystems

=y
y=u
und die allgemeine Losung davon ist
7\ _ o cosht LC sinht \ [ Cjcosht+ Cysinht
y )~ 7'\ sinht 2\ cosht | — \ Cysinht+ Cycosht |-

Eine allgemeine Matrix lasst sich immer durch einen Basiswechsel auf eine Jordan-
Normalform zuriickfiihren, und zwar nach dem folgenden Satz aus Linearer Algebra.

Satz von Jordan. Fir jeden Operator A € C"*™ existiert eine Basis b in C", derart,
dass die Matriz A® eine Jordan-Normalform ist.

Die Basis b heifit die Jordan-Basis von A, und die Matrix A’ heifit die Jordan-
Normalform von A.

Sei .J ein Jordanblock von A mit dem Eigenwert A\ und der Dimension p. Angenom-
men, die Spalten (und die Zeilen) von J innerhalb der Matrix A° haben die Nummer
Jj+1,j+2,..,j+ p. Die Teilfolge {b;:1,...,bj+,} von Basisvektoren heifit die Jordan-
kette von J. Wir betonen, dass die ganze Basis b eine disjunkte Vereinigung von allen
Jordanketten in A® ist.

95



Offensichtlich haben wir

J+1j4+2 - jtp
1 l l
0
0 1 0 — j+1
A’ —2id =

1

0 0 — j+p
0

Bemerken wir, dass die k-te Spalte dieser Matrix fir £k = j + 1,...,j + p ist wie folgt:

0, k=j+1,
bict, k=j+2..j+p.

Andererseits stellt die k-te Spalte von A®—\id den Spaltenvektor (A — \id) by, dar. Somit
erhalten wir die folgende Gleichungen

(A - )\ld) bj+1 - O
(A= Aid) bjiz = b
(A—Xid) bjys = bjto (2.140)

(A= Xid) bjip = bjgp1 -

Insbesondere ist b;;; ein Eigenvektor von A mit dem Eigenwert A. Die Vektoren b, o, ..., b1,
die die Gleichungen (2.140)) erfiillen, heiflen die Hauptvektoren von A: b; 5 ist Hauptvek-
tor der Stufe 2, b;, 3 ist Hauptvektor der Stufe 3, usw. Somit besteht jede Jordankette
von Dimension p aus einem Eigenvektor und p — 1 Hauptvektoren.

Satz 2.27 Betrachten wir ein Normalsystem o' = Ax wobei A € C™". Sei A® die
Jordan-Normalform von A in Jordan-Basis b. Dann liefert jeder Jordanblock der Matriz
AP mit Jordankette {vy, ...,v,} und mit Figenwert \ genau p linear unabhingige Lésungen
von x' = Ax wie folgt:

( T (t) = 6/\tl)1
Ty (t) = eM (%vl + 'U2)
23 (t) = et (gvl + Lz + vg) (2.141)

x“ﬂ:eMG§%m+m+%%4+%J

\

Die Menge von n Lésungen, die von allen Jordanketten von A’ stammen, ist linear un-
abhangig und somit stellt eine Basis im Vektorraum der Losungen dar.
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Beweis. In der Basis b haben wir nach Lemmas 2.25] und 2.26]

0
At o tA Pl A
e q¢ —1n°¢
b
otAY —
ttA
ﬁe
0 et)\

wobei der Block in der Mitte gleich e*/ darstellt. Nach Satz liefern die Spalten von
e'4" n linear unabhéangige Losungen der DGL 2/ = Az. Von diesen Losungen wéhlen wir
p Losungen, die den Spalten des Blocks e’/ entsprechen, also

A =l
e LAY
¢ —11°
0 et .
T, = : , Ty = 0 ey Ty = 1;_2'6/\7& : (2.142)
. : t At
. ﬂ@
0 0 6)\15

wobei alle Vektoren in der Basis b dargestellt werden, die eingekastelten Komponenten
dem Block J entsprechen, und alle anderen Komponenten verschwinden. Daraus folgt,
dass diese Losungen die Linearkombinationen von vy, ..., v, mit den eingekéstelten Kom-
ponenten sind. Umschreiben (2.142)) in der koordinatenlosen Form ergibt (2.141]). m

Um Satz anwenden zu konnen, muss man flir gegebene Matrix die Jordan-
Normalform und die Jordan-Basis bestimmen. Die Jordan-Normalform kann man haufig
bestimmen, indem man die algebraischen und geometrischen Vielfachheiten von Eigen-
werten berechnet. Sei A\ ein Eigenwert des Operators A € C"*". Bezeichnen wir mit
m die algebraische Vielfachheit von A\, d.h. die Vielfachheit von A als die Nullstelle des
charakteristischen Polynomg™| P (\) = det (A — \id). Bezeichnen mit g die geometrische
Vielfachheit von A, d.h. die Dimension des Eigenraums von \:

g = dimker (A — \id),

13Um P ()\) zu bestimmen, stellt man den Operator A in einer Basis b als eine Matrix A, dar, und
danach berechnet P (\) = det (A, — Aid). Wir betonen, dass das charakteristische Polynom unabhéingig
von der Wahl der Basis b ist. In der Tat, ist b’ eine andere Basis, so ist die Beziehung zwischen die
Matrizen A, und Ay durch die Identitit A, = C Ay C~! gegeben, wobei C' die Transformationsmatrix
des Basiswechsels ist. Daraus folgt, dass A, — Aid = C (Ay — Aid) C~! und somit det (A, — Aid) =
det C' det (Ab/ - A ld) det C~! = det (Ab/ - A ld) .

97



wobei ker B bezeichnet den Kern (=Nullraum) des Operators B. Man kann ¢ auch
definieren als die maximal Anzahl von linear unabhéangigen Eigenvektoren von A. Sei
A® die Jordan-Normalform von A. Dann die Anzahl von Werten A auf der Diagonale von
Ab st gena m, und die Anzahl von Jordanblocke mit Eigenwert X ist gena g. Ins-
besondere gilt ¢ < m, und die Identitat ¢ = m erfolgt genau dann, wenn alle Jordanblocke
mit dem Eigenwert A Dimension 1 haben.

Betrachten wir einige Beispiele von Anwendungen des Satzes [2.27]

L (201

2—-A 1
-1 4-A

Beispiel. Losen wir das System

Das charakteristische Polynom ist

P()\):det(A—)\id):det( ):)\2—6)\+9:()\—3)2,

und der einzige Eigenwert ist \; = 3 mit der algebraischen Vielfachheit m; = 2. Die
Gleichung fiir Eigenvektor v ist
(A= Xid)v =0

(51)(5) e

was aquivalent zu —a + b = 0. Die Losung dieser Lineargleichung ist 1-dimensional, so
dass gg = 1. Wahlen a = 1 und b = 1 ergibt den Eigenvektor

o (1),

und alle anderen Eigenvektoren von A\; = 3 sind seine Vielfachen. Da nur ein Jordanblock
mit dem Eigenwert \; = 3 existiert, ist die Jordan-Normalform wie folgt:

(33)

Nach Satz erhalten wir zwei unabhéangige Losungen

also fiir v = (Z’)

v (t) = e

Ty (1) = € (tvy +1vy),
wobei vy die Hauptvektor der Stufe 2 ist, also erfiillt v, die Gleichung

(A — )\ld) Vg = V1.

“Kommt A genau m mal auf der Diagonale von A? vor, dann hat das charakteristische Polynom P (z)
von A die Form P (z) = (2 — \)" Q (z), wobei @Q ein Polynom ohne Nullstelle \ ist. Daraus folgt, dass
A eine Nullstelle von P mit Vielfachheit m ist.

15Tn der Tat entspricht jeder Jordanblock genau einen Eigenvektor aus Jordan-Basis.
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Fir vy = (Z’) erhalten wir
-1 1 a) (1
-1 1 b ) 1)’
was aquivalent zu —a + b =1 ist. Wahlen a = 0 und b = 1 ergibt

e (0

Somit erhalten wir zwei unabhangige Losungen

xl(t):es't(i), xQ(t):e?’t<tf_1>

und die allgemeine Losung

x (t) = Cray + Coxy = € ( Cy + Cat ) )

Cy+ Cy (t+1)

Beispiel. Gegeben sei das System

2 1 1
=1 -2 0 -1 |z
2 1 2
Das charakteristische Polynom ist
2—-X2 1 1
P()\) = det(A—\id) = det -2 =X -1

2 1 2-)
= N 44 -5 +2=(2-)) (-1,

Die Eigenwerte sind A\ = 2 mit m; = 1 und Ay = 1 mit my = 2. Die Eigenvektoren von
A1 erfiillen die Gleichung

(A—)\lld)’v = 0,
also fiir v = (a,b,¢)”
0 1 1 a
-2 -2 -1 b | =0,
2 1 0 c
und somit
b+c=0
—2a—2b—c=0
2a +b=0.

Die drei Gleichungen sind abhéngig (wie man erwartet), aber jedes Paar von Gleichungen
ist unabhéngig. Deshalb ist die Losung 1-dimensional, also g; = 1. Wahlen ¢ = 1 und

losen die Gleichungen ergibt b = —2, ¢ = 2 und somit den Eigenvektor
1
v= | —2
2



Da gy = my = 1, es gibt nur 1 Jordanblock von A\; = 2, und er ist 1-dimensional. Deshalb

erhalten wir aus (2.141)) eine Losung

v (t)=e*| -2
2

Die Eigenvektoren von Ay = 1 erfiillen die Gleichung

(A - )\QId)U = 0,
also fiir v = (a,b,¢)"
1 1 1 a
-2 -1 -1 b | =0,
2 1 1 c
und somit
a+b+c=0
—2a—b—c=0
20 +b+c=0.
Dieses System hat nur eine unabhéngige Losung a = 0, b = 1, ¢ = —1, die den Eigenvektor
ergibt
0
V1 = 1
-1

Deshalb g = 1, und somit gibt es nur einen Jordanblock mit dem Eigenwert Ay = 1, der

muss ( (1) 1 ) sein. Nach Satz [2.27| ergibt dieser Jordanblock zwei Losungen

und
w3 (t) = €' (tvy + v9)

wobei vy der zweite Hauptvektor von \s ist, also vs von der Gleichung
(A — )\2 1d) Vg = V1

bestimmt werden muss. Fiir ve = (a, b, c)T erhalten wir das Gleichungsystem

1 1 1 a 0
-2 -1 -1 b | = 1 ,
2 1 1 c -1
also
a+b+c=0
—2a—b—c=1

2a+b+c=—1.

100



Das System hat die Losung a = —1, b =0, ¢ = 1, die ergibt

-1
Vo = 0
1
und die dritte Losung der DGL
-1
73 (t) = €' (tv; + vg) = € t
1—t
Somit erhalten wir die allgemeine Losung
C’le% — O3€t
T (t) = Cll'l -+ 02.1'2 -+ 03.1’3 = —201€2t + (CQ + C3t) €t

26’16215 + (03 — Cg — Ogt) et

Korollar 2.28 Sei A € C ein Figenwert des Operators A € C™*™ mit der algebrais-
chen Vielfachheit m und geometrischen Vielfachheit g. Dann liefert A genau m linear
unabhdngige Losungen des Systems x' = Ax in der Form

z (t) = M (up + urt + ... + ut®), (2.143)

wobei s = m — g und u; die unbekannte Vektoren aus C" sind, die durch Einsetzen von
dem Ansatz (2.143)) in die DGL x' = Az bestimmt werden konnen.
Die Menge von allen n Losungen, die man mit Hilfe von allen Eigenwerten in der

Form (2.143|) erhdlt, ist unabhdngig.

Bemerkung. In Anwendungen setzt man den Ansatz in die DGL 2’ = Az und
16st sie beziiglich der unbekannten Werten u;;, die die Komponenten der Vektoren u; sind.
Die Antwort enthélt m beliebige Konstanten, und die Losung erscheint als eine
Linearkombination von m unabhéangigen Losungen.

Beweis. Seien py, .., p, die Dimensionen von den allen Jordanblocken mit dem Eigen-
wert A\. Dann A kommt p; + ... + p, mal auf der Diagonale der Jordan-Normalforms vor,

woraus folgt
g
S
j=1

Deshalb ist die gesamte Anzahl von linear unabhéngigen Losungen, die von Satz fiir
den Eigenwert \ geliefert werden, gleich m. Wir zeigen jetzt, dass alle Losung von Satz
den Ansatz (2.143) erfiillen. In der Tat hat jede Losung von Satz die Form

v (1) = P (1)

wobel P; (t) ein vektor-wertiges Polynom von Grad < p; — 1 ist. Es bleibt nur zu zeigen,
dass p; — 1 < s, und das folgt aus der Identitat

1) (Zm)—g—m g=s.
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Beispiel. Betrachten wir noch einmal das System

L (201
r = 1 4 Z,

das nur den Eigenwert A = 3 hat und zwar mit m = 2 und g = 1. Da m — g = 1, ergibt
Korollar den folgenden Ansatz fiir die allgemeine Losung:

z(t) = e (u+ tv)
wobei v und v unbekannte Vektoren sind. Dann gilt nach Produktregel
v’ = 3e¥ (u+ tv) + e¥v = e (3u+ (3t + 1)v),
und Einsetzen z (t) und 2’ (¢) in die Gleichung ergibt
3u+ (3t+1)v=A(u+tv).

Da diese Gleichung linear in ¢ ist, es reicht sie fiir zwei Werten von ¢ zu erfiillen. Wie
nehmen ¢t = 0 und t — oo, was ergibt

Au = 3u-+w
Av = 3w.

Deshalb ist v ein Eigenvektor und w ist zweiter Hauptvektor. Die beiden haben wir schon

berechnet:
1 0
v = , U= ,
1 1

aber jetzt brauchen wir alle Werten von v und v, also

() o))

Daraus folgt, dass die allgemeine Losung ist

v(t) = ¢ (01 (?) e G) *CﬂfG»

Cit + C,
= 3 . 2.144
€ (Cl(t+1)+02) ( )

Beispiel. Am Ende betrachten wir inhomogenes System

2 1 3t
o ( N ) z+ ( _eegt ) (2.145)

und erinnern uns daran, dass nach Satz die allgemeine Losung durch die Identitat

z(t) = X () / X)) ' B(t)dt (2.146)
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gegeben ist, wobei X (¢) die Fundamentalmatrix des homogenen Systems ist und B (t) die
Storfunktion ist. Die zwei unabhéngige Losungen des homogenen Systems sind

T (1) = e G) 2o () = ¢ (t j_ 1),

die aus ([2.144)) mit C; = 0 bzw Cy = 0 folgen. Somit ist die Fundamentalmatrix

1t
_ 3t
X=e (1 t+1)

0w t+1 =t
X " =e <_1 1 .

Nach ([2.146|) erhalten wir die allgemeine Losung von ([2.145)):

und die inverse Matrix

g (1t [ t+1 —t e3t
T(t) = e (1 t—i—l)/e 1 1 e )

a1t 2 +1

- (1 t+1)/< —2 )dt

_ o1t 2 +t+Cy

- 1 t+1 —2t + Cy

t—t*+ Cy + tCy
—t—t?+Ci+(t+1)Cy )
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3 Das Anfangswertproblem fiir generelle DGLen

In diesem Kapitel beweisen wir unter bestimmten Voraussetzungen die Existenz und Ein-
deutigkeit der Losung des Anfangswertproblems

{x’:f(t,x),

x (to) = xo.

3.1 Lipschitz-stetige Funktionen

Wir brauchen den Begriff von Lipschitz-Funktionen. Sei f (z) eine Abbildung von einer
offenen Teilmenge 2 C R™ nach R™ .

Definition. Funktion f (x) heifit Lipschitz-stetig in €2, falls es eine Konstante L gibt, derart,
dass fiir alle z,y € Q

1 (2) = F Il < Lz -yl (3.1)

Die Konstante L heifit eine Lipschitz-Konstante von f in §2. Eine Lipschitz-stetige Funk-
tion heif3t auch Lipschitz- Funktion.

Da alle Normen in R" (bzw R™) &quivalent sind, ist die Lipschitz-Bedingung
unabhangig von der Wahl der Normen in R” und R™, obwohl der Wert der Lipschitz-
Konstante L jedoch von den Normen abhangt. Offensichtlich ist jede Lipschitz-stetige
Funktion stetig (sogar gleichméBig stetig).

Beispiel. Die Funktion f (z) = ||z als eine Abbildung von R™ nach R ist Lipschitz-stetig
weil nach der Dreiecksungleichung

[zl =Nyl < llz =yl

Die Lipschitz-Konstante ist offensichtlich gleich 1. Bemerken Sie, dass die Funktion f (x)
nicht differenzierbar an z = 0 ist.

Definition. Funktion f : 2 — R™ heif3t lokal Lipschitz-stetig in ), wenn es fiir jedes
xo € Q ein € > 0 gibt, derart, dass die Kugel B (xg,¢) eine Teilmenge von  ist und f
Lipschitz-stetig in B ist.

Wir betonen, dass der Wert der Lipschitz-Konstante in der Kugel B (z,¢) abhéngig
von der Kugel sein darf.

Folgendes Lemma ergibt viele Beispiele von lokal Lipschitz-stetigen Funktionen. Beze-
ichnen wir mit f, wie iiblich die Komponenten von f.

Lemma 3.1 (a) Seien B eine Kugel in R™ und f : B — R™ eine differenzierbare Funk-

. . . . . of
tion. Gilt fiir alle partielle Ableitungen en

% <M (3.2)

sup <
Lj

B

mit einer Konstanten M, so ist die Funktion f Lipschitz-stetig mit einer Lipschitz-
Konstanten L = L (M).

(b) Seien Q eine offene Teilmenge von R™ und f : Q — R™ eine stetig differenzierbare
Funktion. Dann ist f lokal Lipschitz-stetig.
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Beweis. Wir benutzen die folgende Eigenschaft von Funktionen in R".

Behauptung. (Mittelwertsatz) Sei g eine differenzierbare Funktion von einer Kugel B C
R™ nach R. Dann fir jede x,y € B ezistiert £ € [x,y], derart, dass

0w —9@) =L () ;- ). (3.3)

ox;
j=1 "7

Hier ist [x,y] das geschlossene Intervall (die Verbindungsstrecke) zwischen z und y in
R™, also
[z, yl ={(1 =N z+Ay: A€ [0,1]}.

Sind z,y Elementen der Kugel B = B (z,7), so enthdlt B auch ganzes Intervall [z,y], da
fiir jedes A € [0, 1]

A =Nz+dy =zl = A=) (r—-2)+A(y -2
< (=N llz =zl + Az - 2]
< 1=XNr+ixr=r

Deshalb ist fiir jedes £ € [z, y| der Wert 88793_ (&) in wohldefiniert.

Im Fall n = 1 iibereinstimmt die obige Behauptung mit dem klassischen Mittelwertsatz
fiir differenzierbare reellwertige Funktionen auf einem Intervall.

Um fiir n > 1 zu beweisen, betrachten wir die Funktion

h(A)=g(x+X(y—=x)) fir Ael0,1].

1] differenzierbar und somit existiert nach dem ein-dimensionalen

Die Funktion h () ist auf [0,
1), derart, dass

Mittelwertsatz ein 7 € (0,

Da nach der Kettenregel

Z@—g 47y — ) — ).

erhalten wir (3.3)) mit £ =z + 7 (y — x).
(a) Nach (3.3)) erhalten wir fiir k-te Komponente f;, von f und fiir jede z,y € B

0
il Z i GICR] (34

wobei £ € [z,y]. Abschitzung von partiellen Ableitungen nach (3.2) ergibt
[fi (@) = e ) < MDY |y —y;| = M|z =yl

woraus folgt

1 (@) = F (¥) lloo < M|z =yl
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Da alle Normen in R™ &quivalent sind, konnen die Normen ||-||, und ||-||; durch eine
gegebene Norm ersetzt werden, woraus die Lipschitz-Bedingung folgt mit der Konstanten
L = CM, wobei die Konstante C von der gegebenen Norm abhangt.

(b) Da 2 offen ist, fiir jedes z € Q existiert € > 0, so dass die Kugel B (z, ¢) Teilmenge
von ) ist. Durch Reduzierung von ¢ kénnen wir voraussetzen, dass die abgeschlossene
Kugel

B(z,e) ={y eR": |z —y| <&}
auch Teilmenge von €2 ist. Da die Komponenten f; stetig differenzierbar sind, sind die
partielle Ableitungen g—i’; stetig und somit in B beschréinkt. Nach (a) erhalten wir, dass
f Lipschitz-stetig in B ist, was zu beweisen war. =
Beispiel. 1. Die Funktion f(x) = 2? auf R ist lokal Lipschitz-stetig da sie stetig
differenzierbar ist. Aber diese Funktion ist nicht Lipschitz-stetig: die Differenz

[f (@) = F W)l = [z =yl |z +y]

kann durch L |z — y| nicht abgeschétzt werden, weil |z + y| beliebig grof sein kann.
2. Die Funktion f () = v/22 4+ 1 auf R ist Lipschitz-stetig, weil ihre Ableitung

X

Fe =7

die folgende Ungleichung erfiillt: |f’ (z)| < 1. Insbesondere ist 1 eine Lipschitz-Konstante
von f(x).

3. Die Funktion f (z) = |z| ist Lipschitz-stetig auch mit der Lipschitz-Konstanten 1,
aber nicht differenzierbar.

Wir brauchen eine Verallgemeinerung von Lipschitz-Stetigkeit wie folgt. Sei f (¢, x)
eine Abbildung von einer offenen Teilmenge 2 C R"*! nach R™, wobei t € R, z € R",
und (¢,z) € Q.

Definition. Funktion f (¢, z) heifit Lipschitz-stetig in x, wenn es eine Konstante L gibt, so
dass fiir alle (¢, ), (t,y) € Q

If @) = f @yl < Lilz—yll. (3.5)

D.h., fiir jedes t € R ist die Funktion f (¢,-) Lipschitz-stetig mit einer unabhéngigen von
t Lipschitz-Konstanten L.

Die gleiche Definition gilt wenn ¢ eine Variable der hoheren Dimension ist, z.B. aus
R,

Eine Teilmenge Z von R"*! heilt Zylinder, falls Z = I x B, wobei I ein Intervall in R
und B eine (offene oder abgeschlossene) Kugel in R sind. Der Zylinder ist abgeschlossen
genau dann, wenn die beiden Mengen [ und B abgeschlossen sind (und offen, wenn die

beiden / und B offen sind).
Wir benutzen die folgenden Bezeichnungen fiir Intervalle und Kugeln:

I(t,0):=(t—0,t+6), I(t,d0)=I[t—0,t+7]

und
B(z,r)={yeR": |z -yl <r}, B(z,r)={yeR": |z -yl <r}.
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Definition. Funktion f (¢, ) heiit lokal Lipschitz-stetig in x, falls es fiir jedes (tg, zo) €
Konstanten ¢, > 0 gibt, derart, dass der Zylinder

Z = I(to,é) X B($0,€>
Teilmenge von €2 ist und f auf Z Lipschitz-stetig in z ist (vgl. Fig. .

le

Rn

Figure 24: Zylinder Z

Lemma 3.2 (a) Seien Z ein Zylinder in R" ™ und f (t,x) : Z — R™ eine differenzierbare
in x Funktion. Sind alle partielle Ableitungen % beschrdinkt in Z, so ist die Funktion f
Lipschitz-stetig in x. '

(b) Seien Q eine offene Teilmenge von R" ™ und f : Q — R™ eine stetig differenzierbare
in x Funktion. Dann ist f lokal Lipschitz-stetig in x.

Beweis. (a) Sei Z = I x B. Fiir jedes t € [ ist die Funktion f(¢,-) : B — R™
differenzierbar, und die partiellen Ableitungen % sind beschrankt in B mit einer un-

abhangigen von ¢t Konstante M. Somit erhalten wir nach Lemma dass die Funktion
f (t,-) Lipschitz-stetig ist mit einer Lipschitz-Konstanten L = L (M), die auch unabhéngig
von t ist. Deshalb ist die Funktion f : Z — R™ Lipschitz-stetig in x.

(b) Da 2 offen ist, existiert fiir jedes (o, x¢) € € ein Zylinder

7 = [(to,é) X B(.Qfo,g),
der eine Teilmenge von (2 ist, und auch der abgeschlossene Zylinder

7 = T(to,&) X §($0,5)

eine Teilmenge von €2 ist. Da die partielle Ableitungen g—i’; stetig in  sind, sind sie
beschrinkt in Z und deshalb in Z. Nach (a) ist die Funktion f auf Z Lipschitz-stetig in

x, und somit ist f auf {2 lokal Lipschitz-stetig in z. =

107



3.2 Existenz und Eindeutigkeit fiir Normalsysteme

Betrachten wir jetzt ein allgemeines (nicht-lineares) Normalsystem

= f(t,x), (3.6)

wobei f eine gegebene Funktion von n + 1 Variablen mit Werten in R" ist. Also, f : Q —
R™ wobei ) eine offene Teilmenge von R™*! ist, und das Paar (¢,x) mit einem Punkt in
R+ identifiziert wird wie folgt:

(t,x) = (t, o1, ..., ) -

Erinnern wir uns daran, dass eine Losung von eine Funktion z : I — R"™ (wobei
ein Intervall ist) mit folgenden Eigenschaften ist:

1. z (t) ist differenzierbar fiir jedes t € I;

2. (t,z(t)) € Q fir jedes t € [;

3.2/ (t) = f(t,x(t)) fiir jedes t € I.

Betrachten wir auch das Anfangswertproblem

(7 =sa o

Xz (to) = Tog,

wobei (tg, xo) ein gegebener Punkt in 2 ist. Eine Funktion x : I — R™ ist eine Losung von

falls « eine Losung von (3.6)) auf Interval I ist, to € I und z (tg) = 2. Der Graph

der Losung x (t) ist eine Integralkurve von (3.6)), die durch den Punkt (¢, o) geht.
Jetzt konnen wir einen Hauptsatz formulieren.

Satz 3.3 (Satz von Picard-Lindeldf) Sei die Funktion f (t,z) in Q stetig und lokal Lipschitz-
stetig in x. Dann hat das Anfangswertproblem eine Losung fir jedes (to, xg) € .

Sind x (t) und y (t) zwei Losungen von (B.7), dann gilt x (t) =y (t) im gemeinsamen
Definitionsbereich von x und y.

Bemerkung. Nach Lemma [3.2] kann die Voraussetzung von lokal Lipschitz-Stetigkeit
von f in x durch die stetige Differenzierbarkeit von f in = ersetzt werden. Fiir bestimmten
Anwendungen ist es jedoch wichtig, dass die Funktion f nicht unbedingt differenzierbar
sein muss.

Bemerkung. Alternativ kann man die Voraussetzungen von Satz wie folgt for-
mulieren: sei die Funktion f (¢, x) stetig in ¢ und lokal Lipschitz-stetig in x. Da in einem
Zylinder Z um z die Lipschitz-Konstante L unabhangig von ¢ ist, ist Funktion f in Z
stetig in x gleichméafig beziiglich t. Zusammen mit der Stetigkeit in ¢ ergibt dies die
Stetigkeit in (¢, x).

Bemerkung. Vergleichen wir Satz [3.3| mit Satz [2.3] wo man das Anfangswertproblem

{ ¥ =A{t)z+ B(t)

2 (to) = o (3.8)

fiir lineares Normalsystem betrachtete, wobei A : I — R™™ und B : I — R" stetige
Funktionen auf einem Interval I sind. Die lineare Gleichung hat die Form o’ = f (¢, z) fiir

flt,x)=A{t)z+ B(t).
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Offensichtlich ist die Funktion f stetig im Definitionsbereich 2 = I x R". Sie ist auch
Lipschitz-stetig in z in jeder Teilmenge [a,b] x R™ vorausgesetzt [a,b] C I, weil fiir jedes
t € [a,b] und z,y € R

If & z) = F &l =A@ @ =) < [AOI lz —yll < Lz -yl

wobel

L = sup ||A(t)] < o0.
t€(a,b]

Deshalb ist Satz von Picard-Lindelof verwendbar und ergibt die Existenz und Eindeutigkeit
der Losung von in einem Teilintervall [tg — 7, to 4+ r| von I. Satz besagt allerd-
ings, dass die Losung von (3.8)) auf ganzem Intervall I existiert, was offensichtlich starker
ist, als die Behauptung von Satz

Bemerkung. Ohne Lipschitz-Bedingung, aber doch unter der Voraussetzung von Stetigkeit
von f, gilt die Existenz der Losung (Satz von Peano), aber nicht die Eindeutigkeit, was
man unterhalb sehen kann.

Beispiel. Betrachten wir das Anfangswertproblem
= 4/|z| (3.9)
z(0)=0 '
(vgl. Abschnitt [1.3)). Die Funktion z (¢) = 0 ist offensichtlich eine Losung, sowie auch die
Funktion -
=t t>0
= 4 ’ -
z (1) { ~1p2 <o
Deshalb es gibt mindestens zwei Losungen von ({3.9) (vgl. Fig. .

Figure 25: Die Integralkurven von (3.9)

Die Eindeutigkeit gilt nicht, weil die Funktion f (¢,x) = 4/|z| nicht Lipschitz-stetig in
der Néhe von 0 ist. Ahnlich hat das folgende Anfangswertproblem



auch mehrere Losungen, vorausgesetzt o € (0,1), und die Funktion f (t,2) = |z|” ist
auch nicht lokal Lipschitz-stetig.

Beispiel. Betrachten wir jetzt das Anfangswertproblem

' = ||
{ 2 (0) = 20 (3.10)

wo die Funktion f (t,z) = |x| Lipschitz-stetig in z ist. Die Eindeutigkeit gilt fiir (3.10)
und die eindeutige Losung ist

{ etxg, 19 >0

e trg, x5 <0

(vgl. Fig. [26).

Figure 26: Die Integralkurven von ((3.10))

Fiir den Beweis von Satz brauchen wir die folgende Behauptung.

Satz 3.4 (Fixpunktsatz von Banach) Seien (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum und
T:X — X eine Kontraktionsabbildung, d.h. , es gilt

d(Tz,Ty) < qd(z,y) (3.11)

fir eine Konstante q € (0,1) und fiir alle x,y € X. Dann besitzt T genau einen Fizpunkt,
also einen Punkt v € X so dass Tx = x.

Beweis. Waihlen wir einen beliebigen Punkt xy € X und definieren nach Induktion
eine Folge {z,}, -, durch
Tpr1 =Tz, n=0,1,2 ..

Wir beweisen, dass die Folge {x,} konvergiert und der Grenzwert ein Fixpunkt von 7" ist.
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Bemerken wir, dass
d(zpi1,2n) =d(Txp, Ta,—1) < qd(Ty, Tpo1) -
Durch Induktion erhalten wir, dass
d(zpi1,2,) < ¢"d(x1,20) = Cq", (3.12)

wobei C' = d (x1, zg) . Daraus folgt, dass {x,} eine Cauchy-Folge ist. In der Tat, fiir jede
m > n erhalten wir nach Dreiecksungleichung und (3.12)), dass

d<$m7 xn) S d (xnvxn—i-l) + d (xn+17'rn+2) + ...+ d (a:m—laa:m)
S C«(qn+qn+1 ++qm—l)
< O ¢
k=0
_ o
= - q

Insbesondere gilt d (z,,,x,) — 0 fiir n,m — oo, was bedeutet, dass {x,} eine Cauchy-
Folge ist. Nach der Vollstandigkeit von (X,d), konvergiert jede Cauchy-Folge. Somit
konvergiert die Folge {z,} gegen einen Punkt a € X also x,, — a. Daraus folgt, dass

d(Tx,,Ta) < qd(x,,a) — 0

und somit Tz, — Ta. Andererseits T'x,, = x,,1 — a, was ergibt T'a = a. Also, a ist ein
Fixpunkt.
Sind a, b zwei Fixpunkte, so gilt es nach (3.11))

d(a,b) =d(Ta,Th) < qd(a,b),

was nur dann moglich ist, wenn d (a,b) = 0 und somit a =b. =

Bemerkung. Der Beweis des Fixpunktsatzes ergibt die folgende Methode um den Fix-
punkt zu bestimmen bzw anzundhern. Man fangt mit einem beliebigen Punkt xy an und
bildet induktiv die Folge von Ndherungslosungen wie folgt:

Tpy1 = T:L‘n,

die gegen Fixpunkt konvergiert. Diese Methode wurde in Beweis von Satz benutzt
aber ohne den Fixpunktsatz.

Wir fangen den Beweis von Satz mit der folgenden Behauptung an.

Lemma 3.5 Sei die Funktion f : 2 — R" in stetig. Sei x : I — R™ eine stetige
Funktion auf einem Intervall I, so dass ty € I und (t,z (t)) € Q fir jedest € I. Dann
lost die Funktion x (t) das Anfangswertproblem genau dann, wenn x (t) die folgende
Integralgleichung erfillt:

z(t) =z0+ /t f(s,z(s))ds. (3.13)
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Beweis. Lost z(t) (3.7), so folgt es aus der Gleichung «’ = f (¢,x(t)), dass z’ ()
stetig ist, so dass man kann diese Gleichung integrieren und somit erhalten

[ 4! (s) ds = /t:f(s,x(S))dS

x(t) —x9 = /t f(s,x(s))ds,

woraus folgt. Umgekehrt, sei x eine stetige Funktion, die erfiillt. Die rechte
Seite von (3.13)) ist in ¢ differenzierbar; deshalb ist x (¢) auch differenzierbar. Ableiten
von ergibt 2/ = f (t,x), und die Anfangsbedingung z (ty) = z folgt offensichtlich
aus (3.13). m

Beweis von Existenz in Satz Wir bilden einen vollstandigen metrischen
Raum (X, d) und eine Selbstabbildung 7" von X, so dass die Gleichung T'z = x dquivalent
zum AWP (3.7) ist. Ist T eine Kontraktionsabbildung so erhalten wir die Existenz der
Losung nach Fixpunktsatz von Banach.

Um den Raum (X, d) zu definieren, benutzen wir die lokale Lipschitz-Bedingung. Seien
g, 0, L die Konstanten aus der lokalen Lipschitz-Bedingung an (to, x¢); also, der Zylinder

und

Z = [t[)—(s,to‘f‘(ﬂ XE(Io,g)

ist eine Teilmenge von 2 und die Funktion f (¢,z) ist auf Z Lipschitz-stetig in z, d.h. f
erfiillt die Ungleichung

If (¢ 2) = f ()l < Lz =yl (3.14)
fiir alle t € [to — §,tp + 6] und ,y € B (w9,¢). Wihlen wir ein 7,

0<r<y,
das spater angegeben wird, und bezeichnen
I=[to—rto+7r] und J = B (z9,¢).
Sei X die Menge von allen stetigen Funktionen z : I — J, also
X ={x:1— J:xist stetig}
(vgl. Fig. 27).

Definieren wir einen Integraloperator T auf Funktionen x € X durch die Identitat

Tz (t) = zo +/t f(s,z(s))ds. (3.15)

Wir mochten es zu sichern, dass T eine Selbstabbildung von X ist, d.h., x € X impliziert
Txr € X. Bemerken wir, dass fiir jede Funktion x € X und fiir alle s € I der Punkt
(s,z (s)) in 2 liegt, so dass das Integral in fir jedes t € I wohldefiniert ist. Somit
ist die Funktion Tz (¢) auf ganzem Intervall I definiert. Diese Funktion ist offensichtlich
stetig. Es bleibt nur zu zeigen, dass die Werten von T'x (t) in J liegen, d.h.

|Tx (t) — xo|| < e fiir alle t € I. (3.16)
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J=B(x0.e)|

N

.

1= [to'r tot r]

to-d

v

to t0+d t

Figure 27: Die Funktionen z : I — J

Fiir jedes ¢t € I, we haben nach (3.15))

t
IT (8) — o] = / f (s, (s)) ds
t
0
< / 1/ (s, ()]l ds
to
< sup |If (s.2) [t — tol
sel,xeJ
< Mr,
wobei
M= swp |f(s2)] < oo.
86[t0—5,t0+5]
2€B(z0,€).

Wir betonen, dass M unabhéngig von r definiert ist. Jetzt setzen wir voraus, dass r noch

eine Bedingung erfiillt:

< £
r< —.
- M

Dann ist (3.16|) offensichtlich erfiillt und so
Nach Lemma 16st eine Funktion x €

1st.
Definieren wir die Funktion auf X x X

mit erhalten wir, dass Tx € X.

X das AWP genau dann, wenn Tz = x,
also, wenn z ein Fixpunkt von T ist. Die Existenz von einem Fixpunkt von 7" wird mit
Hilfe von Fixpunktsatz von Banach bewiesen. Dafiir miissen wir die Menge X in einen
vollstandigen metrischen Raum umwandeln, so dass die Abbildung 7" eine Kontraktion

wie folgt:

d(y) = sup | (1) ~ y (1)
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fiir alle z,y € X. Dann d ist eine Abstandfunktion auf X, da d die Axiome von Abstand-
funktion erfiillt:
1. d(x,y) > 0 und d (z,z) = 0 genau dann, wenn = = y.

2. d(z,y) =d(y,x)
3. d(z,y) <d(z,2)+d(z,y).
In der Tat, sind die 1. und 2. Axiome offensichtlich, und das 3.Axiom folgt aus

[ (t) =y O < llz () =2 (@Ol + 2 (&) =y O]

Sei {z} eine Folge aus X. Die Konvergenz x; — x beziiglich d bedeutet, dass d (xy, z) —
0, also
sup [ (t) — = @) = 0,

tel

was genau mit der gleichméfigen Konvergenz x;, = x auf I iibereinstimmt.
Jetzt zeigen wir, dass der metrische Raum (X, d) vollstdndig ist, d.h. jede Cauchy-
Folge in (X, d) konvergiert. Sei {x)},., eine Cauchy-Folge in (X, d), also

d (zg, Tm) = sup ||z (t) — 2, (¢)|| — 0 fur k,m — oo. (3.17)
tel

Es folgt, dass fiir jedes t € [
ok (8) — e (£)]] = O fir &, — oo,

also {xy (t)} eine Cauchy-Folge in R™ ist. Deshalb konvergiert diese Folge gegen einen
Vektor aus R”, den wir mit z (¢) bezeichnen, so dass

xp (1) — x (t) fir k — oo

fiir jedes t € I. Da x4 (t) € J und J abgeschlossen ist, erhalten wir auch = (t) € J, so
dass x eine Abbildung von [ nach J ist.
Es bleibt noch zu beweisen, dass x stetig ist und

sup ||z (t) — x (t)|| — 0 fir k — oo, (3.18)
tel

was bedeutet wird, dass {x;} gegen x in (X, d) konvergiert. Umschreiben wir die Bedin-
gung (3.17) wir folgt:

Ve>03dN:Vk,m >N Vtel ||xg(t) —zn ()] <e.
Mit m — oo (wéihrend e, m und ¢ fest sind) erhalten wir

Ve>03dN:VE>N Viel ||a(t)—z ()| <e,

woraus folgt. Insbesondere ist z (¢) ein gleichméBiger Grenzwert von stetigen Funk-
tionen zj, (das heifit xy = ), woraus folgt, dass x (t) stetig ist.

Jetzt sichern wir, dass die Abbildung 7" : X — X eine Kontraktion ist. Fiir beliebige
Funktionen z,y € X und fiir jedes t € I, gilt x (¢t),y () € J, woraus folgt mit Hilfe von
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Lipschitz-Bedingung (3.14)), dass

[T () =Ty ()] =

A
=
—
o
8
—
»
N~—
SN~—
|
~
—
)
<
—
»
N~—
=
U
»

IA

[ Lls) -yl ds

to

< Lt —to|sup [ (s) —y (s)||

sel
< Lrd(z,y),
und somit
4T, Ty) = sup [T () — Ty (8)]| < Lrd (z,).
tel
Setzen wir voraus, dass
1
< J—
r A

und erhalten, dass T' eine Kontraktion ist. Nach Fixpunktsatz von Banach, hat die
Gleichung T'x = x eine Losung z € X, die nach Lemma auch das AWP 16st.
Wir betonen, dass die gefundene Losung z (t) auf dem Intervall [ty — 7, to + | definiert
ist, vorausgesetzt, dass r die folgenden drei o.g. Bedingungen erfiillt:
1

€
O0<r<d, r<— < =
r<o, TS o r< T,

wobei die Konstanten ¢,40, L aus der lokalen Lipschitz-Bedingung an (to,z¢) kommen,
also, der Zylinder B
Z = [to —(5,t0+6] X B(C(](),ﬁ)

ist eine Teilmenge von 2, f ist in Z Lipschitz-stetig in x mit einer Lipschitz-Konstanten
L, und M = supy || f||. Z.B., man kann immer nehmen

. e 1
r = min (5’M’ﬁ) . (3.19)

Jetzt beweisen wir die Eindeutigkeit der Losung. Seien x (t) und y (t) zwei Losungen
des Anfangswertproblems , die auf einem I C R definiert sind. Wir miissen beweisen,
dass x = y auf I. Nach Stetigkeit von = und y, es existiert r € (0,6) so dass die Werte
von x (t) und y (t) fiir alle ¢ aus Intervall

I''=(tg—rto+r)NI
in B (20, ¢) liegen. Die beiden Losungen z,y erfiillen die Integralgleichung
t
o) = a0+ [ f(s.(5)ds
to

fiir alle t € I'. Deshalb erhalten wir fiir die Differenz z (t) := ||z (t) — y (t)|| die folgende
Ungleichung

2(t) =z () =y @ <

/t £ (5,2 (s)) = f (s, ()] ds]| .
1
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Da die beiden Punkte (s, (s)) und (s, (s)) Elementen von Z sind, ergibt die Lipschitz-
Bedingung
1 (5,2 (s)) = f (s, (DI < Ll (s) —y ()]l

/t:z(s) ds| .

Nach Gronwall-Lemma (Lemma beschlielen wir, dass z (t) = 0, woraus die Gleich-
heit = y auf I’ folgt.

Es bleibt noch zu beweisen, dass x (t) = y(t) fiir alle t € I. Betrachten wir eine
Teilmenge von I:

woraus folgt

2(t) <L

E={tel:z(t)=y(t)},

und zeigen, dass die Menge E abgeschlossen sowie auch offen in I. Die Abgeschlossenheit
ist offensichtlich: ist {¢;} eine Folge aus E so dass t, — t € [ fiir k — oo, dann gilt
x (ty) = y (t) fir alle £ und somit nach Stetigkeit von x und y auch x (t) = y (¢), also
teb.

Um die Offenheit zu beweisen, wéahlen ein t; € E und zeigen, dass es ein r > 0 gibt, so
dass (t; —r,t1 +17)NI C E. Bezeichnen wir mit z; den gemeinsamen Wert z (¢1) = y (¢1)
und bemerken, dass die beiden Funktionen z (¢) und y (¢) das gleiche Anfangswertproblem

{fzf@@

xr (tl) =T

l6sen. Nach dem obigen Teil von Beweis, erhalten wir x (t) = y (t) auf einem Intervall
(t1 — 7ty +7)N I mit r > 0. Daraus folgt (¢; —r,t; +r)NI C E, und somit die Offenheit
von F.

Letztlich benutzen wir das Faktum, dass jedes Intervall I zusammenhangend ist, was
genau bedeutet, dass die einzigen Teilmengen von I, die gleichzeitig offen und abgeschlossen
in [ sind, sind die Leermenge () und I. Da die Menge E offen, abgeschlossen und nicht
leer ist (weil tg € E), beschlielen wir, dass E = I, was zu beweisen war.

Die Zusammenhéngendkeit des Intervalls U beweist man wie folgt. Sei S C U offen und abgeschlossen.
Wir miissen zeigen, dass entweder S oder das Komplement S¢ = U\ S leer ist. Angenommen das Gegen-

teil gilt, d.h., die beiden Mengen S und S¢ sind nicht leer, und wéhlen einige Punkte ag € S und by € S°.

ao+bo
2

[co, bo] wihlen wir ein Intervall, wessen Endpunkte zu verschiedenen Mengen S, S¢ gehéren, und es mit

Setzen wir ¢y = so dass ¢y € U. Dann gehort ¢y zum S oder zum S¢. Aus zwei Intervalle [ag, ¢g),

[a1,b1] bezeichnen, so dass a; € S und by € S°. Dann holen wir dieses Argument wieder, indem wir
ein Intervall [ag, bs] bilden, das eine Hilfte von [ag,b1] ist, und as € S, by € S¢. Durch Induktion er-
halten wir eine Intervallschachtelungiﬂ {lak, bk} rey, wobei ai, € S, by, € S¢ und |by — ax] — 0. Nach
Intervallschachtelungsprinzip existiert ein « € [ay, bg] fiir alle k. Offensichtlich z € U. Da ap — = und
S abgeschlossen ist, es gilt z € S. Da b, — x und S¢ abgeschlossen ist, es gilt auch x € S¢. Dieser
Widerspruch beweist, dass entweder S oder S¢ leer ist, d.h., entweder S =) oder S=U. N

Aus dem Beweis von Existenz der Losung gewinnt man die folgende Methode fiir
Bestimmung der Losung x (t) von (3.7). Man fingt mit konstante Funktion zq (t) = o
an und bildet eine Folge von Néherungslosungen zy (¢) nach der Regel xyy1 = Txy, d.h.

t
Tpe1 = To +/ f(s,xk(s))ds.

16Das ist eine Folge von Intervallen, so dass jedes Intervall komplett in dem vorherigen Intervall liegt.
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Diese Folge {zx} heifit die Picarditeration, und sie konvergiert gleichméBig gegen die
Losung z (t) in einem hinreichend kleinen Intervall [ = [ty — r,to + r].

Beispiel. Betrachten wir eine nicht-lineare Anfangswertproblem

=22+1
z(0) =0.

Die Picarditeration ist durch die Identitat

Tpe1 (t) = /0 (1+ a7 (s))ds

(3.20)

gegeben, und wir erhalten

t t3
xo (t) = /(1—1—32)d3:t+§
0

t 3\ 2
1 2 1
m(f) = /(”(5*%))dszt+§’f3+ﬁt5+@”
0

! 1 2 1\’ 1 2 17
24 () = /(1+(s+§s3+1—535+@s7> ds:t+§t3+ﬁt5+ﬁt7+...
0

Da die DGL (3.20]) trennbar ist, man 16st sie mit Hilfe von Trennung der Variablen und

erhalt
t T d.flf
t= dt = 5 = arctanx,
0 0 r2+1

woraus folgt = (¢) = tan¢ im Definitionsbereich ¢ € (—%,%). In diesem Beispiel ergibt die
Picarditeration die Taylorentwicklung von tant.

3.3 Existenz und Eindeutigkeit fiir skalare DGLen
Betrachten wir jetzt eine skalare DGL n-ter Ordnung
™ =F (t,z, 2, ...,z("’l)) ,

wobei F' : 2 — R eine Funktion auf einer offenen Teilmenge Q C R™*! ist. Wir bezeichnen
die unabhéngigen Variablen in R™"! mit (¢,x), wobei ¢t € R und x € R", und schreiben
F=F(tx).

Korollar 3.6 (Satz von Picard-Lindeldf fiir skalare DGLen) Sei die Funktion F (t,x) in
Q stetig und lokal Lipschitz-stetig in x. Dann hat fiir jeden Punkt (to, xg, 1, ..., Tn_1) €
das Anfangswertproblem

) =F (t, x, 2, ...,x("*l))

T (to) = 29

x (to) =7 (321)

w(n—l) (tO) = Tp-1

eine Losung. Sind x (t) und y(t) zwei Losungen von (3.21), dann gilt x(t) = y(t) im
gemeinsamen Definitionsbereich von x und y.

117



Insbesondere erfiillt die Funktion F' die Voraussetzungen, falls F' in € stetig und stetig
differenzierbar in z ist.

Beweis. Betrachten wir die Vektorfunktion x () = (z (), 2’ (¢),...,#"" Y (¢)) und
erinnern uns daran, dass die DGL z(™ = f (t,a:, ...,x("_l)) aquivalent zur Vektor-DGL
x' (t) = f (t,x) ist, wobei

ft,x) = (x2,%3, ..Xp, F (£, X1, ..., X)) -

Die Funktion f : € — R" ist offensichtlich stetig in ). Beweisen wir, dass f lokal
Lipschitz-stetig in = ist. Wir benutzen die 1-Norm in R". Sei Z ein Zylinder in €2, wo F'
Lipschitz-stetig in x ist mit einer Lipschitz-Konstanten L. Es reicht zu zeigen, dass auch
f in Z Lipschitz-stetig in x ist. Fir (¢,x),(t,y) € Z erhalten wir

1f(t,x) = fty)l, = [x2—yo|+ ... +[x0 —yul +|F(t,x) = F(t,y)|
< x-yl, +Llx-yl

= (L+D[x=yl,

also ist f Lipschitz-stetig mit einer Lipschitz-Konstanten L + 1.
Das Anfangswertproblem (|3.21)) ist dquivalent zu

{f_f@@ (3.22)

X (to) = Xp,

wobei xg = (g, ..., 2,—1). Nach Satz (Satz von Picard-Lindel6f fir Normalsysteme),
hat das Anfangswertproblem eine Losung fiir jedes (tp, %) € €2, und zwei Losungen
von sind identisch auf dem gemeinsamen Intervall. Deshalb gelten die gleichen
Aussagen auch fiir (3.21]), was zu beweisen war. m

3.4 Maximale Losungen

Betrachten wir wieder ein Normalsystem
= f(ta), (3.23)

wobei f : Q — R"™ eine Abbildung von einer offenen Teilmenge 2 C R"*! nach R" ist, die
in Q stetig und lokal Lipschitz-stetig in  ist. Nach Satz (Picard-Lindelof) sind zwei
Losungen des Anfangswertproblems

{f:f@@ (3.24)

xr (to) = 29

identisch im gemeinsamen Definitionsbereich. Jedoch gibt es viele Losungen von ((3.24]),
die auf verschiedenen Intervallen definiert sind. In diesem Abschnitt bestimmen wir eine
Losung von ((3.24]) mit maximalem Definitionsbereich.

Seien z (¢) und y (t) zwei Losungen von (3.23)), die jeweils auf Intervallen ; und I
definiert sind. Die Losung y (t) heifit eine Fortsetzung von x (t), falls I; C I, und z (t) =
y (t) auf I gilt.

Definition. Eine Losung z (t) von (3.23) heit mazimal, wenn z (t) keine Fortsetzung
(als eine Losung) auf einem echt gréferen Intervall besitzt.
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Satz 3.7 Sei die Funktion f (t,x) in Q stetig und lokal Lipschitz-stetig in x. Dann gilt
folgendes:

(a) Fiir jedes (tg, o) € Q hat das Anfangswertproblem (3.24]) eine eindeutige mazximale
Losung

(b) Der Definitionsbereich von einer mazimalen Losung x (t) ist ein offenes Intervall
(dieses Intervall heifit maximales Existenzintervall).

(c) Ist x (t) eine mazimale Losung mit dem Definitionsbereich (a,b), so verldsst x (t)
jede kompakte Menge K C ) firt — a sowie auch firt — b.

XA

Figure 28: Die Losung z (t) verldsst K firt — b

Die Aussage “x (t) verldsst K fiir ¢ — 0” bedeutet folgendes: es existiert ein Wert

€ (a,b), dass fiir jedes ¢ < t < b der Punkt (¢,x(¢)) (des Graphen von z) nicht in

K liegt (Fig. 28). Analog bedeutet die Aussage “z (t) verldsst K fiir ¢ — a”, dass ein
¢ € (a,b) existiert, so dass fiir jedes a < t < ¢ der Punkt (¢, x (¢)) nicht in K liegt.

Die folgende Behauptung folgt aus (a): sind zwei maximale Lésungen = und y von
gleich fiir einen Wert von ¢, dann sind die Funktionen x und y identisch, inklusive
die Ubereinstimmung ihrer Definitionsbereiche, da sie gleiches Anfangswertproblem mit
der Anfangsbedingung (¢, z (t)) l6sen.

Beispiel. 1. Betrachten wir die DGL 2’ = 2% im Definitionsbereich Q2 = R?. Diese
Gleichung lasst sich mit Hilfe von Trennung der Variablen losen. Offensichtlich ist x =0
eine konstante Losung. In den Bereichen {x > 0} und {z < 0} erhalten wir

[55- [

und

= [ =t
woraus folgt x (t) = t Diese Funktion bestlmmt zweil maximale Losungen jeweils auf
den Intervallen (C, +oo) und (—o0, C) (Fig. [29).

Jede solche Losung verlisst jede kompakte Menge K C R2, aber auf verschiedene
Weise: jede Funktion x (¢) verldsst K fiir ¢ — £oo, weil K horizontal beschrankt ist,
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Figure 29: Die Integralkurven von 2’ = 2

wihrend die Losung z () = # die Menge K fiir t — C wegen x () — oo verlasst, weil
K vertikal beschrankt ist.

2. Betrachten wir die DGL 2/ = 1 im Definitionsbereich = R x (0, +00) (d.h. t € R
und z > 0). Nach Trennung der Variablen erhalten wir

22
E:/xdx:/xx'dt:/dt:t—c

z(t)y=/2(t-C), t>C (3.25)
(Fig. [30).Die Funktion (3.25) ist eine maximale Losung mit dem Definitionsbereich

und somit

—_

Figure 30: Die Integralkurven von 2’ = +

(C, +00). Die Losung verldsst jede kompakte Menge K C Q fir t — C, weil (t,z (1)) —
(C,0) und der Punkt (C,0) auf der Grenze von (2 liegt.
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3. Die DGL 2/ = 2% + 1 im Definitionsbereich 2 = R? hat die Losung

z(t)=tan(t—C), te (c—g,c+g),

die offensichtlich jede kompakte Teilmenge von R? verlisst (Fig. .

Figure 31: Die Integralkurven von 2’ = 22 + 1

Fiir den Beweis von Satz brauchen wir das folgende Lemma.

Lemma 3.8 Sei {4 (1)}, eine Menge von Lisungen des AWPs (3.24), wobei A eine
Indexmenge ist, und die Funktion x, auf einem Intervall I, definiert ist. Setzen wir

1=\ I,

acA

und definieren eine Funktion x (t) auf I wie folgt:
x(t) =24 (t) fallst € 1,. (3.26)
Dann I ist ein Intervall, die Funktion x (t) ist wohldefiniert und lost (3.24) auf I.

Die durch definierte Funktion x (¢) heifit die Vereinigung den Lésungen {z, ()},
weil der Graph von z (t) die Vereinigung der Graphen aller Funktionen z,, () ist.

Beweis von Lemma Die Function z () ist wohldefiniert, wenn die rechte Seite
der Identitat unabhangig von « ist. Gehort ¢ zu den zwei Intervallen I, und Ig,
dann gilt x, (t) = x5 (t) nach dem Eindeutigkeit von Satz woraus folgt, dass der Wert
von x (t) unabhéngig von der Wahl des Indexes « ist.

Jetzt beweisen wir, dass I ein Intervall ist, d.h. mit Punkten a < b enthélt I auch das
ganze Intervall [a,b]. Es gibt die Indizes a, f € A mit a € I, und b € I3. Da die beiden
Intervalle I, I auch ¢, enthalten, ist die Vereinigung I, U Ig auch ein Intervall, das a und
b enthélt, woraus [a,b] C 1, U I folgt und somit [a,b] C I (Fig. .

Um zu beweisen, dass = eine Losung von ist, zeigen wir erst, dass x (t) stetig
auf I ist. Es reicht zu zeigen, dass x (t) stetig auf jedem beschrankten abgeschlossenen
Intervall [a,b] C I ist. Seien «, 5 € A zwei Indizes, so dass a € I,, b € Iz und somit
la,b] C I, U Ig. Da die Funktion z (t) stetig auf I, und Iz ist und die Intervalle I,, I
nicht-leeren Durchschnitt haben, ist x (¢) stetig auch auf I, U I3 und somit auf [a, b].
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Figure 32: Intervalle I, und Iz

Die Funktion x (t) erfiillt auf jedem Intervall I, die Integralgleichung

z(t) = o —i—/t f(s,z(s))ds.

Daraus folgt, dass die Gleichung auch fiir alle ¢ € I erfiillt ist und somit z (¢) eine Losung
von (3.24) auf [ ist. m

Beweis von Satz . (a) Sei S die Menge aller Losungen des Anfangswertprob-
lems (3.24)), und definieren wir z (¢) als die Vereinigung von allen Losungen aus S. Nach
Lemma [3.§]ist die Funktion  (t) auch eine Losung von und deshalb € S. Daraus
folgt, dass x (t) eine maximale Losung ist, weil der Definitionsbereich von z (¢) die Defini-
tionsbereiche aller anderen Losungen aus S enthélt und somit x (¢) nicht fortsetzbar auf
ein echt grofleres Intervall ist.

Sei y (t) auch eine maximale Losung von (3.24). Da y € S, enthédlt der Definitions-
bereich I, von z den Definitionsbereich I, von y, also I, D I,. Da y maximal ist, muss
I, = I, gelten, woraus folgt, dass x und y identisch sind.

(b) Sei I der Definitionsbereich einer maximalen Losung x (t). Dann ist I ein Intervall,
und wir beweisen, dass [ offen ist. Angenommen das Gegenteil gilt, I ist nicht offen, es
gehort z.B. der Endpunkt a :=inf I zu I. Dann liegt der Punkt (a,z (a)) in 2, und nach
Satz hat das Anfangswertproblem

{ y/:f<t7y)
y(a) =z (a)

eine Losung auf einem Intervall (a — 7, a + r) mit r > 0 (Fig. [33).

Dann ist die Vereinigung z (t) der Losungen z (¢) und y (¢) eine Losung, die auch fiir
t < a definiert ist, was bedeutet, dass die Losung z (¢) auf ein echt grofieres Intervall
fortsetzbar ist, was im Widerspruch zur Maximalitat von z steht.

(¢) Nehmen wir das Gegenteil an, dass also x (t) eine gewisse kompakte Menge K C €2
fiir ¢ — a nicht verldsst. Dann existiert eine Folge ¢, € (a,b), so dass t;x — a und
(tr, zx) € K, wobei zp = z (tx). Da jede Folge in K eine konvergente Teilfolge mit dem
Grenzwert in K besitzt, kénnen wir voraussetzen, dass die ganze Folge {(ty, %)} ., gegen
einen Punkt (a,q) € K fir k — oo konvergiert. Wegen (a, q) € Q existiert ein Zylinder

Z:=la—6a+6 x B(ge) CQ,

wo die Funktion f Lipschitz-stetig in x ist mit einer Lipschitz-Konstanten L.Betrachten
wir fiir ein £ das Anfangswertproblem

yl = f (ta y)
{ y () = 2 (3:27)
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Figure 33: Die Losungen z (¢) und y ()

(Fig. [34).
Ist k& hinreichend grof}; so ist (tj,zy) hinreichend nahe bei (a,q), und dann ist der
Zylinder

) 0, — €
Zy = [ty — §,tk + 5] X B(xy, 5)

eine Teilmenge von Z. Insbesondere ist die Funktion f in Z Lipschitz-stetig in x mit der
Lipschitz-Konstanten L und

sup || f[| < sup || f[| = M.
Z, z

Deshalb hat ([3.27)) eine Losung y (¢) auf dem Intervall (¢, — r, tx + r), wobei

:= min éi i >0
" 2'20M’ 2L

(siehe den Beweis von Satz . Es ist wichtig zu betonen, dass r von k£ unabhéangig ist.
Ist k& hinreichend grof8, so gilt a € (¢, — r,tx + r), insbesondere t;, — r < a, so dass y (t)
auch fiir die Werte ¢ < a definiert ist. Da die Funktion z (f) auch das Anfangswertproblem
16st, ist die Vereinigung von z (t) und y (¢) eine Losung, die im Widerspruch zur
Maximalitat von = auch fiir ¢ < a definiert ist. m

3.5 Stetigkeit von Losungen beziiglich f (¢, )

Seien  eine offene Menge in R"™! und f, g zwei Abbildungen von € nach R", die stetig
und beziiglich = lokal Lipschitz-stetig sind, wie im Satz von Picard-Lindelof. Betrachten
wir zwei Anfangswertprobleme

r_

T (to) = 29

und

Yy =g(ty)
R 329
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Figure 34: Losungen x () und y (t)

mit gleichem Anfangswert (¢, x) € €.

Wir behandeln die Funktion f als fest, die Funktion g als variabel. Sei z (t) eine Losung
von (3.28)). Unsere Absicht ist zu zeigen, dass y nahe bei x ist, vorausgesetzt, dass g nahe
bei f ist. Dieses Resultat hat eine theoretische sowie auch praktische Bedeutung. Ist z.B.
die Funktion f (¢,z) nur ungefdhr bekannt, so 16st man statt des genauen AWPs
ein anderes AWP ([3.29) mit g ~ f. In diesem Fall ist es wichtig zu wissen, ob y (t) ~ x (t)
ist, und eine Abschéitzung des Fehlers ||z (¢) — y (¢)|| zu haben.

Satz 3.9 Seix (t) eine Losung des AWPs (3.28), die auf einem abgeschlossenen beschrinkten
Intervall [, 5] definiert ist, wobei av < ty < 5. Dann existiert fiir jedes € > 0 einn > 0
mit der folgenden Eigenschaft: ist g : Q0 — R" eine stetige und in x lokal Lipschitz-stetige
Funktion mit

sup If =gl <mn, (3.30)

so existiert eine Losung y (t) des AWPs (3.29)), die auf o, B] definiert ist; auflerdem erfillt
die Léosung y (t) die folgende Ungleichung

sup [l (1) —y ()] <e. (3.31)
[a,f]

Beweis. Wir fangen mit der folgenden Abschétzung der Differenz ||z () — y (¢)]| an.
Behauptung 1. Seien x (t) und y (t) die Losungen von jeweils (3.28) und (3.29), die auf

einem gleichen Intervall (a,b) definiert sind, wobei a < ty < b. Angenommen es existiert
eine Teilmenge K von ) mit den folgenden Figenschaften:
(A) die Graphen von x (t) und y (t) sind in K enthalten,
(B) die Funktion f (t,z) ist in x Lipschitz-stetig auf K mit der Lipschitz-Konstanten L.
Dann gilt

sup ||z (t) —y (1) < " (b —a)sup || f - g]. (3.32)
te(a,b) K
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Die beiden Funktionen x und y erfiillen die Integralgleichungen

f(t):$0+/t Fls.o()ds und y() =an+ [ g(sy(s)ds

to

Nach der Dreiecksungleichung erhalten wir fiir jedes ¢ € (a, b)

lz(®) =y @] <

/ 1 (51 (5)) = (5.3 (5)] s

<

f(s,x(s)) = f(s,y(s))ll ds| +

f 5,9(s)) —g(s,y(s))ds|.

Da die Punkte (s,z(s)) und (s,y (s)) Elemente von K sind, kann der erste Integrand
durch die Lipschitz-Bedingung in K abgeschatzt werden:

1 (5,2 (s)) = f (s, (DI < Ll (s) =y (s)]] -

Der zweite Integral schatzen wir ab wie folgt:

1 (5,9 () = 9 (5,9 ()] ds

<sup [|f = gl[|t = to| <sup|[f —g[ (b —a)=:C,
K K

woraus folgt

l(t) —y @ < L

/ |z (s s)|lds| + C. (3.33)

Anwendung des Gronwall-Lemmas zur Funktion ||z () — y (¢)|| ergibt

lz () = y ()] < Ol < PO (b — a) sup || f - g,
K

was aquivalent zu ((3.32)) ist.

Die Ungleichung bedeutet insbesondere folgendes: ist supg, || f — ¢|| klein, dann
ist auch die Differenz ||z (t) — y (¢)|| klein, was im Grunde die Behauptung von Satz
ist. Aber bevor wir Behauptung 1 anwenden kénnen, miissen wir auf die folgenden Fragen
antworten:

— warum ist die Losung y (t) auf dem ganzen Intervall |« 5] definiert?

— warum existiert eine Teilmenge K C {2 mit den Eigenschaften (A) und (B)?

Zunachst bilden wir solche Mengen K. Fiir jedes € > 0 betrachten wir die Menge

K.={(t,z) eR" :a<t<B, |lzr—z()] <e}. (3.34)

Insbesondere ist Ky der Graph der Funktion z (¢), und K. fiir £ > 0 ist eine abgeschlossene
e-Umgebung von K beziiglich der Variable x (Fig. .

Die Menge K, ist kompakt, weil K das Bild des Intervalls [« 5] unter der stetigen
Abbildung ¢ + (t,z (t)) ist. Daraus folgt, dass K. fiir jedes ¢ > 0 auch eine kompakte
Teilmenge von R™*! ist.

Behauptung 2. FEs existiert ¢ > 0, so dass K. C Q und f auf K. Lipschitz-stetig in x
15t.
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(tx(®)

Figure 35: Die Mengen Ky und K.

Nach der Lipschitz-Bedingung, existieren fiir jedes (¢, z) € Q (insbesondere fir (¢, x) €
Kj) die Konstanten ¢,6 > 0, so dass der Zylinder

7 =[t—6,t+ 0] x B(x,¢)

ein Teilmenge von 2 ist und f auf Z Lipschitz-stetig in x ist (Fig. [36]).
Betrachten wir auch den offenen Zylinder

U= (t—46,t+0) x B(z, 3¢).

Variieren des Punktes (¢, z) in Ky ergibt eine Uberdeckung von K mit den offenen Zylin-
dern U. Da K, kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung von Ky mit den
offenen Zylindern, d.h. es existieren eine endliche Folge von Punkte {(t;,z;)};-, aus Kj
und entsprechende Konstanten ¢;,d; > 0, so dass die Zylinder

Ui = (t; — i, ti + 0;) x B(x, %gi)
die Menge K iiberdecken. Bezeichnen wir mit Z; den Zylinder

und mit L; die Lipschitz-Konstante von f in Z; (wir erinnern uns daran, dass nach der
Wahl von ¢;, §; auf jedem Zylinder Z; die Funktion f Lipschitz-stetig in z ist).
Wir definieren € und L durch

€= L min &, L= max L, (3.35)
2 1<i<m 1<i<m
und zeigen, dass die Menge K. die Eigenschaften (A) und (B) von Behauptung erfiillt,
dh. K. C Q und die Funktion f auf K. Lipschitz-stetig in = ist mit der Lipschitz-
Konstanten L. Fiir jeden Punkt (t,2) € K. haben wir nach Definition von K., dass
te€la, ], (t,z(t)) € Ko und
o=z (8)] <=
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Figure 36: Die Zylinder Z und U

Der Punkt (¢, x (¢)) gehort zu einem Zylinder U;, also
LE(t—diti+d;) und () -z < ge;

(Fig. .

Nach der Dreiecksungleichung haben wir
o =zl <fle =z @) + o (t) — 2l <ete/2 <e,

wobei man benutzt, dass nach e < g;/2 gilt. Daraus folgt, dass x € B (x;,¢;) und
somit (¢,z) € Z;. Insbesondere erhalten wir (¢, z) € 2, was beweist, dass K. C .

Sind (t,z),(t,y) € K., dann gehoren die beiden Punkte z,y zur gleichen Kugel
B (x;,¢;), die von der Bedingung (¢, z (t)) € U; bestimmt wird. Dann gilt (¢, z), (t,y) € Z;
und, weil f Lipschitz-stetig auf Z; mit der Lipschitz-Konstanten L; ist, erhalten wir

If(t2) = ftyl < Lille —yl < Lz —yl,

wobei man benutzt, dass nach L; < L gilt. Das beweist, dass f Lipschitz-stetig in
K. ist, was in Behauptung 2 zu beweisen war.

Jetzt beweisen wir die Existenz einer Losung y (¢) von , die auf dem Intervall
[, B] definiert ist. Sei y : [ — R" die maximale Losung von . Nach Satz
ist I ein offenes Intervall, und ¢y € I. Wir bestimmen zunéchst ein Intervall (a,b), wo
die beiden Funktionen z (f) und y (¢) definiert sind und ihre Graphen iiber (a,b) in K.
enthalten sind. Wegen y (to) = x¢ gehort der Punkt (¢o,y (to)) des Graphen von y (t) zu
K.. Nach Satz verlasst der Graph von y (t) die Menge K. fiir t gegen die Endpunkte
von 1, also (t,y (t)) ¢ K., wenn t nahe bei den Endpunkten von I ist. Setzen wir

a = sup{tel,t<ty: (t,y(t)) ¢ K.},
b = inf{tecl,t>ty: (t,y(t) ¢ K.},
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Figure 37: Die Zylinder U; und Z;

so dass a,b € I und a < tg < b. Wir betonen, dass y (¢) auf dem Intervall [a, b] definiert
ist. Fiir jedes t € (a,b) haben wir nach Definition von a und b, dass (¢,y (t)) € K. und
somit t € [«, 8], woraus [a,b] C [a, ] folgt. Man kann auch sagen, dass [a, b] maximales
Intervall ist mit der Eigenschaft, dass der Graph von y (t) {iber [a,b] in K. enthalten ist
(Fig. [38).

Der letzte Schritt des Beweises besteht darin, zu zeigen, dass [a,b] = [«, 5]. Daraus
wiirde folgen, dass die Losung y (t) auf ganzem Intervall [« 3] definiert ist und fiir jedes
t € o, p] gilt (t,y(t)) € K., also

() —y (@) <e,
was zu beweisen war. Angenommen, dass

1f— g

wobei 1 = n(e) > 0 noch bestimmt werden muss. Dann erhalten wir aus (3.32) mit
K = K., dass

K5§n7

sup o (1) =y (O < ) =)l = gll, < (F-a)n < S (330)
vorausgesetzt -
(AT L
Mit ¢t — a+ erhalten with aus , dass
|+ (@) =y (@)] < 5. (3.37)
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Figure 38: Definition des Intervalls [a,b]. Zwei Félle: ¢ > a und a = «a.

Es folgt aus (3.37), dass a = a. Ist a > «, dann sind die beiden Funktionen x (¢) und
y (t) in einem Intervall (a — r,a + r) mit hinreichend kleinem r > 0 definiert, und es gilt
in diesem Intervall ||z (t) — y (¢)|| < €, insbesondere fiir t € (a —r, a|, was im Widerspruch
zur Definition von a ist. Mit gleichem Argument zeigt man, dass b= (5. =

Aus dem Beweis ergibt sich die folgende Verfeinerung von Satz [3.9

Korollar 3.10 Unter den Voraussetzungen von Satz set € > 0 eine Konstante, so
dass K. C Q und f(t,z) auf K. Lipschitz-stetig in x mit einer Lipschitz-Konstanten
L ist (wobei K. durch definiert ist). Ist supy_||f — g|| hinreichend klein, so hat
das AWP (3.29)) eine Lisung y (t) auf dem Intervall o, B, die die folgende Ungleichung
erfullt:

sup |l (8) =y (D) < "0 (5 - ) Sup 1f =gl (3.38)

Beweis. Nach dem Beweis von Satz|3.9|wissen wir, dass die Kleinheit von supy_ || f — |
die Gleichheit [a,b] = [«, 8] ergibt. Dann folgt (3.38)) aus (3.32). m

3.6 Stetigkeit von Losungen in Parameter

Betrachten wir das folgende Anfangswertproblem mit einem Parameter s:

{ v =Jho8) (3.39)

x (to) = Ty,

wobei f eine Abbildung von  nach R™ ist und Q eine offene Teilmenge von R™™™*1 ist.
Hier sei t € R, x € R", s € R™, und das Tripel (¢, x, s) wird wie folgt mit einem Punkt in
R7+m+L jdentifiziert:

(t,x,8) = (t, 21, .., Ty, S1y vy S -
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Wie soll man das AWP (3.39) verstehen? Fiir jedes s € R™ betrachten wir die offene
Menge
Q, = {(t,z) e R™": (t,2,5) € Q}.

Alternativ kann €2, definiert werden als der Durchschnitt 2 N H, mit der Hyperebene

H, = {(t,x,s) eR"™ . tcR z € ]R”},

die mit R™*! identifiziert wird. Wir betonen, dass €2, eine offene Teilmenge von R™! ist.
Ist (t,x) € Q, dann gilt (¢,7,s) € Q und somit existiert eine Kugel B in R"™™*1 mit
Zentrum an (¢, z, s), die in € enthalten ist. Dann ist der Durchschnitt BN H, eine Kugel
in H; mit Zentrum (¢, z), die in €, enthalten ist, woraus folgt, dass (2, offen ist (Fig. .

Rmﬁ

le

‘ (t01X0)

Figure 39: Menge €2,

Bezeichnen wir mit S die Menge der Werten von s mit (tg, zg) € €2, also
S = {S e R™: (to,iEo) S QS} = {S e R™: (to,(Eo,S) € Q}

Wir setzen immer voraus, dass S nicht leer ist, und betrachten fiir jedes s € S das
Anfangswertproblem im Definitionsbereich €.

Angenommen, die Funktion f (¢, x, s) ist stetig in (¢, z, s) in © und fiir jedes s € S lokal
Lipschitz-stetig in x in §2,. Nach Satz existiert fiir jedes s € S die maximale Losung
von (3.39), die mit x (¢,s) bezeichnet wird. Sei I, der Definitionsbereich der Funktion
t — x(t,s), also I ein offenes Intervall. Dann ist der Definitionsbereich U der Funktion
(t,8) — z(t,s) durch die Identitét

U={(t,s) eR™ :5e€ S, tel}
gegeben (Fig. .

Satz 3.11 Unter den obigen Voraussetzungen ist die Menge U eine offene Teilmenge von
R™ ! und die Funktion x : U — R" ist stetig beziiglich (t, s).
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scR™A

Figure 40: Die Menge U

Beweis. Halten wir einen Wert s € S fest und betrachten die Losung x (t) = x (¢, so) ,
die auf dem Intervall I, definiert ist. Sei [«, 5] ein Teilintervall von Iy, mit ty € («, 3).
Wir beweisen, dass es ein ¢ > 0 gibt mit

[, B] x B (s9,6) C U, (3.40)

was die Offenheit von U implizieren wird. Die Kugeln in allen Riumen R* werden
beziiglich der co-Norm betrachtet, so dass das Produkt von zwei Kugeln wieder eine

Kugel ist (Fig. [41).

scR™4A

\/

ls,

Figure 41: Die Menge U ist offen

Die Funktion z (t) 16st das Anfangswertproblem
{fzf@@,
T (to) = Xy,

wobei f (t,x) := f(t,x,5). Betrachten wir noch einen Wert von s € B (s, d) und die
Funktion y (t) = x (t, s), die das folgende Anfangswertproblem 16st:

{y’zg(ty%

y (to) = o,
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wobei g (t,y) = f (t,y,s). Um (3.40) zu beweisen, reicht es zu zeigen, dass die Losung y ()
auf ganzem Intervall [a, §] definiert ist, vorausgesetzt, dass ||s — so|| hinreichend klein ist,
also dass ¢ hinreichend klein ist. Dafiir betrachten wir die Menge

K.={(t,z) eR" :a<t<B, lv—=z(t)| <e},

(vgl. der Beweis von Satz[3.9)), die fiir hinreichend kleines ¢ eine Teilmenge von §, ist,
und die Funktion f(¢,z) in K. Lipschitz-stetig in x ist mit einer Lipschitz-Konstanten
L. Da K. eine kompakte Teilmenge von (), ist, gilt fiir hinreichend kleines 6 > 0 die

Inklusion
K€ X E(So,(s) C Q,

was mit dem gleichen Argument bewiesen wird wie die Inklusion K. C §,, (Fig. [42).

ScR™ 4

ET(so,d){

X(0)=xX(t,%)
Y(t)=x(t

XeR"

Figure 42: Die Mengen K. und K. x B (sg,9)

Insbesondere gilt K. C €, fiir alle s € B (sp,d), und somit ist g (¢,y) auch auf K.
definiert. Da die Funktion f (¢, x, s) stetig ist, ist sie gleichméBig stetig auf jeder kompak-
ten Teilmenge von €, insbesondere auf K. x B (sg, ). Daraus folgt, dass

sup ||f (tu z, SO) - f (ter S)H — 0 fir s — 50, (341>
(t,x)eKe

also, es wird supy_||f — g|| fiir s € B (so,0) beliebig klein sein, vorausgesetzt ¢ ist hin-
reichend klein. Dies angenommen, erhalten wir nach Korollar [3.10} dass die Losung y (¢)
auf dem Intervall [«, 5] definiert ist, woraus folgt.

Dariiber hinaus ergibt die Ungleichung in Korollar folgendes:

sup ||z (t,s) =z (t,s0) = sup [z () =y @)] < Csup|f - gll
tefa,B] tefa,B] K.
= C sSup ||f (twra 80) - f (th?S)H ) (342>
(t,x)eK.
wobei C' := 8= (3 — ). Es folgt aus (3.41)) und (3.42)), dass
sup ||z (t,s) — x (t,s0)|| — 0 fur s — s, (3.43)
t€la,B
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so dass x (t,s) stetig beziiglich s in s = s ist, und zwar ist die Stetigkeit gleichméfig
beziiglich t € o, f]. Da x (t, s) fiir jedes s stetig in ¢ ist, folgt, dass « stetig in (¢, s) ist.

In der Tat zeigen wir, dass fiir jedes (tg, s9) € U (wobei tg € (o, 8) nicht unbedingt der Anfangswert
ist) gilt x (¢,s) — x (to, so) fur (¢,8) — (to, o). Anwendung von (3.43) und die Stetigkeit der Funktion
x (t,80) in t ergeben

@ (t,s) =@ (to, o)l < Nz (t,s) —x(t,s0)ll + @ (&, s0) — x (o, 50)l
< sup ||{L‘ (t7 S) - (tu SO)“ + HI’ (t7 80) -z (t(), SU)H
te(a,B]
— 0 fir s — sg, t — tg,

was zu beweisen war. W

Als ein Beispiel von Anwendung von Satz [3.11] betrachten wir die Abhéangigkeit der
Losung von dem Anfangswert.

Korollar 3.12 Betrachten wir das Anfangswertproblem

{ v=f(t7) (3.44)

xr (to) = 29

wobei f : Q0 — R™ eine Funktion in einer offenen Teilmenge Q@ C R ist. Sei f in Q

stetig und lokal Lipschitz-stetig in x. Fir jedes (to, zo) € Q bezeichnen wir mit x (t,to, xo)
die mazimale Losung von (3.44). Dann ist die Funktion x (t,ty,zo) auf einer offenen
Teilmenge von R™2 definiert und stetig in (t, 1o, 7).

Beweis. Betrachten wir eine neue Funktion y (t) = x (t + t9) — xo, die die folgende
DGL erfiillt:

Y (t) =o' (t+to) = f(t+to,x(t+1tg) = f(t+to,y(t) + x0).

Betrachten wir die Variable s := (to, o) als einen Parameter der Dimension n + 1 und
definieren eine Funktion F' durch

F(t,y,5) = [ (t+to,y + x0) .-
Dann 16st y (¢) das Anfangswertproblem

{ y' =F(ty,s)
y(0) =0.

Der Definitionsbereich der Funktion £ enthélt den Punkt (¢,y, o, 79) € R?*"*2 genau dann,
wenn
(t+t0,y+x0) € Q)

woraus folgt, dass der Definitionsbereich von F die offene Teilmenge von R?"*2 ist, die das
Vorbild von Q under der Abbildung (t,y,to, zo) +— (t + to,y + xo) ist. Da die Funktion
F (t,y,s) stetig in (¢, y, s) und lokal Lipschitz-stetig in y ist, erhalten wir nach Satz
dass die maximale Losung y = y (¢, s) auf einer offenen Menge definiert und stetig in (¢, s)
ist. Somit ist die Funktion x (¢, to, o) = y (t — to, to, To) + o auch auf einer offenen Menge
definiert und stetig in (¢,%p,z0). m
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3.7 Differenzierbarkeit von Losungen in Parameter
3.7.1 Die Variationsgleichung

Betrachten wir wieder das Anfangswertproblem mit Parameter s € R™

{ r = f(t,z,s), (3.45)

T (to) = Xy,
wobei f eine Abbildung von 2 nach R" ist,  eine offene Teilmenge von R+ ist, und
(t,x,8) = (£, 21, .., Ty, S1y -vy S -

Wir benutzen die folgenden Bezeichnungen fiir die Ableitung von f in x:

o, _Of _ (0fi

wobei ¢ = 1,...,n der Zeilenindex und k£ = 1,...,n der Spaltenindex sind, so dass f, eine
n xn Matrix ist. Diese Matrix heifit auch die Jacobi-Matriz von f in x. Analog definieren

wir die Ableitung von f in s:
. Of _ (0fi
o= 04 = ds (88;) ’

wobei ¢ = 1,...,n der Zeilenindex und [ = 1,...,m der Spaltenindex sind, so dass f, eine
n X m Matrix ist. Wir betrachten die Ableitungen f, und f, als Funktionen auf {2 mit
Werten in jeweils R"*"™ und R™*™.

Nach Lemma [3.1] ist f, stetig in Q, dann ist f lokal Lipschitz-stetig in . In diesem
Abschnitt setzen wir voraus, dass f und f, stetig in ) sind, so dass die obigen Ergebnisse
verwendbar sind, und untersuchen die Existenz und die Eigenschaften der Ableitung y =
Os.

Sei z (t, s) die maximale Losung von (3.45]). Nach Satz ist der Definitionsbereich
U von z (t,s) eine offene Teilmenge von R™*! und die Funktion z : U — R" ist stetig.

Satz 3.13 Angenommen, die Funktion f(t,z,s) ist in Q) stetig und stetig differenzierbar
in x und s. Dann ist die Funktion x (t,s) stetig differenzierbar in (t,s) € U und die
Ableitung y = Osx lost das folgende Anfangswertproblem

Yy =fo(tx(t,s),s)y+ fs (t,x(t,s),s),
3.46
) (340
Wir beweisen diesen Satz spéter. Die Ableitung d,x = (%—“;;) ist eine n x m Jacobi-

Matrix, wobei k = 1, .., n der Zeilenindex und [ = 1, ..., m der Spaltenindex sind. Deshalb
nimmt die Funktion y (¢, s) = 0sx die Werte in R"*"™ an. Die beiden Terme auf der rechten
Seite von (3.46f) sind auch n x m Matrizen: f; ist eine n x m Matrix nach Definition, und
fry ist das Produkt von der n x n Matrix f, und der n x m Matrix y, was wieder eine
n X m Matrix ist.

Die Bezeichnung f, (t,x(t,s),s) bedeutet, dass man erst die Ableitung f, (¢, z,s)
berechnet und danach den Wert von = = z (¢, s) einsetzt. Die gleiche Erklarung gilt auch

fir fs (t,il? (t75) 73)'
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Die DGL in heifit die Variationsgleichung von der DGL 2’ = f (¢, x, s) entlang
der Losung x (t, s).

Wir betonen, dass die Variationsgleichung linear ist. In der Tat fiir jedes s kann die
Variationsgleichung in der Form

Y =a(t)y+b(t)

geschrieben werden, wobei

a(t)=f.(t,x(t,s),s), b(t)=fs(t,xz(t,s),s).

Die Funktionen a (t) und b (t) sind stetig, weil f und x (t, s) stetig sind. Ist I der Defini-
tionsbereich der Losung ¢ — z (¢, s), so ist Iy x R™™ der Definitionsbereich der Variation-
sgleichung. Nach Satz existiert die Losung y (t) von (3.46|) auf dem ganzen Intervall
I,. Deshalb kann den Satz wie folgt verstanden werden: sind z (¢, s) die Losung von
auf I; und y (t) die Losung von auf I, dann gilt y (t) = Osx (t, s) fiir alle
tel.

Somit liefert der Satz die Methode fiir Bestimmung der Ableitung dsz (¢, s) fiir

einen Wert von s, ohne die Losung x (¢, s) fiir alle s berechnen zu miissen.
Beispiel. Betrachten wir das Anfangswertproblem mit Parameter

{ipoi

im Bereich (0,+00) x R x R (also, t > 0 und z,s sind beliebig reell). Berechnen wir
z (t,s) und O,z fiir s = 0. Da die Funktion f (t,z,s) = 2% + 2s/t stetig differenzierbar in
(x, ) ist, ist die Losung z (¢, s) stetig differenzierbar in (¢, s).
Fiir s = 0 haben wir das AWP
! = $2
{ x (1) = -1,

das man 16st und erhélt = (¢,0) = —7. Da f, = 2z und f, = 2/t, erhalten wir die

Variationsgleichung entlang diese Losung

2 2
y, = (fa: (t,[[‘, S)|x:_%75:0) Yy + <f5 <t787x)|m:—%’5:0> = _gy + ;

Das ist eine lineare Differentialgleichung der Form ¢ = a (t)y + b (¢), die man mit Hilfe
der Identitat
y = e /e_A(t)b (t)dt

16st, wobei A (t) eine Stammfunktion von a(t) = —2/t ist (vgl. Satz [1.4). Setzen wir
A(t) = —2Int ein und erhalten

2
y(t)y=t> /tQEdt =t (*+C)=1+Ct>

Die Anfangsbedingung y (1) = 0 ist mit C' = —1 erfiillt, so dass y (t) = 1 — t~2. Nach
Satz beschliessen wir, das O,z (t,0) =1 — 2.
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Die Taylorentwicklung von x (t, s) erster Ordnung in s — 0 ist wie folgt:
z(t,s) =x(t,0) 4+ 0sx (t,0) s +o(s) as s — 0,

also .
x(t,s):—g—i- (1——>s+o(s) as s — 0.

Deshalb erhalten wir fiir kleinen Werten von s eine Annéherung

1 1
x(t,s)%—;—k <1——> S.

Spater konnen wir die weiteren Terme in der Taylorentwicklung der Losung bestimmen.

Besprechen wir weiter die Variationsgleichung (3.46]). Es ist einfach (3.46|) zu gewin-
nen, vorausgesetzt, dass die gemischten Ableitungen 0,0;x und 9,0sx existieren und sind
gleich. Ableitung die Gleichung (3.45)) in s mit Hilfe von Kettenregel ergibt

00,0 = 0, (Opr) = 05 [f (£, (t,5),8)] = fo (t,x(E,8),8) 0sx + fs (t,x (L, 8),5),

woraus folgt nach Einsetzen 0;x = y. Obwohl dieses Argument kein Beweis von
Satz ist, es hilft die Variationsgleichung zu erinnern.

Die Existenz und die Gleichheit der Ableitungen 0;0,x, 0s0;x gelten unter den Bedin-
gungen von Satz , aber im Beweis erhélt man sie erst nach der Variationsgleichun@

(vgl. die Bemerkung nach dem Beweis).

Man kann die Variationsgleichung auch durch die Linearisierung gewinnen, wie folgt. Halten
wir fest den Wert s = sp und setzen z (t) = x (¢,s0). Da f(t,x,s) stetig differenzierbar in = und s ist
und somit auch differenzierbar in (z, s), kdnnen wir fiir jedes ¢ schreiben

[tz s) = f @t (t),s0) + fa (2 (t),s0) (x—x (1) + fs (£, 2 (), 50) (5 — 50) + R,
wobei R der Restterm ist, also
R=o(lz—z@)]+ls—soll) fir [z —z@)]+]s— soll —0.
Ist s nahe bei sg, dann ist nach Satz z (t, s) nahe bei z (t), und wir erhalten die Annéherung
[t s),s)~ fta(t),s0)+a(t) (@, s)—x(t)+b(t) (s —s0),

woraus folgt

2 (t,s) ~ f(t,x(t),s0) +a(t)(z(t,s)—x(t)+b(t)(s—s0).
Die rechte Seite ist linear beziiglich z (¢,s), und diese Gleichung heifit die Linearisierung der DGL
2’ = f(t,x,s) entlang die Losung x (t). Ersetzen f (t,z (t),so) mit «’ (¢) und dividieren durch s — sg
ergibt die folgende ungefahre Gleichung fiir die Funktion z (¢, s) = %;;(t)

Z~a(t)z+b(t).

Die Ableitung y (t) = 0s%|s=s, = lims_s, 2 (¢, s) erfiillt diese Gleichung exakt.

"Man koénnte die Identitit 0,0,x = 0s0;,x mit Hilfe von Satz von Schwarz beschlieBen, indem man
zunéchst die Existenz und Stetigkeit der Ableitungen 0;0sx, 0s0rx zeigt, aber der Beweis von Stetigkeit
liefert gleichzeitig auch die Identitéat.
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3.7.2 Hohere Ableitungen in s

Der folgende Satz ergéinzt den Satz [3.13] im Fall, wenn f die hoheren Ableitungen in s
besitzt. Sei F' eine Funktion von Variablen a, b, c,.... Wir schreiben

F e % (a,b,..),

wenn alle partiellen Ableitungen der Ordnung < k von der Funktion F' in Variablen a, b,...
existieren und stetig im Definitionsbereich von F' sind. Z.B., den ersten Teil von Satz[3.13]
schreibt man kurz in der Form

f(t,z,s) € C (x,8) = x(t,s) € C*(s),

weil nach der Voraussetzung f, und f, existieren und stetig sind, und nach der Behauptung
 stetig differenzierbar in s ist™]

Satz 3.14 Angenommen, die Funktion f (t,x,s) ist stetig in Q und f (t,x,s) € C* (z, s)
fir ein k € N. Sei x(t,s) die mazimale Losung von . Dann gilt = (t,s) € C*(s).
Auflerdem gilt die folgende Identitdt fir jeden Multiinder o = (ay, ..., ) der Ordnung
la| < k:

0y0¢r = 050, (3.47)

Ein Multiindex « ist eine Folge (v, ..., &) von m nicht-negativen ganzen Zahlen «,
die Ordnung |a| von « ist durch |a| = a; + ... + «, definiert, und die Ableitung 0 ist

durch ol
aa

s 0s{*...0s%m
definiert. Wir beweisen diesen Satz spater.

Angenommen f € C? (z,s) und n = m = 1, bestimmen wir mit Hilfe von Satz die
zweite Ableitung z = Ossz. Wir schreiben auch wie oberhalb y = d,2. Die erste Ableitung
der Gleichung O,z = f (t,x, s) in s ergibt

00 = fo (t,x (t,s),s)0sx + fs (t,x(t,s),s),
und nach der zweiten Ableitung erhélt man
020 = fo (t,3(t,5) , 5) OssTtfuw (£, 7, 8) (0s2)+ fos (t, 2, 5) Os+ fu (£, 7, 8) D+ fus (£, 2, 5)
Wegen 0?0,z = 0,0%x = 0,z erhalten wir fiir z das Anfangswertproblem

2= fo(t,2,8) 2+ fow (t,2,8) Y* + 2f0s (t,2,8) y + fos (L, 1, 5)
{ ) =0 (3.48)

Natiirlich miissen iiberall x und y jeweils durch x (¢, s) und y (¢, s) ersetzt werden.
Die Gleichung (3.48)) heifit die zweite Variationsgleichung entlang die Losung z (¢, s).
Sie ist eine lineare DGL und sie hat den gleichen Koeffizient f, (t,z (t,s),s) vor der

18Satz besagt auch die stetige Differenzierbarkeit von z (¢, s) in ¢, aber das ist offensichtlich und
folgt direkt aus der Gleichung 0z = f (t,z,s).
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unbekannten Funktion, wie die erste Variationsgleichung. Man 16st zuerst die erste Vari-
ationsgleichung und danach benutzt die Losung y, um die zweite Variationsgleichung zu
bestimmen. Analog bestimmt man die Variationsgleichungen hoherer Ordnungen.

Beispiel. Betrachten wir wieder das AWP
v =2+ 2s/t
z(l)=-1.
Wir haben schon fiir s = 0 die Losung und die Ableitung in s bestimmt:

v (t) = 2 (£,0) = —% und g (t) == D (,0) = 1 — %2

Jetzt bestimmen wir die zweite Ableitung z (¢) = 05 (¢,0). Da

fw:2x> fmx:27 fxszoa fSS:O,

ist die zweite Variationsgleichung wie folgt:

Z/ = <fI|:v:—%,s:O> Z+ <f$$|$:—%,s:0> y2

2 -
= 21—

Die Losung der linearen Gleichung 2’ = a (t) z4+b (f) mit a (t) = =2 und b (¢) = 2 (1 — 2
ist

2(t) = et / e A0y () dt =172 / 2% (1— ) dt

2 2 2 2 4 C
= t 2B -+ C )=t — = — — + —.
(3 t - ) 3B IR

Die Anfangsbedingung z (1) = 0 ergibt C' = %2 und somit

2 4 16 2

Dann ist die Taylorentwicklung von z (¢, s) zweiter Ordnung in s — 0 wie folgt:

x(t,s) = a:(t)er(t)s—l—lz(t)sz%—o(sz)

2
N S L2038 Vel (e
= t+(1 t)s+(3t T T3 t3>s +0(s%).

Fiir Vergleich werden auf dem Bild 43| die folgenden Funktionen gezeigt:

1. die Losung z (t, s) mit s = 0.1 (schwarz), die sehr prézise mit Hilfe von numerischen
Methoden (MAPLE) berechnet worden ist;

2. die Naherungslosung der Ordnung 0, also die Funktion —% (blau);

3. die Nédherungslosung der Ordnung 1, also die Funktion —% + (1 —t72)s (griin);
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Figure 43: Die Funktion z (¢, s) mit s = 0.1 und Naherungslésungen

4. die Naherungslosung der Ordnung 2, also die Funktion

1 » 1,2 8 1Y),
—z‘i‘(l—t )S—F(gt—;‘i‘@_t_‘g)S (l"Ot).

Offensichtlich liefert die letzte Funktion die beste Naherung von z (¢, s).

Jetzt besprechen wir eine alternative Methode fiir Bestimmung der Variationsgleichungen erster
und zweiter Ordnung. Wie zuvor, seien z (t), y (t), z (t) jeweils z (t,0), dsx (¢,0) und Ossz (¢,0). Nach
Taylor-Formel haben wir fiir s — 0

x(t,s)=x(t)+y(t)s+ %z (t)s*+o(s?). (3.49)

Bestimmen wir die ahnliche Entwicklung fiir ' = d;x:
2’ (t,s) =’ (t,0) + 952’ (¢,0) + %885:10’ (t,s) s> +0(s?)
und bemerken, dass nach Satz
057" = 050, = 005w = /'

und analog
assx/ = 553/ = 0,0,y = ZI7

woraus folgt

1

¥ (t,s)=2 t)+y (t)s+ 5’2/ (t)s*+0(s%). (3.50)

Einsetzen (3.49) und (3.50) in die DGL
=%+ 2s/t

ergibt

1 1 ?

) +y () s+ 52’ (t)s*+o(s%) = (x ) +y(t)s+ 37 (t)s®> 4o (52)> +2s/t

und somit

) +y () s+ %z’ (t)s> =2 (t)+2z(t)y (t)s + (y ) +x(t)z (t)) s°+2s/t+o(s?).
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Gleichsetzen die Terme mit den gleichen Potenzen von s (was gilt nach der Eindeutigkeit von Tayloren-
twicklung) ergibt die folgenden Gleichungen

() = z2%(¢t)
Yy (t) = 2z(t)y(t)+2s/t
Z(t) = 2x(t)z(t)+2y%(t).

Aus der Anfangsbedingung z (1, s) = —1 erhalten wir
s2
-1 :x(1)+sy(l)+52(1)+0(32),
woraus folgt
z(t)=-1, y(1)==z(1)=0.
Die Losung von den obigen DGLen mit diesen Anfangsbedingungen ergibt die gleichen Funktionen
z(t),y(t),z(t) wie oberhalb.

3.7.3 Konvexitat und Hadamard-Lemma

Fiir den Beweis von Satze und brauchen wir einige Hilfssatze aus Analysis.
Definition. Eine Menge K C R"™ heifit konver, falls x,y € K = [z,y] C K; d.h.
z,y € K ergibt (1 — \)z + Ay € K fiir jedes A € [0, 1].

Wir brauchen die folgenden zwei einfachen Eigenschaften von konvexen Mengen.

Behauptung 1 Jede Kugel in R™ beztuglich einer beliebigen Norm ist konvez.

Beweis. (Vgl. Lemma Ohne Beschrankung der Allgemeinheit reicht es zu zeigen,
dass die Kugel B (0,7) in R™ konvex. Gilt z,y € B (0,r), so haben wir ||z| < r und
ly|| < r, woraus folgt fiir jedes A\ € [0, 1]

11 =Nz +Myl| < (1= X) |z + Allyll <,

und somit (1 — \)z + Ay € B(0,r), was zu beweisen war. m

Behauptung 2 Sind A, B zwei konveren Teilmengen von jeweils R™ und R™, dann ist
das Produkt A X B auch konvez.

Beweis. Bezeichnen with die Elementen von A x B mit (x,y) wobei x € Aund y € B.
Sind (z,y) und (2, y") Elementen von A x B dann gilt fiir jedes A € [0, 1]

(1= ) (2,9) + A (@) = (1= o+ /s (1= Ny + M) € A x B,
woraus die Konvexitat von A x B folgt. m

Lemma 3.15 (Hadamard-Lemma) Seien Q) eine offene konvexe Teilmenge von R™ und
f(z): Q — R eine stetig differenzierbare Funktion. Dann existiert eine stetige Abbildung
o (x,y): Q x Q— R>" die die folgende Identitit erfiillt:

f)—f@) =9y (y—2), (3.51)

fiir alle z,y € Q (wobei v (x,y) (y — x) das Produkt der | xn Matriz und des Spaltenvektor
der Dimension n).
Auferdem gilt fiur alle x € 0 die folgende Identitat

o (z,x) = fi (). (3.52)
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Bemerken wir, dass nach der Differenzierbarkeit von f

fw—f@)=filx)(y—z)+o(lly—=z|) firy — x.

Die Identitét bedeutet, dass die Term o (|| — y||) geloscht werden kann, vorausge-
setzt, dass f, () durch eine stetige Funktion ¢ (x,y) ersetzt wird.
Betrachten wir die einfachen Beispiele von Funktionen f (z) im Fall n = [ = 1. Fiir
f (z) = 2? haben wir
f)=f@)=W+2)(y—2)
so dass gilt mit ¢ (x,y) = y + =. Insbesondere gilt ¢ (z,x) = 2x = f'(x). Analog
haben wir fiir f (z) = 2* mit k € N:

fly)—fl@)=0E""+2"2y+ .+ ) (y—2),

so dass ¢ (z,y) = 2" 1+ 2 2y + . +yF L und o (z,2) = ka2t = f (2).
Im Fall n = [ = 1 ist der Beweis von Hadamard-Lemma einfach, weil man die Funktion
 wie folgt definieren kann:

fy)—f(=
w(x,y)Z{ y; L u#e

fl(z), y=u,

die offensichtlich die beiden Identitaten und erfiillt. Es bleibt nur zu zeigen,
dass ¢ stetig ist. Die Funktion ¢ is offensichtlich stetig in jedem Punkt (z,y) mit z # y.
Sie ist auch stetig in (z, x) weil fiir jede Folge {(zx, yx)} mit (zg, yx) — (z,2) fir k — oo
gilt

fye)—f(zx)

oo ={ i BE I i) o @) = o),

wobei nach dem Mittelwertsatz &, € [z, k], also §, — x und [’ (§,) — [’ (z) nach der
Stetigkeit von f’(z).

Dieses Argument funktioniert fiir n > 1 nicht, weil man im Fall n > 1 durch y — =
nicht dividieren kann. Im allgemeinen Fall benutzt man einen anderen Ansatz. Dartiber
hinaus brauchen wir eine Verallgemeinerung von Hadamard-Lemma, wenn die Funktion
f von (t,x) abhéngt, nicht nur von z.

Lemma 3.16 (Verallgemeinerung von Hadamard-Lemma) Sei Q0 eine offene Teilmenge
von R" so dass fiir jedes t € R die Menge

Y ={reR": (t,z) € Q}

konvex ist (vgl. Fig. . Sei f (t,x) : Q — R! eine stetige Funktion ist so dass f, existiert
und stetig in Q) ist. Setzen wir

Q = {(t,z,y) eR* 1t eR, z,y € Y}
{(t,z,y) e R (t,2) €Q, (t,y) € Q}.

Dann existiert eine stetige Abbildung ¢ (t,x,y) : ' — R>", die die folgende Identitit
erfillt

f(tvy) - f(t,l‘) = Qo(tvxvy) (Z/ - 13)
fir alle (t,z,y) € . Auferdem gilt fir alle (t,x) € Q die folgende Identitdt

otz x) = f, (t, ). (3.53)
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// Rn

Figure 44: Die Mengen 2 und €2,

Ist Funktion f (¢,x) unabhéngig von ¢, dann fiihrt sich Lemma auf Lemma m
zuriick.

Beweis von Lemma [3.16. Jede Komponente f; kann separat behandelt werden
und somit es reicht nur den Fall [ = 1 zu betrachten. In diesem Fall ist ¢ eine Zeile
(©1, -, ), und wir miissen beweisen, dass es n reellwertige stetige Funktionen ¢, ..., ¢,
auf ' gibt, die die folgende Identitat erfiillen

f(t,y)—f(t,!)ﬁ) :Z¢i(t7$,y) (yi_xi)v

fir alle (¢,z,y) € . Halten wir fest einen Punkt (t,z,y) € € und betrachten die
Funktion
FQN) =ftz+ Ay —x))
fir A € [0,1]. Da z,y € ©; und €, konvex ist, liegt der Punkt z + A (y — x) in ;. Dann
gilt (t,z + A (y — )) € © und somit ist die Funktion F' (\) wohldefiniert fiir alle A € [0, 1].
Offensichtlich gilt F'(0) = f(¢t,z), F (1) = f(t,y). Nach der Kettenregel ist die
Funktion F' () stetig differenzierbar und

F'(N) =foi tz+ My —2) (Y — 25) -
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Nach Fundamentalsatz der Analysis erhalten wir
1
= / F' (M) dX
0

n
=

— Z/U fo G+ Ay — ) (yi — x;) dA

= > @itry) (v — ),
=1

wobei X
oiltzy) = [ Lotz Ay - 2)ax (3.54)
0
Insbesondere gilt es fiir z =y

foi bz + Ay —x) = fo (,2),
woraus folgt
i (t,2,2) = fo, (t, )
und somit ¢ (¢, z,x) = f, (t,x), also (3.53)).
Um die Stetigkeit von ¢, zu beweisen, bemerken wir zunéchst, dass €2 eine offene
Teilmenge von R*"*! ist, da Q' das Vorbild von Q x Q unter der stetigen Abbildung

(t,2,y) = ((t,2), (1, y))

ist. Offensichtlich ist f,, (t,x + A (y — z)) eine stetige Funktion von (¢, z,y, \) € Q' x [0, 1].
Nach Integration in A (vgl. (3.54)) erhdlt man eine stetige Funktion von (¢, z,y), was zu

beweisen war. m
Der Vollstandigkeit halber beweisen wir die letzte Behauptung, die zu Analysis IT gehort (vgl.

Lemma .

Lemma Sei f (v, ) eine reellwertige stetige Funktion auf V X [a,b], wobei V eine offene Teilmenge von
R* ist, v € V und X € [a,b]. Dann ist die Funktion

¢@=/mew

stetig inv e V.

Beweis. Sei {vj},—, eine Folge in V, die gegen einen Punkt v € V konvergiert. Da V offen ist,
existiert ein € > 0 so dass B (v,e) C V. Es folgt aus v, — v, dass alle Punkte v, mit gentigend grofien k
in der Kugel B (v,¢) liegen. Da f stetig auf V x [a,b] ist, ist f gleichmiBig stetig auf jeder kompakten
Teilmenge von V x [a, b], insbesondere auf B (v, ) X [a, b] . Daraus folgt, dass

f(or, ) = f (v, A) fiir k — oo,

wobei das Zeichen = die gleichméflige Konvergenz beziiglich A € [a, b] bezeichnet. Da das Integralzeichen
und die gleichméfige Konvergenz vertauschbar sind, erhalten wir

b b
w@wﬁ/ﬂ%MMﬁ/meM=MW

also ¢ stetig ist, was zu beweisen war. m

Bemerkung. Man kann auch zeigen, dass ¢ (z,y) in (z,y) k-fach stetig differenzierbar
ist, vorausgesetzt, dass f (t,z) in « (k + 1)-fach stetig differenzierbar ist.
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3.7.4 Beweise von Satze [3.13] und [3.14

Beweis von Satz Erinnern wir uns daran, dass x (¢,s) die maximale Losung
des Anfangswertproblems ist, die auf einer offenen Teilmenge U C R™"! definiert
und stetig ist (vgl. Satz . Im ersten Teil des Beweises zeigen wir, dass die partielle
Ableitung J;,x in U existiert. Da dies unabhangig fiir jede Komponente s; gemacht werden
kann und auch die Variationsgleichung fiir jede Komponente y; = 0,,x unabhéngig be-
wiesen werden kann, setzen wir in diesem Teil des Beweises voraus, dass s ein-dimensional
ist, also m = 1.

Halten wir einen Wert sq des Parameters s fest und beweisen, dass die Ableitung
Osx (t, s) existiert in s = sq. Dafiir werden wir das Verhéltnis

x(t,s) —z(t,s0)

z(t,s) = p—

betrachten und bemerken, dass z die folgende DGL erfiillt:

, 2 (t,s) — 2 (t,50)
() 8) — (b (1) 50)
0 (0,5) (2 (1) — @ (1, 0)) + (1, 5) (5 — 30
= a(t,s)z+b(t,s) S (3.55)

wobei die Funktionen a und b aus dem Hadamard-Lemma kommen. Dann werden wir
mit Hilfe der DGL zeigen, dass limg_,, 2 (£, s) existiert.

Die Einzelheiten, sowohl auch die Fortsetzung dieses Arguments, folgen spéter, nach-
dem die Anwendung von Hadamard-Lemma begriindet ist. Dafiir muss die Funktion
f (t,z,s) in einer offenen Teilmenge W C Q) betrachtet werden, so dass

— W; konvex fiir alle ¢ ist und

— (t,x (t,s),s) € W fiir alle s in einer Umgebung von s.

Jetzt bilden wir die Menge W. Sei [«, 5] ein beschréinktes abgeschlossenes Teilintervall
von Iy, wobei I, der Definitionsbereich der Lésung z (¢, s¢) ist. Es reicht zu beweisen,
dass 0sz (t, s) existiert in s = s fiir jedes t € (o, $). Wir nehmen immer an, dass (o, )
den Punkt ¢y enthélt. Nach dem Beweis von Satz existieren hinreichend kleine ¢ > 0

und § > 0 mit folgenden Eigenschaften: die Menge
V={(tz)eR"™:a<t<p, lz—=z(s0)| <e}

eine Teilmenge von €, die Losung t — z (¢, s) ist fiir jedes s € (s9 — 0, 5o + ) auf dem
Intervall (o, 3) definiert, und der Graph dieser Losung ist in V' enthalten (vgl. Fig. [45).
Setzen wir jetzt

W=V x (sy— 8,50 +0)

und bemerken, dass W offen ist und W C €2 fiir hinreichend kleines 0. Auflerdem ist W;
konvex fiir jedes ¢. In der Tat haben wir nach Definition von W, dass

Wy, =B (z(t,s0),€) X (s9— 0,50+ 0)
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Figure 45: Losungen x (t) und z (¢, s)

fiir t € (o, 8), und Wy = 0 fiir t ¢ (o, 8) (vgl. Fig. [46)). Da die Kugel B (z (¢, so) ,£) und
das Intervall (sg — 9, so + ) konvex sind, ist W; auch konvex.

Da die Funktion f(t,z,s) stetig in (¢,z,s) und stetig differenzierbar in (z,s) ist,
ist Lemma verwendbar mit Funktion f(¢,z,s) im Definitionsbereich W, mit dem
Parameter ¢ und Funktionsargument (x,s). Nach Lemma erhalten wir die Identitat

f(tayas) - f<t7$750) = @(tx;SanaS) (y —.CL') +w(t>$7507y78) (S - 80) )
fir alle (t,y,s), (t,z,s0) € W, wobei ¢ und v stetige Funktionen sindH
Insbesondere erhalten wir fir z = x (¢, s9) und y = z (¢, s):
f (th (ta 3) ) 8) - f (ta xr <t7 50) ) 80) = ¥ (t>$ (ta 30) » S0, L (ta S) ) 3) (55' (t> S) - (t, SO))
+ (t,x (t, s0) , S0, 7 (t,8),5) (s — s0)
= a(t,s)(z(t,s) —x(t,s0)) +b(t,s)(s—so),
wobei the Funktionen
a(t,s) = (t,z(t,s0),s0,2(t,s),s) und b(t,s) = (t,x(t,s0),S0,x(t,s),s) (3.56)
stetig in (¢, s) € (a, B) X (so — d, 50 + 0) sind (und sq als eine Konstante betrachtet wird).
Fiir alle s € (sg — 8,50 +0) \ {so} und t € («, ) definieren wir die Funktion
x(t,s) —x(t,so0)
S — Sp
und bemerken, dass nach (3.45)) und (3.56)),
! ' (ta S) —a (ta SO) f(tax(t>s)>s) _f(t>$(t)730)

z = =
S — So S — 8o

= a(t,s)z+b(t,s).

z(t,s) = (3.57)

9Der Definitionsbereich der Funktion ¢ (¢, x,7, vy, s) ist die Menge

W, = {(tamarayﬂs) : (t,:L‘,’I“) € VV,(f,y,S) € W}
= Atz ry,s)a<t <z -z s0)ll <& lly =2t s0)ll <elr—sol <9,|s—s0] <3}
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Figure 46: Die Mengen W und W,

Da auch z (tg,s) = 0 gilt (weil z (to,s) = z (ty,S0) = o), 16st die Funktion z (¢, s) fiir
jedes s € (sg — 0,50 +0) \ {so} das Anfangswertproblem

N R 559

Da die DGL ({3.58)) linear ist und the Funktionen a und b stetig in
(tv S) S (Oé, 6) X (SD - 57 S0 + 5) (359)

sind, erhalten wir nach Satz (Picard-Lindeldf fiir lineare Systeme), dass die Losung
des AWPs fir alle s € (so— 9,50+ 6) und t € («, 5) existiert und eindeutig ist.
Bezeichnen wir jetzt mit z (¢,s) die Losung von (3.58)), die als Funktion von (¢,s) im
Bereich definiert ist, und bemerken, dass nach Satz die Funktion z (t, s) stetig
in diesem Bereich ist. Andererseits ist die Losung von (3.58) fiir s # sg durch
gegeben. Nach der Stetigkeit von z (¢, s) in s erhalten wir

t,s) —x(t
Os (t,8) |s=go = lim z(t5) =2t 50) = lim z (t,s) = 2z (¢, s0) ,

S$—S0 S — SO 5—5S0

so dass die Ableitung y (t) = 05z (¢, ) |s=s, existiert und mit z (¢, sp) tibereinstimmt, also
y (t) erfiillt das Anfangswertproblem (3.58) mit s = so:

{ Yyl v, (.60

Nach (3.56|) und Lemma erhalten wir

a (tv 80) = (ta x (tv SO) , S0, T <t> SO) 780) = f:r: (t, X (t, SO) 750)

146



und
b(t,s0) = (t,x(t,s0),S0,x(t,80),50) = fs (£, (t,50), 50) -

Einsetzen in (3.60)) ergibt die Variationsgleichung (3.46) fiir y ().
Es bleibt noch zu zeigen, dass die Funktion z (¢, s) stetig differenzierbar in (¢, s) ist,

d.h. die Ableitungen 0;x und Osx stetig sind. Dafiir kehren wir zum allgemeinen Fall
s € R™ zuriick. Die Ableitung d,x = y erfiillt die Variationsgleichung (3.46)), also

Oy = fo(t,x(t,s),s)y+ fs (t,x(t,5),5) (3.61)
und ist somit stetig in (¢, s) nach Satz|3.11l Die Ableitung O,z erfiillt die DGL
o = f(t,x(t,s),s), (3.62)

woraus die Stetigkeit von J,x folgt. m
Beweis von Satz [3.14, Induktion nach k. Fir dem Induktionsanfang mit k& = 1
haben wir x € C' (s) nach Satz[3.13] Es folgt aus der DGL (3.62)), dass 9,z differenzierbar

in s ist, und wir erhalten nach der Kettenregel
s (Ox) = 05 [f (L, (t,8),8)] = fu(t,x(t,8),8) 0 + fs (t,2(t,5),5). (3.63)
Andererseits die Variationsgleichung ergibt
0y (0s2) = Oy = fo (t,x (t,8),8) 0t + fs (t,x (¢, 8),s), (3.64)
und wir beschliessen nach dem Vergleich von und , dass
0s0,x = 0,0,. (3.65)

Induktionsschritt von k — 1 nach k fiir k > 2. Angenommen f € C* (z,s), wir haben
auch f € C*1 (x,s) und erhalten nach der Induktionsvoraussetzung, dass x € C*7! (s).
Setzen wir y = J,x und benutzen die Variationsgleichung von Satz [3.13}

y, = fa (t,-T,S)y“‘fs (t,l’,s),
wobei z = z (t,5). Da f,, fs € C* 1 (z,s) und x (t,s) € C*~1(s), beschlieBen wir, das die
Verkettungen f, (t,z (t,s),s) und f, (t,z (¢,s),s) von der Klasse C*~! (s) sind. Deshalb
ist die rechte Seite von (3.66]) von der Klasse C*~! (y, s), und nach der Induktionsvoraus-
setzung erhalten wir, dass y € C*~! (s). Daraus folgt, dass = € C* (s).

Jetzt beweisen wir die Identitdt (3.47). Sei @ = (au, ..., ay,) ein Multiindex mit 0 <

|a| < k. Wéhlen wir einen Index i € {1,...,m} mit a; > 1 aus und bezeichnen mit /5 den
Index

6 = (ab ey O, O — 1,0éi+1, "'7am)7

wobei 1 nur an der Stelle i subtrahiert wird. Dann gilt die Identitit 0% = 979,, von
Differentialoperatoren auf alle Funktionen von C* (s). Da

Owx = f(t,x(t,s),s) € C* (s),
erhalten wir nach
0?(9,53: = (9?(9513153: = afataszx = 88’3@%,
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wobei y; = Os,x die i-te Spalte der Matrix y = O,z ist. Nach der Variationsgleichung
(3.66) erfiillt y; die folgende DGL

atyi = fx (ta T, S) yi + fsi (thv S) ) (367)

wobei die rechte Seite zur C*~1(y,s) gehort. Da |3 < k — 1, erhalten wir nach der
Induktionsvoraussetzung fiir die DGL (3.67)), dass

9%0,y; = 0,0%y;,

woraus folgt

(9?87533 = 8,5(95% = Otafaszx = @tagx

4 Autonome Systeme und Stabilitat von Losungen

4.1 Autonome DGLen
Eine autonome DGL ist die DGL der Form

¥ = f(x) (4.1)

wobei die Funktion keine explizite Abhéngigkeit von ¢ enthélt. Die Funktion f (z) ist auf
einer offenen Menge 2 C R” definiert und nimmt die Werte in R” an. Der Definitionsbere-
ich der DGL ist somit R x 2. Wir nehmen immer an, dass f lokal Lipschitz-stetig
ist, so dass Satz (Picard-Lindeldf) gilt.

Die Menge 2 heiBt der Phasenraum (oder Zustandraum) von (4.1)). Jede maximale
Lésung x : [ — € (wobei I ein offenes Intervall ist) bestimmt eine Phasenkurve oder
eine Trajektorie von (1.1)), die nach Definition die Menge {z (¢t) € Q:¢ e I} ist. Die
Gesamtheit von allen Trajektorien heifit das Phasendiagramm von (4.1)).

Erinnern wir und daran, dass der Graph von jeder Losung, d.h. die Integralkurve
{(t,z (t)) : t € I}, eine Teilmenge des Definitionsbereiches R x € ist. Offensichtlich ist die
Phasenkurve die Projektion der Integralkurve auf €.

Die Unabhéangigkeit der Funktion f von ¢ impliziert die folgenden vier Behauptungen.
Behauptung Ist = (t) eine Losung von (1), so ist auch die Funktion t — x (t + a) eine
Lésung von fur jedes a € R.

Behauptung Fir jeden Punkt xo € ) existiert genau eine Phasenkurve durch xg, bis zur
Zeitverschiebung.

Beweis. Die Existenz folgt aus Satz (Picard-Lindel6f). Angenommen, zwei
Phasenkurven gehen durch einen Punkt. Seien x (¢) und y (¢) die entsprechenden Lésungen.
Dann gilt z (t1) = y (t2) fiir einigen Werten ¢;,¢s. Betrachten wir die Losungen z () =
x(t+1t1) und y(t) = y(t+1ty). Dann gilt (0) = y(0), woraus folgt die Gleichheit
T (t) = y (t) fir alle ¢ nach Satz Daher erhalten wir x (t) = y (t + t2 — t1), was zu
beweisen war. m
Behauptung Sei xy € Q. Die konstante Funktion x (t) = xq ist eine Losung von x’' =
f (x) genau dann, wenn f(xy) = 0.

Definition. Jede Nullstelle von f heifit Ruhelage der DGL 2’ = f (z).
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Figure 47: Das Phasendiagramm von ({4.2))

Dann ist jede Ruhelage eine konstante Losung, was diese Bezeichnung erklart. Es
ist haufig der Fall, dass die Ruhelagen eines Systems die Form des Phasendiagramms

bestimmen.
Beispiel. Betrachten wir das System

' =y+uzy
{pZvim 42)

die teilweise gelost werden kann, wie folgt. Dividieren die Gleichungen ergibt die trennbare DGL fiir

y=y()
@_ z(1+vy)

de — y(1+z)

ydy __/ xdx
1+y 1+
y—Injy+1+z—Injz+1]=C. (4.3)

Die Trajektorien von (4.3)) sind auf das Bildgezeichnet. Man sieht zwei ” Besonderheiten” des Phasendi-
agramms: die Punkte (0,0) und (—1,—1), die genau die Ruhelagen von (4.2)) sind.

woraus folgt

und

Definition. Eine Ruhelage x¢ des Systems 2’/ = f(x) heifit Ljapunow-stabil wenn fiir
jedes € > 0 existiert 0 > 0 derart, dass jede maximale Losung z (t) mit ||« (0) — zof| < 0
fiir alle ¢ > 0 definiert ist und die folgende Ungleichung erfiillt:

sup ||z (t) — xo| < e. (4.4)
te[0,4-00)

Also, die Ljapunow-Stabilitat bedeutet, dass
z(0) € B(xg,0) = x(t) € B(xo,¢) fiir alle t > 0.
Fiir ein beschrénktes Intervall [0, 7] gilt es immer, dass

z(0) € B(x,0) = x(t) € B(xg,¢) fir allet € [0,T7],
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was aus Korollar folgt. Deshalb ist die Hauptfrage der Ljapunow-Stabilitiat das
Verhalten der Losung fiir ¢ — 4o00.

Definition. Eine Ruhelage xy des Systems ' = f (z) heiit asymptotisch stabil wenn x
Ljapunow-stabil ist und attraktiv, d.h.

x(t) — xg as t — +o0,

vorausgesetzt ||z (0) — 2| hinreichend klein ist.

Die Ljapunow-Stabilitat und die asymptotische Stabilitat sind unabhéngig von der

Wahl der Norm, da alle Normen in R" aquivalent sind.

Die Stabilitat kann man auch fiir beliebige Losungen des Systems z' = f (¢,2) definieren. Dann
bedeutet die Ljapunow-Stabilitat, dass die kleinen Stérungen des Anfangswerts « (0) zu kleinen Stérungen
von z (t) fir alle ¢ > 0 fiihren. Fir eine asymptotisch stabile Losung gilt, dass die Losung x (¢) sich
asymptotisch fiir £ — oo nicht dndern lasst trotz der Stérung von z (0).

Die Stabilitdt der bestimmten physikalischen Systems hat die grofie Bedeutung fiir die Menschheit,
z.B. die Stabilitat des Sonnensystems. Die matematische Untersuchung der Stabilitdt solches kom-

plizierten Systems kann extrem schwierig sein.

4.2 Stabilitat eines linearen Systems

Betrachten wir ein lineares System 2’ = Ax in R", wobei A € R"*" ein konstante Operator
ist. Offensichtlich ist x = 0 eine Ruhelage.

Satz 4.1 Sei A € R™". Setzen wir
a =max{Re\ : \ ist ein Eigenwert von A} .

Gilt o < 0, so ist 0 asymptotisch stabil (und somit auch Ljapunow-stabil) fir das System
' = Ax. Gilt a > 0, so ist 0 nicht asymptotisch stabil. Gilt o > 0, so ist 0 instabil
(=nicht Ljapunow-stabil).

Im Fall @« = 0 kann man die Ljapunow-Stabilitat nicht eindeutig bestimmen, wie die
Beispiele zeigen.

Den Satz beweisen wir spater. Jetzt betrachten wir den Fall n = 2, wenn die
vollstandige Klassifikation der Fallen von Stabilitat moglich ist, sowohl auch die Beschrei-
bung von den Phasendiagrammen.

Seien A € C?>*2, b = {by, by} die Jordan-Basis von A, und A° die Jordan-Normalform
von A in dieser Basis. Betrachten wir zunachst den Fall, wenn

AP = diag (A1, A2) .

Dann sind b; und by die Eigenvektoren mit den Eigenwerten jeweils A\; und Ay, und die

allgemeine Losung ist
T (t) = CleAltbl + CQ@Ath27

also in der Basis b

z(t) = (C’leht, C’ze)""t)
und z (0) = (C4, Cy). Daraus folgt, dass

T = max 1eM | Cye = max (|Ci| e ,|Csle < ||x e
2z ()l (|CreM], [Coet)) (IC1] Rt |Gy efteRe) <l (0) [l ooe™
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wobei
a = max (Re A, Re \a) .
Ist @ <0, so gilt
12 () [loo < [l (0) |
woraus die Ljapunow-Stabilitat folg@. Ist a > 0, so ergibt der Satz die Instabilitét.
Zeichnen wir das Phasendiagramm des Systems 2’ = Az unter der obigen Vorausset-

zungen in den verschiedenen Féllen.

Fall A1, Ay sind reell.
Fiir die Komponenten x; (t) und 2 (¢) der Losung x (¢) in der Basis {b1, b2} haben wir

1 = C1eM und  xo = Che?h.
Im Fall Ay, Ay # 0 erhalten wir die folgende Beziehung zwischen x; und xs:
T = C ’Q?ly‘y y (45)

wobei v = A2/A;. Das Phasendiagramm besteht aus den Kurven sowohl auch aus den
Halbachen ;1 > 0,21 < 0,29 > 0,29 < 0, die den Nullwerten von C5 und C entsprechen.

Ist ¥ > 0 (d.h. Ay und Ay haben gleiches Vorzeichen), so heifit die Ruhelage (bzw das
Phasendiagramm) der Knoten (vgl. Fig. und [49)). Der Knoten ist (und heifit) stabil
fall A1, Ay < 0, und instabil falls A\j, Ay > 0.

-05T

-1.0—

Figure 48: Der Knoten mit v > 1

Ist v < 0 (d.h. A; und Ay haben verschiedene Vorzeichen), dann heifit die Ruhelage
der Sattel (vgl. Fig. p0). Der Sattel ist immer instabil.

Ist einer (oder die beiden) von Aj, Ay gleich 0, dann heift die Ruhelage ausgeartet
(horizontale oder vertikale Geraden oder Punkte).

Fall A\ und \; sind imaginar, also \; = a —if und Ay = a + i3, wobei a, 8 € R, und

B #0.

20Ist v < 0, so folgt die Stabilitiit auch aus Satz
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Figure 49: Der Knoten mit v =1

Figure 50: Der Sattel
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b1+
2

Betrachten wir eine neue Basis {u,v} mit u =
Losung ist

b2 und v = % Die allgemeine

x(t) = CiRe By + Oy Tm ey,
= C1e* Re(cos Bt — isin Bt) (u + iv) + Coe® Im (cos Bt — isin Bt) (u + iv)
= e (C}cos Bt — Cysin Bt) u + e (Cy sin Bt + Cy cos ft) v
= Ce™cos (Bt + 1) u+ Ce™ sin (Bt + ) v

wobei C = /C? + C% und
cosy = ﬁ siny = %
-’ -
Offensichtlich hat die Lésung die folgende Polarkoordinaten in der Ebene (u,v):
r(t) = Ce™ und 6(t) = Bt + .

Ist a # 0 so bestimmen diese Gleichungen eine logarithmische Spirale, und die Ruhelage
heifit auch Spirale (vgl. Fig. . De Spirale ist stabil, falls & < 0 und instabil falls o > 0.

02T

-06 \ -04 \O 2 0.2 D.4 0.6 0.8 X i.O

Figure 51: Die Spirale

Ist @ =0 (d.h. Ay =i und \y = —if3), so ist die allgemeine Losung durch r (¢) = C
gegeben, was die konzentrischen Kreislinien ergibt. In diesem Fall heiffit die Ruhelage das
Zentrum (vgl. Fig. . Das Zentrum ist Ljapunow-stabil aber nicht asymptotisch stabil.

Jetzt betrachten wir den Fall, wenn A® keine Diagonalmatrix ist, d.h. A® ein Jordan-

block ist:
v [ A1
A_(O H.

In diesem Fall ist A unbedingt reell, weil sonst die Matrix A auch den Eigenwert \ besitzen
muss. Nach Satz ist die allgemeine Losung

z (t) = C1eMby + Coe™ (thy + by)
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Figure 52: Das Zentrum

In der Basis b hat x (t) die folgende Komponenten:
z(t) = (M (Cy + Cat) ,eMCs) . (4.6)

Ist A < 0 so ist die Ruhelage asymptotisch stabil nach Satz (oder kann direkt gezeigt
werden). Im Fall A > 0 ist die Ruhelage instabil, weil fiir C} = 0 und Cy = 1 erhalten wir

lz () I = (1+1),

so dass ||z (t)||; unbeschrénkt ist, wahrend jede stabile Losung muss beschrankt sein.
Zeichen wir jetzt das Phasendiagramm. Im Fall A # 0 erhalten wir aus (4.6) die
folgenden Gleichungen fiir die Komponenten z; und x5 von x:

r O 1. @
— ===+t d t=-In—
i) Cg + b A . 027
woraus folgt
1
I, = 01’2 + %M

mit C' = % —In|Cy|. In diesem Fall heiit die Ruhelage auch der Knoten (vgl. Fig. .
Sie ist asymptotisch stabil fall A < 0 und instabil fall A > 0.
Im Fall A = 0 erhalten wir ein ausgeartetes Phasendiagramm — eine Menge von paral-
lelen Geraden.
Hier ist die Zusammenfassung von Typen der Ruhelagen in R%:

e ein Knoten (A1, Ay sind reell und A\ Ay > 0);
e cin Sattel (A1, Ag sind reell und A\ Ay < 0);
e cine Spirale (Im A # 0 und Re A\ # 0);
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Figure 53: Der Knoten

e cin Zentrum (Im A # 0 und Re A = 0);

e ausgeartete Ruhelage, wenn das Phasendiagramm aus parallelen Geraden oder Punk-
ten besteht.

Wir betonen, dass im Fall max Re A = 0 die beiden Stabilitat und Instabilitat geschehen
kénnen abhéngig von der Jordan-Normalform von A.

4.3 Ljapunow-Satze

Betrachten wir eine allgemeine autonome DGL 2/ = f (z) wobei f :  — R” und {2 eine
offene Teilmenge von R™. Sei xy eine Ruhelage, d.h. f(z9) = 0. Wir untersuchen die
Stabilitat von xg.

Satz 4.2 (1-er Ljapunow-Satz) Sei f € C?(Q) und setzen wir A = f, (xo) (d.-h. A ist
die Jacobi-Matriz von f in xy). Bezeichnen

a =max{Re\ : X ein Eigenwert von A}

(a) Ist a < 0 so ist xg asymptotisch stabil.
(b) Ist a > 0 so ist xg instabil.

Den Teil (b) beweisen wir nicht, da der Beweis zu lang ist, aber man darf trotzdem
den Teil (b) fiir den Aufgaben benutzen.

Beispiel. Betrachten wir das System

I _ T+y
{x VAT Ay — 2e (4.7)

y =sin3z +1In(1 —4y).
Der Punkt (0,0) ist offensichtlich eine Ruhelage. Fiir die Funktion

fzy) = ( VEF 4y — 27ty )

sin 3z + In (1 — 4y)

155



erhalten wir die Jacobi-Matrix
A Oufo Oyfo 3 -4 )
Alternativ kann man alle Komponenten von f (z,y) nach Taylor-Formel entwickeln wie folgt:

filz,y) = 2 1+y726m+y:2(1+g+0(x))72(1+(a:+y)+0(|x|+\y|))
=2z —y+o(|z| +y|)

und

folz,y) = sin3z+In(l—4y)=3x+o0(x) —4y+o(y)
= 3z —dy+o(lz[+y)),

ren= (5 T3 ) (5)+otel+ b =a(%) + ool + )

mit gleicher Matrix A.

woraus folgt

Das charakteristische Polynom von A ist

22X -1 \ .
det< 3 _4_)\)—)\ + 6\ + 11,

und die Eigenwerte sind A\ o = =3 &+ iv/2. Deshalb o := maxRe A < 0 und somit ist 0 fiir
das System [4.7] asymptotisch stabil.

Kommen wir zuriick zum Satz und betrachten wir das lineare System X’ = AX, die eine
Linearisierung von 2’ = f(x) in g heiﬁﬂ Die Stabilitdt von Ruhelage 0 fiir die linearisierte DGL
X' = AX steht in Zusammenhang (aber ist nicht identisch) mit der Stabilitit von z( fir die DGL
2’ = f(x). Die Voraussetzung o < 0 ergibt nach Satz die asymptotische Stabilitat von zq fur
2’ = f (z), sowohl auch nach Satz [4.1] die asymptotische Stabilitét von 0 fiir X’ = AX. Ist a > 0, so sind
xg instabil fiir 2/ = f (x) und 0 instabil fiir X’ = AX. Aber im Fall & = 0 sind die Typen von Stabilitit
fir ' = f (z) und X’ = AX nicht unbedingt gleich.

Beispiel. Betrachten wir das System

I
{””,—y”y . (4.8)
Yy =-z—uay
Die Losung der Gleichungen
y+azy=20
r+azy=0

ergibt zwei Ruhelagen (0,0) und (—1,—1). Um die linearisierte Gleichung in (-1, —1) zu
bestimmen, bezeichnen wir X =x + 1 und Y = y + 1, so dass

(4.9)

{X’:(Y—l)X:—X+XY:—X+0(H(X,Y)H)
YV=-(X-1)Y=Y-XY=Y+o(|(X;Y)]),

21Die Funktion 7 (t) = x (t) — x¢ erfiillt die DGL
7= f(T+w0) =AT +o([Z]).

Dann erhélt man die linearisierte Gleichung indem man den Term o (||Z]]) ignoriert.
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Figure 54: Die Trajektorien des System (4.8)) in der Néhe von (0, 0)

und die Linearisierung ist

Y'=Y.

-1 0
=(01)
und die Eigenwerte sind —1 und +1. Da a = 1 > 0, ist die Ruhelage (—1,—1) instabil

fiir (A.5).
In der Néhe von (0,0) schreibt man das System (4.8) in der Form

{ ' =y+o(l(zy)l)
y =—z+o(l(zy ),

{X’——X

Die Matrix ist

woraus das linearisierte System folgt

Die Matrix ist

0 1
()

und die Eigenwerte sind +i. Da o = 0, ist die Ruhelage (0, 0) Ljapunow-stabil (aber nicht
asymptotisch stabil) fiir die Linearisierung. Im Fall o = 0 kénnen wir tiber die Stabilitat

von (0,0) fiir (4.8) nicht beschliessen.
Da die Losung von (4.8) kann explizit durch

z—Injlz+1+y—Injy+1=C

gegeben werden (vgl. (4.3)), es folgt, dass die Trajektorien in der Néhe von (0,0) geschlossene Kurven
sind (vgl. Fig. [54). Somit ist die Ruhelage (0,0) fiir (4.8) Ljapunow-stabil, aber nicht asymptotisch
stabil.

Der Satz [4.2] wird mit Hilfe von dem zweiten Satz von Ljapunow bewiesen.
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Satz 4.3 (2-ter Ljapunow-Satz) Sei xg eine Ruhelage von x' = f (x) wobei f € C* ().
Seien U eine offene Teilmenge von Q) mit g € U, und V eine stetig differenzierbare
skalare Funktion auf U mit V (x) > 0 fir alle x € U\ {zo} und V (x¢) = 0.

(a) Gilt fir alle x € U
IV () <0, (4.10)

so ist die Ruhelage xo Ljapunow-stabil.

(b) Sei W (x) eine stetige skalare Funktion auf U mit W (x) > 0 fir x € U\ {zo}. Gilt
fur allex € U
@)V (z) < =W (x), (4.11)

so ist die Ruhelage xo asymptotisch stabil.

(¢) Gilt fir alle x € U
OpaV (@) = W (a), (112)

wobei W ist wie im (b), so ist die Ruhelage o instabil.

Eine Funktion V', wie in (a), (b), oder (c), heifit die Ljapunow-Funktion.
Fiir jeden Vektor u € R™ und fiir eine differenzierbare Funktion V' auf (einer Teilmenge
von) R" ist die Richtungsableitung 0,V von V' in der Richtung u wie folgt definiert:

0,V (x) = Yu= Z axk

Insbesondere fiir u = f (x) erhalten wir

OV (0) = Y 50 (@) o). (4.3

Q

Wir betonen, dass der Vektor f (x) in der Ableitung dy,)V () auch von = abhéngt. Die
Ableitung 07V heifit die orbitale Ableitung von V beziiglich der DGL 2’ = f (x). Die
geometrische Bedeutung der orbitalen Ableitung wird aus dem Beweis klar sein.

4.4 Beispiele

Hier zeigen wir einige Beispiele von Ljapunow-Funktionen.

Beispiel. Betrachten wir ein lineares Normalsystem 2/ = Az wobei A € R™". Um die
Stabilitat der Ruhelage 0 zu untersuchen, betrachten wir die Funktion

V(@) = |all; = Zxk

die offensichtlich stetig differenzierbar in R" ist, V' (0) = 0 und V (z) > 0 fur z € R"\ {0}.
Setzen wir f (z) = Az und A = (Ay;) und bemerken, dass

n
= E Aijj.
Jj=1
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Da g—;; = 21y, es folgt aus 1} dass

8fV = Z 8_$kfk =2 Z Aijjxk.
k=1

7,k=1

Die Matrix A heiit negativ semidefinit, falls

Z Agjxjr,, <0 fir alle z € R™.

jvk:]-

Also, ist A negativ semidefinit so gilt d;V' < 0, und nach Satz (a) ist die Ruhelage 0
Ljapunow-stabil.
Die Matrix A heifit negativ definit, falls

Z Agjriry, < 0 fir alle x € R™\ {0} .

7,k=1

Ist A negativ definit, dann haben wir

8fV =—W mit W =-2 Z Akjmjxka

J,k=1

und nach Satz[4.3|(b) ist 0 asymptotisch stabil. Analog, ist die matrix A positiv definit so
ist 0 instabil nach Satz [4.3]c).

Z.B., sei A = diag (A, ..., \,) wobei A\; € R. Gilt Ay <0 fiir alle k, dann ist A negativ
semidefinit und somit ist 0 Ljapunow-stabil. Gilt Ay < 0 fiir alle k£, dann ist A negativ
definit und somit ist 0 asymptotisch stabil. Gilt A; > 0 fiir alle k, so ist A positiv definit
und somit ist 0 instabil. Eigentlich, 0 ist instabil schon im Fall, wenn A\, > 0 fiir ein £,
wie aus dem Satz [4.1] folgt.

Beispiel. Betrachten wir eine skalare DGL 2-ter Ordnung ODE
"+ ka' =F (x),

die 1-dimensionale Bewegung eines Teilchens von Masse 1 unter einer konservativen Kraft
F (z) beschreibt, und zwar mit der Reibungskoeffizient & > 0. Das entsprechende Nor-

malsystem ist
=y
4.14
{y’:—ky—i-F(x). (4.14)

Ist F fiir alle x € R definiert, dann der Phasenraum des Systems gleich R? ist, und
ein Punkt (x,y) im Phasenraum ein Paar Koordinate-Geschwindigkeit ist.

Angenommen F (0) = 0, so dass (0, 0) eine Ruhelage ist. Wir versuchen herauszufinden,
unter welchen Bedingungen die Ruhelage (0, 0) stabil ist. In diesem Fall kann die gesamte
Energie als die Ljapunow Funktion benutzt werden, so setzen wir

Vi) =U@+ L,
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wobei
U(:L‘):—/F<£L‘)dl’
die potentielle Energie ist und % die kinetische Energie. Setzen wir weiter voraus, dass
F(x)<0 fir >0, F(z)>0firz<0, (4.15)

und wéhlen die folgende Version der Potentialfunktion

U@ == [ Fes)s

so dass U (0) = 0 und U (z) > 0 fiir x # 0. Dann verschwindet die Funktion V' (x,y) in
(0,0) und ist positiv auflerhalb (0, 0).
Fiir die Vektorfunktion

f(xvy) = (y,—]{?y—l—F(I')),

die die rechte Seite von (4.14) darstellt, berechnen wir die orbitale Ableitung 0V wie
folgt:

oV = Voi +V,[a

= Vay+Vy (=ky + F(2))

= Uz)y+y(—ky+F(2))

= —F(2)y—ky’ +yF (z)

= —ky* <0.
Deshalb ist V" eine Ljapunow Funktion, und nach Satz4.3|ist die Ruhelage(0, 0) Ljapunow-
stabil.

Physikalisch bedeutet die Bedingung (4.15)), dass die Kraft immer in die Richtung von

0 wirkt und somit wird das Teilchen gezwungen, immer wieder zur 0 zu bewegen, was die

Stabilitat ergibt.
Betrachten wir, z.B., die folgenden Funktionen F', die (4.15)) erfiillen:

F(zx)=—2 und F(z)=—2".

Die entsprechenden Ljapunow-Funktionen sind jeweils
22 2 at
(@y)=5+5 wmd Vy=_,+5

Beispiel. Betrachten wir ein System
¥=y—=x
{ v o~ (4.16)

2

mit der Ruhelage (0,0). Die Funktion V (z,y) = % + % ist echt positive in R? \ {0},
aber ihre orbitale Ableitung
0V = Vifi+Vyfo
v (y — ) —ya’
= ay—2° —ya’
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nimmt in der Néhe von (0,0) sowohl positive als auch negative Werte an. Deshalb kann
diese Funktion als Ljapunow-Funktion nicht benutzt werden.

Die Funktion . )
z Y
‘/ = — _

ist echt positiv in R?\ {0}, und die orbitale Ableitung dieser Funktion beziiglich der DGL
(4.16)) ist
oV = Vafi+Vyf
= 2 (y—a)—ya’
= —z*<o.
Nach Satz [4.3](a) ist (0,0) Ljapunow-stabil.

Mit Hilfe von einer anderen Ljapunow-Funktion kann man zeigen, dass die Ruhelage
(0,0) tatsdchlich asymptotisch stabil ist. Fir die Funktion

Viwy) = (z—y) +y°

haben wir
oV = Vofi+Vyfo

= 2(x—y)(y—2) = (=2(x —y) +2y)2°

= —2(x—y)*— (4y —2x)2®

= —2(x— ) (4y — 4z + 22) 2°

= 2((@—y)’ +2(y—a)a’ +2*)

= ((m—y+a: +a:4—:v6):—2W,
wobei

W(x,y):= (x—y+x3)2+x4—x6 >0
fiir alle =1 < z < 1 und y € R aufler (z,y) = (0,0). Nach Satz [4.3]ist (0,0) asymptotisch
stabil fiir (4.16)), was zu beweisen war. Auf dem Bild [55{wird eine Trajektorie des Systems

(4.16]) in der N&he von (0, 0) gezeichnet.
Betrachten wir auch das linearisierte System von (4.16)) in der Nahe von (0, 0):

X =-X+ Y
(-, ar
Die Matrix ist A = ( _01 é > dieses Systems hat die Eigenwerte 0 und —1. Nach

Satz ist die Ruhelage (0,0) fiir (4.17) nicht asymptotisch stabil. Trotzdem ist (0, 0)
Ljapunow-stabil, da A diagonalisierbar ist (vgl. Abschnitt .
Das linearisierte System (4.17]) ldsst sich explizit 16sen wie folgt:

X (t) = Cze_t + Cl
{ Y (t)=C) )

woraus folgt, dass die Phasenkurven die horizontalen Geraden sind.
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4=

Figure 55: Eine Trajektorie des Systems (|4.16])

Beispiel. Betrachten wir wieder das System (|4.8]), also

/

¥ =y+uay
y =—x—axy

und die Ruhelage (0,0). Wie wir es schon gesehen haben, erfiillen die Phasenkurven des
System die Gleichung
r—Injlz+1+y—Injy+ 1] =C.

Deshalb ist es sinnvoll die folgende Funktion
V(z,y) =z —In|lz+1|4+y—Inly+1|
in der Ndhe von (0,0) zu betrachten. Da
x> Injr+ 1

fiir alle z > —1, x # 0, ist die Funktion V' echt positiv fiir alle x > —1,y > —1 aufler
(x,y) = (0,0). Die orbitale Ableitung ist

oV = Vofi+Vyfo
= |1 ! 1 !
= (1) e (1o ) Cama)

= xy—ay=0.

Nach Satz[4.3|a) ist die Ruhelage (0,0) Ljapunow-stabil, wie wir es auf dem Bild [54] schon
gesehen haben.
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4.5 Beweise von Sitze [4.1], und

Beweis von Satz Angenommen a < 0, beweisen wir, dass die Ruhelage 0
asymptotisch stabil ist. Nach Corollary ist die allgemeine komplexwertige Losung
des Systems 2’/ = Az durch die Identitét

r(t) = i Cre™' P, (t) (4.18)

gegeben, wobei C}, beliebige komplexe Konstanten sind, Aq, ..., A, alle Eigenwerte von A
sind mit den algebraischen Vielfachheiten, und Py (¢) vektor-wertige Polynome, also

mit einem N = 0,1, ... und mit Vektoren ug, ...,uy € R".

Es folgt aus (4.18]), dass fiir alle ¢t > 0,

n

lz@l < Y |Cee™ || (2)l]

k=1

< (Re)\k)t P t
< mpxlCUl e S P 1)

< at ] )
< max|Cle ’;IIPk @) (4.20)

Die Norm des Polynoms (4.19)) 1asst sich wie folgt abschétzen:

1Pe @O < lluoll + lunllt + .. + [un]| £

VAN

, N

Olgnjzgv [|u;| (1 +t4+ .+ )

< A N
Omgj&gjcv ||u]|| (N +1) (1 +t ) (4.21)

weil ¥/ < 1+ ¢V fiir alle j = 0, ..., N. Daraus folgt, dass die folgende Abschitzung
1P )] < c(1+17)

fiir alle k = 1,..,n und ¢t > 0 gilt, vorausgesetzt, dass ¢ und N geniigend grof3 sind.

Andererseits (4.18)) ergibt
2(0) =) _CiP:(0),
k=1

so dass die Koeffizienten C}, die Koordinaten des Anfangsvektors z (0) in der Basis { P, (0)};_,
sind. Daraus folgt, dass in dieser Basis

max |Cy| = [l (0)]| c < ¢ [l (O], (4.22)

mit einer Konstante ¢/, wo wir benutzt haben, dass alle Normen in R™ dquivalent sind.

Es folgt aus (4.20]), (4.21) und (4.22)), dass die folgende Ungleichung
()] < Cllz (0)] e (1+tY) (4.23)
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gilt fiir alle ¢ > 0 mit einer Konstante C.
Gilt o < 0, so ist die Funktion e* (1 +tN ) auf [0, +00) beschrénkt, und wir erhalten,
dass fur alle t > 0
2 ()] < K[|z (0)]],

wobei
K = Csupe™ (1+tN) < 00,
>0

woraus die Ljapunow-Stabilitat von 0 folgt.
AuBerdem, da
e (1+tN) — 0 fir t — o0,

erhalten wir aus dass auch ||z (t) | — 0 fiir ¢ — oo, so dass 0 asymptotisch stabil
ist.

Angenommen « > 0, beweisen wir, dass 0 nicht asymptotisch stabil ist. Es reicht eine
reellwertige Losung x (t) zu bestimmen mit ||« (¢)|| /4 0 fir ¢ — +oo. In der Tat ist die
Funktion cz (t) fiir jede reelle Konstante ¢ eine Losung des Systems mit dem Anfangswert
cx (0), der beliebig klein sein kann, weil ¢ beliebige ist, wiahrend cx () 4 0 fir ¢ — 400,
so dass die asymptotische Stabilitat nicht gilt.

Um eine solche Losung zu bestimmen, wahlen wir einen Eigenwert A mit Re A > 0 aus,
der aufgrund der Voraussetzung o > 0 existiert. Sei v ein Eigenvektor mit dem Eigenwert
A. Betrachten wir die Losung

z(t) = My (4.24)

und schatzen sie ab wie folgt:
lz @) [ = [*] o]l = e B o]l > o]l - (4.25)

Somit konvergiert = (¢) gegen 0 nicht fir ¢t — oo. Ist x (¢) eine reellwertige Losung, so
beendet das den Beweis. Ist z (¢) eine a komplexwertige Losung, so sind die beiden Funk-
tionen Re z (t) und Im x (¢) reellwertige Losungen, und mindestens eine davon konvergiert
gegen 0 nicht.

Angenommen « > 0, beweisen wir, dass die Ruhelage instabil ist. Es reicht zu zeigen,
dass es eine reellwertige Losung x () gibt mit unbeschrankter Norm ||« (¢)||. Wéahlen wir
einen Eigenwert A mit ReA > 0 aus und betrachten wieder die Losung (4.24)). Es folgt
aus (4.25), dass ||z (¢)|| — oo fiir ¢ — +oco. Dann ist einer von den Lésungen Re z (¢) und
Im z (t) unbeschrankt, woraus die Behauptung folgt. m

Beweis von Satz (a) Die Hauptidee von Beweis ist wie folgt. Die Losung x ()
hat den Anfangswert z (0) in der Nahe von x¢, insbesondere kann man voraussetzen, dass
x (0) € U. Dann gilt auch z (t) € U fiir ¢t € [0, T") mit einem 7" > 0, und wir erhalten nach
Kettenregel fiir alle ¢t € [0,T)

d

%V () =Vo(x)2' (t) = Vi (z) f(z) = Op)V (). (4.26)
Insbesondere erklért die Identitédt (4.26), warum Op)V () die orbitale Ableitung heifit:
da sie gleich die Ableitung von V entlang die Phasenkurve ist. Nach (4.26) und die

Voraussetzung (4.10) erhalten wir, dass

d
oV (@) <0.
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Daraus folgt, dass die Funktion V' monoton fallend entlang die Lésung z (t) ist, insbeson-
dere gilt
Viz(t) <V(z(0).
Wegen V (2 (0)) ~ 0 gilt auch V (z (t)) ~ 0 und somit muss der Punkt z (¢) in der Ndhe
von xg immer bleiben.
Um diese Idee zu verwirklichen, verkleinern wir zunachst die Menge U, so dass U
beschrinkt ist und V (x) auf dem Abschluss U definiert ist. Bezeichnen wir

B. = B(xg,e) ={x € R" : ||z — || < €}.
Sei ¢ > 0 hinreichend klein so dass B. C U. Fiir solche ¢ definieren wir

m(e):= inf V (z).
z€U\ B¢
Da U \ B. kompakt ist und V stetig und echt positiv auf U \ B. ist, erhalten wir, dass

auch m (¢) > 0 (da nach dem Satz von Minimum die Funktion V' ihre untere Grenze auf
U\ B. annimmt).

Figure 56: Beweis von Satz [1.3(a)

Nach Definition von m (¢) haben wir
V(x) >m(e) fiiralle v €U\ B.. (4.27)
Da V (x¢) = 0 und m (¢) > 0, existiert 6 = d (¢) > 0 so klein, dass
V(x) <m(e) firalle x € Bs. (4.28)

Sei z (t) eine maximale Losung der DGL 2’ = f () im Bereich R x U mit z (0) € Bs.
Wir beweisen, dass x (t) fiir alle ¢ > 0 definiert ist und = (¢) € B. fiir alle t > 0, woraus
die Ljapunow-Stabilitit von 0 folgen wird (Fig. [56).
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Da z (0) € By, erhalten wir nach (4.28), dass
V(z(0) <m(e).
Da die Funktion V' (x (t)) monoton fallend ist, erhalten wir auch
Vi(xz(t) <m(e) firallet >0,

sofern z (t) definiert ist?? Es folgt aus dass z (t) € B..

Es bleibt noch zu zeigen, dass z (t) fiir alle ¢ > 0 definiert ist. Angenommen das
Gegenteil gilt, also = () nur fiir ¢ < T definiert ist, wobei 7' < oo. Nach Satz verlasst
der Graph der Losung z (t) jede kompakte Teilmenge von R x U fiir ¢ — T'—, wahrend der
Graph tatsichlich in der kompakten Menge [0, T] x B. enthalten ist. Dieser Widerspruch
beendet den Beweis.

(b) Es folgt aus (4.11)) und (4.26)), dass

SV @) < W @ (1),

Es reicht zu zeigen, dass
V (z(t)) — 0 fiir t — oo,

da das die Konvergenz x (t) — x¢ ergibt (erinnern wir uns daran, dass z, die einzige
Nullstelle von V' ist). Da V (z (¢)) monoton fallend ist, existiert der Grenzwert

c= lim V(x(t)).

t——+o0

Nehmen wir das Gegenteil an, dass ¢ > 0. Nach der Stetigkeit von V existiert r > 0 mit
V (z) < cfir alle z € B,.
Da V (x (t)) > c fur alle t > 0, es folgt, dass z (t) ¢ B, fiir alle ¢t > 0. Bezeichnen

m:= inf W (z)>0.
z€U\Br

Da z (t) € U\ B,, es folgt, dass W (x (t)) > m fiir alle t > 0 und somit

%V(a: (1) < =W (z(t)) < —m.

Integration in t ergibt
V(z(t) <V (x(0) —mt,

woraus folgt, dass V' (z (t)) < 0 fiir hinreichend grofie ¢. Dieser Widerspruch beendet den
Beweis.

(c) Nehmen wir das Gegenteil an, dass die Ruhelage x stabil ist, also, fiir jedes e > 0
existiert 0 > 0 mit der Eigenschaft

z(0) € Bs = x (t) € Be fur alle t > 0.

22Da x (t) als eine Losung beziiglich des Definitionsbereiches R x U der DGL definiert ist, ist der Punkt
2 (t) immer in U enthalten, sofern x (¢) definiert ist.
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Wihlen wir € so dass B. C U. Sei x (0) ein Punkt in B\ {zo}. Dann z (t) € B. fiir alle
t > 0; insbesondere haben wir z (t) € U fiir alle ¢t > 0. Es folgt aus der Voraussetzung

(4.12), dass

SV (@ (1) 2 W (2 (1)) > 0 (4:29)

so dass die Funktion V' (z (t)) monoton wachsend ist und somit

V(z(t)) >V (z(0)=¢c>0

fir alle t > 0. Es existiert r > 0 so dass V (z) < ¢ fiir alle z € B,.

V(x(D)=c

Figure 57: Beweis von Satz [4.3]c)

Daraus folgt, dass z (t) ¢ B, fiir alle t > 0. Bezeichnen

m:= inf W (z) >0,

ZEU\Br
und erhalten W (x (t)) > m, was zusammen mit (4.29) ergibt

%V (x(t)) > m fir alle t > 0.

Es folgt nach Integration, dass V (z (t)) > mt — o0 fiir t — +o00, was im Widerspruch
zur Beschriinktheit von V auf U ist (Fig. . u

Beweis von Satz Ohne Beschrankung der Allgemeinheit setzen wir o = 0, so
dass f (0) = 0. Nach der Differenzierbarkeit von f (z) in 0 haben wir

f(x)=Ax+ h(x), (4.30)

wobei A = f, (0) und
h(x)=o(|x|) firz— 0.

Wir beweisen zunichst, dass unter der Voraussetzung f € C?(Q) gilt

h(z) =0 (|z|?) fiir 2 — 0,
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d.h.
Ih (2)I < C ] (4.31)

mit einer Konstante C, vorausgesetzt ||z|| hinreichend klein ist. Nach Taylor-Formel
erhalten wir fiir jedes k =1,...,n

fe (2) = ; O fe (0) 21 + %; Oy fi (0) sz + o (|l2]]?) fiir @ — 0.

Die erste Term auf der rechten Seite ist die k-te Komponente von Az, und der Rest ist
die k-te Komponente von h (), also

hi (z) = % z”: B3 fre (0) s + o (||]%)
ij=1
woraus folgt
|, ()| < B En: iy + o (2]*) = Bllz ]} +o (Il=]) ,
ij=1
wobei B = max; i, |8;; f (0)|. Die Abschitzung von ||z||; durch const ||z|| ergibt (4.31).

Beweisen wir, dass die folgende Funktion

V(z) = /000 HeSAxHEdS (4.32)

die Ljapunow-Funktion ist. Zuné&chst tiberpriifen wir, dass V' (z) < oo fiir jedes z € R",
also das Integral in konvergiert. Im Beweis von Satz haben wir die folgende
Ungleichung bewiesen:

HetAxH < Ce™ (tN 4+ 1) ||z (4.33)

(vgl. (4.23)), wobei C, N positive Konstanten sind und
a =max{Re\ : X ist ein Eigenwert von A} .

Da nach der Voraussetzung gilt a < 0, ergibt 1} dass die Funktion s — ||68AZL‘||
exponentiell fallend fiir s — +o00 ist, woraus die Konvergenz des Integrals folgt.

Jetzt zeigen wir, dass V (x) € C' (R") (tatsichlich V' € C° (R")). Stellen wir den
Vektor z in der Standardbasis vy, ..., v, von R" wie folgt dar:

n
r = E T;U;.
i=1

n
2l =Yl = -2
=1

Ay = E :L’,»eSAvZ-,
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erhalten wir

Hes“‘tz = Mgty = T e v T e A
2 — ) ) J ]
= E xixj es vi-eSAvj).
i’j

Integration in s ergibt

$) = Zb’ijx’ixj>
Z'7j
wobei -
bij:/ (e° A - ef ’UJ) ds
0
Konstanten sind. Deshalb ist V (z) eine quadratische Funktion von zy, ..., x,, woraus

folgt, dass V' oo-fach differenzierbar ist.

Bemerkung. Normalerweise benutzen wir eine beliebige Norm in R". Im Gegensatz
benutzen wir in der Definition (4.32)) von V' (x) ausdriicklich die 2-Norm, um die Differen-
zierbarkeit von V' (x) zu sichern.

Die Funktion V' (z) ist offensichtlich nicht-negativ und V () = 0 gilt genau dann,
wenn x = 0. Es bleibt noch zu zeigen, dass 0y V (z) < 0. Nach (4.30) haben wir

Ap@)V () = 0asV (2) + )V () - (4.34)

Das die Funktion y (t) = ¢z nach Satz die DGL ¢/ = Ay 16st, haben wir nach (4.26))

fir allet >0 J
00V (1) = SV (D).

woraus folgt fiir ¢t = 0

OaV (7) = CZV (etAa:)
=0

Andererseits nach Definition (4.32)) von V erhalten wir

oo oo 2 o0
Viets) = [ et t)las= [0 tefias = [ ertafar

wo wir die Substitution 7 = s 4 ¢ benutzt haben. Ableiten dieser Identitat in ¢ ergibt

(4.35)

d
dt

Nach dem Einsetzen in (4.35)) erhalten wir

GV () = = fleal.

OaV (x) = — ||x||§ (4.36)
Die zweite Term (4.34)) kann wie folgt abgeschétzt werden:

On@)V () = Vi () - b (x) < [V () [l 12 ()] - (4.37)
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Es folgt aus (4.34)), (4.36)), (4.37) und (4.31)), dass

Opa)V (x) = 0acV (2) + On)V ()
— 2|3 + Ve ()15 1A ()],
— l=l5 + C |V (@)l 12]l3

A

vorausgesetzt, dass ||z||, hinreichend klein ist.
Da die Funktion V' (x) ein Minimum in 0 annimmt, erhalten wir V,, (0) = 0. Dann gilt
fiir jedes € > 0
Ve (2)ll; < e,

vorausgesetzt ||z hinreichend klein ist. Setzen wir e = $C und erhalten die folgende
Ungleichung

2 1 2 1 2
Op)V (@) < = lzlly + 5 ll2llz = =5 Mz,

die in einer kleinen Umgebung U von 0 gilt. Nach Satz [4.3 mit W (z) = 3||z[|3 erhalten
wir, dass die Ruhelage 0 asymptotisch stabil its. m

4.6 Periodische Losungen

Eine Funktion f: R — R" heifit T-periodisch, fiir ein 7" > 0, wenn
f@+T)=f(t) firalleteR.

Der Wert T' heifit eine Periode von f. Ist f auch von anderen Variablen abhingig, z.B.
f = f(t,x), dann heifit f T-periodisch in ¢, wenn die Funktion ¢ — f (¢,2) T-periodisch
fiir jedes x ist.

In diesem Abschnitt betrachten wir periodische Losungen von DGLen.

Lemma 4.4 Sei f (t,z) eine Funktion mit Definitionsbereich R x Q und mit Werten in
R”, wobei ) eine offene Teilmenge von R™ ist. Angenommen, f ist T-periodisch int. Sei
x (t) eine Losung der DGL x' = f (t,x) auf dem Intervall [0,T] mit x (0) = (T). Dann
ist die Funktion x (t) fortsetzbar auf (—oo,00) als eine T-periodische Lisung.

Beweis. Fiir jedes t € R definieren wir z (¢) wie folgt: = (t) = = (7) wobei 7 der
einzige Wert auch [0,7") ist, so dass T" durch ¢ — 7 teilbar ist. Aquivalent, fiir jedes t
existiert einzige ganze Zahl k mit ¢t + kT € [0,7"). Dann setzen wir x (t) = z (¢t + kT).

Wegen z (0) = = (T) ist die fortgesetzte Funktion z (t) stetig in R. Auf [0, 7] ist x (¢)
differenzierbar als eine Losung von DGL. Dann ist x (t) offensichtlich differenzierbar auch
fiir alle Werten von ¢, die kein Vielfaches von T sind. Zeigen wir, dass x (t) differenzierbar
auch fir ¢ = kT mit &k € Z ist. Wegen der T-Periodizitat reicht es zu zeigen, dass x
differenzierbar in ¢t = 0 ist. Die Funktion = hat auf [0, 7] die rechte Ableitung z', (t) in
t = 0 und die linke Ableitung 2/ (¢) in t = 7', und zwar

vk (0) = f(0,2(0)) wnd 27 (T) = f(T,z(T)).

Nach T-Periodizitat von f (¢,x) und z (t) erhalten wir 2, (T") = 2, (0) und
J(T,x(T)) = f(0,2(0)),
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woraus folgt

27, (0) = f (0,2 (0)) = 2% (0)
und somit x (¢) in t = 0 differenzierbar ist. Die Gleichung z’ (t) = f (t,z (t)) fir alle
t € [0,T] ergibt dann dieselbe Gleichung fiir alle t € R. =

Satz 4.5 (Periodische Losungen lineares Systems) Betrachten wir das Normalsystem
¥ =Ax+ f (), (4.38)

wobei A € R™™ und f : R — R" eine stetige T-periodische Funktion ist. Angenommen,
alle Figenwerte \ von A erfiillen die Bedingung

271

A F# Tk’ keZ. (4.39)
Dann hat das System genau eine T-periodische Losung.

Ist die Bedingung (4.39) erfiillt, so heifit die Periode T nicht-resonant fiir die Gleichung
(£.38).

Beweis. Sei zg () eine spezielle Losung von (4.38)) auf (—oo, 00) mit 2o (0) = 0. Dann
ist die allgemeine Losung durch die folgende Identitat gegeben:

z (t) = e 4 20 (1)

mit beliebigen Vektor v € R". In der Tat, wir haben z (0) = v. Nach Lemma [4.4] ist die
Lésung x (t) T-periodisch genau dann, wenn x (0) = x (T"), was dquivalent zu

v = e + 20 (T)

ist, d.h.
(e" —id) v = —z0 (T). (4.40)

Das ist ein lineares algebraisches System beziiglich v, das genau dann losbar ist, wenn
eine T-periodische Losung hat. Andererseits ist (4.40) eindeutig 16sbar, vorausge-
setzt

det (eTA — id) # 0.

Die Eigenwerte von e’ — id sind gleich e™ — 1, wobei \ ein Eigenwert von A ist. Die
Bedingung ergibt, dass T\ # 2rki und somit e’ # 1. Deshalb verschwinden die
Eigenwerte von e’* — id nicht, und somit det (e —id) # 0. Die Gleichung (4.40) hat
genau eine Losung v, die die T-periodische Losung von bestimmt. m

Beispiel. Wir zeigen in diesem Beispiel, dass die Voraussetzung (4.39) wesentlich ist.
Betrachten wir die DGL
2" + pa' + qr = F (t) (4.41)

wobei p, g € R und F (t) eine 2m-periodische Funktion ist. Diese Gleichung ist dquivalent
zum System

=
Yy =—py—qz+ F(t)

171



d.h.

() =)+ (eto)

mit A = < _Oq —1p > . Das charakteristische Polynom von A ist
—-A 1 2
P (\) =det =N +pA+gq,
() ( g —p—2 ) PA+q

und die Eigenwerte sind

P /P
Mo=—=+4/=—4¢q.
b2 2 4

Betrachten wir die Werte A = %z = ki mit £ € Z. Ist A\ = ki ein Eigenwert, so gilt
Re A = 0, woraus folgt

p=0und ¢ = —\* = k% (4.42)
Somit haben wir folgendes bewiesen: ist p # 0 oder ¢ # k2 fiir alle k € Z, dann hat die
Gleichung (4.41)) genau eine 27-periodische Losung.

Im Fall (4.42) ist die DGL (4.41]) dquivalent zu
'+ kP =F(t). (4.43)
Zeigen wir, dass diese Gleichung mit F' (t) = cos kt keine periodische Losung hat. In der
Tat, da ¢k eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, hat die DGL
x// + ka — eikt

mit a = % = 55 (angenommen k # 0).

eine spezielle Losung der Form z (t) = ate’*

Daraus folgt, dass (4.43)) eine spezielle Losung
1 . 1
t)=Re | =t ) = —tsint
z (t) e(Qike ) ot sint,
hat. Somit ist die allgemeine Losung von (4.43))
t
x(t) = o sin kt + C cos kt + Cy sin kt.

Da diese Losung unbeschrankt ist, ist sie nie periodisch.
Im Fall £ = 0 hat die Gleichung x” = 1 die allgemeine Losung

t2
l‘(t) = §+Olt—|—02,
die auch nie periodisch ist.
Betrachten wir ein numerisches Beispiel
2" 4+ 3z = 2sint

mit 27-periodischer Storfunktion F(¢) = 2sint. Da 3 keine Quadratzahl ist, das ist
nichtresonanter Fall, so dass es genau eine 2r-periodische Losung gibt. Die allgemeine
Losung ist

x (t) = sint + Cy cos V3t + Cy sin V/3L,

und die 27-periodische Losung ist x (t) = sint.
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Satz 4.6 (Periodische Losungen fiir kleine Stérungen von linearen Systemen) Under den
Bedingungen von Satz sei g (t,x,s) eine Funktion mit Definitionsbereich R x R™ x S
und mit Werten in R™, wobei S eine offene Umgebung von 0 in R™ ist. Angenommen,
g ist T-periodisch in t, g € C*(x,s) mit k > 1 und g (t,x,0) = 0. Betrachten wir das
Normalsystem

P=Ax+ f(t)+g(tzs). (4.44)

Dann hat das System (4.44)) fir alle s mit hinreichend klein ||s|| genau eine T-periodische
Losung x (t,s). Dariiber hinaus gilt x € C* (s).

Bemerkung. Fiir s = 0 nimmt die Gleichung (4.44)) die Form
¥ =Ax+ f(t) (4.45)

an. Insbesondere ist z (¢,0) die T-periodische Losung von (4.45]), die auch nach Satz
existiert. Die DGL (4.44)) kann als eine Stérung von (|4.38]) betrachtet werden.

Beweis. Bezeichnen wir mit x (¢, s,v) die maximale Lésung von mit der An-
fangsbedingung z|;—g = v, fiir alle v € R™ und s € S. Nach Satz existiert ein
eindeutiger Wert vy € 2, derart, dass x (¢, 0, vg) T-periodisch ist. Ohne Beschrankung der
Allgemeinheit nehmen wir an, dass vy = 0, so dass z (¢,0,0) eine T-periodische Losung
ist.

Nach Satz ist der Definitionsbereich der Losung x (¢, s,v) eine offene Teilmenge
von R x R™ x R™. Da die Losung x (¢,0,0) fiir alle ¢ € R definiert ist, ist die Losung
x (t, s,v) mindestens fiir alle ¢ € [0, 7] definiert ist, vorausgesetzt ||s|| und ||v|| hinreichend
klein sind. Wir mochten den Anfangswert v abhangig von s wahlen, derart, dass die
folgende Gleichung erfiillt ist:

z(T,s,v) =wv. (4.46)

Ist v = v (s) eine Losung von (4.4€)), so ist die Funktion z (, s, v (s)) T-periodisch nach
Lemma |

Wir brauchen jetzt zu beweisen, dass die Gleichung fiir hinreichend klein ||s||
genau eine Losung v hat. Dafiir benutzen wir der Satz von der impliziten Funktion.

Satz von der impliziten Funktion. Sei F'(u,v) eine R"-wertige Funktion, die auf
einer offenen Umgebung von (0,0) in R™ x R™ definiert ist (mit w € R™ und v € R™).
Sei I € C* (u,v) mit k > 1, F(0,0) =0 und det d,F (0,0) # 0. Dann hat die Gleichung
F(u,v) = 0 fiir hinreichend klein ||u|| genau eine Lésung v = v (u), und es gilt v €
CF (u).

Wir benutzen diesen Satz fiir die Funktion
F(s,v) =z (T,s,v)—v,

so dass die Gleichung dquivalent zu F'(s,v) = 0 ist. Nach Satz gilt © €
C* (s,v), so dass auch F' € C* (s,v). Bei s = 0, v = 0 ist die Gleichung erfiﬂlt, SO
dass F' (0,0) = 0. Berechnen wir 9,F = 0,z —id bei s =0, v = 0. Fiir s = 0 ist = (¢,0,v)
die Losung von (4.45) mit Anfangsbedingung z|,.—¢ = v. Wie im Beweis von Satz
haben wir

2 (T,0,v) = v 4 20 (T),

23Da die Losung t — z (¢, s,v) schon maximal ist, man braucht diese Losung nicht fortzusetzen.
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woraus folgt 9,2 (T,0,v) = eI und somit
9,F (0,0) = e —id.

Im Beweis von Satz haben wir schon gezeigt, dass det (eTA — id) # 0, vorausgesetzt,
dass T nicht-resonant fir A ist. Somit hat die Gleichung F'(s,v) = 0 genau eine Losung
v = v (s) fiir hinreichend klein ||s||. Dann 16st v (s) auch die Gleichung (4.46), und wir
erhalten die T-periodische Losung t — z (¢, 5,v (s)). Wegen v (s) € CF (s) ist die Losung
z (t,s,v(s)) auch von der Klasse C* (s). =

Korollar 4.7 Under den Bedingungen von Satz es gilt fiir die T-periodische Losung
x(t,s) von (4.44) die folgende asymptotische Entwicklung

z(t,s)=zo(t)+a1(t)s+aa(t)s® + ...+, (t) " +0(s") fiirs—0, (4.47)
wobei alle Funktionen x; (t) T-periodisch sind.
Beweis. Die Entwicklung (4.47) gilt nach Taylorformel, da z (¢,5) € C*(s). Wir
brauchen nur zu zeigen, dass die Funktionen x; (¢) T-periodisch sind. Wir haben

k
z(t+T,s)— Zx] t+T)—x;(t) s +o(s").
7=0

Da die linke Seite identisch Null ist, erhalten wir nach Eindeutigkeit von Taylorentwick-
lung, dass z; (t +T) — z; (t) =0, d.h. x; T-periodisch ist. m
Gegeben sei eine skalare DGL
2™ 4+ a2 Y 4+ anx = F (t) + G (t, 1, 5) (4.48)
mit Parameter s € R™, man erhalt das aquivalente Normalsystem

x' = Ax+f (t) + g (t,%, )

mit x = (z, 2/, ...,x(”_l))T und

0 1 0 0

0 0 1 0 0 0
A= , f(t) = , g(t,x,s) =

0 0 0 1 0 0

—Qy —Qp_1 —COp_g ... —Q F(t) G(t,Xl,S)

Sei P (\) das charakteristische Polynom von (4.48)), also

PN =" +a "+ +a,.
Behauptung. Die folgende Identitat gilt:

det (A —Xid) = (=1)" P (N),
d.h. (=1)" P ()) ist das charakteristische Polynom von A.
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Beweis. Induktionsanfang: fiir n =1 gilt A = (—a;) und det (A — ) = — (A +a1) =
—P (). Fiir den Induktionsschritt von n — 1 nach n entwickeln wir die Determinante
nach der ersten Spalte und benutzen die Induktionsvoraussetzung;:

—A 1 0 0
0 - 1 0
det (A —Aid) = det
0 0 0 1
—Q;, —Qp_1 —Qp_2 ... —A—ap
—A 1 0 1 0
n -2 1
= —Adet 0 0 1 +(—1)" a, det
—Qp—1 —Ap—2 ... —A— aq 0 0
= — (D" AN+ a NP+ Lt an) (D) "a,
= (=1)"P(N).

]
Nach Satz [4.6] erhalten wir folgendes.

Korollar 4.8 Angenommen, die Funktionen F (t) und G (t,x, s) sind stetig und T -periodisch
int, Gé&CF(x,s) mitk>1und G (t,z,0) = 0. Ist T nicht-resonant fiir das Polynom
P(X) (d.h. die Nulistellen von P (X) erfillen die Bedingung (4.39)), so existiert fir alle

s mit hinreichend klein ||s|| genau eine T-periodische Losung x (t,s) von (4.48)). Diese
Lésung hat eine Taylorentwicklung

x(t,s)=xo(t)+a1(t)s+aa(t)s”+ ..+, (t) " +0(s") firs—0, (4.49)

wobei alle Funktionen x; (t) T-periodisch sind.

Beispiel. Betrachten wir die DGL mit Parameter
v" + 3z = 2sint + sz?. (4.50)

Die Funktion f () = 2sint ist 27-periodisch, und die Funktion g (¢, x,s) = sz? gehort zu
alle C* (z,s) und ist trivial 27-periodisch in t. Das charakteristische Polynom P ()\) =
A?+3 hat die Nullstellen A\ = +i+/3. Offensichtlich ist 27 nicht-resonant, und nach Korollar
erhalten wir fiir kleine s die Existenz von einer T-periodischen Losung x (¢, s) mit der

Entwicklung (4.49)).

Bestimmen wir die Koeffizienten z; (¢) bis zum j = 2. Dafiir setzen wir die Entwicklung
z(t,s) =xo(t) +a1(t)s+x2(t) s* + o (s?)
in die Gleichung (4.50) ein und somit erhalten

(z§ + 3mg) + (2 + 3z1) s + (25 + 3w2) s* + 0 (s%) = 2sint+ s (2§ + 2zoz15 + 0(s))
= 2sint + x3s + 2xz15” + 0 (5%) .
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Das Vergleich von Koeffizienten bei s/ ergibt, dass x; (¢) die folgende Gleichungen erfiillen:

Ty +3r9 = 2sint
" 2

Ty +3r1 = x;

Ty + 31y = 2xo11.

Die erste Gleichung has die einzige 27m-periodische Losung xq (t) = sint. Die zweite Gle-

ichung nimmt die Form
1 —cos2t

2
an, woraus wir die folgende 27-periodische Losung bestimmen:

o + 31, = sin*t =

L osar 4 L
1 = — COS —.
) 6

Die 2m-periodische Losung der dritten Gleichung

1 1 1
xy + 3xg = sint (coth + —) = ——sint + isin?)t

3 6
ist
= — L t— 1 sin 3t
To = B sin B in 3t.
(Fig.
, 14T
X 4

| 0.2 04 0.6 08 10/1.2 )]i.4

Figure 58: Die 2m-periodische Losung x (¢, s) von (4.50)) im Phasenraum (z,2'): fir s =0
(rot) und s = —0.3 (blau)

Betrachten wir jetzt ein Normalsystem

o' =F(x)+sf(t), (4.51)
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wobei F : R® — R" eine Funktion der Klasse C**! mit k > 1, f : R — R" eine stetige 7T-
periodische Funktion, und s € R ein Parameter. Sei z( eine Ruhelage von 2/ = F' (z), d.h.
eine Nullstelle von F. Fiir s = 0 hat das System die konstante Losung z (t) = o,
die trivial periodisch. Wir besprechen die Frage, ob das System (4.51)) eine T-periodische
Losung hat auch fiir s # 0, mindestens fiir die kleinen Werten von s . Dafiir betrachten
wir eine neue unbekannte Funktion z wie folgt:

T — 2o

z = & T =29+ Sz.

S

Die Ableitung in t ergibt
Z = (F () 4 (1) = “F (m +52) + £ (1)
Nach Lemma [3.15] (Hadamard-Lemma) haben wir die Identités
F(u)—F(v) =¢(u,v) (u—0) (4.52)
fiir alle u, v € R", wobei ¢ eine stetige Funktion mit Werten in R"*" ist und

o (u,u) = F' (u).

Es folgt aus dem Beweis von Lemma [3.15] dass F' € C**! ergibt ¢ € C* (u,v). Es folgt
aus (4.52)), dass

F(xo+ sz) — F (x0) = ¢ (xg + $2,0) $2.
Wegen F'(x¢) = 0 erhalten wir

1
EF($0+32):go(a:0+sz,:v0)z:Az—|—g(z,s),

wobei
A:=F(x9) und g¢g(z,s):=p(x+sz,20)2— Az.
Es folgt daraus, dass
g(2,0) = ¢ (x0,70) 2 — Az = F' (x9) 2 — F' (29) 2 = 0.
Somit erfiillt z die Gleichung
S = Ark (1) +g(29),

wobei f (t) T-periodisch ist, g (z,s) € C*(2,5s), g(2,0) = 0 und g trivial T-periodisch in
t. Nach Satz fiir hinreichend kleine Werte von s existiert genau eine T-periodische
Losung 2 (t,s) , und zwar z € C* (s). Fiir die DGL (4.51)) erhalten wir folgendes.

Korollar 4.9 Unter den o.g. Bedingungen setzen wir noch voraus, dass T' nicht-resonant
fiir die Matriz A = F' (xq) ist. Dann, fir hinreichend klein s, hat die DGL genau,
eine T-periodische Losung x (t,s), die stetig in (t,s) ist und x (t,0) = xo. Dariber hinaus
gilt z (t,s) € C* (s).
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Bemerkung. Wie im Satz setzen wir
a =max {Re\ : A ein Eigenwert von A} .

Ist die Bedingung o < 0 von Satz [4.2(a) erfiillt, dann ist jedes T nicht-resonant fiir A.
In der Tat, fiir jeden Eigenwert A von A gilt Re A < a < 0, wahrend im Resonanzfall
gilt A\ = %k und somit ReA = 0. Deshalb ergibt die Bedingung o« < 0 sowohl die
asymptotische Stabilitdt der Ruhelage xy der DGL 2’ = F' (z) als auch die Existenz der
periodischen Loésung von fiir hinreichend klein s.

Beispiel. Betrachten wir die DGL mit Parameter
a" + 5z — 2° — 4 = 2ssint. (4.53)

Das entsprechende Normalsystem ist

=y
y =% —bx + 4+ 2ssint

Fiir s = 0 hat das System zwei Ruhelagen (x1,0) und (x2,0) wobei x1, s die Nullstellen
von 22 — 5z +4 = 0 sind, d.h. ; = 1 und 2, = 4. Betrachten wir das System in der Nihe
der Ruhelage (1,0). Es ist bequemer direkt mit der Gleichung zu arbeiten, indem
wir die unbekannte Funktion wechseln wie folgt:

z= S rx=1+sz.

s
Dann erhalten wir aus (4.53)), dass
s2" +5(1+52) — (1+52)° —4=2ssint

und nach Vereinfachen
2"+ 32 = 2sint + s22.

Das ist genau die DGL (4.50|), und wir wissen schon, dass die 2m-periodische Losung
x (t,s) fiir klein s existiert und die folgende Taylorentwicklung in s besitzt:

1 1 1
z(t,s) =sint + (5008275-1- 6) s — E(sint—l—sin?)t) s°+o0(s?)

fir s — 0. Daraus erhalten wir die 27-periodische Losung von (4.53) in der Ndhe der
Ruhelage (1,0):

1 1 1
z(t,s) =1+ (sint)s+ <§ cos 2t + 6) s — E(sint+sin3t) s° + o0 (s%)

(Fig. . Fiir s — 0 konvergiert die geschlossene Phasenkurve der periodischen Losung
x (t,s) gegen die Ruhelage (1,0).
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Figure 59: Die 2m-periodische Losung von (4.53)) im Phasenraum (z,2’) in der Néhe der
Ruhelage (1,0)
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