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1 Einfiihrung

1.1 Was ist eine DGL
Eine gewohnliche Differentialgleichung (abgekiirzt mit DGL) hat die Form

F (x,y,y', ...,y(")) =0, (1.1)

wobei z eine unabhingige reelle Variable ist, y = y (x) eine gesuchte Funktion (und
y®) die k-te Ableitung von y), und F eine gegebene Funktion von n + 2 Variablen.
Die Zahl n, die die maximale Ordnung der Ableitung y*) in (1.1 ist, heifit die
Ordnung von der DGL. Man sagt auch, dass eine DGL n-ter Ordnung ist.

Die Gleichung heifit “differential”, weil sie die Ableitungen der gesuchten
Funktion enthilt. Eigentlich stellt die Gleichung eine Beziehung zwischen ver-
schiedenen Ableitungen von y (x) dar. Die Differentialgleihung heiflit “gewohn-
lich” , weil die Ableitungen y*) gewshnlich sind, im Gegensatz zu partiellen Ableitun-
gen. Es gibt auch die partiellen Differentialgleichungen, wo die gesuchte Funktion
von mehreren Variablen abhingt und deshalb die partiellen Ableitungen benutzt
werden miissen, aber in diesem Kurs betrachten wir nur gewshnliche DGLen.

Gewohnliche DGLen entstehen in verschiedenen Gebieten von Mathematik, als
auch in Wissenschaften und Technik, da viele Naturgesetze mittels Differentialgle-
ichungen formuliert werden koénnen. In meisten Anwendungen braucht man eine Lo-
sung y (x) von (mit gegebenen Randbedingungen) analytisch oder numerisch
zu ermitteln. Es gibt bestimmte spezielle Typen von DGLen, die sich explizit ana-
lytisch losen lassen. Andererseits, fiir ziemlich generellen Typen von GDLen kann
man verschiedene Eigenschaften von Losungen beweisen ohne sie explizit zu berech-
nen, z.B. die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen, Differenzierbarkeit, usw.
In diesem Kurs werden wir die beiden Richtungen erforschen: explizit Losungen zu
bestimmen und die allgemeinen Eigenschaften der Losungen zu beweisen.

Am Anfang besprechen wir verschiedene Beispiele von DGLen ler und 2er Ord-
nung, die sich explizit 16sen lassen.

1.2 DGLen erster Ordnung

Eine allgemeine DGL ler Ordnung hat die Form F' (z,y,7’) = 0. Héufig kann diese
Gleichung beziiglich y' gelost werden, und man erhilt die DGL in der expliziten
Form:

v =r(zy), (1.2)

wobei y = y (z) eine gesuchte reelle Funktion einer reellen Variablen z, und f (x,y)
eine gegebene Funktion von zwei reellen Variablen. Wir betrachten das Paar (x,y)
als ein Punkt in R2. Der Definitionsbereich von f ist dann eine Teilmenge D von
R2. Die Menge D heifit auch der Definitionsbereich von DGL .

Definition. Sei y (x) eine reelle Funktion, die auf einem Intervall / C R definiert
ist. Die Funktion y (x) heifit eine (spezielle) Losung von (1.2)) genau dann, wenn

1. fiir jedes x € I, der Punkt (z,y (z)) ein Element von D ist;



2. y (z) an jeder Stelle x € I differenzierbar ist;
3. fiir jedes « € I, die Gleichung ¢ (z) = f (z,y (z)) erfiillt ist.

Die Gesamtheit aller speziellen Losungen von (1.2) heiit die allgemeine Losung.

Bemerkung. Hier und im Folgenden ein Intervall bedeutet jede Menge der Form

(a,b) = {re€R:a<xz<b} offenes Intervall

[a,b] = {r€R:a<x<b} geschlossenes Intervall
la,b) = {x €R:a <z <b} halboffenes Intervall
(a,b) = {x €R:a <z <b} halboffenes Intervall

wobei a, b reelle oder +o00 sind und a < b.

Die Losingen von lassen sich eine graphische Darstellung wie folgt. Der
Graph einer speziellen Losung heifit eine Integralkurve der Gleichung. Offensichtlich
ist jede Integral-Kurve im Definitionsbereich enthalten. Dass die Losing y (z) die
Gleichung v = f(x,y) erfiillt bedeutet, dass die Tangente zur Integralkurve an
jeder Stelle (z,y) die Steigung f (z,y) hat. Offensichtlich, man kann die Steigung
an jeder Stelle (z,y) € D bestimmen ohne die DGL zu 16sen. Jeder Stelle (z,y) € D
entspricht eine Richtung: eine Gerade durch (z,y) mit der Steigung f (z,y). Die
Gesamtheit von allen Richtungen heifit das Richtungsfeld der DGL. Es ist klar, dass
die Tangente zu jeder Integralkurve an jeder Stelle ein Element des Richtungsfeldes
ist. Losen von hat die folgende graphische Bedeutung: man verbindet die
Elemente des Richtungsfeldes durch eine Integralkurve (Fig. [I)).

In der Regel lassen sich die allgemeinen DGLen nicht explizit analytisch l6sen.
Wir zeigen hier einige Klassen von Funktionen f (z,y), bei denen die allgemeine
Losung von in Form einer unbestimmten Integration gefunden werden kann.

Beispiel. Angenommen, die Funktion f hingt nicht von y, so dass wird
y' = f(z). Offensichtlich muss y eine Stammfunktion von f sein. Unter der Vo-
raussetzung, dass f eine stetige Funktion auf einem Intervall [ ist, erhalten wir die
allgemeine Losung auf I durch die unbestimmte Integration:

v=[f@dr=F @)+,
wobei F'(x) eine Stammfunktion von f (x) auf I ist und C' eine beliebige Konstante
ist.
Beispiel. Betrachten wir eine DGL
y =y

und ermitteln erst alle positive Losungen. Angenommen y (z) > 0 auf einem Inter-
vall I, konnen wir mit y dividieren. Da

/

Y /
—:<h’1y )
y )
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Figure 1: Integralkurven eines Richtungsfeldes

erhalten wir die dquivalente Gleichung

(Iny) = 1.
Daraus folgt, dass
lny:/dm:x+0,
also
y =ee” = Cre”,

wobei C; = e“. Da C € R beliebig reell ist, ist C; = e beliebig positive. Daher
sind alle positiven Losungen y (z) auf I wie folgt:

y=Cie*, Cy>0.

Angenommen, y () < 0 fiir alle x € I, erhalten wir ebenso

/

Yy /
= =(n(-y
y (In (-y))
und

Yy = _Clexa
wobei C7 > 0. So, jede Losing y (x), die immer entweder positive oder negative auf
I bleibt, hat die Form

y(z) = Ce”,
wobei C' > 0 oder C' < 0. Es ist klar, dass C' = 0 auch eine Losung y = 0 ergibt. Die

Integralkurven der Losungen y = Ce” sind auf Fig. [2| gezeichnet worden. Jedoch
bleibt die Frage, ob alle Losungen bestimmt worden sind.
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Figure 2: Die Integralkurven von 3y’ =y

Behauptung. Die Gesamtheit von Lésungen y = Ce®, wobei C € R, ist die allge-
meine Losung von y' = y.

Beweis. Sei y () eine Losung auf einem offenen Intervall 7. Wir miissen zeigen,
dass auf diesem Interval gilt y = C'e” fiir eine Konstante C'. Ist y = 0 auf I, so gilt
y = Ce® mit C' = 0. Angenommen, y (x¢) > 0 an einer Stelle zq € I, bezeichnen wir
mit (a,b) ein maximales offenes Intervall um xy wo y () > 0. Dann entweder einer
von den Punkten a,b gehort zu I oder (a,b) = 1.

Im ersten Fall, nehmen wir an, dass a € I (der Fall b € I ist #hnlich), was
ergibt y (a) = 0. Da y(z) auf dem Intervall (a,b) positive ist, wir wissen schon,
dass auf diesem Intervall y (z) = Ce” gilt mit C' > 0. Da e” # 0, verschwindet die
Losung y () an der Stelle z = a nicht, was im Widerspruch zu y (a) = 0 steht. Wir
beschliessen, dass (a,b) = I, woraus folgt, dass y () = Ce” auf .

Mit dem gleichen Argument betrachtet man den Fall wenn y (z¢) < 0 an einer
Stelle xg € I. m

1.3 Trennbare DGLen
Eine trennbare DGL ist eine DGL in der Form

Y =f()g(y), (1.3)

wobei f und ¢ stetige Funktionen sind, auf offenen Intervallen I and J jeweils.
Damit ist der Definitionsbereich von (1.3]) I x J.
Jede trennbare DGL kann mit Hilfe von dem folgenden Satz gelost werden.

Satz 1.1 (Trennung der Variablen) Angenommen, g (y) # 0 auf J. Sei F'(x) eine
Stammfunktion von f (x) auf I und G (y) eine Stammfunktion von ﬁ auf J. FEine
Funktion y : I' — J, wobei I' ein nichtleeres offenes Teilintervall von I ist, lost

genau dann, wenn
G(y(x))=F(x)+C (1.4)

fiir alle x € I', wobei C eine beliebige Konstante ist.
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7.B., betrachten wir noch mal die DGL 3 = y im Bereich z € R, ¥ > 0. Dann
f(x)=1and g(y) =y # 0 so dass Satz ist anwendbar. Wir haben

F(x):/f(x)dx:/dx:x

_ [ _ [y
G(y)/g@) yfly

(wir schreiben hier keine Integrationskonstante C', weil wir nur eine Stammfunktion

brauchen). Die Identitét (1.4]) wird

und

Iny=xz+C,
woraus y = C1e” folgt wie zuvor.

Beweis. Seiy: I’ — J eine Losung von ((1.3)). Da ¢ (y) # 0, wir konnen (1.3])
mit ¢ (y) dividieren und erhalten

Y — fa). (1.5)

Da f (z) = F' (z) und 7~ =

70 G’ (y), wir erhalten durch die Kettenregel, dass

Y ! ! !
=G )y =(Gy(z
7 W)y = (G (y(2)))
Daher ist die DGL ({1.3)) dquivalent zu

G(y(2) =F(a), (1.6)

woraus folgt durch Integration.

Umgekehrt, efiillt eine Funktion y : I’ — J die Gleichung und ist auflerdem
auf [’ differenzierbar, so kénnen wir die Identitét ableiten und deshalb
erhalten, woraus auch folgt. Es bleibt nur zu zeigen, dass y (x) unbedingt
differenzierbar ist. Da die Funktion ¢ (y) verschwindet nicht, ist ¢ (y) entweder
positive oder negative auf ganzem Intervall J. Dann die Stammfunktion G (y) von
ﬁ ist entweder strikt monoton wachsend oder strikt monoton fallend auf J. In
den beiden Fillen, ist die Umkehrfunktion G! auf dem offenen Intervall G (J)
definiert und differenzierbar. Insbesondere kann man die Gleichung umkehren
und damit erhalten, dass

y(x) =G (F(2)+C). (1.7)

Daraus folgt, dass y (z) differenzierbar ist als Verkettung von zwei differenzierbaren
Funktionen. m

Korollar 1.2 Unter den Bedingungen von Satz fiir jeden Punkt (xo,v0) € I X J,
existiert eindeutiger Wert von der Konstante C, derart, dass die Funktion (1.7) eine
Losung von (1.3) mit die Bedingung y (xo) = yo ist.
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Figure 3: Jeder Punkt (zy,yo) hat genau eine Integralkurve, die durch (zg, yo) geht.

Die Bedingung y (xo) = yo heiBt die Anfangsbedingung. Dieser Begriff ist mit
dem Begriftf von Anfangswertproblem verbunden. Letzteres ist eine Aufgabe die
Funktion y (z) zu bestimmen, die die folgenden Bedingungen erfiillt

{y’zf(fc,y)

Yy (%) = Yo,

wobei (zg,yo) ein gegebener Punkt im Definitionsbereich D von f (z,y) ist. Das
Korollar bedeutet, dass das Anfangswertproblem fiir die trennbare DGL
unter der Bedingung g # 0 eindeutige Losung fiir alle (zq,yo) € I x J hat. D.h., fiir
jeden Punkt (xg,y0) € I X J existiert genau eine Integralkurve der DGL, die durch
diesen Punkt geht (Fig. . Wie wir es spiter sehen, das gilt auch fiir bestimmte
allgemeinere DGLen, aber nicht fiir alle DGLen.

Beweis. An den Stellen = x5 and y = yj, ergibt C =G (yo) — F (o),
woraus die Eindeutigkeit von C' folgt. Jetzt zeigen wir, dass dieser Wert von C'
immer eine Losung y (z) liefert. Wir miissen nur noch iiberpriifen, dass die Funktion
y(z) = G71(F (z) + C) auf einem offenen Interval um z, definiert ist (a priori es
konnte sein, dass der Definitionsbereich der Verkettung von zwei Funktionen leer
ist). Fiir x = z erhalten wir

G (F (z0) +C) = GG (h)) = o,

so dass die Funktion y (x) an der Stelle z = x( definiert ist. Da die beiden Funktionen
G~! and F + O stetig sind und auf offenen Intervallen definiert, ist ihre Verkettung
auf einer offenen Teilmenge von R definiert. Da diese Teilmenge xo enthélt, muss
sie auch ein Intervall um xzy enthalten, was zu beweisen war. m

Die Funktion g (y) in der DGL kann generell die Nullstellen haben. Ist s
eine Nullstelle von g, 16st die konstante Funktion y (z) = s die DGL (L.3). Fiir
allgemeine Funktion ¢ gilt folgendes.

Korollar 1.3 Sei f und g beliebige stetige Funktionen wie im Satz aber ohne
die Voraussetzung g # 0. Dann fiir jeden Punkt (xq,y0) € I X J existiert eine Losung
von (1.3)), die durch (xq,yo) geht (also, das Anfangswertproblem ist immer lésbar).
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Beweis. Ist y, eine Nullstelle von g, so ist die gewiinschte Losing y () = yo. Ist
Yo keine Nullstelle von g, so betrachten wir ein offenes Intervall Jy C J um yy wo g
nicht verschwindet. Dann losen wir das Anfangswertproblem im Definitionsbereich
I x Jy mit Hilfe von Korollar und erhalten die gewiinschte Losung. m

Im Gegenteil, gilt die Eindeutigkeit im Anfangswertproblem nicht immer, wie
wir in weiteren Beispielen sehen.

Wie wir es spiter beweisen, die Eindeutigkeit fiir das Anfangswertproblem

{y’Zf(w)g(y)

Yy (ro) = vo

gilt, vorausgesetzt f ist stetig und ¢ ist stetig differenzierbar.

In Anwendungen von dem Satz muss man die Funktionen F' und G bestim-
men. Es ist bequem die Auswertung von F' und G mit anderen Berechnungen zu
kombinieren, wie folgt. Der erste Schritt ist immer dividieren (1.3) mit g um
zu erhalten. Danach integriert man die beiden Seiten beziiglich # und erhélt

/% :/f(x) dz. (1.8)

Der niichste Schritt ist die Integrals auszuwerten. Man findet eine Stammfunktion
F (x) von f so dass

/f (z)dx = F (z) + C. (1.9)

Auf der linken Seite von (|1.8) macht man die Substitution y = y (x) (die Funktion
y (z) wird durch eine unabhéngige Variable y ersetzt). Da y'dxr = dy, erhalten wir

die Identitét ' y
ydr / Y _o
R A
/ 9() 9 () g
die zusammen mit (1.3)) und (1.9) ergibt (1.4)).
Beispiel. Betrachten wir die DGL
y — xy® = 2y, (1.10)
im Bereich (z,y) € R?. Umschreiben sie in der Form
v == (y" +2y)

und bemerken, dass die DGL trennbar its. Die Funktion g (y) = y? + 2y hat zwei
Nullstellen y = 0 and y = —2. Daher erhalten wir zwei konstanten Losungen y = 0
and y = 2. Betrachten jetzt die DGL in den Bereichen wo g (y) # 0:

R x (—00,—2), Rx(=2,0), R x (0,400). (1.11)

In jedem von diesen Bereichen benutzen wir Trennung der Variablen und erhalten

1 y dy 22
2n‘y+2‘ /y(y+2) /xx 2+O



Potenzieren ergibt dann
N
y+2 o

wobei C; = +e2¢. Es ist klar, dass C; alle reellen Werte annehmen kann, aufler 0.
Da y = 0 auch eine Losung ist, kann C auch 0 sein.. Umbenennen wir C; in C' so
dass

i Ce*

y+2:

wobei C' alle reellen Werte annimmt. Daher erhalten wir die folgenden Losungen:

b

2

B 20¢e*
1 —(Ce*?

Die Integralkurven von ([1.12)) sind auf Fig. 4] gezeichnet worden.

Y und y = —2. (1.12)

Figure 4: Die Integralkurven von ([1.10)

Wir behaupten, dass die Integralkurven von Losungen ((1.12)) nie schneiden einan-
der. In der Tat nimmt jede Losung

2

2Ce*

= 1.1
Y=o CAO, (1.13)

die Werte 0 und —2 nicht an, so dass diese Losung und die Losungen y = 0 und
y = 2 nie schneiden einander. Insbesondere bleibt jede Losung (1.13) immer in
einem von Bereichen (1.11)). Zwei Losungen (1.13)), die in verschiedenen Bereichen



liegen, schneiden einander offensichtlich nicht. Zwei Losungen mit verschiede-
nen Werten von C', die in einem Bereich liegen, schneiden einander auch nicht, nach
Korollar [1.2 Mit dem gleichen Argument, wie im obigen Beispiel mit ¢’ = y, zeigt
man, dass die allgemeine Losung ist. Daraus folgt, dass das Anfangswert-
problem fiir eindeutig losbar ist.

Jetzt zeigen wir, wie man ein Anfangswertproblem fiir l6sen kann, z.B.
mit Anfangsbedingung y (0) = —4. FEinsetzen z = 0 und y = —4 in ergibt

eine Gleichung fiir C":
20 4
1-Cc 7
woraus C' = 2 folgt. Daher erhalten wir die folgende Losung:

2

4e*

Y= 1 2e

Beispiel. Betrachten wir die DGL

v =yl

im Bereich R x R. Diese DGL ist trennbar mit Funktionen f (x) = 1 und ¢ (y) =
\/m . Die Funktion ¢ (y) hat eine Nullstelle y = 0, so dass die konstante Funktion
y = 0 eine Losung ist. In den Bereichen y > 0 und y < 0 l6sen wir die DGL mit
Hilfe von Trennung der Variablen. Im Bereich y > 0 erhalten wir

dy /
— = [ dz,
VY

2y =x+C,

und

1
Yy = Z(x+C’)2, x> —C, (1.14)

wobei die Beschrinkung x > —(C' aus der vorherigen Gleichung kommt. Ebenso, im

Bereich y < 0 erhalten wir
[ 751
-7 = a';’
-y

und 1
y:—1@+cf,x<—a (1.15)

Die Integralkurven der Losungen (([1.14]) und sind auf Fig. gezeigt. Wir
sehen, dass die Integralkurven aus den Bereichen y > 0 and y < 0 schneiden die
Linie y = 0, die auch eine Losung ist. Das ermoglicht Erstellung von mehreren
Losungen wie folgt: fiir jedes Paar von reellen Zahlen a < b, betrachten wir die
Funktion

—Ll@—-a)?, z<a,
; a<xz<b, (1.16)

(x—b)*, x>0,

=

y(z) =

= O

9



Figure 5: Die Integralkurven von y' = /|y

die durch Verkleben von drei anderen Losungen gewonnen wird und offensichtlich
eine Losung fiir alle 7 € R ist. Es ist jetzt klar, dass durch jeden Punkt (g, 30) € R?
unendliche viele Integralkurven der DGL gehen, und die Eindeutigkeit im An-
fangswertproblem gilt nicht.

1.4 Lineare DGLen ler Ordnung

Eine lineare DGL erster Ordnung hat die Form
v +a(x)y="0b(x), (1.17)

wobei a (z) und b (z) gegebene Funktionen sind, die auf einem Intervall I definiert
sind. Die Gleichung ist “linear” genannt, weil sie von y und %’ linear abhéingt.
Jede lineare DGL kann gelost werden wie folgt.

Satz 1.4 (Variation der Konstanten) Seien a (x) und b(z) stetige Funktionen auf
dem Intervall I. Dann hat die allgemeine Losung von (1.17) die folgende Form:

Y (z) = =A@ / b(z) MO da, (1L18)
wobei A (x) eine Stammfunktion von a (x) auf I ist.

Wir betonen, dass die Funktion y (x) auf dem ganzen Intervall I definiert ist und
auch eine Losung auf [ ist.
Beweis. Betrachten wir eine neue unbekannte Funktion u (z) = y () eA®), also

y(z) = u(z)e 4@, (1.19)
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Einsetzen (1.19)) in die Gleichung (1.17)) ergibt folgendes:
(ue_A)l + aue ™ = b,

we ™ —ue A + aue ™ = b.

Da A’ = a, fallen die zwei Terme auf der linken Seite weg, und wir erhalten eine
sehr einfache Gleichung fiir u (x):

we A =b.

u = /beAdoc,

das zusammen mit ((1.19)) ergibt (1.18). =

Korollar 1.5 Unter der Bedingungen von Satz fiir jedes xq € I and yy € R,
existiert genau eine Losung y (x) von , die auf dem Intervall I definiert ist und
die Anfangsbedingung y (xo) = yo erfillt (also, durch jeden Punkt (xo,y0) € I x R
geht genau eine Integralkurve der DGL).

Daraus folgt, dass u' = be” und

Beweis. Sei B (z) eine Stammfunktion von bet. Dann kann die Losung (1.18)

in der folgenden Form umgeschrieben werden:
y=e 2@ (B((z)+0C), (1.20)

wobei C' eine beliebige reelle Konstante ist. Offensichtlich ist diese Losung auf [
definiert. Einsetzen der Bedingung y (zo) = 3o in ergibt eindeutigen Wert der
Konstante C wie folgt:

C = yOGA(xO) - B (I()) .

Offensichtlich, die Losung ((1.20)) mit diesem Wert von C erfiillt die Anfangsbedin-
gung. m

Erkldren wir jetzt die Motivation fiir die Substitution (1.19)) . Sei erst b(x) = 0.
In diesem Fall heifit die DGL ((1.17) homogen:

vy +a(z)y=0.

Bemerken wir, dass die homogene Gleichung trennbar ist. In den Bereichen y > 0

und y < 0 erhalten wir
/

)

= =—a(x

y (z)
und

dy
In|y| = ?:—/a(x)dx:—A(a:)JrC.
Daraus folgt, dass
y (z) = Ce™ 4@ (1.21)

wobei C' alle reellen Werte annehmen kann (inklusive C' = 0 das entspricht der
Losung y = 0).

11



Fiir die allgemeine lineare DGL , ersetz man die Konstante C' in ([1.21])
durch eine neue unbekannte Funktion C (z), die im Beweis u (z) bezeichnet wurde.
Da die Konstante durch eine Variable ersetzt wurde, so wurde dieses Verfahren
“Variation der Konstanten” genannt. Ahnliche Methode funktioniert auch fiir die
linearen DGLen hoherer Ordnung.

Beispiel. Betrachten wir eine DGL
1
Y+ Sy =e" (1.22)
x
im Bereich z > 0. Berechnen von Stammfunktion von a () ergibt

A(m):/a(x)dx: U

X

(wir schreiben hier keine Konstante C, da wir nur eine Stammfunktion brauchen).
Durch ((1.18) erhalten wir die allgemeine Losung

I B A B
y(a:)-;/e xdx—2x/e dx _2x(€ +C>,

wobei C' eine beliebige reelle Konstante ist.
Alternativ kann man zunéchst die homogene DGL

1
y+-y=0
x
16sen, z.B. im Bereich z > 0,y > 0. Trennung der Variablen ergibt
y 1
y
(Iny)" = —(Inz)
Iny = —lnx+Cy
C
y = —.
x
Dann sucht man die Lésung von 1) in der Form y = @ Einsetzen in (|1.22])
ergibt
(C (]3))/ 1C 22
- 7 _|_ R — e ,
x T T
Czr—C C
T Tm T
!
“ _ e, O =e"n,
x

C ()

I

a

8

8

QL

&

I
DO | —
~/~

o

Hl\‘)

+

S
—

Somit erhalten wir

y:(](a:) 1 (e“z—i—Cg),

v 20
wobei Cj ist eine beliebige reelle Konstante. Die Integralkurven werden auf Fig. [0
gezeigt.
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Figure 6: Die Integralkurven von (|1.22)

1.5 Differentialformen
1.5.1 Exakte und geschlossene Differentialformen

Sei F'(z,y) eine reelle Funktion, die auf einer offenen Teilmenge 2 C R? definiert
ist. Erinnern wir die Definition des Differentials der Funktion F'. Die Funktion F' ist
differenzierbar an einer Stelle (z,y) € ), wenn reelle Zahlen a,b existieren, derart,
dass

F(x+dx,y+dy) — F (z,y) = adx + bdy + o (|dz| + |dy|) ,

fiir dz, dy — 0. Die Inkremente dx und dy jeweils von x und y werden als die neuen
unabhéingigen Variablen betrachtet und heiflen die Differentiale der Variablen x bzw
y. Die lineare Funktion

dzx,dy — adzr + bdy

heifit totales Differential von F an der Stelle (z,y) und ist mit dF' oder dF (x,y)
bezeichnet; also
dF = adx + bdy. (1.23)

Im Allgemeinen sind a und b die Funktionen von (x,y).
Die folgenden Beziehungen bestehen zwischen die Begriffe von Differential und
partielle Ableitungen.

1. Ist F' differenzierbar an einer Stelle (z,y) und (1.23)) gilt, so existieren die

partiellen Ableitungen F, = g—i und F, = %—‘; an (x,y), und es gilt

F,=a, F,=b. (1.24)

2. Ist F stetig differenzierbar in Q (also die partielle Ableitungen F, und F,
existieren an jeder Stelle in € und sind stetig in ), so ist F' differenzierbar an
jeder Stelle (z,y) € © und

dF = F,dx + F,dy. (1.25)
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Definition. Gegeben seien zwei Funktionen a (x,y) und b (z,y) auf €2, eine Differ-
entialform ist die Funktion

a(z,y)dr +b(x,y)dy

von den unabhiéingigen Variablen (z,y) € Q und dz,dy € R. Die Differentialform
heifit exakt in € falls es eine differenzierbare Funktion F' auf €2 gibt, derart, dass

dF = adx + bdy. (1.26)

Die Funktion F' mit (1.26)) heifit ein Integral (oder Potentialfunktion) der Form.

Die folgende Behauptung enthiilt die allgemeinen Eigenschaften von Integrals
und exakten Formen.

Lemma 1.6 (a) Seien a,b stetige Funktionen auf Q. Eine Funktion F auf ) ist ein

Integral von adx + bdy genau dann, wenn F, = a and F,, = b
(b) (Notwendige Bedingung fiir Exaktheit) Seien a, b stetig differenzierbare Funk-
tionen auf Q. Ist die Differentialform adx + bdy exakt, so gilt die folgende Identitdt
a, = by. (1.27)

Beweis. (a) Die Identitit dF' = adx + bdy ergibt immer F, = a und F, =
b. Umgekehrt, gelten die Bedingungen F, = a und F, = b, dann ist I stetig
differenzierbar und deshalb dF' = F,dx + F,dy. Daraus folgt dass dF' = adx + bdy
so dass F' ein Intergal von adz + bdy ist.

(b) Ist F ein Integral von adx + bdy, dann gilt F, = a und F,, = b. Insbesondere
sind die Ableitungen F, und F), stetig differenzierbar. Nach dem Satz von Schwarz,
es gilt F,, = F}, woraus a, = b, folgt. m

Definition. Die Differentialform adz + bdy mit stetig differenzierbaren Funktion a
und b in Q C R? heifit geschlossen falls in 2 die Identitét a, = b, gilt.

Es folgt aus Lemma (b), dass jede exakte Form geschlossen ist, d.h. die
Geschlossenheit eine notwendige Bedingung fiir die Exaktheit ist.

Im Allgemeinen, die Geschlossenheit ist keine hinreichende Bedingung fiir Ex-
aktheit, d.h. eine Differentialform kann geschlossen aber nicht exakt sein, wie wir
unterhalb sehen. Da die Geschlossenheit ist einfacher zu iiberpriifen als die Exak-
theit, es wire sehr niitzlich zu wissen, unter welchen zusétzlichen Bedingungen die
Geschlossenheit ergibt die Exaktheit. Wir werden eine solche Behauptung unterhalb
beweisen, aber zuerst besprechen wir die Motivation und betrachten die Beispiele.

1.5.2 Lo6sen von DGLen mit Hilfe von exakten Differentialformen
Unsere Interesse an die Differentialformen liegt daran, dass die folgende DGL
a(z,y)+b(z,y)y =0 (1.28)

sich mit Hilfe von dem Intergal der Differentialform adx + bdy losen lésst. Natiirlich
kann die DGL (1.28) in der allgemeinen Form y' = f (z,y) umgeschrieben werden,
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wobei f = —a/b, aber das hilft fiir Losung nicht. Da ¢y’ = 4 50 schreiben wir die

dx
DGL ([1.28) wie folgt um:
a(z,y)dr+b(x,y)dy =0. (1.29)

Man sieht in der linken Seite die Differentialform adz + bdy. Die DGL (1.28)) (und
(1.29))) heifit exakt (bzw geschlossen) genau dann, wenn die Differentialform adx +
bdy exakt ist (bzw geschlossen).

Satz 1.7 Seien a,b stetige Funktionen auf $2, derart, dass die Differentialform adx+
bdy exakt ist, und sei F' ein Integral dieser Form. Sei y(x) eine differenzierbare
Funktion, die auf einem Interval I C R definiert, derart, dass der Graph von y in

Q enthalten ist. Dann lost die Funktion y die DGL (1.28) genau dann, wenn
F(xz,y(x)) = const auf I (1.30)
(d.h. wenn Funktion F eine Konstante auf dem Graph von y ist).

Die Identitit kann als eine allgemeine Losung von betrachtet wer-
den. Die Funktion F heifit auch erstes Integral der DGL (1.28).

Beweis. Da der Graph von y(z) in © enthalten wird, ist die Verkettung
F (x,y (z)) auf I definiert. Nach der Kettenregel erhalten wir

d

LE@y@)=FE+ Ry =atby.

Daher ist die Gleichung a + by’ = 0 #quivalent zu L F (z,y(z)) = 0 auf I, und
letzteres dquivalent zu F' (x,y (x)) = const auf /. m

Beispiel. 1. Die Form ydx — xdy ist nicht geschlossen weil a, = 1 und b, = —1.
Dann ist sie auch nicht exakt.
2. Die Form
ydx + xdy

ist geschlossen da a, = 1 = b,. Sie ist auch exakt weil sie in R? ein Integral
F(z,y) = zy hat, da F, =y = a und F,, = x = b. Die entsprechende DGL

y+zy =0

hat nach Satz die allgemeine Losung xy = C, d.h. y = % In diesem Fall erh&lt
man das gleiche Ergebnis auch mit Hilfe von Trennung der Variablen.
3. Die Form
2zydx + (x2 + y2) dy

ist geschlossen weil

ay = (2zy), = 2x = (2 +y*) =b,.

= =
Sie ist auch exakt, weil sie in R? ein Integral

3
F(x,y)=w2y+y§
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besitzt. Wir erkliren es spiiter, wie man dieses Integral ermitteln kann. Aber wenn
man F (z,y) schon weifit, kann man Lemma [.6[a) benutzen, um zu iiberpriifen,
dass F' wirklich ein Integral ist. In diesem Beispiel haben wir

F,=2xy=a undFy:x2+y2:b
so dass F' ein Integral ist. Die entsprechende DGL
2zy + (2 + )y’ =0 (1.31)

hat die allgemeine Losung 2%y + % = C (siehe Fig. Iﬂ)

y3__

2__
)/\*
8 7 6 5 4 -3 -2 -1 + 1 2 3 4 5 6 7 8

14+ X

2+

3+

Figure 7: Die Integralkurven von (|1.31))

1.5.3 Lemma von Poincaré

Eine Teilmenge ©Q C R? heifit Rechteck wenn sie die Form I x J hat, wobei I und
J zwei Intervalle sind. Das Rechteck ist offen, wenn die beiden Intervalle I und
J offen sind. Der folgende Satz antwortet auf die Frage, wie die Exaktheit der
Differentialform in einem Rechteck bestimmt werden kann.

Satz 1.8 (Lemma von Poincaré — hinreichende Bedingung fiir Exaktheit) Seien
Q) ein offenes Rechteck und a,b stetig differenzierbare Funktionen auf ). Ist die
Differentialform adx + bdy geschlossen in Q (also a, = b, gilt in Q), so ist sie auch
exakt in Q. Dariber hinaus kann ein Intergal F' von adx + bdy durch die folgende
Identitdt bestimmt werden:

z v
Fla,y) = / a (s, y0) ds + / b(x,t) dt, (1.32)
o Yo

wobei (9, o) € Q ein beliebiger Punkt ist (Fig. [§).
Nach Lemma [I.6] eine exakte Form ist immer geschlossen. Deshalb bedeutet
Satz[1.8] dass die Form adzx + bdy in einem Rechteck exakt genau dann ist, wenn sie

geschlossen ist. In allgemeinen Teilmengen € gilt diese Aquivalenz nicht, wie wir es
spéter sehen werden.
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Y (xY)
J
Yo
(X0:Yo) (X.Yo)
Xo X )i

Figure 8: Die Stellen (z9, o) und (z,y) im Rechteck

Beweis. Da Q) ein Rechteck ist, so fiir jeden Punkt (z,y) € Q liegt auch der
Punkt (x,yo) in Q. Dariiber hinaus liegen die beiden Intervalle [(xg, yo) , (z, ¥o)] und
[(z,y0), (x,y)] in Q, so dass das Integral in wohldefiniert ist.

Angenommen, dass die Differentialform adx + bdy geschlossen ist, miissen wir
zeigen, dass die Funktion F' ein Integral von adxz + bdy ist. Da a und b stetig
differenzierbar sind, so reicht es nach Lemma |1.6(b) zu iiberpriifen, dass

F,=a und F, =0

Ableiten der Identitét (1.32)) in y ergibt

9 [V
Fy:a—y/y0 b(x,t)dt =b(z,y).

Ableiten (1.32)) in z ergibt

F, = ﬁ/aca(s )ds—i—g/yb(x t)dt
r o » Yo O " )

Zo

= a(x,yo) + /y %b(w,t) dt, (1.33)

Yo

wobei in 1} das Integralzeichen und die Ableitung% vertauscht wurden. Dieser
Vertausch wird unterhalb in Lemma begriindet. Einsetzen b, = a, in (|1.33])
ergibt

v
F, = a(x,yo)—i-/ ay, (z,t)dt

a (2 90) + (a (@, y) — a (2,90))
= a(xz,y),

was zu beweisen war. ®
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Obwohl es logisch nicht notwendig ist, zeigen wir jetzt, wie die Formel
fiir ' ermittelt werden kann. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir
annehmen, dass F (zg,yo) = 0 (In der Tat, ist F' ein Integral, ist auch F' + C' ein
Integral, fiir jede Konstante C'; indem wir eine geeignete Konstante wihlen, kann
die Gleichung F (¢, yo) = 0 erfiillt werden). Da F, = a und Fj, = b gelten, erhalten
wir nach dem Fundamentalsatz der Analysis, dass

x

F(x,y0) = F (z,90) — F (w0,%0) = /”” Fy (8,90) ds :/ a(s,yo)ds,

o o
Y

Y
F(x,y>—F<x,yo>=/ Fy<x,t>dt=/ b(a, 1) dt,
Yo Yo
woraus ((1.32) folgt.

Beispiel. Betrachten wir wieder die Differentialform
2zxydx + (:c2 + y2) dy

in ) = R%2. Wie wissen schon, dass diese Form geschlossen ist. Da R? ein offenes
Rechteck ist, erhalten wir nach Satz [1.8, dass diese Form in R? exakt ist. Das
Integral F' der Differentialform kann nach (1.32)) berechnet werden wie folgt: mit

o = Yo = 0 erhalten wir
F(x,y) = / 250ds +/ (2% + %) dt = 2%y + T
0 0

wie wir es oberhalb schon gesehen haben.

1.5.4 Wegintegrale und Exaktheit

Es kann passieren, dass eine Differentialform in einer Menge 2 geschlossen aber nicht
exact ist.

Beispiel. Betrachten die Differentialform

—ydz + xdy

adzr + bdy = N

(1.34)

in 2 =R?\ {0} (das ist kein Rechteck). Diese Form ist geschlossen, weil

B ( y )_ (2 +y%) —2y* y*—a?
ay = — — _
Yy

2 + 92 (22 + y2)2 - (22 + y2)2

und

_( x ) @+ 222 P —a?
2 4+y?) (22 +12)? (22 4+ 92)*
Nach Satz ist diese Form exakt in jedem in €2 enthaltenen offenen Rechteck ist.
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Zum Beispiel, betrachten wir das Rechteck ' = (0, +00) x R (Halbebene) mit
(x0,y0) = (1,0). Nach (1.32)) erhalten wir in der Halbebene ein Intergal der Form
(11.34):

= Vo
F = d —dt
(z.9) /x052+y§ S+/yom2+t2
Y od(t/x
- oy [ M)
o 1+ (t/z)
/y/ﬂﬁ du y
= ——— — arctan =.
0 1+U2 x

Also, F (x,y) ist nicht anders als der Polarwinkel des Punktes (x,y).

Da §2 kein Rechteck ist, so konnen wir nicht behaupten, dass die Differentialform
in 2 exakt ist. Wie wir es unterhalb sehen, ((1.34]) ist in 2 nicht exakt. Aber
dafiir beweisen wir zunéichst noch eine andere notwendige Bedingung fiir Exaktheit.

Seien 2 C R? eine offene Menge und adx + bdy eine Differentialform in € mit
stetigen Funktionen a, b.

Definition. Fiir jede (stetig differenzierbare) parametrisierte Kurve v : [o, 5] — Q
definieren wir das Wegintegral von adx + bdy entlang -

B
[odovvdni= [ latr@) @b @)n O (139)
0% «

wobei v, und 7, die Komponenten von v sind.
Wenn man das Vektorfeld (a,b) mit v bezeichnet, so ldsst sich (1.35)) wie folgt

umschreiben: 5
/adm + bdy = / v(y () -+ (t)dt,
0% «
wobei der Punkt - das Skalarprodukt von Vektoren bezeichnet. Bemerken wir, dass
7' (t) der Tangentialvektor von ~ (¢) ist.

Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl der Parametrisierung. Ist 7 : {&, B] —  noch

eine Parametrisierung so dass 7 (s) = v (¢) fiir eine stetig differenzierbare Funktion s = s (¢) mit
s(a) = @ und s () = f, so erhalten wir nach den Substitutionsregel und Kettenregel

B 8 <

[ oG 7o = [ o@eo) T eo S
B

=[G G

was zu beweisen war.

Wie wir es schon wissen, die Geschlossenheit ist eine notwendige Bedingung fiir
die Exaktheit. Jetzt beweisen wir noch eine notwendige Bedingung fiir die Exaktheit.
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Satz 1.9 (Notwendige Bedingung fiir Exaktheit). Sei adz + bdy eine exakte Differ-
entialform in Q C R2. Dann gilt fiir jede geschlossene parametrisierte Kurve v in
Q) die Identitdt

/adx—l—bdy =0.
v

Beweis. Sei F' ein Integral von adx + bdy, so dass F, = a und F, = b. Da die
Kurve 7 : [o, 5] — € geschlossen ist, so gilt v («) = v (f). Wir erhalten nach der
Kettenregel und Fundamentalsatz der Analysis:

B
Jadovvdy = [0 0% 0+ B (6 0) % 0] d

v le
- [ GFeo
= F(v(8) - Fy(a) =0,

was zu beweisen war. m

Beispiel. Betrachten wir wieder die Differentialform (1.34]), d.h.

—ydx + xdy

adx + bdy = FEay

in Q = R?\ {0} und zeigen, dass diese Form in () nicht exact ist. Dafiir betrachten
wir den parametrisierten Kreis

v (t) = (cost,sint), te€]0,2x].

Es gilt

. 0 cos?t 4 sin? t 0 '

Da das Wegintegral nicht verschwindet, so erhalten wir nach dem Satz [1.9] dass
adx + bdy nicht exakt ist.
Bemerken wir, dass das Vektorfeld v = (a,b) auf dem Einheitskreis wie folgt

aussieht: v = (—y, ), was in diesem Fall mit dem Tangentialvektor v/ (t) = (—sint, cost) =

(—y, x) iibereinstimmt.

Man kann beweisen, dass die notwendige Bedingung des Satzes [1.9 auch hinreichend fiir die
Exaktheit ist, d.h. die Differentialform ist in {2 exakt genau dann, wenn das Wegintegral entlang
jede geschlossene Kurve verschwindet.

Es ist moglich zu beweisen, dass die Geschlossenheit genau dann die Exaktheit impliziert,
wenn die Menge Q einfach zusammenhdngend ist, d.h. wenn jede geschlossene Kurve in §2 sich auf
einen Punkt zusammenziehen ldsst. Offensichtlich ist jedes Rechteck einfach zusammenhingend,

wihrend die Menge Q = R? \ {0} nicht einfach zusammenhingend ist.
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1.5.5 Integrierender Faktor

Betrachten wir wieder eine DGL
a(z,y)+b(x,y)y =0 (1.36)

in einer offenen Teilmenge 2 und nehmen wir an, dass (|1.36]) nicht exakt ist.
Ist M (z,y) eine Funktion auf  die in £ nicht verschwindet, dann ist ((1.36))
dquivalent zu

Ma + Mby' = 0. (1.37)
Andererseits die Gleichung (1.36]) entspricht die Differentialform

adx + bdy
withrend die Gleichung (1.37)) entspricht die Differentialform
Madz + Mbdy.

Diese zwei Formen sind nicht dquivalent im Sinn, dass eine davon exakt sein kann,
wihrend die andere — nicht.

Definition. Eine Funktion M (x,y) auf 2 heifit integrierender Faktor fiir die DGL
(1.36) genau dann, wenn M (z,y) # 0 in Q und die Form Madz + Mbdy exakt in
ist.

Findet man integrierenden Faktor, so kann man die Differentialgleichung (1.36])/(1.37))
mittels Satzes [T 16sen.

Beispiel. Betrachten wir die Differentialform
—ydx + xdy
die nicht geschlossen ist. Aber nach Division mit x? + y? erhalten wir die Differen-

tialform
—ydx + xdy

2+ y?
die geschlossen in 2 = R™\ {0} ist und exakt in ' = (0, 00) X R ist, mit dem Integral
F (z,y) = 6, wobei 6 der Polarwinkel von (x,y) ist. Somit ist ﬁ integrierender
Faktor in €0'.
Die beiden obigen Differentialformen entsprechen die Differentialgleichung

—y+ay =0,

die somit die Losung # = const hat, was dquivalent zu y = Cz ist. Diese Losung
léisst sich auch mit Hilfe von Trennung der Variablen bestimmen.

Beispiel. Betrachten wir eine DGL

y— 42’y +z)y =0 (1.38)
und die entsprechende Differentialform

ydr — (42°y + ) dy,

21



die offensichtlich nicht geschlossen ist. Jedoch ergibt Dividieren durch x? die Differ-
entialform

1
%dx - <4y + —) dy, (1.39)
x T

die geschlossen im Bereich x # 0 ist, da

Y 1 1
ay:(ﬁ)y:ﬁ:_(4y+5) = be-

Nach dem Satz|1.8|ist die Differentialform (1.39) exakt in jedem Rechteck, insbeson-
dere in der Halbebene {z > 0}. Somit ist die Funktion -5 integrierender Faktor von

1.38) in {z > 0}. Nach (1.32) mit xy = 1, yo = 0 erhalten wir ein Integral von
1.39):

@ y y 1
F(x,y):/ a(s,O)d8+/ b(x,t)dtzo—/ (4t+;)dt:—2y2—%
1 0 1

Nach Satz [1.7] bestimmen wir die allgemeine Losung von ((1.38)) im Bereich {x > 0}
wie folgt:

2% + Y_c.
x
Es gibt keine allgemeine Methode um einen integrierenden Faktor zu finden.

1.5.6 Parameter-abhingige Integrale
Jetzt beweisen wir eine Behauptung, die (1.33) begriindet.

Lemma 1.10 Sei g (x,t) eine stetige Funktion auf einem Rechteck I x J wobei I
und J zwei beschrinkten geschlossenen Intervalle sind. Dann ist die Funktion

G (2) ::/Jg(:c,t)dt

stetig auf I. Ist g zusdtzlich stetig differenzierbar in x (d.h. die partielle Ableitung
g—i existiert und ist stetig auf I x J ), dann ist die Funktion G (x) stetig differenzierbar
auf I, und es qilt fiir alle x € 1

d dg

— = [ = . 14

de(a:) /J@w (x,t)dt (1.40)
Da (|1.40) &quivalent zu

d dg
e Jg(w,t)dt—[]%(x,t)dt

ist, so sind die Integration beziiglich ¢ und das Ableiten in x vertauschbar.
Beweis. Wir benutzen den folgenden Satz aus Analysis: jede stetige Funktion
auf einer kompakten Teilmenge ist gleichmiflig stetig.
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Die Funktion g (x,t) ist deshalb auf I x J gleichméBig stetig, woraus folgt, dass
Ve>030>0Ve,yelmit |t —y| <o Vte gl |g(y,t) —g(z,t)] <e.

Daraus folgt, dass

G(y) -G ()] =

Lﬂwww—g@¢»ﬁ
LW@ﬁ—g@ﬁMt
el

IN

<

wobei L die Liénge von J ist, woraus die Stetigkeit von G folgt.
Fiir die Ableitung von G erhalten wir

4 @) m i EW=C@ ) [9 D=9 @) (1.41)
dx y—z y— y—z [ ; y—x
Wir beweisen unterhalb, dass
t) — t
lim M%)gwmﬁ:/%@w@ (1.42)
y—z )5 y— J

woraus ([1.40]) folgen wird. Nach dem Mittelwertsatz, fiir alle z,y € [ und t € J
existiert ein & € [z, y], derart, dass

9(y,t) —g(z,1)
y—x

=g (§,1). (1.43)

Da die Funktion g, (z,t) gleichméBig stetig auf dem Rechteck I x J ist, so haben
wir

Ve >030>0Ve,2' € I mit | —2'| <Vt e Jgilt |g. (2, 1) — gz (z,8)| < e.
(1.44)
Gilt |z — y| < 9, so gilt auch | — &| < J, da & € [z, y]. Somit erhalten wir aus (1.44))
mit & = 2’ dass
lgz (€,t) — g (z,t)] < e fiir alle t € J. (1.45)

Nach (1.43]) und (1.45) erhalten wir, dass unter der Bedingung

[z —y[ <o

gilt

‘gwﬂ—g@ﬁ
Yy—x

— s (x,t)‘ <e firallet e J,

woraus folgt

/g@ﬁ—9@ﬁ

dt—/gx(a:,t)dt' <eL
y—z J

und somit (1.42)). m
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1.6 Die DGLen 2er Ordnung

Fiir DGLen hoherer Ordnung benutzen wir die anderen Bezeichnungen: ein unab-
hingige Variable wird mit ¢ bezeichnet und die gesuchte Funktion mit x (¢). Dann
sieht eine explizite DGL 2er Ordnung wie folgt aus:

‘Y’.” = f (t7 x? x/) Y

wobei f eine gegebene Funktion von drei Variablen ist. Wir besprechen hier einige
Probleme, die sich auf DGLen 2er Ordnung zuriickfiihren lassen.

1.6.1 Zweites Newtonsches Gesetz (das Aktionsprinzip)

Wir betrachten eine 1-dimensionale Bewegung eines Teilchens entlang die x-Achse.
Sei z (t) die Koordinate des Teilchens um Zeit t. Die Geschwindigkeit des Teilchens
ist v (t) = 2’ (t) und die Beschleunigung ist a (t) = 2" (). Das Aktionsprinzip besagt,
dass

ma” = F, (1.46)

wobei m die Masse von Teilchen ist und F' die bewegende Kraft. Im Allgemeinen
ist F' ein Funktion von ¢, x,2’, also F' = F (t,x,2’) so dass eine DGL 2er
Ordnung beziiglich z (¢) ist. Ist die Kraft F' als eine Funktion von ¢, x, 2z’ bekannt,
so kann man versuchen die DGL beziiglich z (t) zu 16sen.

Die Kaft F' heif3t konservativ wenn F' nur von der Koordinate x abhiéingt. Z.B.,
sind die folgenden Krifte konservativ: Gravitationskraft, elastische Krifte, elektro-
statische Kraft, u.a. Im Gegensatz sind die Reibung, Stromungswiderstand, und
dghnliche Kriifte nicht konservative, da sie von Geschwindigkeit x’ abhéngen.

Ist F eine konservative Kraft, so lisst sich die DGL zu einer DGL ler
Ordnung reduzieren, wie folgt. Angenommen F' = F' (z), bezeichnen wir mit U (z)
eine Stammfunktion von —F (z). Die Funktion U heiit eine Potentialfunktion der
Kraft F'. Multiplizieren die DGL mit ' und integrieren beziiglich ¢ ergibt

m/m”x’dt:/F(x)x'dt,

%/%(x’)th:/F(x)dx,
m (z')°

. ~U(z)+C (1.47)
und somit )
% LU () =C.

Die Summe m2”2 + U (x) heifit die gesamte mechanische Energie des Teilchens, wobei

mTUQ die kinetische Energie ist und U (x) potentielle Energie. Deshalb haben wir den
Energieerhaltungssatz bewiesen: unter konservativer Kraft bleibt die Gesamtenergie
konstant.

Die Identitét ist eine DGL ler Ordnung. Ist z (¢) eine Losung von ([1.47]
und verschwindet 2’ (¢) nicht, so erfiillt « (¢) auch (1.46)), da das Ableiten von (1.47
ergibt

ma"x' = F (z) 2/,
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was dquivalent zu ([1.46)) ist. Wir sehen, dass unter der Bedingung z’ # 0 die beiden
DGLen (1.46|) und (1.47)) #quivalent sind. Die DGL (1.47) ldsst sich mit Hilfe von

Trennung der Variablen l6sen.

1.6.2 Elektrische Schaltung

Betrachten wir einen so genannten RLC-Stromkreis, d.h. eine Reihenschaltung mit
folgenden Bauelementen: ein Widerstand mit dem Widerstandswert R, eine Spule
mit der Induktivitéit L, ein Kondensator mit der Kapazitit C, und eine Stromquelle
mit der Spanning V' (¢), die von Zeit ¢ abhéngt (Fig. [9).

R jl ®

v(t) © § L

N
|
C

Figure 9: RLC-Stromkreis

Sei I (t) die Stromstérke im Stromkreis um Zeit t. Wir betrachten I (¢) als eine
gesuchte Funktion und mochten eine DGL fiir [ (¢) gewinnen. Nach dem Ohmschen
Gesetz ist der Spannungsabfall v auf dem Widerstand gleich

’UR:RI.

Nach dem Induktionsgesetzt von Faraday ist der Spannungsabfall v, auf der Spule
gleich
v = LI /,

wobei I’ = %. Letztlich ist der Spannungsabfall v¢ auf dem Kondensator gleich

wobei Q = @ (t) die Ladung des Kondensators ist; es gilt auch Q' = I. Zweites
Kirchhoffsches Gesetz ergibt

UR+UL+UC:V(t)

und somit 0
RI—I—LI'—l—a =V (t).
Ableiten nach ¢ ergibt
I
LI" + RI' + c= V', (1.48)
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die eine DGL 2er Ordnung beziiglich unbekannte Funktion 7 (¢) ist. Wir betonen,
dass die DGL linear ist, weil die linke Seite von der Funktion [ und ihren
Ableitungen linear abhéngt. Wir kehren zur diesen Gleichung zuriick, nachdem wir
eine Theorie von linearen DGLen entwickelt haben.

1.7 Normalsystem

Betrachten wir eine Vektorfunktion z () einer reellen Variablen ¢, also = : I — R"
wobei [ ein Intervall ist. Sei x; die Komponenten von z, so dass

T = (T1,..., Tp) -
Die Ableitung 2’ (t) definiert man durch

= (2],...,2)).

Die folgende Gleichung heifit Vektor-DGL ler Ordnung:
W = [ (La), (1.49)

wobei f eine gegebene Funktion von n+ 1 Variablen mit Werten in R™ ist. Némlich,
f: Q — R" wobei Q eine Teilmenge von R"*! ist, und das Paar (¢, z) wird mit
einem Punkt in R"*! identifiziert wie folgt:

(t,z) = (t, 21, ..., Ty) -

Definition. Eine Losung von ([1.49)) ist eine Funktion x : I — R™ (wobei [ ein
Intervall ist) mit folgenden Eigenschaften:

1. z (t) ist differenzierbar an allen Stellen t € I;

2. (t,z (t)) € Q fir alle t € I

3.2 (t) = f(t,x(t)) fur alle t € .

Die Vektor-DGL ist offensichtlich fiquivalent zum folgenden System von n
skalaren Gleichungen:

ZL’Il = f1 (t,$1, P $n>

z = fi (6,21, ..., 2y) (1.50)

zh = fo(t,xe, .y )
wobei f; die Komponenten von f sind.
Definition. Die Vektor-DGL ((1.49) sowie das System ((1.50) heiflen Normalsystem.

Wie im Fall von DGLen ler Ordnung, betrachten wir das Anfangswertproblem
(AWP) fiir das Normalsystem ((1.49)):

() asn

wobei (g, zg) € §2 ein gegebener Punkt ist. Der Vektor xy € R" heiit Anfangswert
von z (t) und ¢ty € R heilt Anfangszeit. Wie wir spéter sehen, unter bestimmten
Bedingungen hat das Anfangswertproblem ((1.51)) eine eindeutige Losung fiir jedes
(to, l’o) .
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1.8 DGLen hoherer Ordnung

Betrachten wir jetzt eine allgemeine explizite DGL n-ter Ordnung
2™ =F (t,z,..,2), (1.52)

wobei t eine unabhéingige Variable ist und z (¢) eine gesuchte Funktion. Die gegebene
Funktion F ist in einer Menge 2 C R"*! definiert. Die DGL léisst sich immer
auf ein Normalsystem zuriickfithren. Jede skalare Funktion z (¢) bestimmt eine
Vektor-Funktion x (t) wie folgt:

x = (z,2, .., x(”_l)) . (1.53)

Die Funktion x (¢) nimmt die Werte in R an. Man nennt die Werte von x (t) Phasen
(=Zustéinde) von (1.52) und den Raum R"™ — Phasenraum der Differentialgleichung
(T52).

Da x' = (a:’ s, x(”)), so ergibt 1} ein System von Gleichungen:

Xy = X3
(1.54)
X1 = Xn
{rz = F(tvxh 7Xn>
Das System (|1.54)) ldsst sich als eine Vektor-DGL umschreiben:
x' = f(t,x) (1.55)
wobei
ft,x) = (X2,X3, ooy X, F (£, X1, 00, X)) - (1.56)

Umgekehrt, gilt (1.54) (oder (1.55)-(|1.56))), so erhalten wir
xﬁ”) =x, = F(t,x1,..x,) = F (t,xl,xll, ..,xﬁ”*”)

so dass die Funktion z = x; eine Losung von (|1.52) ist. Somit erhalten wir die
Aquivalenz:

die skalare DGL ([1.52) < Normalsystem ((1.55)
unter ((1.53)) und (|1.56]).

Beispiel. Betrachten wir eine DGL 2er Ordnung
" =F(t,z,2'). (1.57)

Mit Hilfe von Substitution x = (z,2’) erhalten wir x’ = (2’, ") und

X) = Xs
xy = F (t,x1,Xs)
Deshalb ist (1.57)) dquivalent zum Normalsystem ([1.49)) mit Funktion
f (t,X) = <X27 F (t7X17X2)) .
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Offensichtlich bedeutet die Anfangsbedingung x (tg) = x, fiir die DGL (1.52)),
dass
T (to) = 2o, ZL‘/ (to) = L1y ..y Ji(n_l) (to) = Tp—1,

wobei x, ..., x,_1 die Komponenten von Xq sind, also die gegebenen Werte. Deshalb
formuliert man das AWP fiir (1.52)) wie folgt:

2™ =F (t,z, 2, .., a"D)
X (to) = 2
l’/ (tg) = T

(1) (to) = Tp_1-

Beispiel. Fiir die DGL ([1.57) 2er Ordnung ist das AWP wie folgt:

' =F(t,z,2)
X (to) = 29
2’ (tg) = 1.

Ist (1.57) aus dem Aktionsprinzip gewonnen worden, so bedeuten die Anfangsbe-
dingungen, dass die Position und die Geschwindigkeit um die Anfangszeit gegeben
sind.

2 Lineare DGLen und Systeme von DGLen

2.1 Lineare Operatoren in R"

Eine Abbildung A : R® — R™ heifit (linearer) Operator wenn die folgenden Eigen-
schaften erfiillt sind:

1. A(z+y) = Az + Ay fiir alle z,y € R™ (wir schreiben Az = A (x)).
2. A(A\x) = Mz fiir alle A € R und =z € R".

Die Menge von allen Operatoren von R” nach R™ wird mit R"*" oder £ (R™, R™)
bezeichnet. Jeder Operator A € R™*" kann mit Hilfe von einer m x n Matrix (a;;)
dargestellt werden, wobei ¢ = 1,...,m der Index von Zeilen ist und j = 1,...,n der
Index von Spalten. Némlich, fiir jeden Spaltenvektor x € R™ gilt

[0 Q1n I
Az = (aij)z=| ... ... ay ... ... T
£ Ty

Man kann auch schreiben, dass fiir jedes i = 1, ..., m gilt

n

(Az), =Y aya;.

j=1
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Man definiert die Addition von Operatoren aus R™*" und die Multiplikation mit
einer Konstante ¢ € R wie folgt

1. (A+ B) (z) = Az + Bz,
2. (cA) (x) = c(Ax).

Offensichtlich ist R™*™ mit diesen Operationen ein Vektorraum iiber R. Da jede
m x n Matrix genau mn Komponenten hat, gilt es dim R™*" = mn. Insbesondere
sind R™*™ und R™" linear isomorph, also R™*" = R™",

Seien V' ein Vektorraum und ||-|| eine Norm in V. Mit Hilfe von Norm definiert
man den Begriff von Konvergenz in V: eine Folge {v;} von Vektoren (Elementen
von V') konvergiert gegen v falls ||uy —v|| — 0. Ist V' endlichdimensional, so ist
die Konvergenz vy — v unabhingig von der Wahl der Norm, da alle Normen in
endlichdimensionalen Vektorrdumen #quivalent sind.

Fixieren wir die Normen in R” und R™.

Definition. Fiir jeden Operator A € R™*" definieren wir die Operatornorm von A
wie folgt:

Az
j4) = sup Azl @)
zern\(o} |||
wobei ||z|| eine Norm in R” ist und ||Az|| eine Norm in R™.

Behauptung. Es gilt immer || A|| < co.
Beweis. Sei {¢;};_, die Standardbasis in R"”. Dann gilt

i=1 i=1

[Az] =

n

< > lwilllAe]
=1

< max |[Ae; [|z]],

1<i>n
< C max [|Ae |l ||z]|,
1<i>n

wobei wir die Vergleichbarkeit von den Normen ||-||; und ||-|| benutzt haben. Daraus
folgt
[A]l < € max || Ae;]| < oo, (2.2)
1<i<n

was zu beweisen war. m
Man sieht von (2.2)), dass die Endlichkeit von ||A|| daran liegt, dass die Réume
R" endlich-dimensional sind'} Es folgt aus Definition (2.1), dass

|Az|| < ||A||||=| fiir alle z € R™. (2.3)

Dariiber hinaus ist ||A| die minimale reelle Zahl die ([2.3)) erfiillt.

Behauptung. Die Operatornorm ist eine Norm im Vektorraum R™*".

'Tn der Theorie von unendlich dimensionalen Vektorriumen existieren Operatoren mit un-
endlichen Normen.
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Beweis. Nach (2.1 haben wir ||A]| > 0; auBerdem, wenn A # 0 dann existiert
x € R" mit Az # 0, und wir erhalten || Az| > 0 und

[ Az]]

[Al} > F—= > 0.
]

Die Dreiecksungleichung und die Homogenitét folgen aus (2.1 wie folgt:
A+ B A B
[(A+B)af| - llAz| + | Bz|

|A+ B|| = sup <
@ |l o ||l
o lAe] | |Ba
< p =+ sup
= |zl = |z
= [Al +[|B]|
und
P | =zl ’
]

Da R™*™ = R™ die Konvergenz von Operatoren Ay — A wohldefiniert ist und
dquivalent zu ||Ax — Al| — 0, wobei ||-|| eine beliebige Norm in R™*" ist, insbeson-
dere die Operatornorm.

Behauptung. Die Konvergenz A, — A ist dquivalent zu Ayx — Az fir allex € R™,
wobei Ay, A € R™*™,
Beweis. Betrachten we noch eine Norm von Operatoren beziiglich der Stan-

dardbasis {e;};_;:
lAll, = [l el
i=1

Die Konvergenz Ayr — Ax fiir alle x ist dquivalent zu Ape; — Ae; fiir alle Ba-
sisvektoren e;, und somit dquivalent zu ||A; — A||, — 0. Da alle Normen in R™*"
dquivalent sind, erhalten wir die Aquivalenz der zwei obigen Konvergenzen. m

Gilt Ay — A, dann sagt man, dass Ay gegen A in der Normtopologie konvergiert.
Gilt Apz — Az fiir alle x € R", dann sagt man, dass A, gegen A punktweis oder
in der starken Operatortopologie konvergiert. Die obige Behauptung bedeutet, dass
diese zwei Topologien in R™*" squivalent sind?’}

Behauptung. Jeder lineare Operator A € R™*" ist eine (gleichmdflig) stetige Ab-
bildung von R™ nach R™.
Beweis. In der Tat haben wir nach (2.3)

Ay — Az| = [|[A(y — 2)[| < |Ally — 2] — 0 fir y — 2.

|

In der Fall n = m kann man zusitzlich auch die Multiplikation von Operatoren
definieren. Fiir jede zwei Operatoren A, B € R™"*" definieren wir das Produkt AB
als die Verkettung von A und B, also

(AB)x := A(Bz) Vxr € R"™.

2In unendlich dimensionalen Rdumen ist das nicht der Fall.
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Offensichtlich AB € R™*™.
Behauptung. Die Operatornorm in R™*" ist submultiplikativ, also

IABI < [|A[{ B[ - (2.4)

Beweis. In der Tat ergibt Anwendung von ([2.3)
I(AB) z|| = [[A(Bz)|| < Al Bz|| < [[Al 1B ]l
woraus (2.4) folgt. m

So ist R™*™ nicht nur ein normierter Vektorraum, aber auch eine normierte Al-
gebra.

Analog definiert man den Vektorraum C™*™ von linearen Operatoren C" —
C™ und die Operatornorm in C™*". Alle Eigenschaften von Normen im Fall von
komplexen Réumen koénnen mit gleichen Argument bewiesen werden, wie im Fall
von reellen Rdumen, oder direkt aus dem reellen Fall gewonnen werden mit Hilfe
von Isomorphismus C" = R?".

2.2 Existenz von Losungen linearer Normalsysteme

In diesem Kapitel betrachten wir ein lineares Normalsystem von DGLen, das die
folgende Form hat:
¥=Alt)x+ B(t), (2.5)

wobei © = z (t) eine unbekannte Funktion mit Werten in R™ und A (¢) und B (¢)
gegebene Funktionen auf einem Intervall I C R mit Werten jeweils in R™*" und R"”
sind.

Insbesondere ist A (t) 2 ein Vektor in R™, wie die anderen Terme in ([2.5)). Koor-
dinateweise lautet (2.5 wie folgt:

{23 AWy B0, i= T
=1

wobei A;; und B; die Komponenten jeweils von A und B sind. Wir nehmen immer
an, dass die Abbildungen A : I — R™" und B : I — R" stetig auf I sind, also alle
Komponenten A;; (t) und B; (t) stetige Funktionen von ¢ € I sind. Wir betonen,
dass der Definitionsbereich von ist I x R", so dass jede Losung von ([2.5)) muss
auf einem Teilintervall von I definiert sein.

Der folgende Satz ist einer von den Hauptséitzen dieser Vorlesung.

Satz 2.1 (Hauptsatz) (Satz von Picard-Lindeldf fiir lineare Normalsystemen) Seien
A(t) und B (t) stetig auf einem Intervall I.
(a) (Existenz) Fir alle to € I und xzo € R" existiert eine Losung x (t) des

Anfangswertproblems
¥=A{t)x+ B(t),
{ z (to) = o, (2:6)
die auf dem ganzen Intervall I definiert ist.
(b) (Eindeutigkeit) Ist y (t) eine andere Losung von (2.6) auf einem Teilintervall
I'cl, sogiltx(t)=y(t) auf I'.

Beweis im Abschnitt 2.9l
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2.3 Existenz von Losung linearer DGLen n-ter Ordnung

Wir betrachten jetzt eine skalare lineare DGL n-ter Ordnung
2™ fay ()2 V4 4a, () =0(1), (2.7)

wobei ay, (t), b (t) stetige Funktionen auf einem nicht-trivialen Intervall I C R sind.

Das entsprechende Anfangsbedingung ist wie folgt:
z (tg) = xo
v (to) == (2.8)
20D () = 2,

wobei tg € I und (zo, ..., z,_1) € R™ gegeben sind.

Satz 2.2 (Hauptsatz) Seien alle Funktionen ay, (t),b(t) in stetig auf 1.

(a) (Existenz) Fir jedes to € I und fir jeden Vektor (xo,z1,...,x,-1) € R”
existiert eine Losung x (t) des AWPs (2.7)-(2.8), die auf I definiert ist.

(b) (Eindeutigkeit) Ist y(t) eine andere Lésungen des AWPs (2.7)-(2.8) auf
einem Teilintervall I' C I, so gilt x (t) =y (t) auf I'.

Beweis. Bezeichnen wir mit x (¢) (Fettdruck x) die Vektorfunktion

x(t) = (x(t), 2 (t), ... 2D (1), (2.9)

deren Werte immer als Spaltenvektoren betrachtet werden. Als wir es schon gesehen
haben, ist die DGL ([2.7)) &quivalent zum Normalsystem

X] = X
Xy = X3
, —_—
Xp-1 = Xp
/
X —a1X, — A9Xp_1 — ... — QX1 + b,

das auch in der Vektorform dargestellt werden kann:

x =A(t)x+ B(t), (2.10)
wobei
0 1 0 0 0
0 0 1 ... 0 0
A= und B=| : |. (2.11)
0 0 0 1 0
—Qyp —Ap—1 —Qp—92 ... —a1 b

Das Anfangswertproblem ({2.7)-(2.8)) ist offensichtlich dquivalent zum
{ x' = Ax+ B

x (to) = xo

(2.12)

wobei xg = (29, %1, ..., Tn—1). Anwendung des Satzes zum Normalsystem ([2.12)
ergibt die Behauptungen (a) und (b). =
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2.4 Der Raum von Lésungen linearer homogenen DGLen

Wir betrachten jetzt eine homogene lineare DGL
2™ fay () ™Y 4 4a, () =0, (2.13)

wobel a; (t) sind wie zuvor.

Sei L die Menge von allen Losungen von ([2.13|) auf I. Offensichtlich, fiir alle
x,y € L ist die Summe x + y ein Element von L, sowie cx € L fiir jede Konstante
c. Das bedeutet, dass L ein Vektorraum iiber R ist. Das Nullelement von L ist die
konstante Funktion 0.

Satz 2.3 Es gilt dim L = n. Somit ist die allgemeine Losung von (2.13) durch die
folgende Identitdt gegeben

z(t) = Cizy (t) + ... + Crzy, (1), (2.14)

wobei x1,...,x, n linear unabhingige Losungen von (2.13) sind und C4,...,C,, be-
liebige Konstanten.

Beweis. Fixieren wir eine Stelle ¢y € I und betrachten eine Abbildung L — R”
wie folgt:
Lz ((L’ (to) ,I/ (tg) g erey (L’(nil) (to)) € R™.

Diese Abbildung ist offensichtlich linear. Nach Satz[2.2(a) ist diese Abbildung sur-
jektiv, und nach (b) — injektiv. Somit ist die Abbildung ein linearer Isomorphismus
zwischen L und R", woraus folgt dim L. = dim R" = n.

Seien x4, ..., x, unabhingige Losungen. Da die Anzahl von diesen Losungen gleich
dim L ist, so stellt die Folge z1, ..., z, eine Basis in L dar. Daraus folgt, dass alle

Elementen von L die Form (2.14) haben. m

Bemerkung. Bisher haben wir angenommen, dass alle gegebene und gesuchte
Funktionen reellwertig sind. Das Gleiche gilt fiir komplexwertige Funktionen. Nam-
lich, die Sétze [2.1] 2.2] gelten fiir komplexwertige Koeffizienten und Losungen,
mit gleichen Beweisen (obwohl die Variable ¢ immer reell bleibt). Sind die Koef-
fizienten a; () in komplexwertig, so betrachtet man die Menge L von allen
komplexwertigen Losungen als ein Vektorraum iiber C, und dim L = n gilt auch in
diesem Fall.

2.5 Losungsmethoden fiir homogene DGLen mit konstanten
Koeffizienten

Jetzt betrachten wir die lineare DGL
™ 4+ a1z Y 4 4 auz =0 (2.15)

mit konstanten Koeffizienten a4, ..., a,, die reell oder komplex sind. Wir zeigen hier,
wie man n linear unabhingige Losungen von (2.15)) bestimmen kann, die folglich die
allgemeine Losung liefern.
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Wir bestimmen zunéichst die komplexwertigen Losungen von und danach
extrahieren daraus die reellwertigen Losungen, falls die Koeffizienten a4, ..., a,, reell
sind. Die Hauptidee ist sehr einfach. Wir benutzen folgenden Ezxponentialansatz zur
Losung:

z(t) =eM

wobei A\ eine komplexe Konstante ist, die noch bestimmt werden soll. Da
(e)‘t)(k) — et

so erhalten wir nach Einsetzen von diesen Ansatz in (2.15)) die folgende Gleichung
fir A:
N+ N+ +a, =0, (2.16)

wobei alle Terme e* wegfallen. Die Gleichung (2.16)) hiingt nicht mehr von ¢ ab,
und nur der Unbekannte A bleibt. Die Gleichung (2.16]) heifit die charakteristische
Gleichung von (2.15)), und das entsprechende Polynom

PN =N"+a " 4. +a,

heifit charakteristisches Polynom von (2.15]). Also, wir haben die folgende Behaup-
tung bewiesen.

Behauptung. Die Funktion x(t) = e ist eine Lisung von (2.15) genau dann,
wenn \ eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist.

Besitzt das charakteristische Polynom geniigend Nullstellen, so bestimmt man
die allgemeine Losung von (2.15]) wie folgt.

Satz 2.4 Seien ay,..,a, komplexr. Hat das charakteristische Polynom P ()\) wvon
(2.15) n verschiedene komplexe Nullstellen Ay, ..., \,,, so stellen die folgenden n Funk-
tionen

eMt et (2.17)

linear unabhdngige, komplexwertige Losungen von (2.15) dar. Folglich ist die allge-
meine komplexe Losung von (2.15)) durch die Identitdt

z(t) = CreMt + ..+ Cpett (2.18)

gegeben, wobei C; beliebige komplexe Konstanten sind.
Seien ay, .., an reell. Fir jede nicht-reelle Nullstelle X = a + 108 von P ist auch
die konjugierte Zahl A\ = o —if eine Nullstelle von P, und das Paar von Funktionen

6/\t7 eAt

in der Folge (2.17) kann durch das Paar
e cos Bt, e sin it

von reellwertigen Funktionen ersetzt werden. Nach Ersetzung von allen Paaren
e, eM mit nicht-reellen Nullstellen X erhdlt man n reellwertige, linear unabhdngige

Losungen von (2.15)). Folglich wird die allgemeine reelle Lisung von (2.15) durch
die Linearkombination dieser Losungen mit reellen Koeffizienten dargestellt.
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Beweis im Abschnitt 2.8

Bemerkung. Die Nullstellen von einem quadratischen Polynom P (\) = A +pA+-¢
konnen immer mit Hilfe der Formel

N PEVP -4
2

bestimmt werden. Polynome hoheres Grades versucht man in ein Produkt von
Polynomen ler und 2er Grades zerlegen und somit alle Nullstellen zu bestimmen.

Beispiel. Betrachten wir eine DGL
2" — 32 4+ 22 =0.

Das charakteristische Polynom ist P (\) = A\? — 3\ + 2, und dessen Nullstellen
sind A\; = 1 und Ay = 2. Deshalb sind die unabhiingigen Losungen z; (t) = e
und z5 (1) = €, und die allgemeine Losung ist z (t) = Cie! + Coe?. Namlich, fiir
reelle Konstanten C7, Cs erhalten wir die allgemeine reelle Losung, und fiir komplexe
(1, Cs — die komplexe Losung.

Beispiel. Die DGL 2” + x = 0 hat das charakteristische Polynom P (\) = \? 4 1,
dessen Nullstellen sind A\; = i und Ay = —i. Damit erhalten wir zwei komplexw-

ertige unabhingige Losungen e und e™*. Die allgemeine komplexwertige Losung

ist deshalb Cie® + Che . Da X\ = 0 + 1i, erhalten wir nach Satz zwei unab-
héngige reellwertige Losungen cost und sin ¢, und die reellwertige allgemeine Losung
ist ' cost + Cysint. Alternativ kann man diese Losungen als Linearkombinationen

von e und e~ erhalten:
i, it i it
e +e e —e .
———— =cost und ———— = sint,
2 21

und das entspricht einem Basiswechsel im Vektorraum der Losungen.

Beispiel. Die DGL z" — z = 0 hat das charakteristische Polynom
PA=N-1=A-1)(N+A+1),

dessen Nullstellen sind A\; =1 und Ay 3 = —% + i‘/Tg. Nach Satz erhalten wir drei
linear unabhingige reellwertige Losungen

; V3 V3

14 _Llp .
e, e 2°cos—t, e 2" sin —t,
2

2

und damit die allgemeine reellwertige Losung

3 3
Ciet + e~ 2t (C’g cos \/T—t + C5sin %t) )

Betrachten wir jetzt den allgemeinen Fall, wenn das charakteristische Polynom
P ()\) weniger als n verschiedene Nullstellen besitzt. In diesem Fall ist Satz
nicht verwendbar. Nach Fundamentalsatz der Algebra, hat jedes Polynom P (\)
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vom Grad n mit komplexen Koeffizienten genau n komplexe Nullstellen, wenn sie
mit der richtigen Vielfachheit gezihlt werden. Fiir jedes \g € C definiert man die
Vielfachheit m von X\ beziiglich P (\) als der maximale Wert ganzer Zahl m, derart,
dass P () durch (A — X\g)™ teilbar ist. Letzteres bedeutet, dass es ein Polynom @ (\)
gibt, derart, dass die folgende Identitét gilt:

PA)=MA=2)"Q0

fiir alle A € C. Es ist klar, dass immer m > 0 und m > 1 genau dann, wenn \q eine
Nullstelle von P ist. Dass m maximal ist bedeutet, dass \g keine Nullstelle von @)
ist.

Seien Ay, ..., A, alle verschiedene komplexwertige Nullstellen von P ()); sei m;
die Vielfachheit von A;. Nach Fundamentalsatz der Algebra gilt

mi+...+m, =n.
Daraus folgt, dass sich charakteristisches Polynom P () in ein Product
PA)=A=X)" . (A=X\)"

zerlegen ldsst.

Um n unabhiingige Losungen der DGL erhalten zu konnen, muss jede
Nullstelle A; genau m; unabhéngige Losungen ergeben. Der folgende Satz zeigt, wie
genau erhélt man diese Losungen.

Satz 2.5 Seien aq,...,a, komplex. Seien A1, ..., A, alle verschiedene komplexwertige
Nullstellen von charakteristischen Polynom P (X). Sei m; die Vielfachheit von ;.
Dann stellen die folgenden n Funktionen linear unabhdngige Lésungen von ([2.15))
dar:

theMt j=1,.,7 k=0,..,m; — 1 (2.19)
(also jede Nullstelle \; liefert m; Losungen et terit ... tmi—teXit ). Folglich ist die
allgemeine Lésung von wie folgt

T m]—l

p(t) =) ) Cuythed', (2.20)

j=1 k=0

wobei Cy; beliebige komplexe Konstanten sind.

Seien ay, ..., a, reell. Fir jede nicht-reelle Nullstelle \ = a+i von P (\) mit der
Vielfachheit m ist auch X = o — i3 eine Nullstelle von P mit gleicher Vielfachheit
m, und das Paar von Funktionen

tke’\t tke/\t

in der Folge (2.19) kann durch das Paar

the cos Bt, tFe™ sin Bt

von reellwertigen Funktionen ersetzt werden, fir jedes k = 0, ..., m—1. Folglich erhdlt
man n unabhdingige reellwertige Losungen von (2.15)) und die allgemeine reellwertige

Lésung von (2.15)).
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Beweis im Abschnitt 2.8
Bemerkung. Bezeichnen wir

mj—l

Bty = Y Cutt,
k=1

und erhalten aus ([2.20))
w(t) =) P(t)eN'. (2.21)
j=1

D.h., die allgemeine Losung von (2.15) kann durch die Identitdt (2.21) gegeben
werden, wobei P; (t) ein beliebiges Polynom vom Grad < m; — 1 ist.

Beispiel. Die DGL z” — 22’ + x = 0 hat das charakteristische Polynom
PN =X -2 +1=(\—1)?,

dass nur eine Nullstelle A = 1 hat, mit der Vielfachheit m = 2. Nach Satz[2.5|stellen
die Funktionen e und te! zwei unabhéingige Losungen dar, und die allgemeine Losung
ist durch die Identitiit

T (t) = (Cl + CQt) et

gegeben.

Beispiel. Die DGL 2V + 2!V — 22" — 22" 4+ 2/ + x = 0 hat das charakteristische
Polynom

P =N+X =2 -2+ A +1=N-1)>(A+1)°.

Die Nullstellen sind A; = 1 mit Vielfachheit m; = 2 und Ay = —1 mit my = 3. Nach
Satz erhalten wir 5 unabhéingige Losungen

e, tel, e, te t26_t,
und die allgemeine Losung

T (t) = (01 + CQt) el 4+ (03 + Cyt + C5t2) et

Beispiel. Die DGL 2 + 22" + 2/ = 0 hat das charakteristische Polynom
PO)=N 423 4 A=A+ 1) =AM+ (A —1).

Die Nullstellen sind A\; = 0, A =i und A3 = —1i, und die Vielfachheiten sind m; = 1,
mo = mg = 2. Die unabhingigen Losungen sind

1, €, tet, et te it (2.22)
und die allgemeine komplexe Losung ist

x(t) = O+ (Cy + Cst) e 4 (Cy + Cst) e 7.
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Ersetzen in der Folge (2.22)) die Funktionen e, e~ durch cost, sin t und die Funktio-
nen te'’, te= durch t cost, t sint ergibt die folgenden unabhiingigen reellen Losungen:

1, cost, tcost,sint, tsint.
Dann ist die allgemeine reelle Losung wie folgt:

z(t) = Cy + (Cy+ Cst) cost + (Cy + Cst) sint.

2.6 Losungsmethoden fiir inhomogene DGLen mit konstan-
ten Koeffizienten

Betrachten wir eine lineare DGL n-te Ordnung
2™ fay ()2 Y+ fa, ()= f(t) (2.23)

wobei ay, (t) und f (t) gegebene stetige Funktionen auf einem Intervall [ sind. Wir
nehmen immer an, dass die Losungen x (t) auch auf I definiert sind. Die Funktion
f auf der rechten Seite heif3t Storfunktion. Ist die Storfunktion nicht identisch 0, so
nennt man die DGL inhomogen.

Bezeichnen wir mit A den Differentialoperator auf der linken Seite von (2.23),

also 1
d\" d\"" d
A= (£> + aq (t) (a) +Gn—1 (t) % + an (t) )

wobei die Potenz (%)k die k-fache Selbstverkettung von der Ableitung bedeutet,

d.h. die k-te Ableitung. Die Differentialgleichung ([2.23)) 14sst sich kurz in der Form
Az = f

umschreiben. Wir betonen, dass A ein linear Operator ist, der auf die n-fach dif-
ferenzierbaren Funktionen wirkt.

Im folgenden Lemma versammeln wir die Eigenschaften der Losungen, die von
der Linearitéit von 4 abhéngen.

Lemma 2.6 (a) Seien x1 (t) und x2 (t) Losungen von (2.23) mit Storfunktionen f
bzw fs, d.h.
./4{13‘1 == f1 und AZL‘Q == fg. (224)

Seien ¢y, ¢y zwei Konstanten. Dann ist die Funktion x (t) = cixq (t) + caxs (t) eine
Lésung von ([2.23)) mat der Storfunktion f = c1f1 + cofa.

(b) Seien xq (t) eine spezielle Losung der DGL und z, (t) eine allgemeine
Lésung der entsprechenden homogenen DGL

2™ pay (1) 2D 4 Lt a, () =0. (2.25)
Dann ist die allgemeine Losung von (2.23) durch
z(t) =z (t) + zp (t) (2.26)

gegeben.
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Bemerken wir, dass z; eine beliebige Linearkombination von n unabhingigen
Losungen der homogenen DGL ([2.25)) ist.
Beweis. (a) Es folgt aus (2.24) und der Linearitit von A, dass

Az = A(e1z1 + cam3) = c1 Ay + oAy = e fi + cofo = f,

(b) Fiir jede n-fach differenzierbare Funktion x (¢) betrachten wir auch die Funk-
tion y = x — xp. Dann ist die DGL ([2.23) dquivalent zu

Ay +zo) = f
Ay = 0.

Deshalb ist x eine Losung von genau dann, wenn y = x — x( eine Losung von
(2.25) ist. Somit erhalten wir x — xg = 2, und © = 29 + x;,. ®

Teil (b) von Lemma [2.6| bedeutet folgendes:

die allgemeine Losung der inhomogenen DGL st die Summe von der allge-
meinen Losung der homogenen DGL und einer speziellen Lésung von .

Wir benutzen diese Methode fiir die linearen inhomogenen DGLen mit konstan-

ten Koeflizienten:
2™ 4™ 4 a,r = f(t). (2.27)

Wir haben schon gelernt, wie die entsprechende homogene DGL gelost werden kann.
In diesem Abschnitt entwickeln wir eine Methode fiir Ermittlung einer speziellen
Losung von ([2.27)) fiir eine bestimmte Klasse von Storfunktionen f.

Definition. Eine Funktion f : R — C heif3t Quasipolynom falls

ft) = Z R; (t) et

wobei R, (t) Polynomen iiber C sind, p; komplexe Konstanten, und die Summe
endlich ist.

Offensichtlich, die Summe und das Produkt von zwei Quasipolynomen ist auch
ein Quasipolynom. Insbesondere sind die folgenden Funktionen Quasipolynomen:

the* cos ft und  tFe? sin ft, (2.28)

wobei k nicht-negative ganze Zahl ist und «, 8 € R. In der Tat haben wir nach der

Euler-Formel
e cos Bt + 1™ sin Bt = el = elatif)t

und somit
' (a+iB)t (a—ip)t
e cosft = Reel Tt = ¢ —; ¢
) (a+iB)t _ (a—ip)t
e“sinft = Imel@tAt = € ¥ < )
i

woraus folgt, dass die Funktionen (12.28]) Quasipolynomen sind.
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Unser Ziel ist die DGL (2.27)) zu 16sen, wenn die Storfunktion ein Quasipolynom
ist. Nach Lemma es reicht eine spezielle Losung von ([2.27) fiir die Stérfunktion
der Form

f(t)=R(t)e"
ermitteln zu konnen. Erst erklidren wir die Idee der Methode fiir den Fall f (t) =

const ett.
Zau jedem Polynom

P(\) =a\N"+ o\ 4+ a,

mit komplexwertigen Koeffizienten entspricht ein Differentialoperator
P N (4 " ot
— ) =ao| — a | — v+,
dt O\ dt "\at

d
P (£> z=agx™ + a1z Y + ... +a,r.

Insbesondere mit dem charakteristischen Polynom

so dass

PA=XN"+a "+ .. +a,
von ([2.27)) lésst sich die DGL (2.27)) kurz in der Form

d
Pl — =
(@)=
schreiben (in diesem Fall ag = 1).

Betrachten wir den speziellen Fall f (t) = ae*, d.h. die DGL

P (%) T = ae (2.29)

wobei «, € C. Zunichst betrachten wir den so-genannten nicht-resonanten Fuall,
wenn £ keine Nullstelle von P ist.

Lemma 2.7 Ist u keine Nullstelle von P, so hat die DGL ([2.29) die spezielle Losung

zo () = ae

mit o
P(p)
Beweis. Beweisen wir zuniichst die Identitét
d
P (E) et = P (u)e. (2.31)

Es reicht diese Identitit fiir das einfachste Polynom P (\) = A* zu beweisen; dann
gilt (2.31)) fiir alle Polynomen nach der Linearitéit von den beiden Seiten. Fiir P (\) =
A\* haben wir

d ut dk wt k _ut ut
P o )€ = gt = wte = P (u)e,
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was zu beweisen war.

Es folgt aus (2.31)), dass fiir die Funktion zg (t) = ae mit (2.30]) gilt:

P (%) x9= P <%> (ae“t) =aP () e = ae,
was zu beweisen war. ®
Beispiel. Bestimmen wir eine spezielle Losung der DGL
"+ 22 +x =€
Das charakteristische Polynom ist
PA) =X N4+22+1=(\+1)7.

Offensichtlich ist © = 1 keine Nullstelle von P. Nach Lemma erhalten wir eine
spezielle Losung x (t) = ae' mit

d.h. .
x(t) = Zet.

Alternativ kann man den Wert von a bestimmen, indem man den Ansatz z (t) = ae
in die DGL einsetzt:

t

ae' + 2ae’ + ae' = €',

1

woraus folgt 4a = 1 und somit a = ; wie erwartet.

Beispiel. Betrachten wir noch eine DGL:
a" 4+ 22" + x = sint. (2.32)

Da sint = ime', so bestimmen wir zunsichst eine spezielle Losung der komplexi-
fizierten DGL .
" 421 + 1 = e, (2.33)

und danach nehmen den Imaginirteil davon. Fiir den Ansatz x (t) = ae erhalten

wir nach (2.30))
R T B
TP B2tr2a+1l 22

Somit ist eine spezielle Losung von (2.33))

(8) = —Leit = —L(cost 4ising) = Ssint — - cost
T = e = 5 COS 1S1In = 2Sln 2COS,

und der Imaginérteil x (t) = —% cost ist eine spezielle Losung von ([2.32)).

Beispiel. Betrachten wir die DGL

2" + 22 +x = e ' cost. (2.34)
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Da e tcost = Reett mit u = —1+1, so l6sen wir zuniichst die komplexifizierte DGL
"+ 22" + 1 = e (2.35)
Fiir den Ansatz x (t) = ae** erhalten wir

o=t 1
P (p+1)?

Deshalb hat (2.35) die spezielle Losung

z(t) = —eH = _e~tcost —ietsint,
und (2.34) hat die Losung x (t) = —e ™" cost.
Beispiel. Jetzt fiigen wir drei obige Beispiele zusammen:
2" + 22 +x = 4e’ — 2sint + e ' cost, (2.36)

wobei die Storfunktion eine Linearkombination von den obigen Stoérfunktionen ist.
Nach Lemma [2.6 erhalten wir eine spezielle Losung von ([2.36)) als die &hnliche Lin-
earkombination von den obigen speziellen Losungen:

xo(t) = 4 <iet> -2 (—% Cost) + (—e " cost)
= e'+cost —e ‘cost.
Da die allgemeine Losung der homogenen DGL z” 4+ 22’ + x = 0 ist
zp (t) = (Cp + Cyt) e,
so erhalten wir nach Lemma die allgemeine Losung von ([2.36))

x(t) =e' +cost —ecost + (C) + Cot) e,

Beispiel. Betrachten wir die DGL
2+ 2 +x=e"".

Jetzt ist der Wert p = —1 eine Nullstelle von P (A) = A* + 2\ + 1 und die Methode
von Lemma [2.6] funktioniert nicht. In der Tat 1st der Ansatz = = ae™* in diesem
Fall die homogene DGL, und fiir inhomogene DGL muss man einen anderen Ansatz
finden, wie unterhalb.

Der Fall wenn p eine Nullstelle von P () ist, heifit resonanter Fall. Der folgende
Satz liefert die generelle Losungsmethode von fiir beliebige Quasipolynomen

().
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Satz 2.8 Sei u eine Nullstelle von P mit der Vielfachheit m.
(a) Fir jedes o € C hat die DGL

d
P (%) r = ae

eine spezielle Losung

zo (t) = at™eM (2.37)
mit o
“= P gy (2.38)
(b) Fiir jedes Polynom R (t) von Grad k > 0 hat die DGL
P (i) r=R(t)e" (2.39)
dt

eine spezielle Losung der Form
o (t) = Q (1)t e,

wobei Q (t) ein (gesuchtes) Polynom von Grad k ist.

Bemerkung. Wie wir spiter sehen (vgl. Lemma [2.10), P™ (1) # 0 so dass die
Konstante a in ([2.38]) wohldefiniert ist. Beweis von dem Satz wird im Abschnitt
durchgefiihrt.

Beispiel. Betrachten wir wieder die DGL

'+ 28 +x=et.

Da p = —1 eine 2-fache Nullstelle von P (\) = A\* 42X + 1 ist, so benutzen wir den
folgenden Ansatz
T (t) = at’e™,

wobei die Konstante a bestimmt werden soll. Aus ([2.38)) erhalten wir

B 1
o P (_1)

a

Die spezielle Losung ist somit

Alternativ ergibt das Einsetzen in die DGL

a ((th_t)” + 2 (tze_t)/ + t2€_t> = ¢t

a2t = et

woraus a = % wieder folgt.
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Beispiel. Bestimmen wir eine spezielle Losung der DGL
2+ 20+ =te . (2.40)

Wir haben R (t) = t und, wie zuvor, y = —1 mit Vielfachheit m = 2. Da deg R = 1,
so suchen wir die Losung in der Form

r(t)=Q ()t

wobei () ein Polynom von Grad 1 ist, also @ (t) = at 4+ b, mit unbekannten Koef-
fizienten a und b. Einsetzen der Funktion

z(t) = (at +b) e = (at® + bt*) e
in die DGL ergibt
" +22 +x = ((at®+bt) e_t)” + 2 ((at® + bt?) e_t)’ + (at® + bt%) e’
= (2b+6at)e™".
Das Vergleich mit ergibt die Gleichung fiir ¢ und b
2b + 6at = t,
woraus folgt a = % und b = 0. Die spezielle Losung ist also

B,
Zo (t) = ge .

Somit ist die allgemeine Losung von ([2.40))
3

(1) = %et L (CL+ Cat) e,

2.7 * Die DGLen 2-ter Ordnung mit periodischer Storfunk-
tion
Betrachten wir eine DGL 2-ter Ordnung
2" +pa’ +qr=[f(t), (2.41)

die in vielen Anwendungen in Physik vorkommt.
Z.B., wie wir es schon gesehen haben, beschreibt (2.41)) die 1-dimensionale Be-
wegung eines Teilchen, sowie die Stromschwingung in einem RLC-Stromkreis (Fig.

10).
Seien R der Widerstandswert, L die Induktivitit und C' die Kapazitét im Stromkreis.
Seien V' (t) die Spannung der Stromquelle und 7 (¢) der Strom im Stromkreis um Zeit

t. Wir haben schon gesehen (vgl. (1.48))), dass I (¢) die folgende DGL erfiillt:
1
LI+ RI'+ 5 =V, (2.42)
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R jx(t)

V() © L

0O=——

Figure 10: RLC-Stromkreis

was dquivalent zu (2.41) mit p = R/L, ¢ =1/ (LC), und f = V'/L ist.
Wir benutzen den Satz um die folgende DGL zu untersuchen

2" + px’ + qx = Asinwt, (2.43)

wobei A, w gegebene positive Konstanten sind. Physikalisch stellt die Storfunktion
f (t) = Asinwt eine externe periodische Kraft dar. Die Zahl A heifit die Amplitude
von der Storfunktion und w heifit die Frequenz order die Aussenfrequenz. Im Fall
von Stromkreis modelliert diese Storfunktion eine periodische Spannung mit der
Frequenz w. Z.B., der Wechselstrom in den Steckdosen hat die Frequenz 50 Hz, die
den Wert w = 27 - 50 entspricht.

Wir nehmen an, dass p > 0 und ¢ > 0 und betonen, dass diese Voraussetzungen
in physikalischen Anwendungen erfiillt sind. Bestimmen wir eine spezielle Losung
von ([2.43). Da sinwt = Im e“!, betrachten wir zuerst die DGL mit komplexwertiger
Storfunktion

2"+ pa’ + qr = Ae™t. (2.44)

Sei P ()\) = A* + p\ + ¢ das charakteristische Polynom.

Nicht-resonanter Fall. Erst betrachten wir den nicht-resonanten Fall, wenn iw
keine Nullstelle von P () ist. Fiir den Losungsansatz z () = ce™! erhalten wir nach

Lemma [2.7| (oder Satz 2.8):
A A
= = =: bi. 2.4
¢ P(iw) —w?+piw+q @t (2.45)

Somit ist die spezielle Losung von ([2.44))

(a4 1ib) €“! = (acoswt — bsinwt) 41 (asinwt + bcoswt) .
Der Imaginirteil davon liefert die spezielle Losung von
zo (t) = asinwt + bcoswt. (2.46)
Diese Losung kann auch in der folgenden Form umgeschrieben werden:

xo (t) = Bcospsinwt + Bsin g coswt = Bsin (wt + ¢) ,
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wobei die Konstanten B und ¢ mit den Konstanten a und b geméfl der folgenden
Gleichungen verkniipft sind:

Bcosy =a, Bsinp =b.

Die Konstante B heif3t Amplitude und ¢ die Phase oder der Phasenwinkel der
Losung. Quadrieren und Addieren der Gleichungen ergibt

A
B=Va+ =|c|= .
Ja— P v

Dann bestimmt man eindeutig den Winkel ¢ € [0,27) durch cosy = a/B und
sinyp = b/B.

Um die allgemeine Losung von ([2.43]) zu bestimmen, miissen wir noch zu ([2.46))
die allgemeine Losung der homogenen DGL

(2.47)

2 +pr'+qr=0 (2.48)

zu addieren. Seien A\; und A die Nullstelle von P (), also

p p?
Ao =—==F4/— —q.
1,2 5 1 q

Betrachten wir die verschiedenen Fillen.

A1 und Ay sind reell.

Dap > 0und g > 0, gilt A\;, A2 < 0. Die allgemeine Lésung der homogenen DGL
([2.4]) ist nach Satz

(t) - Cleklt + C2€>\2t’ )\1 7é )\2
Th N (Cl + Cgt) €>\1t, )\1 = )\2.

In den beiden Fillen hat z (t) eine exponentielle Abnahme fiir ¢ — co. Somit hat

die allgemeine Losung von (2.43)) die Form
z(t) = Bsin (wt + ¢) + O (e fiir t — oo, (2.49)

mit einem £ > 0. We sehen, dass fiir t — oo stellt die Funktion B sin (wt + ¢) den
Hauptterm der Losung z (¢) dar (vgl. z.B. Fig. [1I). Fiir den Stromkreis bedeutet
es, dass der Strom fiir £ — oo mit der Aussenfrequenz w oszilliert.

A1 und Mg sind nicht-reell. Seien A\ o = o i3 wobei

2
a=-p/2<0 und Bzﬂq—pz>0.

Die allgemeine Losung der homogenen DGL ist
zy, (t) = e (C} cos Bt + Cysin ft) = Ce® sin (Bt + 1)),

wobei C' und v beliebige reelle Konstanten sind. Die Zahl § heifit die Figenfrequenz
der DGL bzw des physikalischen Systems. Im Fall des Stromkreises, nennt man [
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Figure 11: Die Funktion sint + 2e7%/* sieht wie sint aus fiir t — oo

auch Kreisfrequenz, da ohne Storfunktion oszilliert der Strom im Stromkreis mit der
Frequenz (3.
Somit erhalten wir die allgemeine Losung von ([2.43)

x (t) = Bsin (wt + ) + Ce* sin (Bt + 1) .

Betrachten zwei weitere Unterfille.
Ist @ < 0, so ist der Hauptterm B sin (wt + ¢) und die allgemeine Losung erfiillt

wieder (2.49) (vgl. Fig. [12).
X(t) ,

WAAAANTL
NRRTRTRYRTE

Figure 12: Funktion z (t) = sint + 2e~*/*sin 7t sieht wie sint aus fiir t — oo

Ist o = 0, so gelten p = 0, ¢ = 4*, und die DGL ({2.43)) wird
2" + B*x = Asinwt. (2.50)
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Da die Nullstellen des charakteristischen Polynoms gleich +if sind, bedeutet die
Voraussetzung “iw keine Nullstelle ist”, dass w # . Da die allgemeine Losung der
homogenen DGL " + 3%z = 0 durch x;, (t) = C'sin (8t + 1)) gegeben ist, erhalten
wir die allgemeine Losung von wie folgt:

x (t) = Bsin (wt + @) + Csin (Bt + 1) .

Diese Funktion ist offensichtlich eine Uberlagerung von zwei Sinuswellen mit ver-
schiedenen Frequenzen — die Aussenfrequenz und Eigenfrequenz. Sind w und f
inkommensurabel, so ist z (¢) nicht periodisch, vorausgesetzt C' # 0 (vgl. Fig. .

STV N I

Figure 13: Die Funktion sint + 2sinnt ist nicht periodisch, aber sieht fast wie
periodisch aus.

In einem Stromkreis tritt sich der Vorgang ov = 0 nur dann ein, wenn der Wider-
standswert R verschwindet, weil p = R/L und p muss 0 sein. Natiirlich in den
praktischen Stromkreisen hat man immer R > 0 so dass der Vorgang nur ungefihr
und nur fiir beschrinkte Werte von ¢ eintreten kann.

Beispiel. Die DGL
2" + 62’ + 34z = sinwt,

hat die Eigenfrequenz 3 = /q — p?/4 = 5. Im Fall w = 4 erhalten wir nach (2.45)
A 1 1 2,
— = — — —1
—w2+piw+q —42+24i+34 50 757
und die spezielle Losung ([2.46)) ist

1 2
xo (t) = 50 sin 4t — =g €08 4t,
mit der Amplitude |¢| = 1/30 = 0,0333.... Im Fall w = 8 erhalten wir
1 5 4

C T T8 148134 B34 267"
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und die spezielle Losung ist
) in 8t — —_ cos 8t
x = ———sin 8t — —— cos
° 534 267 ’

mit der Amplitude |¢| ~ 0,0177. Man kann die beiden Funktionen auf Fig.
vergleichen.

X(t) 003+

002+

0.01 | /\ /\ /\

0.00 ; — N |
_ 2 4 3
-001 4
-0021
003+

Figure 14: Zwei spezielle Losungen fiir den Fille w = 4 bzw w = 8

~o L

Resonanter Fall. Betrachten wir jetzt den resonanten Fall, wenn iw eine Null-
stelle von P () ist, also
(iw)® + piw + ¢ = 0.

Daraus folgt, dass p = 0 und ¢ = w?, und die DGL (?2.43)) wird
2" + wir = Asinwt. (2.51)

In diesem Fall haben wir a = 0 und w = 8 = ,/q. Die DGL mit komplexwertiger
Storfunktion
"+ wir = A" (2.52)
hat einen Losungsansatz
x (t) = cte™,
wobei die Konstante ¢ nach Satz 2.8 bestimmt werden kann:

A A A

Piw) 2w 2w
Somit ist die spezielle Losung von ([2.52))
Ai VAt

x(t) = ——te' = —i— coswt + — sin wt.
( ) 2w 2w 2w
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X(1) 51

0 t T T t T t T t T + 1 t 1 t 1
1 \/ 10 15 2 25 0 35 41]:-0
-10 1

-20T

Figure 15: Die Funktion z (t) = —tcost + 2sint

Der Imaginirteil liefert die spezielle Losung von (2.51))

At
xo (t) = ~3,, €08 wt,

und die allgemeine Losung von ([2.51)) ist wie folgt:
At )
z(t) = — 5 cos wt 4+ C'sin (wt + 1), (2.53)
w

mit beliebigen Konstanten C' und . Ein Beispiel von Funktion (2.53|) wird auf Fig.
gezeichnet.

Wie man aus sieht, wiichst die Amplitude der Losung unbeschréinkt fiir ¢ —
00. Dieses Phénomen heifit der Resonanzfall. Da eine unbeschrinkte Schwingung
physikalisch unmoglich ist, so wird das System durch die groflen Schwingungen
schliefllich zerstort (oder man findet, dass das mathematische Modell fiir large Zeit
nicht geeignet ist).

Betrachten wir wieder die DGL fiir den Strom I (¢) in der Schaltung unter
der externen Spannung V' (t) = Vj coswt. Es ist bequemer die komplexifizierte Span-
nung V = Vet und die entsprechende komplexifizierte Losung I () zu betrachten,
die nach die folgende DGL erfiillt:

1 .
LI" + RI' + EI = iwVye!.
Wir haben gesehen, dass im nicht-resonanten Fall die einzige Losung mit der Aussen-
frequenz w ist
iw

1 .
I(t) = —iwVyet = V(t
Q P(w) ° (iw)’ L +iwR+ L 0
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d.h.
V()

iwL + iwlc +R

I(t)=

Somit erfiillen die komplexwertige Spannung und Strom das Ohmsche Gesetz mit
dem komplexwertigen Widerstand

1
Z =iwL+ —+ R.
wl + e +
Der Wert Z heit Impedanz (oder Wechselstromwiderstand) der Schaltung. Be-
merken wir, dass Z = 0 genau dann der Fall ist, wenn R = 0 und w = 1/ LC, was
mit dem resonanten Fall tibereinstimmt.

2.8 Beweise von Sitzen (2.4} [2.5], 2.8|

Beweis von Satz Wir wissen schon, dass jede Funktion e**! eine Losung von

2™ a4 tar=0 (2.54)

ist (es folgt auch aus Lemma [2.7). Hier werden wir beweisen, dass die Funktio-
nen et ... e*! linear unabhiingig sind. Dann erhalten wir nach dem Satz [2.3] die
Darstellung

z(t) = CreM + .. + Cpet

fiir die allgemeine Losung von ([2.54)).

Wir beweisen jetzt per Induktion nach n, dass die Funktionen e , et linear
unabhéingig sind, vorausgesetzt, dass Ay, ..., A, verschiedene komplexe Zahlen sind.
Der Induktionsanfang fiir n = 1 ist trivial, da die Exponentialfunktion e*’ nicht
identisch 0 ist.

Der Induktionsschritt von n — 1 zu n. Angenommen, dass die Identitéit

At
.

CreM 4 .+ Cpet =0 (2.55)

fiir alle t € R gilt, beweisen wir dass C} = ... = (), = 0. Dafiir dividieren wir ([2.55|)
durch e**| bezeichnen \; — \,, =: p; und erhalten

CieMt + ...+ C,_1ef1t + C, = 0.
Ableiten von dieser Identitét in ¢ ergibt
Crpget + ..+ Cpq i, et = 0.
Nach Induktionsvoraussetzung beschlieen wir, dass C;;1; = 0 und somit C; = 0, da
p; # 0. Das gilt fiir alle j = 1,...,n — 1. Einsetzen in |D ergibt auch C, = 0.
Jetzt betrachten wir den Fall wenn ay, .., a, reell sind. Da die Komplexkonjuga-

tion mit Addition und Multiplikation vertauschbar ist, es gilt die Identitéit

PN =P()), (2.56)
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wobei die Voraussetzung aj, = a; benutzt wird. Ist A eine Nullstelle von P, es folgt
aus . dass auch X eine Nullstelle von P ist. Deshalb enthilt die Folge (2.17)
die beiden Funktionen e™ und e*. Nach Eulerformel haben wir

M = e (cos Bt +isin Bt) und e = ™ (cos Bt — sin Bt) (2.57)

so dass e und e sind Linearkombinationen von e cos 8t und e sin 8t. Umgekehrt,
es gilt auch

1 X 1 X
e cos Bt = 3 (e’\t + e)‘t) und e sin Bt = % <e’\t - e”) : (2.58)
i

so dass e cos ft und e sm [t sind Llnearkombmatlonen von e* und e*. Daraus
folgt, dass die Funktionen e cos 3t, e* sin 3t auch zum Vektorraum L der Losungen
gehoren und den gleichen Unterraum erzeugen, wie e, eM. Somit sind diese zwei
Paaren von Losungen austauschbar in jeder Basis.

Nachdem alle Paaren ¢ und e in - durch die reellwertigen Funktionen
ersetzt worden sind, erhilt man eine Basis in L von reellwertigen Losungen. m

Fiir den Beweis von Satz machen wir erst eine Vorbereitung. Das folgende
Lemma ist eine Verallgemeinerung der Identitét (2.31).

Lemma 2.9 Seien f(t),g(t) n-fach differenzierbare Funktionen auf einem Inter-
vall I. Dann gilt fiir jedes Polynom P (\) = ag\™ + a;\" " + ... 4+ a,, von Grad < n
die folgende Identitit:

P(%) (fg)=i0 Liop (jt) (2.59)

In der Tat kann man die Summe auf alle ;7 > 0 erweitern, da fiir j > n die
Ableitung PY) identisch 0 ist.

Beispiel. Fiir das Polynom P ()\) = A\* + A 4 1 haben wir P’ (\) = 2\ + 1, P" = 2,

und ergibt
d d / / d /l /! d
P(%)QM)ZfP(ﬁ)g+f (ﬁ)g+ SI'P (£>g

(f9)"+(f9) +fg=f(g"+d +9) + (24 +9)+ .

Diese Identitét ldsst sich auch direkt mit Hilfe von der Produktregel beweisen, da

(f9) =fg+[g

d.h.

und
(f9)" = f"g+2f'q + fqg".
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Beispiel. Im Fall f (t) = ¢* und g (¢) = 1 erhalten wir aus (2.59)) und Taylor-Formel

fiir Polynome
d "1 G) o [ d
pll)e — (MY pO) [ )1
(dt)e Zj! (¥) dt

J=0

"1, ‘
= Y SNMPY(0) = P(V) eV,
=0 7’

woraus folgt.

Beweis von Lemma Da die beiden Seiten von @ linear in P sind,
reicht es die Identitit ur den speziellen Fall P (\) = A" zu beweisen. In
diesem Fall haben wir

PY =k(k—=1)...(k—j+ 1)\

fir j <k, und PY = 0 fiir j > k. Somit erhalten wir

L /d d\"
p(ﬂ)(%> = ]g(/{;—l)...(k:—j—i-l)(dt) , <k,

pU) (%) = 0, j>k,

und die Identitét ((2.59) wird

k

k .
() (k Z )f(j)g(k 7 — 2 : (j)f(])g(k 2 (2.60)
Jj=

J=0

wobei ( ) Binomialkoeffizienten sind. Diese Identitéit ist von Analysis bekannt als
Leibnizformel (Leibnizsche Regel) E| ]

Lemma 2.10 FEine komplexe Zahl )\ ist eine Nullstelle mit Vielfachheit m eines
Polynoms P genau dann, wenn

P® (X)) =0 fiir alle k =0, ...,m — 1 und P™ (\) # 0. (2.61)
D.h. m ist die minimale positive ganze Zahl derart, dass P (\) # 0.
Beweis. Ist )\ eine Nullstelle von P mit Vielfachheit m, so gilt die Identitét
P(2)=(z—=XN)"Q(z) firalle z € C,

wobei () ein Polynom ist, so dass @ (\) # 0. Fiir jede natiirliche Zahl k£ haben wir
nach Leibnizformel

PO () =3 <k> (2 =A™ QE (2).

=0 \J

3Fiir k = 1 fiihrt (2.60) zurtick auf Produktregel
(f9) =19+ 14"
Fiir £ > 1 beweist man (2.60) per Induktion nach k.
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Im Fall £ < m gilt immer j < m und somit
((z =A™ = const (z — \)™ 7,

und diese Funktion verschwindet an z = A. Deshalb fiir & < m erhalten wir
P®) ()\) = 0.

Im Fall k£ = m sehen wir wieder, dass alle Ableitungen ((z — \)™)
an z = A\ fiir j < k, wihrend fiir j = k erhalten wir

() verschwinden

(z=N™W = ((z =)™ =ml £0

und somit

P™ (X)) =m!lQ (\) #0.

Damit ist (2.61)) bewiesen.
Umgekehrt, gilt (2.61]), so ergibt die Taylorformel fiir Polynomen mit n = deg P

' (n)
P(z) = PO+ Pl(!A) (z—A)+-.-+PT!(A)(z—A)”
(m) (n)
_ P m!(A) oyt D m(A) (2 )"
= (z=-N"Q(z)
wobei
(m) (m+1) (n)
Q)= - m!(/\) + fzm + 1());) (z=A)+ ...+ P n!()\) (z=XN""".

Offensichtlich @ (\) = % # 0, woraus folgt, dass A eine Nullstelle mit der
Vielfachheit m ist. m

Lemma 2.11 Seien \q, ..., A\, verschiedene komplexe Zahlen, wobei r > 1. Gilt fiir
Polynomen Pj (t) dber C die Identitit

Z P;(t)eM' =0 fir allet € R, (2.62)
j=1

dann sind alle Polynomen P; (t) identisch Null.

Beweis. Wir benutzen die Induktion nach r. Der Induktionsanfang r = 1 ist
trivial. Den Induktionsschritt von r — 1 zu r fithren wir wie im Beweis von Satz
durch. In der Identitét konnen wir auf alle Nullpolynomen P; verzichten und
somit voraussetzen, dass P; kein Nullpolynom fiir jedes j = 1,...,r ist. Dividieren
durch e** und bezeichnen \; — A, =: y; ergibt

r—1

> Pi(t)et + P (t) =0. (2.63)

J=1

o4



Wiihlen wir eine ganze Zahl k > deg P,, wobei deg P der Grad von P ist. Die k-fache
Ableitung von (2.63)) ergibt

S (Fyes)? =o. (2.64)

=1

Behauptung. Seien P ein Polynom tiber C und p # 0 eine komplex Zahl. Dann
gilt fiir alle k = 0,1, ....
(Pme)™ =Qt)e” (2.65)

wobei ) auch ein Polynom ist mit deg () = deg P.

Es reicht fir k£ = 1 zu beweisen und danach die Induktion nach k zu
benutzen. Ist P = 0 dann gilt auch Q = 0. Sei P nicht-Null. Dann reicht es die
Identitat fiir Monomen P (t) = t™ beweisen, da fiir allgemeine Polynomen
danach nach Linearitéit folgt. Fiir £ =1 und P (t) = t"™ haben wir

(tmert) = ptmert 4 mtm T = Q (t) e

wobei deg () = m = deg P, was zu beweisen war.
Nach der Behauptung haben wir

(P (1) = @ (e,
wobei deg (); = deg P; und deshalb (); # 0. Andererseits haben wir nach ([2.64))

r—1

> Q;(t)ent =o.

j=1

Die Induktionsvoraussetzung ergibt ¢); = 0, und dieser Widerspruch beschlieft den
Beweis. m

Beweis von Satz Seien P das charakteristische Polynom von ([2.54])
und A eine Nullstelle von P von Vielfachheit m. Wir beweisen zunéchst, dass die
Funktion z (t) = t*e* die DGL fiir jedes k =0, ...,m — 1 16st, also

d
P — ) (tfeM) = 0.
() )
Nach Lemma und (2.31)) haben wir

i kY nl G p) i M
P(dt)(te) = )P ()

Falls j > k dann (tk)(j) = 0. Falls j < k dann j < m und somit nach Voraussetzung
und Lemma PU)(\) = 0. Deshalb verschwinden alle Terme in der obigen

Summe, was ergibt
d
Pl = tk At —
( dt)( e ) 0,
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also die Funktion x (t) = tFe lost (2.54)).
Jetzt zeigen wir, dass die n Funktionen in der Folge

BNt =1, k=0, my— 1, (2.66)

linear unabhéngig sind. Betrachten wir eine Linearkombination von diesen Funktio-
nen, die dargestellt werden kann wie folgt:

XT: Z Cjpther! ZT:Pj (t) eM? (2.67)
j=1 k=0 J=1

wobei P (t) = > 17, ! Cjt* Polynomen sind. Nach Lemma kann die Linear-
kombination nur dann identisch Null sein, wenn P; = 0, woraus folgt dass
alle Cj, = 0 und somit die Funktionen linear unabhingig sind.

Seien ay, ..., a, reell. Sei A = a+if eine nicht—reelle Nullstelle der Vielfachheit m.
Nach Lemma erfiillt \ die Gleichungen . Konjugieren dlese Glelchungen
ergibt die #hnlichen Gleichungen fiir \, da P ()\) P )\ (vgl. Daraus
folgt, dass A auch eine Nullstelle der Vielfachheit m ist.

Die letzte Behauptung, dass jedes Paar

tk:e)\t tke/\t

Y

in (2.66|) durch das Paar

the™ cos Bt, tFe™ sin Bt

ersetzt werden kann, folgt aus der Beobachtung, dass diese Paare auseinander durch
Lineartransformationen nach Eulerformel entstehen und somit gleichen Unterraum
erzeugen, wie im Beweis von Satz[2.4 m

Beweis von Satz We miissen beweisen, dass die DGL

P (i) = R(t)e"

x(t) =t"Q (t) e

hat, wobei m die Vielfachheit von p beziiglich P ist und () ein Polynom mit deg ) =
k := deg R ist. Nach Lemma erhalten wir

P(G)e = * (CZ) (th“@“t):;] Q) P () e
-

e 1)V P9 () et (2.68)

eine Losung in der Form

Da nach Lemma gilt PY) (u) = 0 fiir alle j < m, kann der Laufindex j durch
7 > m beschriankt werden. Bezeichnen wir

y (1) = (1"Q ()™ (2.69)
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so dass p PO)

P (E) T = Z %y(]_m)e“t. (2.70)

jzm

Ist @ ein Polynom von Grad k, so ist (@) ein Polynom von Grad m + k und somit
ist y (£) = (t™Q (t))"™ ein Polynom von Grad (m + k) —m = k. Umgekehrt, ist
y ein Polynom von Grad k, so ergibt die m-fache Integration von (2.69) (ohne die
Integrationskonstanten zu addieren) und Division durch ™ ein Polynom von Grad
k, das ist (). Deshalb reicht es ein Polynom y von Grad k£ zu bestimmen, derart,
dass die rechte Seite von gleich R (t) e ist. Da e sich herauskiirzen lisst,
erhalten we die folgende DGL fiir y

jzm

Durch den Wechsel [ = j—m des Laufindex, schreiben wir diese DGL in der folgenden

Form um:
> by = R(1), (2.7)
1>0
wobei b; = %, insbesondere
pm)
by = & # 0. (2.72)
m)!

Es bleibt die folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung. Sei by # 0. Ist R (t) ein Polynom von Grad k > 0, so ezistiert ein
Polynom y (t) von Grad k, das erfiillt.

Beweis per Induktion nach k. Im Induktionsanfang fiir k£ = 0 ist R (¢) konstant,
z.B., R (t) = a, und y (t) muss auch konstant sein, also y (¢) = ¢. Dann fiihrt
zuriick auf die Gleichung byc = o, woraus folgt ¢ = a/by.

Fiir den Induktionsschritt von Werten < k nach k, stellen wir y in der Form

y=ct" +2(t) (2.73)
dar, wobei z ein Polynom von Grad < k ist. Einsetzen (2.73)) in (2.71) ergibt die
DGL fiir z l B

Zblz(l) =R(t) — Z b (ctk)() = R(1).
1>0 1>0

Bemerken wir, dass R immer ein Polynom von Grad < k ist, als die Differenz von
zwei Polynomen von Grad k. Bezeichnen mit at* den hochsten Term im Polynom
R (), also
R (t) = at® + Terme von Grad < k.

Dann gilt _

R (t) = (o — byc) t* + Terme von Grad < k.
Bestimmen ¢ aus der Gleichung boc = «, also ¢ = a/by, ergibt deg R < k. Nach der
Induktionsvoraussetzung hat die DGL

Z blZ(l) = E (t)
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eine Losung z (t), die ein Polynom von Grad < k ist. Somit ist die Funktion y =
ct® + z ein Polynom von Grad k, und y lost die DGL .

Letztlich betrachten wir den Fall R (t) = . Im Induktionsanfang haben wir es
schon gesehen, dass in diesem Fall y (¢) eine Konstante ist wie folgt:

(1) = @ mla
Y by PO ()
Die DGL (12.69) wird
Q)™ = p
- P ()’
woraus die m-fache Integration ergibt
o
Q) () = ———— ™,
0= P )

Deshalb hat die DGL P (%) xr = aet eine spezielle Losung

z(t) =t"Q(t) e = P(T(M)tme“t,

was zu beweisen war. m

2.9 Beweis von dem Satz 2.1

Fiir den Beweis von Satz [2.1] brauchen wir das folgende Lemma.

Lemma 2.12 (Gronwall-Lemma) Sei z (t) eine nicht-negative stetige Funktion auf
einem Intervall [a,b] und ty € [a,b]. Gilt die folgende Ungleichung fir alle t € [a,b]:

A}@Ms

mit beliebigen Konstanten C, L > 0, dann gilt fir alle t € [a,b] die Ungleichung

2(t) <C+ L : (2.74)

2 (t) < Cekli=tol, (2.75)

Bemerkung. Normalerweise formuliert man Gronwall-Lemma fiir den Fall ¢y = a.

In diesem Fall entfallen die Betragzeichen in und , weil ¢ > .

Beweis. Es reicht die Behauptung im Fall C' > 0 zu beweisen, da der Fall C' =0
daraus folgt indem man C' — 0 lésst. In der Tat, ist mit C' = 0 erfiillt, so ist
(2.74) auch mit jedem C' > 0 erfiillt. Es folgt, dass mit jedem C' > 0 erfiillt
ist, und das ergibt mit C' = 0.

Also, nehmen wir an, dass C' > 0 und definieren eine Funktion F' auf dem Interval
[to, b] wie folgt t

F(t) :C+L/ z (s) ds.
to

Bemerken wir, dass die Funktion F' echt positive und differenzierbar ist, und F’ = Lz
gilt. Die Bedingung ergibt fiir ¢ € [t, b] dass z < F und somit

F'=Lz<LF.
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Diese Differentialungleichung kann gelost werden genau so, wie trennbare DGLen.
Dividieren durch F' ergibt
F/
— <L
F — )

und durch Integration iiber [to, t] erhalten wir, dass

1nF(t> :/t Z;((j))dsg/toLds:L(t—to),

0

fir alle t € [to, b]. Daraus folgt
F(t) < F (to) oL(t—to) _ (ypLlt—to).

Da z < F, erhalten wir (2.75)) fiir alle ¢ € [tg, b].
Auf dem Intervall [a, ty] betrachten wir analog die Funktion

F(t):C’—i-L/ttoz(s)ds,

die positive und differenzierbar ist. Da F' = —Lz und nach (2.74)) z < F', erhalten
wir die Differentialungleichung

F'> —LF,
die ergibt fiir ¢ € [a, to]
F (to) /to F'(s) /to

l = ds>— | Lds=—L(ty—t)=—L|t—t

“Fo — ) Fe®Z ) Ms=-Llo—t)=-Llt—t
und

Z (t) S F (t) S F (to) eL|t—t0| = Ceth_t0|'

[

Beweis von Satz Wihlen wir ein beschrénktes geschlossenes Interval
[, B] C I, derart, dass ty € [« B]. Wir beweisen die folgenden zwei Behauptungen:

1. die Eindeutigkeit der Losung auf [a, 8], sowie auf jedem Teilintervall I’ C I;

2. die Existenz einer Losung auf [«, §], sowie auf dem ganzen Intervall I.

Bemerken wir, dass fiir jede Losung x (t) von (2.6 auf [a, 5] und fiir alle ¢ € |«, (]
gilt

r(t) = x0+/tx'(s)ds

to

= zo+ / (A(s)x(s)+ B(s))ds. (2.76)

to

Sei z (t) und y (t) zwei Losungen von (2.6) auf the interval [a, 3], dann die beiden
Funktionen erfiillen die Integralgleichung (2.76). Daraus folgt, dass




fiir alle t € [«, 5]. Sei ||-|| eine Norm in R™ . Wir benutzen die Ungleichung

| /t:f(S)ds /t:Hf(S)IIdS

die fiir jede stetige Funktion f(s) mit Werten in R" gilt. Mit Hilfe von ([2.77))
erhalten wir

< , (2.77)

lz () =y @Ol <

[ 1A (5) (x (s) — y (s)]] ds

< / LA I (s) — y ()] ds

<L / I () — y ()]l ds| (2.78)
wobei

L= sup ||A(s)]. (2.79)

s€la,f]

Da die Verkettung s — A (s) — || A (s)|| stetig ist, ist die Funktion || A (s)|| beschréinkt
auf dem Intervall [, 3], so dass L < oco. Nach (2.78) gilt fiir die Funktion

2(t) ==z () =y @

/t:z(s) ds| .

Lemma [2.12) mit C' = 0 ergibt z (¢) < 0 und somit z (£) = 0, z (t) = y (¢) auf [, J].

Sei z (t),y (t) zwel Losungen von auf einem Intervall I’ C I. Fiir jedes
Intervall [, 8] C I' mit ty € [, 5] haben wir z (t) = y(t) auf [«,]. Da jedes
Intervall als eine Vereinigung von beschrinkten geschlossenen Intervallen dargestellt
werden kann, gewinnen wir die Identitét = () = y () auf I'.

Jetzt beweisen wir die Existenz einer Losung von auf [, ] mit Hilfe von
Anngherung durch eine Funktionenfolge {zy (t)};-, auf [a, 3]. Die Néherungslosun-
gen werden induktiv definiert wie folgt:

die folgende Ungleichung;:
z2(t) <L

zo (t) = o

und

xy (t) = xo + /t (A(s)x—1(s)+ B(s))ds, k=>1. (2.80)

to

Es ist klar, dass alle Funktionen xy, (t) stetig auf [a, 8] sind. Wir beweisen, dass die
Folge {4}, auf [, §] gegen eine Losung von (2.6) konvergiert fiir k& — oco. Mit
Hilfe von ([2.80) und

Tp_1(t) = a0+ / (A(s)xp_2(s)+ B(s))ds

to
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erhalten wir, fiir jedes £ > 2 und t € [«, 5],

/t A () k-1 (s) = 2x—2 (s)]| ds

lzx (1) = zpa ()] <

t
< L / |xk—1(s) — xp_2 (s)| ds|, (2.81)
to
wobei L wie frither nach (2.79)) definiert ist. Bezeichnen wir
2 (t) = llze () — 21 (D)1,
und schreiben (2.81]) in der folgenden Form um:
t
() <L / s () ds] (2.82)
to

Zunéichst schétzen wir die Funktion 2 (t) = ||z1 (t) — xo (¢)]] fiir t € [tg, 5] ab, wie
folgt:

t
/ (A(s)zo+ B (s))ds|| < M(t —to).

to

2 (t) = ‘

wobei

M = sup [|A(s)xo+ B(s)| < oo.
s€la,f]

Es folgt aus (2.82), dass fiir ¢ € [to, (]

_ t0)2
2 b

2o (t) < LM/t(s—to)ds:LM(t

0

t —t 2 ¢t 3
z(t) < LZM/ wds:LzM( 2.??),
to

k k
ko1, (E—t0)" _ (c(t—1to))
wobei ¢ = max (L, M).
Mit dem gleichen Argument behandeln wir den Fall ¢ € [, 9] und somit erhalten
die folgende Ungleichung fiir alle t € [«, (]:

clt = to))"
e () — (0] < 100 (2.83)
Die Exponentialreihe
i (c|t — to])"
k!
k=0

konvergiert fiir alle ¢, und zwar gleichméssig auf jedem beschrinkten Intervall. Da-
raus folgt, dass die Folge {x}} eine Cauchy-Folge in C ([«, 5],R") ist, da fiir alle
n > m nach der Dreiecksungleichung und (2.83) gilt

sup ||z, (1) =2 (O] < sup > [lak (1) — 251 (1)

tE[a,B] tG[aﬁ} k=m+1

n

(c|t — to|)"*
-

< sup A
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fiir n,m — oo. Da C (o, 5], R™) ein vollstéindiger metrischer Raum ist, so erhalten
wir, dass die Funktionenfolge {z}, ()} gleichméBig auf [, 8] konvergiert. Setzen wir
z(t) = klim xy (t) .

Die Funktion x (t) ist stetig auf [«, 5] als der Grenzwert von einer gleichméfig kon-
vergierten Funktionenfolge von stetigen Funktionen. In der Identitét (2.80)), also

2 (£) = 20 + / (A(s) e () + B (s)) ds,

to

lassen wir k gegen oo streben und erhalten, dass der Grenzwert z (¢) die folgende
Integralgleichung erfiillt:

z(t) =mzo+ / (A(s)x(s)+ B(s))ds (2.84)

to

(das Integralzeichen und der Limes sind vertauschbar auf jedem kompakten Inter-
vall). Wir behaupten, dass z (t) das Anfangswertproblem auf [o, 8] lost. Da
die rechte Seite von eine differenzierbare Funktion von ¢ ist, so ist z (¢) auch
differenzierbar, und

¢

2 = % <x0 +/ (A(s)z(s) +B(5))ds.> =At)x(t)+B(t).
to

SchlieBlich, es ist klar von (2.84), dass z (ty) = xo. Deshalb 16st z () das An-

fangswertproblem auf [, (.

Jetzt definieren wir eine Losung auf ganzem Intervall 1. Es gibt eine wachsende
Folge von beschrinkten geschlossenen Intervallen {[a;, 8,]} ;- ,, derart, dass ihre Vere-
inigung gleich [ ist; wir nehmen auch an, dass ty € [, §,] fiir alle i. Bezeichnen mit
x; (t) eine Losung von auf [oy;, B;]. Dann ist x;1; (t) auch eine Losung von ([2.6])
auf [a;, 3,], und nach Eindeutigkeit des 1. Teils gewinnen wir, dass z;1 (t) = z; (¢)
auf [oy;, B;]. Also, in der Folge {z; (t)} ist jede Funktion eine Fortsetzung der vor-
angehenden Funktion. Daraus folgt, dass the Funktion

x(t) :=z; (t) fir t € [ay, 5,]

wohldefiniert fiir alle ¢ € I ist, und deshalb z () eine Losung von Anfangswertprob-
lem (2.6) auf I ist. m
Der Beweis von der Existenz der Losung fiihrt zur folgenden Methode fiir Bes-

timmung der Losung x () des Anfangswertproblems ([2.6). Man definiert eine Folge
von Ndiherungslésungen xy, (t) nach den Regeln

xo (t) =z,  Tpy1 (t) = a0+ / (A(s)zg (s)+ B(s))ds.

to

Diese Folge {zy, (t)} heifit die Picarditeration. Nach dem Beweis von Satz [2.1] kon-
vergiert die Folge {xy ()} gegen der Losung x (t) fiir alle ¢t € I, und zwar gleichméfig
auf jedem kompakten Teilintervall [a, 5] C I.
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Beispiel. Betrachten wir das Anfangswertproblem

=,
z(0) = 1.
Die Picarditeration ist durch die Identitét
t
Tpyr (1) =1 +/ xy (s)ds
0
gegeben. Da zg (t) = 1, so erhalten wir induktiv
t
x1 (t) = 1+/ xo(s)ds =1+t
0

t t2
l’z(t)ZI—l-/ r1(s)ds=1+t+ —
0

2
t t2 t3
azg(t)zl—i-/xg(s)ds:l—i-t—l———i-—,
0 2! 3!
usw., so dass
2 3 k
t)y=1+t¢ f t
z (t) =1+ +5+§+...+H.

Da xy, (t) die partiellen Summen der Exponentialreihe sind, erhalten wir, dass xy, (t) —
e! fiir k — oo und somit die Funktion z (t) = e’ die Losung ist — siehe Fig. [16]

20T
X 1

15+

Figure 16: Né#herungslosungen xy (¢) fir & = 0,1,2,3,4 und die exakte Losung
x(t) = e

2.10 Der Raum von Loésungen linearer Normalsysteme

Betrachten wir ein lineares Normalsystem
¥ =A{t)x+ B(t), (2.85)

wobei die Funktionen A : I — R™™" und B : I — R” stetig auf einem nicht-trivialen
Intervall I C R sind, sowie auch das entsprechende homogene Normalsystem:

¥=A(t)z. (2.86)
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Bezeichnen wir mit L die Menge von allen Losungen von (2.86]) auf I (also L ist die

allgemeine Losung von ([2.86))).

Behauptung. L ein Vektorraum iiber R.

Beweis. Betrachten erst die Menge F von allen Funktionen I — R". Es ist
klar, dass F ein Vektorraum ist, mit Operationen Addition von Funktionen und
Multiplikation mit einem Skalar. Das Nullelement von F ist die konstante Funktion
0. Offensichtlich ist die allgemeine Losung L eine Teilmenge von F. Wir miissen
beweisen, dass L ein Unterraum von F ist, d.h.

(i)0e L

(i1) x,y € L = x +y € L (Abgeschlossenheit unter der Addition)

(i7i) x € L,c € R = cx € L (Abgeschlossenheit unter der Multiplikation)

Die Bedingung (7) ist offensichtlich, weil die Funktion x () = 0 eine Lésung von

B50) ist.

Die Bedingung (i7) folgt aus der Identitiit
(x+y) =a"+9y =Av+ Av = Az + ),

und (iii) folgt von (cz)’ = ca’ = A (cx). Deshalb ist L ein Unterraum. m
Der folgende Satz ist analog zum Satz und Lemma [2.6

Satz 2.13 (a) Es gilt dim L = n. Folglich ist die allgemeine Losung des homogenen
Normalsystems (2.86) durch die folgende Identitdit gegeben

zp (t) = Crzy (t) + ... + Crzy (1), (2.87)

wobei x4, ...,x, n linear unabhdingige Lésungen von sind und C, ...,C,, be-
liebige Konstanten.

(b) Seixg (t) eine spezielle Lisung des inhomogenen Normalsystems (2.85). Dann
1st die allgemeine Losung von durch die folgende Identitit gegeben:

z(t) =m0 () +p (1), (2.88)
wobei x), wie im Punkt (a) ist.

Beweis. (a) Wihlen wir eine beliebige (aber feste) Stelle ty € I und definieren
eine Abbildung ® : L. — R" wie folgt:

® (z) =z (to) , (2.89)

d.h., ® ist die Auswertung der Losung z (t) an der Stelle to. Offensichtlich ist ®
eine lineare Abbildung. Nach Satz ist die Abbildung bijektiv, da fiir jeden
Wert xy € R™ genau eine Losung x (t) existiert mit x (tg) = o, d.h. mit ® (z) = xo.
Somit ist ® ein linearer Isomorphismus zwischen L und R”. Daraus folgt, dass L
und R” linear isomorph sind und somit dim L = dim R" = n.

Seien 1, ..., x, linear unabhéingige Losungen von (2.86]), dann stellt die Folge
{x1,...,x,} eine Basis in L dar. Folglich ist jede Funktion von L eine Linearkombi-
nation von z1, ..., x,, was zu beweisen war.
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(b) Wir behaupten folgendes: eine Funktion = (¢) : I — R™ 16st (2.85]) genau
dann, wenn the Funktion y =  — zy die DGL (2.86) 16st. In der Tat ist die DGL
2’ = Ax + B #dquivalent zu

(y+x0) = A(y+z0)+ B,
v +ay; = Ay+ Azg+ B,
y = Ay,

wobei wir benutzt haben, dass x; = Axg + B. Nach dem Punkt (a) ist y die
allgemeine Losung von (2.86)), woraus folgt © = xg+y =20+ ). ®

Korollar 2.14 Sei ty € I eine beliebige Stelle. FEine Folge x1,...,x; von Ldsun-
gen von (2.86) ist genau dann linear unabhdngig, wenn die Folge von Vektoren
x1 (to) , ..., Tk (to) linear unabhdngig ist.

Beweis. Das folgt aus der Bemerkung, dass die lineare Unabhéingigkeit durch
den Isomorphismus & aus bewahrt wird. m

Wir betonen, dass fiir allgemeine Funktionen Korollar nicht gilt: es kann
sein, dass die Funktionen x1, 25 unabhiingig sind, wihrend die Vektoren x (tg) , x5 (to)
abhéngig sind.

Beispiel. Betrachten wir den Fall n = 2 und das Normalsystem

z = < (1) _01 >:1: (2.90)

Spéter lernen wir, wie man solche Systeme losen kann, aber jetzt fithren wir das
System auf eine skalare DGL 2-ter Ordnung zuriick. Bezeichnen wir mit X7, X5 die

Komponenten von x so dass x = (2) und (2.90) wird

X| = —X,
Xé = Xl-

Daraus folgt X} = — X} = —X; und somit
X7+ X;=0.
Nehmen wir zwei unabhéingige Losungen:
1. X; =cost und Xy = —X| =sint
2. X; = —sint und X5 = cost.

Daher erhalten wir zwei unabhéngige Losungen von ([2.90))

cost —sint
nll) = (sint> und 2, (1) = ( cost )

Die allgemeine Losung von (2.90)) ist somit gleich

r (t) = Crzy (t) + Comy (t) = (Cl cost — Cysin t).

Cisint + Cycost
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Nach Korollar sind die Vektoren x; (t) und x9 (t) unabhéingig fiir jedes t. Das
folgt auch aus der folgenden Identitiit:
cost —sint

det (x1 | @) = det ( sn cost

)10

wobei (x1 | x2) eine Matrix mit den Spaltenvektoren x; und xs bezeichnet.
Betrachten wir jetzt zwei andere Vektorfunktionen

cost sint
% (t) N (sint) und (t) N (cos t)’

die offensichtlich auch linear unabhiingig sind als Funktionen. Jedoch haben wir fiir

t=m/4
nio= (") =m

so dass die Vektoren y; (7/4) und y; (7/4) abhéingig sind. Folglich kénnen die Funk-
tionen y; (t) und y, () das gleiche System y' = A (¢) y nicht 16sen.

Bemerkung. Man kann genauso komplexwertige Normalsysteme betrachten. In
diesem Fall werden die Koeffizienten A (¢) und B (t) definiert als die stetige Funktio-
nen A: I — C"" und B: I — C", und z (¢) ist eine gesuchte Funktion mit Werten
in C". Dann gilt die folgende Verallgemeinerung von Satz [2.1} fiir alle ¢y € I und
o € C", hat das Anfangswertproblem

{1: =Axr+ B (2.91)

T (to) = 29

eine Losung x : I — C"; dariiber hinaus ist die Losung von (2.91]) eindeutig auf je-
dem Teilintervall I’ C I, das tg enthilt. Man kann diese Behauptung entweder direkt
beweisen, genauso wie Satz [2.1], oder aus Satz gewinnen durch Identifizierung
von C" mit R?*" wie folgt. Stellen wir x (¢) dar wir x (t) = X (t) +1iY (¢) wobei X (¢)
und Y (t) R™-wertige Funktionen sind, und analog schreiben A (t) = A; (t) +1i4; (¢),
B (t) = By (t)+iB; (t) mit reellwertigen A;, B;. Dann ist die Gleichung 2’ = Az + B
dquivalent zu
(X +iY) = (A +14y) (X +iY) + (B, +iBy)

und somit zu

{ X/:AlX—A2Y+B1 (2 92)

Y'= A, X + AY + By

Bezeichnen wir mit B die R2"-wertige Funktion (g;), und mit A die R2"* 2" wertige

Funktion wie folgt:
T (A —A
i-(4a)
Dann ist (2.92) dquivalent zur DGL

@() = ~(§) +B. (2.93)

66



Da ([2.93)) ein lineares Normalsystem der Dimension 2n mit reellwertigen Koeffizien-
ten ist, nach Satz[2.1 hat das Anfangswertproblem fiir eine eindeutige Losung,
woraus gleiches fiir folgt.

Somit gelten auch Satz und Korollar fiir die komplexwertigen Systeme,
vorausgesetzt, dass die Rdume von Losungen iiber den Korper C betrachtet werden
und die beliebigen Konstanten C1, ..., C,, komplexwertig sind.

2.11 Variation der Konstanten

Betrachten wir wieder das inhomogene Normalsystem
¥=At)x+ B(t), (2.94)

mit stetigen Koeflizienten A (t) : I — R™" und B (t) : I — R". Wir fithren hier
ein Verfahren zur Bestimmung die allgemeine Losung von ([2.94)) ein, vorausgesetzt,
dass die allgemeine Losung des homogenen Systems z’ = A (t) x bekannt ist. Den
speziellen Fall fiir n = 1 haben wir schon im Abschnitt betrachtet (vgl. Satz
r4).

Gegeben seien n linear unabhéingige Losungen 1, ..., z,, von 2’ = A (t) z, betra-
chten wir die Fundamentalmatrix

X (t)= xy | X2 || @ || (2.95)

wobei die k-te Spalte durch den Spaltenvektor x, (t) gegeben ist, fiir alle k = 1, ..., n.
Wie schreiben die n x n Matrix (2.95)) kurz in der Form

X (t) = (21 | 22 |...| zn).
Nach Korollar sind die Spalten von X (¢) linear unabhéngig fiir jedes ¢ € I,
woraus folgt, dass det X () # 0 und somit die inverse Matrix X ! (¢) fiir alle ¢t € [

definiert ist. Man benutzt X und X!, um das inhomogene Normalsystem ([2.94))
wie folgt zu losen.

Satz 2.15 Die allgemeine Losung des Systems (2.94) ist durch die Identitdit

2 (1) = X (1) / X1 (1) B (1) dt (2.96)

gegeben.

Zunichst beweisen wir eine Behauptung.

Behauptung. Seien x4, ..., x,, Vektoren aus R™ und C,...,C,, € R. Dann gilt die
Identitat
Cix1+ ...+ Cpx, = XC, (2.97)
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wobei X die n x m Matriz mit Spalten x4, ..., x,, ist und C der Spaltenvektor mit
Komponenten C4, ..., C,,.

Beweis. Sei x;;, die i-te Komponente des Vektors x;,. Dann hat die Matrix X die
Elemente x;, wobei ¢ der Zeilenindex ist und k£ der Spaltenindex. Nach Definition
des Produktes von Matrizen erhalten wir

k=1 k=1

i

woraus (2.97) folgt. =
Man kann die Identitéit (2.97)) etwas ausfiihrlicher darstellen wie folgt:

Gy

Cs
T T |...| Ty . :C’lx1+...+men

Chn

Beweis von Satz Da fiir jedes t € I die Vektoren z1 (t), ..., y ()
linear unabhéngig sind, kann jeder Vektor aus R" als eine Linearkombination von
den Vektoren x; (t), ..., z, (t) dargestellt werden. Insbesondere gilt es fiir den Vektor
x (t), wobei x : I — R™ eine beliebige Funktion ist. Somit existieren die reellwertigen
Funktionen C (t),...,C, (t) auf I, derart, dass die folgende Identitét

2 () =CL(t)zy (t) + ... + Co (£) 20 (1) (2.98)

fiir alle t € I gilt. Bezeichnen wir mit C' (t) den Spaltenvektor mit den Komponenten

C1(t),...,Cy (t) und umschreiben die Identitét (2.98) nach (2.97):
z(t)=X(t)C(t).

Daraus folgt, dass

Ct)=X"1(t)z (1)

gilt und die Funktion C' (¢) nach ¢ differenzierbar ist, vorausgesetzt, dass z (t) dif-
ferenzierbar istf] Durch Ableitung von (2.98) erhalten wir

¥ = O+ Coxy + ... + Cpa,
+Clz1 4+ Corg + ... + Cl
= C1Ar) + CyAzy + ... + C Az, (benutzt ), = Axy)
+Cixy + Coxg + ... + Clxy,
= A(Cix1+ Cozg + ... + Crzy)
+Cixy + Coxg + ... + Clxyy
= Az + X"

4Die Funktion X ~! (¢) ist immer nach ¢ differenzierbar, da die Komponenten von X ~* (¢) ra-
tionale Funktionen der Komponenten von X (t) sind.
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Deshalb ist die DGL 2’ = Az + B dquivalent zu
XC'=B. (2.99)

Durch Losung dieser Gleichung beziiglich C” erhalten wir

C'=X"'B,
und somit

C(t) = /X‘1 (t) B (t) dt,
und
v (t) = XC = X (¢) / X1 () B () dt,

was zu beweisen war. m

Bemerkung. Die Bezeichnung “Variation der Konstanten” kommt aus der Iden-
titdt (2.98), wo man die Konstanten (1, ...., C,, aus dem Ausdruck

fiir die Losung der homogenen DGL variieren ldsst, d.h. durch die Funktionen
ersetzt, und somit die Losung der inhomogenen DGL bestimmt.

Zweiter Beweis von Satz [2.15 Bemerken zunichst, dass die Fundamentalmatrix X die
folgende DGL
X' =AX (2.100)

erfiillt, weil jeder Spaltenvektor zj von X die dhnliche Gleichung x}, = Az erfiillt. Durch
Ableitung von (2.96]) nach ¢ und mit Hilfe von Produktregel erhalten wir

o = X’(t)/X‘l(t)B(t)dt—s—X(t) (X1 (t) B (1))
= AX/X*lB(t)dthB(t)
= Az +DB(t).

Deshalb 16st z (t) das Normalsystem (2.94)). Jetzt zeigen wir, dass (2.96)) alle Losungen liefert. Das
Integral in (2.96) ist unbestimmt und somit kann in der Form

/X—1 O)B({t)dt =V (t)+C

dargestellt werden, wobei V (t) eine Stammfunktion und C' = (C4, ...,C,,) ein konstanter Vektor
ist. Es folgt aus (2.96)), dass

() = XOVE)+X()C

wobel zg (t) = X (t) V (t) eine Losung von (2.94) ist. Nach Satz erhalten wir, dass z (t) die
allgemeine Losung ist. m

Beispiel. Betrachten wir das Normalsystem

= 0_1.1'
L1 0 ’
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Dieses System hat zwei unabhéingige Losungen

cost —sint
nill) = (sint) und i, (1) = ( cost )’

wie es schon bemerkt wurde. Somit ist die Fundamentalmatrix
Y — C?S t —sint
sint cost

ol cost sint
~ \ —sint cost )

Betrachten jetzt die inhomogene DGL

und die inverse Matrix

¥ =A(t)x+ B(t)

wobei B (t) = (Zl(t)). Nach ([2.96|) erhalten wir die allgemeine Losung

2(t

~

o) = cost —sint cost sint b1
N sint cost —sint cost

B cost —sint / bl()cost—i—bg(t)smt
N sint  cost by (t)sint + by (t) cost

>t

Z.B., nehmen wir B (t) = (_1t) an und berechnen das Integral wie folgt:

cost —tsint g — tcost + C4
—sint — tcost - \—tsint+Cy)°

o) = <cgst —sint)(tcost+01)
sint  cost —tsint 4+ Cy

~ (Cicost — Cysint +t

B ( Cisint + Cycost )

14 cost —sint
= C C :
<O) i 1(sint> N 2( cost >

Daraus folgt

Skalare DGLen n-ter Ordnung. Jetzt verwenden wir das Verfahren Variation

der Konstanten zur Losung der skalaren linearen ODE n-ter Ordnung

2™ fay () 2"+ a, ()= f(1),

wobei ay, (t) und f (t) stetige Funktionen auf einem Intervall /. Wir losen (2.101])
indem wir die DGL ([2.101]) auf ein Normalsystem zuriickfiihren.
Wir wissen schon, dass (2.101)) dquivalent zum Normalsystem

x' =A({t)x+ B (t)
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ist, wobei

x () = (a (1), (t), . 2™ (1))
und
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A= i e |, B=| :
0 0 0 w1 0
—Qp —Qp—1 —Qp—2 ... —0a1 f

Seien z1, ..., , n linear unabhéngige Losungen der homogenen DGL
2™ 4+ ax™ Y L ta, () =0. (2.103)

Bezeichnen mit x4, ..., x,, die entsprechenden Vektorfunktionen, die unabhéingige Lo-
sungen von =’ = A (t) z sind, und betrachten die Fundamentalmatrix

T i) Tn
X=(x1|x2] ... |x,)= ry Ty .. T . (2.104)
.755"71) a:én*l) T

Diese Matrix X heiffit auch die Fundamentalmatrix von der DGL (2.103)). Nach Satz
ist die allgemeine Losung von (2.102) durch die Identitét

x(t) = X (1 / X1 () B () dt (2.105)

gegeben. Bezeichnen wir mit y;, die Elemente von Matrix X1, also X~ = (y1.),
wobei i der Zeilenindex und k der Spaltenindex sind. Sei 3, die k-te Spalte von X 1.

Nach erhalten wir
X'B =0y +0y2 + ... + fyn = [Un,
und nach
x=X(0) [ F(O)m @)

Bestimmen wir die Funktion x (¢), die die erste Komponente von x ist. Man er-
hélt x (t) als das Produkt von der ersten Zeile von X und dem Spaltenvektor

[ f(t)y, (t)dt, also )
z(t) = Z%‘ (t) /f (t) yjn (1) dt.

Somit haben wir den folgenden Satz bewiesen.

Satz 2.16 Seien x1,...,x, n linear unabhingige Losungen von (2.103)) und X die
Fundamentalmatriz (2.104). Fir jede stetige Funktion f (t) auf I ist die allgemeine
Lésung von (2.101)) durch die Identitdt

x(t) =Y z;(t) / £ () yjn (1) dt (2.106)
j=1
gegeben, wobei y;i, die Elemente der inversen Matriz X " sind.
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Beispiel. Betrachten wir die DGL
" +x=f(t). (2.107)

Die unabhingige Losungen der homogenen DGL z” + x = 0 sind z; () = cost und
x9 (t) = sint, und deshalb ist die Fundamentalmatrix

¥ — cqst sint '
—sint cost

-1 [ cos t —sint
~ \ sint  cost )’
Nach (2.106]) erhalten wir die allgemeine Losung von (2.107)):

z(t) = /f yiz (t) dt + 2 ( /f Yo (t

= cost/f (t) (—sint) dt +sint / f (t) costdt. (2.108)

Die inverse Matrix ist

Z.B., fir f (t) = sint erhalten wir
z(t) = cost/sint(— sint) dt+sint/sintcostdt
. o 1. :
= —cost [ sin”tdt + 3 sint [ sin2tdt
1 1. 1.
= —cost Et—181n2t+01 —i—zsmt(—cosZt—i-C’g)
1 1 . . .

= —§tcost + 1 (sin 2t cost — sint cos 2t) + ¢1 cost + cosint

1
= —§tcost + cycost + cysint.

Die gleiche Antwort kann auch mit Hilfe von Satz gewonnen werden, da die
Storfunktion sint¢ ein Quasipolynom ist.

Betrachten ein anderes Beispiel von Storfunktion f (t) = tant, die kein Quasi-
polynom ist. In diesem Fall erhalten wir aus

r = cost/tant(—sint)dt+sint/tantcostdt

1 1—sint ) . .
= cost|=In|{——— ) +sint | —sintcost + cycost + cysint
2 1+sint

T VAN L e sint
= —costIn{ — C1 COS CoSINt.
9 1 +sint ! 2

®Das Integral [ tanx sin tdt kann wie folgt bestimmt werden:

. sin? ¢ — cos? t
tan x sintdt = dt = —— —sint,
cost "~ cost
dt dsint dsint 1. 1-—sint
cost cos?t 1—sin“t 2 1+sint
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Jetzt zeigen wir, wie man die Methode von Variation der Konstanten fiir DGL
(2.107)) direkt benutzen kann, ohne die Formel (2.106]) zu erinnern. Zunéchst bes-
timmt man die allgemeine Losung der homogenen DGL z” + x = 0 wie iiblich:

x(t) = Cycos +Csysint, (2.109)

wobei C} und C; sofern Konstanten sind. Man erhilt den Losungsansatz fiir (2.107))
indem man die Konstanten Cj durch die Funktionen Cy (t) ersetzt:

2 (t) = Cy (t) cost + Oy (t) sint. (2.110)

Um die unbekannten Funktionen C; (t) und Cj (t) zu bestimmen, finden wir zwei
Gleichungen fiir C; und C5. Durch Ableitung von (2.110)) erhalten wir

2 (t) = —Cyp(t)sint+ Cy (t)cost (2.111)
+C1 (t) cost + C (t) sin t,
und wihlen die erste Gleichung wie folgt:
Cicost + Cysint = 0. (2.112)

Die Motivation fiir (2.112)) ist folgende. Betrachten wir wieder das entsprechende Normal-

system
X = < Y >x+( f?t) ) (2.113)

mit der unbekannten Vektorfunktion x = (z,2’). Das homogene System hat zwei unabhingige

Losungen ((CC(?:;)/) und ((;ii:tt),), die von den Losungen z; (t) = cost und x2 (¢t) = sint der DGL

2" + z = 0 entstehen. Deshalb ist der Losungsansatz fiir (2.113) wie folgt:

-0 ) o g

deren Komponenten somit sind

z(t) = Ci(t)cost+ Co(t)sint
' (t) = Cp(t)(cost) + Co(t)(sint) .

Ableiten die erste Zeile und Subtrahieren die zweite Zeile ergibt (2.112)).
Ableiten von der ersten Zeile von ([2.111)) ergibt

2" = —Cycost— Cysint
—(Csint + Cycost,

woraus folgt
2" +x=—C{sint + Cycost.

Bemerken Sie, dass alle Terme mit C7 und C5 sich herauskiirzen lassen. Somit
erhalten wir die zweite Gleichung fiir C] und C%:

—Cysint + Cycost = f ().
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Die Losung des linearen Gleichungsystems

Cicost+ Chysint =0
—Cisint + Chcost = f(t)

ergibt
C] = —f (t)sint, Cy = f(t)cost

und somit

Cy =— / f(t)sintdt, Cy= /f (t) costdt.
Einsetzen in (2.110)) ergibt (2.108]).

2.12 Wronski-Determinante und Liouvillesche Formel

Sei I ein offenes Intervall in R.

Definition. Sei {zj (t)};_, eine Folge von n Vektorfunktionen I — R". Man
definiert die Wronski-Determinante W (t) von der Folge {x)} wie folgt:

W (t) =det (a1 (t) | z2(t) |...] xn (1)),

wobei die Matrix auf der rechten Seite aus den Spaltenvektoren x1, ..., z, besteht.

Somit ist W (¢) die Determinante von der n x n Matrix. Man schreibt auch
2, (t) wenn die Abhingigkeit von 1, ..., x,, explizit gezeigt werden soll.

-----

Definition. Sei {z;},_, eine Folge von n Skalarfunktionen I — R, die (n — 1)-fach
differenzierbar auf I sind. Man definiert die Wronski-Determinante W (t) von der
Folge {z;} wie folgt:

I i) Tn

xt x T v

W (t) = det ! 2 "
:1:%"71) :cg”*” T

Satz 2.17 (Liouvillesche Formel)

(a) Sei xq,...,z, eine Folge von n Liésungen des Normalsystems x’' = A(t)x,
wobei A 1 I — R™™ stetig auf einem Intervall I ist. Dann erfillt die Wronski-
Determinante W (t) dieser Folge die Identitdit

t

W (t) = W (to) exp < / Spur A (7) dT> | (2.114)
to

fir alle t,ty € 1.

Bemerkung. Wir erinnern uns daran, dass die Spur der Matrix A gleich die Summe
der Diagonalelementen dieser Matrix ist.

(b) Sei x1,...,x, eine Folge von n Lisungen der skalaren DGL

2™ ay (1) 2™ D 4 a, () =0,
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wobei ay, (t) stetige Funktionen auf einem Intervall I sind. Dann erfillt die Wronski-
Determinante W (t) dieser Folge die Identitdit

W) = W (t) exp (— /t "0 () dT) | (2.115)

Beweis. (a) Bezeichnen wir mit z;; die i-te Komponente von z; und betrachten
die Matrix
X = (1] @l ) = (215),

wobei i der Zeilenindex und j der Spaltenindex ist. Bezeichnen wir mit z; die i-te
Zeile von X, d.h.

Zp = (%‘1,901‘2, ,%n) )

und mit z;; die j-te Komponente von z;, d.h. z;; = z;;. Insbesondere haben wir

L =2 ]
[ = ]
W (t) =det X = det = det (z;) .
I
Behauptung. Die folgende Identitdt gilt fir allet € I:
Zi 21 21
) 29 24 29
W' (t) = det . + det ; + ...+ det ) ) (2.116)
Zn Zn z)

Fiir den Beweis benutzen wir die folgende Verallgemeinerung der Produktregel:
seien fy (t), ..., fn (t) differenzierbare Funktionen, dann gilt

(frofn) = flfoiSu+ fifoeifu+ ot fifo Sl (2.117)

die man durch Induktion nach n beweist. Ferner benutzen wir die Leibniz-Formel
fiir Determinante:

W(t) =det X = Z SgN () 217(1)227(2) - - - Znr(n)s (2.118)

7T€Sn

wobei S, die Menge von allen Permutationen von Elementen {1, ..., n} ist und sgn (7)
das Signum der Permutation 7 bezeichnet, d.h. sgn (7) = 1 falls 7 gerade ist, und
sgn (m) = —1 falls 7 ungerade ist. Ableiten von (2.118) mit Hilfe von (2.117)) ergibt

wW'(t) = Z SEN () 2151y %2r(2) - - - Zn(n) (2.119)

- Z Sg(T) 21x(1) 22 (2) - - - Zn(n)
WESTL

+...+ Z sgn () Z1r(1)%2n(2) - - - Z:wr(n).
7T€Sn
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Die erste Summe in (2.119)) sieht genauso aus, wie die Summe in (2.118]), abgesehen
davon, dass die Elemente x1; der ersten Zeile durch ihre Ableitungen ersetzt werden.

Deshalb ist die erste Summe in (2.119) gleich

2
22

det . ,
Zn

und das Gleiche gilt fiir alle andere Summen, woraus ((2.116f) folgt.
Da z;; = z; die j-te Komponente von z; und gleichzeitig die i-te Komponente
von z; ist und 2’ = Ax;, so erhalten wir

(Z:)] = J/’gj = ( A[Ej Z AszL’kj Z Aikzkj = (Z Azkzk> s (2120)
k=1 k=1 j

wobei wir benutzt haben, dass die Koeffizienten A;;, von j nicht abhingen. Offen-
sichtlich ergibt (2.120) die Gleichung

n
/ § :
k=1

7.B., es gilt
21 = Anzl + A1222 + ...+ Alnzn,

woraus folgt durch die Linearitéit der Determinante, dass

Zi z1 Z2 Zn,

z2 %) z2 %)
det . = All det . + Alg det . + ...+ Aln det .

Zn Zn Zn Zn

Bemerken wir, dass alle Determinanten auf der rechten Seite verschwinden, aufler
der ersten Determinante, da sie die gleichen Zeilen haben. Somit erhalten wir

2] 2
Z9 Z9

det . = An det . = AHW (t) .
Zn Zn

Analog berechnen wir die anderen Terme in (2.116)) und erhalten

W (t) = (An+ Ag + oo+ A W (1)
= (Spur A)W (), (2.121)

d.h. W (t) lost eine lineare DGL ler Ordnung. Gilt W (¢) = 0 fiir einen Wert von
t, dann gilt W (¢) = 0 fiir alle ¢ nach Eindeutigkeit von Losungen von Satz 2.1 In
diesem Fall ist die Identitét (2.114)) trivial. Gilt W (¢) # 0 fiir alle ¢, dann 16sen wir
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die trennbare DGL (2.121]) indem wir durch W (¢) dividieren und nach ¢ integrieren.
Es folgt, das{’]
W (1) / t
In = Spur A (1) d,
W)~ S P

was dquivalent zu ([2.114)) ist.

(b) Die skalare DGL ist #quivalent zum Normalsystem x" = Ax wobei

T 0 1 0 .. 0
2 0 0 1 .. 0
X = . und A =
: 0 0 0o .. 1
n—1
ZL’( : —ap —Ap—1 —0Ap—2 ... —a1

Da Wy, 4, = Wx,  x, und Spur A = —ay, (2.115)) folgt aus (2.114). m

Im Fall von skalaren DGLen 2-ter Ordnung
2"+ ay (t) 2" +az (t)z =0

hilft die Liouvillesche Formel eine allgemeine Losung zu bestimmen, falls eine spezielle
Losung gegeben ist. In der Tat, seien z; (t) eine spezielle Losung, die nie ver-

schwindet, und z (¢) eine andere Losung. Dann nach (2.115)) haben wir

Wy (1) = det ( oo ) = Cexp (— / ai () dt) ,
1
r2' — zx) = Cexp <—/a1 (1) dt) :

/ / /
rx — xx x
x3 )’

(ﬁ)’ _ Cexp (= [ai (D) dt). (2.122)

T x?

und somit

Dividieren durch z? ergibt

Somit kann die allgemeine Losung z (¢) durch Integration bestimmt werden.

Beispiel. Betrachten wir die DGL
z" —2(1+tan’*t) z = 0.

Diese DGL hat eine Losung x; (t) = tant, dass aus der Identitéten

dta t L tan?t + 1
_ n = — = 1
dt cos?t

SWir betonen, dass W (t) und W (to) das gleiche Vorzeichen haben und somit ist ihr Verhiltnis
positive.

7



und
2

d
@tant:2tant(tan2t+l)

folgt. Somit erhalten wir aus (2.122)) mit a; =0

() = i
tant/  tan®t’

woraus folgt]|

dt
x:C’tant/t o = Ctant (—t —cott + C4).

an

Die Antwort kann auch in der Form
x =cytant + o (ttant + 1)

geschrieben werden, wobei ¢; = C'C; und ¢y = —C.

2.13 Losungsmethoden fiir homogene Systeme mit konstan-
ten Koeffizienten

Betrachten wir ein Normalsystem
¥ = Ax

wobei A € C™" ein konstanter Operator (bzw eine n x n Matrix) ist und z :
R — C" eine unbekannte Funktion. Nach Satz ist die allgemeine Losung dieses
Systems durch Linearkombination von n unabhiingige Losungen gegeben. In diesem
Abschnitt entwickeln wir die Methode fiir Bestimmung solcher Lésungen.

2.13.1 Spezieller Fall

Zunichst benutzen den Exponentialansatz fiir Losung: = = e*v wobei v ein Nicht-

Null-Vektor aus C” ist und A € C eine Konstante. Einsetzen diesen Ansatz in DGL
' = Ax ergibt
ety = eMAv,

also Av = Av. Erinnern wir uns daran, dass ein Nicht-Null-Vektor v, der die Gle-
ichung Av = \v erfiillt, als Eigenvektor von A bezeichnet wird. Der entsprechende

Wert von A heifit der Figenwert. Somit gilt folgendes.

Behauptung. Die Funktion x (t) = e v ist eine Lisung des Normalsystems ' =

Ax genau dann, wenn v ein Eigenvektor von A mit dem Figenwert X\ ist.

dt cos?t 1 —sin’t
/—2 - / > dt:/ = Dt
tan“t sin“t sin“t

= /di —/dt:—cott—t—i—Cl.
sin“t
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Es ist bekannt, dass A\ € C ein Eigenwert von A genau dann ist, wenn
det (A — \id) = 0, (2.123)

wobei id den Identitédtsoperator in C" bezeichnet. Diese Gleichung heif3t die charak-
teristische Gleichung des Operators A. Sie kann benutzt werden, um die Eigenwerte
von A zu bestimmen. Die Funktion

P () := det (A — \id)

ist ein Polynom von A von Grad n, das charakteristisches Polynom von A heifit.
Deshalb sind die Eigenwerte von A genau die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms P ().

Ist ein Eigenwert A\ schon bekannt, so kann ein Eigenvektor aus der Gleichung

(A—Xid)v =0 (2.124)

bestimmt werden. Wir betonen, dass Eigenvektor auf jeden Fall nicht eindeutig
ist, da mit jedem Eigenvektor v auch alle seine Vielfachen Eigenvektoren sind. Die
Menge von allen Losungen von ([2.124]) ist ein Unterraum, der ein Figenraum heifit;
bezeichnen wir ihn mit E). Ist A ein Eigenwert, dann gilt dim £, > 1. Man erhélt
genau k = dim E unabhingige Losungen in der Form z (t) = eMv, indem man k
unabhéingige Vektoren v in E) wihlt.

Satz 2.18 Hat ein Operator A € C™" n linear unabhingige Figenvektoren vy, ..., v,
mit den Eigenwerten A\, ..., \,, so stellen die folgenden n Funktionen

Moy, Mg, .., ety (2.125)

n linear unabhdingige Losungen von ' = Az dar. Somit ist die allgemeine Liosung
dieses Normalsystems durch die Identitit

z(t) =) CreMy (2.126)
k=1

gegeben, wobei C', ..., C, beliebige komplexe Konstanten sind.

Beweis. Wir haben schon gesehen, dass jede Funktion e*v;, eine Losung ist.

Da die Vektoren v, ...,v, linear unabhingig sind, so sind auch the Funktionen

n . . . . . . . .
{e’\ktvk} ,—; linear unabhéngig und somit stellen eine Basis im Raum von Losun-
gen dar, was zu beweisen war. m

Bemerkung. Folgendes ist aus linearer Algebra bekannt: hat der Operator A n
verschiedenen FEigenwerte, so sind deren FEigenvektoren unbedingt unabhiingig. In
diesem Fall ist Satz verwendbar. Noch ein Fall, wenn die Voraussetzungen
von Satz erfiillt sind, ist wenn der Operator A durch eine symmetrische reelle
Matrix dargestellt wird. In diesem Fall existiert immer eine Orthogonalbasis von
Eigenvektoren.
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Korollar 2.19 Sei A € R™" und nehmen wir an, dass A n verschiedene Figen-
werte hat. Ist A ein nicht-reeller Eigenwert von A mit dem Figenvektor v, so ist

X auch ein Eigenwert mit dem Figenvektor T, und die Funktionen e*v, N in der

Identitat (2.126|) konnen durch die reellwertigen Funktionen Re (e)‘tv), Im (e”v) er-

setzt werden. Nach Ersetzung in (2.126]) von allen Paaren e, eM mit nicht-reellen
Eigenwerten \ erhdlt man die allgemeine reelle Losung mit beliebigen reellen Kon-
stanten C4, ..., C,.

Beweis. Gilt Av = \v, so gilt durch die komplexe Konjugation auch
AT = Av = \v = )\,

wobel benutzt man, dass die Koeffizienten der Matrix A reell sind. Somit ist A
ein Eigenwert von A mit dem Eigenvektor 7. Die Werte A und X sind verschiedene
Elemente der Folge {1, ..., A\n}, 2.B. A = A\ und A = \,,,. Da alle Eigenwerte einfach
sind, es gilt v = const vy, und ¥ = const v,,,. Deshalb kénnen die Funktionen e*vy,
und e*v,, in durch die Funktionen u (t) = eMv und u(t) = v ersetzt
werden. Da

u=Reu+ilmu, uw=Reu—ilmu

und somit

u+u u—u
Reu = Imu =
2 2
so entstehen die Paare u,u und Reu,Im u auseinander durch Lineartransformatio-
nen. Daraus folgt, dass die linearen Hiillen der beiden Paaren gleich sind, also

span (u,w) = span (Reu, Imu) ,

und deshalb sind diese Paare in jeder Basis austauschbar. m

Beispiel. Betrachten wir das System

=y
y =z

und schreiben es in der Vektorform um:

x' = Ax

() ma-(20)

Das charakteristische Polynom ist

P()\):det<_1)\ _&):V—l,

wobei

die charakteristische Gleichung is A> — 1 = 0, und die Eigenwerte sind A\, = 1,
A2 = —1. Fiir den Eigenwert \; = 1 erhalten wir aus (2.124)) die folgende Gleichung

fiir den Eigenvektor v; = (§):
-1 1 a
(4 6) -
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was nur eine unabhéingige Gleichung a — b = 0 liefert. Wihlen a = 1 ergibt b = 1
und somit den Eigenvektor
1
V1 = <1> .

Analog fiir den Eigenwert Ay = —1 erhalten wir die folgende Gleichung fiir vy = (‘Z)

(1) G)-e

was dquivalent zu a + b = 0 ist. Daraus folgt

w (1)

Da v; und v, unabhéingig sind, erhalten wir die allgemeine Losung in der Form
1 1 C’let + Cgeft
t) = Cyet Che™ =
X( ) 1e (1) + 026 <—1) <01€t — Oge_t ’

x(t) = Cie' + Cre ™, y(t) = Cret — Chet.

also

Beispiel. Betrachten wir das Normalsystem

¥ =—y
y=x
0

Die Matrix des Systems ist A = ( 1

_01 ), und das charakteristische Polynom ist

P()\):det( 2 :i):A2+1.

Die charakteristische Gleichung ist A\*> + 1 = 0, woraus folgt, dass die Eigenwerte

A1 = 1iund Ay = —i sind. Fiir den Eigenwert A\; = i erhalten wir die folgende
Gleichung fiir den Eigenvektor v; = (§):

(34

die ist dquivalent zu ia + b = 0. Die Wahl a =i ergibt b = 1 und

i
V1 = 1 .
Somit ist die entsprechende Losung

() = et i —sint +icost
X =e = .
! 1 cost +isint



Die zweite komplexwertige Losung braucht nicht bestimmt werden, da wir mit Hilfe
von Korollar [2.19] zwei unabhéngige reelle Losungen erhalten:

—sint cost
Rex1:< t)und Imxlz(. t>’
cos sin

und somit auch die allgemeine reelle Losung
—sint cost —(Cysint + Cycost
x(¢) pRex G2 imx 1(C0St>+ 2(Sint) (C’lcost+C'gsint)

Beispiel. Betrachten wir das System

flj,
{ Y

Dieses System lisst sich sehr einfach losen wie folgt: ¥y = C; und = = Cit 4+ Cs, so

()-a()-e()

Allerdings kann diese Antwort mit Hilfe von Satz nicht erhalten werden. In der
Tat ist die Matrix des Systems
0 1
=(00)
das charakteristische Polynom ist

P(A):det( _oA _1A ) =\,

Y
0.

und die charakteristische Gleichung P (A\) = 0 liefert nur einen Eigenwert A\ = 0.
Den Eigenvektor v = (Z) von A\ = 0 wird aus der folgenden Gleichung bestimmt

(50) )

woraus folgt b = 0. Deshalb erhalten wir nur einen Eigenvektor v = (é

nur eine Losung (z) = ([1)) In diesem Fall existiert keine Basis aus Eigenvektoren,
und man braucht eine andere Methode.

) und somit

2.13.2 Exponentialfunktion von Operatoren

Wir erinnern und daran, dass eine skalare DGL 2/ = Ax, wobei A eine Konstante
ist, hat die allgemeine Losung x (t) = Cee’. In diesem Abschnitt definieren wir die
Exponentialfunktion e fiir lineare Operatoren A € C™*™ und benutzen sie um das
Normalsystem 2’ = Ax zu l6sen.
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Definition. Fiir jeden Operator A € C™*" definieren wir einen Operator e € C™*"
durch die Identitét

A? AF 2, Ak
A __ —
e _1d+A+—2! + ...+ i +..= ,? R (2.127)
=0

Man schreibt auch exp (A4) = e4.

Um diese Definition zu begriinden, miissen wir jedoch iiberpriifen, dass die Ex-
ponentialreihe (2.127) konvergiert. Da alle Potenzen A* Elementen von C™*" sind,
versteht man die Konvergenz der Reihe (2.127) im Sinn von der Normtopologie von
CTLXTL'

Satz 2.20 (a) Die Ezponentialreihe konvergiert fir alle A € C"*".
(b) Die allgemeine Losung des Normalsystems x' = Ax ist durch die Identitdt
x = e gegeben, wobei v € C™ ein beliebiger Vektor ist.

Beweis. (Vgl. Aufgabe 35). Betrachten wir das Anfangswertproblem

= Ax
{ (0 =, (2.128)

wobei v € C. Nach Satz existiert eine eindeutige Losung x (¢) auf R, und
v (1) = lim 2 (1),
wobei die Folge {x (t)} die Picarditeration ist, die durch die Regeln
o (t) = v,
Tr1 () = v+ /Ot Axy (s) ds

gegeben ist. Nach Induktion erhalten wir

1 (t) = v+tAv

zo (t) = v+tAv+ gAQU

¢ t*
xp(t) = v+tAv+ EAQU +..+ EAIC"U

so dass

0 (1) = (id iy “’24!)2 + ...(t‘;!) ) . (2.129)

Da die linke Seite einen Grenzwert fiir k — oo hat, konvergiert auch die rechte Seite.

Daraus folgt die Konvergenz der Reihe )2 % (vgl. Abschnitt , insbesondere

fiir t = 1 die Konvergenz von (2.127)), so dass e?* wohldefiniert ist. In der Identitiit
(2.129)) lassen wir £ — oo und erhalten

z(t) = (Z (t;j') ) v = e, (2.130)

k=0




Somit ist die Funktion ¢ + ey ein Losung von Anfangswertproblem (2.128). Da
jede Losung x (t) durch den Anfangswert v = x (0) eindeutig definiert ist, stellt e'‘v
die allgemeine Losung dar. m

Korollar 2.21 Sei A € C™*™.
(a) Die Matriz e*? ist eine Fundamentalmatriz des Normalsystems ' = Ax.
(b) Die Funktion X (t) = e erfiillt die DGL X' = AX fiir alle t € R.

Die Funktion x = z (t) nimmt die Werte wie {iblich in C" an, withrend X () eine
Funktion mit Werten in C"*" ist. Da die Produkt AX von zwei Operatoren sich
als ein linearer Operator X — AX im Vektorraum C"*" betrachten lisst, so ist die
Gleichung X’ = AX eine lineare DGL fiir C"*"-wertige Funktion X.

Beweis. (a) Sei {v;};_, die Standardbasis in C". Betrachten wir die Losungen
71 (t) = ey, ..., 2, (t) = ev, und bemerken folgendes:

1. Die Losungen 1, ...., x,, sind unabhéngig, da ihre Werte x; (0) , ..., 2z, (0) un-
abhéngig sind.

2. Der Spaltenvektor zy, (t) = ey ist die k-te Spalte der Matrix e in der
Standardbasis, da v, = (0, ...1, ...())T nur ein 1 auf Platz & hat.

Somit besteht die Matrix e aus den Spalten zy, (t), die n unabhingige Losungen
darstellen. Nach Definition ist e/ eine Fundamentalmatrix des Systems 2’ = Ax.

(b) Die Fundamentalmatrix X (¢) erfiillt immer die DGL X’ = AX, weil jeder
Spaltenvektor z; von X (t) die Gleichung x} = Az erfiillt. =

Bemerkung. Die Konvergenz von Exponentialreihe (2.127) kann auch direkt bewiesen
werden durch die Abschitzung
k
1Al
— k! )

Ak
b

die ergibt
AF = HAHk I1A]]
s D RS

k=0

>

k=0

und woraus die Konvergenz von > -, % folgt. Dann kann man zeigen, dass die Funktion ¢ — et/

differenzierbar ist und es gilt

Ay tAR & Rk .
(") :Z<(m) > :’;(kfl)!:AeA’

k=0

indem man sorgfiltig die Konvergenz der entsprechenden Reihen iiberpriift. Daraus folgen alle
andere Aussagen von Satz und Korollar

Beispiel. Sei A eine Diagonalmatrix

A =diag (M, ..., \p) =

Dann gilt fiir jedes £ = 0,1, ...

AF = diag (A}, ..., \))
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und o gine (4F
et = Z fog ;; %) = diag (eM', ..., eM").

k=0
01
A_<00).

Da A? = 0 und somit A* = 0 fiir alle k > 2, erhalten wir

A . B 1 ¢
e —1d—|—tA—<0 1).

Beispiel. Sei

Deshalb ist die allgemeine Losung von ' = Az wie folgt:

z (1) = e = ( (1) i ) (g:) _ (Cl 22(}215)’

wobei C1, Uy die Komponenten v und deswegen beliebige Konstanten sind.

Mit Hilfe von Satz ldsst sich die Losung von System 2’ = Ax auf Bestim-

mung von e zuriickfithren. Die Methoden fiir Bestimmung von e fir A € C*<"

besprechen wir in den nichsten Abschnitten.

2.13.3 Eine Eigenschaft der Exponentialfunktion

Definition. Man sagt, dass die Operatoren (Matrizen) A, B € C™*" kommutieren
(vertauschen) wenn AB = BA gilt.

Allgemeine kommutieren die Operatoren nicht. Sollen A und B kommutieren,
dann gelten fiir A und B verschiedene Identitéiten, wie fiir Zahlen, z.B., die binomis-
che Formel

(A4 B)* = A% + 2AB + B~ (2.131)

In der Tat gilt fiir beliebige Operatoren A, B € C"*"
(A+ B)?=(A+B)(A+ B) = A*>+ AB + BA + B?,
woraus folgt genau dann, wenn AB = BA.
Lemma 2.22 Kommutieren die Operatoren A und B, so gilt die Identitdit
eMB = AeB, (2.132)

Beweis. Der Beweis besteht aus einer Folge von Behauptungen.

Behauptung 1. Kommutiert jeder von Operatoren A,C mit B, so kommutiert
auch AC mit B.

In der Tat haben wir mit Hilfe des Assoziativgesetzes

(AC)B = A(CB) = A(BC) = (AB)C = (BA)C = B (AC).
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Daraus folgt, dass A* und B fiir jedes k = 0, 1, ... kommutieren, vorausgesetzt,
dass A und B kommutieren. Der Induktionsanfang fiir £ = 0 ist klar. Der Induk-
tionsschritt von k& — 1 nach k geht wie folgt. Da A, A*~! mit B kommutieren, so
kommutiert auch AA*! = AF mit B.

Behauptung 2. Kommutieren A und B, so kommutieren auch e und B.
Da A* und B kommutieren, wir erhalten

2, Ak =, A*B
o (G- (5
k=0 k=0
. BA* 2, Ak
- (5%)-+(54)-
k=0 k=0

Wir haben die folgenden Identitéiten benutzt:
(Z Ak) B=> AB
k=0 k=0
und
B <Z Ak) = BA
k=0 k=0

die fiir alle Operatoren B € C™™ und fiir alle konvergenten Reihen ), A; von
Operatoren Ay € C"*" gelten. In der Tat ist die (linke bzw rechte) Multiplikation
mit B ein linearer and somit stetiger (vgl. Abschnitt Operator in C"*" woraus
die beiden Identititen folgen.

Behauptung 3. Sind A (t) und B (t) differenzierbare Funktionen von R nach C"*",
so gilt
(A)B (@) =A(t)B(t)+A(t)B (t). (2.133)

In der Tat haben wir fiir jede Komponente

((AB)U)/ = <; AikBkj> = ;Angkj + ;AikBllcj
= (A'B),; +(AB),; = (A'B + AB')

ij )

woraus ([2.133|) folgt.
Jetzt konnen wir (2.132) beweisen. Betrachten wir die Funktion

F : R—-C™Y™
F(t) = etAetB

Ableiten die Funktion F' mit Hilfe von (2.133]) und Korollar und Anwendung
der Behauptungen 2 ergeben

F (t) = (etA)’etB+6tA (etB)’ = AetAetB 1 etABetB — AetAetB i BetAetB — (A+ B)F(t).
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Andererseits, nach Korollar erfiillt die Funktion
G (t) — et(A+B)

dieselbe Gleichung

G'=(A+B)G.
Da G (0) = F(0) = id, so sehen wir, dass die beiden Funktionen F' () und G ()
das gleiche Anfangswertproblem losen. Nach Eindeutigkeit der Losung von Satz
beschliefen wir, dass F'(t) = G () fiir alle ¢ € R. Insbesondere gilt F'(1) = G (1),
also edef = eATP was zu beweisen war. ®

Alternativer Beweis. Hier reiflen wir einen direkten algebraischen Beweis der Identitét

eAtB = ¢AeB um. Zunichst beweist man durch Induktion nach n die binomische Formel

n! -
(A+B)" = ZO mAkB ‘f (2.134)

(vorausgesetzt, dass A und B kommutieren) genauso, wie die klassische binomische Formel fiir
Zahlen. Dann erhilt man

A+B)" K& Akpnk
€A+B:ZO< Z{)kzok'n—

Andererseits benutzen wir die Cauchy-Produktformel (Cauchy-Faltung), die besagt, dass fiir ab-
solut konvergente Reihen (auch von Operatoren) die folgende Identitét gilt:

n=0 k+l=n n=0 k=0

Daraus folgt

0 Ak e Bl x© n Aan k

was zu beweisen war.

Bemerkung. Mit Hilfe von DGLen kann man auch andere interessante Eigen-
schaften der Exponentialfunktion beweisen, z.B. die Identitét

det eA — eSpurA

(vgl. die Ubungen).

2.13.4 Exponentialfunktion von einem Jordanblock

A

Hier bestimmen wir e”* wenn A ein Jordanblock ist.

Definition. Eine n x n Matrix J heif3t ein Jordanblock wenn sie eine Bidiagonal-
matrix mit der folgenden Form ist

Al 0
A
J = , (2.135)
A1
0 A
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wobei eine komplexe Zahl A auf der Hauptdiagonale steht, 1 auf der ersten oberen
Nebendiagonale steht, und alle anderen Elementen 0 sind. Die Zahl n heifit die
Dimension von Jordanblock J und A heifit der Eigenwert von J (offensichtlich, A ist
ein einziger Eigenwert von Matrix .J).

Wir bemerken, dass J = Aid +N wobei

0 1 0
0 -
N = (2.136)
0 1
0 0

auch ein Jordanblock mit Eigenwert 0 ist. Ein Jordanblock mit Eigenwert 0 heifit
nilpotenter Jordanblock.

Da die Matrizen Aid und N kommutieren (weil id mit allen Matrizen kommu-
tiert), erhalten wir nach Lemma

etJ — et/\idetN — etz\etN. (2'137)

Um €'V zu bestimmen, berechnen wir zunichst die Potenzen N2, N3, usw. Die
Elementen von Matrix N sind folgende:

1, fall j=1+1,
Nij = { 0, sonst,

wobei ¢ der Zeilenindex und j der Spaltenindex sind. Daraus folgt

& 1, falls j =i+2,
k=1

sonst,
k=i+1
j=k+1
also
0 0 1 0
N? = 1|,
.0
0 0

wobei die Elementen mit dem Wert 1 die 2-te obere Nebendiagonale bilden. Durch
Induktion erhalten wir, dass

N
0 1 0

k
NT = 1
0 0
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wobei die Elementen mit dem Wert 1 die k-te obere Nebendiagonale bilden, voraus-
gesetzt k < n, und N* = 0 falls k > n Daraus folgt

t t2 .. tn—l
L 5 5 - oo
ethid+iN+ﬁN2+ +LN"‘1: t; (2.138)
2! T (n—1)! o P
t
1!
0 1

wobei die Elementen mit dem Wert fc—k, die k-te obere Nebendiagonale bilden, k& > 0.

Kombinieren (2.138) und (2.137) ergibt folgendes.
Lemma 2.23 Sei J ein Jordanblock (2.135). Dann gilt fiir jedes t € R

DV 2PN 2 W % ) W N
e ¢ 9€ © o)
et = £2 A , (2.139)
21
t A
¢
0 et

wobei die Elementen mit dem Wert %e”‘ die k-te obere Nebendiagonale bilden, k =
0,....,n—1.

Nach Korollar stellen die Spalten der Matrix e/ unabhiingige Losungen
des Normalsystems ' = Jx dar. Somit erhalten wir die folgenden n unabhéngigen
Losungen:

M T At £2 At PN
€ ui 57€ 1€
t EY;
0 : :
1 (t) = , T2 (t) = O , L3 (t) = & ) y T (t) = g—|€)\t
[DY
o« o o _6
1!
0 0 0 e

2.13.5 Blockdiagonalmatrizen

Definition. Eine Matrix A heifit blockdiagonal wenn A die folgende Form hat:

0

AT‘*l
0

8 Jede Matrix A mit der Eigenschaft A¥ = 0 mit einer natiirlichen Zahl k heifit nilpotent. Deshalb
ist NV eine nilpotente Matrix, was mit dem Begriff “nilpotenter Jordanblock” iibereinstimmt.
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wobei Ay, ..., A, die Blocke von A, also quadratische Matrizen, sind (alle Elementen
von A auflerhalb der Blocke sind 0). In diesem Fall schreiben wir auch

A = diag (A4, ..., A;).

Lemma 2.24 Die folgende Identitdt gilt:

ediag(A1Ar) — Qiqe (eAl, o eAT) . (2.140)

Beweis. Offensichtlich haben wir
A* = diag (A’f, ...,Af) ,
woraus folgt
=1 =\ Ak A
A . k k . 1
e? = Z T diag (Al, e AT) = diag <Z T Z —'>
k=0 i=0 i=0
= diag (eAl, o eAT) .

Definition. Eine Matrix A heifit Jordan-Normalform, wenn A eine Blockdiagonal-
matrix ist und alle Blocke von A Jordanblocke sind, also

wobei J; Jordanblocke sind.

Nach Lemma [2.24] haben wir fiir eine Jordan-Normalform A
et = diag (6“1, ey etJT) ,

wobei die Blocke e'/* mit Hilfe von Lemma [2.23 bestimmt werden konnen. Mit Satz
2.20| (bzw Korollar [2.21]) erhalten wir explizit die allgemeine Losung von 2’ = Az.
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Beispiel. Losen wir das Normalsystem ' = Ax wobei

1100
0100
A=1900 21
000 2

Offensichtlich ist A eine Jordan-Normalform mit Jordanblocke

11 2 1
le(o 1) und JQZ(O 2)

Nach Lemma [2.23 erhalten wir

t t 2t 2t
e" te e te
et = < 0 o > und 2 = ( 0 o ) ,

und nach Lemma [2.24]

et tet 0 0
0 e 0 0
tA 1 th th\ _
e = diag (e le 2) = 0 0 2 2t
0 0 0 e

Nach Korollar liefern die Spalten der Matrix e*4 unabhiingige Losungen, und
die allgemeine Losung ist ihre Linearkombination:

et tet 0 0
0 et 0 0
z(t) = 4 0 + Cs 0 + Cj o2 + Cy 1o
0 0 0 et
et + Cotel
Cget
Cg€2t + C4t€2t
C4€2t

2.13.6 Anwendung von Jordan-Normalform von Operatoren

Sei die Folge b = {by, ba, ..., b, } eine Basis in C". Fiir jeden Vector x € C" bezeichnen
wir mit xé’ die Komponenten von x in der Basis b, also

T = xl{bl + x3b2 + ..+ .CL'ben = Zx?bj.
j=1

Bezeichnen mit 2® den Spaltenvektor (xl{, e mZ)T, der den Vektor z in der Basis b

darstellt. Ahnlich definiert man fiir jeden Operator A € C™*™ eine n x n Matrix A®,
die den Operator A in der Basis b darstellt, also folgendes gilt fiir jedes x € C™:
(Az)" = A2, (2.141)
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wobei der Ausdruck A’z® das Produkt von der nxn Matrix A® und den Spaltenvektor
2 ist.

Die Operationen von Addition und Multiplikation iiber Operatoren stimmen mit
dieselben Operatoren iiber Matrizen iiberein, d.h.

(A+B)"=A"+B" und (AB)" = A"B".

Daraus folgt, dass auch
(M)’ = e,

Man kann die Identitt (2.141) benutzen um die Elementen von A® zu bestimmen.
Die j-te Spalte von A® ist gleich

0
AP 1| = AR = (Aby)°
0
wobei der Wert 1 an der Stelle j steht. Somit erhalten wir die Regel:

die j-te Spalte von A® stimmt mit dem Spaltenvektor Ab; in der Basis by, ..., b,
tiberein.

Es folgt, dass
AP = ((Ab)" | (Ab)" | - | (b))

Beispiel. Sei A ein Operator in C?, der in der Standardbasis e = {e1, es} durch die

Matrix
e (01
= (V)

gegeben ist. Betrachten wir die Basis b = {by, by} wobei

61261—62 und b2:€1+€27

d.h.
(&) (& ]‘
bl_(—l) unde—(l)
Dann gilt
e (01 1 (-1 .
o= (Vo) ()= () =
und

Daraus folgt
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und somit

und

y [ -1 0
A_<O 1).
A

Jetzt berechnen wir den Operator €', zunichst in der basis b und danach in der
Basis e. Da A’ eine Diagonalmatrix ist, erhalten wir

tA\b oAb -t 0\ et 0
(1) = ¢ —eXp<0 t>_(0 ).

Jetzt berechnen wir (etA)e. Da (el)b = Gg) so erhalten wir

ap-pa-(5 ) ()~ ()

Daraus folgt, dass

—t t
A e e
e'ey = —b —b
1 5 1+ 52
ot t

e
= 7(61—62)4—5(614—62)

= (cosht)e; + (sinht) e,

¢4 e [ cosht
@) = (St )

Analog erhalten wir (62)b = (—1/2)7

und

1/2
—t 1 _—t
A \Nb by (et 0 -1/2\ ([ —3e
und
¢ t
A e e
= ———b;+—=b
e e 5 1+ 5 b2

= (sinht)e; + (cosht) es,
sinh ¢
cosht |-
Deshalb erhalten wir

e e e cosht sinht
(@) = ()" | (eHea)) = (St sobe ),

Folglich ist diese Matrix die Fundamentalmatrix des Normalsystems

=y
y =u
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und die allgemeine Losung davon ist
r\ C cosht L C sinht \ ([ Cjcosht+ Cysinht
y ) '\ sinht 2\ cosht ) — \ C;sinht+ Cycosht /-

Eine allgemeine Matrix lésst sich immer durch einen Basiswechsel auf eine Jordan-
Normalform zuriickfithren, und zwar nach dem folgenden Satz aus Linearer Algebra.

Satz von Jordan. Fir jeden Operator A € C"™" existiert eine Basis b in C",
derart, dass die Matriz A® eine Jordan-Normalform ist.

Die Basis b heifit die Jordan-Basis von A, und die Matrix A® heiit die Jordan-
Normalform von A.

Sei J ein Jordanblock von A’ mit dem Eigenwert A und der Dimension p. Der
Jordanblock J besitzt in der Matrix A° p nacheinander stehenden Spalten (und
Zeilen). Bezeichnen wir die Nummern von diesen Spalten mit j + 1,7+ 2,....7 +p
und setzen

Vg = 04k fir k = 1, P
Die Teilfolge {vy,...,v,} von Basisvektoren heifit die Jordankette von J. Wir beto-

nen, dass die ganze Basis b eine disjunkte Vereinigung von allen Jordanketten in A°

1st.
Offensichtlich haben wir

L JH+2 e Gt
1 ! 1
0
A1 0 — j+1
Ab =
. 1
0 A — j+p
0

Die (j 4 1)-te Spalte dieser Matrix ist offensichtlich gleich Ab;i; = Avy. Fir k =
2,...,p ist die (j + k)-te Spalte von A® gleich

Abjip + bjpp—1 = Avg + vp_1.

Andererseits stimmt die (j + k)-te Spalte von A” mit dem Vektor Avy in der Basis
b iiberein. Somit erhalten wir die folgende Gleichungen

A'Ul = )\Ul
AUQ = )\UQ + v
Avg = )\’Ug"i‘ (%) (2142)

Avy, = Avp+ vp_1 -
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Insbesondere ist v; ein Eigenvektor von A mit dem Eigenwert A. Die Vektoren
Vg, ..., Up, die die Gleichungen erfiillen, heiflen die Hauptvektoren von A: v,
ist Hauptvektor der Stufe 2, vs ist Hauptvektor der Stufe 3, usw. Somit besteht jede
Jordankette von Dimension p aus einem Eigenvektor und p — 1 Hauptvektoren.

Satz 2.25 Betrachten wir ein Normalsystem x' = Ax wobei A € C™. Sei A die
Jordan-Normalform von A in Jordan-Basis b. Dann liefert jeder Jordanblock J der
Matriz A® mit der Jordankette {vy, ...,v,} und mit dem Eigenwert \ genau p linear
unabhdngige Losungen von x' = Ax wie folgt:

(21 (t) = Moy
1y (t) = M (vy + %vl)
x3 (t) = M <U3 + Lvg + gvl) (2.143)

-1
xp (t) = e <Up + %Upfl + ...+ ‘(5_1)!7)1>

\

Die Menge von n Lésungen, die von allen Jordanketten von A® stammen, ist linear
unabhdngig und somit stellt eine Basis im Vektorraum der Losungen dar.

Beweis. In der Basis b haben wir nach Lemmas 2.23] und 2.24]

0
At o tA P~ A
e 7€ —1n°¢
At
tAb e
(& ey
t tA
ﬂe
0 et)\

wobei der Block in der Mitte gleich €'’ ist. Nach Satz liefern die Spalten von
4" 1 linear unabhéingige Losungen der DGL 2/ = Axz. Von den Spalten von et
withlen wir die p Spalten des Blocks /. Die erste Spalte des Blocks e/ ergibt uns
die Losung

z1 (1) = eMuy,
die zweite Spalte ergibt die Losung

t
Ty (t) = eMuy + Fe”vl

usw., die k-te Spalte mit k = 2, ..., p ergibt die Losung
tk‘fl

t
Tk (t) = 6)\t’Uk -+ ﬁe)\tvk—l + ...+ me’\tvl,
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was zu beweisen war. ®

Um Satz anwenden zu konnen, muss man fiir gegebene Matrix die Jordan-
Normalform und die Jordan-Basis bestimmen. Die Jordan-Normalform kann man
hiufig bestimmen, indem man die algebraischen und geometrischen Vielfachheiten
von Eigenwerten vergleicht. Sei A\ ein Eigenwert des Operators A € C"*". Bezeich-
nen wir mit m die algebraische Vielfachheit von A\, d.h. die Vielfachheit von A als
einer Nullstelle des charakteristischen Polynoms’| P (z) = det (A — zid).

Sei b die Jordan-Basis von A. Kommt A\ genau m’ mal auf der Hauptdiagonale
von A® vor, so hat das charakteristische Polynom P (z) = det (Ab —z Id) die Form

P(z)=(z— )\)m/ Q@ (z), wobei @ ein Polynom ohne Nullstelle A ist. Daraus folgt,
dass die Vielfachheit von \ beziiglich P gleich m/ ist, und somit

m =m.

Andererseits ist m’ gleich die Summe von den Dimensionen von allen Jordanblocken
von A’ mit dem Eigenwert )\, woraus die folgende Regel folgt:

m = die Summe von Dimensionen aller Jordanblocke mit Eigenwert A

Bezeichnen mit g die geometrische Vielfachheit von A\, d.h. die Dimension des
Eigenraums von \:

g = dimker (A — \id),

wobei ker B bezeichnet den Kern (=Nullraum) des Operators B. Man kann g auch
definieren als die maximale Anzahl von linear unabhéngigen Eigenvektoren von A.
Da jeder Jordanblock genau einen Eigenvektor aus der Jordan-Basis liefert, so er-
halten wir, dass

g = die Anzahl von Jordanblocken mit Eigenwert .

Insbesondere gilt ¢ < m, und die Identitit g = m erfolgt genau dann, wenn alle
Jordanblocke mit dem Eigenwert A Dimension 1 haben.
Betrachten wir einige Beispiele von Anwendungen des Satzes

Beispiel. Losen wir das System

L (21

Das charakteristische Polynom ist

2—-A 1

P(/\):det(A—)\id):det( 1 4

):)\2—6/\+9=(A—3)2,

Um P (2) zu bestimmen, stellt man den Operator A in einer Basis b als eine Matrix A dar,
und danach berechnet P (z) = det (Ab —z id). Wir betonen, dass das charakteristische Polynom
unabhéngig von der Wahl der Basis b ist. In der Tat, ist &’ eine andere Basis, so wird die Beziehung
zwischen die Matrizen A” und AY durch die Identitit A® = CAY C—! gegeben, wobei C' die Trans-

formationsmatrix des Basiswechsels ist. Daraus folgt, dass A® — zid = C (Abl — zid) C—! und

somit det (A° — zid) = det Cdet (A — wid) det O = det (4 — zid).
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und der einzige Eigenwert ist \; = 3 mit der algebraischen Vielfachheit m; = 2. Die
Gleichung fiir Eigenvektor v ist

(A= Xid)v =0

(5 1)(5) e

was dquivalent zu —a + b = 0. Die Losung dieser Lineargleichung ist 1-dimensional,
so dass g; = 1. Wahlen a = 1 und b = 1 ergibt den Eigenvektor

(1),

und alle anderen Eigenvektoren von A; = 3 sind seine Vielfachen. Da nur ein
Jordanblock mit dem Eigenwert \; = 3 existiert, ist die Jordan-Normalform wie

folgt:
31
03 )

Nach Satz erhalten wir zwei unabhéingige Losungen

also fiir v = (‘;)

i (t) = e
2o (t) = € (tvy +v9),

wobei vy die Hauptvektor der Stufe 2 ist, also erfiillt vo die Gleichung

(A — /\ld) Vo = V1.

(2 0)06)-0)

was dquivalent zu —a + b = 1 ist. Wihlen a = 0 und b = 1 ergibt

(1)

Somit erhalten wir zwei unabhéngige Losungen

Fiir vy = (Z) erhalten wir

und die allgemeine Losung

_ o Ci+ Gt
IE(t)—leE1+C’2$2—€ (C1+Cg(t+1) .
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Beispiel. Gegeben sei das System

2 1 1
=1 -2 0 -1 |z
2 1 2
Das charakteristische Polynom ist
2—-X2 1 1
P(\) = det(A—\id) = det -2 =X -1

2 1 2-2)
= N4 -5 F2=2-N(\-1).

Die Eigenwerte sind A\; = 2 mit m; = 1 und Ay = 1 mit my = 2. Die Eigenvektoren
von A; erfiillen die Gleichung

(A—)\lld)’l) = 0,
also fiir v = (a,b,¢)"
0 1 1 a
-2 -2 -1 b | =0,
2 1 0 c
und somit
b+c=0
—2a—2b—c=0
2a + b= 0.

Die drei Gleichungen sind abhéingig (wie man erwartet), aber jedes Paar von Gle-
ichungen ist unabhéngig. Deshalb ist die Losung 1-dimensional, also g; = 1. Wihlen
a = 1 und 16sen die Gleichungen ergibt b = —2, ¢ = 2 und somit den Eigenvektor

Da g3 = my = 1, es gibt nur 1 Jordanblock von A\; = 2, und er ist 1-dimensional.
Deshalb erhalten wir aus ([2.143)) eine Losung

zy(t) =e* | =2
2

Die Eigenvektoren von Ay = 1 erfiillen die Gleichung

(A—)\Qld)v = 0,
also fiir v = (a,b,¢)"
1 1 1 a
9 1 1 b | =o,
2 1 1
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und somit

a+b+c=0
—2a—b—c=0
2a +b+c=0.
Dieses System hat nur eine unabhiéingige Losung a = 0, b = 1, ¢ = —1, die den
Eigenvektor ergibt
0
v = 1
-1

Deshalb g; = 1, und somit gibt es nur einen Jordanblock mit dem Eigenwert Ay = 1,

der muss ( (1) 1 ) sein. Nach Satz [2.25| ergibt dieser Jordanblock zwei Losungen

und
x3 (t) = et (tvy + v9) ,

wobei vy der zweite Hauptvektor von A, ist, also vy von der Gleichung
(A — )\2 ld) Vg = V1

bestimmt werden muss. Fiir vy = (a, b, c)T erhalten wir das Gleichungsystem

1 1 1 a 0
-2 -1 -1 b | = 1 ,
2 1 1 c -1
also
a+b+c=0
—2a—b—c=1

2a+b+c=—-1.
Das System hat die Losung a = —1, b =0, ¢ = 1, die ergibt

-1
Vo = 0
1
und die dritte Losung der DGL
-1
z3(t) = e (tvy +vg) = €' t
1—1
Somit erhalten wir die allgemeine Losung
01€2t — C36t
xz ('[J) = 011'1 + 02372 + 03.7}3 = —ZC'lezt + (CQ + Ogt) €t

201€2t + (03 - 02 - Ogt) et
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Korollar 2.26 Sei A € C ein Eigenwert des Operators A € C"™ mit der alge-
braischen Vielfachheit m und geometrischen Vielfachheit g. Dann liefert A genau m
linear unabhdngige Losungen des Systems x' = Ax in der Form

z(t) =M (ug + urt + ... + ugt®), (2.144)

wobei s = m — g und u; die unbekannte Vektoren aus C" sind, die durch Finsetzen
von dem Ansatz in die DGL ©' = Ax bestimmt werden konnen.

Die Menge von allen n Losungen, die man mit Hilfe von allen Eigenwerten in
der Form erhdlt, ist unabhdngig.

Bemerkung. In Anwendungen setzt man den Ansatz in die DGL z' =
Az und lost sie beziiglich der unbekannten Werte wu;;, die die Komponenten der
Vektoren u; sind. Die Antwort enthilt m beliebige Konstanten, und die Losung
(2.144]) erscheint als eine Linearkombination von m unabhingigen Losungen.

Beweis. Seien py, .., p, die Dimensionen von den allen Jordanblocken mit dem
Eigenwert A. Wir wissen schon, dass

g
Z p; =m.
j=1

Deshalb ist die gesamte Anzahl von linear unabhiingigen Losungen, die von Satz
fiir den Eigenwert A geliefert werden, gleich m. Wir zeigen jetzt, dass alle Losung

von Satz den Ansatz (2.144)) erfiillen. In der Tat hat jede Losung von Satz

die Form
v () = P, (1)

wobei P; (t) ein vektor-wertiges Polynom von Grad < p; — 1 ist. Es bleibt nur zu
zeigen, dass p; — 1 < s, und das folgt aus der Identitét

Z(pj—l): (ij>_9:m_9:5-
| |

Beispiel. Betrachten wir noch einmal das System

, (21
xr = _14 Z,

das nur den Eigenwert A = 3 hat und zwar mit m =2 und g = 1. Dam — g = 1,
ergibt Korollar den folgenden Ansatz fiir die allgemeine Losung;:

z(t) = e (u+ tv)
wobei v und v unbekannte Vektoren sind. Dann gilt nach Produktregel

o' =3e¥ (u+ tv) + e¥v =¥ (3u+ (3t + 1)v),
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und Einsetzen z (t) und 2’ (¢) in die Gleichung ergibt
Bu+ (3t+1)v=A(u+tv).

Da diese Gleichung linear in ¢ ist, es reicht sie fiir zwei Werte von t zu erfiillen. Wie
nehmen ¢ — oo und ¢ = 0, was ergibt

Av = 3v
Au=3u-+wv

Deshalb ist v ein Eigenvektor und u ist zweiter Hauptvektor. Die beiden haben wir

schon berechnet:
v = ! U = 0
S\ )

aber jetzt brauchen wir alle Werte von u und v, also

() o) +o()

Daraus folgt, dass die allgemeine Losung ist

w0 = (a())ral)) reu(y))

Cit + Oy
— 3t . 2.145
¢ (Cl(t+1)+02> (2.145)

Beispiel. Am Ende betrachten wir inhomogenes System

, 2 1 3t
x:(_l 4)x+(_€e3t) (2.146)

und erinnern uns daran, dass nach Satz die allgemeine Losung durch die Iden-
titét
2 (1) = X (1) / X (1)) B (#) dt (2.147)

gegeben ist, wobei X (f) die Fundamentalmatrix des homogenen Systems ist und
B (t) die Storfunktion ist. Die zwei unabhiingige Losungen des homogenen Systems

sind .
t
m(t) = egt(l)’ 72 () = <t+ 1)’

die aus ([2.145) mit C} = 0 bzw Cy = 0 folgen. Somit ist die Fundamentalmatrix

1t
_ 3t
X=e (1 t+1)
0 m(t+1
X " =e <_1 1)
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Nach (2.147)) erhalten wir die allgemeine Losung von ([2.146)):

ooy (1t [ t+1 —t et
z(t) = e (1 t+1)/e ( 11 ><—e3t dt
2t +1
(1 m) (75"
_ 24+t +C
- 1 t+1 =2t + Cy

t—t2+C, +t0y
—t—t*+C+(t+1)Cy

3 Das Anfangswertproblem fiir allgemeine DGLen

In diesem Kapitel beweisen wir unter bestimmten Voraussetzungen die Existenz und
Eindeutigkeit der Losung des allgemeinen Anfangswertproblems

{x’:f(t,x),

T (to) = X29-

3.1 Lipschitz-stetige Funktionen

Wir brauchen den Begriff von Lipschitz-Funktionen. Sei €2 eine offene Teilmenge
von R”".

Definition. Eine Funktion f :  — R™ heifit Lipschitz-stetig, falls es eine Kon-
stante L gibt, derart, dass fiir alle z,y € €2

If (@) = F Wl < Lz -yl (3.1)

Die Konstante L heif3t Lipschitz-Konstante von f in ). Eine Lipschitz-stetige Funk-
tion heifit auch Lipschitz- Funktion.

Da alle Normen in R™ (bzw R™) #quivalent sind, ist die Lipschitz-Bedingung
unabhéngig von der Wahl der Normen in R™ und R™, obwohl der Wert der Lipschitz-
Konstante L jedoch von den Normen abhiingt. Offensichtlich ist jede Lipschitz-
stetige Funktion stetig (sogar gleichmiBig stetig).

Beispiel. Die Funktion f (z) = ||z als eine Abbildung von R™ nach R ist Lipschitz-

stetig weil nach der Dreiecksungleichung

[zl =Nyl < llz = vl

Die Lipschitz-Konstante ist offensichtlich gleich 1. Bemerken Sie, dass die Funktion
f (x) nicht differenzierbar an x = 0 ist.

Definition. Funktion f : Q — R™ heif3t lokal Lipschitz-stetig, falls es fiir jedes
xo € Q ein e > 0 gibt, derart, dass die Kugel B (zg, €) eine Teilmenge von € ist und
f|B(wo,e) Lipschitz-stetig ist.
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Wir betonen, dass der Wert der Lipschitz-Konstante in der Kugel B (z,¢) ab-
héingig von der Kugel sein darf.

Folgendes Lemma liefert viele Beispiele von lokal Lipschitz-stetigen Funktionen.
Bezeichnen wir mit f; wie iiblich die Komponenten von f.

Lemma 3.1 (a) Seien B eine Kugel in R™ und f : B — R™ eine differenzierbare

Funktion. Gilt fiir alle partielle Ableitungen af’“
sup | =— fk <M (3.2)
B .',U]

mit einer Konstanten M, so ist die Funktion f Lipschitz-stetig mit einer Lipschitz-
Konstanten L = L (M).

(b) Seien Q) eine offene Teilmenge von R™ und f : Q0 — R™ eine stetig differen-
zierbare Funktion. Dann ist f lokal Lipschitz-stetig.

Wir benutzen die folgende Eigenschaft von Funktionen in R".

Claim (Mittelwertsatz ) Sei g eine differenzierbare Funktion von einer Kugel B C R"
nach R. Dann fiir jede x,y € B existiert £ € [x,y|, derart, dass

G —g@) =3 (%9 (©) (y; — ;). (3.3)

Hier ist [z, y] das geschlossene Intervall (die Verbindungsstrecke) zwischen z und
y in R", also
[z, y] ={(1 =)z +ty:t<[0,1]}.
Sind z,y Elementen der Kugel B = B (z,r), so enthilt B auch ganzes Intervall
[z,y], da fiir jedes t € [0, 1]

A=tz +ty—zl = [[(A-1)(z—2)+t(y—2)| (3.4)
< (A=)lz—z+tlz— =
< (1=t)r+tr=r.

Deshalb ist fiir jedes & € [z, y] der Wert 5—9 (€) in 1; wohldefiniert.

Beweis. Im Fall n = 1 stimmt die obige Behauptung mit dem klassischen Mit-
telwertsatz fiir differenzierbare reellwertige Funktionen auf einem Intervall iiberein.
Um (3.3) fiir n > 1 zu beweisen, betrachten wir die Funktion

h(t)=g(x+t(y—x)) firte0,1].

Die Funktion h (t) ist auf [0, 1] differenzierbar und somit existiert nach dem ein-
dimensionalen Mittelwertsatz ein 7 € (0, 1), derart, dass

9(y) —g(x) =h(1) = h(0) =h (7).

Da nach der Kettenregel
Z 9
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so erhalten wir (3.3) mit { =z +7(y —x). =
Beweis von Lemma (a) Nach (3.3) erhalten wir fiir k-te Komponente

fr von f und fiir jede z,y € B
af; k
; 3.9
fk ( Z ax] y]) ’ ( )
wobei & € [x,y]. Abschitzung von partiellen Ableitungen nach ({3.2) ergibt

i (@) = fe ()] < MYy =y = Mllx =yl

J=1

woraus folgt
1f (@) = f ) lloo < M|z = yll1.

Da alle Normen in R" #quivalent sind, koénnen die Normen ||| und |||, durch
eine gegebene Norm ersetzt werden, woraus die Lipschitz-Bedingung folgt mit der
Konstanten L = C'M, wobei die Konstante C' von der gegebenen Norm abhéingt.

(b) Da 2 offen ist, so fiir jedes x € Q existiert € > 0, so dass die Kugel B (z,¢)
Teilmenge von 2 ist. Durch Reduzierung von ¢ kénnen wir voraussetzen, dass die
abgeschlossene Kugel

B(z,e)={y eR": |z —y| < ¢}

auch Teilmenge von () ist. Da die Komponenten f; stetig differenzierbar sind, so
sind die partielle Ableitungen 3 9fx stetig und somit in B (z, ) beschrénkt. Nach (a)
Tj

erhalten wir, dass f Lipschitz-stetig in B (x,¢) ist, was zu beweisen war. m

Beispiel. 1. Die Funktion f (x) = 2% auf R ist lokal Lipschitz-stetig da sie stetig
differenzierbar ist. Aber diese Funktion ist nicht Lipschitz-stetig: die Differenz

[f () = f W)l = [z =yl |z +y]

kann durch L |x — y| nicht abgeschétzt werden, weil |z + y| beliebig grof} sein kann.
2. Die Funktion f (x) = v 22 + 1 auf R ist Lipschitz-stetig, weil ihre Ableitung

X

PO = 7as

die folgende Ungleichung erfiillt: |f’ (x)| < 1. Insbesondere ist 1 eine Lipschitz-
Konstante von f ().

3. Die Funktion f () = |z ist Lipschitz-stetig auch mit der Lipschitz-Konstanten
1, aber nicht differenzierbar.

Wir brauchen eine Verallgemeinerung von Lipschitz-Stetigkeit wie folgt. Sei
f (t,z) eine Abbildung von einer offenen Teilmenge Q@ C R"™! nach R™, wobei
teR, z€R" und (¢t,z) € Q.

Definition. Funktion f (¢, z) heifit Lipschitz-stetig in x, wenn es eine Konstante L
gibt, so dass fiir alle (¢,z), (t,y) € Q

1f (&) = F )l < Lz -yl (3.6)
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D.h., fiir jedes t € R ist die Funktion f (¢, ) Lipschitz-stetig mit einer unabhéingigen
von t Lipschitz-Konstanten L.

Die gleiche Definition gilt wenn ¢ eine Variable der hoheren Dimension ist, z.B.
aus R'.

Eine Teilmenge Z von R™*! heifit Zylinder, falls Z = I x B, wobei I ein Intervall
in R und B eine (offene oder abgeschlossene) Kugel in R™ sind. Der Zylinder ist
abgeschlossen genau dann, wenn die beiden Mengen [ und B abgeschlossen sind
(und offen, wenn die beiden I und B offen sind).

Wir benutzen die folgenden Bezeichnungen fiir Intervalle und Kugeln:

I(t,0):=(t—0,t+6), I(t,0)=I[t—0,t+7]
und

B(a,r)={y €R": |z —yl| <r}, Bz,r)={yeR": [z —y| <r}.

Definition. Funktion f (¢,2) heifit lokal Lipschitz-stetig in z, falls es fiir jedes
(to, z0) € Q2 Konstanten €, > 0 gibt, derart, dass der Zylinder

Z = ](to,é) X B ($0,€)
Teilmenge von (2 ist und f auf Z Lipschitz-stetig in = ist (vgl. Fig. .

Figure 17: Zylinder Z

Lemma 3.2 (a) Seien Z ein Zylinder in R"™ und f (t,z) : Z — R™ eine differen-
zierbare in x Funktion. Sind alle partielle Ableitungen % beschrinkt in Z, so ist
die Funktion f Lipschitz-stetig in x. '

(b) Seien Q eine offene Teilmenge von R" und f : Q — R™ eine stetig differen-
zierbare in x Funktion. Dann ist f lokal Lipschitz-stetig in x.

105



Beweis. (a) Sei Z = I x B. Fiir jedes t € [ ist die Funktion f (¢,-) : B — R™
differenzierbar, und die partiellen Ableitungen ng’; sind beschrénkt in B mit einer
unabhéngigen von ¢ Konstante M. Somit erhalten wir nach Lemma dass die
Funktion f (¢,-) Lipschitz-stetig ist mit einer Lipschitz-Konstanten L = L (M), die
auch unabhéingig von t ist. Deshalb ist die Funktion f : Z — R™ Lipschitz-stetig in
x.

(b) Da ) offen ist, existiert fiir jedes (o, x¢) € € ein Zylinder

Z = I(t()?(S) X B(xo,é),
der eine Teilmenge von (2 ist, und auch der abgeschlossene Zylinder
7 =1 (to,0) x B (x¢,¢)

eine Teilmenge von 2 ist. Da die partielle Ableitungen ng’; stetig in {2 sind, sind sie

beschrinkt in Z und deshalb in Z. Nach (a) ist die Funktion f auf Z Lipschitz-stetig
in z, und somit ist f auf € lokal Lipschitz-stetig in z. =

3.2 Existenz und Eindeutigkeit fiir Normalsysteme

Betrachten wir jetzt ein allgemeines (nicht-lineares) Normalsystem

= f(tz), (3.7)

wobei f eine gegebene Funktion von n + 1 Variablen mit Werten in R" ist. Also,
f:Q — R™ wobei Q eine offene Teilmenge von R™™! ist, und das Paar (¢, z) mit
einem Punkt in R"*! identifiziert wird wie folgt:

(t,z) = (t,x1, ..., ) -

Erinnern wir uns daran, dass eine Losung von eine Funktion z : I — R" (wobei
I ein Intervall ist) mit folgenden Eigenschaften ist:

1. z (t) ist differenzierbar fiir jedes t € I;

2. (t,x (t)) € Q fiir jedes t € [;

3. 2/ (t) = f(t,x (t)) fiir jedes t € 1.

Betrachten wir auch das Anfangswertproblem

{ v =fte), (3.8)

Xz (to) = Tog,

wobei (tg, zo) ein gegebener Punkt in  ist. Eine Funktion x : I — R" ist eine Losung
von falls = eine Losung von auf Interval I ist, to € I und x (to) = . Der
Graph der Losung z (t) ist eine Integralkurve von (3.7)), die durch den Punkt (to, zo)
geht.

Jetzt konnen wir einen Hauptsatz formulieren.

Satz 3.3 (Hauptsatz) (Satz von Picard-Lindelsf) Sei die Funktion f(t,z) in €
stetig und lokal Lipschitz-stetig in x.

(a) Das Anfangswertproblem hat eine Lésung fiir jedes (to, xg) € €.

(b) Sind x (t) und y (t) zwei Lisungen von (3.8)), dann gilt x (t) =y (t) im gemein-
samen Definitionsbereich von x und y.
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Bemerkung. Nach Lemmal3.2] kann die Voraussetzung von lokal Lipschitz-Stetigkeit
von f in x durch die stetige Differenzierbarkeit von f in x ersetzt werden. Fiir bes-
timmten Anwendungen ist es jedoch wichtig, dass die Funktion f nicht unbedingt
differenzierbar sein muss.

Bemerkung. Alternativ kann man die Voraussetzungen von Satz wie folgt
formulieren: sei die Funktion f(¢,x) stetig in ¢ und lokal Lipschitz-stetig in .
Da in einem Zylinder Z um x die Lipschitz-Konstante L unabhéngig von t ist, ist
Funktion f in Z stetig in = gleichmifig beziiglich . Zusammen mit der Stetigkeit
in ¢ ergibt dies die Stetigkeit in (¢, x).

Bemerkung. Vergleichen wir Satz [3.3| mit Satz 2.1, wo man das Anfangswertprob-

lem
¥ =A(t)x+ B(t)
{ 2 (to) = 2o (3.9)

fiir lineares Normalsystem betrachtete, wobei A : I — R™" und B : [ — R"
stetige Funktionen auf einem Interval I sind. Die lineare Gleichung hat die Form

' = f(t,z) fur

ft,z)=At)x+ B(t).
Offensichtlich ist die Funktion f stetig im Definitionsbereich 2 = I x R". Sie ist
auch stetig differenzierbar in x da

ofr
5 = A (1)

Deshalb ist Satz verwendbar und ergibt die Existenz und Eindeutigkeit der
Losung von in einem Teilintervall I’ von I. Satz[2.1] besagt allerdings, dass die
Losung von auf ganzem Intervall I existiert, was offensichtlich stéirker ist, als
die Behauptung von Satz

Bemerkung. Ohne Lipschitz-Bedingung, aber doch unter der Voraussetzung von
Stetigkeit von f, gilt die Existenz der Losung von (3.8)) (Satz von Peano), aber nicht
die Eindeutigkeit, was man unterhalb sehen kann.

Beispiel. Betrachten wir das Anfangswertproblem

{ v = /la] (3.10)

z(0) =0

(vgl. Abschnitt [1.3). Die Funktion z (¢) = 0 ist offensichtlich eine Losung, sowie
auch die Funktion s
2t t>0
= 477 -
z (1) { ~2 <o,

Deshalb es gibt mindestens zwei Losungen von (3.10) (vgl. Fig. [18)).
Die Eindeutigkeit gilt nicht, weil die Funktion f (¢,z) = 4/|z| nicht Lipschitz-
stetig in der Nihe von 0 ist. Ahnlich hat das folgende Anfangswertproblem



Figure 18: Die Integralkurven von (|3.10))

auch mehrere Losungen, vorausgesetzt o € (0,1), und die Funktion f (¢t,2) = |z|®
ist auch nicht lokal Lipschitz-stetig.

Beispiel. Betrachten wir jetzt das Anfangswertproblem

' = |z]
{ 2 (0) = 2 (3.11)

wo die Funktion f (t,z) = |z| Lipschitz-stetig in z ist. Die Eindeutigkeit gilt fiir
(3.11)) und die eindeutige Losung ist

elxg, x>0
v (t) = { e tay, w9 <0

(vgl. Fig. [19).
Fiir den Beweis von Satz brauchen wir die folgende Behauptung.

Fixpunktsatz von Banach. Seien (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum und
T: X — X eine Kontraktionsabbildung, d.h. , es gilt

d(Tz,Ty) < qd (z,y) (3.12)

fiir eine Konstante q € (0,1) und fir alle x,y € X. Dann besitzt T genau einen
Fizpunkt, also einen Punkt x € X so dass Tx = x.

Beweis. Wihlen wir einen beliebigen Punkt zg € X und definieren nach Induktion eine
Folge {z,} -, durch
Tpt1 =12y, n=0,12 ..

Wir beweisen, dass die Folge {z,} konvergiert und der Grenzwert ein Fixpunkt von T ist.
Bemerken wir, dass

d (mn+1; xn) = d(TiL’n,TZL'n,1) < qd (l'n; xnfl) .
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Figure 19: Die Integralkurven von (3.11])

Durch Induktion erhalten wir, dass
d(zpt1,2n) < ¢"d(x1,20) = Cq", (3.13)

wobei C' = d (z1,x0) . Daraus folgt, dass {z,} eine Cauchy-Folge ist. In der Tat, fiir jede m > n
erhalten wir nach Dreiecksungleichung und ([3.13)), dass

d(mmaxn) S d($n7xn+1) + d(xn+17xn+2) + ... + d(fIJm,l,‘fL’m)
S C (qn + anrl 4o +qm71)
< C"> g
k=0
_ G
= 1 _q,

Insbesondere gilt d (2, z,) — 0 fir n,m — oo, was bedeutet, dass {x,} eine Cauchy-Folge ist.
Nach der Vollstiandigkeit von (X, d), konvergiert jede Cauchy-Folge. Somit konvergiert die Folge
{z,} gegen einen Punkt a € X, also x,, — a. Daraus folgt, dass

d(Tzy,Ta) < qd(xp,a) =0

und somit T'z,, — Ta. Andererseits Tx,, = x,,4+1 — a, was ergibt Ta = a. Also, a ist ein Fixpunkt.
Sind a, b zwei Fixpunkte, so gilt es nach (3.12))

d(a,b) = d(Ta, Th) < qd (a,b),
was nur dann moglich ist, wenn d (a,b) = 0 und somit ¢ = 0.0

Bemerkung. Der Beweis des Fixpunktsatzes ergibt die folgende Methode um den
Fixpunkt zu bestimmen bzw anzunihern. Man fingt mit einem beliebigen Punkt
xo an und bildet induktiv die Folge von Ndherungslosungen wie folgt:

Tpr1 = Txy,

die gegen Fixpunkt konvergiert. Diese Methode wurde in Beweis von Satz [2.1] be-
nutzt aber ohne den Fixpunktsatz.

Wir fangen den Beweis von Satz mit der folgenden Behauptung an.
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Lemma 3.4 Sei die Funktion f : Q2 — R™ in stetig. Set x : I — R" eine
stetige Funktion auf einem Intervall I, so dass to € I und (t,z (t)) € Q fir jedes
t € I. Dann lost die Funktion x (t) das Anfangswertproblem genau dann, wenn
x (t) die folgende Integralgleichung erfillt:

z(t) =x0 + /t f(s,xz(s))ds. (3.14)

Beweis. Lost z (t) (3.8)), so folgt es aus der Gleichung =’ = f (¢,z (t)), dass 2’ (¢)

stetig ist, so dass man kann diese Gleichung integrieren und somit erhalten

Zf@@—é}@uw@

mm—%:[f@wmw,

woraus folgt. Umgekehrt, sei = eine stetige Funktion, die (3.14]) erfiillt. Die
rechte Seite von ([3.14)) ist in ¢ differenzierbar; deshalb ist z (¢) auch differenzierbar.
Ableiten von ([3.14) ergibt 2’ = f (¢, ), und die Anfangsbedingung z (ty) = z, folgt
offensichtlich aus j3.14 .

Beweis von dem Satz (a) Wir bilden einen vollstéindigen metrischen
Raum (X, d) und eine Selbstabbildung 7" von X, so dass die Gleichung Tz = =
dquivalent zum AWP (3.8)) ist. Ist T eine Kontraktionsabbildung so erhalten wir die
Existenz der Losung nach Fixpunktsatz von Banach.

Um den Raum (X, d) zu definieren, benutzen wir die lokale Lipschitz-Bedingung.
Seien ¢, d, L die Konstanten aus der lokalen Lipschitz-Bedingung an (to,xo); also,
der Zylinder

und

Z = [t[)—é,to—'—é] X§<I0,€>

ist eine Teilmenge von  und die Funktion f (¢,z) ist auf Z Lipschitz-stetig in z,
d.h. f erfiillt die Ungleichung

If (t,2) = f ()l < Lz =yl (3.15)
fiir alle t € [tg — §,to + ] und z,y € B (29, ). Wihlen wir ein r,
0<r<y,
das spéter angegeben wird, und bezeichnen
I=[to—rto+7] und J = B (zg,¢).
Sei X die Menge von allen stetigen Funktionen x : I — J, also

X ={x:1— J:xist stetig}
(vgl. Fig. [20).

Definieren wir einen Integraloperator 7" auf Funktionen x € X durch die Identitét

Tx(t):xo—i—/t £ (5,2 (s)) ds. (3.16)
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J=B(x0,€)|

N

V_/
1= [to-r tot+ r]
to'd tO to+d t

v

Figure 20: Die Funktionen z : I — J

Wir mochten es zu sichern, dass T eine Selbstabbildung von X ist, d.h., v € X
impliziert Tx € X. Bemerken wir, dass fiir jede Funktion x € X und fiir alle
s € I der Punkt (s, (s)) in Q liegt, so dass das Integral in fiir jedes t € I
wohldefiniert ist. Somit ist die Funktion 7'z (t) auf ganzem Intervall I definiert.

Diese Funktion ist offensichtlich stetig. Es bleibt nur zu zeigen, dass die Werte von
Tx (t) in J liegen, d.h.

|Tx (t) — xo|| < e fiir alle t € I. (3.17)

Fiir jedes t € I, we haben nach (3.16)

[T () = ol

/t:f(s,x(S))ds

t
< [ fsaolds
to
< sw (o)l
sel,xeJ
< M,

wobei
M := sup |f(s,z)] <oo.
(s,x)eZ
Wir betonen, dass M unabhéngig von r definiert ist. Jetzt setzen wir voraus, dass

r noch eine Bedingung erfiillt:
€

< —,
"M
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Dann ist offensichtlich erfiillt und somit erhalten wir, dass Tz € X.

Nach Lemma 16st eine Funktion z € X das AWP genau dann, wenn
Tz = x, also, wenn z ein Fixpunkt von 7' ist. Die Existenz von einem Fixpunkt
von T wird mit Hilfe von Fixpunktsatz von Banach bewiesen. Dafiir miissen wir die
Menge X in einen vollstéindigen metrischen Raum umwandeln, so dass die Abbildung
T eine Kontraktion ist.

Definieren wir die Funktion auf X x X wie folgt:

d(z,y) = sw e () =y Ol

fiir alle z,y € X.

ClaimDie Funktion d ist eine Metrik (Abstandfunktion) auf X, und der metrische
Raum (X,d) ist vollstindig.

Uberpriifen wir zunichst die Axiome von Metrik.

1. d(z,y) > 0 und d (x,z) = 0 genau dann, wenn x = y.

2. d(z,y) =d(y, )
3. d(z,y) <d(z,2) +d(z,y).
In der Tat, sind die 1. und 2. Axiome offensichtlich, und das 3.Axiom folgt aus

lz (@) =y @) < llz (&) = 2@l + 12 () =y @O

Jetzt zeigen wir, dass der metrische Raum (X, d) vollstindig ist, d.h. jede
Cauchy-Folge in (X,d) konvergiert. Sei {x;} eine Folge aus X. Die Konvergenz
x — x beziiglich d bedeutet, dass d (zy,z) — 0, also

sup [z (t) — x ()] — 0,
tel

was genau mit der gleichmifligen Konvergenz z;, = = auf [ iibereinstimmt. Sei
{x)}-, eine Cauchy-Folge in (X, d), also

A (4, 2) = sUp 5 (1) — 2 (£)]| = 0 fiir &, m — o0, (3.18)
tel

Es folgt, dass fiir jedes t € [
[k (t) — @m () ]| — 0 fiir k,m — oo,

also {xy (1)} eine Cauchy-Folge in R" ist. Deshalb konvergiert diese Folge gegen
einen Vektor aus R", den wir mit = (¢) bezeichnen, so dass

xy (t) — x (t) fir k — oo

fiir jedes t € I. Da xy (t) € J und J abgeschlossen ist, erhalten wir auch x (t) € J,
so dass x eine Abbildung von I nach J ist.
Es bleibt noch zu beweisen, dass x stetig ist und

sup ||z (t) — z (t)|| — 0 fiir & — oo, (3.19)
tel

was bedeutet wird, dass {z}} gegen z in (X, d) konvergiert. Umschreiben wir die

Bedingung (3.18) wir folgt:
Ve >03dN :Vk,m >N Vtel |ag(t) —zn ()] <e.
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Fiir m — oo (wihrend ¢, k und ¢ fixiert sind) erhalten wir
Ve>03dN :VE>N Vtel |a(t) —z ()| <e,

woraus folgt. Insbesondere ist x (¢) ein gleichméBiger Grenzwert von stetigen
Funktionen x), (das heifit 2, = x), woraus folgt, dass z (t) stetig ist.

Jetzt sichern wir, dass die Abbildung 7" : X — X eine Kontraktion ist. Fiir
beliebige Funktionen x,y € X und fiir jedes t € I, gilt = (t),y (t) € J, woraus folgt
mit Hilfe von Lipschitz-Bedingung , dass

[T () =Ty ()] =

to to
t
< 1f (5,2 (s)) = [ (s,y(s))] ds
t
Ot
< [ Ll -yl ds
to
< th—to|SUII>||33($)—y(8)||
sE
< Lrd(z,y),
und somit
4T, Ty) = sup [T (1) — Ty (8)]| < Lrd (z,).
tel
Setzen wir voraus, dass
1
r< Z,

und erhalten, dass 7" eine Kontraktion ist. Nach Fixpunktsatz von Banach, hat die
Gleichung T'x = x eine Losung x € X, die nach Lemma auch das AWP ({3.8)
16st.

Wir betonen, dass die gefundene Losung x (t) auf dem Intervall [tq — 7, to + 7]
definiert ist, vorausgesetzt, dass r die folgenden drei o.g. Bedingungen erfiillt:

€ 1
0 <4, r<— —
<r< TS r<L,
wobei die Konstanten ¢, §, L aus der lokalen Lipschitz-Bedingung an (¢, xo) kommen,

also, der Zylinder B
Z = [t[) - (5,t0+(5] X B(I’o,c?)

ist eine Teilmenge von €2, f ist in Z Lipschitz-stetig in x mit einer Lipschitz-
Konstanten L, und M = supy || f]|. Z.B., man kann immer nehmen

r = min (5 e 1 ) (3.20)

"M 2L

(b) Seien z (t) und y (t) zwei Losungen des Anfangswertproblems (3.8), die auf
einem / C R definiert sind. Wir miissen beweisen, dass z = y auf I. Wir kénnen
annehmen, dass I offen ist, da aus der Identitét x (f) = y (¢) im offenen Intervall
auch die gleiche Identitéit an den Grenzpunkten folgt.
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Seien ¢ und § wir im Teil (a). Nach der Stetigkeit von x und y, es existiert
p € (0,0) so dass
I':=(to—p,to+p) C I

und - -
z(I') C B(xg,e) und y (I') C B (xg,¢).

Die beiden Losungen z,y erfiillen die Integralgleichung

z(t) = o —i—/t f(s,z(s))ds,

fir alle ¢ € I’. Deshalb erhalten wir fiir die Differenz z (t) := ||z (t) — y ()| die
folgende Ungleichung

z(t) = llz () —y (O] <

/t If(s,z(s)) — f(s,y(s))]ds|.

Da die beiden Punkte (s,z (s)) und (s,y(s)) Elementen von Z sind, ergibt die
Lipschitz-Bedingung

1 (5,2 (s)) = f (s, (DI < LIz (s) —y ()]l

/t:z(s) ds|

Nach Gronwall-Lemma (Lemma beschlieflen wir, dass z (t) = 0, woraus die
Gleichheit © = y auf I’ folgt.

Es bleibt noch zu beweisen, dass x (t) = y () fiir alle ¢t € I. Betrachten wir eine
Teilmenge von [:

woraus folgt

z(t) <L

E={tel:x(t)=y()},
und zeigen, dass die Menge E abgeschlossen sowie auch offen in I. Die Abgeschlossen-
heit ist offensichtlich: ist {¢;} eine Folge aus E so dass t, — t € I fiir k — oo, dann
gilt x (t;) = y (tx) fiir alle £ und somit nach Stetigkeit von z und y auch z (t) = y (¢),
alsot € E.

Um die Offenheit zu beweisen, wihlen ein t; € F und zeigen, dass es ein p > 0
gibt, so dass (t; — p,t1 + p) C E. Bezeichnen wir mit z; den gemeinsamen Wert
x (t1) = y (t1) und bemerken, dass die beiden Funktionen x (¢) und y () das gleiche
Anfangswertproblem

{ ¥ = f(t )

xXr (tl) =T

losen. Nach dem obigen Teil von Beweis, erhalten wir x (t) = y () auf einem Intervall
(t1 — p,t1 + p) C I mit p > 0. Daraus folgt (t; — p,t1 + p) C E, und somit die
Offenheit von FE.

Letztlich benutzen wir das Faktum, dass jedes Intervall I zusammenhingend
ist, was genau bedeutet, dass die einzigen Teilmengen von I, die gleichzeitig offen
und abgeschlossen in I sind, sind die Leermenge ) und I. Da die Menge E offen,
abgeschlossen und nicht leer ist (weil ¢ty € F), so beschlieflen wir, dass F = I, was
Zu beweisen war.
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Die Zusammenhéngendkeit eines Intervalls I beweist man wie folgt. Sei E C I offen und
abgeschlossen. Wir miissen zeigen, dass entweder E oder das Komplement E¢ = I \ E leer ist.
Angenommen das Gegenteil gilt, d.h., die beiden Mengen E und E*° sind nicht leer, und wihlen
einige Punkte ag € F und by € E°. Setzen wir ¢y = % so dass ¢y € I. Dann gehort ¢y zum E
oder zum E°. Aus zwei Intervalle [ag, col, [co,bo] wiihlen wir ein Intervall, wessen Endpunkte zu
verschiedenen Mengen E, E¢ gehoren, und es mit [ay, b1] bezeichnen, so dass a; € F und by € E°.
Dann holen wir dieses Argument wieder, indem wir ein Intervall [as, bs] bilden, das eine Hilfte
von [ay,by] ist, und as € E, by € E°. Durch Induktion erhalten wir eine Intervallschachtelunﬂ
{lak, br]}rey, wobei ap € E, by € E° und |by —ay| — 0. Nach Intervallschachtelungsprinzip
existiert ein x € [ay, by| fiir alle k. Offensichtlich gilt « € I. Da ay — = und E abgeschlossen ist, so
gilt x € E. Da by — x und E° abgeschlossen ist, so gilt auch 