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1. Fundamentalsatz der Algebra - verschiedene Beweise

Literatur: [59], [39]
Der Fundamentalsatz von Algebra besagt folgendes: jedes Polynom

P(z)=2"4+az" ' +.. +ap1z+a,=0

von Grad n > 1 mit komplexen Koeffizienten hat mindestens eine komplexe Nullstelle;
d.h. 32 € C mit P (z) = 0.

Dieser Satz hat viele Anwendungen in ganzer Mathematik. Zum Beispiel, mit Hilfe
von dem Fundamentalsatz der Algebra beweist man, dass jede Matrix einen komplexen
Eigenwert hat. Noch eine Folgerung von dem Fundamentalsatz der Algebra: das Polynom
P (z) zerféllt in ein Produkt aus Linearfaktoren:

P(z)=(z—2z)(z2—2) ... (2 — 2zp)
mit komplexen z1, ..., z, (wobei z; alle Nullstellen von P sind).

Es gibt eine Menge von verschiedenen Beweisen des Fundamentalsatzes der Algebra,
zum Beispiel, mit Hilfe von:

e Verwendung von dem Ezxtremwertsatz auf die Funktion z — |P (2)], indem man
zeigt, dass das Minimum von dieser Funktion gleich 0 ist;

e Verwendung von der Theorie von symmetrischen Polynomen;

e Verwendung von dem Begriff von Windungszahl aus Topologie;

e Verwendung von der Theorie von analytischen Funktionen von komplexen Vari-
ablen;

und viele andere.

Die Aufgabe ist hier einige von solchen Beweisen darzustellen und Anwendungen zu
erwahnen.
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2. Approximationssatz von Weierstrafl. Beweise und Anwendungen

Literatur: [19], [46], [47].

Der Approximationssatz von Weierstrafl besagt folgendes: fiir jede stetige reellwertige
Funktion f : [a,b] — R auf einem kompakten Intervall [a,b] gibt es eine Folge {P,} von
Polynomen die gegen f gleichméBig auf [a, b] konvergiert, d.h.

P, = f auf [a,b] firn— oo

oder, aquivalent,

sup |P, — f| — 0 fiir n — oo.
[a,]

Die Aufgabe ist hier einige Beweise von diesem Satz und Anwendungen darzustellen.
Es gibt die folgenden Beweise:

mit Hilfe von Bernstein-Polynomen;
mit Hilfe von dem Gesetz der groffen Zahlen (Wahrscheinlichkeitstheorie);
mit Hilfe von Taylorreihe fiir (1 + z)"?;

und viele andere.
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3. Satz von Stone-Weierstrall und Anwendungen

Literatur: [46], [47], [19]

Der Satz von Stone-Weierstraf} ist eine Verallgemeinerung von dem Approximation-
ssatz von Weierstrafl. Sei K ein kompakter metrischer Raum. Die Menge C' (K) von allen
stetigen Funktionen auf K ist nicht nur ein Vektorraum sondern auch eine Algebra da das
Produkt zweier stetigen Funktion wieder stetig ist. Sei U eine Unteralgebra von C (K)
mit den folgenden Eigenschaften:

(1) U trennt die Punkte von K, d.h. fiir alle =,y € K, x # y gibt es eine Funktion
w€ U mit u(z) #u(y).

(2) U verschwindet in keinem Pinkt, d.h. fiir jedes © € K gibt es eine Funktion
w e U mit u(x) # 0.

Der Satz von Stone-Weierstrafl besagt, dass unter diesen Voraussetzungen die Unter-
algebra U dicht in C' (K) beziiglich der sup-Norm liegt. D.h. fiir jede Funktion f € C (K)
gibt es eine Folge {u,} von Funktionen aus U mit

u, = f fir n — oo.

Der Approximationssatz von Weierstraf folgt aus dem Satz von Stone-Weierstrafl wenn
K = [a,b] und U die Menge von allen Polynomen ist.

Die Aufgabe ist den Satz von Stone-Weierstrafl mit Beweis und Anwendungen darzustellen.
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4. Das Spernersche Lemma und Anwendungen (Fixpunktsatz von Brouwer,
Lebesgue’sche Uberdeckungsdimension)

Literatur: [19, Ch.11], [22]
Sei T' eine Triangulierung eines Dreiecks ABC, z.B. wie auf dem Bild:

Eine Spernersche Farbung

Nehmen wir an, dass alle Knoten von T in einer der drei Farben 1,2, 3 nach den folgenden
Regeln gefarbt sind:

(1) Die Ecken A, B, C haben jeweils die Farben 1,2,3

(2) Alle Knoten auf der Seite AB haben die Farben 1 oder 2, auf der Seite AC' — 1
oder 3, auf der Seite BC' — 2 oder 3.

(3) Die Knoten im Inneren des Dreiecks haben beliebige Farben.

Solche Farbung heifit die Spernersche Farbung. Das Lemma von Sperner besagt fol-
gendes: unter der obigen Voraussetzungen gibt es mindestens ein Dreieck von T, deren
Eckpunkte alle unterschiedlich gefirbt sind (wie das schraffierte Dreieck auf dem Bild).
Dartiber hinaus ist die Anzahl von solchen Dreiecken immer ungerade.

Es gibt auch die hoherdimensionale Verallgemeinerung des Lemmas wo man von einer
Triangulierung eines Simplex spricht.

Eine von wichtigsten Anwendungen von dem Lemma von Sperner ist der Fizpunktsatz
von Brouwer, der besagt, dass eine stetige Selbstabbildung einer abgeschlossenen Kugel K
in R™ immer einen Fixpunkt besitzt. Gleiches gilt fiir jede kompakte konvexe Teilmenge
K von R™. Fiir nicht-konvexe Mengen gilt den Fixpunktsatz nicht: zum Beispiel, in einem
Kreisring gibt es eine Selbstabbildung ohne Fixpunkt: eine Rotation.

S
////\\

Eine Rotation des Kreisringes hat keinen Fixpunkt
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Die Aufgabe ist einen Beweis von dem Spernerschen Lemma darzustellen als auch
einige Anwendungen, z.B.

e Fixpunktsatz von Brouwer;
e Lebesgue’sche Uberdeckungsdimension.

Man darf alle Aussagen und Beweise in Dimension 2 darstellen (d.h. in R?).
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5. Fixpunktsatz von Schauder und Anwendungen

Literatur: [25], [19, Ch.11].

Fiir eine Selbstabbildung f : X — X einer Menge X definiert man einen Fizpunkt als
einen Punkt x € X mit f (z) = x.

Aus Analysis I-IT kennt man den Fixpunktsatz von Banach: eine Kontraktionsabbil-
dung in einem vollstandigen metrischen Raum hat immer einen Fixpunkt. In Thema 4
wurde der Fixpunktsatz von Brouwer erwahnt.

Der Fizpunktsatz von Schauder ist eine Verallgemeinerung des Fixpunktsatzes von
Brouwer fiir co-dimensionale Raume. Sei V' eine topologischer Vektorraum (méglicherweise
oo-dimensional). Sei K eine kompakte konvexe Teilmenge von V. Dann hat jede stetige
Selbstabbildung von K einen Fixpunkt.

Man bemerke, dass eine abgeschlossene Kugel in co-dimensionalen Raumen nicht kom-
pakt ist, obwohl konvex, und der Fixpunktsatz in dieser Situation nicht gilt. Zum Beispiel,
fir die Einheitskugel K = {z € H : ||z|| < 1} im oco-dimensionalen Hilbertraum H gibt
es eine stetige Selbstabbildung ohne Fixpunkt. In der Tat, sei {e;},-, eine orthonormale
Basis in H. Definieren wir eine stetige lineare Abbildung A : H — H mit Ae, = exy1 and
setzen

f(x)zl__

Dann ist f|x eine stetige Selbstabbildung der Kugel K ohne Fixpunkt.

Der Fixpunktsatz von Schauder hat eine Menge von Anwendungen in Analysis. Eine
Modifizierung davon heifit Fixpunktsatz von Leray-Schauder, die in der Theorie von Dif-
ferentialgleichungen verwendet wird.

Die Aufgabe ist den Fixpunktsatz von Schauder mit Beweis darzustellen und Anwen-
dungen zu erwahnen.
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6. Hyperkomplexe Zahlen: Quaternionen und Oktonionen

Literatur: [13], [35]

Die komplexen Zahlen lassen sich als Vektoren/Punkte in R? betrachten. Die Addition
von komplexen Zahlen stimmt mit Addition im Vektorraum R?, aber die Multiplikation
von komplexen Zahlen ist ganz besonders: fiir Vektoren (a,b) und (z,y) € R? definiert
man ihres Produkt als komplexen Zahlen wie folgt:

(a,b) (z,y) = (ax — by, ay + bx) .

Die Multiplikation ist kommutativ, assoziativ, und besitzt die Einheit (1,0). Aber die
Haupteigenschaft von dieser Multiplikation ist dass sie eine inverse Operation besitzt, die
eine Division heifit. D.h fiir komplexe Zahlen z und w mit w # 0 gilt es eine Zahl Z so
dass
z
w— = z.
w

Die Menge R? mit dieser Multiplikation bezeichnet man mit C.
Man fragt ob eine solche Multiplikation in R™ mit n > 2 moglich ist. Die Antwort ist
wie folgt.

(1) Es gibt eine Multiplikation mit Division in R?%, und diese Multiplication ist as-
soziativ aber nicht kommutativ. Die Menge R* mit dieser Multiplikation beze-
ichnet man mit Q, und die Elemente von Q heiflen Quaternionen (manchmal
benutzt man fiir Q die Notation H, fiir Hamilton-Zahlen).

(2) Es gibt eine Multiplikation mit Division in R®, und diese Multiplication ist weder
assoziativ noch kommutativ. Die Menge R® mit dieser Multiplikation bezeichnet
man mit @, und die Elemente von O heiflen Oktonionen.

(3) In R™ mit n ¢ {1,2,4,8} gibt es keine Multiplikation mit Division.

Jede Quaternion z € Q lassen Sie sich wie folgt darstellen:
z=a+bi+cj+dk

wobei ¢ = (0,1,0,0), 7 = (0,0,1,0) und k& = (0,0,0, 1) die imagindren Einheiten sind. Es
gibt die folgenden Regeln von Multiplikation:
2 = k=1,
1] = k, jk=1, ki=j
Ji = —k, kj=—, tk=—j
Die Teilen a 4 bi von Quaternionen sind nicht anderes als komplexe Zahlen.
Die Aufgabe ist die Konstruktion von Q und O darzustellen, insbesondere mit Beweis
von Existenz von Division, als auch eine Anwendung anzugeben. Z.B. die Quaternionen

haben eine schone Anwendung zur Beschreibung von Rotationen in R?: jede Rotation in
R3 entspricht zur imaginidren Quaternion bi + ¢j + dk.
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7. Zerlegung von Rechtecken in verschiedene Quadrate

Literatur: [49], [10], [16]

Es ist sehr einfach ein Rechteck R mit ganzzahligen Seiten in kleinere Quadrate {K;}
zu zerlegen, aber es ist hoch nichttrivial wenn alle K; verschiedene Grofie haben sollen.
Da ist eine Zerlegung von einem Quadrat in 28 verschiedene Quadrate:

| 164
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200 178 215
75
247
s | 72
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2% 8 [ 47| 76| 154
)
230- =

Der Hauptsatz von dieser Theorie besagt folgendes: ein Rechteck R lasst sich in ver-
schiedene Quadrate genau dann zerlegen wenn die Seiten von R kommensurabel sind. Es
gibt interessante Beziehungen von dieser Theorie mit den Fibonacci- Zahlen als auch zu
Kirchhoffschen Regeln fiir elektrische Netzwerke.

Die Aufgabe ist den Hauptsatz darzustellen, Beispiele von Zerlegungen zu zeigen, und
einige Anwendungen anzugeben.
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8. Fibonacci-Zahlen und verschiedene Anwendungen

Literatur: (6], [44], [56], [57].
Definieren wir eine Folge {u,} ~, per Induktion wie folgt: u; = uy =1 und

Upio = Up + Upy1 VR 2> 1.

Die Elemente der Folge {u,} heifien Fibonacci-Zahlen. Diese sind 1,1,2,3,5,8, 13,21, 34
usw. Die Fibonacci-Folge {u,} hat eine Menge von interessanten Eigenschaften, z.B. wie
folgt.

(1) Fiir jedes n > 1

(5 -(59)

U, ~ —=®" fir n — o0©

V5

Es folgt, dass

wobel & = 1+2‘/5.

(2) Fiir jedes z € (—®~ 1, @71)

> T

g unx”:—2
l—ax—=x

n=1

(3) Es gilt die Identitét
uf + u% + ...+ ui = UpUp+1

(4) Fiir jede natiirliche Zahl a gibt es eine eindeutige Folge {a,,},, von Zahlen 0

und 1 so dass
a= E Oy,

Dartiber hinaus gilt o, a1 = 0 fiir alle n > 1. Zum Beispiel, 19 =13+ 5+ 1 =
ug + us + uz so that die Folge {«,} ist {1,0,0,1,0,1}.

(5) Bezeichnen wir mit (a,b) den groften gemeinsamen Teiler von ganzen Zahlen a
und b. Dann gilt die Identitat

(U,n, um) = U(n,m)-
(6) Alle ungerade Teiler von usg, 1 haben die Form 47 4 1 fiir ein [ € N.
(7) Sei p eine Primzahl. Hat p der Form 5] + 1 fiir I € N so ist u,—1 durch p teilbar.
Hat p der Form 5! & 2 so ist w1 durch p teilbar.
(8) Es gilt
n 1
ourl =1+ 1_|_—1

" 1+ 1+.1.,%

wobei der Kettenbruch genau n — 1 Zeichen + hat.

Die Fibonacci-Zahlen haben auch Anwendungen in Geometrie und in Suchtheorie.
Die Aufgabe ist hier die verschiedenen Eigenschaften von Fibonacci-Zahlen und einige
Anwendungen darzustellen.
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9. Differenzengleichungen (Rekursionsgleichungen)

Literatur: [5], [8], [15], [42]

Eine lineare Rekursionsgleichung ist eine Gleichung fiir unbekannte Folge {u,} -, der
Form

Uy, + A1 Up—1 + AUp_2 + ... + QpUp—m = by, (1)

die fir alle n > m erfillt werden soll. Hier m ist eine gegebene natiirliche Zahl, die
die Ordnung der Gleichung heifit, {a;},., und {b,},.,, sind die gegebenen Folgen von
reellen oder komplexen Zahlen, und die Folge {u,} ist zu bestimmen. Zum Beispiel, die
Fibonacci-Folge erfiillt die Gleichung der Ordnung 2

Uy — Up—1 — Up—g = 0.
Die homogene Gleichung
Uy + A Up—1 + QoUpy—9 + ... + QG Uy, = 0 (2)
lasst sich wie folgt 16sen. Betrachten wir zuerst das charakteristische Polynom
PA) = A"+ a N+ 4 ap,.

Jede Nullstelle A von P bestimmt eine Losung von (2) wie folgt: u, = A". Gibt es m
verschiedene Nullstellen Ay, ..., A, von P so erhalten wir die folgenden Losungen von (2)

Uy = CLA] + .. + Cr A, (3)

wobei (', .., C,, beliebige komplexe Koeffizienten sind. Man zeigt, dass in diesem Fall alle
komplexe Losungen von (2) in der Form (3) darstellbar sind. Wenn alle Ay reell sind,
so mit reellen Koeffizienten Cj erhalten wir alle reelle Losungen von (2). Fiir allgemeine
komplexe Nullstellen \j gibt es eine Methode wie man alle reelle Losungen erhélt.

Im Fall wenn die Anzahl von verschiedenen Nullstellen von P weniger als m ist (d.h.
when die Nullstellen die Vielfachheit > 1 haben) gibt es eine kompliziertere Darstellung
von allgemeiner Losung von (2).

Es gibt eine Methode wie man die Gleichung (1) 16sst im Fall wenn b, = @ (n) wobei
(@ ein Quasipolynom ist.

Die Aufgabe ist die Losungsmethoden von (1) und (2) mit Beispielen darzustellen.
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10. Isoperimetrische Ungleichungen

Literatur: [11], [54]

Sei ) eine beschriankte offene Menge in R?. Angenommen, dass der Rand 9 eine
glatte Kurve ist, bezeichnen wir mit L die Lange von dieser Kurve und mit F' den
Flacheninhalt von Q. Es ist bekannt, dass immer

L* > 4nF. (4)
Zum Beispiel, ist ) eine Kreisscheibe von Radius R, dann gelten L = 27 R, F = 7R? und
somit L? = 47 F, d.h. der Fall von Gleichheit in (4). In anderen Worter, die Kreisscheibe
hat die kleinste Lange des Randes unter allen Gebieten mit dem gleichen Fléacheninhalt.

Die ahnlichen Ungleichungen gelten in R". Zum Beispiel, sei () eine beschrankte offene
Menge in R3 mit Volumen V. Ist der Rand 9% eine glatte Fliche mit dem Flicheninhalt
F so gilt die Ungleichung

F3? > 6\/7V, (5)
wobei die Gleichung fiir eine Kugel gilt.

Die Aufgabe ist den Beweis von der isoperimetrischen Ungleichung (4) (und moglicherweise
auch von (5)) darzustellen.
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11. Hausdorff-Maf3 und Hausdorff-Dimension

Literatur: [20], [41].
Hausdorff-Mafl wird auf einem metrischen (M, d) Raum definiert. Fiir jede Menge
A C M and fiir positiven Zahlen «, 0 setzen wir

H.s(A) =inf {Z diam (Bg)® : U By D A und diam By, < § }
keN keN

wobei diam (B) der Durchmesser von B ist. Jetzt definieren wir das dufere Hausdorff-
Mayj$ von Dimension o mit
H,(A) = (1511% H.s(A).

Man beweist, dass H, ein MaBl auf der o-Algebra B (M) von von Borel-Teilmengen von
M ist.

Man kann auch beweisen, dass H,, auf B (R") mit dem Lebesgue-Mafl der Dimension
n bis zur multiplikativen Konstante iibereinstimmt.

Die Werte H, (A) liegen immer in [0, co] und, fiir eine fixierte A, sind monoton fallend
in a. Man definiert die Hausdor{f-Dimension dimy (A) von A mit

dimy (A) :=inf{a: H, (A) =0} =sup{a: H, (A) = oo} .
Zum Beispiel, fiir nicht-leere offene Menge A in R™ gilt
dimg (A) = n.

Fiir die Cantor-Mange

gilt

dim (C) = log; 2 = 0,63093...
Es gibt auch hoherdimensionale Analoga von Cantor-Menge die als Fraktale bezeichnet
werden, zum Beispiel, wie auf dem Bild

Sierpinski-Dreieck

Die Aufgabe ist die Theorie von Hausdorff-Mafl und -Dimension darzustellen und zwar
mit Anwendungen zu den Fraktalen.
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12. Satz von Baire (bairescher Kategoriensatz) und Anwendungen

Literatur: [45], [48], [50], [58].

Der Satz von Baire heifit auch bairescher Kategoriensatz. Sei X ein topologischer
Raum. Eine Menge M C X heifit mager, falls M gleich eine abzahlbare Vereinigung
U,.en Mo, ist, wobei jede Menge M, nirgends dicht in X ist (d.h. der Abschluss M, keine
nicht-leere offene Menge enthilt).

Der Satz von Baire besagt folgendes. Sei X ein vollstandiger metrischer Raum. Ist M
eine magere Teilmenge von X so liegt das Komplement X \ M dicht in X, insbesondere
ist X \ M nicht leer.

Der Satz von Baire wird benutzt um die Existenz von Objekten mit bestimmten
Eigenschaften zu beweisen. Eine von schonsten Anwendungen ist die folgende Aussage:
die Menge von allen stetigen auf [a, b] Funktionen die nirgends differenzierbar sind, liegt
dicht in C'[a, b] .

Man kennt stetige Funktionen die in einige Punkte nicht differenzierbar sind, z.B.
f(x) = |z| ist an der Stelle x = 0 nicht differenzierbar. Aber es ist sehr schwierig
eine Funktion f € C'[a,b] vorzustellen, die in keinem Punkt differenzierbar ist. Erste
Beispiele von solchen Funktionen wurden von Weierstral entdeckt. Zum Beispiel, die
folgende Funktion ist stetig aber nirgends differenzierbar:

o 1 N
f(x)= ; o €08 (13"7z) .
Der Satz von Baire lasst uns die Existenz von solchen Funktionen viel einfacher zu be-
weisen.
Weitere Anwendungen von dem Satz von Baire:

(1) Existenz von Basis in Banachrdumen;

(2) Das Prinzip von gleichméfiger Beschranktheit (Satz von Banach-Steinhaus);

(3) Satz von der inversen Abbildung: fiir jede stetige lineare bijektive Abbildung

zwischen Banachraumen ist die inverse Abbildung auch stetig.

Die Aufgabe ist den Satz von Baire mit Beweis und Anwendungen darzustellen.
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13. Nichtstandard-Analysis

Literatur: [19], [27], [36], [32].
Aus Analysis I kennt man die -0 Definition von Limes als auch den Begriff von stetiger
Funktion: eine Funktion f : R — R ist stetig an einer Stelle = falls

Alimof(x + Azx) = f(x).
Insbesondere gilt fiir kleine Werte von dem Argumentinkrement Az
flx+Ax)~ f(x).
Ahnliche Beobachtung gilt auch fiir den Begriff von Ableitung: fiir ein Funktion f: R — R

definiert man i Az)— f (@)
/ T r+Ar)—f(z
fiz) = lim Ao

und fiir kleine Werte von Ax gilt

ooy o (@4 Ax) — f(x)
f(x) = Ay : (6)
Nichtstandardanalysis ist ein Bereich der Mathematik, wo man die Bedeutung von ~
prazise macht, aber nicht wie in Numerische Mathematik.
Man erweitern den Korper R zum Korper *R von hyperreellen Zahlen wo zu jeder
reellen Zahl x eine “Wolke” zugeordnet ist die aus hyperreellen Zahlen der Form = + Ax
besteht, wobei Ax so genannte infinitesimale Zahl ist. Fiir die infinitesimale Zahl Ax gilt

qg<Azx<p

fiir alle reelle Zahlen ¢ < 0 < p. Fiir hyperreelle Zahlen z,y definiert man die Relation ~
mit

T~ y< x—y ist infinitesimal.
Es gibt ein Verfahren indem man jede Funktion f : R — R (und andere Objekte die
von reellen Zahlen abhéngig sind) als eine Funktion f :* R — *R fortsetzen kann. Dann
bedeuten die Stetigkeit von f genau dass f (z + Ax) = f (x) fiir alle infinitesimale Az.
Auch die Ableitung lasst sich rigorous mit Hilfe von (6) definieren.

Die Aufgabe ist die Theorie von Nichtstandardanalysis so weit wie mdglich darzustellen
und die tiblichen Begriffe von Analysis I in der Sprache von Nichtstandardanalysis zu
erklaren. Ein grofler Anteil von Nichtstandardanalysis besteht aus Mathematischer Logik
— man sollte nicht zu tief in Details dieses Teils gehen.
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14. Fraktionale Infinitesimalrechnung (fraktionale Ableitungen und
Integration) und Anwendungen

Literatur: [28], [43]
Es geht um dem Begriff von der Ableitung D® f wobei « eine reelle Zahl die nicht unbe-
dingt natiirlich ist, z.B. was ist DY/2f? Im Fall a € (0, 1) eine von méglichen Definitionen

ist wie folgt: X -
Dof () = F(l—oz)/o @i

wobei I' die Gamma-Funktion ist, und wenn a € (n — 1,n) dann
1 A0
Df (z) = / dt
f( ) F(n—a) 0 (x—t)a_n—H
Eine wichtige Eigenschaft von fraktionalen Ableitung ist die Identitat
D*DFP = D**P. (7)

Es gibt auch den Begriff von fraktionalen Integration:

I°f () = ﬁ / St () de

auch mit Eigenschaft
178 = 1o, (8)
Die Aufgabe ist verschiedene Definitionen von fraktionalen Ableitungen und Integralen
darzustellen und die Identitéten (7), (8) zu beweisen.
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15. Satz von Sard

Literatur: [9], [26], [30, Kap.3, Satz 1.3]

Sei f : R" — R eine glatte Funktion. Ein Punkt x € R"™ heifit kritisch fiir f falls
f'(z) = 0, d.h. alle partielle Ableitungen 0f/Jx) verschwinden an der Stelle x. Bezeich-
nen wir mit S die Menge von allen kritischen Punkten von f.

Satz von Sard besagt, dass die Bildmenge f(S) eine Nullmenge in R ist, d.h. das
Lebesgue-MaBl von f (S) gleich 0 ist. Die kritische Menge S kann beliebig gross sein, zum
Beispiel, fiir f = const gilt S = R", aber das Bild f(S) ist immer eine “kleine” Menge
(im Fall f = const besteht f(S) aus einem Punkt). Der Grund dafiir ist, dass f’ auf S
verschwindet so dass die Bildmenge f(S) ist gezwungen “klein” zu sein.

—

B I
\ O o
NG Y,

§(9)

Funktion f: R — R und die Menge f (S) von vier Punkten

Betrachten wir jetzt eine glatte Abbildung f : R® — RF. Ein Punkt € R" heifit
kritisch fir f falls rang f’ (x) < k wobei f’ die Jacobi Matrix ist und rang den Rang einer
Matrix bezeichnet.

Satz von Sard lautet in diesem Fall dhnlich: die Bildmenge f (S) der Menge S von
kritischen Punkten von f ist eine Nullmenge in R¥.

Eine von wichtigsten Anwendungen des Satzes von Sard ist wie folgt. Sei f: R" — R
eine glatte Funktion und betrachten wir fiir alle ¢t € R die Niveaumengen

M, ={xeR": f(x)=t}.
Dann ist M, fiir fast alle ¢ € R eine glatte Hyperflache ([30, Kap.1, Satz 3.2]). Es gibt
auch einen Beweis von dem Fixpunktsatz von Brouwer mit Hilfe von dem Satz von Sard
([30, Kap.3, Satz 1.4]).
Die Aufgabe ist den Satz von Sard mit Beweis und Anwendungen darzustellen.

\\'g
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16. Orthogonale Polynome (Chebyshev-, Legendre-, Hermite-,
Lagguerre-Polynome)

Literatur: [1, Kapitel 22|, [12], [33], [53]
Gegeben sei eine positive stetige Funktion p (z) auf einem Intervall (a,b) die auf (a, b)
integrierbar ist, betrachten wir den Hilbertraum
2 ._ 72
L = L*((a,b), pdx)

mit dem MaBl pdx. Das Skalarprodukt in diesem Hilbertraum ist wie folgt gegeben:

(f.9), =/ f(x)g(x)p(x)de.

Die Funktion p heifit die Dichtefunktion. Alle Monome

2 n
1z, z%, ..., 2", ...

liegen in L%, und mit Hilfe von Gram-Schmidt Verfahren erhélt man eine Folge von Poly-
nomen
Py, P, Py, ... Py, ... 9)
die orthogonal in Lf) sind und deg P,, = n. Die Folge {P,} ist eindeutig bis zur multip-
likativen Konstante definiert und liefert eine orthogonal Basis in Li.
Fiir Dichtefunktion p = 1 auf dem Intervall (—1, 1) erhélt man die Legendre-Polynome

1 d"

Ln (@) 2nn! dxn («* = 1)",
z.B.
Lo=1, Li(z)=z, Ly(x) :%(33;2—1),
Mit der Dichtefunktion
p(r)= =, zE(-11),

V1— 22’

bekommt man die T'schebyschow-Polynome
T, (x) = cos (narccos x) ,
mit der Dichtefunktion

2

plr)=e", x€(—00,00)
bekommt man die Hermite-Polynome
n g2 dar 2
Hy () = (1) e
Usw.

Die orthogonalen Polynome { P, } haben viele interessante Eigenschaften, insbesondere
alle Nullstellen von P, sind immer reell und einfach, und sie liegen immer zwischen den
Nullstellen von P, ;. Die orthogonalen Polynome losen bestimmte Differentialgleichungen
und erfiillen bestimmte Rekurrenzrelationen.

Die Aufgabe ist die Theorie von orthogonalen Polynomen mit Beispielen und Beweisen
darzustellen.
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17. Spezielle Funktionen (Beta- und Gamma-Funktionen,
Bessel-Funktionen) und Anwendungen

Literatur: [1], [3], [4], [7]
Die Gamma-Funktion wird wie folgt definiert:

F(x):/ t" e tdt.
0

Dieses Integral konvergiert fiir reelle x > 0 so dass I' () fiir alle x > 0 definiert ist. Fiir x =
n € N zeigt man, dass I' (n) = (n — 1)!. Somit lasst sich I" (x) als eine Verallgemeinerung
der Fakultat betrachten.

Die Gamma-Funktion erfiillt verschiedene interessante Identitaten, z.B.

()T (1—a)=—

(10)

sin Tx

1
['(z)T (z + 5) = 21727 /7T (22).
Z.B., es folgt aus (10) dass ' (1) = /7.
Die Beta-Funktion wird wie folgt definiert:

1
B (z,y) = / (1 — t)y_l dt
0
fiir alle x,y > 0. Es gibt die folgende Beziehung zwischen I'- und B-Funktionen:

I'(z+vy)
B(x,y) = ————.
SO0
Die Bessel-Funktionen sind die Losungen der Differentialgleichung
d’y  dy
2 2 2
x @—l—x%—l—(x —V)y:O
auf (0,00), wobei v ein gegebener Parameter ist. Abhéngig von Anfangsbedingungen der

Losung, man unterscheidet die Bessel-Funktionen erster Gattung J, und zweiter Gattung
Y,. Es gelten die folgenden asymptotischen Formel fiir die groen Werten von x

und

Die Aufgabe ist die Definitionen von diesen Funktionen and ihre Haupteigenschaften
darzustellen.



20 ALEXANDER GRIGORYAN

18. Fourierreihen und Anwendungen zu Differentialgleichungen

Literatur: [33], [37], [38, Ch. VIII], [40], [51], [52], [60], [61]
Fourier-Reihe ist eine Funktionenreihe der Form

% + ; (ay, cosnx + by, sinnw)
wobei a; and by, reelle Koeffizienten sind und x € R. Es wurde in der Vorlesung bewiesen
dass die Folge

1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2z, ..., cos nx, sin nx, ... (11)
eine Orthogonalbasis in L?[0,27] ist. Somit gilt fiir jede Funktion f € L?]0,2n] eine
Darstellung der Form

f(x)= % + ; (a,, cosnz + b, sin nx) (12)
wobei die Reihe in L2-Norm konvergiert und
1 1
a, = — f(z)cosnxdr und b, =— f () sinnzx du.
[0,27] T J0,27]

Man kann fragen ob die Folge (12) auch punktweise konvergiert so dass sie fiir numerische
Berechnung der Werte von f (z) geeignet ist. Es gibt viele Ergebnisse in diese Richtung.
Die Aufgabe ist die Theorie von punktweiser Konvergenz der Fourier-Reihe (12) mit
Beweisen und Beispielen darzustellen.
Zum Beispiel, folgendes ist bekannt. Die Funktion f : R — R ist hier immer 27-
periodisch.

(1) Ist f stetig differenzierbar so gilt in (12) die gleichméBige Konvergenz.

(2) Sei f lokal integrierbar. Angenommen, dass f rechtsseitig und linksseitig an einer
Stelle x € R differenzierbar ist, so konvergiert the Fourier-Reihe von f an z gegen
m Wenn zusatzlich f an x stetig ist, so konvergiert die Fourier-Reihe
gegen f (2).

(3) Sei f stetig. Die Reihe (12) muf nicht gegen f (x) punktweise konvergieren, aber
die Folge von Cesaro-Mittel von (12) immer gleichméBig gegen f (x) konvergiert
(Satz von Fejér).

(4) Die Fourier-Reihe (12) heifit absolut konvergent falls

Z |ak| + |bk < Q.

k=1
In diesem Fall konvergiert die Fourier-Reihen gleichméfig gegen f nach dem M-
Test von Weierstraf. Sind die Fourier-Reihen von f and g absolut konvergent,
so sind die Fourier-Reihen von fg und f/g auch absolut konvergent (Satz von
Wiener!).
Es gibt auch mehrere Ergebnisse iiber die Konvergenz fast iiberall.

'Es gibt einen Beweis von dem Satz von Wiener mit Hilfe von Banachalgebren aus dem néchsten
Abschnitt
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19. Distributionen und Differentialrechnung von Distributionen

Literatur: [24], [31], [34], [38, Ch. 1V], [40], [47], [55].

Der Begriff von Distribution ist eine weitere Entwicklung der Idee von schwachen
Ableitungen.

Eine Distribution in R"™ (auch genannt wverallgemeinerte Funktion) ist ein lineares
stetiges Funktional auf dem topologischen Vektorraum D (R"). Der Raum D (R") als
Menge ist identisch zum Raum C§° (R™) von allen oo-fach differenzierbaren Funktionen
mit kompakten Trégern. Man definiert eine besondere Topologie in D (R") so dass die
Konvergenz in D (R") so aussieht: eine Folge {; } von Funktionen aus D (R") konvergiert
gegen ¢ € D (R™) wenn die folgenden zwei Bedingungen erfiillt sind:

(1) Es gibt eine beschrankte Menge K so dass alle Trager supp ¢, in K liegen;
(2) Fiir jedes Multiindex « gilt D%y, = D%p fiir k — oo (wobei = die gleichméBige
Konvergenz bezeichnet).

Man bezeichnet die Konvergenz in D (R") mit ¢, 2. 4. Der Dualraum von dem Raum
D = D (R") wird mit D’ bezeichnet. Somit sind Distributionen die Elemente von D'.

Fir v € D' und ¢ € D wird der Wert u (¢) auch mit (u, ¢) bezeichnet.

Jede Funktion f € L]  (R") bestimmt eine Distribution (auch mit f bezeichnet) wie
folgt:

(f,o)= [ feodz firalle ¢ € D.
]Rn

Solche Distributionen heifit regulér. Aber es gibt singuldre Distributionen die von keiner
Funktion bestimmt werden, zum Beispiel die d-Funktion von Dirac:

(57 90) = 90(0)

Dartiber hinaus bestimmt jedes signiertes Radon Mafl ¢ eine Distribution mit

09)= [ oo

Eine von Vorteilen von Distributionen ist dass jede Distribution u € D’ immer alle
Ableitung D% in D’ hat! In der Tat, definiert man die Distributionsableitung D%u fir
jedes Multiindex o mit

(D%u, ) = (—1)!* (v, D*p) fiir alle p € D

und bemerkt, dass die rechte Seite wirklich ein stetiges lineares Funktional von ¢ € D ist.
Somit auch alle Funktionen f € Lj . und alle signierte Radon Mafe haben immer alle

Distributionsableitungen. Zum Beispiel, fiir die Heaviside-Funktion

0, <0,
0(0) = Loy (1) = { " 75

gilt 0’ = §. Fiir jede monoton steigende Funktion f auf R ist die Distributionsableitung
f" immer ein Ma#f.

Fiir Funktionen f € C™ (R") stimmen alle klassische Ableitungen D®f der Ordnung
|a| < m mit den Distributionsableitungen D f iiberein.

Man definiert den Begriff von Trager supp v von u € D’ wie folgt: suppu ist das
Komplement der grofiten offenen Menge 2 C R™ mit

(u,) =0 fiir alle p € C5° ().
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Fiir Funktionen ¢,1) € D gibt es den Begriff von Faltung (auch genannt Konvolution):
das ist die Funktion

¢*¢($)=/n¢(x—y)¢(y)dy,

die auch in D liegt. Mit Hilfe von Dualitat erweitert man die Faltung auf Distributionen:
die Faltung u * v ist fiir beliebige Distributionen u und v als eine Distribution definiert
wird, vorausgesetzt, dass eine von u, v einen kompakten Trager hat. Es gilt die Identitat

D (u*v) = (D%) v = u* (D). (13)

Die Faltung wird benutzt um lineare Differentialgleichungen wie folgt zu losen. Be-
trachten wir einen linearen Differentialoperator der Ordnung m

L= a,D",
|a]<m
wobei a, Konstanten sind, und die Differentialgleichung
Lu=f (14)

wobei f eine gegebene Funktion bzw Distribution ist und « unbekannt ist. Nehmen wir
an, dass eine Losung von

Lv=9
bekannt ist, wobei ¢ die d-Funktion von Dirac ist. Die Losing v heifit die Fundamen-
tallosung des Operators L.In diesem Fall erhélt man eine Losung von (14) mit

u=uvx*f,

fiir jede Distribution f mit einem kompakten Trager, was aus (13) folgt.
Die Aufgabe ist die Theorie von Distributionen mit Anwendungen auf Differentialgle-
ichungen darzustellen.
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20. Fréchet und Gateaux Ableitungen: Rechenregel und Anwendungen in
Variationsrechnung.

Literatur: [17], [14], [23], [38, Ch. X]
Die Begriffe von Fréchet und Gateaux Ableitungen verallgemeinern die Begriffe der
totalen bzw partiellen Ableitung in R"™. Seien V' und U zwei normierte Vektorrdume.

Eine Abbildung F': V' — U ist an einer Stelle x € V' Fréchet-differenzierbar wenn es eine
beschrankte lineare Abbildung A : V — U gibt mit

F(x+h)—F(x)=Ah+o(h) fir h— 0,
wobei o (h) eine U-wertige Funktion von A € V' mit

lo ()]
171

bezeichnet. Die Abbildung A heifit die Fréchet-Ableitung von F' in z und wird mit F” (x)
bezeichnet.
Im Fall von U = R™ und V' = R” stimmt F” (x) mit der Jacobi-Matrix von F' in z.
Die Abbildung F': V — U heifit Gateaux-differenzierbar in die Richtung v € V' wenn
der folgende Grenzwert existiert

oF
ov C 10 t

—0 furh—0

Der Grenzwert 2& () heifit die Gateaux-Ableitung von F in die Richtung v in .

Im Fall V =R", U =R und v = ¢;, stimmt 25 () mit der partiellen Ableitung g—i.

Man sagt, dass I in z Gateaux-differenzierbar ist wenn %—5 (x) fiir alle v € V existiert.

Ist F' Fréchet-differenzierbar so ist F' auch Gateaux-differenzierbar und es gilt

oF
ov
Viele Rechenregeln und Eigenschaften der Ableitungen aus Analysis I und II gelten auch
fiir die Fréchet und Gateaux Ableitungen. Zum Beispiel, hat eine Funktion F : V — R
eine Maximum- oder Minimumstelle z, so gilt F” () = 0 bzw %—f (x) = 0, vorausgesetzt
dass F' in x entsprechend differenzierbar ist.
Als Beispiel betrachten wir im Raum V = C* [a, b] das Funktional

(z) = F' (x)v.

F (z) —/ L(ta(t),o (b)) dt,

wobei L (t,z,y) eine stetige Funktion dreier Variablen und z (t) € C' [a,b]. Die Funktion
L heifit die Lagrange-Funktion von F.

Ist L stetig differenzierbar, so zeigt man, dass F' : C! [a, b] — R Gateaux (und Fréchet)
differenzierbar ist und fiir jedes v € C! [a, b] gilt

b
T = / (B, (1,2, ') v (1) + B,L (1, ') o' (1))

_ / (axut,x,x')—%ay,c(t,x,x'>>v(t)dtﬂ.c(t,a:,x’)v(t)]z. (15)

Diese Identitat kann benutzt werden um die Extremumstellen des Funktionals F' zu bes-
timmen.
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Betrachten wir das Variationsproblem: eine Funktion x € V mit den Randbedingun-
gen
z(a)=a, x(b)=0
zu bestimmen die das Minimum bzw Maximum von F' liefert. Dann muss %—f gleich Null
fiir alle v mit
v(a)=v(b)=0

sein, was nach (15) ergibt

b
/ <8z£ (t,z,2") — %%L (t,x, x/)) v(t)dt =0

und somit p
0L (t,z,2") — anﬁ (t,z,2") = 0. (16)

Die Gleichung (16) heifit die Euler-Lagrange-Gleichung fiir das Variationsproblem. Das
ist eine Differentialgleichung mit unbekannten Funktion x (). Das Lésen von (16) ergibt
kritische Funktionen z (t) wo das Funktional F' die Extremumstellen haben kann.

Die Aufgabe ist die Theorie von Fréchet und Gateaux Ableitungen mit Anwendun-
gen zur Variationsrechnung, insbesondere zur Euler-Lagrange-Gleichung, darzustellen und
Beispiele anzugeben.
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21. Satz von Picard-Lindelof

Literatur: [2], [18], [21], [29]

Sei  eine offene Teilmenge von R™™! und f : Q — R" eine stetige Abbildung. Ele-
mente von R"*! werden mit (¢,z) bezeichnet wobei ¢t € R und z € R™. Betrachten wir
die gewohnliche Differentialgleichung

¥ =f(tx) (17)
die man auch als Normalsystem bezeichnet. Hier x (¢) ist eine unbekannte Funktion und
' ist ihre Ableitung. Betrachten wir das Anfangswertproblem fiir (17):

{ ' = f(tx), (18)

T (to) = Xy,
wobei (ty, 7o) ein gegebener Punkt in 2 ist.

Sei I C R ein Intervall und = : I — R eine Funktion. Die Funktion z (¢) heifit eine
Losung von (18) wenn x auf I differenzierbar ist, fiir alle ¢ € I gilt

(t,z (t)) € Q und 2/ (t) = f (¢, x (1)),

und
to € I und z(ty) = zo.

Satz von Picard-Lindel6f. Sei die Funktion f (¢, z) in 2 stetig und lokal Lipschitz-
stetig in x. Dann gilt folgendes.

(a) Das Anfangswertproblem (18) hat eine Losung fiir jedes (to, zo) € €.

(b) Sind z (t) und y (t) zwei Losungen von (18), dann gilt x (t) = y (¢) im gemeinsamen
Definitionsbereich von x und y.

Im Fall wenn f (¢, x) nur stetig ist, gilt die Aussage (a) auch nach dem Satz von Peano,
aber die Aussage (b) kann in diesem Fall nicht gelten.

Sei jetzt die Funktion f (¢,z) linear in x, d.h.

(o) = Atz + B (),
wobei A (t) eine n x n Matrix-wertige Funktion auf einem Intervall [ ist, und B (¢) eine
Vektor-wertige Funktion auf I mit Werten in R™.

Satz von Picard-Lindel6f fiir lineares System. Sind A (¢) und B () stetig auf I,
so hat das Anfangswertproblem (18) eine einzige Losung z (f) auf dem Intervall I.

Der Unterschied zwischen diesen zwei Satzen ist dass im allgemeinen Fall die Losung
x (t) in einer kleinen Umgebung von t, existiert, wihrend im linearen Fall die Losung auf
dem ganzen Intervall I existiert.

Die Aufgabe ist die Beweise von den beiden Sétzen mit den Methoden der Funktion-
alanalysis zu prasentieren und die Folgerungen fiir die skalaren Differentialgleichungen
hoherer Ordnungen

g™ =F (t,z,.a, ..,m(”_l))
X (tO) = Zg, .77, (to) =T1,y...ty :L'(nil) (to) = Tp_1

zu geben. Beispiele und weitere Entwicklung der Theorie sind auch gewiinscht (z.B.
Stetigkeit und Differenzierbarkeit der Losung beziiglich Parameter).
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