Riemann- und Darboux-Integrierbarkeit

Sei f eine reellwertige Funktion auf einem Intervall [a, b] mit a < b.

Definition. Eine Zerleqgung Z von [a, b] ist eine endliche streng monoton steigende Folge
{xk}_,, wobein € N, 2y = @ und z,, = b, d.h.

a=To<T1 < Xg... < Tp_1 < x, =0.

Setzen wir
Axry =z, — 111, k=1 ..n

und definieren die Feinheit von Z wie folgt:

¢ (Z) = max {Axy}.

1<k<n

Definition. Gegeben sei eine Zerlegung Z = {z4};_, von [a, b], definieren wir eine Folge
von Zwischenstellen von Z als eine Folge {£,};_, von reellen Zahlen mit §, € [z4_1, ).

Definition. Fiir jede Funktion f : [a,b] — R und fiir jede Zerlegung Z = {4},_, von
[a, b] mit den Zwischenstellen £ = {¢, },_, definieren wir die Riemann-Summe wie folgt:

S(f,2.€) = Zfsk ) Ay,

Definition. Riemann-Summen S (f, Z,¢) haben einen Grenzwert A € R fiir ¢ (Z) — 0
wenn

Ve > 030 >0VZ mit p(Z) <d und V¢ gilt |[S(f,Z,&) — A| <e.
Wir schreiben in diesem Fall

lim S(f, Z,&) =

p(Z)—0

Definition. Die Funktion f : [a,b] — R heifit Riemann-integrierbar wenn der Grenzwert

lim S(f,Z,¢)

©(Z2)—0

existiert. Der Wert des Grenzwertes heifit das Riemann-Integral (=bestimmtes Integral)
von f und wird wie folgt bezeichnet:
b
| r@s

b
/f(x)d:z:— lim S (f, Z,¢) = hm Zf (&) Azg.

©(Z)—0

d.h.



Definition. Fiir jede Funktion f : [a,b] — R und fiir jede Zerlegung Z = {4},_, von
la, b], definieren wir die obere Darbouz-Summe von f und Z mit

n

S*(f, 2) :Z( sup f)Axy

k=1 [xk—hﬂ?k}

und die untere Darbouz-Summe mit

n

S.(f,2) =) (_inf f)Aw.

=1 [ajk—17$k]

Definition. Eine reellwertige Funktion f auf [a, b] heifit Darbouz-integrierbar wenn

lim (S*(f,2) - 8. (f,2)) =0,

»(Z)—0

d.h.
Ve>030>0 VZ mit ¢(Z) <dgilt |S*(f,Z2) —S:(f,2)| <e.

Satz 1 Sei f eine reellwertige Funktion auf [a,b]. Die folgenden drei Eigenschaften sind
dquivalent:

(a) Funktion f ist Riemann-integrierbar.
(b) Funktion f ist Darbouz-integrierbar.

(c) Die Grenzwerte limy,(z)—o S« (f, Z) und limyz)—0 S* (f, Z) existieren (in R) und
sind gleich.

Dariiber hinaus gelten unter jeder von den Bedingungen (a),(b),(c) die folgenden
Identitdten:

b
lim S*(f,Z)= lim S*(f,Z):/ f(:c)dx:sgpS*(f,Z):ing*(f,Z).

©(Z)—0 ©(Z)—0

Definition. Eine Funktion f : [a, b] — R heit integrierbar auf [a, b] wenn f eine (<jede)
von den Bedingungen (a), (b), (¢) erfiillt.

Korollar 2 (Notwendige Bedingung fiir Integrierbarkeit) Ist eine Funktion f auf [a,b]
integrierbar, so ist f auf [a,b] beschrinkt.

Satz 3 (Hinreichende Bedingungen fiir Integrierbarkeit)
(a) Jede stetige Funktion f auf |a,b] ist auf diesem Intervall integrierbar.
(b) Jede monotone Funktion f auf [a,b] ist auf diesem Intervall integrierbar.



