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Das Typ—Problem beschiiftigt sich mit der Aussage, ob ein Weg (Defini-
tion 3) auf einem Graphen (Definition 1) entweder rekurrent oder transient
ist.

Die hier erwdhnten Graphen sind verbunden und unendlich grof} in ihrer
Ausdehnung, aber von beschrinktem Grad, d.h. die Dimension des Graphen
ist < o0 .

1 Einleitung

Definition 1 (Graph:). Ein Graph ist ein Tupel T := (V, E) mit V' der Menge der
Ecken (vertices) und E der Mege der Kanten (edges).

Zudem besitzt jeder Graph eine Abbildung ¥ : E — V2 die auf seiner Kantenmenge
definiert ist.

Falls # "y mit x,y € V Nachbarn. Wir nennen ~die Verbindung zwischen z und y. Ein
Graph heif3t verbunden, wenn alle Knoten mit ihren Nachbarn verbunden sind.

Definition 2 (gewichteter Graph). Ein Graph I' heifit gewichtet oder bewertet, wenn
alle Kanten aus E' mit Werten versehen sind. Wir beschreiben das Gewicht mit piz,
wenn x,y € V und x und y durch eine Kante verbunden ist. Die Bewertung eines
Graphen wird durch eine quadratische Bewertungs-/Gewischtsmatrix ® € R™*™ mit
m = |V| beschrieben. Wir schreiben das Tripel (V, E, ®) oder das Tupel (', ®) mit T’
Graph und @ die zugehorige Gewichtsmatrix.

Bemerkung 1. Die Dimension eines Graphs Z? ist gegeben durch die Dimension von
Z.

Definition 3 (zufiilliger Weg). Sei t ein Punkt, der sich zufillig iiber den Graph
bewegt. Den Weg den dabei ¢ beschreibt, wird in eine Matrix P, = £2% wobei u(z) =

()
ny lzy vermerkt. P heifit zufélliger Weg.

Beispiel 1. Hat t auf jeder Ecke des Graphen Z? mit maximal 2d Moglichkeiten eine
Kante zum weiteren Verlauf des Wegs auf dem Netzwerk aus zu wéhlen. D.h., dass die
Wahrscheinlichkeit sich fiir einen Weg zu entscheiden bei P,, = % mit z "y, mit d =
dim Z<.

Definition 4 (rekurrent/transient). Sei pes. die Wahrscheinlichkeit, dass der Punkt ¢,
der den zufilligen Weg beschreibt, nicht zum Ursprung zuriickkehrt. Ein zufalliger Weg
heiflt rekurrent, genau dann, wenn pes. = 0 ist und ein zufilliger Weg heifit transient
falls pese > 0.

Bemerkung 2. Polya’s Theorem gibt eine Aussage iiber das Typen Problem.
Polya’s Theorem®: Ein zufilliger Weg auf einem Z¢ Graphen ist rekurrent fiir d =
1,2 und transient fiir d > 2.

Dieses Theorem wird in einem anderen Vortrag bewiesen.

INachzulesen in [Random06].



2 Das Typ— Problem

Sei (T, @) ein unendlicher Graph mit zufiilligen Weg P. Sei O = (0,0, ..,0) ein Refe-
renzpunkt. Das Typ—Problem ist das Problem zu bestimmen, ob ein zufilliger Weg fiir
ein gebenen Graphen rekurrent oder transient ist.

Behauptung 1. Die Antwort auf der Frage, ob ein Graph rekurrent oder transient
ist nicht abhdngig von der Wahl des Referenzpunktes.

Beweis. Sei (I', @) ein unendlicher Graph. Sei r € R der Abstand zur néchsten Nach-
barn mit r = max;z; € I wobei x; Menge der Nachbarn von x. Ferner sei I',. der Graph
x mit seinen Nachbern mit Abstand r. Sei P ein zufélliger Weg auf I'. Angenommen, P
ist rekurrent, dann gilt pes. = 0, d.h. r kann so gefunden werden, das P in I',. verlduft
und P zum Refernzpunkt O zuriickert.

Angenommen @) sein ein weiterer rekurrenter zufilliger Weg mit @ # P. Dann kann ein
s € R gefunden werden, so dass @) in I's verldauft. D.h., der Rekurrente zufillige Weg
ist unabhéning von der Wahl des Refernzpunktes. Analog fiir den zufélligen Weg P
transient. Dann existiert kein r € IR mit den obigen Eigenschaften so, dass P C I',.. O

3 Vergleich zweier Graphen

Definition 5. Seien ® und ® zwei Gewichtsmatrizen von T, dann gilt (T, ®) < (T, ®)
genau dann wenn ®,, < &V, y €V

Es moge (T, ®) < (T, ®) gelten.
Bemerkung 3. Dann gilt, ist ein zufélliger Weg auf (I, ®) transient, so ist dieser

zufilliger Weg auf (T, ®) transient. Ist ein zufilliger Weg auf (I', @) rekurrent, so ist
dieser zufélliger Weg auf (I', ) rekurrent.

Satz 1. Seien (I',®) und (T, ®) zwei gewichtete Graphen und seien u,v € R, konstant
mit 0 < u < v < oo, so dass

uds, < ‘i)zy < v®PgyV,y.

Dann ist der zufillige Weg auf (T, <i>) vom selben Typ wie der zufillige Weg auf (T, D)

Beweis. Sei Uyy = u®y,, und V,,, = v®,,. Dann folgt (I,U) < (T, ®) < (I, V). Aber
der zufillige Weg fiir (', U) und (T', V) sind die gleichen Wege wie die zufiilligen Wege
auf (T, ®). Dann ist nach der Bemerkung 3 der Typ des zufilligen Wegs auf (T, i))
vom selben Typ wie der Typ des zufilligen Wegs auf (T, ®). O

Hilfssatz 1. Sei (', ®) ein Graph. Sei 0 < u < ®py < v < 00 Vay € E aus I' und
Konstanten u,v € R. Dann ist der zufillige Weg auf (T, ®) vom gleichen Typ wie der
zufillige Weg auf T'.

Beweis. Flogt aus Satzl. (|

4 Der k—fuzz eines Graphen

Definition 6. Sei k € Z. Der k—fuzz eines Graphen I ist der Graph I'y aus I', wenn
es durch hinzuziehen einer Kante xy moglich ist, in k Schritten von = nach y zu gehen.

Beispiel 2. Der 2-fuzz eines Graphen Z? wird gezeigt in der Abbildung 1. Ein 2-fuzz
ist z.B. die Kante (0,0) zu (2,0).

Satz 2. Ein zufilliger Weg auf I' und ein zufdlliger Weg auf dem k—fuzz I', von T
haben den gleichen Typ.

Beweis. Sei P ein zufilliger Weg auf I'. Definiere P = (P+ P2+ ...+ P¥) /k. Betrachte
P als P, wobei P betrachtet die ersten k zufélligen Schritte, dann die néchsten k
zufilligen Schritte, u.s.w.. Dann folgt, P ist O genau dann, wenn P in O ist. Daraus
folgt: P ist rekurrent, g.d.w. P rekurrent ist.

Nehmen wir nun an, dass P transient ist. Wihle eine endliche Menge S aus I', so dass



Abbildung 1: Gitter

O nicht von einem Punkt ausserhalb von S in k—Schritten erreicht werden kann. Wenn
nun 16, ab einem Zeitpunkt z, ausserhalb von S ist, kann P nicht O zum gleichen
Zeitpunkt sein und P ist somit transient.

Also sind P und P vom gleichen Typ.

AbschlieBend ist zu zeigen, das P den gleichen Type wie ein zufilliger Weg auf T';, hat.
Da P umkehrbar: wP = w mit w, ist die Anzahl der Kanten die aus dem Knoten x
heraus kommen. Aus der Konstruktion von P folgt, dass P umkehrbar ist und wP = w.
P ist ein zufilliger Weg auf (T, ®) mit ¢,y = wmpmy. Ist pwu > 0, dann gibt es einen
Weg z,z1, 22, ..., Tm—1,y in I’ von x nach y mit einer Lange von m < k. Dann folgt:

1 1,1
Py, > k

1 m
E(E) >E(E)
1 1
1, 1
=0< —(—
|E|

W< Py <1

p ¥ <d, <E

Dann folgt, aus Satz 1 P ist ein zuféilliger Weg auf I'y, mit dem gleichen Typ auf I'. [

Definition 7 (Einbettung). I' heit eingebettet in einen Graph ', wenn der Punkt

x € I' zu einem Punkt Z € I' zugeordnet werden kann, so dass die Kanten zy € I'
durch die Kante zy € I" beschrieben werden kann.

Satz 3. Falls ein Weg aufT" transient ist, und falls r eingebettet werden kann in einen
k—fuzz T'y, von T, dann ist der zufillige Weg auf T’ auch transient.

Beweis. Angenommen, der zufillige Weg auf I' ist transient und I" kann eingebettet
werden in ein k—fuzz I'y, von I, wobei I ein weiterer Graph. Dann sind die Typen der
zufilligen Wege auf den Graphen I' und T gleich.

Kann T' eingebettet werden in [y, dem k—fuzz von I und T in '), dem k—fuzz von
I, dann ist der zufiillige Weg auf T’ nur dann transient, wenn der zufillige Weg auf T
transient ist. |

Bemerkung 4. Ein zufilliger Weg auf T' und [ sind vom gleichen Typ, wenn jeder
Graph als k—fuzz eines anderen Graphen einbettet werden kann.

Beweis. Folgt aus Satz 3. O

5 Vergleich von allgemeinen Graphen mit Gittern

Definition 8 (Gitter). Ein Gitter im Z? ist ein Graph mit Aquidistanten Untertei-
lungen der Knoten.

Es ist nur natiirlich zu versuchen, dass nun der Graph I' mit Gitter Z¢ identifiziert
wird.



Definition 9. Ein dargestellter Graph I" in dem euklidischen Raum heifit auf verniinftiger
Weise dargestellt, wenn die Knoten in den R? eingebettet werden kénnen, so dass fiir
einige r < oo,s > 0 gilt:

1. die Lange jeder Kante ist < r und
2. die Distanz zwischen zwei beliebigen Punkten ist > s.

Satz 4. Wenn ein Graph im R in einer verniinpftiger Weise dargestellt werden kann,
dann kann er in einem k-fuzz des Gitters Z¢ eingebettet werden.

Beweis. Wir nehmen an d=2. Dann kann T' auf verniinfiger Weise im R? dargestellt
werden. Dann bleibt zu zeigen, dass I in einem k—fuzz von Z¢ eingebettet werden kann.
Um die Behauptung zu beweisen, wird nicht der Z2 sondern der IL?2 betrachtet. Der
L2 ist in Abbildung 2 zu sehen. Der IL? ist graphentheoretisch identisch zur Struktur
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Abbildung 2: Gitter L2

des Raumes Z2. Beim Versuche I und L zu vergleichen, wird die Flexibilitit von L2
benutzt, um Punkte von I' in IL zu identifizieren. Dabei wird durch die Flexibilitat von
IL? benutzt, dass sich die Punkte nicht iiberschneiden.

Sei IL? ein regulires zweidimensionales Gitter mit einer Kantenlinge von 5. In jedem
Quadrat von L2 ist mindestens ein Punkt von I' zu finden. Lege jeden Punkt = € T
in die siidostliche Ecke  des Punktes x, wie es in Abbildung 3. Jeder der aneinander

Abbildung 3: Einbetten von I in L2

2L ist die Menge der Linien zu sehen in Abbildung 5



liegende Punkte z,y € I' mit Kantenldnge r» wurde auf ein korrespondierendes Paar von
Punkten 7, ¢ € L2 mit einem euklidischen Abstand | —¢| < |z —y|+ |z —2|+|y—7| <
r+2s = R. Wihle k so, dass je zwei Punkte in IL?, deren euklidischer Abstand < r+2s
ist, in k Schritten, in L2, verbunden werden kénnen. Dann sind & und 4 benachbarte
Punkte in L2. Hingt k nicht von den Punkten z und y ab, so ist I' eine Einbettung
im k—fuzz von L?. Wihle 28 = 4Z < F fiir k. O

Hilfssatz 2. Falls I auf verniinftiger Weise im R oder R? dargestellt werden kann,
dann sind die zufilligen Weg rekurrent.

Beweis. Angenommen I' kann auf verniinftige Weise im IR? dargestellt werden. Dann
kann I in einen k—fuzz Z3 von Z? eingebettet werden. Falls nun ein zufilliger Weg auf
I' transient ist, dann ist gleiche wahr fiir Z? und fiir Z?. Aber aus Polya’s Theorem
folgt, dass ein zufilliger Weg auf Z? rekurrent ist. Dann ist ein zufilliger Weg auf I’
rekurrent. O

Dieser Hilfssatz impliziert, dass ein zufélliger Weg auf einem ausreichendem sym-
metrischen Graphen im R? rekurrent ist.

Abbildung 4: Oktagon Graph

6 Ein zufalliger Weg in dritter Dimension ist transient

Wir beweisen diese Aussage mit den uns nun zur Verfiigung stehenden Methoden. Wir
zeigen, das ein zufilliger Weg auf einem dreidimensionalem Gitter tranient ist.

Sei I ein Teil des Z?, das in unserem ersten Quadraten liegt. Der Graph I'® wird in
Abbildung 5. Unser Fluf}, wir so wihlen, das dieser sich immer von dem Referrenzpunkt
0 wegbewegt. Der Flufl bewegt sich durch jeden Punkt der nicht auf den Axen liegt.
Es gibt 2 verschiedene Arten der Bewegung:

1. horizontal oder
2. vertikal.

Die Summe der Korespondierenden Werte i, soll gleich sein fiir alle Punkte und die
gleich Distanz von 0 haben. Diese Voraussetzung, soll den Fluss bestimmen. Der Fluss
des Punktes (z,y) mit 2 + y = n ist in Abbildung 6 gezeigt. Im Allgemeinen ist der
Fluss aus einem Punkt (z,y) mit z+y =n
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Abbildung 5: T
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Abbildung 6: Fluss

und der Fluss in einem Punkt ist gegeben durch

T Y 1

n(n+1)+n(n+1):n—|—1 @)

Dann ist der Netzfluss an (z,y) = 0. Der Fluss von 0 ist % + % = 1. Dies ist fur
einen zweidimensionalen Graphen. Fiir einen dreidimensionalen Graphen, ist der Fluss
definiert als: Von (z,y, z) geht der Fluss aus mit z + y + z = n zu sehen in Abbildung
7. Der endgiiltige Fluss aus (z,y, z) ist dann

2(x+1) 2(y+1) n 2(z+1) B 2 3)
n+3)(n+2)n+1) m+3)(n+2)(n+1) (M+3)n+2)(n+1) @n+1)(n+2)

Der Fluss nach (z, y, z) kommt von den Punkten (z—1,y, 2), (z,y—1, z) und (x,y, z2—1)
dann ist der entgiiltige Fluss nach (z,y, 2):

2x 2y 2z 2

Tt  amEmED T amEdes D mrDmty Y

Dann ist der Netzfluss 0. der Fluss weg von 0 ist % + % + % =1
Der Fluss, der aus den Kanten kommt ist fiir die n-ten Ebenen < —2~. Es gibt

(n+1)%
(%) Punkte mit einer Entfernung n von 0, dann kommen 2(n + 1)(n + 2) <

3(n + 1)? Kanten aus diesen Ecken der n—ten Ebene.
Dann ist der zufillige Weg transient.
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Abbildung 7: Fluss auf einem dreidimensionalen Gitter
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