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4. Übungsblatt

Aufgabe 1.

(i) Zeige, dass der Graph der Funktion f : R → R, f(x) = |x| keine glatte
Teilmannigfaltigkeit ist.

(ii) Für alle a ∈ R entscheide, ob die Menge

Ma = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 − z2 = a}

eine glatte Teilmannigfaltigkeit ist.

Aufgabe 2.
Sei Mn(R) der Vektorraum aller n × n-Matrizen mit reellwertigen Einträgen.
Zeige, dass die folgenden Teilmengen des Mn(R) ∼= Rn2

(i) GLn(R) = {A | det A 6= 0}

(ii) SLn(R) = {A | det A = 1}

(iii) O(n) = {A | A · At = 1}

Teilmannigfaltigkeiten sind und berechne die Dimensionen.

Aufgabe 3. (Rotationsflächen)
Sei M eine 1-dimensionale Teilmannigfaltigkeit des R3 mit der Eigenschaft:

(x, y, z) ∈ M =⇒ x = 0 und y > 0.

Sei die Teilmenge N ⊂ R
3 wie folgt definiert: p ∈ N genau dann, wenn eine

Rotation R um die z-Achse existiert, so dass R(p) ∈ M . Zeige: N ist eine 2-
dimensionale Teimannigfaltigkeit. (Insbesondere der 2-dimensionale Torus T2 =
S1 × S1 ist eine Teilmannigfaltigkeit des R3).

Aufgabe 4.
Sei B(r) ⊂ Rn der Ball vom Radius r. Zeige: Für beliebige a, b ∈ R, 0 < a < b,
gibt es eine glatte Funktion f : Rn → R mit den Eigenschaften



(i) f(x) = 0 ∀x ∈ B(a)

(ii) f(x) = 1 ∀x ∈ Rn \B(b)

(iii) f(x) ∈ [0, 1] ∀x ∈ B(b) \B(a).

Hinweis: Betrachte die Funktion

g(x) =

{
0, x ≤ 0

e−1/x2
, x > 0

.
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