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7. Ubungsblatt

Aufgabe 1. (Lagrange-Multiplikatoren)
Seien f,qg1,...,9m: R" — R glatte Funktionen, so dass die Vektoren

grad g1(z), ..., grad g,,(z)
linear unabhdngig fir alle x € M sind, wobei
M={zeR"|g(x) =0,...,gm(r) = 0}.

Zeige: Ist der Punkt * € M eine lokale Extremstelle von [ unter den Nebenbe-
dingungen gi(z) = 0,...,gn(r) = 0, so existiert ein A = (A,...,Ap) € R™, s0
dass (T, \) ein kritischer Punkt der Funktion F: R"™™ — R

F(x,\) = f(x) + Z Aigi(z)

ist (vergleiche mit Aufgabe 4, Ubungsblatt 6).

Aufgabe 2.
Zeige:

(i) RP" ist diffeomorph zu S*;
(11) RP? ist nicht diffeomorph zu S*.

Aufgabe 3.
Deffiniere eine Aquivalenzrelation auf R? wie folgt: x ~y <= x —y € Z>.
Zeige:

(i) Der Quotientenraum R?/ ~ ist eine glatte 2-Mannigfaltigkeit.

(11) R?/ ~ ist diffeomorph zum Torus TZ.

Aufgabe 4. (Funktionenkeime)

Sei M eine (abstrakte) Mannigfaltigkeit, U eine offene Umgebung von m € M.
Bezeichne £,(M) = C®(U)/ ~, wobei die Aquivalenzrelation wie folgt definiert
ist: f ~g<= 3V C U, V ist offen und f|y = g|v.



(i) Zeige: E,(M) ist eine R-Algebra (Algebra der glatten Funktionenkeime um
m).

(ii) Zeige: Der Vektorraum Der(E,(M);R): = {D: &,(M) — R | D ist R-
linear, D([f-g]) = D([f])g(m)+ f(m)D([g])} ist (kanonisch) isomorph zum
Der,,(C*(M);R).

(i1i) *** Sei ev: E,(M) — R die natirliche Auswertungsabbildung: ev([f]) =
f(m). Bezeichne

En(M) = Kern(ev), E3(M) ={[f - g] | [f] € En(M) und [g] € En(M)}.

Zeige: T, M ist (kanonisch) isomorph zum (gm(M)/S,%(M))*



