Ubungen zur Linearen Algebra I

Wintersemester 2006/07
Prof. Dr. S. Bauer / A. Haydys

6. Ubungsblatt

Aufgabe 1.

Seit w4 die zu einer Matriz A assoziierten linearen Abbildung. Bestimme Kern
(pa), Bild (pa) und ihre Dimensionen fir folgende reelle Matrizen

1 1 1
Air=12 -2 2
3 3 3

1 1 10 2

2 -3 11 2
d=1g ¢ 31 5|

1 2 101

2 5 1 2 2

1 -1 1 -1 1
As=11 0 2 1 1],

0 1 1 2 0

3 6 4 5 3

Aufgabe 2.
Set g < x1 < x9 < ... <z, reelle Zahlen. Betrachte die Abbildung

ev: R[X] — R
F— (F(xg),...,F(x,))
(i) Zeige: ev ist eine lineare Abbildung.

(ii) Sei R[X]<, ={F € R[X] | Grad (F) < n}
Zeige: R[X]<, ist ein Untervektorraum von R[X].

(iii) Zeige: R[X]<, — R™1 ist ein Isomorphismus.
(Hinweis: Betrachte die Polynome
(X - l’o)(X - iL'l) c (X - $171)(X - xi+1) ce (X - xn)

(x; —xo) (@i —x1) oo (2 — Timr ) (X — Tigr) « - (2 — )

Li(X) = )

(iv) Zeige: Fiir gegebene reelle Zahlen yo, ..., y, gibt es genau ein Polynom F

vom Grad < n, so dass F(xo) = yo,..., F(x,) = yn. Gib dieses Polynom
an.



Aufgabe 3.
Bestimme die Dimension vom Kern fiir folgende lineare Abbildungen

(i) @: R1000001 _, 3
p e (B2 w0 (1) s, T2 i)

(it) % R[X] — R[X], wobei /£ X" =nX""".
(iii) ($%)": R[X] — R[X].

(iv) % Z/X] = Z/[X].

Aufgabe 4.

Seien V. und W Vektorraume iber einen Kérper K, mit geordneten Basen £ =
{e1,...,em} und F = {f1,..., fu}. Sei p: V — W eine lineare Abbildung. Zei-
ge: Die Matrizkoeffizienten ;; der Matriz M&(p) sind die Koordinaten von
beziiglich der in Aufgabe 4 Blatt 5 eingefiihrten Basis {F11, ... Eppn} von Hom(V, W).

Aufgabe 5. *

Sei ¢ ein Endomorphismus von V. mit der Figenschaft: Es existiert k € N so
dass p* = 0.

(i) Zeige, dass die Abbildung % : R[X]<, — R[X]<, (Vergleiche Aufgabe 2
und Aufgabe 3(ii)) sowie die Abbildung in Aufgabe 3(iv) diese Eigenschaft
haben, nicht aber die Abbildung aus Aufgabe 3(ii).

(i1) Beweise, dass die lineare Abbildung id+ ¢ ein Isomorphismus von V ist.

191) Ist die lineare dung (1d+ -5 ): — emn Isomorphismus
Ist die | Abbild d+ %) R[X] — R[X] ein I h ?

Abgabe: bis Donnerstag, 30. November 2006 — 12 Uhr



