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9. Übungsblatt

Aufgabe 1.
Betrachte den Vektorraum V = R2/R

(
1
2

)
.

i) Zeige: Die Komposition

R1 ↪→ R2 → V

t 7→
(

t

0

)
+R

(
1

2

)

ist ein Isomorphismus.

ii) Erkläre die geometrische Bedeutung von Teil (i) mit Hilfe der Zeichnung.

Aufgabe 2.
Prüfe nach, ob die folgenden Linearformen eine Basis des Dualraumes von R3

bilden:

i)
L1((x1, x2, x3)) = 2x1 − x2 + 3x3

L2((x1, x2, x3)) = 3x1 − 5x2 + x3

L3((x1, x2, x3)) = 4x1 − 7x2 + x3

ii)
L′1((x1, x2, x3)) = 2x2 + x3

L′2((x1, x2, x3)) = x1 + 3x3

L′3((x1, x2, x3)) = 2x1 + 12x2

Aufgabe 3.
Ein Komplex endlich dimensionaler Vektorräume ist eine Folge

0
∂n+1−−−→ Vn

∂n−→ Vn−1
∂n−1−−−→ Vn−2 → . . .

∂1−→ V0 → 0

in der gilt ∂i ◦ ∂i+1 = 0 für i = 0, 1, . . . , n. Die Homologieräume Hi sind definiert
durch

Hi = Kern ∂i/Bild ∂i+1.

Die Eulercharakteristik ist die Zahl

X =
∑

(−1)i dim Vi

Zeige: X =
∑

(−1)i dim Hi.



Aufgabe 4.
Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und V ∗ sein Dualraum. Für W ⊂ V sei

W † = {f ∈ V ∗ | Kern (f) ⊃ W}

Zeige:

i) W † ist ein Untervektorraum von V ∗ und dim W + dim W † = n.

ii) (W †)† = Θ(W ), wobei Θ: V → (V ∗)∗ der natürliche Isomorphismus aus
der Vorlesung ist.

iii) (W1 + W2)
† = W †

1 ∩W †
2

iv) (W1 ∩W2)
† = W †

1 + W †
2

Aufgabe 5. ∗

(i) Seien V und W endlichdimensionale Vektorräume und ϕ ∈ Hom (V,W ).
Dann gilt: Die Gleichung ϕ(x) = y hat eine Lösung genau dann, wenn
f(y) = 0 für alle f ∈ Kern ϕ∗.

(ii) Gilt die Aussage von (i), wenn V oder W nicht endlichdimensional sind?

Abgabe: bis Donnerstag, 21. Dezember 2006 – 12 Uhr
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