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Aufgabe 1. Sei V ein euklidischer oder unitärer Raum. Seien weiter V1 und
V2 Unterräume von V mit der Eigenschaft: V = V1⊕V2. Zeige: der Projektor
P1 : V → V, v = v1 + v2 7→ v1 ist genau dann selbsadjungiert, wenn V1 und V2

orthogonal sind.

Aufgabe 2. Sei ϕ ∈ End(V ) eine selstadjungierte und nichtnegative (d.h.
〈ϕ(v), v〉 ≥ 0 ∀v ∈ V ) Abbildung. Zeige: Es existiert eine lineare Abbildung ψ
mit der Eigenschaft: ψ2 = ϕ.

Aufgabe 3. Sei (V, (·, ·)) ein unitärer Raum, ϕ : V → V eine lineare Abbil-
dung. Zeige, dass die folgende Behauptungen äquivalent sind:

(i) ϕ ist unitär, d.h. (ϕ(v), ϕ(w)) = (v, w) für alle v, w ∈ V .

(ii) (ϕ(v), ϕ(v)) = (v, v) für alle v ∈ V .

(iii) Das Bild (ϕ(e1), . . . , ϕ(en)) einer orthonormalen Basis (e1, . . . , en) ist
auch orthonormal.

(iv) Das Bild (ϕ(e1), . . . , ϕ(en)) jeder orthonormalen Basis (e1, . . . , en) ist
auch orthonormal.

(v) ĀtA = 1, wobei A die Matrix von ϕ in einer orthonormalen Basis ist.

Aufgabe 4. Eine Abbildung ϕ ∈ End(V ) heißt schiefsymmetrisch, wenn gilt:
〈ϕ(v), w〉 = −〈v, ϕ(w)〉 für alle v, w ∈ V . Zeige:

(i) für schiefsymmetrische Abbildung ϕ die Abbildung ψ = (ϕ+ 1)(ϕ− 1)−1

existiert und ist isometrisch;

(ii) die Abbildung ψ ist invertierbar;

(iii) für lineare isometrische Abbildung ψ mit der Eigenschaft, dass (ψ−1)−1

existiert, die Abbildung ϕ = (ψ + 1)(ψ − 1)−1 ist schiefsymmetrisch.


