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I Im folgenden Vektorräme sind immer endlich–dimensional.

I Satz (zur Erinnerung). Jede lineare Abbildung ϕ lässt sich (eindeutig)
als die direkte Summe ϕ0⊕ϕ1 darstellen, wobei ϕ0 nilpotent und ϕ1 invertierbar
sind.

Definition. Sei ϕ eine nilpotente Abbildung. Der Index von ϕ ist die
minimale Zahl q ∈ N, so dass gilt: ϕq = 0.

Aufgabe 1. Sei ϕ nilpotent des Indexes q, d.h. es existiert ein v0 ∈ V , so
dass gilt: ϕq−1(v0) 6= 0. Zeige:

(i) die Vektoren v0, ϕ(v0), . . . , ϕ
q−1(v0) sind linear unabhängig und der Raum

U = span(v0, ϕ(v0), . . . , ϕ
q−1(v0)) ist ϕ–invariant;

(ii) es existiert ein komplementerer ϕ–invarianter Teilraum W , d.h. V =
U ⊕W (Hinweis: 1.Ein Beweis kann man durch Induktion bez. q erhal-
ten. 2.Betrachte erst der Fall Bild(ϕ) = U).

Aufgabe 2. Für jede nilpotente Abbildung ϕ : V → V existieren positive ganze
Zahlen r, q1, . . . , qr und Vektoren v1, . . . , vr, so dass die folgende Vektoren

ϕq1−1(v1), ϕq1−2(v1), . . . , ϕ(v1), v1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ϕqr−1(vr), ϕqr−2(vr), . . . , ϕ(vr), vr,

(1)

eine Basis von V bilden. Finde die Matrix von ϕ in der Basis (1).

Aufgabe 3. Sei V ein komplexer Vektorraum, ϕ ∈ EndC(V ). Seien weiter
λ1, . . . , λp paarweise verschiedene Eigenwerte von ϕ mit algebraischen Viel-
fachkeiten m1, . . . ,mp . Dann V hat die folgende Zerlegung

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vp ,

mit der Eigenschaften:

• dim Vi = mi;

• Vi ist ϕ–invariant;

• ϕ− λi ist nilpotent auf Vi.



Folgerung (Jordansche Normalform). Seien V, ϕ, λi, mi wie oben.
Dann gilt: es gibt eine Basis E = (e1, . . . , en) von V , so dass die Matrix
von ϕ in E die folgende Gestalt

Jm1(λ1)
Jm2(λ2)

. . .

Jmp(λp)


hat, wobei Jm(λ) die Jordansche Zelle ist:

Jm(λ) =



λ 1 0
... 0 0

0 λ 1
... 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0
... λ 1

0 0 0
... 0 λ


.
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