Abgabe: Funktionentheorie Fabian Hebestreit
17.10.24 bis 16:00 in V3-128 Blatt 0

Zur Erinnerung an die Lineare Algebra: Das Bilden von Darstellungsmatrizen beziiglich der R-Basis von 1, i
von C liefert einen Ringisomorphismus

M: Homg(C,C)— Mat(2,2,R).

Sei weiter (—): C — C die eindeutig bestimmte R-lineare Abbildung mit 1 — 1 und i — —i, die komplexe Konju-
gation. Sie entspricht also der Matrix

1 0
(0 _l)eMat(Z,z,]R).

Aufgabe 1 (5 Punkte)
Zeigen Sie:

1. Die Abbildung (—): C — C ist ein Kérperhomomorphismus.

2. Die Abbildungen id¢: und (—) sind die einzigen R-linearen Kérperhomomorphismen C — C.

3. Es gelten _
z=z, z-z=|z]*>, z+Z=2-Re(z) und z—Zz=2i-Im(z)

fiir alle z € C und
z=2z genaudann,wenn z€cR.
Aufgabe 2 (5 Punkte)

1. Zeigen Sie, dass die Abbildung
t:C— Homg(C,C), z—(—-2)

ein injektiver Ringhomomorphismus ist.

2 Bestimmen sie das Bild a + bi unter Komposition M o¢: C — Mat(2,2,R) fiir alle a, b € R.

Aufgabe 3 (5 Punkte)
Zeigen Sie:
1. Fiir jede natiirlich Zahl n > 1 hat jede komplexe Zahl z # 0 genau n n-te Wurzeln.

2. Die n-ten Wurzeln von 1, die sogenannten Einheitswurzeln, bilden eine Untergruppe, genannt u,, von
C* :=C\ {0} beziiglich der Multiplikation.

3. Konstruktieren Sie einen Gruppenisomorphismus Z/n — u,,.
Hinweis: Polarkoordinaten! Jede komplexe Zahl z besitzt eine Darstellung als
z=r-(cos(p)+sin(p)-1)

mit r, €Rund r > 0.

Aufgabe 4 (5 Punkte)

Finden Sie explizite Formeln fiir die n-ten Einheitswurzeln fiir n = 1,2, 3,4,6. Wie sieht es mit dem Fall n =5
aus? Und wie fiir n =7 oder n =82

Hinweis: Das Wort “explizit” meint hier Formeln, die keinen Sinus oder Kosinus oder dhnliches enthalten,
sondern nur Summen, Differenzen, reelle Wurzeln aus reellen Zahlen usw. Und natiirlich die komplexe Zahl i.



