Abgabe: Funktionentheorie Fabian Hebestreit
01.02.26 bis 23:59 in V3-128 Blatt 12

Aufgabe 1 (5 Punkte)

Zeigen Sie zwei der folgenden Idenfikationen von Dirichletreihen, wobei immer Re(z) > 1 sei:

L L(z2P=) %, wo d(n) die Anzahl der Teiler von n ist

2. {(2)-l(z—1)= anl %, wo s(n) die Summe der Teiler von 7 ist

3. g(zz(;]n => s %, wo ¢(n) die Anzahl der zu teilerfremden Zahlen n in {1,..., n} ist

4. ﬁ =2 s %*WC
1 n=1
u(n)=1 (=1)" n hat m einfache Primfaktoren
0 n hat einen doppelten Primfaktor

die Mobiusfunktion ist.

Aufgabe 2 (5 Punkte)

Zeigen Sie, dass ., .,  divergiert.

Hinweis: Logarithmieren Sie Euler’s Produktformel und entwickeln Sie das Ergebnis in eine Potenzreihe.

Aufgabe 3 (5 Punkte)

Essei f: N — C eine Funktion. Betrachten Sie die zugehorige Dirichletreihe

Zeigen Sie:

1. Es gibt ein eindeutiges o, € RU{£0o0o} derart, dass die Dirichletreihe fiir alle z absolut konvergiert, wenn
Re(z) > 0, und absolut divergiert (lies: nicht absolut konvergiert), wenn Re(z) < o, und ebenso ein ein-
deutiges o, € RU {+oo} derart, dass die Dirichletreihe fiir alle z konvergiert, wenn Re(z) > o, und di-
vergiert, wenn Re(z) < 0.

2. Bsgilto.<o,<0.+1.

Hinweis: Zeigen Sie fiir die Existenz von o, dass, wenn die Reihe fiir ein x € C konvergiert, sie es auch fiir jedes
z € C mit Re(z) > Re(x) tut. Wenden Sie hierzu auf

o=
n=k n n=k

den abelschen Summationstrick an um die Reihe fiir z als Cauchyfolge nachzuweisen. Fiir o, < o.+1beobachten

. b u .
Sie, dass ang;L beschrankt sein muss.
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Anmerkung: Die Zahlen o, und o heillen die absolute und bedingte Konvergenzabszisse der Dirichletreihe. Ich
will auch noch erwdhnen, dass die Dirichletreihe fiir jedes o > o, auf {z € C | Re(z) > o} absolut gleichmé&Rig
konvergiert und es zusétzlich noch die gleichmidifsige Konvergenzabzsisse o, gibt: Sie ist definiert als die kleinste
Zahl, sodass die Dirichletreihe fiir jedes o > o, auf {z € C | Re(z) > o} gleichmilig konvergiert. Es gilt dann
offenbar 0. < 0, < 0, und ein Satz von Bohr besagt o, < o, + % Alle durch diese Ungleichungen zugelasse-
nen Werte werden auch tatsichlich realisiert und es gibt Formeln, wie man sie aus den Koeffizienten berechnet,
analog denen von Cartan-Hadamard (Konvergenzradius) von Lindel6f-Pringsheim (Typ und Ordnung).



Es sei A C C ein Gitter und p,: C\ A — C die WeierstraSfunktion vom letzten Zettel, explizit gegeben durch

1 1
29 en mwE Tz

Aufgabe 4 (5 Punkte)
EsseiPy =52—4T3—g,(A)T —g3(A) eC[T,S], wo
1 1
g2(A)=60 Z — und gy(A)=140 Z —
wenv(0} weA\(0}

Zeigen Sie, dass die Abbildung
C(T)(S1/Py— {f e M(C)| f ist A-periodisch}, T —p,,S+— p)
ein Kérperisomorphismus tiber C ist.

Hinweis: Gemil} Aufgabe vom letzten Zettel ist jede meromorphe A-periodische Funktion von der Form R(p)+
Q(p)p’ fiir R, Q € C(T). Es bleibt also nur noch (pj\)2 = 4pi + g>(A)p, + g3(A) nachzuweisen. Analysieren sie hierzu
die Pole dieser Funktionen.



