Abgabe: Funktionentheorie Fabian Hebestreit
07.12.24 bis 23:59 in V3-128 Blatt 7

Ist F € A, eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius, x € C und w: [0,1] — C ein Weg mit w(0) = x, so
besteht eine analytische Fortsetzung von (F, x) entlang w aus einer Unterteilung0 =ty < #; <--- < t,_; <, =1,
Zahlen €; > 0 und analytischen Funktionen f;: D(w(¢;), €;) — C, derart dass gilt:

1. T, fo=F
2. wyy, 1,1 liegtin D(w(£;), €;)UD(w(ti41), €141)
3. fi(z)= fin(2) fir alle z € D(w(z;), €;)ND(w(#11), €11)-
Man sagt, dass (F, x) in einem Gebiet U mit x € U uneingeschrédnkt analytische Fortsetzung entlang von Wegen
erlaubt, wenn jeder Weg w: [0,1] — U mit w(0) = x eine analytische Fortsetzung von (F, x) zul&sst.
Aufgabe 1 (5 Punkte)
Zeigen Sie in dieser Situation:

1. Die Funktion F,,:[0,1] — C, die ¢ auf f;(w(¢)) schickt, wenn ¢;_; < t < t;,, und w(t) € D(w(¢t;), €) gelten,
wohldefiniert und unabhéngig von der Wahl der ¢;, €; und f;.

2. Besitzt (F, x) uneingeschrankt analytische Fortsetzungen in U, so gilt F, (1) = F3(1) fiir jeden zu w: [0,1] —
U in U relativ Endpunkten homotopen Weg iv: [0,1] — U.

3. Ist U < C einfach zusammenhingend und besitzt (F, x) in U uneingeschrankt analytische Fortsetzung
entlang von Wegen, so gibt es genau eine analytische Abbildung f: U - CmitT,f =F.

Hinweis: Imitieren Sie fiir 2., den sogenannten Monodromiesatz, den Beweis des Cauchy’schen Integralsatzes.

Aufgabe 2 (5 Punkte)
Zeigen Sie, dass die (Taylorreihe der) Funktion
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um den Punkt 1 nicht uneingeschrénkt analytisch auf Wege in C\ {0} fortgesetzt werden kann, obwohl D, = C\{0}
gilt.

Aufgabe 3 (5 Punkte)

JCOS(Z)dz, Jsin(z)dz, fc?s(z)dz und Jsin(z)dz
, 2 ;2 7,sm(z) rcos(z)

r:[0,2r]— C\ {0}, t+— cis(t).

Berechnen Sie

Aufgabe 4 (5 Punkte)
Zeigen Sie:
1. Fir jedes nicht konstante Polynom P € C[T] gilt |P(z)| — oo bei |z| — oo.

2. Ist f: C — C holomorph mit | f(z)| — oo bei |z]| — 0o, dann ist f ein komplexes Polynom.

f(=)

zn

Hinweis: Betrachten Sie die Abbildung z — ﬁ um zu sehen dass es ein n € N derart gibt, dass bei|z| — oo

konvergiert. Bringen Sie diese Information dann in die Taylorentwicklung von f um 0 ein.



