Abgabe: Geometrie & Topologie Fabian Hebestreit
12.07.26 bis 23:59 in V3-128 Blatt 12

Aufgabe 1 (5 Punkte)

Zeigen Sie: Gibt es einen Homdomorphismus f: V — U, wobei U CR” und V € R? offen sind, so folgt n = 2.

Hinweis: Zum Beispiel kann man sich eine Scheibe D € V hernehmen, dann einen Ball B € f(D) und eine
weitere Scheibe D’ C f~1(B) und die Inklusion D\ {d} € D \ {d} fiir ein d € D’ im Bezug auf Fundamentalgrup-
pen betrachten.

Lasungsvorschlag. Wir folgen dem Hinweis und wihlen d als Mittelpunkt von D’. Ist dann D’ = D(d, r) so
sei S der Rand von D(d, ) und d’ € S beliebig. Dann sind beide Inklusionen S € D'\ {d} und S € D \ {d}
Homotopiedquivalenzen. Das Inverse ist gegeben durch x — d + gfjﬁ:g? und die Homotopie durch gradlinige
Verbindung.

Insbesondere liefern die Inklusionen ein kommutatives Diagram

TEl (S! d/)

— T

m(D"\{d},d’) > m(D\{d},d’)

aus Isomorphismen. Aber die Inklusion D’\ {d} € D\ {d} faktorisiert als D’\{d} € f~'(B)\{d} € D \{d}, sodass
in der Komposition

D'\ (d},d) = m(f B\ (A}, d) L my(B\ (f( @), £(d)

die erste Abbildung injektiv ist, und die zweite ein Isomorphismus. Und damit 7t,(B \ {f(d)}, f(d’)) # 0. Aber da
B\ {f(d)} genau wie oben homotopiedquivalent zu einer Sphire um f(d) ist, und diese homdéomorph zu S"7%,
folgt hieraus auch m,(S"!, e) # 0 (fiir irgendeinen Punkt ¢) und damit n — 1 = 1 nach den Berechnungen der
Vorlesung wie gewiinscht. O

Aufgabe 2 (5 Punkte)

Zeigen sie, dass die Konkatenationsoperationen
;%1 0, (B, b)x 1,(B,b)— m,(B, b)
fiir 1 <i, j < n immer iibereinstimmen.

Lésungsvorschlag. Ich hoffe es ist klar, dass es reicht den Fall i = 1, j =2 = n zu behandeln, alle anderen ergeben
sich dann, indem man Dummykoordinaten hinzufiigt.

Als dann konstuieren wir zwei stiickweise lineare Homotopien, eine die die untere Hélfte des Quadrates in
das linke untere Viertel, und die obere Hilfte ins rechte obere Viertel quetscht. Und ganz dhnlich eine, die die
linke Hélfte in die linke untere Ecke und die rechte Héilfte in die obere rechte Ecke quetscht. Konkatenation der
erstes mit dem umgekehrten der zweien liefert dann alles, was wir wollen.

In Formeln ist die erste Homotopie gegeben durch

f@s,(1—w)t+2ut) f@2s, t(1+u)) s<i <
H:[0,1x[0,1]> B, (s,t,u)— 1 g2s—1,(1—w)t+ut—1) =1{g2s—1,t(1+u)—u) s>1t>%,
b b sonst
sie startet bei f *; g und endet bei
f(2s,21) s, t<3%
(s,)—1 g(2s—1,2t—1) s,t>1
b sonst



und die zweite analog durch

f(s(1+u),2t) t<1s<i
G:[0,1F x[0,1] = (s, 1, u)— { g(s(l+ u)—u,2t—1) >35> i
b sonst
sie startet bei f *, g und endet bei der gleichen Funktion wie H. G umdrehen, umriihren, fertig. O

Aufgabe 3 (5 Punkte)

Ziel dieser Aufgabe ist es zu zeigen, dass lokaltriviale Abbildungen n: E — B die Eigenschaft haben, dass es zu
jedem kommutativen Diagramm

({0} x[0,11")u([0,1] x 3[0,1]") —5— E

] [k

ot — B

eine Abbildung h:[0,1]"*! — E gibt, die beide Dreiecke zum kommutieren bringt.
1. Konstruieren Sie eine stetige Abbildung
r:[0,1]"*" — ({0} x [0,1]")U([0,1] x 8]0, 1]"),
die auf ({0} x [0,1]")U([0,1] x 2[0,1]") die Identitit ist.
2. Benutzen das um den Fall zu erledigen, in dem f in einer trivialisierende Teilmenge von B landet.

3. Benutzen Sie das Lebesgue’sche Lemma um den Hyperwiirfel [0, 1]*™! fein genug zu unterteilen, um den
allgemeinen Fall auf der vorigen zu reduzieren.

Lésungsskizze. 1. Einesolche Abbildung r erhélt man zum Beispiel, indem man den Punkt p = (2, %, %, N %) e
R"*! betrachtet (er schwebt mittig iiber dem Wiirfel) und dann ein x € [0,1]**! auf den Schnittpunkt der
Geraden durch p und x mit J, ., = ({0} x[0,1]*)u([0, 1] x 2[0, 1]") sendet. Diese Gerade ist natiirlich durch

t — p+ t(x —p) gegeben, und ihr Schnitt mit J,; ist bei
. 1
Cmax(1—2,2x,—1],...,[2x, — 1))

1

wie man leicht nachrechnet: der Parameter ¢ = T

entspricht dem Schnittpunkt mit der Hyperebene

)
{0} x R", und die Parameter ¢ = 2:,_1—1 liefern die Schnittpunkte mit den Hyperebenen bei denen die i-te
Koordinate 0 bzw. 1 ist und dann nehmen wir das kleinste solche . Nennen wir diese Zahl A(x), konnen
wir also
r(x)=p+A(x)(x—p)

benutzen, offenbar stetig.
2. Wihlen wir eine Karte (U, @) von 7, in der f landet, so erhalten wir

({0} x [0, 1]")U([0, 1] x 8[0,1]") —2— 7Y (U) 2> UxF

incll lﬂ %
f

[0,1]"*! s U

Wir kénnen dann die Abbildung
R0 — U xF,  x—(f(x),02(g(r(x)))

betrachten (wo ¢, = pr, o ¢), welche offenbar f hochhebt und ¢ o g fortsetzt. Dann ist h = ¢! o h die
gesuchte Abbdilung.



3.

Gemadl Lebesgue’'schem Lemma, gibt es ein € > 0, sodass f jede e-Kugel in eine Menge einer trivialisieren-
den Uberdeckung von B abbildet. Wir wihlen nun ein m €N groR genug, sodass der Wiirfel [0, 1/m]" mit
Kantenldnge 1/m Durchmesser kleiner € hat (also ﬁ < €). Unterteile nun [0, 1]” in die offensichlichen m™"
Wiirfel mit Kantenldnge 1/m und Eckpunkten auf dem Gitter 1/m - Z". Wir erweitern g nun Schicht fiir
Schicht, wobei die i-te Schicht aus allen Wiirfeln bestehe, deren erste Koordinate [i/m, (i + 1)/ m] ist. Sei
also eine Erweiterung h von g schon auf [0,i/m] x [0,1]" U[0,1] x 2[0,1]"*! und einer Ansammlung von
Wiirfeln der i-ten Schicht gegeben. Wahlen wir uns dann einen weitere Wiirfel W, so ist & sicher schon
auf dem Boden B =W N ({i/m} x[0,1]") von W gegeben, und auf einer (nicht weiter bekannten) Anzahl
seiner Seitenwénde, aber sicherlich nicht auf dem Deckel W N({(i + 1)/m} x [0, 1]"). Wir erweitern & nun
auf alle Seitenwidnde von W. Dann haben wir uns in die Situation des vorigen Aufgabenpunktes gebacht,
und erhalten eine Erweiterung h auf ganz W wie gewliinscht.

Um h auf die Seitenwidnde von W zu erweitern gehen wir induktiv iiber die Dimension k vor: Wir erweitern
h zuerstaufalle[i/m,(i+1)/m]x V,wo V C B ein (k—1)-dimensionaler Randwiirfel von B ist. Fiir k =0 ist
hierbei nichts zu tun, und fiir V von Dimension k + 1, haben wir hier wieder genau ein Erweiterungsprob-
lem vor uns, das wir schon in Aufgabenteil 2 gel6st haben, da alle Seitenwdnde von [i/m,(i +1)/m]x V
von der Form [i/m, (i +1)/m] x V' mit V’ von kleinerer Dimension sind.

O

Aufgabe 4 (5 Punkte)

1.

2.

Benutzen Sie die vorige Aufgabe um zu zeigen, dass fiir eine lokal triviale Abbildung 7: E — B und ein
e € E die Sequenz

incl, o
701 (Erge) ) —5 11 (E, €) = 711(B, m(e))

exakt in der Mitte ist, also das Bild der linken Abbildung genau der Kern der rechten ist.

Benutzen Sie das um 7,(SU(n),1,,) ={e} und 7,(U(n),1,,) = Z zu zeigen.

Zu Erinnerung;: Die Evaluation U(n+ 1) — S$?>"*1, A— A- ¢, ist ein Faserbiindel mit typischer Fasern U(n), und
ebenso mit speziellen unitdren Gruppen.

Losungsskizze. 1. Zunichst ist natiirlich fiir jede Schleife y: [0,1] — E,,) die Komposition 7 o y konstant mit

Wert e, sodass die Komposition der beiden Abbildungen trivialerweise konstant ist, und damit das Bild
von incl, im Kern von 7, enthalten.

Fiir die umgekehrte Inklusion, sei 7: [0,1] — E eine Schleife bei e, sodass 7 o y nullhomotop relativ Rand
ist, etwa via einer Homotopie f (das passt dann zur Terminologie der vorigen Aufgabe). Wir miissen
zeigen, dass dann y homotop relativ Rand zu einer Schleife in E,) ist. Betrachte dafiir die Abbildung
g: ({0} x[0,1])u([0,1] x {0,1}) — E die auf {0} x [0, 1]) einfach durch y gegeben und auf den anderen Be-
standteilen konstant mit Wert e sei. Esist dann offenbar rog = f. Daher existiert nach der vorigen Aufgabe
eine Abbildung h:[0,1]> — E, die g erweitert und f hochhebt. Da aber f(—,1):[0,1] — B die konstante
Abbildung mit Wert 7(e) ist, haben wir also h(—,1):[0,1] — E(,), was die gesuchte, per Konstruktion zu y
homotope Schleife ist.

Wir beobachten zuerst, dass U(1) = {a € C | a-a = 1} = S gilt, und SU(1) = {1}; diese beiden Gruppen
haben also schonmal die korrekten Fundamentalgruppen. Mittels Hinweis erhalten wir exakte Sequenzen

m,(SU(n),1,)— m(SU(n+1),1,)— m,($*"*!,e;) und 7,(U(n),1,)— m(U(n+1),L,)— m,(S*"*", e))

wobei jeweils der rechte Term geméal3 Vorlesung verschwindet. Das bedeutet aber wegen der Exaktheit der
Sequenzen genau, dass die linken Abbildungen surjektiv sind. Induktiv bedeutet das, dass auch

m,(SU(1),1,,)— m;(SU(n+1),I,) und m,;(U1)I,)— 7, (U(n+1),1,)

surjektivsind, was im linken Falle direkt 7,(SU(n+1),1,,) = 0 liefert. Im rechten Falle lernen wir, beobachten
wir noch, dass die Abbildung auch injektiv ist: Denn die Komposition

incl det

Ul)—Un+1)—S!



ist offenbar die Identitét, sodass das auch fiir
det
m(U),1,)— m(U(n+1),1,) = my(S',1)

gilt, was die gewiinschte Injektivitédt erzwingt.

Eine zweite Moglichkeit, den Fall der unitdren Gruppen zu erhalten, ist zu bemerken, dass die Komposition
U(1) xSU(n)— U(n) x U(n)— U(n)

ein Homdomorphismus, sogar Diffeomorphismus, ist (bijektiv und kompakt nach Hausdorff’sch).



