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Aufgabe 1 (5 Punkte)

Zeigen Sie, dass ein erstabzdhlbarer tiberdeckungskompakter topologischer Raum auch folgenkompakt ist.

Aufgabe 2 (5 Punkte)

Zeigen Sie, dass jeder kompakte Hausdorffraum automatisch T4 ist, also dass je zwei abgeschlossenen disjunk-
ten Teilmengen immer noch disjunkte Umgebungen haben.

Ziel der dritten Aufgabe ist es den Hamilton’schen Homéomorphismus RP? — SO(3) zu konstruieren.

Aufgabe 3 (5 Punkte)

1. Zeigen Sie, dass fiir die Vorschrift
(z,w)(x,y)=(zx—wYy,zy + wXx)

auf C? die Gleichung|(z, w)-(x, y)| =|(z, w)|-|(x, y)| fiir alle x, y, z, w € C erfiillt und C? zusammen mit der
komponentenweisen Addition zu einem Schiefkérper H, den Quaternionen, mit Einselement (1,0) macht.

2. Der reelle Untervektorraum
Im(H) = {x € H | x* € Ry}

von H wir von i :=(i,0), j :=(0,1) und k :=(0, i) erzeugt.

3. Die Abbildung
H\ {0} — SO(Im(H)), g—[v—qvg™"]

liefert den gesuchten Homéomorphismus.

Hinweis: Fiir die Surjektivitdt in (3) haben Sie hoffentlich in der linearen Algebra gezeigt, dass jedes Element
aus SO(3) eine Rotation um eine Achse u € S?> mit einem Winkel ¢ € R ist. Diese entspricht dem Quaternion
cos(£)- 1+sin(%)- (uyi+ uy j + usk).

Ziel der vierten Aufgabe ist zu zeigen, dass die euklidische Topologie auf R” die einzige ist, die R” zu einem
hausdorff’schen topologischen Vektorraum macht.

Aufgabe 4 (5 Punkte)
Sei also T eine solche Topologie.

1. Zeigen Sie, dass die Identitdt des R” beziiglich der euklidischen Topologie in der Quelle und 7 im Ziel stetig
ist, und damit T grober als die euklidische Topologie.

2. Folgern Sie, dass S”~! € R” auch beziiglich T abgeschlossen ist.
3. Zeigen Sie, dass jede beziiglich T offene Umgebung von 0 € R” noch eine um 0 sternférmige enthilt.
4. Folgern Sie aus (2) und (3), dass T auch feiner als die euklidische Topologie ist.

Hinweis: (3) gilt in jedem topologischen R-Vektorraum.



