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Ist M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit und N ⊆M , so heißt eine Karte (U , V ,ϕ)von M eine k -dimensionale
Untermannigfaltigkeitskarte von N , wenn ϕ−1(V ∩ (Rk × {0})) = U ∩N gilt. Es heißt dann N eine Unterman-
nigfaltigkeit von M , wenn es sich durch Untermannigfaltigkeitskarten überdecken lasst und trägt M eine Ck -
Struktur, so heißt N eine Ck -Untermannigfaltigkeit, wenn es sich dies durch Ck -Karten erreichen lässt.

Aufgabe 1 (5 Punkte)

1. Zeigen Sie, dass die Ck -Untermannigfaltigkeitskarten eine Ck -Struktur auf einer Ck -Untermannigfaltigkeit
N ⊆M liefern und dass eine Abbildung K → N genau dann k -fach stetig differenzierbar ist (K eine be-
liebige Ck -Mannigfaltigkeit), wenn es die Komposition K →N →M ist.

2. Finden Sie eine Untermannigfaltigkeit von R2, die keine C1-Untermannigfaltigkeit ist.

Aufgabe 2 (5 Punkte)

Es sei f : K →M eine k -fach stetig differenzierbare Abbildung zwischen Ck -Mannigfaltigkeiten mit k ≥ 1, N ⊆M
eine Ck -Untermannigfaltigkeit, derart dass für alle x ∈ K mit f (x ) ∈N der Unterraum Tf (x )N ⊆ Tf (x )M im Bild
Dx f : Tx K → Tf (x )M liegt. Zeigen Sie, dass dann f −1(N ) eine Ck -Untermannigfaltigkeit von K ist.

Hinweis: Zeigen Sie das zunächst für K ⊆Rk offen und M =Rm , indem Sie beim Satz über implizite Funktionen
noch einmal genau hinsehen.

Aufgabe 3 (5 Punkte)

Finden Sie eine Funktion h : R3 → R zusammen mit einem regulären Wert y ∈ R, so dass h−1(y ) diffeomorph
zum Torus

T2 = {(x , y , z , w ) ∈R4 | x 2+ y 2 = 1= z 2+w 2}

ist.

Aufgabe 4 (5 Punkte)

Es sei A ∈GLn+1(R). Dann induziert A eine Abbildung

A : RPn −→RPn , l −→ A · l .

Zeigen Sie, dass diese glatt ist und berechnen Sie die Ableitung

Dl A : HomR(l ,Rn+1/l )→HomR(A · l ,Rn+1/A · l )

unter dem Isomorphismus TlRPn ∼=HomR(l ,Rn+1/l ) aus der Vorlesung.
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