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KAPITEL 1

Mengentheoretische Topologie

In diesem Kapitel werden wir die Grundbegriffe dieser Vorlesung einfithren und studieren, ins-
besondere den des topologischen Raums, der einige Unzuldnglichkeiten des Begriffs der metrischen
Raume bereinigt. Ich fange also mal damit an, an diesen Begriff zu erinnern und einige Probleme
mit ihm aufzuzeigen.

1. Metrische Raume

Im ersten Semester ist Thnen wohl der Begriff der stetigen Abbildung f: [a,b] — R iiber den
Weg gelaufen: Zu jedem z € [a,b] und € > 0 muss es dazu ein 6 > 0 geben, so dass aus

|z —t] <& schon |[f(x)— f(t)|<e

folgt. Wir bezeichnen die Menge der stetigen Funktionen dieser Sorte mit C([a, b], R). Den Begriff
der Stetigkeit haben sie in den folgenden Semestern dann hoffentlich zu Stetigkeit von Funktionen
U — R™ mit U € R" ausgebautet (mit wortlich gleicher Definition). Ich hoffe Sie haben auch
die Feststellung gemacht, dass fiir die Funktion

b
J:C([a,bL[R)—HR, fl—)f f

a
und jedes f € C([a,b],R) und € > 0 ein § > 0 existiert, so dass aus

b b
Jyo= ],
folgt (ndmlich tut es § = =-), wo || f|| = SUPye[a,b] | (t)]. Um dies ebenfalls als eine Art Stetigkeit

zu deuten, ist ihnen dann hoffentlich folgende Definition untergejubelt worden:

llg — fll <6 schon <e

1.1. Definition (Fréchet, 1906) Ist X eine Menge, so heiit eine Funktion d: X x X — [0, 0] eine
Pseudometrik, falls fir alle x,y, z € X gilt:

(1) d(xz,2) =0

(2) d(z,y) = d(y, z), und

(3) d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2)
Sie heifit Metrik, wenn d(z,y) = 0 nur bel z = y eintritt.

1.2. Bemerkung Es ist Geschmackssache ob man den Wert oo fiir eine Metrik zuldsst oder nicht.
Typischerweise verzichtet man im ersten Semester darauf, um Studenten nicht mit dem Rechnen
mit 00 unnotig zu verwirren, aber wir werden sehen, dass das nicht viel Einfluss hat, siehe 2.4 und
hin und wieder einfachere Sprache zulésst, etwa im Beispiel der Supremumsmetrik unten.

1.3. Beispiel (1) Eine natiirlich Quelle von Metriken sind die (Halb)normen auf einem R-
Vektorraum V: Eine Halbnorm ist eine Funktion ||—||: V' — Ry derart, dass fiir alle
z,ye V und A eR

() -zl = Al ]
(b) [l +yll < ll=l| + llyll
gelten. Es ist eine Norm, wenn ||z|| = 0 nur fiir z = 0 gilt. Es ist dann fiir jede Halbnorm

VxV—R, (v,w)—|v-u]
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1. MENGENTHEORETISCHE TOPOLOGIE

eine Pseudometrik, und dies ist eine Metrik genau, wenn man mit einer Norm gestartet
ist. (Hier ist es {ibrigends nicht zweckmiBig auch den Wert oo fiir eine (Halb-)Norm
zuzulassen, da sich dann die Skalarmultiplikation als unstetig erweisen kann, wie wir in
den Ubungen schen werden.)

Auf dem R" ist

x— |z| =

eine Norm, die euklidische Norm. Und insbesondere (x,y) — |z — y| die euklidische
Metrik.
Allgemeiner haben sie vielleicht gelernt, dass auch die Funktionen

n
ML
=1

fiir jedes p = 1 eine Norm auf dem R™ ist. Neben dem euklidischen Fall p = 2 ist wohl
noch p = 1 berithmt, er liefert die Manhatten-Metrik (z,y) — | ¥, ; — y;|. Und auch
dem Fall p = 00 haucht man via

r— |z], =

T — [a]y = max [z
<i<n

Sinn ein, was ebenfalls eine Norm ist, und auch wirklich |x|, — |z|.. bei p — oo erfiillt,
wie sie hoffentlich auch mal nachgerechnet haben.
Ahnliches gilt fiir p € [1, 00[ und die Funktion

b
C([a, b, R) —> Reg, f J|f|1’ bow. s [£(0)].

a €la,b]

Die Formeln ergeben offenbar in grofierer Allgemeinheit, die linken fiir alle moéglichen

Sorten integrierbarer Funktionen (mit endlichem Integral) und die rechte sogar auf beschrankte

Funktionen (solange man nur max durch sup ersetzt). Man beachte aber, dass schon auf
dem Raum der Riemann integrierbaren Funktionen die linken Formeln nur noch Halbnor-
men liefern: Jede Funktion, die an nur endlich vielen Stellen ungleich 0 ist, ist Riemann
integrierbar mit verschwindendem Integral (fiir das Lebesque Integral darf die Ausnah-
memenge sogar abzihlbar sein).

Ist iiberhaupt M eine Menge und (X, d) ein metrischer Raum, so kénnen wir F(M, X),
die Menge der Funktionen M — X, mit der Metrik

(f,g) = sup d(f(m),g(m))
meM

ausstatten, der Supremumsmetrik; dies ist ein Fall in dem es sich als niitzlich erweist
zuzulassen, dass Metriken auch den Wert oo annehmen diirfen: Selbst wenn d selbst
das nicht tut, kann das Supremum in dieser Formel das durchaus tun (man nehme etwa
M =R=X und f =id und g = 0).

Erlaubt man dies nicht, wird meist nur die Menge der beschrankten Funktionen
(also diejenigen f fiir die sup,, ,,eps d(f(n), f(m)) endlich ist) mit der Supremumsmetrik
versehen, von der man dann leicht priift, dass auch sie nur endliche Werte annimmt. Im
Falle M = [a,b], X = R ist die Supremumsmetrik dann auch wirklich von der Norm aus
dem vorigen Punkt induziert, wie man leicht pruft.

Hier noch ein paar einfache Beispiele von Pseudometriken, die sich weiter unten als
niitzlich erweisen werden: In der Situation des vorigen Beispiels liefert fiir jedes m € M
die Funktion

(f,9) — d(f(m),g(m))

eine Pseudometrik auf F(M, X); sie ist eine Metrik nur dann, wenn M = {m} gilt.
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(7) Hier vielleicht noch zwei Beispiele trivialerer Natur: Die Nullfunktion ist auf jeder Menge
X eine Pseudometrik und die Funktion

0 z=y
(z,y) —
1 z#vy

sogar eine Metrik.

Ich erinnere dann auch noch an den allgemeinen Begriff der Stetigkeit und Konvergenz:

1.4. Definition Sind (X, d) und (Y, e) pseudometrische Rédume, so heiit eine Abbildung f: X —
Y stetig bei x € X, wenn zu jedem € > 0 ein ¢ > 0 existiert, sodass fiir alle 2’ € X

d(z,2') < § = e(f(x), f(z')) <e

gilt.
Und ist f: N — Y eine Folge, so konvergiert sie gegen y € Y, wenn es zu jedem € > 0 ein
n € N gibt so, dass

e(fkvy) <€
fir alle £ = n gilt.

Diese Definitionen fangen nun das anfangs geschilderte Beispiel {: C([a,b],R) — R als eine
stetige Abbildung ein, wenn man die Quelle mit der Suprememumsmetrik versieht. Und sie
haben hoffentlich auch gelernt, dass eine Folge von Funktionen konvergiert beziiglich der Supre-
mumsmetrik genau dann gegen eine Funktion f konvergiert, wenn sie dies gleichmafig tut (und
nicht nur punktweise) tut. Da stetige Abbildungen konvergente Folgen auf konvergente Folgen
abbilden, kodiert die Stetigkeit obiger Integralabbildung also auf sehr elegante Weise, dass

b b
f lim f, = lim fn
a n—oo n—oo a
immer dann gilt, wenn die Folge von stetigen Funktionen n — f,, eben gleichméafig konvergiert
(dann ist die Grenzfunktion natiirlich von alleine ebenfalls stetig, aber das brauchen wir fiir unsere
momentane Definition gar nicht wissen).

Nun haben sie vielleicht auch den um einiges allgemeineren (und auch schwieriger zu be-
weisenden) Satz von der beschriankten Konvergenz gesehen, der besagt, dass die Konvergenz des
Integrals auch dann noch gilt, wenn die Konvergenz der Funktionenfolge f nur punktweise vor-
liegt, aber die Funktionen |f,| eine gemeinsame obere Schranke s > 0 erlauben, also |f, ()] < s
fiir alle ¢ € [a,b] und n € N gilt (in diesem Falle ist die Grenzfunktion natiirlich nicht mehr von
alleine stetig, ja nichtmal mehr Riemann integrierbar; fiir die angenehmste Formulierung des Satzes
braucht man deshalb den Lebesque’schen Integralbegriff und dann ist Satz von dern beschrankten
Konvergenz im berithmten Lebesque’schen Satz von der dominierten Konvergenz enthalten, den
man héufig im Zuge der Mafitheorie beweist).

Es stellt sich jedenfalls hoffentlich naheliegend die Frage, ob es auch eine Metrik auf C([a, b], R)
(oder einem noch groferen Funktionenraum) gibt, die die punktweise Konvergenz von Funktio-
nenfolgen induziert. Gibt es nicht:

1.5. Satz Ist a < b so gibt es keine (Pseudo-)Metrik d auf C([a,b],R) derart, dass eine Folge
beziiglich d genau dann konvergiert, wenn sie es punktweise tut.

BEWEIS. Nehmen wir an es géibe so eine (Pseudo-)Metrik d. Wir behaupten als erstes, dass
es dann zu jedem x € R eine Zahl € > 0 gibt so, dass aus d(f,0) < € schon |f(x)| < 1 folgt. Denn
sonst gébe es eine Folge g: N — C([a, b],R) mit d(gx,0) — 0 bei k — o0 aber |gi(z)| = 1 fiir alle
k = 0. Aber so eine Folge wiirde wegen der ersten Bedingung gegen 0 konvergieren, wohingegen
ihre Werte bei x sich 0 ja gar nicht annéhern, im Widerspruch zur Wahl von d.

Wir sortieren nun die reellen Zahlen nach der nétigen Grofle eines solchen € > 0. Setze dazu

M, = {z € [a,b] | Fiir alle f € C([a,b],R) folgt aus d(f,0) < L schon |f(z)| < 1}.
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fir n € N. Dann gilt offenbar M,, € M,, 1 und die Voriiberlegung besagt genau, dass

U M, = [a,1].

neN
Da [a, b] iiberabzéhlbar ist, konnen nicht alle M,, endlich sein (denn eine abzéhlbare Vereinigung
endlicher Mengen ist immer noch abzédhlbar; es muss natiirlich sogar ein M,, selbst iiberabzahlbar
sein, aber das brauchen wir gar nicht). Wahlen wir uns dann ein ¢ € N, derart dass M; unendlich
ist, so gibt es eine Injektion f: N — M; € [a,b]. Als beschriankte Folge enthélt f nach dem Satz
von Bolzano-Weierstrafl dann eine konvergente Teilfolge g: N — M;, etwa mit Grenzwert x € [a, b].
Da mit f auch g injektiv ist, nimmt g den Wert  dann hochstens einmal an. Insbesondere kénnen
wir noch einmal zu einer Teilfolge h von g {ibergehen, die den Wert = gar nicht mehr annimmt
(aber sicher immer noch injektiv ist und gegen x konvergiert). Wir haben damit erreicht, dass
jedes der Folgenglieder positiven Abstand zu allen anderen hat, mit anderen Worten es gilt fir
jedes n € N

inf |hp —hy| >0
m#n
Denn wegen der Konvergenz von h gibt es ja ein k € N, sodass fiir alle m > k

hp—|

oy, — ] < Pnl
die rechte Seite ist schliefilich per Annahme positiv, und damit
|hm - hn| = |hm - hn| + |hm —33| - |hm - l‘| = |hn —.13| - |hm - l‘| > lhﬂéiix"
fir alle m > k. Damit haben wir sicher

inf |hy —hy|>  min {L;w' i, — hn|} >0
m#n m<k,m#n

wie behauptet. Nennen wir das Infimum links einmal e,,, so konnen wir nun stetige Funktionen

fn: [a,b] > R hernehmen, die aulerhalb von ]hn — G ha + %"[ verschwinden, aber f,(hy,) = 2

erfiillen (etwa indem wir einfach linear interpolieren). Diese Intervalle sind nun per Konstruktion

alle disjunkt: Aus |h, —t| < & folgt schlieBlich fiir n # m

[ — t| = [hm — t| + | — t| — |hy — ]
> |hn - hm| - %’

hn—hm
= |hy = hm| — |27|
_ ‘hnfhwn‘
=2

€
Z 3

Insbesondere nimmt fiir jedes t € [a,b] die Folge n — f,(¢) hochstens einmal einen Wert aufler
0 an. Damit konvergieren die f,, sicher punktweise gegen 0. Aber wegen |f,(h,)| = 2 > 1 und
hn, € M; gilt dann nach Definition von M; auf der anderen Seite d(f,,0) > 1/i fiir alle n € N,
sodass n +— f, sicherlich beziiglich d nicht gegen 0 konvergiert. Widerspruch. O

Der Begriff der punktweisen Konvergenz lésst sich also im Gegensatz zur gleichméfiigen Kon-
vergenz nicht durch eine Metrik fassen. Dies ist ein erstes Defizit von Metriken, das wir beheben
wollen. Ein zweites ist ihre schlechte Interaktion mit Quotientenbildung, die ich auch noch kurz
illustrieren mochte. Ist ndmlich X ein pseudometrischer Raum und ~ eine Aquivalenzrelation auf
X, so gibt es eine naheliegende Idee was stetige Abbildungen X/~ — Y in einen pseudometrischen
Raum Y sein sollen, ndmlich einfach genau die Abbildungen f fiir die Komposition

x B x/i~Ly

stetig ist (man beachte, dass hieraus durch Einsetzen von f = id: X/~ — X/~ zumindest mal
folgt, dass die Projektion selbst stetig ist). Es stellt sich die Frage, ob es eine Pseudometrik auf
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X/~ gibt, die das leistet. Um einen Ansatz zu haben, erinnere ich daran, dass man den Abstand
zweier Teilmengen A, B € X einfach als
d(A,B) = inf d(a,b)

acA,beB

definiert. Es liegt also nahe die Funktion
d: X/~ x X/~ — [0,20], (A,B)+— d(4,B)

zu betrachten. Um die Probleme mit dieser Idee zu illustrieren, betrachten wir einmal den pro-
jektiven Rdume aus der Geometrie. Fiir einen K-Vektorraum V setzt man hier

P(V)={L € V| L ist ein 1-dimensionaler K-Untervektorraum von V'}.

Diese Menge ist zwar selbst nicht ganz durch Herausteilen einer Aquivalenzrelation aus V gegeben
(verschiedene Geraden sind ja sicher nicht disjunkt), aber man priift leicht, dass die Abbildung

{0} —P(V), v—>K-v

eine Bijektion
(VM{0})/~ — B(V),
liefert, wo v ~ w, wenn es ein A € K* gibt mit v = Aw. Wir wollen nun also etwa im Falle
K = Rund V = R" die linke Seite heranziehen um P(R™) eine Metrik mit der oben beschriebenen
Eigenschaft zu geben.
Aber ist d die euklidische Metrik auf R™ so gilt fiir je zwei Geraden L, L' € R™ offenbar

d(L\{0}, L'\{0}) = 0.

Da wir hier nichts weiter als zwei beliebige Aquivalenzklassen stehen haben, folgt also, dass die
Funktion
d: (R™\{0})/~ x (R"\{0})/~ —> [0, 0]

von oben einfach verschwindet. Sie ist also zwar eine Pseudometrik, aber sicherlich hat sie nicht die
gewiinschte Eigenschaft, dass eine jede skalierungsinvariante Funktion R"\{0} — X eine beziiglich
dieser Metrik stetige Abbildung P(R™) — X induziert (als einfachstes Beispiel nehme man etwa
C = R? und betrachte die Abbildung C\{0} — C\{0}, 2 - {Za).

Im konkreten Fall der reellen projektiven Raume, vermag man sich leicht aus dieser misslichen
Situation zu befreien: Es ist liefert offenbar auch die Einschriankung

S t={zeR"| |z| =1} — P(R"), 2+ Rz

eine Bijektion S"~!/~ — P(R"), wo # ~ y wenn x = +y, und hier liefert d dann eine Metrik mit
allen gewiinschten Eigenschaften.

Woher soll so eine Rettung im Allgemeinen aber kommen? Und es gibt auch Félle, in denen
d gar keine Pseudometrik mehr ist (sie werden in den Ubungen einen finden miissen). Das lisst
sich zwar durch einen kleinen Kniff beheben (auch dazu mehr in den Ubungen), aber schlimmer
noch: Es gibt Beispiele, in denen iiberhaupt keine Pseudometrik auf X/~ existiert, die unserem
Designkriterium geniigt. Der wohl einfachste Fall ist:

1.6. Beispiel Man betrachte R mit der euklidischen Metrik und der Relation z ~ y, falls z = y
oder z,y € 2rZ. Die Aquivalenzklassen sind dann, die Einpunktmengen {z} mit € R\27Z und
die Menge 277 selbst. Die Abbildung

[27n, 27m(n + 1)] —> SY, ¢ — (cos(t), sin(t))
faktorisiert dann durch eine Bijektion [27n, 27(n + 1)]/~ — S!, und fiir die Umkehrabbildungen
en: St — [2mn, 27(n + 1)]/~ S R/~

sind offenbar zusammen genommen surjektiv und erfiillen im(e,) N im(e,,) = 27Z, treffen sich
also alle in einem Punkt. Man sollte sich R/~ also als Aneinanderheftung unendlich vieler Kreise
an einen einzigen Punkt vorstellen.
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Betrachte nun jedenfalls eine (Pseudo-)metrik d auf R/~ und die stetige Abbildung g¢: R — R,
die durch lineare Intepolation aus

2rn— 0 und (2n+ )7 +—> f,

fiir irgendeine Funktion f: Z — R entsteht. Sie ist offenbar mit ~ vertraglich und induziert eine
Abbildung R/~ — R. Unser Designkriterium fiir d sagt, dass sie alle stetig sein sollten. Sind sie
aber nicht, wenn auch noch R — R/~ stetig ist: Denn dann gibt es ja zu jedem n € Z ein 6,, > 0
derart dass

lv —2mn| <6, = d([z],2nZ) <1,

wobei wir durch eventuelle Verkleinerung auch noch J,, < 7 erhalten konnen. Die Folge n +—

2mn + %” erfiillt dann jedenfalls d([27n + %], 27Z) < %, sodass sie in R/~ gegen Z konvergiert.
Aber wir rechnen

_ fn+15n

o

Und fiir die spezielle Wahl von f: Z — R gegeben durch

f(n)={02,r n<l1

gs (27m + %)

n>1

erhilt man dann
gf (27rn + %’”‘) =1,
was sicherlich nicht gegen 0 = g;(Z) konvergiert.

Auch hier muss man sich also etwas neues ausdenken.

2. Topologische Raume

Wir suchen nun also nach einem Begriff, der Stetigkeit und Konvergenz immer noch einfangt,
aber die obigen Probleme nicht teilt. Konzentrieren wir uns einmal auf die Stetigkeit; die enthalt,
wie sie hoffentlich wissen, den Konvergenzbegriff ja einfach: Eine Folge f in einem (pseudo-
Jmetrischen Raum X konvergiert gegen x genau dann, wenn die Abbildung

(LLLL b x, 1oy,

1293740 n
sich durch 0 — x stetig erganzen lasst.
Fiir die bendtigten Umformulierungen erinnere ich an folgende Definition:
2.1. Definition Ist (X, d) ein pseudometrischer Raum, so setzen wir fiir r > 0 und z € X
Da(z,r) ={y e X [ d(z,y) <r},
die Kugel um x mit Radius r. Eine Teilmenge U € X nennt man dann eine Umgebung von z in
X, wenn es ein r > 0 gibt, mit
Dy(z,r) € U,

und man definiert das Innere U° von U, als die Menge all derjenigen Punkte von X, die von U in
X umgeben werden. Weiterhin heifit U offen, wenn es jeden seiner Punkte in X umgibt.

Mit dieser Terminologie haben wir dann:

2.2. Lemma Sind (X,d) und (Y,e) pseudometrische Raume, f: X — Y eine Abbildung und
x e X so gilt:
(1) f ist stetig in x genau dann, wenn fiir jede Umgebung U S 'Y von f(z) auch f~(U) € X
eine Umgebung von x ist.
(2) f ist stetig (das heifit stetig in jedem Punkt von X ) genau dann, wenn f~1U < X fiir
jedes offene U €'Y wieder offen ist.



2. TOPOLOGISCHE RAUME 11

Eine kleine Voriiberlegung: Fiir €,0 > 0 ist die Bedingung, dass fiir alle 2’ € X
d(z,2') < §d = e(f(x), f(z')) <e
gelte offenbar nichts anderes als

f(Da(z,6)) € De(f(2), €),
was wiederum zu

Dd(xvé) - f_lDe(f(‘T)v 6)
aquivalent ist. Die Sprache der Urbilder ist hier also nichts weiteres als eine triviale Umfor-
mulierung der iiblichen Definition von Stetigkeit.

PROOF. Auch der gesamte Beweis von (1) ist besteht nun nur aus dem Einsetzen von Def-
initionen. Ist f bei z stetig und U € Y eine Umgebung von f(x), so gibt es per Definition des
Wortes Umgebung ein € > 0 mit D.(f(z),e) € U. Geméf der Voriiberlegung finden wir dann we-
gen der Stetigkeit ein § > 0 mit Dy(x,8) S f~ De(f(x),€). Aber wegen f~1D.(f(z),¢) € f~1(U)
gilt dann sicher auch Dgy(x,d) € f~1(U), was zeigt, dass f~*(U) eine Umgebung von z ist. Und
haben wir umgekehrt ein € > 0 vorgegeben, so beobachten wir dass D.(f(x),€) trivialerweise eine
Umgebung von f(z) ist, und deshalb per Annahme f~'D.(f(z),¢) eine Umgebung von z. Aber
dann gibt es per Definition ein 6 > 0 mit Dg(xz,6) S f1D.(f(z), €), was laut Voriiberlegung die
Stetigkeit von f bei & nachweist.

Auch die Vorwirtsimplikation von (2) hat diese Natur: Ist U € Y offen und 2’ € f=(U), so
ist per Definition der Offenheit U eine Umgebung von f(z). Aber wegen der Stetigkeit von f bei
x ist nach dem ersten Punkt damit f~!(U) eine Umgebung von z’. Die Menge f~!(U) umgibt also
jeden ihrer Punkte und ist damit offen. Man bemerke, dass wir bisher keines (!) der Axiome eine
(Pseudo-)Metrik benutzt haben. Das &dndert sich nun bei der Riickrichtung in (2). Sind némlich
2’ € X und € > 0 gegeben, so brauchen wir erst einmal eine offene Menge, auf die sich die Vorausset-
zungen anwenden lassen. Hierfiir wollen wir natiirlich die Menge D.(f(2’), €) selbst benutzen und
deren Offenheit benutzt die Dreiecksungleichung, siehe 2.3 unten. Mit dieser Information geht der
Beweis aber wieder schnell zu Ende: Per Annahme ist dann auch f~'D.(f(z’),€) offen in X, also
insbesondere eine Umgebung von z’ und damit existiert ein 6 > 0 mit Dg(2/,) S f~'D(f(2'), €),
was nach Voriiberlegung wieder genau die Stetigkeit von f bei x’ nachweist. O

Holen wir noch den Nachweis der Offenheit von Kugeln nach:

2.3. Beobachtung Ist (X,d) ein pseudometrischer Raum, so ist fiir jedes z € X und € > 0 die
Menge Dg4(x,€) offen in X.

Ist namlich y € Dy(z, €) gegeben, so ist € — d(x,y) > 0 und Dy(y,e — d(z,y)) € Dy(z,¢€), da
fir alle z € X mit d(y, z) < € —d(x,y) auch

d(z,2) < d(z,y) +d(y,2) <d(z,y) + e —d(x,y) = ¢
gilt.

Wir kénnen die Stetigkeit einer Funktion geméfl 2.2 also vollstdndig in Termen von Umge-
bungen oder offenen Mengen ausdriicken.

2.4. Bemerkung Diese Beobachtung ist schon in der Theorie der metrischen oder normierten
Réaume sehr niitzlich, denn sehr verschiedenartige Metriken kénnen durchaus die gleichen offenen
Mengen liefern.

(1) Etwa tun dass alle der Normen z — |z|, fiir p € [1, 0] auf dem R", wie sie hoffentlich
ebenfalls schonmal nachgewiesen haben und wir spéater verallgemeinern werden.

(2) Allgemein ist etwa mit d auch die Funktion #‘ld eine (Pseudo-)Metrik auf einer Menge X
wie man leicht nachrechnet, die die gleichen offenen Mengen liefert wie d. Die (Pseudo-
YMetrik ﬁ‘ld nimmt iibrigends dariiber hinaus offenbar keine Werte oberhalb von 1 an.
Dies ist der Grund, aus dem es flr Stetigkeits- und Konvergenziiberlegungen keinen
echten Unterschied macht, ob man in der Definition einer Metrik den Wert oo erlaubt

oder nicht.
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In den Ubungen werden sie noch einige drastischere Beispiele sehen.

Lemma 2.2 eroffnet dariiber hinaus nun auch die gesuchte Moglichkeit den Begriff des metrischen
Raums durch eine direkte Axiomatisierung von Umgebungen oder offenen Mengen zu ersetzten
(wir wollten ja die Probleme von metrischen Raumen aus dem ersten Abschnitt 16sen). Fiir offene
Mengen ist dies etwas einfacher (obwohl historisch die, wie wir gleich sehen werden dquivalente,
Definition mittels Umgebungssystemen zuerst kam): I"Jberlegen wir jedenfalls einmal, was wir iiber
offene Mengen in einem beliebigen pseudometrischen Raum (X, d) sagen konnen, so finden wir
leicht (fiir einen Nachweis, siehe 2.6 unten):

&, X sind offen und

sowohl beliebige Vereinigungen als auch endliche Durchschnitte offener Menge sind offen.

Man kann noch weitere allgemeine Eigenschaften finden: Zum Beispiel gibt es zu je zwei Punkten
und einer offenen Menge, die genau einen der Punkte enthélt, auch eine weitere offene Menge
die genau den anderen enthélt (diese Aussage ist wohl die erste, in die die Symmetriebedingung
einer Metrik ernsthaft eingeht), und in einem echten metrischen Raum gilt offenbar auch noch,
dass es zu je zwei verschiedenen Punkte disjunkte offene Menge gibt, die jeweils genau einen der
Punkte enthalten, aber es hat sich als niitzlich erwiesen, diese Sorte Eigenschaften separat zu
behandeln (Sie werden hoffentlich zustimmen, dass diese einen etwas anderen Charakter als die
obrigen besitzen). Folgende Definition ist also auf jeden Fall einen Versuch Wert:

2.5. Definition (Alexandrov, 1926) Ist X eine Menge, so heifit eine Teilmenge 7 € P(X) der
Potenzmenge von X eine Topologie auf X, wenn

(1) &, XeT,

(2) FET = UperU€T, und

(3) FS T endlich = (e UET
gelten. Das Paar (X, T) heifit dann ein topologischer Raum. Ist (Y, S) ein weiterer topologischer
Raum, so heiit eine Abbildung f: X — Y stetig, wenn fiir alle U € S auch f~1(U) € T gilt.
Wir bezeichnen die Menge dieser stetigen Abbildungen X — Y mit C((X,T), (Y,S)) oder wenn
die Topologien aus dem Kontext klar sind (und das wird meistens der Fall sein) auch einfach mit
C(X,Y).

Natiirlich reicht es anstatt der dritten Bedingung U,V € T = U n V € T zu fordern. Wir
bemerken nun einmal explizit:

2.6. Beobachtung Ist d eine Pseuodmetrik auf X so ist
Oq ={U <€ X | U ist offen in X beziiglich d}

eine Topologie auf X und fiir einen zweiten pseudometrischen Raum (Y, e) und eine Abbildung
f: X - Y ist f ist stetig beziiglich der Pseudometriken d und e genau dann, wenn sie es beziiglich
der Topologien Oy und O, ist.

Fiir den ersten Punkt beobachten wir, dass die leere Menge offen ist, weil es keinen Punkt in ihr
gibt, um den man etwas testen miisste und X selbst offen ist, weil jede Kugel um jeden Punkt von
X natiirlich wieder in X liegt. Und ist 7 < P(X) eine Familie offener Mengen, und x € | J;;c» U,
so wéhlen wir uns ein V € F mit z € V, finden dann per Definition ein ¢ > 0 mit Dy(z,e) € V
und haben wegen V' C |J;oz U sicherlich auch Dgy(z,€) € |JyerU. Ist letztlich F eine endliche
Menge von offenen Teilmengen von X und z € (.U, so konnen wir per Definition fiir jedes
V e F ein ey > 0 wahlen mit Dy(x, ey ) € V. Setzen wir dann § = minycr €y (hier benutzen wir,
dass F endlich ist!), so gilt sicherlich § > 0 und per Konstruktion Dy(z,d) € Dy(z,ey) € V fur
alle V € F und damit auch D4(z,d) € (o U wie gewiinscht.

Der zweite Punkt ist dann genau der Inhalt von 2.2.

Der Begriff der Topologie ist nun der zentrale Begriff des ersten Teils der Vorlesung. Wir
werden im néchsten Abschnitt sehen, dass es auf F([a,b], R) und vielen &hnlichen Réumen nun
wirklich eine Topologie der punktweisen Konvergenz gibt, und auch dass eine Topologie 7 auf X



2. TOPOLOGISCHE RAUME 13

fiir jede Aquivalenzrelation ~ auf X auch eine auf X /~ induziert (die Quotiententopologie) so,
dass Abbildungen X/~ — Y fiir jeden anderen topologischen Raum (Y, S) stetig beziiglich dieser
Topologie sind genau dann wenn es ihre Komposition X — X/~ — Y ist. Und selbst, wenn die
Topologie auf X von der Form Oy fiir eine Pseudometrik d auf X ist, muss die Quotiententopologie
das gemaf 1.6 eben nicht mehr sein.

Bevor wir aber Beispiele geben, mochte ich noch auf die Axiomatisierung des Begriffs der
Umgebung eingehen, die wie gesagt historisch der erste erfolgreiche Versuch war, das Konzept des
topologischen Raumes einzufangen:

2.7. Definition (Hausdorff, 1914) Ein Umgebungssystem auf einer Menge X ist eine Abbildung
N: X — P(P(X)) derart, dass fiir jedes z € X

(1) X e N,

(2) fir alle U e N, gilt z € U,

(3) fir alle U e N, U €V C X folgt V e N,

(4) fiir alle U,V € N, gilt auch U n'V € N,

(5) fir alle V e N, gibt es ein U € N, so, dass fiir alle y € U schon V € N, gilt.
gelten. Ist (Y, M) eine weitere Menge mit einem Nachbarschaftssystem, so nennen wir f: X —» Y
stetig bei z € X, wenn f~1(U) € N, fiir alle U € M,,.

Ich hoffe Sie stimmen zu, dass hier nur das letzte Axiom etwas seltsam wirkt. Es ist in
gewissen Sinne der Ersatz fiir die Dreiecksungleichung in der Definition einer Metrik, wie das
folgende Beispiel zeigen soll:

2.8. Beobachtung Ist d eine Pseudometrik auf X so liefert
(Ua)s = {U € X | U ist eine Umgebung von =}

ein Umgebungssystem Uy auf X. Der Nachweis der ersten vier Axiome ist hoffentlich wieder
offensichtlich und benutzt von den Axiomen einer Metrik nur d(x, ) = 0 (um sicherzustellen, dass
jede Umgebung von x das Element x auch wirklich enthélt). Fiir das letzte Axiom kann man nach
2.3 etwa U = Dg(z, €) nehmen, wenn nur Dg(x,€) €V (und ein € > 0 fiir das diese Inklusion gilt,
gibt es ja gerade per Definition) und hierfiir benutzt man eben genau die Dreiecksungleichung fiir
d.

Wir werden natiirlich gleich allgemein ein Analog des Inneren fiir Topologien und Nach-
barschaftssystem definieren und ohne dieses letzte Axiom, wiirde der Begriff aber nun eben nicht
besonders sinnvoll sein (das Innere wire dann nicht mehr immer offen).

Man beobachte auch noch, dass 2.2 die Definition der Stetigkeit bei einem Punkt beziiglich
zweier Pseudometriken genau in die Stetigkeit beziiglich der zugrhoérigen Umgebungssysteme
iibersetzt.

Nun also genug des Vorgeplankels. Umgebungssysteme und Topologien sind &quivalente
Konzepte:

2.9. Satz Fs sei X eine Menge. Ist dann T € P(X) eine Topologie auf X, so liefert
I(T),={Uc X | esgibteinVeT mitxeV cU}

ein Umgebungssystem I(T) auf X und ist umgekehrt N': X — P(P(X)) ein Umgebungssystem, so
15t
CW)={Uc X | firallexeU gibt es einVeN, mitVcU}
eine Topologie auf X. Weiterhin sind die Zuordnungen C und 1 invers zueinander.
Und ist (Y, S) ein weiterer topologischer Raum, so ist eine Abbildung X — Y beziiglich T und
S genau dann, wenn sie fir alle x € X beziglich 1+ und ls stetig ist.

PROOF. Zunichst einmal priifen wir, dass I+ wirklich ein Umgebungssystem ist. Gehen wir
die Axiome einfach der Reihe nach durch: Sei also x € X
(1) Um X € I(T), zu zeigen, miissen wir eine Teilmenge V € T finden mit z € V € X.
Geméf dem ersten Axiom einer Topologie tut X das gewiinschte.
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(2) Dass fiir jedes U € I(T), schon x € U gilt, folgt direkt aus der Definition.

(3) Dass fiir jedesU € (T ), und U ¢ W € X auch W € I(T), gilt ist auch offensichtlich: Per
Definition gibt es ja ein V € T mit x € V € U und dann gilt sicherlich auch x e V€ W,
was per Definition das gewiinschte impliziert.

(4) Dass I(T), stabil unter (endlichen) Durchschnitten ist, folgt sofort aus dem analogen
Fakt fiir Topologien, dem dritten Axiom.

(5) Ist V € I(T), gegeben, so miissen wir ein U € I(T), finden, sodass fiir alle y € U schon
V e I(T)y gilt. Aber per Definition gibt es ein U € 7 mit € U € V. Ich behaupte nun,
dass dieses U auch die gewiinschte Eigenschaft hat: Denn ist y € U, dann gilt schliellich
ye U <V und das zeigt V € I(T),.

Man beachte, dass wir das zweite Axiom einer Topologie hier nicht verwendet haben! Als néchstes
weisen wir nach, dass C(N') wirklich eine Topologie ist:

(1) Dass & € C(N) ist hoffentlich klar. Um X € C(N) einzusehen, miissen wir fiir jedes z €
X ein U € N, finden mit U € X. Aber gemif erstem Axiom eines Umgebungssystems,
kann man hierfiir einfach U = X nehmen.

(2) Ist F € C(N) und x € |Jyr U, so miissen wir ein V € N, finden mit V < (J,crU.
Hierzu konnen wir aber einfach U’ € F hernehmen mit x € U’, dann gibt es wegen
U' € C(NV) ein V € N mit V € U’ und dann gilt sicherlich auch V' < (J,.»U.

(3) Dass C(N) abgeschlossen unter endlichen Durchschnitten ist, folgt sofort aus dem analo-
gen Fakt fiir Umgebungssysteme, dem vierten Axiom.

Man beachte wieder, dass wir nur das erste und vierte Axiom eines Umgebungssystems benutzt
haben! Nun der Nachweis dass I und C invers sind.

(1) C(I(T)) € T: Nehmen wir uns ein U € C(I(7)) her. Wir behaupten, dass dann

v=UJ
WeT ,xeWcU
wobei die rechte Seite wegen dem zweiten Axiom einer Topologie sicherlich in 7 liegt. Per
Konstruktion ist sicherlich die rechte Seite in der linken enthalten. Und ist andersherum
x € U, so gibt es nach Definition ein V' € I(T), mit V € U. Aber wieder nach Definition
gibt es dann ein W € 7 mit x € W € V. Und damit gilt sicher auch x €¢ W <€ U, was
zeigt, dass x in der rechten Seite liegt.

(2) TS CI(T)): Ist Ue T und z € U, so gilt U € I(T )., bezeugt von z € U € U. Aber das
sagt per Definition genau U € C(I(T)).

(3) (C(N))x € N,: Sei also U € I(C(N)),. Das heiBt es gibt ein V € C(N) mit = €
V € U und das wiederum heifit, dass es fiir jedes y € V ein W € N, gibt mit W < V.
Insbesondere gibt es so ein W fiir x, also ein W € N, mit W € V. Aber damit gilt auch
W < U und x € W folgt aus dem ersten Axiom eines Umgebungssystems. Aus dem
dritten folgt dann U € N, wie gewiinscht.

(4) Ny € I(C(N)),: Bisher haben wir das etwas seltsame fiinfte Axiom eine Umgebungssys-
tem noch nirgends verwendet. Das dndert sich nun. Nehmen wir uns namlich ein V € N,
her. Wir miissen ein U € C(N) finden mit x € U € V. Hierfiir wihlen wir

U={yeV |VeN,}|

Dann gilt sicherlich per Annahme x € U und trivialerweise U € V. Bleibt noch U € C(N)
zu zeigen, mit anderen Worten, dass es fiir jedes y € U ein W € N, mit W € U gibt.
Aber das letzte Axiom eines Umgebungssystems (angewendet auf V') liefert ja sogar fiir
jedes y € U (ja sogar fiir jedes y € V) ein W € N, derart, dass fiir alle z € W schon
V e N, gilt. Aus dem ersten Axiom eines Umgebungssystems folgt dann W < V und
damit per Definition von W auch W € U wie gewiinscht.
Bleibt noch die Aussage iiber die Stetigkeit zu zeigen. Sei also f: X — Y stetig bezliglich T
und S und z € X. Ist dann U € I(S) () so miissen wir f~H(U) € I(T), zeigen, also dass es ein
W e T gibt € W< f~1(U). Aber per Annahme gibt es ja ein V € S mit f(z) € V € U und
W = f~YV) tut dann per Annahme an f das gewiinschte.
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Und ist andersherum f stetig beziiglich I(7") und I(S) und U € S, so miissen wir f~1(U) € T
nachweisen. Ich behaupte
o=y oov
VeT,VEf~1(U)
Die rechte Seite liegt sicherlich nach zweiten Axiom einer Topologie in 7.

Dass die rechte in der linken Seite liegt ist hoffentlich klar. Und ist umgekehrt z € f=(U), so
gilt U € I(S) 4(,) und damit per Annahme f~(U) € I(T),. Das bedeutet wiederum, dass es ein
Ve T gibt mit x € V € f~1(U), und damit liegt in z in der rechten Seite.

Uff, so viele Mengen. O

Wir iibertragen nun noch etwas Terminologie von metrischen Rdumen, dann folgen Beispiele.

2.10. Definition Ist 7 eine Topologie auf X, so nennen wir eine Teilmenge M € X offen genau
dann, wenn U € T gilt und abgeschlossen, wenn X\U € T. Die Menge M heifit eine Umgebung von
x € X, wenn es eine offene Menge V' € X gibt mit x € V € M. Das Innere von M, geschrieben als
Int(M) oder M ist die Menge aller Punkte von X, die von M umgeben werden, das Auflere von
M, geschrieben Ext(M), ist die Menge aller Punkte von X, die von X\M umgeben werden und
der Rand von M, geschrieben 0M besteht aus allen iibrigen Punkten. Zuletzt heifit M = M U oM
der Abschluss von M.

Ein paar einfache Eigenschaften, deren Nachweis ich als Fingeriibung einmal Thnen iiberlasse.

2.11. Beobachtung Ist (X,7) ein topologischer Raum so gelten folgende Aussagen fiir jedes
Mc X:

(1) & und X sind abgeschlossen,
(2) endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen,
(3) beliebige Schnitte abgeschlosssener Mengen sind abgeschlossen,
(4) Es ist
M® = {w e M | es gibt ein offenes V. X mitze Ve M} = |] Vv
VM offen

die grofite offene Menge, die in M enthalten ist, und analog

M = {z € X |jedes offene VS X mit z€ V hat V n M # &} = ﬂ A
MC A abgeschlossen
die kleinste abgeschlossene Menge, in der M enthalten ist.
(5) Es gelten

oM = M\M°®, M°=DM\0M, und M = M° U oM.

Zum Abschluss bemerke ich auch noch, dass die Komposition je zweier stetiger Abbildungen
zwischen topologischen Raumen trivialerweise wieder stetig ist, sowohl absolut, also auch wenn es
um die Stetigkeit an einzelnen Punkten geht. Und noch der offensichtliche Begriff der Isomorphie
fiir topologische Raume:

2.12. Definition Sind (X, 7) und (Y, S) topologische Radume, so heifit eine Abbildung f: X - Y
ein Homdomorphismus beziiglich der Topologien 7 und S, wenn f bijektiv ist und U € T genau
dann, wenn f(U) € S.

Man beachte, dass die zweite Bedingung genau sagt, dass sowohl f als auch f~! stetig sind.

3. Beispiele und Konstruktionen topologischer Raume

Wir fangen mit einfachen Beispielen an, und bewegen uns dann nach und nach zu immer
interessanteren. Zuerst die sehr langweiligen:
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3.1. Beispiel (1) Fiir jede Menge X ist {(F, X} offenbar eine Topologie auf X, die indiskrete
Topologie. Sie wird offenbar von der trivialen Pseudometrik 0: X x X — [0, 0] induziert.
Fir M € X gilt
7o 1X M;EQ’ Ay MEX o 18 M=2.X
g M=y X M=X X sonst
und fiir jeden topologischen Raum (Y, 7)) ist jede Abbildung f: Y — X stetig beziiglich
der indiskreten Topologie.
(2) Fiir jede Menge X ist P(X) offenbar eine Topologie auf X, die diskrete Topologie. Sie
wird offenbar von der Metrik
0 =
XXX—)[OaOO]? (xay)'_’{ ! Y
1 sonst
induziert. Fir M € X gilt
M=M=M° und oM =g
und fiir jeden topologischen Raum (Y, T) ist jede Abbildung f: X — Y stetig beziiglich
der diskreten Topologie.
Als néchstes einige Beispiele die illustrieren, wie viel mehr Topologien denn Metriken es gibt:
3.2. Beispiel (1) Ist X = {0,1} so ist {F, {0},{0,1}} eine Topologie, die den sogenannten

Sierpinksi- Raum & liefert. Dies ist das wohl einfachste Beispiel einer Topologie die nicht
nicht von einer Pseudometrik induziert wird: Fiir eine jede Pseudometrik d auf {0,1}
gilt schlieflich

d(0,0) =0, d(1,1)=0 und d(0,1) = d(1,0),

und wenn dieser letzte Wert auch 0 ist induziert d die indiskrete Topologie, und wenn
er ungleich 0 ist die diskrete, welche sich beide von der Sierpinski-Topologie unterschei-
den. Stetige Abbildungen in den Sierpinski-Raum sind iibrigends das gleiche wie offene
Mengen, in dem Sinne, dass fiir jeden topologischen Raum (Y, S) die Abbildung

ClY,8) —S, f+— f11)

offenbar bijektiv ist.

(2) Ist < eine transitive und symmetrische Relation auf X, so nennen wir eine Menge M € X
nach oben abgeschlossen, wenn fir alle m € M und x € X aus m < x immer schon x € M
folgt. Als Ubung werden Sie verifizieren miissen, dass die nach oben abgeschlossenen
Teilmengen von X eine Topologie A< auf X bilden, sie heifit die Alexandrov-Topologie
oder auch Ordnungstopologie, und dass eine Abbildung beziiglich zweier Alexandrov-
Topologien stetig genau dann ist, wenn sie monoton beziiglich der definierenden Relatio-
nen ist. Als Beispiel trigt der Sierpinski-Raum oben die Alexandrov-Topologie beziiglich
der offensichtlichen Relation mit 0 < 1. Die Alexandrov-Topologie auf R (beziiglich der
iblichen Ordnung) hat als offene Mengen genau

[a,0[, Ja,oo[, R und &

fiir beliebiges a € R. Sie ist also sehr verschieden von der euklidischen Topologie. Fiir eine

Aquivalenzrelation ~ besteht 2. genau aus beliebigen Vereinigungen von Aquivalenzklassen.

Insbesondere reproduziert 2— noch einmal die diskrete Topologie und 2,y die indiskrete,
wo triv die triviale Relation bezeichnet, bei der je zwei Elemente in Relation stehen.
Alexandrov-Topologien haben die Eigenschaft, dass beliebige Schnitte offener Mengen
wieder offen sind und ebenfalls in den I“Jbungen werden sie zeigen miissen, dass dies sie
in der Tat vollstindig charakterisiert im Sinne, dass die Abbildung
9 - {R cXxX | R ist transitiv} N {7- c P(X) | DT ist eine Topologie in der beliebige }

und reflexiv urchschnitte offener Mengen offen sind
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fiir jede Menge X bijektiv ist. In gewissen Sinne enthalt das Studium topologischer
Réume also die gesamte Ordnungstheorie.

(3) Fiir jede Menge X ist {U € X | X\U ist endlich} u {&} offenbar eine Topologie of
X, die coendliche Topologie (die de Morghan’schen Regeln iibersetzen das einfach in
die Tatsache, dass endlich Vereinigungen und beliebige Durchschnitte endlicher Mengen
wieder endlich sind). Ist X selbst endlich ist das natiirlich auch wieder nur die diskrete
Topologie, aber fiir unendliches X ist es eine recht seltsame. Etwa haben wir fiir M € X

= {M M endlich {M X\M endlich

X sonst & sonst

g M und X\ Mendlich

M M endlich, X\ M unendlich
X\M M unendlich, X\M endlich
X M und X\Munendlich

Ganz analog hat gibt es auch die coabzdhlbare Topologie (und natiirlich funktioniert das
ganze sogar fiir eine beliebige unendliche Kardinalzahl).

und oM =

Als néchstes Beispiel einige interessante Topologien, mit denen wir uns aber in der Vorlesung
nicht weiter beschaftigen werden:

3.3. Beispiel (1) Ist M ein R-Modul und

oc--cF,1€cF,CcF 1SS M

)

eine Filtrierung durch R-Untermoduln, so ist
{U < M | fir alle x € U gibt es ein i € Z mit =z + F; € U}

eine Topologie auf M, die sogenannte F'-adische Topologie. Etwa kann man fiir ein Ideal
I € R die I-adische Filtrierung

oc...crtt*.Mcri-mMmcIr='.mMmc...c M,

und damit die I-adische Topologie berachten. Prominentestes Beispiel ist die p-adische
Filtrierung auf einer abelschen Gruppe (also einem Z-Modul), bei der man einfach I = (p)
fiir eine Primzahl p wéhlt. Selbst fiir M = Z ist diese nicht diskret: Die Folge ¢ — p*
konvergiert gegen 0!
(2) Ist K ein Korper so kann man K™ mit der Zariski- Topologie

n n | BEs gibt S € K|[T1,...,Ty] derart,

K = {U cCK | ® dass I([“’\lU:V(S)] o } 4
versehen, wo V(S) = {z € K" | F(x) = 0 fiir alle F € S}. Dass dies wirklich eine
Topologie ist, folgt aus

@=V(@1), K'=V(0), V(S)uV(R)=V(R-S) uwd (], V(S)=V <sLleS> ,
welche man allesamt leicht verifiziert, durch Komplementbildung (die dritte Gleichung
benutzt die Nullteilerfreiheit von K!). Sie spielt in der algebraischen Geometrie eine grofle
Rolle, so kodiert sie doch in ihren abgeschlossenen Menge gerade welche Teilmengen des
K™ als gemeinsame Nullstellenmengen von Ansammlungen von Polynomen vorkommen
(der sogenannte Verschwindungsort, daher das V). Per Konstruktion sind polynomielle
Abbildungen K™ — K™ stetig beziiglich der Zariski-Topologien.

Zum Beispiel sagt der (nicht ganz triviale!) Fakt, dass jedes Polynom in einer
Variable nur endlich viele Nullstellen hat (euklidischer Algorithmus!) und es zu jeder
endlichen Menge A auch wirklich ein Polynom gibt (némlich [[,.,7 — a) das genau
bei A verschwindet, genau dass 3} einfach die coendliche Topologie auf K ist. Ist K
endlich, so liefert ein ganz &hnliches Argument natiirlich wieder, dass 3% einfach die
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diskrete Topologie ist. Allgemein ist aber schon die eine ernsthafte Bestimmung 3% sehr
schwer: Neben allen endlichen Mengen und K2 sind die abgeschlossen Teilmengen von
K? (nach einem kleinen Satz iiber Polynomringe) genau endlichen Vereinigungen ebener
algebraischer Kurven. Die Topologie 3% zu verstehen, lduft also genau auf deren Klas-
sifikation hinaus und schon das ist ein schweres Problem, iiber das ich hier nichts weiter
sagen werde.

Wir beobachten aber noch, dass die Zariski-Topologie auf dem R™ von der euklidis-
chen sehr verschieden ist: Jede Zariski abgeschlossene Menge ist natiirlich (als Schnitt von
Nullstellenmengen stetiger Funktionen) euklidisch abgeschlossen, aber die Umkehrung ist
ja schon fiir n = 1 falsch. Und in der Tat, mit etwas algebraischem Wissen (das Stichwort
ist Krulldimension), zeigt man dass der Zariski-Abschluss einer jeden euklidischen Kugel
ganz R™ ist.

(3) Analoge Konstruktionen kann man anstatt mit Polynomen (bzw. polynomiellen Funkio-
nen auf dem K™) auch mit einem beliebigen Unterring R € F(X, K) fiir eine beliebige
Menge X durchfithren. Zum Beispiel kann man fiir K = R und X = R" die stetigen
oder glatten Abbildungen nehmen und erhalt zwei weitere Topologien auf R™. Diese sind
aber gar nicht exotisch: Es ist ein Satz von Whitney aus den 1940’ern, dass es zu jeder
(euklidisch!) abgeschlossenen Teilmenge A € R™ eine glatte Funktion f: R™ — R gibt,
die genau auf A verschwindet. Vielleicht werden wir das spéter beweisen, wenn Zeit
ist. Jedenfalls, stimmen das stetige und glatte Analog der Zariski-Topologie auf dem R™
einfach mit der euklidischen tiberein.

(4) Fiir K = C bieten sich auch noch die holomorphen Abbildungen €™ — C als eine Wahl
von R an. Die zugehorige Topologie liegt dann strikt zwischen der Zariski- und der euk-
lidischen Topologie auf C" = R?", und ihre Bestimmung iibersetzt sich wieder in grundle-
gende Fragen der komplexen Geometrie; wieder gilt aber etwa, dass der Abschluss jeder
euklidischen Kugel ganz C" ist (Stichwort: Identitétsprinzip). Den Fall n = 1 behandelt
man aber haufig direkt in der ersten Funktionentheorievorlesung: Der Weierstrafl’sche
Produktsatz, den man dort beweisen kann, besagt namlich, dass eine Teilmenge von
A € C als Nullstellenmenge einer holomorphen Funktion ungleich 0 genau dann auf-
taucht, wenn A abgeschlossen beziiglich der euklidischen Topologie ist und es um jeden
Punkt von a eine Scheibe gibt, die keinen weiteren Punkt aus A enthélt (in der Ter-
minologie von 3.4 unten, sagt das genau, dass die euklidische Teilraumtopologie von A
diskret ist). Da solche Teilmenge stabil unter Durchschnitten und endlichen Vereinigun-
gen sind, bilden sie zusammen mit ganz C genau die abgeschlossenen Teilmengen der
holomorphen Zariski-Topologie auf C.

Nun die ersten Beispiel, die wir von nun an vermehrt benutzen werden:

3.4. Konstruktion Ist (X,7) ein topologischer Raum und M < X eine Teilmenge, so soll M
natiirlich eine Topologie erben. Das Analog bei metrischen Rdumen ist so offensichtlich, dass man
es meist nicht einmal ausspricht: Ist d: X x X — [0,00] eine (Pseudo-)Metrik auf X, so ist die
Einschrankung von d auf M x M eine (Pseudo-)Metrik auf M. Zack, fertig. Bei topologischen
Réumen ist nun aber etwas zu tun! Und der vielleicht offensichtlichste Versuch, namlich {U <
M | U € T} geht auch direkt schief: Diese Menge ist eine Topologie auf M sicherlich nur dann,
wenn M selbst offen in X ist (sonst ist M mit dieser Definition ja nicht offen in sich selbst, was
ja aber eins der Axiome einer Topologie ist!). So sehen offene Mengen aber fiir die Einschriankung
einer Metrik auch gar nicht aus: Offene Kugeln in M sind ja nicht offene Kugeln in X, die in ganz
in M leben, sondern Schnitte von offenen Kugeln in X mit M. Man betrachtet also stattdessen

{US M|esgibtein VeT mit U=V n M},

das ist die Teilraumtopologie. Anstatt das direkt zu verifizieren, beobachten wir noch, dass man
diese Sorte Topologie unmittelbar etwas verallgemeinern kann: Ist Y — X eine Abbildung so kann
man analog

f*T={UCY |esgibtein VeT mitU = f1(V)},
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betrachten, die unter f von 7 zuriickgezogene Topologie; fiir f die Inklusion einer Teilmenge M
erhalten wir offenbar die Teilmengentopologie. )
Hier sind nun einige Behauptungen, die Sie in den Ubungen nachweisen miissen:

(1) Dies ist wirklich eine Topologie, und zwar die kleinste beziiglich derer f stetig ist,
(2) fiir jeden topologischen Raum (Z,S) ist eine Abbildung g: Z — Y stetig beziiglich f*T
ist genau dann, wenn die Komposition

z%yv L x

dies beziglich 7 ist, und
(3) fiir eine Pseudometrik hat man wirklich f*O4 = Opsq4, wobei f*d = do (f x f) die
induzierte Pseudometrik ist.

Die zweite Aussage ist beim Einschrianken von Metriken auf Teilmengen derart offensichtlich, dass
ich mir vorstellen konnte, dass Sie sie noch nie explizit formuliert haben (oder haben Sie sich
schonmal gefragt, ob fiir irgendeine Abbildung f eigentlich die Stetigkeit davon abhéngt, ob man
sie als Abbildung R” — R™ oder R™ — im(f) auffasst?).

AuBer zu Teilrdumen iiberzugehen, kénnen wir nun auch etwa R? die von der euklidischen
Topologie entlang der Projektion R?> — R, (z,y) +— x zuriickgezogene Topologie geben. Ihre
offenen Menge sind genau die der Form U x R, wo U € R offen ist. Nach der Klassifikation der
offenen Mengen in R sind diese Mengen also genau beliebige Vereinigungen von offenen vertikalen
Streifen der Form Ja, b[xR, eine durchaus etwas seltsame Topologie. Diese Sorte Streifentopologie
ist natiirlich wieder erstmal nicht interessant, sondern dient nur der Illustration.

Wir notieren eine Eigenschaft, die bei Topologien offensichtlich ist, aber bei Metrik vielleicht
nicht ganz: Topologien sind in offensichtlicher Weise geordnet.

3.5. Definition Ist X eine Menge und S, 7 € P(X) Topologien so heifit S gréber als T und T
feiner als S, wenn S € T.

3.6. Beispiel (1) In der Sprache der induzierten Topologien ist eine Abbildung f: X —» Y
genau dann stetig beziiglich einer Topologie 7 auf X und einer Topologie S auf Y, wenn
T feiner ist also f*S. Insbesondere ist 7’ grober als 7 dann und nur dann, wenn die
Identitdt von X als Abbildung (X,7) — (X, 7”) stetig ist.
(2) Auf dem R? haben wir nun also etwa die sechs Topologien

diskret < coendlich c Zariski  holomorph c euklidisch c indiskret,

eine Kette von fiinf echten Verfeinerungen. Die coabzihlbare Topologie ist (wie jede
Topologie) feiner als die diskrete und gréber als die indiskrete, und natiirlich auch feiner
als die koendliche, aber mit den anderen drei Topologien hier ist sie nicht vergleichbar,
und wenn wir R? lexikographisch ordnen, haben wir auch noch die Alexandrov-Topologie
zu Verfiigung. Wie vergleicht diese sich mit den anderen?

(3) Sind d und d’ Pseudometriken mit d(x,y) < d'(z,y) so folgt leicht, dass O, grober als
Oy, aber allein schon weil verschiedenste Metrik die gleich Topologie induzieren, passiert
das noch viel 6fter (und etwas unkontrollierbar).

Diese harmlos scheinende Beobachtung erlaubt uns nun eine viel flexiblere Konstruktion in-
teressanter Topologien. Zunéchst einige Beobachtungen:

3.7. Lemma Ist X eine Menge und F < P(P(X)) eine Familie von Topologien auf X, so ist
auch ﬂTEfT eine Topologie auf X .

Inbesondere gibt es zu jedem B € P(X) eine grobste Topologie {B), die B enthdilt. Es gilt
dann U € {(B), wenn eine Familie G € B" existiert, mit U = | Jycq U, wobei

B" = {U C X | es ezistiert eine endliche Menge H € B mit U = ﬂ B}
BeH
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Mit anderen Worten: Die offenen Mengen in {B) sind gerade beliebige Vereinigungen von
endlichen Durchschnitten in B.

PROOF. Die erste Behauptung ist hoffentlich klar, und fiir die zweite setze man einfach

B= (1 T
BST<SP(X)
T Topologie
man beachte nur, dass die Indexmenge nicht leer ist, weil P(X) selbst eine Topologie ist die B
enthalt.

Fiir die letzte beobachten wir zuerst, dass sicherlich B™ < (B) gilt, da jede Topologie abgeschlossen
unter endlichen Schnitten ist. Aber damit enthélt (B) auch beliebige Vereinigungen von Mengen
aus B™, sodass die beschriebenen Mengen zumindest schonmal alle offen sind. Und umgekehrt
priift man leicht, dass sie wirklich eine Topologie bilden: Es gilt sicherlich schon X = ﬂUe@ UebB"
(leerer Durchschnitt), und damit ist X die Vereinigung der einelementigen Familie {X} in B™ und
analog gilt & = UUe@ U, was ebenfalls von der gewlinschten Form ist. Und offenbar sind die
beschriebenen Mengen stabil unter beliebigen Vereinigungen, da Vereinigungen von Vereinigun-
gen wieder Vereinigungen sind; genauer gilt ja

U yym= {J m

KeL MeK MeKeL

Und die Stabilitat unter endlichen Durchschnitten folgt, weil mit analogen Argument B” stabil
unter endlichen Durchschnitten ist, und dann die de Morghan’sche Regel zuschlagt:

JvarJv= U vn~wv

Ueg Veg! (U,V)egxg’

Aber da (B) die kleinste Topologie ist, die B muss sie damit in der Ansammlung der beschriebenen
Mengen enthalten sein. O

3.8. Definition Man sagt eine Menge B € P(X) ist eine Subbasis einer Topologie T auf X, wenn
(B) = T. Eine Subbasis heifit Basis, falls jeder Durchschnitt B n B’ fiir B, B’ € B selbst wieder
eine Vereinigung von Mengen in B ist.

Eine Subbasis sollte nach Fug und Recht also wohl besser ein Erzeugendensystem einer Topolo-
gie heiBen, tut es aber aus historischen Griinden nicht. Und der (weniger wichtige!) Begriff der
Basis entbehrt wohl jeder Analogie zur linearen Algebra. Sein Sinn und Zweck ist es, die Beschrei-
bung der erzeugten Topologie zu vereinfachen: Eine Menge B € 7T ist Basis der Topologie 7 genau
dann ist, wenn jede Menge in 7T sich als Vereinigung von offenen Mengen in B schreiben lasst; ich
hoffe das ist nach obigem Lemma klar.

3.9. Beispiel (1) Die offenen Kugeln Dgy(x,r) mit € X und » > 0 bilden im wesentlichen
per Definition eine Basis der Topologie Oy fiir jede Pseudometrik d auf einer Menge X.
(2) Zusammengenommen bilden die vertikalen und horizontalen Streifen (also die ]a,b[xR
und Rx]a,b[) eine Subbasis, aber keine Basis, der euklidischen Topologie auf R?: Der
Schnitt eines horizontalen mit einem vertikalen Streifen ist ja offenbar ein offenes Rechteck,
was nicht Vereinigung irgendwelcher Streifen sein kann. Aber da in jeder euklidisch of-
fenen Scheibe noch ein offenes Rechteck um den Mittelpunkt steckt, ist jede euklidisch
offene Menge Vereinigung aller in ihr enthaltenen offenen Rechtecke.

Insbesondere bilden die (sagen wir beschrankten) offenen Rechtecke ebenso wie die
Scheiben eine Basis der euklidischen Topologie, und das gleiche funktioniert (mit gleichem
Argument) auch mit offenen Wiirfeln und Kugeln im R™. Das ganze ist im Satz, dass
alle Normen auf R™ dquivalent sind, auch noch einmal enthalten; den Satz kennen Sie
vielleicht aus der Analysis, wir werden spéter etwas allgemeineres beweisen.

(3) Als Umformulierung der Definition (beziehungsweise der auf sie folgenden Beobachtung)
sei noch explizit erwéhnt, dass fiir ein B € P(X), welches die Eigenschaft einer Basis hat
(also, dass alle endlichen Durchschnitte sich als beliebige Vereinigung darstellen lassen),
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eine Menge U € X genau dann in {B) liegt, wenn es zu jedem x € U ein B € B gibt, mit
x € B € U, also nun wirklich analog zur Definition der Topologie einer Metrik. Ist B
blof} irgendeine Ansammlung von Teilmengen, muss man hier geméafl des Kriteriums aus
3.7 ein B € B™ zulassen.

(4) Und um wieder ein etwas exotischeres Beispiel zu geben: Man nehme einmal

B ={U € R | es existieren a < b€ R mit U = [a, b[}

als Basis (!) einer Topologie auf R. Dies ist die Sorgenfrey-Topologie, wieder eher eine
Gegenbeispieltopologie, wie wir sehen werden. Sie liegt jedenfalls strikt zwischen der
euklidischen und der diskreten Topologie auf R: Jedes beschrinkte offene Intervall ist

wegen
la, b[= U e, b]
a<c<b
auch Sorgenfrey offen, aber ]a, b] ist dies offenbar nicht.

(5) Ist B eine Subbasis fiir eine Topologie 7 auf Y, X eine weitere Menge und f: X —» Y
so bildet f*B = {U € X | es gibt ein V € B mit f (V) = U} eine Subbasis von f*T;
das folgt mittels der Beschreibung der erzeugten Topologie in 3.7 sofort daraus, dass
f~1: P(Y) - P(X) mit beliebigen Schnitten und Vereinigungen vertauscht.

Dieses letzte Beispiel liefert auch sofort das folgende niitzliche Kriterium fiir Stetigkeit (und
damit auch fir Konvergenz!):

3.10. Lemma Ist B eine Subbasis fiir eine Topologie S aufY und (X,T) ein weiterer topologischer
Raum, so ist eine Abbildung f: X —Y schon dann stetig (beziiglich S und T ), wenn f~1(U) e T
fir jedes U € B gilt.

PRrROOF. Die Abbildung f ist schliefilich genau dann stetig, wenn f*S < T ist und wegen
{f*B)y = f*S libersetzt sich das genau in die gestellte Bedingung. O

Wir konnen insbesondere fiir eine Familie F von Topologien auf X, nicht nur den Durchschnitt
(Vrer T als neue Topologie betrachten (dieser Prozess ist tatséchlich selten wirklich interessant)
sondern auch die Vereinigung | J;.» T zu einer Topologie vervollstandigen; in Zeichen

\VT= UT>

TeF TeF
Wir erhalten dann aus 3.10 direkt:

3.11. Korollar Ist F eine Familie von Topologien auf X, so ist eine Abbildung Z — X aus einem
topologischen Raum (Z,S) stetig beziiglich \/ 7T genau dann, wenn sie es beziiglich jeder der
Topologien T € F ist.

Das gleiche gilt dann auch fiir konvergente Folge: Eine Folge in X konvergiert beziiglich
V7er T gegen ein x € X genau dann, wenn sie dies beziiglich aller 7 € F tut.

Damit konnen wir nun endlich viele wirklich interessante Topologien bauen. Ich mache dies
einmal im Kontext von Normen, Sie werden die vielfdltige Anwendbarkeit der Idee hoffentlich
sofort einsehen.

3.12. Beispiel (1) Betrachte auf dem R-Vektorraum C(R,R) der stetigen Funktionen fiir
Intervalle [a,b] € R die Halbnormen ||—||[4,5 mit
[fllfapy = sup [f()];
ast<h

das ist natiirlich wirklich keine Norm: Der Wert von || f|[4,5] sagt nichts iiber das Verhal-
ten von f auBerhalb von [a,b]! Eine Folge konvergiert beziiglich dieser Norm offenbar,
wenn sie es auf [a, b] gleichméaBig tut.

Wir kénnen nun die Topologie

V O

[a,b]ER
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betrachten. Geméaf 3.11 sehen wir, dass eine Folge beziiglich ihr konvergiert, wenn sie das
gleichméfig auf jedem beschréankten Intervall tut, oder dquivalent (wie sie hoffentlich in
der Analysis ebenfalls gezeigt haben und wir bei der Diskussion der Kompaktheit spater
auch noch einmal besprechen werden), dass es um jeden Punkt eine Umgebung gibt, auf
der die Folge gleichméfiig konvergiert; kurzum wenn sie lokal gleichméfig konvergiert.
Vom Nutzen dieser Topologie muss ich Sie hoffentlich nicht noch weiter tiberzeugen.

(2) Fiir den R-Vektorraum C*(R,R) der glatten Funktionen und ! € N kdnnen wir ebenso

O]

die Halbnormen ||—||[a p mit
!
AUy = sup [FO@);
a<t<b

betrachten (die natiirlich noch weniger echte Normen sind). Es ist dann

Voo
=1,

IeN,[a,b]C

die Topologie der lokal gleichmaﬁlgen Konvergenz aller Ableitungen.
(3) Und schliefllich betrachte man fiir z € R die Halbnorm | — |, auf F(R, R) mit

[fle = 1f(2)];

offenbar konvergiert eine Folge von Funktionen beziiglich dieser Halbnorm genau dann,
wenn ihre Werte bei x es tun. Und beziiglich der Topologie

V Op.
zeR

konvergiert eine Funktionenfolge also genau dann, wenn sie es punktweise tut. Wir haben
hier also die von mir ganz zu Anfang versprochene Topologie der punktweisen Konvergenz
VoI uns.

In 1.5 hatten wir uns iiberlegt, dass die Topologie der punktweisen Konvergenz nicht von
einer Metrik induziert sein kann; hier haben wir nun also unser erstes Beispiel einer echt neuen
niitzlichen Topologie vor uns. Bei den anderen beiden Beispielen ist die Situation subtiler: Sie sind
iiberraschenderweise von einer Metrik, aber nicht mehr von einer Norm induziert. Insbesondere
muss so eine Metrik etwas gekiinstelt sein. In den Ubungen miissen Sie folgenden Satz nachweisen:

3.13. Satz (Fréchet) Ist d: N - F(X x X,[0,0]) eine Familie von Pseudometriken, so gilt

\/ Oa, = Odpy;

neN

wobei
L di(z,y)
dpre(z,y) 5 T A
Z: 20 1+di(z,y)
wieder eine Pseudometrik ist (und eine Metrik, wenn auch nur ein d; das ist).

Es gilt auch das einfachere Oy v Og = Ogyq, was Sie wohl gleich mitbeweisen werden.
Kombinieren wir das mit der Beobachtung, dass fiir Intervalle K € L offenbar ||f||x < ||f||L gilt
und damit O_j, € O) |, sodass etwa

V Oien =V Ol

[a,b]SR neN

Il x>

so folgt die Metrisierbarkeit dieser Topologie nun direkt aus dem Fréchet’schen Satz; ahnlich wenn
man die Ableitungen mit einbezieht. Bei der Topologie der punktweisen Konvergenz kann man
aber eben keine abzéhlbare Ansammlung von Halbnormen finden, die gemeinsam die Topologie
induzieren. Irgendeine Art Abzdhlbarkeit ist in die Grendfesten der metrischen Raume fest ver-
backen. Wir kitzeln sie im iiberndchsten Kapitel heraus und beenden die hiesige Diskussion nun
mit der Nichtexistenz einer Norm, die lokal gleichméfiige Konvergenz induziert:
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3.14. Satz Es gibt keine (Halb-)Norm auf C(R,R) die die Topologie der lokal gleichmdfligen Kon-
vergenz induziert.

PROOF. Bezeichnen wir einmal mit D, (f,7) die Kugel um f € C(R,R) mit Radius r > 0 die
beziiglich der Halbnorm ||—||;—,, ] gebildet wird. Nach der Vorbemerkung sind dann die Kugeln
D, (f,r) zusammen eine Subbasis der Topologie der lokal gleichméBigen Konvergenz. Sogar eine
Basis: Da offenbar immer [|g[l{—n.n] < |9ll[—(nt1)nt1]> 816 Oy _ i S Ol Znsryminy» SOdass
der Durchschnitt von D, (f,r) und D,,(g,s) bei n < m sicherlich in Oy ._,, ., liegt und damit
Vereinigung vom Kugeln beziiglich || g||[—p,m ist.

Nehmen wir nun also an, wir héitten eine Halbnorm ||—||: C(R,R) — R, die diese Topologie
erzeugt. Dann wire sicherlich Dj_; (0, 1) offen, und miisste deshalb nach der vorigen Uberlegung
eine der Kugeln D,, (0, r) enthalten. Aber umgekehrt miisste dann auch D,,41(0, ) eine der Kugeln
Dy —; (0, s) enthalten, also insgesamt

D, (0,7) € Dj—(0,1) € Dps1 (0, %),

was offenbar absurd ist: Eine stetige Funktion f: R — R ist in der linken Seite genau dann
enthalten, wenn sie auf [—n,n] nur Werte in [—r,r] annimmt. Aber iiber ihr Werteverhalten
auf [—(n + 1),n + 1] folgt daraus natiirlich nichts: Man interpoliere etwa stiickweise linear die
Zuordnung

2 2
—(n+1)|—>—r, —n+—0, n—0, n+1.—>l
s s
fir eine Funktion die in der linken aber nicht der rechten Seite enthalten ist. O

Mit der Topologie der lokal gleichmafiigen Konvergenz werden wir uns spater noch etwas weiter
beschiftigen. Nun aber noch eine weitere wichtige Sorte Topologien, die mit der der punktweisen
Konvergenz eng zusammenhéngt:

3.15. Konstruktion Ist I eine Menge und (X;,7;) ein topologischer Raum fiir jedes i € I, so
geben wir dem Produkt |[,.; X; die Produkttopologie \/,.; priTi, wo pr;: [[;c; Xi — X die
Projektion auf der j-ten Faktor bedeutet.

Zusammen genommen besagen 3.11 und 3.4 dann, dass eine Abbildung f:Y — [[,.; X;
beziiglich einer Topologie S auf Y und der Produkttopologie auf dem Produkt stetig ist genau
dann, wenn es alle Komponentenfunktionen

fji YLHXZ &)X]
i€l

beziiglich S und 7; sind.

3.16. Beispiel (1) Es gilt offenbar F(I,X) = [[,; X fiir je zwei Mengen I und X und die
Projektion auf die i-te Koordinate ist nichts weiter als f +— f(i). Fir I = R = X ist
weiterhin der Riickzug der euklidischen Topologie entlang pr,.: | [,cg R — R genau O|_| :
Eine offene Menge in der linken Topologie ist per Definition von der Form pr; ! (U) mit
U < R offen, hat also die Mengen pr,*(Ja — ¢, a + €[) als (Sub-)Basis. Aber das ist genau
D|_),(g,¢) fiir jede Funktion g: R — R mit g(r) = a. Und diese Kugeln bilden ja per
Definition eine (Sub-)Basis von O|_, .

(2) Etwas einfacher aber noch wichtiger ist vielleicht die Beobachtung, dass das Produkt der
euklidischen Topologie auf R® und R™ die euklidische Topologie auf dem R™*™ ergeben:
Es bilden per definitionem die offenen vertikalen und horizontalen Streifen pr; *(D(z, §) =
D(z,d) x R™ und pry }(D(y,€)) = R” x D(y, €) eine Subbasis der Produkttopologie. Diese
Mengen sind offenbar offen in der euklidische Topologie des R™**™, sodass die euklidische
Topologie schon einmal nicht grober als die Produkttopologie sein kann. Und ganz analog
zum Fall n = 1 = m in 3.9 enhélt die euklidisch offene Kugel um (x,y) mit Radius r > 0
die “rechteckigen” Menge

D(z,0) x D(y,€) = D(x,d) x R™ nR™ x D(y, €)
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sobald ¢ und e nur V6% + €2 < r erfiillen (man kann also etwa § = 75 = € nehmen. Es
ist also D((z,y),r) auch in der Produkttopologie offen.

Insbesondere erhélt man hieraus, dass eine Abbildung X — R” stetig ist genau dann,

wenn jede ihrer Koordinatenfunktionen das ist; genau wie man das aus der Analysis
gewohnt ist.
In der Zariski-Topologie stimmt das Analog nicht mehr: Das Produkt der Zariksi-
Topologien von K™ und K™ ist meistens strikt gréber als die Zariski-Topologie auf
dem K™*™. Zum Beispiel ist bei n = 1 = m die Zariski-Topologie einfach die koendliche
Topologie, sodass eine Subbasis der Produkttopologie aus den Mengen K x (K\F') und
(K\F) x K besteht, und damit die Mengen (K\F) x (K\F'), wobei F', F" € K endlich
sind eine Basis der Topologie bilden. Insbesondere muss jede nicht-leere offene Menge
eine solche enthalten, und dann umgekehrt jede abgeschlossene Mengen auBer K? in
einem ' x K u K x F' enthalten sein. Aber wenn K unendlich ist, ist

V(T = T) = {(z,y) € K* |« = y}
offenbar abgeschlossen und in keiner solchen enthalten.

Es ist also nicht jede Abbilung in den K2 die komponentenweise Zariski-stetig ist,
selbst wieder Zariski-stetig. Ein instruktives Beispiel hierfiir ist der Fall K = C mit der
Abbildung C — C2, z — (2,%).

Allgemein bilden per Definition die Mengen
pr{l(U) =U x H X;
j#iel
eine Subbasis fiir die Produkttopologie von []
Schnitte dieser Mengen haben also die Form

Ui1 X---XUin 1_[ Xz

JFi1,n

Xi, wo U € Xj offen ist. Endliche

el

fiir eine Injektion : {1,...,n} — I und U;, € X;, offen. Diese Menge bilden gemeinsam
also eine Basis, insbesondere ist eine solche in jeder offenen Menge enthalten: Offene
Menge in unendlichen Produkten sind also riesig! Ein beliebter Fehler ist es beispielsweise
anzunehmen, dass die Mengen | [,.; U; mit U; S X; beziiglich der Produkttopologie offen
ist, aber das stimmt eben nur, wenn fiir alle bis auf endlich viele ¢ € I schon U; = X;
gilt.

Die Topologie fiir die beliebige Produkte offener Mengen offen sind (sie gibt es
natiirlich auch!) heifit die Boztopologie. Fiir endliche Indexmengen stimmt sie natiirlich
mit der Produkttopologie iiberein, aber fiir unendliche Indexmengen ist sie eben echt
feiner.

Bei abgeschlossenen Mengen ist das anders: Da pr;: [[,c; Xi — Xj stetig ist, ist
natiirlich mit A; € X; auch pr}l(Aj) = A x [ ], 4icr Xi abgeschlossen. Und da beliebige
Schnitte von abgeschlossenen Mengen abgeschlossen sind ist dann auch

iel jeI j#iel
abgeschlossen in der Produkttopologie.
Das Produkt beliebig vieler indiskreter Rdume ist nach obiger Analyse wieder indiskret
(ein Produkt ist ja schlieBlich leer, sobald ein Faktor das ist). Ebenso sind endliche
Produkte diskrete Raume wieder diskret (ein Raum ist schliefllich diskret, wenn jede
einelementige Teilmenge {x} das ist), aber unendliche Produkte diskreter R&ume sind
vielleicht etwas {iberraschenderweise nicht wieder diskret! Mehr dazu in den Ubungen.
Aus dem Satz von Fréchet folgt, dass die Topologie abzéahlbarer Produkte metrischer
Réaume wieder durch eine Metrik beschrieben werden kann, aber mittels der Interpreta-
tion der Topologie der punktweisen im ersten Punkt folgt eben, dass das fiir iberabzahlbare
Produkt nicht mehr stimmen muss.
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Neben der Herausstellung der Gemeinsamkeit der Topologie von H?:l R=R"und [[, xR =
F(R,R) erfiillt die Produkttopologie fiir uns direkt noch einen anderen wichtigen Zweck: Sie erst
erlaubt es die topologischen Versionen von algebraischen Strukturen zu definieren. Das einfachste
Beispiel ist:

3.17. Definition Ein topologisches Monoid besteht aus einem topologischen Raum M, einem
Element e € M und einer Abbildung — - —: M x M — M derart, dass fiir alle m,n,l € M gilt
(1) m-e=m=e-m,
(2) (m-n)-l=m-(n-1), und
(3) — - — ist stetig bezliglich der Produkttopologie auf M x M

Nun eine kleine Nebeniiberlegung: Naheliegend wiirde man nun eine topologische Gruppe
vielleicht als ein topologisches Monoid definieren, das eine Gruppe ist. Aber dann folgt nicht,
dass die Inversionsabbildung ebenfalls stetig ist (Beispiel weiter unten), was man natiirlich meist
wichtig ist. Es gibt eine dhnliche Diskussion, die man oft im ersten Semester einmal hort: Ist
das neutrale Element eines Monoiden (oder einer Gruppe) ein Extradatum in der Definition oder
fordert man nur seine Existenz (es ist dann ja eindeutig bestimmt)? Dort ist es letztlich egal,
aber die Lehre beim Ubergang von Monoiden und Gruppen zu ihren topologischen Versionen ist,
dass es allgemein meist besser ist, Objekte, die man gerne mit bestimmen Eigenschaften vor sich
hétte in die Definition mit aufzunehmen, anstatt nur ihre Existenz zu fordern, selbst dann, wenn
sie eindeutig bestimmt sind. Wir setzen also:

3.18. Definition Eine topologische Gruppe besteht aus einem topologischen Raum G, einem
Element e € M, einer Abbildung — - —: M x M — M und einer Abbildung i: M — M derart,
dass die ersten drei Dinge zusammen ein topologisches Monoid bilden und fiir alle m € M

(1) m-i(m) = e =1i(m)-m und

(2) i ist stetig.

Natiirlich kann man nun beliebig weiter machen: Topologische Ringe (mit Stetigkeit von
Addition, Multiplikation und Inversion (beziiglich Addition), topologische Koérper mit zusétzlicher
Stetigkeit der Inversion beziiglich Multiplikation (auf K\{0}), topologische Lie-Algebren, etc. Ich
nehme vielleicht noch einmal der Fall der Moduln heraus (wer mit Moduln nicht vertraut ist,
ersetze liberall das Wort “Ring” durch “Kérper” und das Wort “Modul” durch “Vektorraum”).

3.19. Definition Ist R ein topologischer Ring und M ein R-Modul, der mit einer Topologie aus-
gestattet ist, so heifit M ein topologischer R-Modul, wenn die Topologie M zu einer topologischen
(abelschen) Gruppe macht und die Skalarmultiplikation M x R — M beziiglich der Produkt-
topologie auf der Quelle stetig ist.

3.20. Beispiel (1) Es ist R natiirlich ein topologischer Korper, und damit insbesondere R
beziiglich der Addition eine topologische Gruppe, R beziiglich der Multiplikation ein
topologisches Monoid, und R\{0} beziiglich der Multiplikation eine topologische Gruppe.

Und mittels der Teilraumtopologie bildet dann auch Q einen topologischen Koérper.
Und das gleiche gilt fiir C: In Koordinaten via C = R? ausgeschrieben gilt ja schlieSlich

(a,b) + (¢,d) = (a+b,c+d), (a,b)-(c,d) = (ac—bd,ad +bc), —(a,b)= (—a,-D),

q 1 a —b

@y T <a2+b2’a2+b2>’
alles stetige Abbildungen. Und falls sie die Quaternionen kennen: Die bilden einen
topologischen Schiefkorper.

(2) Die p-adische Topologie auf Z macht Z zu einem topologischen Ring.

(3) Statten wir R mit der Addition und der Sorgenfrey-Topologie aus, so ist dies wohl das
einfachste Beispiel fiir ein topologisches Monoid, das eine (abelsche) Gruppe ist, aber
keine topologische Gruppe: Es gilt schliellich (—)~!([a,b]) =] — b, —a] und das ist nicht
Sorgenfrey-offen.
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Ein Beispiel eines topologischen Rings, der ein Korper, aber kein topologischer
Korper ist, gibt es in den Ubungen.

Gibt man einem/einer Monoid/Gruppe/Ring/Korper/Modul die indiskrete Topologie, so
hat man eine(n) topologischen/topologische Monoid/Gruppe/Ring/Kérper/Modul vor
sich: Jede Abbildung mit Ziel einem indiskreten Raum ist schliefllich stetig.

Ahnlich bei der diskreten Topologie: Hierzu muss man benutzen, dass das Produkt

zweier diskreter topologischer Raume wieder diskret ist. Einzig muss man bei Moduln
aufpassen: Das Argument funktioniert, wenn sowohl R als auch M die diskrete Topologie
tragen. Uber dem topologischen Kérper R mit der euklidischen Topologie kann ein
Vektorraum V' nur dann diskret sein, wenn V' = 0 gilt: Fiir v € V ist ja dann A\ — v\
eine stetige Abbildung von R in einen diskreten Raum, aber eine solche muss konstant
sein, da sich R ja nach Aufgabe auf dem ersten Zettel nicht in disjunkte offene Intervalle
zerlegen lasst.
Jeder normierte Raum ist ein topologischer R-Vektorraum, und ebenso macht jede Topolo-
gie auf einem R-Vektorraum, die wie in 3.12 durch eine Familie von Halbnormen in-
duziert ist, V' zu einem topologischen Vektorraum; Nachweis in den Ubungen. Ein topol-
ogischer Vektorraum, dessen Topologie sich durch eine abzahlbare Menge von Halbnor-
men erzeugt wird, heifit ein Prdfréchetraum (fir einen Fréchetraum fordert man auch
noch Vollstandigkeit). Das Studium topologischer R-Vektorrdume ist beinahe synonym
mit dem Gebiet der Funktionalanalysis, da die interessantesten Beispiele eben Funk-
tionenrdume mit den verschiedensten Topologien sind (némlich denen, die etwa beim
Studium von Differential- und Integraloperatoren erforderlich sind).

Man darf hier {ibrigends nicht den o in der Definition einer Halbnorm zulassen
(im Gegensatz zu unserer Konvention fiir Metriken): In den Ubungen haben wir schon
gesehen, dass dann die Skalarmultiplikation nicht mehr stetig sein muss.

Mit der Produkttopologie ist fiir jeden topologischen Ring R der Modul R™ ein topolo-
gischer Modul, und allgemein [ [,.; R = F(I, R) fiir jede Menge I. Als Untermodul darin
dann auch @;c; R mit der Teilraumtopologie.

Ahnlich ist GL,(K) fiir jeden topologischen Korper K eine topologische Gruppe mit
der Teilraumtopologie GL,(K) € K n® der Produkttopologie: Die Multiplikation ist
komponentenweise polynomiell, und daher stetig und die Inversion ist das nach der
Cramer‘schen Regel: Es gilt schliellich

-1 1 cf

~ det(A) A%

wo A die (je nach Konvention eventuell transponierte) Cofaktormatrix von A ist, welche
durch Affj = det(A[4, j]) gegeben ist; hier bezeichnet A[i, j] die Matrix, die aus A durch
Streichen der i-Spalte und j-ten Zeile entsteht. Da Determinanten polynomielle Funk-
tionen sind, folgt die Stetigkeit.

Wegen der auftauchenden Inversion ist GL,(R) aber nicht fiir jeden topologischen

Ring eine topologische Gruppe beziiglich der Teilraumtopologie, sondern eben nur fir
solche fiir die die Inversion R* — R stetig ist. Man kann R* {ibrigends stattdessen mit
der von (id, (=)~ !): R* — R? induzierten Topologie (beziiglich der Produkttopologie
im Ziel) ausstatten, und erhélt dann immer eine topologische Gruppe.
Es sei R ein topologischer Ring und M ein R-Modul, der eine endliche Basis besitzt, zum
Beispiel weil R heimlich ein Korper ist und M ein endlich erzeugter Vektorraum. Dann
erbt M eine kanonische Topologie von R, die es zu einem topologischen Modul macht:
Eine endliche Basis B von R liefert dann nach den Sétzen am Anfang der linearen Algebra
einen Isomorphismus von R-Moduln

vp: QR— M, fr— ) b fp
beB beB

Aber die linke Seite ist nichts weiter als das Produkt [ [,.5 R (B ist endlich!). Statten wir
sie also mit der Produkttopologie aus, konnen also eine Menge in M als offen deklarieren,
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wenn ihr Urbild unter ¢ das ist. Diese Topologie erbt dann natiirlich alle Eigenschaften
der linken Seite, macht also M insbesondere zu einem topologischen R-Modul. Und sie ist
unabhingig von der Basiswahl: Dass eine zweite endliche Basis B’ die gleiche Topologie
liefert, iibersetzt sich dazu, dass die Bijektion

—1
RE5, M2, DR
D D

ein Homoomorphismus ist. Da man die Rolle von B und B’ vertauschen kann, reicht
es hier die Stetigkeit nachzuweisen, und diese folgt beinahe aus den Definitionen: Per
Definition von Teilraumtopologien miissen wir priifen, dass die Komposition

—1
Pz 0P8 i

QrEZS QRS [ 5

beB beB’ beB’

stetig ist, per Definition von Produkttopologien miissen wir priifen, dass die Komposi-
tionen

@R ‘PE}OLPB @R PTy R

beB beB’
stetig sind. Aber jede lineare Abbildung @,.z R — R ist eine endliche Summe von
Vielfachen der Koordinatenprojektionen (diese bilden ja schliefflich eine Basis des Dual-
raums!). Und Koordinatenprojektion sind per Konstruktion der Produkttopologie stetig
und Summen stetiger Abbildung in jede stetige abelsche Gruppe hinein sind wieder stetig.

Das letzte Argument zeigt auch noch, dass beziiglich dieser Topologie auf M und

einer analogen auf M’, jede R-lineare Abbildung stetig ist.

Als letzte wichtige Beispielklasse betrachten nun den dualen Prozess zur induzierten Topologie,
womit wir das zweite Problem mit metrischen Rdumen aus dem ersten Kapitel 16sen werden
(némlich, dass Metriken sich nicht gut mit Quotienten vertragen).

Wir setzen:

3.21. Definition Ist f: X — Y eine Abbildung und 7 eine Topologie auf X, so nennen wir
AT ={UcY|f(U)eT}

die koinduzierte Topologie auf X. Gilt Y = X/~ fiir eine Aquivalenzrelation ~ auf X und f ist
einfach die kanonische Projektion = — [z]~, so nennt dies spezieller die Quotiententopologie auf
X/ ~.

Dass dies wirklich immer eine Topologie ist, folgt sofort aus der Vertauschbarkeit von f~! mit
dem Bilden von Durchschnitten und Vereinigungen. Und wir haben auch:

3.22. Beobachtung Die Topologie fi7T ist die feinste X beziiglich der f stetig ist, und eine
Abbildung g: Y — Z in einen topologischen Raum Z ist stetig beziiglich fi7T genau dann, wenn
die Komposition

xLvsz
stetig bezliglich T ist. Wenn Y schon eine Topologie S besitzt, dann ist f stetig beziiglich 7 und
S genau dann, wenn S € fiT.

3.23. Beispiel (1) Im Gegensatz zum Fall von induzierten Topologie stimmt es nun aber
eben nicht, dass Topologien der Form [0, wieder von (Pseudo-)Metriken) induziert sind,
wie zum Beispiel aus 1.6 folgt. Ein wohl noch einfacheres Beispiel dieses Phénomens ist
X = [0,1] mit der Relation, die ]0, 1] auf einen Punkt kollabiert (also  ~ y wenn z =y
oder z,y €]0,1]). Hier besteht der Quotient aus den zwei Elementen {0} und ]0, 1] und
,{]0,1]}, {{0},]0, 1]} als offenen Mengen. Das ist via i — [i]~ offenbar homéomorph
zum Sierpinskiraum S.
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(2) Wir beobachten auch noch direkt, dass eine Teilmenge von Y beziiglich fi7 genau dann
offen ist, wenn ihr Schnitt mit dem Bild von f das ist (sie haben ja das gleiche Urbild).
Insbesondere ist das Bild von f und auch jede Teilmenge von Y, die das Bild von f nicht
schneidet in fi7 offen (und damit das Bild auch abgeschlossen).

Interessant ist die koinduzierte Topologie also eigentlich nur bei surjektiven Abbil-
dungen, aber es wird sich bei Formulierungen immer mal wieder als niitzlich erweisen
auch den allgemeinen Fall zuzulassen.

Hier ist eins der wohl wichtigsten Beispiele:

3.24. Beispiel Betrachte [0, 27] mit der Relation die 0 und 27 identifiziert, also  ~ y falls z = y
oder {x,y} = {0,27}. Dann liefert

(cos,sin): [0,27] —> S*

eine Bijektion f: [0,27]/~ — S!. Ich behaupte, dass diese sogar ein Homdomorphismus ist, also
stetig mit stetiger Inverser. Dass f stetig ist, folgt direkt aus 3.22. Fiir f~! ist das komplizierter,
weil es keine stetige Abbildung g: S' — R, derart dass f~(x,y) = [g(z,y)] gilt: Es miisste dann
ja g(St) = [0, 27| oder g(S!) =]0,27] gelten, aber das ist mit dem Satz von Bolzano-Weierstrafi
nicht kompatibel: Das Urbild einer Folge die gegen 0 bzw. 27 konvergiert, kann keine konvergente
Teilfolge haben.

Die wohl beste Beschreibung von f~! ist

1 _ ) [arccos(z)] y=0
fo @) = {[277 —arccos(x)] y <0.

Um zu sehen, dass dies ein stetige Abbildung liefert, bequemen wir nun die folgende Beobachtung
angewendet mit My = {(z,y) € S! | y = 0} und M; = {(x,y) € S* | y < 0}.

3.25. Beobachtung Ist f: X — Y eine Abbildung, X,Y topologische Rdume und g;: M; —» X
eine Ansammlung von stetigen Abbildungen. Enthélt dann die Topologie von X den Schnitt der
koinduzierten Topologien der g;, so ist f schon dann stetig wenn es alle M; — X L, ¥ sind.

Das gilt insbesondere immer dann, wenn die M; offene Teilmengen von X mit der Teilraum-
topologie sind und X = |J,.; M; gilt, und auch wenn man endlich viele abgeschlossene M; € X
(ebenfalls mit der Tellraumtopologle und X = |J,c; M;) vor sich hat; denn in jedem Falle gilt
S7HU) = Uier Ms 0 f71(U), sodass wenn U und alle M offen sind auch f~1(U) offen ist, und
wenn U abgeschlossen ist, I endlich und M; abgeschlossen, so auch f~1(U).

Mit anderen Worten, man kann stetige Abbildungen auf einer beliebigen offen Uberdeckung
und einer endlichen abgeschlossenen Uberdeckung stiickweise angeben.

3.26. Beispiel Betrachten wir auch noch einmal das Beispiel aus 1.6, also R/~, wobei = ~ y falls
x =y oder x,y € 2rZ. Dann ist die Quotientenmetrik (aus den Ubungen) durch

d([z],[y]) = min{|z — y|, |x — 27n| + |27m —y| | n,m € Z}

Insbesondere findet man
1Dd 27l €) U D(2mn,e€)

nez

sodass jede beziiglich d offene Umgebung von 27Z € R/~ eine solche Menge enthélt. Die Quotien-
tentopologie ist also deutlich feiner als die von dieser Metrik induzierte: Etwa ist auch das Bild
von | J,,.z D(2mn, ‘n‘%) C R in der Quotiententopologie offen.

Dieses Beispiel zeigt auch, dass Bilder offener Menge in einem Raum unter der Projektion auf
einen Quotienten nicht unbedingt wieder offen sind, etwa das von D(n, 1) im gegebenen Beispiel
nicht: Es gilt dann schlielich pr=t(pr(D(n,1))) = D(n,1) U Z und das ist sicher keine offene
Teilmenge von R.
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Nun zwei Beispiele, in denen keine solchen Schrecklichkeiten passieren, aber in denen Produkt-
, Teilraum- und Quotiententopologie auf interessante Art alle miteinander interagieren. Das erste
Beispiel greif die projektiven Rdume aus dem ersten Abschnitt wieder auf.

3.27. Konstruktion Es sei K ein Korper und W ein endlich dimensionaler K-Vektorraum; man
denke einfach an K = R,C und W = K", das ist schon interessant genug, macht aber nichts
leichter. Dann setzen wir fiir kK € N

Grp(W) ={U € V| U ist K-Untervektorraum von W mit dimg (U) = k},

die k-te Grassmann’sche von W.

Ich hoffe ich muss nicht grofl erklaren, dass ihr Studium sich bei Problemen mit linear alge-
braischem Charakter sich als niitzlich erweisen kann. Wir statten sie nun mit einer Topologie aus,
wenn K ein topologischer Korper ist. Dafiir setzen wir zunéchst noch

V(W) = {(z1,...,21) € W¥ | z1,..., 2 sind linear unabhingig},

die Stiefel’sche von W. Sie ist mit offenbar mit einer Topologie ausgestattet: In 3.20 hatten wir
gesehen, dass W sich auf kanonische Weise zu einem topologischen K-Vektorraum machen lasst
(via irgendeines Isomorphismus W =~ K"). Und wegen V(W) € W kénnen wir die Stiefel’sche
dann einfach mit der Unterraumtopologie der Produkttopologie ausstatten.

Der raison d’étre der Stiefel’schen beim Topologisieren der Grassmann’schen ist dann die
Abbildung

<—>:Vk(W)—>Grk(W)7 ((,Cl,...,xk)l—><$1,...,$k>,
die einem Tupel den von ihm aufgespannten Unterraum zuordnet. Wir geben der Grassmann’sche
die von ihr koinduzierte Topologie der Stiefel’schen. Man beachte, dass diese Abbildung nach
dem Basisexistenzsatz der linearen Algebra wirklich surjektiv ist, sodass man hier wirklich im
Wesentlichen die Quotiententopologie vor sich hat.

Die ersten Grassmann’schen haben noch einen gebriauchlicheren Namen: Es heifit Gri(W) =
P(W), der projektive Raum von W. Und man setzt noch P(K") = KP"~!; die Indexverschiebung
hier ist kein Tippfehler. Sie hat mit der Dimension dieser Rdume zu tun, die wir (fiir K = R, C)
erst im néchsten Kapitel definieren und berechnen werden.

3.28. Bemerkung Im Prinzip kann man bei all diesen Definition eine beliebigen topologischen
Vektorraum W (oder gar Moduln) zulassen, und das ganze Prozedere durchfithren. Fiir viele
Zwecke sind dann die obigen Definition oft nicht ganz die richtigen: Meist mochte man dann als
Punkte der Grassmann’schen nur die abgeschlossenen Unterrdume zulassen, die auch noch ein
abgeschlossenes Komplement besitzen oder &hnliches (man denke etwa an indiskrete Topologien,
oder auch R mit der euklidischen Topologie als Q-Vektorraum).

Um uns nicht in diesen Betrachtungen zu verlieren, belasse ich es beim obigen Fall, wo wir
nur die kanonische Topologie auf einem endlich dimensionalen W zulassen.

3.29. Beispiel (1) Offenbar gilt Vi, (W) = & wenn k > n, wo n = dimg (W), und V,,(W) =
Isog (K™, W), Vo(W) = * und V(W) = W\{0}. Insbesondere gelten Gro(W) =
Gr, (W).
(2) Wir beobachten auch noch, dass V(W) € WF offen ist, sobald nur {0} ¢ K abgeschlossen:
Via eines Isomorphismus W =~ K", reicht es K™ zu betrachten und hier ist nach dem
Determinantenkriterium fiir lineare Unabhéngigkeit

VW)= |J  detp!(K\{0}),

P

wo detp: Mat(n x k, K) — K die Funktion ist, die die Zeilen auflerhalb von F' streicht
und von der verbleibenden k x k-Matrix die Determinante nimmt.

(3) Das erste interessante Beispiel ist RP* = P(R?). Da jede Gerade in R? die oberen Hilfte
von S! in genau einem Punkt schneidet, aufier der horizontalen, die tuts in zweien,
kann man wohl die Idee bekommen, dass RP' ein Halbkreis mit zusammengeschlagenen
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Endpunkten ist und damit homéomorph zu einem Kreis. Anstatt das nun mittels Umweg
iiber 3.24 zu beweisen kénnen wir einfach R> = C bemerken und die Abbildung
2
1 x
C\{0} — S, z+— oF

betrachten. Da fir 0 # A € R
(o) a®
Ae2 T Jz?

gilt, liefert dies eine stetige Abbildung p: RP! — S, von der man leicht priift, dass
sie bijektiv ist. Sie ist sogar ein Homoéomorphismus: Ihre Umkehrabbildung ist durch
2z (we C | w? = 2) gegeben. Um zu sehen, dass das stetig ist, erinnere ich einmal
daran, dass fiir z = z + iy die beiden komplexen Wurzeln von z durch

Vr2+yitx s Vr2+yr—x

2 2

und sein negatives gegeben sind, wenn y > 0 und durch

VEttyitr i [A/z2+y?—z
2 2

und sein negatives, wenn y < 0. Wir erhalten durch diese Formeln also stetige Ab-
bildungen A, — C\{0} fiir k = 0,1, wo A = {(2,y) € S' | (=1)*y > 0}, und die
Kompositionen
Aj, — C\{0} — RP*

sind offenbar die Einschrankungen der Umkehrabbildung von ¢. Nach 3.25 ist diese also
stetig, wie behauptet.

(4) Fiir andere Werte von n und k ist Gri(R™) aber nun ein wirklich neuer Raum, fiir den
eine Intuition zu entwickeln Aufgabe der Topologievorlesungen sein wird (ein Prozess,
den wir nicht in diesem Semester abschlieen werden).

Wir beschreiben die Stiefel’sche und Grassmann’sche noch auf etwas andere Weise, die sich
als niitzlich entpuppen wird. Ganz analog zur Diskussion der topologischen Gruppe GL,(K),
ist allgemein die Gruppe Autg (W) eine topologische Gruppe (und ein K-linearer Isomorphismus
W =~ K™, liefert natiirlich auch einen Autgx (W) =~ GL,(K) als topologische Gruppen). Wir
beobachten nun, dass Auty (W) auf der Stiefel’schen via

Autg (W) x Vi (W) — Vi (W), (¢, z1,...,25) — (p(x1), ..., 0(zK))

stetig operiert. Und die grundlegenden Sétze der linearen Algebra liefern, dass dies eine transitive
Wirkung ist: Zwei linear unabhéngige Ansammlungen von Vektoren (z1,...,zx) und (y1,...,yx)
in W, kann man zu Basen ergénzen und dann gibt es genau eine K-linear Abbildung, die die eine
Basis auf die andere abbildet.

3.30. Satz Ist K ein topologischer Kérper in dem {0} abgeschlossen ist, W ein endlich dimension-
aler K-Vektorraum und 1, ...,z € W linear unabhdngig. Dann induziert die stetige Abbildung

Autg (W) — Vi (W), ¢+ (p(r1),...,0(71))

einen Homoomorphismus
Aut g (W) /Stab, — Vi (W),
wo Stab, = {p € Autg (W) | p(z;) = z; fur alle 1 <i < k} der Stabilisator von x1,. .., xy ist.

Fir W = K™ mit eq,...,e; den ersten Einheitsvektoren, findet man unter der Identifikation
Autg (K™) = GL,,(K) zum Beispiel

Stab, = {A € GL.(K) | A = <”(’; :)}

Ich erinnere auch daran, dass fiir eine Untergruppe H in einer Gruppe G die Menge G/H,
der Orbitraum der Wirkung, einfach als G/~ gegeben ist, wobei g ~ ¢’ genau dann gelte,
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wenn ¢ - (¢)~! € H gilt. Das ist wirklich eine Aquivalenzrelation wie man leicht priift und
die Aquivalenzk]assen sind genau die Mengen H - g: Fiir ein h € H ist ja schlieBlich g- (h-g)~! =
gg~*h™! = h7! € H, also ¢ ~ gh und umgekehrt, wenn g - (¢’)~!' € H gilt, so haben wir
g =(g9-(¢)")"tg e H-g. Und ist G eine topologische Gruppe, so geben wir G/H immer
die Quotiententopologie, insbesondere in obigem Satz.

Bevor wir zum Beweis kommen, noch das Analog fiir die Grassmann’schen: Es gibt natiirlich

ein Analog der Wirkung, ndmlich
Autg (W) x Grp(W) — Gre(W), (o, U) — ¢(U)
und diese ist wieder transitiv.

3.31. Korollar Ist K ein topologischer Kérper, in dem {0} abgeschlossen ist, und W ein endlich
dimensionaler K-Vektorraum. Dann ist die gerade beschriebene Wirkung stetig und fir jeden
k-dimensionalen Unterraum U € W liefert die Abbildung

Autg (W) — Grpy(W), ¢+ o(U)

etnen Homdéomorphismus
AutK(W)/StabU — Gl"k(W),
wo Staby = {p € Autxg (W) | o(U) = U} der Stabilisator von U ist.

Fiir W = K™ mit K* x {0} = {ey, ..., e,y aufgespannt von den ersten Einheitsvektoren, findet
man unter der Identifikation Autx(K™) = GL,,(K) zum Beispiel

StakaX{o} = {AE GLn(K) |A = (; :)},

wobei wie oben der obere linke Block eine k x k-Matrix sein soll (was die Grole der andere Blocke
festlegt).

BEwEIS vON 3.30. Dass die angegebene Abbildung iiber den Quotienten faktorisiert ist hof-
fentlich klar, und auch die Injektivitdt ist im Wesentlichen per Definition richtig: Gilt o(z;) =
P(x;) fiir alle 1 < i < k, so gilt offenbar auch ¢ o~ 1(x;) = z; und damit ¢ o ¢p~! € Stab,.
Surjektivitdt folgt wie oben erklart aus dem Basisergénzungssatz der linearen Algebra.

Und um zu priifen, dass die Wirkung stetig ist, reicht es (nach Definition der Topologie auf
W via Basiswahl!) zu priifen, ob

GLn(K) X Vk(Kn) — Vk(Kn), (A,l‘l,. .. ,Z‘k) — (A.%‘l,. .. ,Al‘k)

stetig ist. Aber das diirfen wir nach Definition der Topologie auf Vi(K") < K™* komponen-
tenweise priifen, und Matrixmultiplikation ist komponentenweise eine Kombination aus Addition
und Multiplikation. Die sind nach Definition eines topologischen Korpers sicherlich stetig. Die
Stetigkeit auf dem Quotienten folgt damit aus 3.22.

Bleibt wie schon in allen vorigen Beispielen noch die Stetigkeit der Umkehrabbildung zu priifen
und wieder reicht es das nach Konstruktion der Topologie auf W fiir Vi, (K™) — GL,,(K)/Stab, zu
zeigen. Fir diese Umkehrabbildung gibt es nun wieder keine natiirliche Formel auf ganz Vi (K™).
Aber diemsal gibt es das auf einer offenen Uberdeckung: Ist nimlich (y1,...,yx) € Vi(K™), so
erginze dies durch irgendwelche zx,1,..., 2, € K™ zu einer Basis und betrachte

U, ={we V(K") |wi,...,Wk,2k+1,-.-,2n ist eine Basis von K"}.
Offenbar gilt y € U, und U, ist offen in Vi (K™): Es gilt ndmlich
U, = [det(—, zrs1, .-, 20)] T HIE\{O}),

die Determinante ist sicherlich eine stetige Abbildung det: Mat(n x n, K) — K, etwa ist sie via
der Leibnizformel ja durch iterierte Addition und Multiplikation gegeben, das gleiche gilt dann
fiir ihre Einschriinkung det(—, 2541, ..., 2,): (K™)* — K und per Annahme an die Topologie von
K ist K\{0} offen.

Aber dann konnen wir einfach das offensichtlich stetige

(=,2): U, > GL,(K), wr— (W1,..., Wk, Zk+1y---2n)
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betrachten (eine Matrix ist ja invertierbar genau dann, wenn ihre Spalten linear unabhéngig sind!).
Wiéhlen wir uns nun irgendeinen Isomorphismus A € Gl,,(K) mit (x1,...,x) als erste k Spalten
(also A -e; = x;), so ist

—.z A1
U, 2, QL (K) ZA GL, (K) —> GL, (K)/Stab,
offenbar immer noch stetig und stimmt mit der Einschrankung des Inversen auf U, iiberein: Per
Konstruktion hat man ja schliefflich

(W1, oo Wiy Zhgls ey Zn) - AT oy = (W1, oo, Why Zhg1y - - 2n) - €5 = W5
fur alle 1 < ¢ < k. Nun folgt die Stetigkeit der Inversen aus 3.25. O

BEWEIS VON 3.31. Hier ist das zweite Statement nun schon einfach: Dass man wieder ein
Bijektion vor sich hat, geht genauso wie im vorigen Beweis und per definitionem ist die Topologie
der Grassmann’schen von der Stiefel’schen koinduziert. Aber nach 3.30 ist diese wiederum von
der Automorphismengruppe koinduziert, und ganz allgemein gilt fiir zwei Abbildungen f: X - Y
und g: Y — Z schon (go f)7T = g(fiT) fiir jede Topologie 7 auf X, wie man der Definition
sofort entnimmt. Und dass die Topologie der Grassmann’schen von der Automorphismengruppe
koinduziert ist, ist nur eine Umformulierung der Behauptung.

Es bleibt also noch die Stetigkeit der Wirkung zu besprechen (das hatte ich in der Vorlesung
iibersprungen). Die Subtilitdt ist hier, dass man mittels 3.22 aus der Stetigkeit der Wirkung von
Autg (W) auf der Stiefel’schen sofort die Stetigkeit der induzierten Abbildung

[Autg (W) x Vi (W)]/~ — Gri(W)
erhilt, wo (o, U) ~ (¥, V) wenn o(U) = (V) und wir eine stetige Bijektion
Autg (W) x Gr(W) «— [Autg (W) x Vi, (W)]/~

erhalten, aber uns erstmal niemand sagt, dass letztere auch ein stetiges Inverses hat (die Wirkung
auf der Grassmann’schen lasst sich genau also die Komposition von Inversion und induzierter
Abbildung schreiben).

Und im allgemeinen vertauschen Quotientenbildung und Produkte auch wirklich nicht, wie wir
spéter in der Vorlesung diskutieren werden. Im gegebenen Beispiel aber schon, wegen folgendem
Lemma und der anschliefenden Diskussion. (]

3.32. Lemma FEs sei f: X — Y eine stetige, surjektive Abbildung topologischer Raume, derart,
dass Y die von X wvia f koinduzierte Topologie trdgt. Ist dann fiir jedes offene U € X auch
fU) €Y offen, so stimmt fir jeden topologischen Raum Z die Produkttopologie auf Y x Z mit
der von der Produkttopologie auf X x Z via f x idz koinduzierten Topologie tiberein.

Etwas vereinfacht: Das Produkt mit einem Quotienten stimmt mit dem Quotienten des Pro-
dukts iiberein, wenn die Quotientenbildung offen ist. Wir hatten in 3.26 gesehen, dass diese
Bedingung nicht automatisch ist (und wir werden spéter noch im Detail analysieren, dass auch
die Konklusion wirklich schiefgehen kann).

Aber fiir Untergruppen K € H < G schickt die Projektion pr: G/K — G/H offene Mengen
immer auf offene Mengen: Wir haben zu priifen, dass fir U € G/K offen auch

pry'pr(U) € G

offen ist. Aber U € G/K ist offen genau dann, wenn pry' (U) S G offen ist, damit ist auch
g-pr(U) € G fiir jedes g € G offen und scharfes Hinsehen zeigt

pry pr(U) = |J h-prgt(U),
heH
was als Vereinigung offener Mengen dann ebenfalls offen ist.

PROOF. Es ist immer richtig, dass die Produktopologie grober ist als die koinduzierte: Das ist
nach 3.22 dquivalent zur (offentlichen vorhandenen) Stetigkeit von f xid: X x Z — Y x Z. Bleibt
also noch zu zeigen, dass wenn U € Y x Z offen beziiglich der koinduzierten Topologie ist, dann
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auch beziiglich der Produkttopologie. Sei also (y, z) € U; wir zeigen, dass U in der Produkttopolo-
gie eine Umgebung von (y, z) ist. Wéhle z € X mit f(z) = y. Nach Definition der koinduzierten
Topologie ist f~(U) eine offene Umgebung von (z, z) beziiglich der Produkttopologie auf X x Z.
Das heifit es gibt offene 2 € V€ X und ze W € Z mit V x W € f~}(U). Aber per Annahme ist
nun auch f(V) € Y offen, und damit f(V) x W €Y x Z beziiglich der Produkttopologie. Wegen
(y,2z) € f(V) x W c U folgt, dass U eine Umgebung von (y, z) ist. O

3.33. Bemerkung Die Bedingung dass {0} € K in einem topologischen Koérper abgeschlossen
ist, ist iibrigends nur fiir die indiskrete Topologie falsch: Denn mit {0} ist in jedem topologischen
Ring auch {0} ein Ideal, sodass im Falle eines Korpers entweder {0} = {0} (also {0} abgeschlossen)
oder m = K gelten muss. Aber daraus, dass K bezliglich der Addition eine topologische Gruppe
ist, folgt dann auch @ = K fir jedes z € K, was impliziert, dass K die einzige nicht leere,
abgeschlossene Teilmenge von K ist (also K indiskret).

Und fiir indiskrete Korper sind gelten die Schliisse in 3.30 und 3.31 auch wirklich nicht.

Das zweite Beispiel betrifft unendliche Produkte diskreter Mengen. Hierzu setzen wir:

3.34. Definition Fir n > 1 sei C,, € [0,1], die n-te Cantormenge die Menge aller Zahlen, die
eine (2n + 1)-adische Entwicklung ohne ungerade Ziffern besitzen.

Zum Beispiel enthilt C; sowohl 0 (mit 3-adischer Entwicklung 0,000...), 3 (mit den beiden

3-adischen Entwicklungen 0,1000... = 0,0222..., von denen die rechts % qualifiziert), % (mit 3-
adischer Entwicklung 0,2000...) und 1 (mit den beiden 3-adischer Entwicklungen 1,000... und
0,222..., wovon wieder die spatere zeigt, dass 1 € C;.

Allgemein kann man C,, wie folgt erhalten: Man teile [0, 1] gleichméBig in 2n + 1 Intervalle

ein, und entferne dann das Innere jedes zweiten dieser Intervalle, also ] ;5;%, 22{& [ firl <k <n.

Dann nehme die verbleibenden n + 1 Intervalle und verfahre genauso mit jedem von ihnen und
iteriere diesen Prozess. Die Menge, die iibrig bleibt ist die n-te Cantormenge. Jedenfalls ist sie
irgendwie eine Punktwolke und kein kontinuierliches Gebilde (sie enthélt zum Beispiel kein offenes
Intervall), ist aber als Schnitt von abgeschlossenen Mengen sicher abgeschlossen.

3.35. Satz Fs sein > 1.
(1) Die Abbildung

H{O,...,n}—)Cn, xr—>z 22

k
1N, k=1 (2n +1)

ist ein Homoomorphismus, wobei wir die Quelle mit der Produkttopologie tiber die diskrete
Topologie auf {0,...,n} versehen sein.
(2) Die Abbildung

[T n—D1, o 3

iEN;l k=1

induziert einen Homoomorphismus

lﬂ{o, o ,n}] /~ —>[0,1]

ieN
wo x ~y falls x =y oder es ay,...,a, €{0,...,n} mit a,, <n gibt derart, dass
. a; i<m
a; 1<m .
T; = und yi=<an+1 i=m
n  sonst
0 sonst

oder andersherum.
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Die hier beschriebene Aquivalenzrelation ist die naheliegende Verallgemeinerung der Tatsache
0,0999... = 0,1 im Dezimalsystem (dem Fall n = 9). Es ist hoffentlich hinreichend erstaunlich,
dass die iiberabzidhlbare Punktwolke C,, sich durch abzihlbar viele (!) Identifikationen in das
offenbar kontinuierliche Intervall tiberfithren lasst.

PROOF. Den zweiten Teil will ich hier nicht beweisen; er wird Ubungsaufgabe sein.
Die obere Abbildung ist offenbar per Definition von C,, surjektiv. Zeigen wir als néchstes die
Injektivitdt. Since also x # y e |] {0,...,n}, so sei [ € N die kleinste Zahl mit x; # y;. Aber

1EN>
dann gilt
2 2 2z, — 2(x; — 2(xy, —
2 (2n iknk -2 (2n -zi/-kl)k = |2 ((;f+ 1‘1/)1) > ‘ éfiﬁfz) -1 ((;zk+ 1y)’2)
k=1 k=1 k=1 k>1
S 2 5 2n | 2 2n 12 11
T @2n+ D)t A e+ DR e+ 1) e+ )1 o e+ 1) 20+ 1) (204 1)

insbesondere kénnen die Bilder nicht iibereinstimmen. Nun zur Stetigkeit. Nach dem Satz von
Fréchet 3.13 ist die Quelle ein metrisierbarer Raum, ergo reicht es anstatt Stetigkeit Folgen-
stetigkeit nachzuweisen (das werden wir im tbernichsten Kapitel auch noch einmal in etwas

groferer Allgemeinheit {iberlegen). Aber ist m — x(™) eine Folge mit Grenzwert x, so strebt
(m)

i

fiir fixes m gegen x;, was aufgrund der diskreten Topologie auf

{0,...,n} wiederrum bedeutet, dass xl(-m) = x; fur alle grof3 genugen m. Betrachten wir nun aber

nur endlich viele Stellen, etwa die ersten [, so folgt, dass es ein j € N gibt, so dass

2™ =g, fiiralle 1 <i<lundm > j.

fiir jedes ¢ € N die Folge ¢ — =

Aber dann folgt

(m) (m)
2z, 2xy, 2(x), " — ) 2n 1
- = Sl S, 7 I =
;1 (2n + 1)k ;1 (2n+ 1) ;l (2n+ 1)k kgl (2n + 1)k (2n +1)i+1

was bei wachsendem [ € N beliebig klein wird, sodass die Bildfolge der (™ gegen das Bild von
konvergiert.

Um schliefflich zu sehen, dass es sich um einen Homdomorphismus handelt, zeigen wir, dass
offene Mengen auf offene Mengen abgebildet werden. Dafiir beobachten wir, dass die Mengen

Uy, ={x¢€ H {0,...,n} | z; = a; fir alle 1 <7 < m}
€N,
fir aq,...,a,, eine Basis der Produkttopologie bilden. Es reicht also, ihre Bilder als offen in C,,
nachzuweisen. Dazu miissen wir zeigen, dass es zu jedem x € U, ein € > 0 gibt, sodass der Schnitt
von D (Z %, e) N C,, immer noch im Bild von U liegt. Aber ist w € [ [;c_ {0, ..., n} derart,
dass sein Bild nicht im Bild von U, liegt, so muss es ein kleinstes 1 < I < m geben mit w; # a; = x;.
Aber dann folgt mit der Rechnung fiir die Injektivitdt schon, dass

2 2 2 — 1 1
Z (2n 7:Ui-kl)’“ B Z (2n —xi-kl)k - Z ((;l;zk-i- 1?;) ~ (2n+1)! > (2n+1)m™’
k=0 k=0 k=1
sodass € = m > 0 das gewiinschte leistet. O

3.36. Bemerkung Zum Schluss noch drei wissenswerte Beobachtungen iiber Cantormengen:

(1) Die Teilmengen C,, < [0,1] sind alle zueinander hombéomorph, sogar starker: Es gibt
Homoéomorphismen [0,1] — [0,1], die C,, auf C,, bewegen. Da C,, abgeschlossen ist
(und 0,1 € C,,) ist [0, 1]\C,, offen in R und deshalb abzdhlbare Vereinigung von Inter-
vallen. Sei Z,, die Menge dieser Intervalle, dann erbt Z,, offenbar eine Ordnung von [0, 1].
Nun brauchen wir einen Fakt aus der Theorie der Ordnungen: Je zwei abzéhlbare, dicht
geordnete Mengen ohne grofites und kleinstes Element sind ordnungsisomorph (Q ist das
kanonische Beispiel); dicht geordnet heifit hier total geordnet und zu je zwei Elementen
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r < y gibt es ein weiteres mit x < z < y. Nun priift man leicht, dass Z,, eben abzéahlbar
und dicht geordnet ist, und wahlt eine ordnungserhaltende Bijektion f: Z,, — Z,,. Da-
raus erhdlt man eine eindeutige Abbildung [0, 1\C,, — [0,1]\C,,, die jedes maximale
offene Intervall I der linken Seite linear, monoton und bijektiv auf f(I) abbildet. Nach
3.25 ist sie stetig. Man priift nun elementar aber mit etwas Aufwand, dass sie sich
eindeutig zu einem Homoéomorphismus des Intervalls fortsetzt, indem man einfach die
Endpunkt von I auf die Endpunkte von f(I) abbildet.

(2) Und vielleicht noch iiberraschender ist auch ein Produkt zweier Cantormengen wieder
homéomorph zu einer Cantormenge: Dass folgt sofort aus der unendlichen Produkt-
darstellung 3.35 und Cantors Diagonalsatz. Sogar fiir abzéhlbare Produkte ist das richtig!

(3) Und noch etwas macht die Produktdarstellung recht transparent: Zu je zwei Sitzen von
n verschiedenen Punkten z1,...,%n,y1,...,Yn € Cp, gibt es einen Homdbomorphismus
f:Cpn — C, mit f(z;) = y; fiir alle 1 < ¢ < n: Ersetzen wir namlich C,, durch
[[;=:10,...,m} so gibt es ein I > 0, sodass sich die x; und die y; jeweils schon in
ihren ersten l-Eintragen irgendwo unterscheiden. Dann konnen wir eine Bijektion von
o:{0,...,m}t - {0,...,m}! withlen mit o((x;)<;) = (yi)<;: Auf den (z;)<; ist o ja dann
festgelegt und nach Wahl von [ gilt

|{07 s ’m}l\{(‘xl)gl’ ) (xn)Sl}| = (m + 1)l -—n= |{0’ s ’m}l\{(yl)Slw < (yn)$l}|7

sodass wir uns zwischen den &dufleren beiden Mengen irgendeine Bijektion aussuchen

kénnen. Bezeichnet dann 7; ; € X, die Transposition die ¢ # j € {0,...,m} vertauscht,
so ist
olaxy)i i<l
f: H{Oa s am} - H{()? s am}v ar— |i— T(xr)i,(yr)i (a’l) i > und ag) = (xk)ﬁl
iz1 iz1 a; sonst

der gesuchte Homéomorphismus (die Uberpriifung der Stetigkeit iiberlasse ich einmal
dem Leser).

Fiir einzelne Elemente x,y € C; gibt es immer noch einen Homdomorphismus von
[0,1] der « und y vertauscht, aber nach dem Zwischenwertsatz kann es zum Beispiel
keinen Homéomorphismus f: [0,1] — [0,1] mit der die drei Elemente 0,1/3,1 € Cy auf
0,1,1/3 abbildet. Ein solcher Homéomorphismus von Cj ist im reellen Bild von C; gar
nicht leicht zu finden.

4. Trennungseigenschaften

In den Beispielen (und den Ubungen) haben wir schon einige Probleme mit ganz allgemeinen
Topologien gesehen: Etwa kénnen Folgen in einem topologischen Raum mehr als einen Grenzwert
haben. Der extremste Fall ist die indiskrete Topologie: Hier konvergiert jede Folge gegen jeden
Grenzwert.

Wir wollen solches Verhalten ausschliefen. Dazu benutzt man folgende Eigenschaft, die Haus-
dorff sogar urspriinglich in die Axiome einer Topologie eingebaut hatte.

4.1. Definition Ein topologischer Raum X heifit hausdorff’sch, wenn es zu allen  # y € X offene
Mengen U,V € X gibt mit

zelU, yeV und UnV =¢.

4.2. Beispiel Die Topologie Oy einer Pseudometrik ist genau dann hausdorff’sch, wenn d eine
Metrik ist: Fir eine Metrik d, kann man gemé&fl Dreiecksungleichung

U=Dy (J;, w) und V =Dy (y, w)

wéhlen, da dann per Annahme d(z,y) > 0 gilt.
Und gilt umgekehrt d(x,y) = 0, so gilt offenbar x € Dy(y, €) und damit auch = € U, wann
immer U eine Umgebung von y ist, sodass es kein V' wie gewiinscht geben kann.
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Kopieren wir nun das Argument vom Falle metrischer Radume, so erhalten wir:

4.3. Lemma Wenn X ein hausdorff ’scher topologischer Raum ist, so hat jede Folge in X héchstens
einen Grenzwert.

PRrROOF. Denn hat eine Folge f: N — X den Grenzwert x € X und = # y € X, so konnen
wir uns offene Menge U,V € X wie von Hausdorff garantiert hernehmen. Wegen der Konvergenz
gilt dann f,, € U fiir fast alle n € N. Aber wegen U n'V = & kénnen dann nur endlich viele
Folgeglieder von f in V liegen, sicherlich also nicht fast alle. Und damit konvergiert f nicht gegen
Y. U

4.4. Lemma Ist X ein Hausdorffraum, so ist {x} € X abgeschlossen fiir jedes x € X. Folglich
ist fur jede stetige Abbildung f:Y — X die Menge

fHa)={yeY | fly) ==}
abgeschlossen in'Y .

PrOOF. Ist y € X\{z} so wihle U,V € X wie in der Definition. Dann gilt sicherlich V' <
X\{z} und damit ist X\{z} offen in X. O

Etwas stérker gilt, dass fiir eine zweite stetige Abbildungen ¢g: ¥ — X auch die Menge {y €
Y: f(y) = g(y)} €Y, der Egalisator von f und g, abgeschlossen ist; das, und auch dass diese
stirkere Aussage Hausdorffriume charakterisiert, werden sie in den Ubungen nachweisen.

Es ist also hoffentlich klar, dass die Hausdorffeigenschaft eine wiinschenswerte ist.

4.5. Beispiel (1) Teilrdume von Hausdorfirdiumen sind offenbar wieder Hausdorffraume:
Man schneide die Mengen U und V aus der Definition einfach mit dem Teilraum.
Allgemeine induzierte Topologien sind natiirlich nicht wieder hausdorff’sch: Etwa
induziert die Abbildung X — = immer die indiskrete Topologie auf X und diese ist
sicher nicht hausdorff’sch, sobald X auch nur zwei Punkte hat.
(2) Produkte von Hausdorffraumen sind wieder Hausdorffraume: Sind x # y € [[,.; X, so
gibt es ein j € I mit x; # y;, nach Annahme gibt es dann U,V € X; mit 2; e U, y; € U
und U n'V = . Und dann sind

U x HXZ- und V x HXi
j#iel j#iel
disjunkte offenen Umgebungs von x und y, wie gesucht.
Es folgt etwa, dass die Topologie der punktweisen Konvergenz auf F(R,R) haus-
dorff’sch ist.

(3) Jede Topologie die feiner ist als eine hausdorff’sche ist offenbar selber wieder haus-
dorff’sch.

(4) Quotienten von Hausdorffriumen sind nicht unbedingt wieder Hausdorffsch und im all-
gemeinen ist es eine ziemlich subtile Frage zu entscheiden, wann Quotienten wieder
hausdorff’sch sind. Als ganz simples Beispiel hatten wir in 3.23 ja gesehen, dass der
Sierpinskiraum als Quotient eines Intervalls auftaucht.

(5) Die koendliche Topologie auf einer unendlichen Menge und die koabzéahlbare Topologie
auf einer iiberabzahlbaren Mengen haben tiberhaupt keine nicht-leeren disjunkten offenen
Menge, sind also sicherlich nicht hausdorff’sch.

Folgendes Kriterium ist immer mal wieder hilfreich (sie werden es in den Ubungen beweisen):

4.6. Satz Fir eine topologische Gruppe G und eine Untergruppe H € G ist der Faktorraum G/H
genau dann hausdorff’sch, wenn H € G abgeschlossen ist. Insbesondere ist G selbst hausdorff’sch
genau dann, wenn {e} € G abgeschlossen ist, wo e das neutrale Element bezeichnet.

4.7. Beispiel (1) Zum Beispiel ist es nun leicht zu sehen, dass C(R,R) mit der Topologie
der lokal gleichméfigen Konvergenz hausdorff’sch ist: Ist 0 # f eine stetige Abbildung
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R — R, so gilt f(x) # 0 fiir ein x € R. Wéhlen wir dann ein n € N mit n > |z| so folgt
I fll{=n,n] > 0 und damit gilt

0¢ Dy—y_py (Fs L ll1=nim])

und die rechte Seite ist per Definition eine offene Umgebung von f. Also ist C(R, R)\{0}
offen.

(2) Auch dass die Grassmann’schen von einem hausdorff’schen topologischen Kérper wieder
hausdorff’sch sind, folgt nun sofort aus 3.31.

Im allgemeinen reicht die Eigenschaft, dass es alle Punkte eine Raumes abgeschlossen sind,
nicht dafiir aus, dass er hausdorff’sch ist (oder auch nur, dass Folgen hochstens einen Grenzwert
haben). Anstatt ein Gegenbeispiel in Isolation zu geben benutze ich die Gelegenheit die Hausdorf-
feigenschaft als nur einen Fall einer ganzen Hierachie von Trennungseigenschaften zu erkennen.
Ich liste einmal der Vollstandigkeit halber die bekanntesten; sie sind alle fiir den ein oder anderen
Zweck relevant, werden uns aber in der Vorlesung kaum beschaftigen.

4.8. Definition Ein topologischer Raum X heif3t

TO wenn es zu je zwei Punkte x # y € X ein offenes U € X gibt, das genau einen der beiden
Punkte z und y enthélt,

T1 wenn es zu je zwei Punkten = # y € X ein offenes U € X gibt mit x € U und y ¢ U,

T2 wenn es zu je zwei Punkte x # y € X disjunkte offene U,V € X gibt mit x € U und
y € V gibt (das ist also genau die Hausdorffeigenschaft),

T3 wenn es zu jedem Punkt x € X und jedem abgeschlossen x ¢ A € X disjunkte offene
UVCXmitzeU, ACV,

T4 wenn es zu je zwei disjunkten abgeschlossenen Menge A, B € X disjunkte offene U,V <
X mit AC U und B € V gibt, und

T5 wenn es je zu zwei Mengen A, B € X mit AnB = J = An B disjunkte offene U,V € X
gibt mit AC U und BC V.

Und weil die letzten drei Axiome die fritheren nicht implizieren sagt man noch ein Raum X sei

requldr, wenn er T2 und T3 erfiillt, normal, wenn er T2 und T4 erfiillt, und wvollstindig normal,
wenn er T2 und T5 erfiillt.

Es gibt noch einen ganzen weiteren Zoo an solchen Axiomen (etwa TQ% und T?)%)7 aber ich
will dariiber hier gar nicht wirklich reden. Und zu erwahnen ist auch noch, dass manche Autoren
die Begriffe T3 und regular genau umgekehrt benutzen als ich das hier tue und &hnlich dann mit
normal und vollstandig normal (sodass, dann immer T(i + 1) = T4 gilt); beide Konventionen
haben ihre Vor- und Nachteile.

Es ist nun jedenfalls jeder metrische Raum sogar ein T5-Raum (und damit weil hausdorff’sch
sogar vollstdndig normal), man nehme

U={zxeX|dz,A) <d(z,B)} und V ={ze X |d(z,B)<d(z,A)}.
Aber keines der Axiome impliziert ein spéteres:

4.9. Beispiel (1) Die indiskrete Topologie auf einer mehrelementigen Menge ist nicht einmal
TO.

(2) Die Alexandrov-Topologie einer Priordnung erfiillt nur T1 wenn sie zur Gleichheitsre-
lation gehort, aber zum Beispiel schon TO fiir jede partielle Ordnung. Etwas ist der
Sierpinksiraum TO aber nicht T1.

(3) Die koendliche Topologie auf einer unendlichen Menge ist T1 aber nicht T2 (hausdorffsch)
und Folgen haben hier auch wirklich nicht nur einen Grenzwert, wie wir in den Ubungen
gesehen haben.

(4) Als vielleicht einfachstes Beispiel eines Hausdorffraums, der nicht T3 erfiillt, nehme man
die euklidische Topologie von R und erklire auch noch die Menge F = {1, %, %, %7 .}

als abgeschlossen (nehme also die von R\F und den euklidisch offenen Mengen erzeugte
Topologie, manchmal Smirnov-Topologie genannt). Das ist feiner als die euklidische also
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erst recht hausdorffsch, aber das neuerdings abgeschlossene F' lésst sich von 0 nicht durch
offene Umgebungen trennen.

(5) F(R,R) mit der punktweisen Topologie ist T3 aber nicht T4: Allgemein vererbt sich
T3 nach einem zu 4.5 ganz dhnlichen Argument genau wie die Hausdorffeigenschaft auf
beliebige Produkte.

Ein Beispiel von zwei abgeschlossenen Mengen, die sich nicht durch offene trennen
lassen ist gegeben durch

{f:R>Z |3z eRmit f(z) € {2,4,6,...} und f(y) = —1 fir alle y # z}
und
{fiR>2Z|3xeRmit f(x) € {1,3,5,...} und f(y) = —1 fur alle y # x},

aber das ist nicht ganz leicht einzusehen.

(6) F(R,[0,1]) mit der punktweisen Topologie ist T4 aber nicht T5. Hier ist schon der Beweis
der T4 Eigenschaft nicht ganz einfach, sie folgt zum Beispiel aus dem Satz von Tychonov,
den wir spéter beweisen und dem allgemeinen Fakt, dass kompakte Hausdorffraume
immer T4 sind. Zwei separierte Mengen, die sich nicht durch offene Umgebungen trennen
lassen, sind

{f+R—>{0,1} | f(¢) =1 fiir alle ¢ € Q und f(x) =1 fiir genau ein z € R\Q}
und

{f: R—>{0,1} | f(z) =1 fiir alle z € R\Q und f(g) =1 fiir genau ein ¢ € Q}.

Wie gesagt will ich hier nicht wirklich weiter auf den Sinn dieser spezifischen Trennungsaxiome
eingehen. Hier nur ein ganz simpler Spezialfall: Betrachtet man auf einem topologischen Raum
X fir ein A € X den Raum X /A, so kann sicherlich X /A hochstens dann T1 sein, wenn A
abgeschlossen ist. Man konnte also hoffen, dass X /A wieder hausdorff’sch ist, wenn X das ist und
A abgeschlossen. Ist es aber leider im Allgemeinen nicht: Ein Raum ist genau dann T3, wenn X /A
fiir jedes abgeschlossene A wieder hausdorfl’sch ist. Aber T3 muss X /A auch dann noch nicht sein,
sodass man die Hausdorffeigenschaft verlieren kann, wenn man nur X /A, B betrachtet. Ein Raum
ist T4 genau dann, wenn dies fiir je zwei disjunkte abgeschlossene Mengen stimmt oder dquivalent
wenn fiir jede endliche Ansammlung von disjunkten abgeschlossenen Teilmengen Aq,..., A, € X
der Raum X /A4, ..., A, wieder hausdorff’sch ist, und dann ist dieser Quotient sogar wieder T4.
Und ein Raum ist T5, wenn jeder seiner Teilrdume T4 ist. Selbst wenn man also nur an der
Hausdorffeigenschaft interessiert ist, stolpert man iiber die anderen Trennungseigenschaften. Sie
haben aber auch noch viel subtilere Zwecke.

5. Die Abzahlbarkeitsaxiome

Unser erstes Problem mit Folgen, die Konvergenz zu mehreren Grenzwerten, wissen wir nun
also auszuschliefen. Ein zweites Problem haben wir auch in den Ubungen schon gesehen: Eine
Menge ist nicht unbedingt abgeschlossen, wenn sie unter der Konvergenz von Folgen abgeschlossen
ist, wie das noch in metrischen Rdumen der Fall ist (einfachste Beispiel hierfiir war die koabzéahlbare
Topologie auf einer iiberabzahlbaren Menge, wir werden gleich noch interessantere Beispiele sehen).
Um dieses Problem genauer zu analysieren bediirfen wir noch einer Definition:

5.1. Definition Ist X ein topologischer Raum, z € X so heifit eine Teilmenge N € P(X) eine
Umgebungsbasis von x, wenn alle Elemente von N Umgebungen von z sind, und fiir jede Umgebung
U < X von x noch ein v € N existiert mit V < U.

Man kann natiirlich auch Umgebungssubbasen definieren (und mit ihnen Nachbarschaftssys-
teme erzeugen), indem man hier nur V3 n--- n'V,, € U fir eine Ansammlung Vi,...,V,, € N
fordert, aber das werden wir nicht brauchen.

5.2. Definition Ein topologischer Raum X heifit erstabzdhlbar, wenn jeder Punkt von X eine
abzahlbare Umgebungsbasis besitzt und zweitabzdhlbar, wenn er eine abziahlbare Basis besitzt.
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Da die Menge der endlichen Schnitte einer abzéhlbaren Ansammlung von Mengen wieder
abzéhlbar ist, reicht es fiir Zweitabz&hlbarkeit auch eine abzéhlbare Subbasis zu haben (und
ahnlich fiir Umgebungssubbasen).

5.3. Beispiel (1) Die Topologie Oy einer Pseudometrik d auf X ist immer erstabzéhlbar:
Fiir einen Punkt x € X bilden die Dy (x, %) ,n € N eine abgezahlte Umgebungsbasis.

(2) Jeder zweitabzéhlbare topologische Raum ist offenbar auch erstabzéhlbar.

(3) Die euklidische Topologie auf dem R™ hat die rationalen Kugeln mit rationalem Radius
nach einer Aufgabe vom ersten Zettel als Basis und ist demzufolge sogar zweitabzahlbar.
Das stimmt aber nicht fiir jeden metrischen Raum: Etwa ist die diskrete Topologie auf
einer Menge X genau dann, zweitabzahlbar wenn X selbst abzéhlbar ist: Es muss dann
ja schlieflich jede der Mengen {z} in jeder Basis liegen.

(4) Sowohl Erst- als auch Zweitabzéhlbarkeit vererben sich auf Teilrdume und (nach Kan-
tors Diagonalsatz) auf abzéhlbare Produkte. Kein Raum, der einen iiberabzahlbaren
diskreten Teilraum hat, kann also zweitabzéhlbar sein. Zum Beispiel liefert jede Funk-
tion Z — {0,1} durch lineare Interpolation eine stetige Funktion R — [0, 1] und je
zwei verschiedene solche haben Abstand 1 in der Supremumsmetrik, liefern also einen
diskreten Unterraum in C(R,R) beziiglich der Topologie der gleichméBigen Konvergenz.
Dieser ist also erstabzéhlbar (weil metrisch), aber nicht zweitabzéhlbar; er ist zu grof.

(5) Die Topologie der punktweise Konvergenz auf F(R, R) ist nicht einmal erstabzdhlbar, wie

sie in den Ubungen zeigen werden miissen.

Die Zweitabzéahlbarkeit ist in gewisser Weise ein globale Kleinheitsbedingung und wir werden
in dieser Vorlesung voraussichtlich nicht viel mit ihr machen. Die Erstabz&hlbarkeit hingegen
liefert die gewlinschte Interaktion von Folgen und Abgeschlossenheit.

Zunéchst beobachten wir einmal, dass fiir A € X und eine Folge f: N — A, die gegen z € X
konvergiert, auf jeden Fall € A gilt: Denn per Definition enthilt ja dann jede Umgebung von
x unendlich viele Folgeglieder von f, also mal mindestens einen Punkt aus A. Eine Menge, die
unter Konvergenz von Folgen abgeschlossen ist, nennen wir sequentiell abgeschlossen.

Und fiir eine stetige Abbildung g: X — Y zwischen zwei topologischen Rdumen ist mit f auch
die Folge g o f konvergent, und zwar gegen g(x): Denn ist U € Y eine Umgebung von g(x), so
ist per Definition g=!(U) eine von x, enthilt also fast alle Folgeglieder von f und damit enthélt
U fast alle von g o f. Eine Abbildung mit dieser Eigenschaft nennt man allgemein folgenstetig.
Das ist iibrigends genau dann der Fall, wenn Urbilder sequentiell abgeschlossener Mengen wieder
sequentiell abgeschlossen sind, was ich aber einmal dem Leser iiberlasse zu beweisen (es nicht
vollig offensichtlich).

Es ist nun eben im allgemeinen nicht jede sequentiell abgeschlossene Menge wirklich abgeschlossen
und nicht jede folgenstetig Abbildung stetig, wie das noch bei metrischen Rdumen der Fall ist (als
Beispiel nehmen man etwa die Identitéat als Abbildung einer tiberabzéhlbaren Menge versehen mit
der koabzahlbaren Topologie in der Quelle und der diskreten Topologie im Ziel; ein interessanteres
Beispiel gebe ich unten). Wir haben nun jedenfalls:

5.4. Satz Ist X ein erstabzdhlbarer topologischer Raum und A € X abgeschlossen, und f: X —»'Y
eine Abbildung in einen anderen topologischen Raum Y. Dann gilt:

(1) Ist z € A, so gibt es eine Folge f: N — A, die in X gegen x konvergiert,

(2) ist A sequentiell abgeschlossen, so ist A abgeschlossen, und

(8) ist f folgenstetig, so ist f stetig.

PROOF. Fir den ersten Punkt, wahle man ein abgezéhlte Umgebungen N; € X von z, die
eine Umgebungsbasis bilden. Wegen = € A muss fiir jede Umgebung V von z schon V n A # (¥
gelten. Wir kénnen uns also fiir jedes i € N einen Punkt in Ny n--- n N; n A wihlen und erhalten
so eine Folge f: N — A. Ich behaupte, dass f gegen x konvergiert. Ist ndmlich V' eine Umgebung
von x, so gibt es per Definition ja ein ¢ € N mit N; € V und fiir k£ > i gilt dann f € N; €V, wie
gewiinscht.

Die zweite Behauptung folgt offenbar aus der ersten.
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Fiir die dritte nehmen wir uns eine abgeschlossene Menge B € Y her. Wir zeigen, dass f~1(B)
dann sequentiell abgeschlossen ist, dann liefert der zweite Punkt, was wir wollen. Ist aber g: N —
f~Y(B) eine Folge mit Grenzwert € X. Dann konvergiert per Annahme auch fog: N — B
gegen f(x). Aber als abgeschlossene Menge ist B natiirlich auch sequentiell abgeschlossen, also
f(x) € B und damit x € f~(B). O

Nun ein interessantes Beispiel, das zeigt, dass Folgenstetigkeit auch wirklich in relevanten
Situationen schwécher ist als Stetigkeit:

5.5. Beispiel Man statte C([0,1],[—1, 1]) einmal mit der Topologie der punktweisen Konvergenz
in der Quelle aus und einmal mit der von der L'-Metrik

(f.9) — j () — g(t)dt

induzierten Topologie im Ziel aus. Dann sagt der Lebesque’sche Satz von der dominierten Kon-
vergenz, dass die Identitét folgenstetig ist. Aber fiir € > 0 enthélt die Menge

{f (.11 | | Bl < }

iiberhaupt keine der basisoffenen Mengen der punktweisen Topologie: Jede solche enthélt ja
wiederum eine Menge der Form

{f e C(0, 1], [=1,1]) | |f(xs) — yi] < 6; fur alle 1 < i < n},

fiir irgendwelche zq,...,z, € [0,1] und y1,...,y, € [—1,1], aber Bedingungen an endlich viele
Stellen einer Funktion liefert natiirlich iiberhaupt keine Abschétzung an die Grofle des Integrals.

Insbesondere folgt, dass C([0, 1], [—1, 1]) beziiglich der Topologie der punktweisen Konvergenz
nicht erstabzahlbar sein kann.

Auch unter Quotientenbildung bleibt die Erstabzéhlbarkeit nicht unbedingt erhalten:

5.6. Beispiel Betrachten wir noch ein drittes Mal das Beispiel aus 1.6, also den Quotienten
von R, in dem alle ganzen Vielfachen von 27 miteinander identifziert werden. Dieser ist nicht
erstabzidhlbar: Denn ist V;, 7 € N eine abgezihlte Umgebungsbasis von 27Z € R/~, so gibt es per
Definition ¢;,, > 0 derart, dass D(n,¢;,) € V;, und durch eventuelle Verkleinerung kénnen wir
sicherlich ¢; , < % erreichen. Aber dann ist auch das Bild von (J,,.; D(n, %*) eine Umgebung
on 27Z, und per Konstruktion gilt U < V; fiir kein V;, im Widerspruch dazu, dass die V; eine

Umgebungsbasis von 27Z bilden.

Zum Schluss will ich noch eine Warnung aussprechen: Eine Topologie heifit sequentiell, wenn
jede ihrer sequentiell abgeschlossenen Mengen auch abgeschlossen ist. Das ist wohl ein sehr nahe-
liegender Begriff und Sequentialitét einer Topologie reicht (gemafl Argument in 5.4) dafiir aus, dass
man die Stetigkeit ausgehender Abbildungen mit Folgenkonvergenz testen kann. Aber im Gegen-
satz zur Erstabzéahlbarkeit vererbt sich die Sequentialitat tiberraschenderweise nicht auf Teilrdume
und vielleicht noch tiberraschender, ist es nicht allgemein richtig, dass in einem sequentiellen Raum
der Abschluss einer Menge A genau die Menge der Grenzwerte von Folgen in A ist! Was namlich
selbst bei sequentiellen R&umen noch passieren kann, ist dass es unter den hinzufiigten Grenzw-
erten eine Folge gibt die gegen einen neuen Grenzwert konvergiert, und unter diesen dann Folgen
die gegen neue Grenzwerte konvergiert, und so weiter. Hier ein Beispiel:

5.7. Beispiel Es sei R(™) = {f: N — R} die Menge der abbrechenden Folgen mit der Topologie
fiir die U < R(™) offen genau dann, ist wenn U n R™ € R” offen ist, wo wir R™ als Teilmenge von
R(*) vermoge der ersten n Koordinaten auffassen. Es wird einmal eine Ubungsaufgabe werden zu
zeigen, dass dies genau die Einschrinkung der Box-Topologie auf F(N,R) ist, aber das brauchen
wir hier nicht. Was wir benutzen wollen, ist das eine Folge in R(*) beziiglich dieser Topologie
genau dann konvergiert, wenn sie schliellich in einem R™ liegt und dann dort konvergiert. Ich

iiberlasse das einmal als Aufgabe. Die Sequentialitit dieses Raumes folgt dann sofort aus der des
R™.
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Setze nun B, = {z € R" | |z| < 1} und betrachte

S =R\ | J B,

nz=0

Dann gibt es eine Folge f: N — S, die gegen = € R(™) konvergiert, genau dann, wenn z # 0 ist
(wie wir gleich zeigen werden). Es folgt dann natiirlich, dass S = R(*), aber man kénnte vielleicht
sagen, dass Folgen in R(*) zwei Schritte brauchen um das zu erkennen.

Ist jedenfalls = # 0 so gilt € R™ und |z| > 0 und wir konnen ein k > n mit 1/k < |z| wéihlen.
Dann konvergiert die Folge f

1

LT+ ek,

wo e der k-te Einheitsvektor ist, offenbar gegen z und liegt irgendwann in S: Es gilt dann

schlieBlich
2
fil = /122 + 25 > el > = &

bei m > k, sodass f; dann nicht in B,, liegt. Aber in einem B,, mit m < k als liegt es sowieso
nicht, weil ja B, € R™.

Und gegen 0 konvergiert keine Folge aus S: Sie wiirde ja dann schliellich in einem R™ leben
und dort gegen 0 konvergieren. Aber dann miissten ja sogar fast alle Folgeglieder in B, liegen.

Zum Schluss erwahne ich noch folgenden Satz, der die Situation abschlieend klért, den wir
aber nicht beweisen werden:

5.8. Satz (Fréchet, Uryson) Fir einen topologischen Raum X sind dquivalent:

(1) Jede Teilmenge A € X ist mit der Teilraumtopologie sequentiell.
(2) Zu jeder Teilmenge A € X und jedem x € A gibt es eine Folge f: N — A, die gegen x
konvergiert.

Einen Raum, der diese dquivalenten Eigenschaften hat nennt man auch einen Fréchet-Uryson
Raum, und wir haben bewiesen, dass jeder erstabzahlbare Raum ein solcher ist, und obiges Beispiel
gibt einen sequentiellen Raum, der eben kein Fréchet-Uryson Raum ist. Sehen Sie den nicht
sequentiellen Teilraum?

6. Zusammenhang

Wir hatten in 3.35 gesehen, dass sich Intervalle als Quotienten von Cantormengen darstellen
lassen. Ich hoffe, Sie stimmen zu, dass ein Intervall zusammenhéngt, eine Cantormenge aber nicht.
Es gibt viele Arten diese Intuition zu formalisieren, hier die erste:

6.1. Definition Ein topologischer Raum X heift zusammenhdngend, wenn fiir offene U,V € X
aus

UuV=X und UnV=yg
immer schon U = & oder V = ¢ folgt.

Man denke als Beispiel an X = D(2,1) u D(—2,1), wodrin die beiden Kugeln eben offen und
disjunkt sind. Das ist also ein typisches Beispiel eines unzusammenhangenden Raum. Zusammen-
hang kann man als eine abstrakte Art den Zwischenwertsatz zu formalisieren ansehen:

6.2. Satz Ist X ein topologischer Raum, so sind dquivalent:

(1) X ist zusammenhdingend.

(2) Die einzigen Teilmengen von X, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind, sind &
und X.

(8) Das Bild jeder stetigen Abbildung X — R ist ein Intervall.

(4) Jede stetige Abbildung X — {0,1} ist konstant.

(5) Jede lokal konstante Abbildung X — Z, Z irgendeine Menge, ist konstant.



42 1. MENGENTHEORETISCHE TOPOLOGIE

Eine Abbildung f heifit hier lokal konstant, wenn es zu jedem x € X eine Umgebung = €
V € X gibt derart, dass f auf V konstant ist (oder dquivalent, wenn f~!(f(z)) fiir jedes v € X
offen ist). Insbesondere folgt aus 3.25, dass eine lokal konstante Abbildung stetig beziiglich jeder
Topologie auf Z ist und fir die diskrete Topologie sind die stetigen Abbildungen auch genau die
lokal konstanten, dann ist ja f~*(f(z)) als Urbild einer offenen Menge sicher offen.

PROOF. (2) ist eine direkte Umformulierung von (1); man beachte nur, dass fiir Mengen wie
in der Definition des Zusammenhangs immer V = X\U gilt. Fiir (1) = (3) nehme an, dass
f+ X — R kein Intervall als Bild hat, es also a < b < ¢ in R gibt, mit a, ¢ € im(f), und ¢ ¢ im(f).
Dann ist U = f=1(] — 00,b[) und V = f=1(]b,0[) eine Zerlegung von X in offene, disjunkte
Mengen die beide nicht leer sind (sie enthalten ja Urbilder von a beziehungsweise ¢). Also hangt
X nicht zusammen. Offenbar gilt (3) = (4). Und fiir (4) = (1), betrachte man fir U,V € X mit
UuvV=Xund UnV =g die Abbildung

0 zeU
1 sonst

f: X —{0,1}, ;m—»{

Dann ist f nach 3.25 stetig und es gilt U = f~1(0) und V = f~%(1). Dass f konstant ist, sagt
also genau, dass eines von U und V leer sein muss. Zum Schluss gilt offenbar (5) = (4), da jede
stetige Abbildung {0, 1} in nach der Vorbemerkung lokal konstant ist, und fiir (4) = (5) betrachte
man zu g: X — Z lokal konstant und z € im(g) (der Fall X = ¢F ist ja trivial) die Abbildung

0 g(z)==
1 sonst '

f: X —{0,1}, x'—>{

Da sie auf jeder Menge g *(g(z)) konstant ist, folgt aus 3.25, dass sie stetig ist, und ihre Konstanz
impliziert dann X = f~1(0) = g~ 1(2), also genau dass g konstant mit Wert z ist. O

Zum Beispiel sieht man sofort, dass indiskrete Topologien immer zusammenhéngen und diskrete
Topologien nur auf hochstens einpunktigen Mengen. Wichtiger:

6.3. Beispiel Eine Teilmenge A € R (ausgestattet mit der Teilraumtopologie) hingt zusammen
genau dann, wenn A ein Intervall ist. Ist A kein Intervall, so gibt es a < b < ¢ € R mit a,c € A
und b ¢ A. Aber dann ist

U=]—-00, nA und V =]b,0] nA4

eine Zerlegung in zwei disjunkte nicht leere offene Mengen, und damit A nicht zusammenhéngend.
Dass Intervalle auch wirklich zusammenhéngen via der Umformulierungen in 6.2 genau der Zwis-
chenwertsatz der Analysis!

Insbesondere ist [0,1] zusammenhéngend und die Cantormengen sind das nicht. Aber etwa
auch Q ist nicht zusammenhéngend.

Bevor wir weitere Beispiele betrachten, beobachten wir, dass sich hieraus ein leichtes Kriterium
flir Zusammenhang ergibt:

6.4. Definition Ein topologischer Raum X heifit wegzusammenhdangend, wenn es zu je zwei Punk-
ten x,y € X eine stetige Abbildung w: [a,b] — X gibt mit w(a) = 2 und w(b) = y. So eine
Abbildung heifit ein Weg von z nach y.

6.5. Lemma Jeder wegzusammenhdngende Raum ist auch zusammenhdngend.

PrOOF. Sind namlich U,V € X offen mit UuV = X and U nV = ¢ und U,V sind
beide nicht leer, etwa mit u € U und v € V, so gibt es nach Voraussetzungen einen Weg w von u
nach v. Aber dann bilden w=(U) und w=!(V) eine disjunkte offene Zerlegung eines Intervalls in
nicht-leere Mengen, was nach vorigem Beispiel nicht moglich ist. O

Wegzusammenhang ist einem Raum héufig leichter anzusehen als Zusammenhang.
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6.6. Beispiel (1) Ist X ein R-Vektorraum und x,y € X so bezeichne
[z,y] = {z€ X | es gibt eint € [0,1] mit z =ty + (1 — t)x}

die Verbindungsstrecke zwischen z und y. Eine Teilmenge A € X heifit konvex, wenn
mit je zwei Punkten z,y € A sogar schon [z,y] € A. Da die Strecke offenbar iiber den
Weg [0,1] — [z,y],t — ty + (1 — t)z parametrisert wird, ist jede konvexe Menge auch
wegzusammenhingend.

Beispiele sind natiirlich der ganze Raum X selbst. Zum Beispiel sind C(R, R) sowohl
beziiglich der Topologie der punktweisen Konvergenz und der lokal gleichméafigen Kon-
vergenz zusammenhéngend. Und in einem (halb-)normierten Raum sowohl die offenen
als auch abgeschlossenen Kugeln konvex.

Damit sind insbesondere Kugeln in der euklidischen Topologie des R™ immer zusam-
menhéangend.

(2) Ist (X,d) ein (pseudo-)metrischer Raum und z,y € X mit d(x,y) = 00 so sind

U={ze X |d(z,z) <o} und V ={ze€ X |d(z,z) = 0}

offenbar disjunkt und nicht leer und iiberdecken X. Sie sind auch offen, beide enthal-
ten Kugeln mit beliebigem endlichen Radius um jeden ihrer Punkte. Insbesondere kann
X dann nicht zusammenhéngen. Zum Beispiel ist C(R, R) beziiglich der Topologie der
gleichméfligen Konvergenz unzusammenhéingend, da jede unbeschrinkte Funktion un-
endlichen Abstand zu jeder beschréankten hat.

(3) Ist f: X — Y surjektiv und X (weg-)zusammenhéngend, so ist auch Y (weg-)zusammenhéngend:
Fiir den Zusammenhang beobachte man einfach, dass eine disjunkte offene Zerlegung
U,V €Y immer eine solche f~1(U), f~1(V) € X von X liefert. Und wenn f surjektiv
ist, so sind Urbilder nicht-leerer Mengen wieder nicht-leer, sodass eine Zerlegung von Y,
die Unzusammenhang bezeugt, auch eine von X liefert, die Unzusammenhang bezeugt.
Und fiir den Wegzusammenhang seien 3,3’ € Y, dann wahle Urbilder  und 2’ und einen
Weg w von x nach 2/, so ist f ow ein Weg von f(z) =y nach f(z') = v'.

Insbesondere sind Quotienten von (weg-)zusammenhéngenden Raumen wieder wegzusam-
menhédngend.

(4) Ist eine Topologie grober als eine (weg-)zusammenhéngende, so ist sie offenbar auch
(weg-)zusammenhéngend.

(5) Ich schreibe noch einmal den Zusammenhang einer Teilmenge B € X (in der Teil-
raumtopologie) in Termen der offenen Mengen von X aus, weil uns das bald mehrmals
begegnen wird. Zur Erinnerung: Offene Mengen von B haben die Form U n B fiir U € X
offen. Zusammenhang von B bedeutet also, dass fir U,V € X offen mit

UnB)n(VaB)=g ud (UnB)u(VnB)=B

schon U n B = J oder V n B = I gilt. Die zweite Bedingung tibersetzt sich offenbar
einfach zu B S U v V und die erste zu U n V € X\B.
Dass B zusammenhéngt sagt also genau, dass fiir offene U,V € X mit

UnVcX\B und BCcUUV
schon U n B = J oder V n B = (J gilt.

Hier ist noch ein Lemma, das mit der Intuition von Zusammenhang gut einhergeht:

6.7. Lemma Ist X ein topologischer Raum und F < P(X) eine Familie von Teilmengen, die
(beziiglich der Teilraumtopologie) alle (weg-)zusammenhdngend sind, und derart, dass An B # &
fiir alle A, B € F. Dann ist auch | .7 A (weg-)zusammenhdingend (in der Teilraumtopologie).

Insbesondere lésst sich dieses Lemma anwenden, wenn alle A € F wenigstens einen Punkt
gemeinsam haben. Insbesondere sehen wir dass A U A’ (weg-)zusammenhéngend ist, wenn A
und A’ das sind und A n A’ # . Natlirlich kann A U A’ auch ohne jede dieser Annahmen
zusammenhéngen (nehme A = J,,.,]12n,2n + 1[ und A’ = J,,.,[2n + 1,2n + 2]), aber die Defi-
nition von Zusammenhang sagt insbesondere, dass das nie passieren kann, wenn A und A’ beide
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offen sind! Zwischen je zwei disjunkten offenen Mengen ist noch genug Platz, als dass sie nicht
zusammenhangen.

PRrOOF. Fangen wir wieder mit Zusammenhang an und setzen erst einmal B := | J,.» A. Nach
der Ubersetzung in 6.6, miissen wir zeigen dass fir U,V € X offen mit UnV € X\B,BCc U uV
und U n B # & schon V n B = J gilt. Per Definition von B gibt es dann ein b € U n A fiir ein
A e F. Aber da A zusammenhéngt, folgt dann schon Vn A= Zund Un A=A, also AcU.
Nehmen wir uns nun ein beliebiges A’ € F her. Dann haben wir

F#AANA CUNA
und da auch A’ zusammenhangt folgt V n A’ = @&. Also wie gewlinscht

F=|JVnA=Va|JA=VnB
AeF AeF
Dann zum Wegzusammenhang: Es seien a € A und a € A’ fiir A, A’ € F zwei beliebige Punkte
aus B. Nach Voraussetzungen konnen wir uns einen Punkt b € A n A’ wihlen und wegen des
Wegzusammenhangs von A und A’ gibt es Wege w: [r,s] — A von a nach b und v: [/, s'] - A’
von b nach a’. Aber dann ist

t t
wv: [r,s+s —r'] — B, tl—>{w() :

v(t+ 1" —s)
nach 3.25 stetig und damit ein Weg von a nach a'. O

6.8. Beispiel Eine Teilmenge A eines topologischen R-Vektorraums X heifit sternférmig um einen
Punkt ¢ € A, wenn mit € A auch [¢,z] € A gilt; aus hoffentlich offensichtlichem Grund heif3t
dann ¢ ein Sternzentrum von A. Die Menge A ist also konvex genau dann, wenn jeder ihrer
Punkte ein Sternzentrum ist, aber ein (sagen wir fiinfzackiger!) Stern ist eben sternférmig aber
nicht konvex. Und wegen

A= U [c, 2]

€A
ist jede sternférmige Menge nach vorigem Lemma wegzusammenhéngend.

Hier ist eine weitere Anwendung von 6.7:
6.9. Satz Jedes Produkt (weg-)zusammenhingender Raume ist (weg-)zusammenhdingend.

PROOF. Wegzusammenhang ist in diesem Fall trivial, da ein Weg in einem Produkt ja gemé&fl
3.15 nichts weiter ist als eine Ansammlung von Wegen in den Komponenten.

Zusammenhang ist subtiler. Der Fall eines zweifachen Produkts ist eine Ubungsaufgabe. Per
Induktion folgt natiirlich der Fall endlicher Produkte und ich erklére hier nun noch, wie man
auf beliebige Produkte schliefit. Sei also I eine beliebige Menge und X; fiir jedes i € I ein
zusammenhéangender topologischer Raum. Ist dann ein X; = ¢ fiir ein ¢ € I so gilt natiirlich auch
[,e; Xi = & und es ist nichts zu tun. Ansonsten wéhle jeweils einen Punkt z; € X; und betrachte
fir F < I endlich

Y = {yeHXi | yi = x; fiir alleieI\F}.
iel
Dann gilt Yr = [[,.r X; und damit ist Y zusammenhéngend. Da x € Yr fiir jedes F gilt folgt
dann mittels 6.7 auch, dass
y= |J v
FCI endlich
zusammenhéngt. Und es gilt zwar im Allgemeinen Y & [[..; X;, wenn I unendlich ist, aber
Y =] l,c; Xi: Dennist z € | [,.; X; ein beliebiger Punkt, so enthélt jede Umgebung von z ja eine

der Basismengen
H Ui X H X,L
i€F i€l /F

el
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fiir eine endliche Menge F' € I und & # U; € X; offen. Aber diese Menge schneidet offenbar Y,
also erst recht Y und damit folgt z € Y. Das folgende Lemma tut nun den Rest. (]

6.10. Lemma Ist X ein topologischer Raum und A € B € A < X, so ist B schon dann
zusammenhdngend, wenn A das ist. Insbesondere hdngen Abschliisse zusammenhdngender Mengen
wieder zusammen.

Wie wir gleich sehen werden, ist das Analog fiir Wegzusammenhang nicht korrekt, und das ist
der wohl entscheidende Vorteil von Zusammenhang gegeniiber Wegzusammenhang.

PrROOF. Direkt aus der Definition des Abschlussen erhalten wir dass fiir offenes U € X gilt
UnA = & genau dann, wenn U n B = ¢J: Wegen U n A € U n B folgt offenbar aus dem
rechten sowieso das linke, und per Definition liegt ja ein Punkt im Abschluss von A, wenn er keine
Umgebung besitzt, die von A disjunkt ist, was die andere Implikation liefert.

Damit haben wir fir U,V € X offen mit UnV € X\Bund B< U uV bei U n B # & auch
Un A# , damit wegen des Zusammenhangs von A schon V n A = & und damit V n B = {J,
was wir zeigen mussten. O

6.11. Beispiel Hier ist ein Beispiel einer zusammenhéangenden, aber nicht wegzusammenhangenden
Teilmenge von R?. Es sei V € R? der Graph der Abbildung

Roo — [-1,1], t+—cos(}).

Dann ist V' vermoge

Rso — V, t+— (t,cos (1))
und

V—Rso, (z,y)—=z

zu R homdomorph und damit sicherlich wegzusammenhingend. Aber es gilt V = V u ({0} x
[—1,1]) und diese Menge ist nun nach dem vorigen Lemma immer noch zusammenhéngend, aber
eben nicht mehr wegzusammenhingend: Nehmen wir nimlich an es giibe einen Weg w: [a,b] — V
von einem v € V' zu (0, z) mit € [—1, 1], so ist das Urbild von {0} x [—1, 1] unter w abgeschlossen
in [a,b] und wegen w(b) = (0, z) nicht leer. Damit hat es ein kleinstes Element s. Ich behaupte,
dass w in s nun aber doch nicht stetig sein kann. Denn dann miisste es ja ein § > 0 geben mit

[t —s| <= |w(t) —w(s)| <1
Aber per Konstruktion gilt fiir s—¢ < t < s dann sicher w(t) € V und nach dem Zwischenwertsatz
muss die Komposition
[t,s] 5V 25

dann alle Werte zwischen p7“1( (t)) > 0 und pri(w(s )) 0 annehmen. Aber zwischen diesen
Zahlen hegen alle der Form ? fiir groB genuges n € N, und der einzige Punkt von V mit erster
Koordinate -~ ist (-1, (=1)"). Es gibt also fiir alle groB genugen n ein t < 7, < s mit w(r,) =
(&, (=1)™). Setzen wir nun w(s) = (0,y) so haben wir bei y > 0 und ungeradem n sicherlich

fw(rn) —w(s)l = |(75,-1) = (0,9)| >y +1>1

und bei y < 0 analoges bei geradem n. In jedem Fall kann es das gesuchte § nicht geben.

Einen nicht zusammenhangenden Raum kann man natiirlich in seine Komponenten zerlegen:

6.12. Konstruktion Ist X ein topologischer Raum, so betrachte die Aquivalenzrelation(en) auf
X fiir die x ~ y genau dann, wenn es eine (weg-)zusammenhingendes U € X gibt mit z,y € U,
Symmetrie ist per Definition gegeben, fiir Reflexivitit nehme man einfach U = {z} und fir die
Transitivitdt bemiithe man einmal 6.7 um zu sehen, dass fiir (weg-)zusammenhéngende U,V € X
mit z,y € U und y,z € V auch U u V zusammenhéngt, und offenbar =,z € U u V gilt.

Die Aquwalenzklassen dieser beiden Relationen heiflen die Zusammenhangs- beziehungsweise
Wegekomponenten. Und nur zu Sicherheit: Die Weg-/Zusammenhangskomponenten hiangen auch
wirklich (weg-)zusammen, etwa ist fiir jedes x € X die Weg-/Zusammenhangkomponente von x
ja per Konstruktion die Vereinigung aller (weg-)zusammenhéngenden Teilmengen von X, die x
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enthalten, und so eine Vereinigung ist nach 6.7 eben wieder (weg-)zusammenhéngend. Sie sind
also genau die maximalen (weg-)zusammenhéngenden Teilmengen von X.

Als Konsequenz von 6.10 notieren wir sofort:

6.13. Korollar Die Zusammenhangskomponenten eines topologischen Raums sind abgeschlossene
Teilmengen.

Fiir die Wegzusammenhangskomponenten stimmt das allgemein nicht mehr wie 6.11 zeigt.

6.14. Beispiel (1) Esist nun also X (weg-)zusammenhéngend genau denn, wenn es nur aus
einer Weg-/Zusammenhangskomponente besteht. Aus 6.5 folgt auch direkt, dass jede
Zusammenhangskomponente eine topologischen Raumes eine Vereinigung von Wegszusam-
menhangskomponenten ist.

(2) Das Argument aus 6.6 zeigt, dass in einem (pseudo-)metrischen Raum Punkte mit
unendlichem Abstand immer in unterschiedlichen Zusammenhangskomponenten (und
damit erst recht Wegzusammenhangskomponenten) leben. Scharfes hinsehen, liefert im
Beispiel C(R,R), dass sowohl die Zusammenhangs- als auch die Wegekomponenten von
f:R— R genau {g e C(R,R) | ||f — g|| < o0} bestehen.

(3) Im Beispiel der abgeschlossenen Kosinuskurve V' in 6.11, sehen wir dass V nur eine
Zusammenhangskomponente, aber eben zwei Wegekomponenten, ndmlich V' und {0} x
[—1,1] besitzt.

(4) Eine Cantormenge (und etwa auch Q und R\Q) haben als Zusammenhangskomponenten
(und damit erst recht als Wegekomponenten) die Einpunktmengen; solche Rdume heifien
vollstandig unzusammenhdngend. Fiir einen Beweis beobachten wir einfach, dass es hier
zu je zwei Punkten x < y dieser Rdume X € R ein & < z < y mit z ¢ X gibt. Aber dann
kann fiir keine offene Menge U € R mit x,y € U die Menge U n X zusammenhéngen: Es
ist dann schlieBlich

UnX=UnXn]—w,z[) u U nXn]z,0)

eine Zerlegung in zwei offene nicht-leere Teilmengen.

Das ganze macht es wohl umso erstaunlicher, dass sich das zusammenhangende In-
tervall durch abzdhlbar viele Identifikationen aus der iiberabzéhlbaren total unzusam-
menhéngenden Cantormenge hervorgehen kann.

(5) Es gibt iibrigends zusammenhingende Raume, deren Wegekomponenten Einpunktmen-
gen sind (und die nicht nur aus einem Punkt bestehen). Die vielleicht amiisanteste ist
Cantor’s 16chriges Zelt. Hierzu nehme man

{(1/2,1/2)} U (C; x {0}) € R?

und fiige fiir jeden Punkt ¢ € C;, der eine abbrechende 3-adische Entwicklung be-
sitzt, den rationalen Teil der Verbindungsstrecke [(1/2,1/2),c] hinzu (also den Schnitt
[(1/2,1/2),c]n(RxQ)) und fir die iibrigen ¢ € C; den irrationalen Teil der Verbindungsstrecke
(also [(1/2,1/2),c] n (R x R\Q)). Dass in diesem Raum jeder Weg konstant ist, ist nicht
schwer zu sehen, aber dass er wirklich zusammenhéngt bedarf etwas Maschinerie, die ich
hier nicht entwickeln will (Stichwort ist der Satz von Baire). Noch seltsamer: Entfernt
man die Spitze des Zeltes, als (1/2,1/2) so ist der verbleibende Raum genau wie die Can-
tormenge selbst total unzusammenhingend. Das 16chrige Zelt wird also nur von einer
einzige Niete zusammengehalten.

Um solch unangenehme Beispiele auszuschlieflen, noch eine Definition:

6.15. Definition Ein topologischer Raum X heifit lokal (weg-)zusammenhdngend, wenn es zu
jeder Umgebung U € X eine Punktes z € X noch eine Umgebung x € V € U gibt, die (weg-
)zusammenhéngend ist.

6.16. Beispiel (1) Jede offene Teilmenge eines lokal (weg-)zusammenhéngenden Raums ist
offenbar wieder lokal (weg-)zusammenhéngend (und das wiirde nicht stimmen, wenn
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man nur verlangen wiirde, dass jeder Punkt eine (weg-)zusammenhingende Umgebung
iiberhaupt besitzt).
(2) Aus dem Wegzusammenhang von Kugel folgt als der lokale Wegzusammenhang jeder
offenen Menge eines halbnormierten Raums
Insbesondere ist jedes offene U € R™ lokal wegzusammenhéngend (vollig unabhéngig
davon ob U (weg-)zusammenhéngend ist).
(3) Natiirlich folgt aus lokalem Wegzusammenhang wegen 6.5 auch lokaler Zusammenhang.

Das folgende ist dann wohl der Hauptsatz dieses Abschnitts:

6.17. Satz Es sei X ein topologischer Raum.

(1) Ist X lokal zusammenhingend, so sind die Zusammenhangskomponenten von X offen.
(2) Ist X lokal wegzusammendngend, so stimmen die Wegekomponenten und Zusammen-
hangskomponenten tberein.

Ist insbesondere X zusammenhdngend und lokal wegzusammenhdngend, so ist X auch wegzusam-
menhdngend.

Zum Beispiel kann man also die Stetigkeit eine Funktion auf einem lokal zusammenhéangenden
Raum gemafl 3.25 auf den Zusammenhangskomponenten einzeln testen; die einzelnen Kompo-
nenten haben also keinerlei topologische Relation zu einander. Fiir einen Raum wie Q stimmt
das natiirlich nicht (ein vollstdndig unzusammenhéngender Raum ist auch nur dann lokal zusam-
menhéngend wenn er diskret ist). Wir erhalten auch:

6.18. Korollar IstU € R" ist offen, dann ist U zusammenhdngend genau dann, wenn U wegzusam-
menhdngend ist.

BEWEIS VON 6.17. Dass die Zusammenhangskomponenten von X offen sind, ist durch schar-
fes Hinsehen dquivalent dazu, dass jeder Punkt eine zusammenhingende Umgebung hat. Aber es
besitzt per Annahme ja sogar beliebig kleine, was (1) zeigt.

Und anstatt (2) direkt zu zeigen, ist es leichter zuerst den Zusatz zu zeigen,nehmen also X
auch noch als zusammenhéngend an. Dazu beobachten wir zuerst einmal, das mit dem gleichen
Argument wie fir (1), bei lokalem Wegzusammenhang die Wegekomponenten offen sind. Ist nun
X leer, so ist nichts zu tun. Sonst wahle ein z € X und bezeichne mit U die Wegekomponenten
von x und mit V die Vereinigung aller anderen Wegekomponenten in X. Beides sind nun also
offene Mengen, und wegen x € U muss dann, weil X zusammenhéngt, schon V = ¢J gelten, und
damit ist U = X wegzusammenhangend.

Um hieraus (2) zu erhalten, wenden wir diese Aussage nun auf jede Zusammenhangskompo-
nenten von X an, diese hingen schliefllich zusammen, sind nach (1) offen und daher selbst wieder
lokal wegzusammenhéngend. O

Zum Schluss noch zwei weiteres seltsames Beispiel, das nur demonstrieren sollen, dass schon
Teilmengen des R? sehr viel komplizierter sein kénnen, als man moglicherweise denkt:

6.19. Beispiel Es sei M, die Vereinigung aller Halbkreisbdgen in der oberen Halbebene, die (1, 0)
mit Punkten der Form (%,O), n = 1, verbinden; sei Uy die Menge dieser Punkte. Nun bilde
man M; indem man man zwischen je (2%,7, 0) und (ﬁ, 0) ebenfalls alle Halbkreisbogen einfiigt,
die (55,0) mit einem Punkt der Form (5 + W,O) fir n > 1 verbinden. Mit einen
Worten man fiigt eine verkleinerte Kopie von My zwischen je zwei aufeinanderfolgende Punkte
von Uy ein. Nennt man nun noch U; die Vereinigung von Uy mit den Endpunkten der neuen
Halbkreisbogen, so ist nun hoffentlich klar wie man aus M, und U,, durch hinzufiigen von immer
kleineren Halbkreishogen M,,.1 und U, 41 erzeugt; ein Bild spricht hier soviel tausend Worte (oder
eine Million Formeln)! Malen Sie einmal eins.

Ist dann M = |J,,cpy Mn, so gilt jedenfalls, dass M wegzusammenhéingend ist, weil jedes M,
das offenbar ist, an jedem Punkt der strikten oberen Halbebene lokal wegzusammenhéngt, aber
an jedem Punkt aus U = | J,,c) Un zwar nicht lokal wegzusammenhéngend, aber immer noch lokal
zusammenhéangend ist. Wieder mochte ich das hier nicht beweisen, es ist aber ganz elementar
moglich.
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7. Kompaktheit

Nun zum letzten Begriff der mengentheoretischen Topologie, mit dem wir uns befassen wollen,
Kompaktheit. Ich erinnere dazu erst einmal an folgende Satze aus den Analysisvorlesungen:

7.1. Theorem (Heine, Borel) Ist (X,d) ein (pseudo-)metrischer Raum, so sind dquivalent:

(1) Jede Folge in X besitzt eine konvergente Teilfolge.
(2) Jede offene Uberdeckung von X besitzt eine endliche Teiliberdeckung.

7.2. Theorem (Bolzano, Weierstraf}) Fine beschrankte Folge im R™ besitzt eine konvergente Teil-
folge.

Bevor ich jetzt den offensichtlichen Schluss iiber Teilmengen des R™ noch einmal formuliere,
gebe ich beiden Eigenschaften aus dem Satz von Heine und Borel noch schnell Namen:

7.3. Definition Ein topologischer Raum X heifit folgenkompakt, wenn jede Folge in X eine kon-
vergente Teilfolge besitzt, und kompakt (oder manchmal auch dberdeckungskompakt), wenn jede
offene Uberdeckung von X eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Zur Sicherheit: Eine Uberdeckung von X ist eine Ansammlung F € P(X) mit X = Uver U,
und eine Teiliiberdeckung ist einfach eine Teilmenge E € F, die immer noch eine Uberdeckung ist
und natiirlich ist eine offene Uberdeckung eine, die aus offenen Mengen besteht, und eine endliche
Teiliiberdeckung eine fiir die E endlich ist (und nicht etwa eine, die aus endlichen Mengen besteht!).

Der Satz von Heine-Borel sagt also genau, dass ein (pseudo-)metrischer Raum genau dann
folgenkompakt ist, wenn er iiberdeckungskompakt ist. Gegeben unsere bisherige Erfahrung wird
es vielleicht nicht iiberraschen, dass die Folgenkompaktheit nicht Uberdeckungskompaktheit im-
pliziert. Aber bei Kompaktheit ist auch die andere Implikation ebenfalls nicht richtig: Es gibt
iiberdeckungskompakte topologische Raume, die nicht folgenkompakt sind, und die Erstabzahlbarkeit
hat tatsdchlich mit dieser Implikation zu tun (was dann die eine Richtung aus dem Satz von Heine
und Borel verallgemeinert):

7.4. Lemma Fin erstabzihlbarer iberdeckungskompakter topologischer Raum ist auch folgenkom-
pakt.

Das wird eine Ubungsaufgabe sein. Gegenbeispiele zu den anderen Implikationen folgen am
Ende des Abschnitts. Nun erstmal zum offensichtlichen Korollar aus den obigen beiden Satzen:

7.5. Korollar Fine Teilmenge A € R™ ist iberdeckungs- oder folgenkompakt genau dann, wenn
A abgeschlossen und beschrankt ist.

PROOF. Dass eine beschrankte abgeschlossene Menge folgenkompakt ist folgt direkt aus dem
Satz von Bolzano und Weierstral. Wenn A nicht beschrankt ist, dann finden wir eine Folge
fiN - A mit |f,] = n und die hat offenbar keine konvergente Teilfolge. Und ist A nicht
abgeschlossen, so ist A ja auch sequentiell nicht abgeschlossen (etwa nach 5.4), es gibt also eine
Folge f in A die gegen einen Punkt auflerhalb von A konvergiert. Aber dann konvergiert jede
Teilfolge von f gegen eben jenen Punkt, und dann nicht gegen einen Punkt in A.

Und der Satz von Heine und Borel liefert den Rest. O

Die Niitzlichkeit der Uberdeckungskompaktheit liegt im Schliefen von lokalen Eigenschaften
auf globale: Gibt es zu jedem Punkt eines Raumes eine offene Umgebung die irgendeine Eigenschaft
besitzt, und diese Eigenschaft vererbt sich auf endliche Vereinigungen, so besitzt der Raum sie
auch als ganzen. Als einfaches Beispiel betrachte man eine stetige Funktion X — R. Ist sie
lokal beschriankt und X kompakt, so ist sie auch inegsamt beschrinkt (ob stetig oder nicht ist
dabei egal): Denn wihlen wir um jeden Punkt x € X eine offene Umgebung U, auf der f durch
irgendein m, beschrankt ist, so bilden diese Mengen genau eine offene Uberdeckung, aus der
wir eine endliche Uy,,...,U,, auswéhlen kénnen. Aber dann ist f durch das Maximum der
Mgy, - .., Mg, beschrankt.

Ahnliche Schliisse gibt es zu Hauf: Ist A € X diskret und abgeschlossen, so findet man
um jeden Punkt von X herum ja eine Umgebung die hochstens einen Punkt von A enthilt.
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Und die Eigenschaft einen endlichen Schnitt mit A zu haben vererbt sich offenbar und endlichen
Vereinigungen, sodass folgt, dass A dann schon endlich sein muss, wenn X kompakt ist.

Oder man habe eine Funktionenfolge f,: X — R, die lokal gleichméfig gegen ein g: X — R
konvergiert. Wieder vererbt sich die GleichméaBigkeit der Konvergenz unter endlichen Vereinigun-
gen (man wihle einfach zu gegebenen € > 0 das Minimum der bezeugenden §’s auf den einzelnen
Teilmengen), und wenn X kompakt ist, folgt die gleichméfige Konvergenz der f,, gegen g auf ganz
X.

Oder...

Nun zwei einfache Beobachtungen:

7.6. Beobachtung (1) Ist f: X - Y stetig und surjektiv und X (folgen-)kompakt, so auch
Y: Ist f eine Folge in Y, so finden wir eine Urbildfolge, und ist X folgenkompakt, hat
diese eine konvergente Teilfolge und deren Bildfolge ist dann eine konvergente Teilfolge
von f. Und ist F eine offene Uberdeckung von Y, also Y = Uuer U, so folgt X =
Uver f71(U) und wenn X kompakt ist, gibt es per Definition ein endliches E € F mit
X =Upep f1(U) und dann folgt wegen der Surjektivitit von f auch Y = Jyep U.

Zusammen mit 7.5 liefert das die offensichtlich Verallgemeinerung des Maximum-
sprinzips aus der Analysis: Ist X (folgen-)kompakt und f: X — R stetig, so nimmt f ein
globales Maximum und Minimum an: Denn mit X ist auch f(X) € R kompakt, damit
beschrankt und abgeschlossen, und hat also ein maximales und minimales Element.

(2) Ist X (folgen-)kompakt und A € X abgeschlossen, so ist auch A (folgen-)kompakt in
der Teilraumtopologie. Fiir die Folgenkompaktheit folgt das einfach aus der Folgen-
abgeschlossenheit von A. Und jede offene Uberdeckung von A hat die Form UperUnA
fiir eine Ansammlung offener Teilmengen F von X. Aber dann folgt X = X\AU{JyrU
und da X kompakt ist, gibt es ein endliches £ € F mit X = X\A U Jyep U, und damit
A=Upyep U n A, wie gewiinscht.

Aber Achtung: Es ist nicht mehr richtig, dass jede kompakte Teilmenge eines topologischen
Raums automatisch abgeschlossen ist, man denke etwa an {1} € & im Sierpinskiraum. In Haus-
dorffrdumen kann das aber nicht mehr passieren:

7.7. Lemma Ist X ein Hausdorffraum, und A € X kompakt (in der Teilraumtopologie), so ist A
abgeschlossen.

PrROOF. Wir zeigen X\A ist offen. Sei dazu x € X\A. Fir jedes a € A gibt es dann wegen
der Hausdorffeigenschaft von X disjunkte offene U,,V, € X mit x € U, und a € V,. Dann ist

AzUVamA
acA

eine offene Uberdeckung, es gibt also a1, ..., a, € A mit
A=V, nAu--u(V, nA)
Setzen wir dann U = Uy, N --- N U,,,, so ist U eine offenen Umgebung von z, und
AnU=An(Vy, nD)u---u(Vy, nU)=Ang =,
also z e U € X\A. O

Das hat einiges an niitzlichen Konsequenzen. Die wohl wichtigste ist:

7.8. Korollar Ist X kompakt, Y hausdorff’sch und f: X — 'Y stetig, so gilt:

(1) Fir jedes abgeschlossene A € X ist auch f(A) €Y abgeschlossen.
(2) Ist f surjektiv, so tragt Y die von X wvia f koinduzierte Topologie.
(3) Ist f bijektiv, so ist f~1: Y — X stetig.

Die Rigiditét die aus (2) und (3) folgt ist recht erstaunlich: Eine weitere (vielleicht instruktive,
aber definitiv weniger niitzliche) Art sie auszudriicken, ist, dass eine kompakte Hausdorfftopologie
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auf einem Raum nicht echt grober oder feiner sein kann als eine weitere: Ist eine Topologie fein
genug um hausdorff’sch zu sein und grob genug um kompakt zu sein, so kann man keine einzige
offene Menge hinzufiigen, ohne die Kompaktheit zu zerstoren, und keine einzige weglassen ohne,
dass sich Punkte nicht mehr durch offene Mengen trennen lassen.

ProOF. Fiir (1) beobachte man einfach dass A ¢ X abgeschlossen, impliziert, dass A € X
kompakt, damit ist nach 7.6 f(A) € Y kompakt, und damit ist f(A) € Y abgeschlossen nach 7.7.

Fiir (2) erinnere ich daran, dass die Stetigkeit von f dquivalent dazu ist, dass die gegebene
Topologie auf Y nicht feiner als die koinduzierte ist, siche 3.22. Und umgekehrt bedeutet die
Abgeschlossenheit von B € Y in der koinduzierten Topologie, genau dass f~!(B) € X abgeschlossen
ist. Aber wenn f surjektiv ist, gilt sicherlich B = f(f~(B)) und das ist nach (1) dann abgeschlossen.

Und fiir (3) bemithen wir nun einfach das Stetigkeitskriterium fiir koinduzierte Topologien:
Gemadf (2) ist nun némlich eine Abbildung ¢g: ¥ — Z stetig genau dann, wenn go f das ist. Aber
fiir g = f~! fragt das, ob id: X — X stetig ist, und naja, natiirlich! O

Nehmen wir uns damit geriistet einmal wieder die Grassmann’schen von R und C vor. Die
Stiefel’schen sind natiirlich nie kompakt: Vi(K™) ist ja eine offene Teilmenge von (K")* = K"k
und fiir K = R, C, also (weil euklidische Radume zusammenhéngen!) nicht abgeschlossen. Und auch
beschrankt ist Vi (R™) nicht, gilt (z1,...,2zxr) € Vi(R™) so auch (Azq,...,Azy,) fir alle 0 # A e R.

Betrachte folgende Varianten der Stiefel’schen:

7.9. Definition Sei K ein topologischer Kérper, W ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und
b: W x W — K eine perfekte o-Sesquilinearform fiir eine Involution o: K — K. Dann setze

VEW) = {(z1,...,21) € W¥ | 21,..., 25 sind orthonormal beziiglich b},

die orthonormale Stiefel’sche.

Offenbar gilt immer V(W) < Vi (W), da orthogonale Vektoren immer linear unabhingig
sind. Die einzig wirklich relevanten Félle fiir uns sind natiirlich zum einen K = R,/W = R™ und
K =C,W = C™ mit b dem handelstiblichen Skalarprodukt. In diesen Fallen schreibt man meist

Vko([R") und Vg(@”)

fiir die orthogonale Stiefel’sche (und im komplexen Fall spricht man auch noch haufig von der
unitdren Stiefelschen).

7.10. Beobachtung Ist W ein endlich dimensionaler R-Vektorraum und b: W x W — R eine
positiv definite Bilinearform, oder W ein C-Vektorraum und b: W x W — C eine positiv definite
Sesquilinearform, so ist V¥ (W) kompakt. Insbesondere stimmt das fiir V9 (R™) und VY (C"). Man
beachte, dass hier im Fall £ = n genau die Kompaktheit der orthogonalen Gruppe O(n) € GL,,(R)
und der unitdre Gruppe U(n) € GL,,(C) steht.

Die zweite Aussage ist natiirlich gar nicht wirklich besonderer als die erste: Wéahlen wir
eine Orthonormalbasis von W beziiglich b (Gram-Schmidt-Verfahren!), so erhalten wir ja eine
Isometrie R — W beziehungsweise C* — W und damit Homdomorphismen VQ(R") =~ Vb (W)
beziehungsweise V} (C") =~ Vi (W).

Und der zweite Fall (sagen wir iiber R) ist natiirlich eine Konsequenz von 7.5: Orthonormalitét
besagt ja insbesondere, dass (z1,...,2x) € VP (R") sicherlich |x;| = 1 erfiillt fiir alle 1 < i < k;
das liefert Beschrinktheit. Und da V(R") per Definition gerade der (endliche!) Schnitt der
abgeschlossenen Mengen (—, —),- J:»L((Si’j) ist, wo

<_7_>i,j: ([Rn)k — R, (%1,...,1'71) '_)<xiaxj>

und d; ; = 1 bei 4 = j und 0 sonst.

Die Existenz von Orthonormalbasen fiir endlich dimensionale Skalarproduktraume iiber R und
C (die Sie hoffentlich in der linearen Algebra bewiesen haben) liefert uns nun, dass die Abbildung

V(W) — Grp,(W)
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fiir jeden solchen surjektiv ist, und da tiberhaupt jeder endlich dimensionale Vektorraum iiber R
und C ein Skalarprodukt besitzt, erhalten wir dann aus 7.6:

7.11. Satz Fiir jeden endlich dimensionalen R- oder C-Vektorraum W sind die Grassmann’schen
Gri (W) kompakt.

Und mehr noch: Ist W mir einer positiv definiten Sesquilinearform ausgestattet, so kann man
jede gegebene Ansammlung von orthonormalen Vektoren zu einer Orthonormalbasis ergénzen und
deshalb sind die Einschrankungen der Abbildungen

O(W) — VE(W) bzw. UW) — V(W)

die eine orthogonalen/unitdren Abbildung ¢: W — W auf (¢(x1), ..., p(z,)) fir ein fest gewahltes
orthonormales Tupel (z1,...,2k) schickt, immer noch surjektiv. Mehr noch: Es gelten folgende
Varianten von 3.30 und 3.31:

7.12. Satz Ist W ein endlich dimensionaler Vektorraum mit Skalarprodukt b iber R oder C und
V € W ein k-dimensionaler Unterraum mit Orthonormalbasis x1,...,x,. Dann induzieren die
stetigen Abbildungen

O(W) — Vi(W)  bzw. UW) — Vi(W), @ (@(a1),...,o(zr))
Homdomorphismen
O(W)/[fidv} x O(V1)] — VEW)  baw.  UW)/[fidy} x U(V)] — VE(W)
und
O(W)/[O(V) x O(VH)] — Grp(W)  bzw. UW)/[U(V) x U(VH)] — Gri(W).
Fiir den R™ oder C™ mit dem Standardskalarprodukt stehen hier einfach
Gri(R") = O(n)/[O(k) x O(n — k)] und Gri(R™) = U(n)/[U(k) x U(n — k)].

Proor. Da die orthogonale/unitire Gruppe geméf 7.10 kompakt ist und die Stiefel’schen
sowieso und die Grassmann’schen nach 4.7 hausdorff’sch, reicht es wegen 7.8 die Injektivitét der
Abbildungen nachzuweisen (Surjektivitdt haben wir uns ja oben schon {iberlegt). Aber fiir zwei
Untergruppen H, K € G ist die Abbildung H/(H n K) — G/K immer injektiv: Sind h,h' € H
Elemente mit hk = A’ fiir ein k € K, so folgt aus k = h’h~! € H sicherlich k € K n H und damit,
dass die Aquivalenzklassen von h und A’ schon in der Quelle iibereinstimmen.

Es bleibt also nach 3.30 und 3.31 nur noch zu zeigen, dass

{pe O(W) | () = z; fiir alle 1 < i <k} = {idy} x O(V?1)

und

{pe O(W) | (V)=V} =0(V) x O(V")
und analog im unitdren Fall. Aber eine orthogonale Abbildung die V' in V iiberfithrt tut das
gleiche mit V=, zerlegt sich also genua wie im zweiten Fall behauptet, und der erste folgt dann,

weil ¢(z;) fir alle 4, das gleiche bedeutet wie v =idy, da die z; ja ein Erzeugendensystem von
V bilden. 0

7.13. Bemerkung Die Existenz von Orthonormalbasen gilt allgemeiner fiir jede perfekte sym-
metrische Bilinearform b: W x W — K, sobald nur der Grundkérper K nicht Charakteristik 2
hat und jedes Element eine Quadratwurzel besitzt (genau dann funktioniert ein etwas abgewan-
deltes Gram-Schmid-Verfahren immer noch; auch das haben Sie vielleicht in der linearen Algebra
gelernt). Aber das impliziert noch nicht, dass die Abbildung V8 (W) — Gry(W) surjektiv ist: Das
ist dquivalent dazu, dass jeder Unterraum von W eine Orthonormalbasis beziiglich b besitzt. Das
stimmt zwar wenn die Form b auf den Unterraum eingeschrénkt immer noch perfekt ist, aber das
ist sie eben im Allgemeinen nicht mehr; man denke etwa an die Form, die durch die Matrix

1 0
<0 _1) € Mat(2 x 2, K)



52 1. MENGENTHEORETISCHE TOPOLOGIE

gegeben ist, und den Unterraum {(1,1)) = K2. Es ist eben eine Besonderheit von positiv definiten
Formen, dass nicht nur sie selbst, sondern auch jede ihrer Einschrankungen wieder perfekt ist.

Um dieses Problem zu vermeiden, kann man anstatt Orthonormalbasen in der Definition
der Stiefel’schen allgemeiner Orthogonalbasen zulassen. Es hat, solange nur char(K) # 0 gilt,
iiberhaupt jeder Unterraum von W eine Orthogonalbasis (auch ohne, dass b selbst {iberhaupt
perfekt ist), und das heifit diese Variante der Stiefel’schen bildet immer surjektiv auf die Grass-
mann’sche ab. Aber im Falle K = R, C sind sie nun eben nicht mehr kompakt, und schlimmer
noch: Die Grassmann’sche tragt allgemein auch nicht mehr die von der Projektion der orthogo-
nalen Stiefel’schen koinduzierte Topologie (etwa fiir K = Q und eine indefinite Form).

Und die Grassmann’schen sind iiber den meisten topologischen Kérpern auch einfach nicht
kompakt, etwa trivialerweise iiber unendlichen diskreten Korpern aber auch iiber Scheufllichkeiten
wie Q und dem algebraischen Abschluss Q € C. Kompakt sind sie genau iiber nicht (in)diskreten,
lokal kompakten Kérpern. Aufer R und C sind hierfiir die prominentesten Beispiel die p-adischen
Zahlen Q, und deren Erweiterungen. Solche Korper besitzen dann immer einen sogenannten
Ganzheitsring O, dieser ist kompakt, und es gilt ein Analog obigen Satzes in dem man O(n) bzw.
U(n) durch die dann kompakte Gruppe GL,, (O) ersetzt; all dies benétigt aber etwas Strukturthe-
orie lokaler Koérper und die will ich hier nicht entwickeln.

7.14. Beispiel Schauen wir uns zum Abschluss dieser Diskussion noch die Fille Gr; (R"*1) = RP"™
und Gry(C**!) = CP" genauer an.

(1) Scharfes Hinsehen liefert
VO(R" 1) =8" und VVY(C"H1) =82t
mittels der Identifikation C"*1 = R?"*2, sodass Extraktion der ersten Spalte Homéomorphismen
O(n +1)/O(n) — S™ und U(n + 1)/U(n) — $2"+!
liefert, und wir Surjektionen
" — RP", z+—R-.z, und S$*"' —CP", z+—C-x
erhalten. Und da O(1) = {£1} und U(1) = S! gelten, liefern diese Homdomorphismen
S"/~ — RP" und S*'*!/~ — CP"

wobei x ~ y genau dann, wenn es ein a € {+1}, beziehungsweise a € S!, gibt mit = = ay.
(2) Betrachte wir den reellen Fall hier noch etwas genauer: Obige Analyse sagt, dass der
nte reelle projektive Raum aus der n-Sphére entsteht indem man antipodale Punkte
miteinander identifiziert. Insbesondere ist die Projektion S% — RP", wo S} = S" n
[R>0 x R™] die obere Hemisphére bezeichnet, immer noch surjektiv. Und diese Abbildung
ist nun auch injektiv, bis darauf, dass auf anitpodale Punkte auf der Randsphére {0} x
S™~! gleiches Bild haben. Und nun kénnen wir beobachten, dass die obere Hemisphére
vermoge
St — D", (zo,...,2n) — (21,...,2Tpn)

D" — 8%, z+— (\/1—|z|% )

zur Einheitskugel homéomorph ist. Weil diese kompakt ist erhalten wir dann insgesamt
mittels 7.8 insgesamt einen Homodmorphismus

D"/~ — RP",

und

wobei & ~ y genau dann, wenn & = y oder x = —y € S"! gilt, also wieder in der
Randsphére gegeniiberliegende Punkte identifiziert werden.

Fiir n = 1 ist das genau das Bild eines Intervalls mit zusammengeschlagenen End-
punkten, und fiir die hoheren projektiven Raume, sieht man noch einmal ein Bild, ganz
analog zu einem, dass Sie in den Ubungen schon nachweisen mussten: Der n-te reelle
projektive Raum besteht aus der Einheitskugel im R™, deren Randsphire S™~! in den
(n — 1)ten projektiven Raum kollabiert wurde. Schon fiir n = 2 ist das aber nicht
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ganz leicht zu visualisieren (und in der Tat gibt es keine Teilmenge des R? die zu RP?
homdéomorph ist, sodass man sich den 2-ten projektiven Raum in gewisser Weise auch
wirklich nicht angucken kann; das zu beweisen, bedarf aber einiges an Mitteln, die wir erst
in Folgevorlesungen entwickeln werden). Eine Visualisierung als Oberfliche mit Selbst-
durchdringungen (die sogenannte Boy’sche Fldche) steht als unter Mathematikern recht
beriihmte Metallskulptur vor dem Mathematischen Forschungsinstitut Oberwolfach im
Schwarzwald (und weil dort haufig Photos geschossen werden, ziert der RP? folgich so
manche Homepage).

Im Falle n = 1 hatten wir weiter ja RP' >~ S' in 3.29 auch CP' = S2 in den Ubungnen
gesehe. Komponiert man die obigen Projektionen von Sphéren auf die projektiven Rdume
mit diese Homéomorphismen erhélt man im reellen Fallen einfach die Quadrierungsab-
bildung S! — S!,z + 22, aber im komplexen Fall erhilt die Hopf’sche Abbildung
n: 3 — S2, die fiir komplexe Koordinaten in der Quelle die Form

(w,2) — (2Re(w?), 2lm(wz), [w]* — |2[*)
und in vollstdndig reellen Koordinaten die Form
(21,22, 23, 24) > (22123 + 2224), 2(w203 — T124), 2T + 25 — 25 — x])

hat. Sie spielt in der Topologie eine grofle Rolle, die wir aber erst in einer Folgevorlesung
kennen lernen werden. Ein Versuch sie graphisch darzustellen ziert etwa die Frontseite
von Hatchers Buch “Algebraic Topology”: Dort abgebildet sind einzelne Urbildmengen
der Komposition

R3 51, g3 1, g2
wo die erste Abbildung die Inverse einer stereographischen Projektion ist. Die Urbild-

mengen sind allesamt ineinander verschlungene Kreise, bis auf einen zentralen, dem der
eine Punkt fehlt, den die stereographische Projektion als Basis nimmt.

Damit wenden wir uns nun zuletzt dem Verhalten von Kompaktheit unter Produkten zu.

Unser Ziel ist folgender Satz
7.15. Theorem (Tychonov, 1930) Jedes Produkt kompakter topologischer Riume ist wieder kom-

Es ist wohl erwahnenswert, dass Tychonov zuerst nur die Topologie der punktweisen Konver-

genz auf Funktionenrdumen in ein Intervall betrachtete. Er lieferte dann 1935 den allgemeinen
Fall nach; seinen Beweis brauchte er hierzu nicht verdndern, aber um den Satz iiberhaupt zu
formulieren, fithrte er die allgemeine Produkttopologie iiberhaupt erst ein!

Wir notieren also folgende Erweiterung des Kompaktkriteriums im R™:

7.16. Korollar Fine Teilmenge A € F(I,R) ist beziiglich der Topologie der punktweisen Konver-
genz kompakt, genau dann, wenn sie abgeschlossen und punktweise beschrdankt ist (also fir jedes
i€ I die Menge pr;(A) S R beschrankt ist).

Mittels 7.8 und 7.15 erhalten wir zum Beispiel auch direkt, dass

H{O,...,n}—»Cn, xr—>2 22k

k
iEN>1 k=1 (2n + 1)

ein Homoomorphismus und

H {0,...,n} —[0,1], z+— Zm

iEN;l k=1

eine Quotientenabbildung sind, sobald wir nur ihre Stetigkeit wissen. Im Beweis von 3.35 haben
wir uns noch mit der Stetigkeit der Umkehrabbildung im ersten Fall herumgequilt und Sie sich
(hoffentlich) in den Ubungen mit der Identifikation der Topologie im zweiten.

Mehr zum Nutzen dieses Satzes sage ich nach seinem Beweis. Zum Vergleich erstmal:

7.17. Satz Abzihlbare Produkte folgenkompakter Rdume sind wieder folgenkompakt.
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Beliebige Produkte aber nicht, wie wir gleich unten sehen werden.

PROOF. Es sei also f: N — [[.., X; eine Folge. Da X, folgenkompakt ist, hat n — f(n)o
eine konvergente Teilfolge, wir finden also eine Injektion 79: N — N, sodass pryo fo71o: N — X
konvergiert. Und haben wir induktiv fiir ein 7,,: N — N gegeben, derart dass pre,, o fo7,: N —
H?:o X; konvergiert, so kénnen wir uns hiervon mit der gleichen Methode eine Teilfolge auswéahlen
fiir die auch noch die (n + 1)-te Komponente konvergiert.

Aber dann konvergiert die diagonale Teilfolge n — f(7,(n)) von f: Fiir jedes i € N ist sie
aber dem i-ten Glied ja eine Teilfolge von n +— f(7;(n)) und deren i-te Koordinate konvergiert per
Annahme. O

7.18. Beispiel Mit dem Satz von Tychonov bewaffnet kénnen wir nun leicht ein Beispiel eines
kompakten aber nicht folgenkompakten Raums und umgekehrt angeben, beide ebenfalls mit einem
Diagonalargument:
(1) Es sei Z die Menge der monotone Injektionen N — N. Dann ist []
kompakt, aber nicht folgenkompakt: Es sei namlich

SN 1—[[0’1]’ - l“"’ {1 neim(o)l

SeT 0 sonst

[0,1] nach 7.15

o€l

und 7: N — N eine beliebige monotone Injektion (sodass f o 7 eine beliebige Teilfolge
von f ist). Nun der Trick: Wir benutzen die Funktion 702: N — N,n — 7(2n) als Index
im Produkt. Wir haben nun namlich

fT(n)(TOQ) = {

1 n ungerade

0 sonst

und das konvergiert sicherlich (bei m — oc) nicht (erst recht konvergiert f o 7 nicht).
Es hat also f keine konvergente Teilfolge und damit ist das betrachtete Produkt nicht
folgenkompakt.

Da 7 und R gleichméchtig sind (!), folgt auch dass [[,.z[0,1] = F(R, [0, 1]) mit der
Topologie der punktweisen Konvergenz ebenfalls ein Beispiel eines kompakten aber nicht
folgenkompakten Raums ist.

(2) Und von der Menge

S={f:R—[0,1] | f(z) =0 fiir nur abzahlbar viele z € R}

hatten wir uns in Ubungen iiberlegt, dass sie zwar folgenabgeschlossen in F(R, [0, 1]) aber
nicht abgeschlossen ist. Damit kann sie nach 7.8 nicht kompakt sein. Aber ist g: N — S
eine Folge, so ist
F ={zeR|gn(z)+#0 firr ein n € N}
immer noch abzahlbar und es landet f in der Teilmenge
{f: R—>[0,1]| f(x) = 0 fiir alle z € R\F'} = [ [[0,1].
ieF
Aber diese ist nach 7.17 immer noch folgenkompakt, also besitzt g eine dort konvergente
Teilfolge (und diese konvergiert dann natiirlich auch in §).
(3) Der Raum S ist zwar selbst nicht erstabzéhlbar, aber im Unterschied zu 7.4 gibt es auch
erstabzéahlbare folgenkompakte Raume, die nicht kompakt sind. Der wohl einfachste ist

der Raum die erste iiberabzahlbare Ordinalzahl mit der Topologie die von ihren offenen
Intervallen erzeugt wird (ich will das hier aber nicht weiter erkldren).

Nun also erstmal zum Satz selbst. Er besitzt viele Beweise, allesamt nicht ganz einfach. Ich
basiere meinen auf dem erst etwas spater am anderen Ende der Welt gefundenen:

7.19. Satz (Alexander’sches Subbasenlemma, 1939) Es sei X ein topologischer Raum und S eine

Subbasis der Topologie. Besitzt dann jede Uberdeckung von X durch Mengen in S eine endliche
Teiliiberdeckung, so ist X schon kompakt.
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Das Alexander’sche Lemma basiert wiederum auf:

7.20. Theorem (Zorn’sches Lemma) Ist P eine nicht leere, partiell geordnete Menge, in der jede
Kette nach oben beschrankt ist, so besitzt P ein maximales Element.

Einen Beweis habe ich am Ende dieses Kapitels angefiigt (ich werde dort auch kurz iiber
andere Anwendungen reden; das Lemma hat nichts mit Topologie zu tun, und wird je nach Dozent
schon in der linearen Algebren bewiesen, da aus ihm auch die Existenz von Basen in beliebigen
Vektorraumen folgt). Zur Erinnerung: Eine Kette in P ist einfach eine Teilmenge K < P, die
durch die Einschriankung der Ordnungsrelation auf P total geordnet wird, sie heiflit nach oben
beschrdnkt, wenn es ein p € P mit gibt mit ¢ < p fir alle ¢ € K, und ein mazimales Element
p € P ist eines, fiir das p < p’ schon p = p’ impliziert. Zu unterscheiden sind solche Elemente von
grofiten bei denen sogar p’ < p fiir alle p’ € P gelten muss.

BEWEIS VON 7.19. Es sei C' € P(P(X)) die Menge all derer offenen Uberdeckungen von X,
die keine endliche Teiliiberdeckung besitzen. Wir wollen also zeigen, dass C = ¢J gilt. Nehmen
wir an, dem ist nicht so. Dann statten wir C mit der Teilmengenrelation aus und beobachten,
dass C' die Annahme des Zorn’schen Lemmas erfiillt: Ist ndmlich K € C eine (nicht-leere, aber
sonst ist ja eh nichts zu tun) Kette, so ist offensichtlich auch F = Jge G € P(X) eine offene
Uberdeckung von X und offenbar gilt G € F fiir alle G € K. Aber F hat auch keine endliche
Teiliiberdeckung: Wiirden namlich etwa Uy, ..., U, € F eine Uberdeckung bilden, so gibe es per
Konstruktion Gi,...,G, € K mit U; € G; fiir alle 1 < 7 < n. Aber da K eine Kette bildet, tut
das auch {Gy,...,G,} und jede endliche total geordnete Menge hat natiirlich ein grofites Element
(sie ist ja sogar ordnungsisomorph zu {0, ... !} fir ein [ € N), etwa G;. Dann wiirde aber U; € G
fir alle 1 < i < n folgen, sodass Gy eine endliche Teiliiberdeckung hétte, im Widerspruch zu
Gr € K € C. Damit folgt insgesamt F € C, sodass F wirkliche eine obere Schranke an K ist.

Wir erhalten also aus dem Zorn’schen Lemma ein maximales Element M von C, also eine
offene Uberdeckung von X, die keine endliche Teiliiberdeckung besitzt, fiir die aber M U {U} fir
jedes offene U € X mit U ¢ M eine solche Teiliiberdeckung besitzt.

Die Behauptung ist nun, dass dann auch M n S noch eine Uberdeckung von X ist. Diese
hat natiirlich immer noch keine endliche Teiliiberdeckung, besteht aber nun nur noch aus Mengen
aus der Subbasis S. Mit anderen Worten: Gibt es iiberhaupt eine offene Uberdeckung von X,
die keine endliche Teiliiberdeckung besitzt, dann gibt es auch eine aus Mengen in S, und das ist
genau die Aussage des Subbasenlemmas.

Bleibt noch die Behauptung zu zeigen. Nehmen wir dafiir an, dass etwa 2 € X\ Jyeping U-
Da M eine offene Uberdeckung von X ist, finden wir natiirlich ein V € M mit z € V. Und da
S eine Subbasis ist, gibt es nach 3.7 Ty,..., T, € Smit z € Ty n--- nT,, € V. Sicherlich kann
nicht T; € M gelten (dann wire x ja von M iiberdeckt), sodass M v {T;} fiir jedes 1 < ¢ < n eine
endliche Teiliiberdeckung besitzen muss, etwa

X = TZ v U Ui,j
=1
mit m; € N und U; ; € M. Aber dann folgt offenbar auch

X=(T1m---an)uLnJ Eij-
i=1j=1

und damit

n m;
X=Vu U U Ui’j,
i=1j=1
was eine endlich Teiliiberdeckung von M wére. Aber so etwas kann es ja per Konstruktion nicht
geben, also muss M n S den Punkt x nicht verfehlen, und ist damit wie gewiinscht auch eine
Uberdeckung von X. O

Hiermit ist der Beweis des Satzes von Tychonov nun schnell erbracht:
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BEWEIS VON 7.15. Sei etwa Y = [[..; X; mit X; kompakt. Dann bilden die Mengen

iel
U x HX" = pr; (V)
Jj#i
mit U € X, offen eine Subbasis S der Produkttopologie auf Y (so haben wir diese ja gerade

definiert). Sei nun F eine offene Uberdeckung von Y durch Mengen in S.
Betrachte dann die Mengen

F={UcX; |pr;1(U) e F}.

Ich behaupte nun, dass es ein i € I gibt derart, dass F; eine offene Uberdeckung von X; ist. Dann
konnen wir uns per Annahme an X; eine offene Teiliiberdeckung Uy, ..., U, € F; hernehmen und
erhalten, dass pr{l(Ul), . ,pr{l(Un) eine offene Teiliiberdeckung von F ist. Und dann schlagt
das Alexander’sche Lemma zu.

Fiir die verbleibende Behauptung nehmen wir an, dass es fiir jedes i € I ein x; € X;\Upcz, U
gibt. Eine Auswahl solche Punkte definiert dann einen Punkt z € Y und per Konstruktion gilt
dann sogar

veY\ |J pi'u=v\{JV,

el ,UeF; VeF

im Widerspruch dazu, dass F eine offene Uberdeckung ist. O

8. Das Zorn’sche Lemma*

Das folgende Kapitel dient hauptséchlich dazu das Zorn’sche Lemma 7.20 zu beweisen. Ich
wiederhole noch einmal die Aussage:

Ist P eine nicht leere, partiell geordnete Menge, in der jede Kette nach oben beschrankt ist,

so besitzt P ein maximales Element.

Zur Tustration vorher aber noch ein paar Anwendungen in anderen Teilen der Mathematik,
um zu demonstrieren, dass dieses Lemma wirklich nicht speziell mit Topologie zu tun hat.

8.1. Beispiel (1) Der allgemeine Basisergénzungssatz: Sind S € E Teilmengen eines Vek-
torraums V iiber einem Koérper K, und ist S linear unabhéngig und E ein Erzeugenden-
system von V| gibt es ein S € B € FE derart, dass B eine Basis von V ist; angewendet
auf S = @ und F = V steht hier insbesondere, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt.

Zum Beweis sei P € P(V) die Menge aller linear unabhéngigen Teilmengen U € V
mit S € U € E. Dann ist P nicht leer, weil S € P und P geniigt der Zorn’schen
Kettenbedingung, wenn wir es mittels der Teilmengenrelation ordnen: Ist K € P eine
Kette, so ist ndmlich F' = |J;cx U wieder linear unabhéngig (und damit eine obere
Schranke fiir K'), weil eine Linearkombination der 0 = Z?:o x; - Aj durch Elemente
z; € F'und A; € K nur endliche viele Terme enthalt, wir also Uy,...,U, € K wihlen
koénnen mit x; € U;, von denen (weil endliche Ketten immer ein gréfites Element haben)
eine die grofite ist, und damit x; € Ug. Aber Uy ist per Annahme linear unabhéngig, also
A; = 0 und damit F € P.

Das Zorn’sche Lemma liefert also eine maximale linear unabhangige Teilmenge B
zwischen S und E. Und jede solche ist schon eine Basis: Fiir ein e € F, ist ndmlich
B u {e} wegen der Maximalitdt von B entweder einfach nur B (und damit e € B) oder
B u {e} ist linear abhingig, also (und nur hier geht ein, dass wir einen Korper zugrunde
gelegt haben) e eine Linearkombination von Elementen aus B. In jedem Falle gilt e € (B)
und damit insgesamt V = (E) = (B).

(2) Der Existenzsatz fiir Restklassenkorper: Jeder kommutative Ring R besitzt einen surjek-
tiven Ringhomomorphismus in einen Korper. Diese Behauptung ist namlich dquivalent
dazu, dass R ein maximales Ideal besitzt (also eines welches unter den Ideal I ¢ R max-
imal ist). Auf der einen Seite ist der Kern eines solchen Homomorphismus ¢: R — K
ein maximales Ideal: Ist ker(¢) € I € R, so ist ¢(I) € K ebenfalls ein Ideal (hier geht
die Surjektivitdt von ¢ ein) und ein Koérper hat {0} und {K} als einzige Ideale (die sind
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ja inbesondere K-Untervektorrdume von K). Aber im Falle ¢(I) = {0} folgt offenbar
I = ker(yp) und im Falle K = () folgt I = R (fiir ein r € R gibt es per Annahme ein
i € I mit p(r) = ¢(i), also i — r € ker(p) € I und damit r € I). Und ist umgekehrt
I € R maximal, so ist R/I ein Korper (auf den R offensichtlich surjiziert): Ist ndmlich
[z] € R/I\{0}, so ist z € R\I und damit das von x und I erzeugt Ideal {x, Iy echt grofer
als I. Aber da I maximal ist heifit das {(z,I) = R. Insbesondere gibt es ein r € R und
ein i € I mit re +¢ = 1 und damit [r] - [z] = [1] in R/I.

Und die Menge P der echten Ideal von R an (wir kdnnen sogar nur die betrachten, die

zusétzlich noch ein gegebenes Ideal J enthalten), erfiillt die Zorn’sche Kettenbedingung:
Man priift leicht, dass die Vereinigung einer Kette von Ideal wieder ein Ideal ist. Um sie
als obere Schranke zu erkennen bleibt also noch zu priifen, dass sie ein echtes Ideal (also
nicht ganz R) ist. Aber ein Ideal I € R ist echt genau dann, wenn 1 ¢ I und das offenbar
stabil unter Vereinigungen. Zorn’s Lemma liefert uns also nun genau ein maximales Ideal
(das J enthélt; und auch die Kommutativitdt von R ging hier nirgendwo ein! Aber ein
nicht kommutativer Ring braucht keinen Homomorphismus in irgendeinen Schiefkérper
zu besitzen, wo haben wir sie im ersten Teil benutzt?)
Aus der Existenz von maximalen Idealen folgt etwa die Existenz von algebraischen Ab-
schliissen: Ist némlich K ein Kérper, so betrachte den Polynomring R = K[X; | f €
K|[T] nicht konstant] mit einer Variablen fiir jedes nicht konstante Polynom in K, und
in diesem Ring das Ideal {f(Xy) | f € K[T] nicht konstant). Von diesem priift man
nun, dass es ein echtes Ideal ist und wéhlt ein dariiber liegendes maximales Ideal m.
Der Korper K bettet dann offensichtlich in den grofieren Korper Ky = R/m ein. Es hat
nun per Konstruktion jedes nicht-konstante Polynom f € K[T] in K; eine Nullstelle,
némlich [X¢]. Diese Elemente sind also insbesondere algebraisch iiber K und da sie
K, erzeugen es eine algebraische Erweiterung von K. Uber vielen Korper ist K; auch
fiir jede Wahl von m schon algebraisch abgeschlossen (fiir perfekte Kérper ist das etwa
nach dem Satz von primitiven Element der Fall). Im Allgemeinen, muss man aber einen
noch gréfleren Korper konstruieren: Man wende namlich das gleiche Prozedere induktiv
an um aus K, einen Korper K, zu erhalten, in dem jedes nicht-konstante Polynom
aus K, eine Nullstelle besitzt und setze schlussendlich K = Upnew Kn-  Jedes nicht
konstante Polynom tiber K, hat nur endlich viele Koeffizienten, lebt also schon tiber
einem K, und hat damit in K, ; (also erst recht in K, ) ein Nullstelle. Und auch die
Algebraizitit iiber K iibertrigt sich nach einem grundlegenden Satz der Korpertheorie
durch Zwischenerweiterungen, also ist K wirklich ein algebraischer Abschluss von K.

Und obwohl die Konstruktion von vielen Wahlen abhéngt, sind je zwei algebraische
Abschliisse L, M von K isomorph zueinander, was eine weitere schéne Anwendung des
Zorn’schen Lemmas ist: Hierzu betrachte man die Menge P aller Paare (U, ¢) wo K C
U < L ein Zwischenkorper ist und ¢: U — M ein K-Homomorphismus. Setzt man
dann noch (U,p) < (Z',¢) falls U € U’ und apTU = ¢, so kann man das Zorn’sche
Lemma auf P anwenden und erhélt einen maximalen Unterkérper V' von L, der sich in
M einbettet. Aber wére dieser nicht schon ganz L, so konnte man ihm noch ein Element
a € L\V hinzufiigen und es ist ein weitere grundlegender Satz der Korpertheorie, dass
eine Korperabbildung V[a] — M, die einen gegebenen Korperhomomorphismus V' — M
fortsetzt genau einer Nullstelle des Minimalpolynoms von « entspricht. Aber weil M
iiber K algebraisch abgeschlossen ist, ist M das nach einer kleinen Uberlegung auch
tiber ¢(L), sodass so eine Nullstelle existiert. Wir kénnen also ¢ auf V[a] fortsetzen,
was der Maximalitét von (V) widerspricht. Es muss also schon V' = L gelten. Und
mit L ist auch p(L) € M algebraisch abgeschlossen und das erzwingt schon ¢(L) = M,
also ist ¢ der gesuchte Isomorphismus.

Noch grundlegender ist wohl der Zermelo’sche Vergleichssatz, der (zusammen mit dem
Satz von Cantor und Bendixon) der Theorie der Kardinalzahlen zugrunde liegt: Sind A
und B Mengen, so existiert eine Injektion A — B oder aber eine Injektion B — A.
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Hierzu betrachte man die Menge P der Tripel (X,Y, f), wo X € A, Y € B und
f+ A — B bijektiv sei. Auf P definiere man eine Relation < derart, dass (X,Y, f) <
(X",Y', ') genau dann, wenn X € X' Y € Y’ und f/(z) = f(z) fir alle 2 € X.
Offenbar ist < wie im vorigen Beispiel eine partielle Ordnung. Und (P, <) erfiillt die
Voraussetzungen von Zorn’s Lemma: Sicherlich ist P nicht leer, etwa ist (&, &, &) € P
(und falls A oder B leer sind, ist das auch das einzige Element). Und ist K € P eine
Kette, so beobachtet man, dass wie in allen vorigen Beispielen die Vereinigung (in allen
drei Komponenten gebildet) eine obere Schranke an K ist.

Wir erhalten also ein maximales Element (M, N,g) von F. In so einem Element
muss dann aber M = A oder N = B gelten: Sind sonst a € A\M und b € B\N so ist
auch X U {a},Y U {b} zusammen mit der Erweiterung von g, die noch a auf b schickt,
wieder ein Element von P und offenbar grofer als (X,Y,g). Im Falle M = A ist aber
g € A x B eine Injektion A — B im Falle T' = B definiert das Inverse von g eine Injektion
B — A.

(5) Es gibt noch etliche Beispiel dieser Art: Dass jeder Graph einen aufspannenden Baum
hat beweist man, indem man sich tiberlegt, dass aufspannenden Baume genau die max-
imalen Baume eine Graphen sind, und sich auf die Menge aller Baume das Zorn’sche
Lemma anwenden lasst. Dass sich jedes lineare Funktional von einem abgeschlossenen
Teilraum eines Banachraums auf den ganzen Raum fortsetzen lédsst (das ist der Satz von
Hahn-Banach) zeigt man, indem man Paare aus Unterrdumen mit einer Fortsetzung des
Funktionals betrachtet, auf die hoffentlich mittlerweile offensichtliche Weise ordnet, mit-
tels Zorn’schem Lemma ein maximales Element generiert und von diesem zeigt, dass es
sich noch vergrofiern liefle, wire es nicht schon auf dem ganzen Raum definiert. Dass jede
Kérpererweiterung L/K eine transzendente Teilmenge X besitzt, sodass L/K(X) alge-
braisch ist, zeigt man indem man mit dem Zorn’schen Lemma eine maximale produziert,
und so weiter.

(6) Es folgt auch allerlei Unerwartetes aus dem Zorn’schen Lemma: Etwa beweist man mit
ihm im Zuge der Mafitheorie die Existenz von nicht Lebesque messbaren Teilmengen von
R, das Banach-Tarski-Paradoxon, dass sich die Kugel D? in endlich viele Teile zerlegen
lisst, die sich durch starre Bewegung in zwei disjunkte Kopien von D? (beide immer noch
mit Radius 1!) iiberfiihren lassen, oder auch dass es sowohl mehr Koérperautomorphismen
von C als nur id und die komplexe Konjugation gibt, also auch, dass es nicht surjektive
Koérperhomomorphismen C — C gibt (also C echte Teilkorper enthélt, zu denen es iso-
morph ist).

Nun zum Beweis des Zorn’schen Lemmas 7.20. Wieder gibt es hierfiir viele Methoden, die
folgende wurde vom Amerikaner Jonathan Lewin 1991, also beinahe 100 Jahre nach Zorns ur-
springlichem Beweis gefunden. Ich erinnere einmal daran, dass eine Wohlordnung eine totale
Ordnung auf einer Menge ist beziiglich der jede Teilmenge ein kleinstes Element hat. Jede endliche
totale Ordnung hat diese Eigenschaft, und auch die natiirlichen Zahlen.

BEWEIS VON 7.20. Nehmen wir an M hétte kein maximales Element und setzen Ch(M) =
{C € M| C ist eine Kette in M}. Dann nimmt die Funktion

Ch(M) — P(M), C—{meM|VceC:c<m}

nie den Wert @ an, denn per Annahme gibt es zu C ein u € M mit ¢ < u fiir alle ¢ € C, aber da
u nicht maximal ist gibt es noch ein m € M mit u < m.

Wir kénnen dann also eine (Auswahl-)Funktion f: Ch(M) — M mit der Eigenschaft finden,
dass ¢ < f(C) fir alle ¢ € C und Ketten C € M. Dies wollen wir zum Widerspruch fiihren. Dafiir
benutzen wir folgenden Trick: Wir nennen eine Menge K € M f-konform, falls gilt

(1) < restringiert zu einer Wohlordnung auf K (insbesondere ist K eine Kette), und

(2) fiir jedes k € K gilt k = f(I(K, k)).
wobei I(K,k) = {r € K | * < k} (ein sogenanntes Initialsegment). Natiirlich ist ¢ f-konform,
aber sobald K # ¢, hat es ein kleinstes Element x. Aber dann gilt I(K,z) = ¢ und damit
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z = f(&) unabhingig von K, und in der Tat ist {f(&)} f-konform. Ahnlich ist die einzige
f-konforme Teilmenge mit 2 Elementen {f(&F), f({f()})} und so weiter.
Wir behaupten nun, dass

W =| J{K € M| K ist f-konform} ¢ M

selbst f-konform ist und damit sicherlich die grote aller f-konformen Teilmengen von M (bzgl.
der Relation € auf P(M)). Aber es ist dann offenbar auch W u {f(W)} f-konform und per
Konstruktion von f gilt aber f(WW) ¢ W, was den gewiinschten Widerspruch liefert.

Es bleibt noch die Behauptung zu verifizieren und hierfiir beweisen wir zunéchst: Sind A und
A’ f-konforme Teilmengen von M, so ist entweder A ein Initialsegment von A’ oder andersherum.

Stimmen die beiden Mengen tiberein, so gibt es nicht zu tun. Ansonsten muss also A\A’ # &
oder A\A # & gelten. Wir behandeln den ersten Fall. Sei dann x das kleinste Element von A\A’,
sodass per Definition I(A,z) € A’ gilt. Wir behaupten, dass hier Gleichtheit besteht. Wenn nicht,
seien y das kleinste Element von A'\I(A, z) (die Annahme ist ja gerade, dass dies nicht leer ist) und
z das kleinste Element von A\I(A4’,y). Dann gelten wieder per Konstruktion I(A’,y) € I(A,x)
und I(A4,z) € I(A,y). Die zweite Inklusion ist aber sogar eine Gleichheit: Ist a’ € I(A4’,y), so
folgt a' € I(A, z) und damit a’ € A und o’ < x. Wegen o', z € A sind dann o’ und z vergleichbar.
Ware z < o/ dann wiirde sowohl z < x als auch z < y gelten. Nach Definition von z folgt dann
z € A’ und damit z € I(A4’,y), was per definitionem nicht sein kann. Also muss ¢’ < z sein und
damit o’ € I(A, z) wie gewiinscht.

Aber dann haben wir y = f(I(A',y)) = f(I(A,z)) = z wegen der f-Komformitét von A und
A’. Es kann dann aber nicht auch noch z = z gelten, da y € A’, aber x ¢ A’. Aber wegen x,z € A
sind « und z vergleichbar, und wegen

I(A,z) c I(A,y) S I(Ax)

kann nicht 2 < z gelten. Aber auch z < x kann nicht sein, da dann y = z € I(A, ) im Widerspruch
zur Definition von y gelten wiirde. Insgesamt, folgt also A’ = I(A, z) wie gewiinscht.

Wir kénnen nun verfizieren, dass W in der Tat f-konform ist, was den Beweis beendet.
Zunéchst ist W total geordnet: Dass < wieder eine partielle Ordnung auf W definiert ist klar,
und sind w,w’ € W gegeben, etwa mittels w € A und w’ € A’ mit A, A’ f-konform, so gilt
entweder A € A’ oder andersherum. In jedem Falle ist {w,w’} in einer f-konformen Menge en-
thalten, da diese total geordnet sind, insbesondere vergleichbar. W ist aber auch wohl geordnet:
Ist @ # T < W, so waihle ein ¢t € T und dann ein A f-konform mit ¢t € A. Ist dann = das kleinste
Element von A n T, so behaupten wir, dass = sogar in T kleinst ist. Ist nédmlich w € T gegeben,
etwa mit w € A’ und A’ f-konform. Gilt w € A so folgt offenbar x < w per Definition von x.
Gilt w ¢ A so muss nach Voriiberlegung A c A’ ein Initialsegment sein. Aber dann gilt = < d/, ja
sogar fiir jedesa’ € A"\ A.

Zum Schluss gilt fiir w € W mit w € A mit A f-konform schon I(w, W) = I(w, A), denn jedes
a € W, etwa mit a € A’ und A’ f-konform, und a < w muss ja bei A’ € A sicherlich a € A gelten
und sonst ist A c A’ ein Initialsegment, was auch a € A impliziert. Aber damit gilt

w = f(I(w,A)) = f(I(w,W))
und W ist f-konform. O

9. Der Satz von Gelfand-Naimark*

Ziel dieses Abschnitts ist eine Anwendung des Satzes von Tychonov zu skizzieren, die aber
noch viele weitere Zutaten hat, die iiber unsere Vorlesung weit hinausgehen, von der ich aber hoffe,
dass sie ein bisschen das Zusammenspiel der verschiedensten Disziplinen der Mathematik illustriert
und wie sich aus dem Flickenteppich der Vorlesungen langsam ein grofies Ganzes zusammenfiigt.
Dieser Exkurs wird eine Weile dauern (siehe 9.11 unten fiir den entscheidenden Moment), aber
nehmen Sie diesen Abschnitt als ein kleines Méarchen mit ans Bett!

Zum Start erinnere ich einmal an den Spektralsatz aus den linearen Algebravorlesungen, und
zu allererst an dessen Zutaten: Sei dazu V ein endlich dimensionaler C-Vektorraum ausgestattet
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mit einem Skalarprodukt. Aufgrund dessen positiver Definitheit ist die Abbildung
V — Hom¢(V,C), v+ {(v,—)

injektiv und damit, weil beide Seite gleiche Dimension haben sogar bijektiv. Es folgt hieraus leicht,
dass fiir jede C-lineare Abbildung A: V' — V genau eine C-lineare Abbildung A*: V — V mit

(Av, w) = (v, A*w)
fiir alle v,w € V, das Adjungierte von A: Es ist ja (A—,w) € Homg(V,C) und A*w ist dann

einfach das Urbild unter obiger Abbildung. Fiir V = C™ ist A* einfach die komplex konjugiert
und transponierte von A.

9.1. Theorem (Spektralsatz) Ist V' ein endlich dimensionaler C-Vektorraum mit Skalarprodukt
und N:V — V C-linear. Dann sind dquivalent:

(1) Es gibt eine Orthonormalbasis B die aus Figenvektoren von N besteht, und
(2) N ist normal, also No N* = N* o N.

Im Falle V' = C" sagt die erste Eigenschaft genau, dass es ein A € U(n) (also AA* = 1) derart,
dass ANA™! eine Diagonalmatrix ist; mit anderen Worten N ist unitéir diagonalisierbar.

Der Satz den ich in diesem Kapitel ansprechen will, dreht sich um die Verallgemeinerung
auf Hilbertrdume unendlicher Dimension. Sei also nun V ein solcher, also ein C-Vektorraum,
ausgestattet mit einem Skalarprodukt, der nun nicht mehr unbedingt endlich dimensional ist,
aber immer noch vollstdndig (im Sinne dass alle Cauchyfolgen beziiglich der vom Skalarprodukt
induzierten Norm konvergieren) und weiter A: V' — V eine stetige C-lineare Abbildung. Es ist
dann immer noch richtig, dass

V — Hom¢(V,C), v+—<v,—)

injektiv ist, und sein Bild besteht genau aus den stetigen C-linearen Abbildungen V' — C. Da
(A— wy: V — C fiir jedes w € V natiirlich stetig ist, folgt, also, dass jedes stetige N wieder ein
adjungiertes N*: V' — V besitzt und man priift leicht, dass auch N* wieder stetig ist.

9.2. Beispiel Ein typisches Beispiel fiir V' ist zum Beispiel der Raum

1
L2([0,1]) = {f: [0,1] — C | f ist Lebesque integrierbar mit J If (1) 2dt < oo} /N,
0
WO
N ={f:[0,1] - C| f(z) = 0 fiir alle = € [0, 1] auBlerhalb einer Nullmenge},
mit dem Skalarprodukt

1
gy = f F()g(t)dt;

wer das Lebesqueintegral nicht kennt, denke einfach iiberall an stetige Funktionen (aber dann
erhiilt man keinen vollstindigen Raum). Und gegeben ein lebesqueintegrierbares k: [0,1]? — C
ist ein typischer Operator, den man betrachten mochte

Jk: L2([0,1]) — F([0,1],C)/N f }—JO k(t,—)f(t)dt,

man nennt k den Integralkern dieser Abbildung. Es gibt nun verschiedenste Wachstumsbedin-
gungen an k die garantieren, dass er alle L2-Funktionen wieder auf L2-Funktionen schickt. Die
einfachste ist die Hilbert-Schmidt-Bedingung S(l) Sé |k(s,t)|?dsdt < oo (die insbesondere fiir stetiges
k natiirlich immer erfiillt ist), aber zum Beispiel reicht auch die viel schwéchere Schur-Bedingung,
dass es eine lebesqueintegrierbare Funktion p: [0,1] — R~ und ¢ > 0 gibt mit

1 1
f Ik(s,w)lp(S)ds,f [k, t)[p(t)dt < ¢ - p().
0 0

So ein Operator ist dann normal, wenn

1 1
J k(t, z)k(t,y)dt =J k(z,t)k(y, t)dt

0 0
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fiir alle z, y € [0, 1] gilt, was zum Beispiel fiir rellwertiges k mit k(s,t) = k(¢, s) immer erfiillt ist.
Ich hoffe, den Sinn des Studiums solcher Abbildungen kann ich mir mit dem Stichwort “Dif-
ferenzialgleichungen” sparen.

Aber unser Schiffchen lduft hier sofort auf Grund: Es gibt normale Operatoren L%([0,1]) —
L2([0,1]) die iiberhaupt keine Eigenwerte besitzen, also sicherlich nicht diagonalisierbar sind. Ein
einfaches Beispiel

i L2(0,1]) — L2([01]), fr—id- f ;
Es ist offenbar

mmﬂw{&ﬂmwa=qw@>

sodass p* = p und damit ist p sicherlich normal. Aber ist A € C und u(f) = A - f, so bedeutet
das genau, dass

z- f(z) =X f(x)
fiir alle z € [0,1] (auBerhalb einer Nullmenge) gilt. Aber das liefert offenbar f = 0 (aufierhalb
einer Nullmenge, aber damit immer noch f = 0 € L2([0,1])).

Nun kann man Bedinungen stellen, die ein solches Verhalten ausschliefen: Eine lineare Ab-
bildung A: V' — W zwischen topologischen Vektorraumen tiber C (oder R) hei8t kompakt, wenn
es eine Umgebung 0 € U € V gibt, fiir die f(U) € W kompakt ist. Ist V' endlich dimensional, so
gibt es natiirlich eine kompakte Umgebung U von 0 in V', und damit ist dann auch f(U) kompakt,
sodass dann jedes A kompakt ist.

Als einen der ersten wirklich interessanten Sétze einer Funktionalanalysisvorlesung strebt man
dann meist folgende Version des Spektralsatzes:

9.3. Theorem Ist V' ein Hilbertraum und N:V — V eine stetige, kompakte, normale C-lineare
Abbildung, so gibt es eine Orthonormalbasis von V die aus Eigenvektoren von N besteht.

Als einziges Wort der Warnung sei erwéhnt, dass Orthonormalbasis hier im Sinne der Funk-
tionalanalysis gemeint ist, also eine Ansammlung von orthonormalen Vektoren B € V mit der
Eigenschaft, dass (B) = V (und nicht (B) = V wie man das in der linearen Algebra wohl fordern
wiirde). Aber die Stetigkeit von N (zusammen mit der Hausdorffeigenschaft von V') impliziert ja
insbesondere, dass N durch seine Einschrankung auf jeden dichten Unterraum bestimmt ist; hier
verliert man also nichts. Und der Satz kommt in Wahrheit natiirlich nicht nur mit einer Exis-
tenzaussage daher, sondern genau die der Spektralsatz im endlich dimensionalen Fall mit einer
Anleitung, wie man so eine Orthogonalbasis finden kann. Im Beispiel der Integraloperatoren von
oben garantiert die Hilbert-Schmidt-bedingung an k, dass §, : L*([0,1]) — L*([0, 1]) kompakt ist
und das schlachtet man dann zur Losung von Differentialgleichungen eben aus.

Aber was tun, wenn der Operator, der gerade von Interesse ist, eben nicht kompakt ist?
Darum soll sich dieser Abschnitt drehen. Die erste Beobachtung ist, dass die Nichtexistenz von
Eigenwerten nur in gewisser Weise harmlose Griinde hat. Fiir einen endlich dimensionalen Vek-
torraum V ist eine Abbildung A: V — V ja schliellich injektiv genau dann, wenn sie surjektiv
ist, genau dann, wenn sie invertierbar ist. Das stimmt in unendlich dimensionalen Rdumen eben
nicht mehr. Es kann deshalb fiir gegebenes A, wenn V' nicht mehr endlich dimensional ist, eben
die Abbildung Aidy — A injektiv aber nicht invertierbar sein. Wir setzen daher einmal:

9.4. Definition Ist V ein topologischer C-Vektorraum, und A: V' — V stetig und C-linear, so
heifit A € C ein Spektralwert von A, wenn X - idy — A nicht (stetig!) invertiertbar ist. Die Menge
Spec(A) < C der Spektralwerte von A, heifit das Spektrum von A.

Ist V endlich dimensional, so besteht das Spektrum eben genau aus den Eigenwerten von
A (und das gleiche gilt fiir kompakte Operatoren allgemein). Der Name riihrt daher, dass fiir
den Schrodingeroperator (den ich hier nicht genauer beschreiben will) eines gegebenen Atoms
das Spektrum genau aus den Welllangen des Emissionsspektrum des Atoms besteht (genauer, den
negativen Energien von Photonen mit diesen Welleldngen). Das Verstandnis von Operatorspektren
hat also einen unglaublich direkten bezug zur Quantenmechanik.
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Ich erwéhne nun auch noch die fundamentale Aussage iiber stetige Operatoren, analog zur
Existenz von Eigenwerte von Matrizen (zur Erinnerung: Eigenwerte sind in endlich dimensionalen
Vektorraumen immer genau die Nullstellen des charakteristischen Polynoms; iiber algebraisch
abgeschlossenen Korper wie C gibt es also immer Eigenwerte).

9.5. Theorem (Banach) Das Spektrum eines stetigen C-linearen Operators auf einem komplexen
Banachraum ist immer eine kompakte Teilmenge von C, und nie leer.

Ich kann es nicht lassen die Existenz von Spektralwerten zu skizzieren: Als Frsatz des Fun-
damentalsatzes der Algebra zieht man hierfpr den Satz von Liouville aus der Funktionentheorie
heran: Eine komplex differenzierbare Funktion f: C — C ist entweder konstant oder unbeschrénkt
(fiir ein Polynom P ohne Nullstelle ist + eine solche Funktion die beschréinkt ist, und damit kon-
stant; der Liouville’sche Satz enthélt also den Fundamentalsatz der Algebra).

Hétte nun ein Operator A auf einem Banachraum X wie oben leeres Spektrum, so wére fiir

jedes x € X und stetige lineare Abbildung ¢: X — C die Funktion
Ryp:C—C, A p((A-id— A)~(2))

komplex differenzierbar und mit |Rg ,(A)| — 0 bei |A] — oo (beides nicht schwer zu priifen),
also muss sie nach dem Satz von Liouville verschwinden. Aber ein weiterer fundamentaler Satz
der Funktionalanalysis (ndmlich der von Hahn-Banach, der iibrigends auch auf dem Zorn’schen
Lemma fuBit) sagt, dass wenn ¢(z) = 0 fiir alle stetigen linearen ¢: X — C gilt, dann muss schon
x = 0 sein. Wir lernen also, in oberem Fall, dass (A -id — A)~!(x) = 0 fiir alle z € X gilt, und
damit (\-id — A)~! = 0 im Widerspruch zur Invertierbarkeit.

9.6. Beispiel Fiir den Multiplikationsoperator p: L2([0,1]) — L2([0, 1]) von oben haben wir
Spec(p) = [0,1],

obwohl p keine Eigenwerte hat: Offenbar ist A -id — p immer injektiv, es gilt ja einfach

[(A-id = w)(HIE) = A=) f(t)
und das wird offensichtlich durch Teilen durch ¢ — A —t riickgingig gemacht. Und fiir A € C\[0, 1]
liefert dieses Teilen natiirlich auch einfach die inverse Abbildung zu A -id — p, aber fur A € [0, 1]

ist
pAG
A—t
eben nicht mehr unbedingt quadratintegrierbar, wenn f das wahr (etwa, wenn f konstant ist).

t—

Was tut man also nun mit dem Spektrum, wenn es nicht aus Eigenwerten besteht? Hierzu
eine Umformulierung der Diagonalisierbarkeit (die etwas kommutativer Algebra bedarf und de-
shalb nur manchmal in den linearen Algebravorlesungen auftaucht). Ich hoffe, Sie erinnern sich
noch daran, dass ein Endomorphismus A eines endlich dimensionalen Vektorraums genau dann
diagonalisierbar ist, wenn das Minimalpolynom mins von A (das normierte Polynom P kleinsten
Grades mit P(A) = 0) in einfache Linearfaktoren zerfillt; um die Erinnerung an das Minimalpoly-
nom wachzuriitteln erwédhne ich noch einmal, dass fiir beliebiges A die Nullstellen von miny genau
die Eigenwerte von A sind, der Satz von Cayley-Hamilton besagt, dass das Minimalpolynom das
charakteristische teilt (beide haben sogar immer die gleichen Primfaktoren), und dass A genau
dann eine Jordan’sche Normalform besitzt, wenn alle diese Primfaktoren linear sind, was natiirlich
iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper wie C automatisch der Fall ist.

Nun zur Umformulierung der Diagonalisierbarkeit: Fir jede (zentrale!) K-Algebra R und
jedes Element r € R faktorisiert die eindeutige K-Algebrenabbildung K[T] — R, die T auf r
schickt iiber einen Isomorphismus

K[T]/min, — K|[r],

wo die rechte Seite den kleinsten K-Unteralgebra von R bezeichnet, die r enthélt. Wenden wir
das auf R = Homg (V, V) an, so erhalten wir also einen Isomorphismus

K[T]/miny — K[A].
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Nun betrachte man die eindeutige K-Algebrenabbildung
K[T] — F(Spec(A),K), T+—id,

wo Spec(A) € K eben einfach die Menge der Eigenwerte von A ist. Dass die Eigenwerte von A alle-
samt Nullstellen von miny4 sind, sagt, dass die Abbildung tiber K[T']/min, faktorisiert und kom-
biniert mit der vorigen Beobachtung erhélt man insgesamt eine eindeutige K-Algebrenabbildung

va: K[A] — F(Spec(4),K) mit A+ id.

9.7. Satz Ist K ein Korper, V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und A: V. — V K -linear,
s0 ist A genau dann diagonalisierbar, wenn v4: K[A] — F(Spec(A), K) ein Isomorphismus ist.

Man beachte, dass fiir eine Nummerierung Spec(A) = {A1, ..., A} die Abbildung
(evy,,...,evy,): F(Spec(A),K) — K"

mit punktweiser Addition und Mulitplikation auf der rechten Seite ein Isomorphismus ist, der die
Identitéat auf (A1,...,\,) € K™ schickt. Damit reduziert sich die Behauptung des Satzes auf das
Diagonalisierbarkeitskriterium mittels Minimalpolynom: Es ist namlich leicht zu sehen, dass jedes
Element des Rings auf der rechten Seite ein Produkt von Linearfaktoren als Minimalpolynom hat,
was die eine Implikation liefert, und fiir die andere benutzt man den chinesischen Restsatz um bei
ming = (T — Ay) -+ (T — Ap)x

K[A] = K[T)/ming = K[T]/T =X\ x -+ x K[T]/T = A = K x - x K

zu erhalten.
Damit geriistet nun zuriick zum Fall von normalen Operatoren auf einem Hilbertraum. Es
gilt ndmlich nun die folgende Variante dieses Satzes:

9.8. Theorem (Spektralsatz fiir Hilbertrdume) Ist H ein komplexzer Hilbertraum und N: H — H
ein stetige normale C-linear Abbildung, so gibt es genau einen stetigen Isomorphismus

v : C(N) — C(Spec(N),C) mit N —id

von topologischen C-Algebren, wo C(N) € Home (V, V), die kleinste abgeschlossene C-Unteralgebra
von B(V,V) ist, die N und das adjungierte N* enthdlt.

Hier ist B(V,V) € Home(V,V) die Teilmenge der stetigen C-linearen Abbildungen, ausges-
tattet mit der Topologie, die von der sogennanten Operatornorm
|A]l = sup [[Az]|
lzll<1
induziert wird (allein schon, dass dies wirklich eine Norm ist bedarf einiger Uberlegung; eine C-
lineare Abbildung A ist genau dann stetig, wenn ||A]| < o), und C(Spec(N),C) geben wir die
Topologie der Supremumsnorm; -y ist dann nicht nur stetig sondern sogar normerhaltend.

Jetzt kann man sich fragen, was diese Form des Spektralsatzes denn nun niitzt (den Nutzen
von Diagonalisierung haben Sie ja in der linearen Algebra hoffentlich bis zur Gentige durchgekaut).
Dafiir will ich nur ein Beispiel: Benotigt man etwa eine Quadratwurzel N in B(V, V) hat, so lernt
man, dass jede stetige Funktion w: Spec(N) — C mit w(x)? = z fiir alle = eine solche bestimmt:
Solche Funktionen entsprechen nach dem Spektralsatz ja genau den Quadratwurzeln von N in
C(N). In B(V,V) gibt es in der Regel natiirlich noch mehr Wurzeln; man nehme etwa V = R,
N =id, dann ist jede Spiegelung eine Wurzel von N, aber der Spektralsatz liefert nur +id, aber
flir so manchen Zweck reicht es ja eine in der Hand zu haben, und das leistet der Spektralsatz
eben.

Der Satz von Tychonov ist aber immer noch nicht in Sicht. Obiger Spektralsatz ist aber in
einem allgemeineren Satz enthalten, fiir den wir noch eine Definition brauchen:

9.9. Definition Eine (komplexe) C*-Algebra D ist eine C-Algebra zusammen mit einer Norm
I=|l: — Rso und einer R-Algebrenabbildung (—)*: D — D°P, derart dass

(1) D ist beziiglich der Norm vollstandig,
(2) llz-y| < |lz| - |lyll (diese beiden Eigenschaften machen D zu einer Banachalgebra),
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(3) (\-2)* =X z* und (z*)* =z,
(4) lle*[| = llzll und [l - z*|| = [l]/>.

fiir alle z,y € D und X € C gilt.

Die prominentesten Beispiel sind nun eben B(V,V) mit der Operatornorm und dem Ad-
jungierten als Involution, und damit auch C(A) fiir jedes A € B(V, V), und fir jeden topologischen
Raum X auch C*(X,C), die Menge der beschriinkten stetigen Funktionen mit der Supremumsnorm
und der komplexen Konjugation als Involution. Das letzte Beispiel ist offenbar immer kommutativ
und C(A) ist kommutativ eben genau, wenn A normal ist. Und es gilt nun ganz allgemein:

9.10. Theorem (Gelfand, Naimark) Ist D eine kommutative C*-Algebra, so gibt es einen kom-
pakten Hausdorffraum X zusammen mit einem Isomorphismus

v: D — C(X,C)

und zu einem zweiten kompakten Hausdorffraum Y mit einem solchen Isomorphismus B gibt es
genau eine stetige Abbildung f: X — Y mit f* o 8 =~ und diese ist ein Homéomorphismus.

Mit anderen Worten: Kommutative C*-Algebren sind im Wesentlichen das gleiche wie kom-
pakte Hausdorffrdume. Das lasse man sich einmal auf der Zunge zergehen; auch insbesondere, dass
diese Aussage die Diagonalisierbarkeit normaler Matrizen, als den Spezialfall endlicher diskreter
Réume enthalt.

In den Satz von Gelfand und Naimark geht nun jedenfalls der Satz von Tychonov entscheidend
ein. Wie findet man n&mlich so einen Raum X? Dazu sollte man sich wohl iiberlegen, wie
man einen Raum X wieder aus Daten von C(X,C) zuriickgewinnt, die unter Isomorphismus von
C*-Algebren erhalten bleiben. Die einfachste Art ist wohl, dass jeder Punkt z € X den C*-
Homomorphismus (also eine stetige C-Algebrenabbildung, die mit den gegebenen Involutionen
kommutiert)

evy: C(X,C) —C, fr— f(x)
liefert und wir damit insgesamt eine Abbildung
X — Homc* (C(AX7 C), (]:)

vor uns haben. Und es war schon lange vor dem Beweis des Satzes von Gelfand und Naimark
bekannt, dass diese Abbildung fiir jeden kompakten Hausdorffraum eine Bijektion ist, aber das
ist iiberhaupt nicht offensichtlich: Die Injektivitat etwa iibersetzt sich dahinein, dass es zu je zwei
Punkten = # y € X eine stetige Funktion f: X — C mit f(z) # f(y) gibt. Solche Funktionen gibt
es in jedem T4-Raum nach dem (sogenannten) Uryson’schen Lemma, und das ist wohl der raison
d’étre dieses Trennungsaxioms (dass jeder kompakte Hausdorffraum automatisch T4 ist, miissen
Sie in den Ubungen verifizieren). Wir sind nun jedenfalls angehalten fiir eine beliebige C*-Algebra,
D fiir X die Menge Homgx (D, C) der sogenannten Charaktere von D anzusetzen. Dann haben
wir zumindestens einmal eine Abbildung

YD: D — F(Homc* (D7 C), C), d— [(p > Qﬁ(d)]

Als néchstes gilt es eine Topologie auf Homex (D, C) zu finden. Es gilt natiirlich Homg« (D, C) <
B(D,C) und wir kénnten die hiervon induzierte Unterraumtopologie betrachten. Es stellt aber
heraus, dass dies immer die diskrete Topologie ist daher nicht besonders interessant (und natiirlich
auch meist nicht kompakt!). Es gibt aber noch eine zweite naheliegende Wahl fiir die Topologie
auf Homesx (D, C): Die der punktweisen Konvergenz! Und damit nun endlich zur Anwendung des
Satzes von Tychonov:

9.11. Korollar Ist D eine C*-Algebra, so ist Homex (D, C) mit der Topologie der punktweisen
Konvergenz ein kompakter Hausdorffraum.

PROOF. Geben wir Home (V, W) fir zwei normierte komplexe Vektorrdume V., W die Topolo-
gie der punktweisen Konvergenz, so konnen wir feststellen, dass jede C-lineare Abbildung auf V'
durch ihre Einschrankung auf die Kugel

Uy ={zeV ||zl <1}



9. DER SATZ VON GELFAND-NAIMARK* 65

eindeutig bestimmt. Mit anderen Worten die Einschrankungsabbildung
Home(V, W) — C(Uy, W)

ist injektiv und es ist nicht schwer zu priifen, dass sie ein Homdomorphismus auf ihr Bild ist.
Setzen wir nun V = D und W = C ein, so lernen wir, dass Homgx (D, C) die Unterraumtopologie
von C(Up, C). Aber jeder C*-Homomorphismus ¢: D — C hat nach dem folgenden Lemma Norm
1 und erfiillt daher ¢(Up) € D? < C. Es ist also Homgs (D, C) ein Unterraum von C(Up, D?), und
zwar ist es ein abgeschlossener Unterraum: Dass die Gleichungen die Additivitat, Multiplikativitét,
C-Linearitdt und Involutivitdt definieren aus dem Raum aller Abbildungen einen abgeschlossenen
ausschneiden ist hoffentlich klar, und wie oben erwahnt ist eine C-lineare Abbildung die die Kugel
auf eine beschrinkte Menge abbdildet automatisch stetig, das muss also nicht mehr gesondert
betrachtet werden.

Insgesamt ist also Homex (D, C) homdomorph zu einem abgeschlossenen Unterraum von [ [ ep )
und ist Hausdorff und nach dem Satz von Tychonov eben kompakt.

Holen wir noch den Beweis der Normabschétzung nach, er liefert ndmlich auch noch den
Schlussakkord unserer Diskussion: Dazu setzen wir fiir jede C*-Algebra D und ein a € D noch

Spec(a) = {\ € C | A — a ist nicht invertierbar},
in direkter Verallgemeinerung der Definition fiir lineare Abbildungen.

9.12. Lemma Ist p: D — C ein Charakter einer C*-Algebra, so gilt p(a) € Spec(a) fir jedes
a € D und gilt |\| < ||a|| fir jedes X € Spec(a).

PRrROOF. Offenbar gilt ¢(a) — a € ker(¢) und da jeder Ringhomomorphismus Einheiten auf
Einheiten schickt, kann ¢(a) — a € D keine sein, also ¢(a) € Spec(a). Und ist A > ||a, so folgt,
dass die geometrische Reihe },, - i—z konvergiert und damit gilt

1 a® a ak
A k=0 A A k=0 A
nach der geometrischen Summenformel, sodass A — a invertierbar ist. O

Damit erhalten wir nun jedenfalls eine Abbildung
vp: D — C(Homex (D, C),C).

Fiir den Existenzteil des Satzes von Gelfand und Naimark bleibt noch zu priifen, dass sie ein
Isomorphismus ist. Fiir die Surjektivitat bemiiht man meist den Satzes von Stone-Weierstraf, der
die dichten Unteralgebren von stetigen Funktionen auf kompakten R&umen charakterisiert (sie
haben in den Analysisvorlesungen hoffentlich gelernt, dass die Polynome in den stetigen Abbil-
dungen [0,1] — R dicht liegen; der Satz verallgemeinert das) Und fiir die Injektivitat zeigt man,
dass ||[vp(a)|| = |la||. Hierfiir wiederum beobachtet, man dass die aus dem Lemma entstehende
Abbildung
ev,: Homex (D, C) — Spec(a)

immer surjektiv ist: Ist ndmlich A € Spec(a), so ist @ — A keine Einheit in D und damit das von
a — X erzeugte Ideal nicht ganz D. Als eine Konsequenz des Zorn’schen Lemmas findet man daher
ein maximales Ideal a— X € m € D. Nun iiberpriift man, dass D/m die Struktur einer C*-Algebra
von D erbt, aber gleichzeitig ein Korper ist. Wir werden im Laufe dieses Semesters noch beweisen,
dass das schon impliziert, dass die kanonische Abbildung u: C — D/m ein Isomorphismus ist, ein
weiterer Satz von Gelfand. Invertiert man u jedenfall erhdlt man einen Charakter

D D/m

der per Konstruktion a auch A schickt. Diese Uberlegung ibersetzt zum einen die Gleichung
lvp(a)|| = |la|| in die Aussage, dass es immer ein A € Spec(a) mit |[A| = ||a| gibt, welche nun
schlussendlich aus der Formel fiir den Spektralradius in Banachalgebren folgt. Zum anderen liefert
sie aber zusammen mit 7.8:

D2
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9.13. Korollar Ist H ein Hilbertraum und N: H — H eine stetige, normale C-lineare Abbildung,
so ist die Abbildung
Homc (C(N),€) — Spec(N), ¢ —> ¢(N)

ein Homdomorphismus.

Und auf diese Weise folgt nun insbesondere der Spektralsatz aus dem Satz von Gelfand und
Naimark. Man setzt daher auch fiir eine allgemeine C*-Algebra

Spec(D) = Homes« (D, C)

mit der Topologie der punktweisen Konvergenz und nennt diese Raum das Spektrum von D. Und
fiir eine kommutative C*-Algebra ist eine weitere Beschreibung (der unterliegenden Menge) dieses
Raums durch die Menge der maximalen Ideale in D gegeben, wie sich sofort aus dem Satz von
Gelfand iiber die C*-Korper ergibt. Insbesondere hiangt in diesem Fall die unterliegende Menge
des Spekrums nur von der unterliegenden Algebra von D, und weder der Topologie noch der
Involution ab.

Ich beende diesen Abschnitt nun mit der Bemerkung, dass Hilbert mit seinem Nullstellensatz
auch gezeigt hat, dass fiir eine Ansammlung von Polynomen f1,..., fx € K[T1,...,T,], K ein
algebraisch abgeschlossener Korper, die Menge

V(f) = {z e K" | f;(2) fiir alle 1 <i <k},

die uns im Zuge der Zariski-Topologie begegnet ist, immer in Bijektion zu den maximalen Idealen
der Algebra O == K[Ti,...,T,]/f1,..., fx steht (ein = € V(f) entspricht hierbei genau dem
Bild des Ideal m, = {g € K[T1,...,T,] | g(x) = 0}), was das Studium von Nullstellenmengen
von Polynomgleichungen ebenfalls in die Analyse von Spektren von Ringen iibersetzt, und diese
damit fiir die algebraische Geometrie fundamental macht. Um die Annahme der algebraischen
Abgeschlossenheit an K zu entfernen (und auch zu so manch subtilerem Zweck) betrachtet man
heute meist systematisch die Menge der Primideale in einem Ring R, anstatt nur der maximalen,
aber jetzt muss ich Sie wohl wirklich in die Vorlesungen zur Funktionalanalysis und algebraischen
Geometrie weiterverweisen.



KAPITEL 2

Mannigfaltigkeiten und Biindel

Ziel dieses Abschnittes ist zu erkldren, wie man die Methoden der Differentialrechnung von
Teilmengen euklidischer Réume auf allgemeinere Raume, wie die Grassmann’schen iibertragt.
Die Klasse von Raumen fiir die das moglich ist, sind die sogenannten differenzierbaren Mannig-
faltigkeiten, die wir als erstes einfithren werden. Auf diesen l&sst sich dann nicht nur ein Begriff von
stetigen Funktionen (wie eben in beliebigen topologischen Raumen) sondern auch von differenzier-
baren Funktionen einfiithren. Sich zu iiberlegen, welche Form die Ableitung einer solchen Funktion
genau ist, wird uns dann auf das Tangentialbiindel einer Mannigfaltigkeit fithren, und damit zum
Begriff des allgemein Faserbiindels fithren. Hier werden ich die grundlegenden Konstruktionen
angeben, die in der Differential-topologie und -geometrie immer und immer wieder auftreten, was
viele Probleme aufwerfen wird, von denen wir dann im letzten Kapitel der Vorlesung nur einige
der einfachsten 16sen werden konnen.

1. Topologische Mannigfaltigkeiten
Starten wir direkt mit dem Grundbegriff dieses Kapitels:

1.1. Definition Ein topologischer Raum M heifit eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, falls er
hausdorft’sch ist und lokal euklidisch, also wenn es um jeden Punkt x € M eine offene Umgebung
x € U € M und ein offenes V' € R™ zusammen mit einem Hom&omorphismus ¢: U — V gibt. Ein
solches Tripel (U, V, ) heifit dann eine Karte von M und eine Ansammlung von Karten, die M
iiberdecken heifit ein Atlas von M.

1.2. Beispiel (1) Das trivialste Beispiel ist natiirlich eine offene Teilmenge V' € R™; hier ist
{(V,V,id)} ein Atlas. Entlang dieses Beispiels werden sich viele der Uberlegungen, die
wir im weiteren treffen werden, auf die Ergebnisse der Analysisvorlesungen reduzieren.

(2) Das einfachste nicht-triviale Beispiel ist wohl S™. Hierzu erinnere ich an die stereographis-
chen Projektionen

. gn 1 x, v)
sty: S\ {v} — v, z+— 1—<x,v>x_ 1—<x,v>v

aus den Ubungen (zur Erinnerung: st,(z) ist der Schnittpunkt der Graden durch v und
o mit v1) mit Umkehrabbildung

2 N |z)? — 1
X v
1+ |z|? 1+ =2

spy: vt — S"\{v}, z+—

offenbar beide stetig.
Wahlt man sich nun irgendwie eine Basis von v
b: R™ — V, so ist die Komposition

b~ ost,: S"\{v} — R"

L und damit einen lineare Homéomorphismus

eine Karte von S und jede Ansammlung von mindetens zwei solcher Karten bilden einen
Atlas. Anbieten tun sich natiirlich die zu +e, .1 gehorigen, bei denen man dann wegen
el 1 = R" x {0} = (—en41)t die Standardbasis von R™ nehmen kann. Ausgeschrieben
lauten die zugehorigen Karten dann einfach

S"\eni1) — RY, @ (2, )

1—zpy1? """ 1—2py1
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(3) Der Vollstandigkeit halber hier schnell das Beispiel eines lokal euklidischen Raumes der
nicht hausdorff’sch ist: Man nehme X = (R x {0,1})/~ wo (x,t) ~ (y, s) falls ¢ = y und
zusitzlich t = s oder & # 0. Mit anderen Worten, jedes (z,0) wird (z,1) identifiziert,
aufler dass (0,0) und (0, 1) distinkt bleiben. Das Ergebnis heifit meist die Grade mit zwei
Urspriingen (eben den Punkten (0,0) und (0, 1)) und jede zwei offene Umgebungen dieser
Punkte scheiden sich offenbar, sodass wir es mit einem nicht hausdorff’schen T1-Raum
zu tun haben. Trotzdem bilden die beiden Abbildungen

R—X, r+—(z,0) und R— X, r+—(z,1)

S"™\{—epns1} —> R", x»—>( m_ )

einen Atlas von X. Solche furchterbare Beispiele schlieit die Hausdorffeigenschaft eben
aus.

Bevor wir weitere Beispiele besprechen, mochte ich noch auf ein fundamentales Problem
aufmerksam machen, das man in obiger Definition schnell ibersieht: Wir wiirden die Zahl n aus
der Definition einer n-Mannigfaltigkeit X gern die Dimension von X nennen. Es ist nun aber der
Definition nach erst einmal nicht klar, ob die Zahl n durch M {iberhaupt eindeutig bestimmt ist.
Selbst die Antwort auf die hierfiir wohl grundlegendste Frage, ndmlich ob R™ jemals homomorph
zu R™ sein kann, ohne dass n = m gilt, ist iiberhaupt nicht offensichtlich. Um ihr Gefiihl dafiir
etwas zu schiarfen bemerke man:

(1) Es gibt nach den Sétzen der Cantor’schen Mengenlehre (genauer brauchen wir hier den
Satz von Hessenberg) Bijektionen R™ — R™ fiir jede n,m > 1 (allein das ist ja schon
wahrscheinlich schon tiberraschend).

(2) Auf der anderen Seite gibt es natiirlich keine R-Vektorraumisomorphismen R™ — R™ fiir
n # m, eins der zentralen Ergebnisse der linearen Algebra.

(3) Einen Diffeomorphismus, also eine differenzierbare Bijektion f: R™ — R™ mit differen-
zierbarer Inversen kann es folglich auch nur bei n = m geben: Ist ist dann ja schliellich
nach der Kettenregel die Ableitung D, f: R® — R™ ein R-linearer Isomorphismus (mit
Inversem Dy, f71).

(4) Einen Isomorphismus als abelsche Gruppen, ja sogar als Q-Vektorrdume gibt es hingegen
nach dem allgemeinen Existenzsatz fiir Basen von Vektorrdumen, siehe 77, schon: Jede
Q-Basis von R™ hat die namlich gleiche Méchtigkeit wie R und folglich gibt es (wieder
nach dem Satz von Hessenberg) eine Bijektion zwischen solchen Basen fiir beliebige n
und m, und das liefert insbesondere einen Isomorphismus als Q-Vektorraume.

(5) Ein solcher kann aber fiir n # m nie stetig sein, denn eine stetige Q-lineare Abbildung
R™ — R™ ist natiirlich automatisch auch R-linear.

Wo nun genau in dieses Gemenge sich die Homéomorphismen einordnen, ist erst einmal vollig
unklar, und wir werden die Lage dieses Semester auch nicht vollstandig klaren. Einzig der Fall
n = 1 lasst sich mit unserem jetzigen Wissen leicht erledigen, er wird eine Ubung sein. Mit den
Methoden aus dem letzten Kapitel der Vorlesung, werden wir den Fall n = 2 erledigen kénnen.
Einen Gedanken will ich Thnen aber direkt noch austreiben: Es liegt die Annahme nahe, dass
es nicht nur keine Homéomorphismen R™ — R™ fiir n # m gibt, sondern fiir m > n nicht
mal stetige Surjektionen (was natiirlich alles gewlinschte implizieren wiirde). Die gibt es aber
iiberraschenderweise, wie Peano 1890 beobachtete!

1.3. Beispiel Wir konstruieren eine stetige Surjektion g: [0,1] — [0,1]?, so etwas nennt man
heutzutage eine Peanokurve. Wie man hieraus (leicht!) stetige Surjektionen R — R™ fiir jeden
n > 1 konstruiert tiberlasse ich einmal ihnen. Die folgende Konstruktion ist von Hilbert (aus dem
Jahr 1889) und etwas einfacher als Peano’s urspriingliche Version.

Wir konstruieren sie als Grenzwert einer Folge von stetigen Funktionen f;: [0,1] — [0,1]?, die
wir induktiv definieren. Die Idee ist, dass wir ein Quadrat interativ immer vier die offensichtlichen
vier Teilquadrate (also oben-links, unten-links, unten-rechts, oben-rechts) zerlegen kénnen, also
[-1,1]? im n-ten Schritt in 4™ gleichgrofie Quadrate und eine Funktionenfolge wihlen, sodass
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(1) f, die Mittelpunkt der 2" Quadrate durchlduft, und
(2) fn+1(t) immer im gleichen der 2 Quadrate liegt wie f,(t)
So eine Folge konstruiert man wie folgt: Als fy wéhle einfach ¢ — (¢,0). Dann seien

Ho, ..., Hs: [0,1]*> — [0,1]?

durch
Ho S t = % %) Hl(s t) (% %
HQ(S t) ( i1), H3 S, t ( t )

gegeben. Es bildet also H; ganz [0,1]? in das i-te der vier Tellquadrate von [0,1]? und rotiert es
in den Féllen ¢ = 0 und 4 = 3 um +7/2 (was sich gleich als giinstig erweisen wird).
Haben wir namlich nun f,: [0,1] — [0,1]* gegeben, so setzen wir

Ho(fn(41)) 0<t< g
Hi(fa(4t=1)) j<t<j
o= - 2) lei<d
Hy(fn(4t—=3)) 2<t<1

was eben bei %,% und % genau nach Wahl der Rotationen zusammenpasst: Man erhélt namlich
induktiv f,(0) = (0,0) und f,(1) = (1,0), wegen

fn1(0) = Ho(fn(0)) = Ho(0,0) = (0,0) und  fry1(1) = H3(fn(1)) = Hs(1,0) = (1,0)
und deshalb gelten

HO(fn(l)) = HO(LO) = (%30) = Hl(0,0) = Hl(fn(o))

was die Wohldefiniert von f,, ;1 bei t = i verifiziert, und analog gelten

Hi(fa(1)) = Hi(1,0) = (3. 3) = H2(0,0) = Hz(fa(0))
und

Hy(fn(1)) = Hy(1,0) = (1, 3) = H5(0,0) = Hs(fn(0))
Es ist also f, nach 3.25 stetig. Den Nachweis, dass die f, gleichmaBig gegen eine Grenzfunktion
konvergieren, und diese wirklich surjektiv ist, werden Sie in den Ubungen fithren miissen.

Nun also zuriick zu interessanteren Beispielen von Mannigfaltigkeiten. Dazu erinnere ich erst
einmal an einen der Hauptsétze der zweiten Analysisvorlesung:

1.4. Theorem (Satz iiber implizite Funktionen) Es seien U € R™ offen, f: U — RF [-fach stetig
differenzierbar, y € R¥ und x € U mit f(z) = y. Ist dann P € R™ ein R-Untervektorraum
derart, dass die R-lineare Abbildung D fip: P — R* invertierbar ist, so gibt es fiir jeden Komple-
mentdrraum Q € R™ von P (also P® Q = R™) offene W € P und V € Q und eine Abbildung
g:V - W, sodass

(1) zeV+W U und

(2) firveV und we W gilt f(v+ w) =1y genau dann, wenn g(v) = w.

In diesem Falle ist g durch f und V (und streng genommen W) eindeutig bestimmt und ebenfalls
l-fach stetig differenzierbar.

Etwas anders gesagt gilt, wenn wir U € P ® () benutzen um f als Funktion in zwei Variablen
aufzufassen, dass f(w, g(w)) = y fir alle w € W gilt, und v = g(w) fiir gegebenes w und y auch
die einzige Losung von f(w,v) = y ist: Die Losungsmenge der Gleichung f(w,v) = y kann fiir
gegebenes y € R¥ also durch eine implizit gegebene Funktion g parametrisiert werden (fiir die es in
der Regel keinerlei verniinftige Formel mehr gibt!). Oder noch anders gesagt: Die Menge f~1(y)
hat in U die Gestalt des Graphen von g. Es ist ndmlich

V—>f_1(y) NV +W), v v+g)

ein [-fach differenzierbar mit Umkehrabbildung gegeben durch die R-lineare R™ — @, die auf @
die Identitat ist und Null auf P. Insbesondere ist id + g ein Hom6omorphismus.
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Das liefert uns namlich sofort:

1.5. Korollar Ist U € R offen, f: U — RF stetig differenzierbar und y € R* ein regulirer Wert
von f, also die Ableitung Dy f: R" — R* surjektiv fiir jedes x € U mit f(x) =y, so ist f~(y)
eine (n — k)-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Ist ndmlich z € f~1(y) so konnen wir uns wegen der Surjektivititsannahme (und dem Ba-
sisauswahlsatz der linearen Algebra) ein P € R™ derart schnappen, dass die Einschrankung
D,f: P — R” invertierbar ist. Wahlen wir uns dann noch einen Komplementirraum ¢ und
eine Basis b von @ (also einen linearen Isomorphismus b: R"~* — Q) so erhalten wir mittels Satz
iiber implizite Funktionen (mit den Bezeichnungen von oben) einen Homéomorphismus

b LV) DV AL, iy A (V + W)

und das ist offenbar (das Inverse) eine(r) Karte von f~!(y) um z herum. Die Karte selber einfach
die Einschriankung der linearen Abbildung

b—l

R" 1) Q [Rnfk

wo die erste Abbildung die von der Zerlegung R™ = P @ @ induzierte Projektion ist.

1.6. Beispiel (1) Als ein ganz simples Beispiel liefert das noch einmal, dass S™ eine Man-
nigfaltigkeit ist: Betrachte dafiir
R SR oz |22 =22 4+ 22,
Das ist offenbar eine glatte Abbildung und es gilt
D, f(v) = 2xqvg + - -+ + 2z, v, = 2{z, V)

Insbesondere ist die R-linear Abbildung 2{z,—) = D,f: R**! — R fiir jedes z # 0
surjektiv, und damit jedes y € R\{0} ein reguldrer Wert von f. Insbesondere ist S™ =
f71(1) also eine Mannigfaltigkeit.

Schaut man sich nun obige Konstruktion einmal genauer an, so stellt man fest, dass
fiir z € S™ die Einschridnkung von D, f auf R - x surjektiv ist. Wir kénnen also P = R*
und Q = z* im Satz iiber implizite Funktionen wéhlen. Und in der Tat ist fiir

V={vext|1>v]}] und W=R.g-z
die Abbildung
g:V—0W, vr—/1—|? =z
eine Losung des impliziten Funktionenproblems, und
d+g:VoS"n(V4+W), veov+a/l-p?

eine HomgGomorphismus auf die (offene) Hemisphéire um z.

(2) Hier ein substantielleres Beispiel indem eine explizite Angabe der Karten gar nicht mehr
so leicht ist: Es sei Mat®(nxn,R) € Mat(nxn,R) die Menge der symmetrischen Matrizen,
ein R-Untervektorraum der Dimension %

Betrachte dann die Abbildung
Sym: Mat(n x n,R) — Mat®(n x n,R), A+ A. A%

und nur zur Sicherheit: Es gilt (A - AY)t = (A")! - A* = A - A? sodass A - A wirklich
immer symmetrisch ist. Die Abbildung S ist bei weitem nicht surjektiv: Sie haben
hoffentlich irgendwann in im Laufe der linearen Algebra gelernt, dass das Bild genau
aus den positiv definiten symmetrischen Matrizen besteht, und das Urbild einer positiv
definiten symmetrischen Matrix S wiederum genau aus den Matrizen, deren Spalten eine
Orthonormalbasis des R™ beziiglich des Skalarprodukts (z,y) — 'S - y. Jedenfalls
gilt aus diesem (oder auch nach direktem Hinsehen)

O(n) = Sym ' (I,)



1. TOPOLOGISCHE MANNIGFALTIGKEITEN 71

und ich behaupte, dass [,, ein reguldrer Wert von Sym ist. Es folgt also, dass O(n) eine
Mannigfaltigkeit der Dimension
5 n(n+1) nn-1)

n* — =
2 2

ist. Etwa hat die fiir das wirklich wahre Leben so bedeutsame Gruppe O(3) Dimension
3.

Zur Behauptung: Wir berechnen D Sym: Mat(n x n,R) — Mat®*(n x n,R) fir
ein beliebiges A € Mat(n x n,R). Dazu beobachten wir, dass Sym (streng genommen,
die Komposition mit der Inklusion von symmetrischen in beliebige Matrizen) sich als
Komposition

N t
Mat(n x n,R) A4

Mat(n x n,R) x Mat(n x n,R) —— Mat(n x n,)

zerlegen lasst. Geméfl Kettenregel ist D 4Sym also das Produkt der Ableitungen dieser
beiden Abbildungen. Aber hier ist die erste linear und die zweite bilinear und ich hoffe Sie
erinnern sich, dass fiir eine lineare Abbildung ¢: V — W und bilineare ¢¥: V x V/ — W
immer

(Dup)(z) = p(z) und (D) ¥)(z,2") = Y(z,v') + ¥ (v, 2)
gelten. Einsetzen liefert dann in unserem konkreten Fall
(DASym)(B) = A-B"'+ B - A"

Fiir welche A das nun genau surjektiv ist, will ich hier gar nicht untersuchen, aber fiir
AeSym~'(l,) und S € Mat®(n x n,R) gilt sicherlich
D4(354) = % (AA'S' + SAAY) = %(S +5) =9,

sodass [,, in der Tat ein regularer Wert ist.

Das obige Argument funktioniert beinahe wortwortlich (man ersetze die transponierte
durch die adjungierte Matrix und die symmetrischen durch die selbstadjungierten) um
zu zeigen, dass die Matrizen, die beziiglich irgendeiner perfekten symmetrischen Bilin-
earform ¢ auf R™ isometrisch sind (also die ¥(Ax, Ay) = ¢(x,y) fur alle z,y € R"
erfiillen), ebenfalls eine Mannigfaltigkeit (gleicher Dimension wie O(n)) bilden. Typisch
ist natiirlich der Fall der Form die durch die Matrix

1 ... 0 0 ... O
0 1 0 0
0 0 -1 0
o ... o o0 ... -1

mit p positiven und ¢ negativen Eintragen eine Mannigfaltigkeit, die mit O(p, q) bezeich-
net wird (im Gegensatz zu O(n) ist sie aber nicht kompakt. Und nach dem Sylvester’schen
Tréagheitssatz sind das bis auf Konjugation auch alle Beispiele von perfekten symmetrischen
Bilinearformen. In der Physik spielt etwa die 6-dimensionale Gruppe O(3,1) als die
Gruppe der Lorentztransformationen in der Relativitéitstheorie eine grofie Rolle.
Analoges gilt im komplexen Fall: Das Argument lasst es sich auch auf komplex linear
(perfekte) Bilinearformen anwenden (von denen es bis auf Konjguation ja nur eine gibt).
Es folgt dass die komplexe orthogonale Gruppe

O(n,C) ={AeGL,(C) | A- A" =1,}
eine Mannigfaltigkeit der (rellen!) Dimension n(n — 1). Es lasst sich aber auch auf

sesquilineare hermitesche Bilinearformen anwenden. Der Raum der hermitschen Ma-
trizen hat (reelle!) Dimension n? (im Gegensatz zum Raum der komplexen symmetrischen
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Matrizen, der reelle Dimension n(n+ 1) hat. Es ist also insbesondere die unitire Gruppe
U(n) = {AeGL,(C) | A-A =1,}

eine Mannigfaltigkeit der Dimension n?, und &hnlich gilt fiir die Varianten U(p,q),
definiert wir im reellen Fall (aber diese sind im Unterschied zu U(n) wieder nicht kom-
pakt.

Dies sind alles Beispiele, die sie natiirlich schon in den Analysisvorlesungen behandeln hatten
konnen. Hier nun das neue, das die eingefiihrte Begrifflichkeiten rechtfertigt:

1.7. Beispiel (1) In den Ubungen hatten Sie zu zeigen, dass die Abbildung
e;: R" — RP", xv+—[z1,..., 21, 1,24, ..., 2]
ein Homoomorphismus auf sein Bild
Uy={LSR"™ | Ln (R x{0} xR = {0}}

ist, welches natiirlich offen ist: Sein Urbild in S™ ist schliefllich dass offene {x € S™ | z; #
0} und RP" triagt gemifl 7.14 die Quotiententopologie von S™. Die Umkehrabbildung ist
von

(res" |z 0} — R,z (2, mo ma )

Ii’ T ? i T

induziert. Da RP" = Uy u ... U,+1 gilt, folgt dass RP" eine n-Mannigfaltigkeit ist.
Ganz analog folgt, dass CP™ eine 2n-Mannigfaltigkeit ist.

2. Glatte Strukturen

Der erklarte Sinn von Mannigfaltigkeit soll ja sein, den Differential- und Integralkalkiil von
Teilmengen euklidischer Raume auf Raume wie die Grassmann’schen zu erweitern. Dafiir benotigen
wir sicherlich einen sinnvollen Begriff von Differenzierbarkeit fiir eine Abbildung f: M — N zwis-
chen Mannigfaltigkeiten. Die Grundidee hierfiir ist folgende: Fiir einen Punkt z € M gibt es per
Definition offene x € U € M und f(z) € U’ € N zusammen mit Homéomorphismen

©0:U—VCR" und ¢:U — V' cRF
fiir V€ R” und V'’ € R* offen. Es liegt dann nahe, die Komposition
—1 !
oUnf UNESUAFHU) LU SV CRE

zu betrachten. Die Quelle ist hier eine Teilmenge von R", die () enthilt, und wenn f bei
x zumindest stetig ist, ist sie eine Umgebung von xz. Wir konnen also versuchen f als bei x
differenzierbar zu definieren, wenn f dort stetig ist und obige Komposition differenzierbar bei
o(z). Aber das ist noch kein ganz sinnvoller Begriff, wie folgendes Beispiel illustrieren soll:

2.1. Beispiel Betrachte die Abbildung w: R — R,z — &/z. Sie ist bei 0 nicht differenzierbar.

Aber da sie ein Homgomorphismus (mit Umkehrabbilung z + x3) ist, konnen wir in obiger
Definition U = R = V und ¢ = w und U’ = R = V' und ¢’ = id nehmen, und haben die
Differenzierbarkeit der Komposition

wt w id
R— R— R—R

zu priifen, welche offenbar auch bei 0 vorhanden ist.
Obiger Begriff gibt also die Differenzierbarkeit nicht korrekt wieder.

Die Losung ist es, die in der Definition von Differenzierbarkeit erlaubten Karten einzuschranken:

2.2. Definition Es sei M eine n-Mannigfaltigkeit und 1 < [ < o0. Dann heiflen zwei Karten
(U,V,p) und (U, V' "), also U, U € M, V,V' € R® offen, und p: U — V, o: U — V'
Homéoomorphismen, C!-kompatibel, falls die Kartenwechselabbildung

—1

Vael)=oUnU)EstUnt £ JUNU) = (U) AV
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[-fach stetig differenzierbar mit [-fach stetig differenzierbarer Inverser ist.

Ein Atlas in dem je zwei Karten Cl-kompatibel sind, heifit ein C!-Atlas, und zwei C'-Altanten
heiBen C!-kompatibel, wenn alle ihre Karten das sind (also wenn ihre Vereinigung wieder ein C!-
Atlas ist).

Ich iiberlasse es einmal Thnen als Ubung sich zu iiberlegen, dass C!-Kompatibilitiit von Cl-
Atlanten eine Aquivalenzrelation ist. Fiir [ = oo (und das ist der einzige Fall der bei uns ernsthaft
vorkommen wird) spricht man auch von glatt kompatiblen Karten und glatten Atlanten.

Die zentrale Definition dieses Kapitel ist nun:

2.3. Definition Eine C!-Struktur auf einer Mannigfaltigkeit M ist eine C'-Kompatibilititsklasse
von Cl-Atlanten auf M, und man nennt M eine C'-Mannigfaltigkeit ist ein Paar bestehend aus
einer Mannigfaltigkeit A und einer C!-Struktur auf M.

Ist f: M — N eine Abbildung zwischen zwei C'-Mannigfaltigkeiten, so heifit f I-fach stetig
differenzierbar, wenn die Komposition

—1 !
oUnf Y UN)ESUnfHU) LU SV CRE
das fiir alle Karten (U, V, ) in irgend einem C!-Atlas von M und (U’,V’,¢’) in einem von N ist.

Natiirlich kann man auch die Differenzierbarkeit an einzelnen Punkt definieren, und es gibt
viele offensichtlich Varianten obiger Definition (etwa kann man differenzierbare, aber nicht notwendi-
gerweise stetig differenzierbare, Kartenwechsel erlauben, etc).

2.4. Lemma Sind M und N C'-Mannigfaltigkeiten und f: M — N I-fach stetig differenzierbar,

so ist
—1

oUn U ES U U)LUu &s v cRE
fiir zwei Karten (U,V , ) von M und (U', V', ') von N aus beliebigen C'-Atlanten in den gegeben
C!-Strukturen l-fach stetig differenzierbar.

Mit anderen Worten, sind obige Kompositionen glatt fiir jeweils einen Atlas in den gegebenen
C!-Strukturen, so sind sie fiir alle mit diesen C!-kompatiblen Karten ebenfalls glatt. Kurzum: Die
Glattheit der Komposition ist unabhiingig von der Kartenwahl in einem gegebenen C!-Atlas.

PrOOF. Wollen wir das etwa bei z € M testen so wihlen wir C!'-Karten (W, Z,v) von M
um z und (W', 7’ ¢') von N um f(z) mit f(W) € W’ fir die f die Definition der stetigen
Differenzierbarkeit erfiillt; die Inklusion f(W') € W’ erreicht man einfach indem man fiir irgendeine
C!-Karte (VV,Z@Z) um x

W=Wanf (W) und V=0pWnf W)
setzt. Dann ist die Einschrankung
oW AU Y U)ESWAUn UYL W AU 25 v cRE
gleich der Komposition
(W AU U Eo W AU fHU) S 9pWaUnf(U7)

W AU AU LW AT S 2 ()

@WH~! W' AU i} V! c RF
und hier ist per Annahme jede Zeile eine [-fach stetig differenzierbare Abbildung. O
2.5. Beispiel (1) Die Karten aus dem Satz iiber implizite Funktionen (wie im Anschluss von

1.5 erklirt), sind fiir eine C'-Funktion h: U — RF immer Cl-kompatibel: Fiir U € R”
offen und h: U — RF I-fach stetig differenzierbar sind sie schlieBlich Einschrinkungen
einer linearen Projektion auf Mengen der Form prp: A= (y) n (V+ W) - V fir V € P
und W < @ offen fiir eine direkte Summenzerlegung P @ Q = R"™; ihr Inverses ist die
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Abbildung v — v+g(v) mit einer C!-Abbildung g. Es sind die Kartenwechselabbildungen
also die Komposition einer [-fach stetig differenzierbaren mit einer linearen Abbildung
und damit sicherlich wieder [-fach stetig differenzierbar. Kurzum:

Ist y ein regularer Wert von h, so bilden die Karten aus dem Satz iiber implizite
Funktionen auf h~!(y) einen C'-Atlas.
Beziiglich dieser C!-Struktur ist die Inklusionsabbildung h~!(y) — R™ I-fach stetig dif-
ferenzierbar, das tibersetzt sich genau zur Differenzierbarkeit (des Inversen) der Karten.
Und eine Abbildung f: M — h~!(y) von einer C'-Mannigfaltigkeit ist genau dann I-fach
stetig differenzierbar, wenn die Komposition M — h~!(y) — R" das ist: Die eine Rich-
tung folgt aus der Voruberlegung und ist die Komposition I-fach stetig differenzierbar,
so ist fiir offenes U € M mit f(U) € h™'(y) n (V + W) die Einschréinkung von f auf U
offenbar auch durch die Komposition

ULh i) n(V+W)CV+W 22 v 9 =10y A (V + W)

gegeben und per Annahme ist die Komposition der ersten Abbildung f: U — V + W
[-fach stetig differenzierbar, sodass obige Komposition das ebenfalls ist.

Die Aussagen aus diesen beiden Punkten gelten allgemeiner fiir Untermannigfaltigkeiten
und deren Karten, die wir in den Ubungen besprechen werden.

Wenden wir die Konstruktion aus dem ersten Punkt etwa auf 1.6 an, so folgt zu Beispiel,
dass O(n) auf kanonische Weise eine glatte Mannigfaltigkeit ist und die Inversion (die
mit der Transposition iibereinstimmt) ist eine glatte Abbildung, weil die Transposition
offenbar als Abbildung Mat(n x n,R) — Mat(n x n,R) glatt (ja sogar linear!) ist.

In den Ubungen miissen Sie sich iiberlegen, dass ein ganz dhnliches Argument auch zeigt,
dass die stereographischen Projektionen glatt kompatibel mit den Karten auf S™ aus dem
Satz iiber implizite Funktionen sind.

Die Karten idg und </ R — R sind nicht C!-kompatibel, was genau das Problem in 2.1
auslost.

Die Karten, die wir dem rellen projektiven Raum in 1.7 angedeihen haben lassen, bilden
einen glatten Atlas: Der Kartenwechsel von e; und e; lautet

e (Us) <5 Ui n U S e wy),

wobei ej_l(UZ-) = {z € R""! | z; # 0} ist. Die Komposition berechnet sich zu

1 Ti—1 Ti41 ZTj—1 1 Zj Tn41 i< i
T w0 omy 0T xy Yxgdxy ) xy J

L (xlv"'7xn+1) =]
T Tj—1 1 Zj Ti—1 Ti41 Tp41 i>j
T m, V@ @) @y 0 @ 0t @y

offenbar glatt.
In den Ubungen werden Sie einen glatten Atlas auf den Grassmann’schen produzieren
miissen.

Es stellt sich nun natiirlich naheliegend die Frage, ob eine gegebene Mannigfaltigkeit echt
verschiedene glatte Strukturen tragen kann. Verschiedene glatte Strukturen trégt wie wir gerade
gesehen haben schon der topologische Raum R, aber diese haben eine in gewisser Weise triviale

Ursache:

Hat man einmal eine glatte Struktur auf einer Mannigfaltigkeit M gefunden, so kann man

jeden Homoomorphismus f: M — N benutzen um auch auf N eine einzufiihren (man komponiere
einfach die Karten von M mit f!). Es wird dann f ein Diffeomorphismus von M zu N. Ist nun M =
N so folgt leicht, dass diese neue glatte Struktur mit der gegebenen genau dann iibereinstimmt,
wenn f selbst glatt ist. Ein beliebiger nicht glatter Homoomorphismus (wie eben </— auf M = R)
liefert also eine zweite glatte Struktur auf M, aber diese ist offenbar in gewissem Sinne nicht echt
verschieden von der gegebenen: Es ist ja schliefllich f ein Diffeomorphismus von M mit der alten
zu M mit der neuen glatten Struktur.
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Gibt es zwischen je zwei glatten Strukturen auf M einen Diffeomorphismus? Wohl weil es
so schwer vorstellbar ist, wie das schiefgehen sollte, war lange vermutet worden, dass diese Frage
eine positive Antwort hat, und viele Spezialfdlle wurden iiber die Zeit bewiesen. Etwa sagt ein
berithmter Satz von Moise, dass dies fiir alle Mannigfaltigkeiten von Dimension hochstens drei
stimmt. Aber 1954 konstruierte John Milnor véllig unerwartet ein Gegenbeispiel fiir M = S7,
was ihm damals die Fields-Medaille einbrachte (mit Michel Kervaire zeigte er kurze Zeit spéter,
dass S” genau 14 Diffeomorphieklassen von glatten Strukturen besitzt). Heutzutage kennt man
auch Mannigfaltigkeiten, die gar keine glatte Struktur besitzen und wei8 auch, dass der R* als
einziger euklidischer Raum ebenfalls echt verschiedene glatte Strukturen tragt und zwar unendlich
viele. All diese Resultate gehen aber weit iiber unsere Vorlesung weit hinaus und soll hier nur
als Warnung dienen, dass Sie glatte Strukturen in keiner Weise als selbstverstdndlich betrachten
sollten.

3. Tangentialrdume und Ableitungen

Wir befinden uns nun in der etwas amiisanten Situation, dass wir zwar definiert haben, wann
eine Funktion f: M — N zwischen zwei glatten Mannigfaltigkeiten differenzierbar ist, aber gar
nicht, was ihre Ableitung ist. Das wollen wir in diesem Abschnitt beheben. Hierfiir erinnere
ich noch einmal daran, dass fiir eine differenzierbare Abbildung f: U — R™, U < R™ offen, die
Ableitung eine Abbildung

Df: U — Homg(R™,R"), z+~— D,f

ist. Es liegt daher fiir f: M — N wohl nahe, sich zwei C!-Karten (U, V, ) von M und (U’, V", ¢")
von N mit f(U) € U’ zu schnappen und aus der Komposition

vesvLudvcr
die Abbildung
U— HOIH[R([Rm, [Rn)a T D(p(w)(@/ © f © @71)
als Kandidaten fiir die Einschrinkung der Ableitung von f zu extrahieren. Aber es hiangt nicht

nur ihr Definitionsbereich, sondern auch ihr Werte von der Wahl der Karten ab: Sind (W, Z, )
und (W', Z’ ¢") weitere Karten mit f(W) € W', so haben wir fiir z € U n W

Dy (W' o foy™ ) =Dy o(¢) T op ofop topay™)

= Dy (1(a)) (¥ 0 (¢")™") 0 Dy (@' 0 f o 9™) 0 Dy (o p™")

und iiber die duferen beiden Terme hier kénnen wir wenig sagen (aufler, dass sie invertierbare
Matrizen sind), insbesondere gibt es keinen Grund weshalb Multiplikation mit ihnen den mittleren
Term unveréandert lassen sollte. Lektion von der Geschicht’: Eine Abbildung M — Homg(R™, R™)
ist die Ableitung von f nicht.

Um zu motivieren, wie wir dieses Problem angehen wollen, betrachten wir einmal den Spezial-
fall N = R®” und M = h™'(y) fiir ein h: X — RF, X < R"** offen, mit regulirem Wert y. Hier
haben wir:

3.1. Lemma Es sei M = h™'(y) fiir ein h: X — RF stetig differenzierbar, X C R™** offen, mit
requlirem Wert y. Ist dann (U,V,p) eine C1-Karte fiir M, so ist auch

VELUCh (y) c R
stetig differenzierbar und die Abbildung

Dy@y¢~ "t R™ — ker(Dyh: R™+F — RY)
fiir jedes x € U ein linearer Isomorphismus.

PROOF. Per Definition gilt h o !

Dyh o Dyuyp ™" = Dy (hop™) =0,

= const, und daher

insbesondere nimmt Dy~ wirklich Werte in ker(D,h) an.
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Um zu sehen, dass diese Abbildung bijektiv ist, nehmen wir zuerst an, dass sich ¢: U — V
sich zu einer stetig differenzierbaren Abbildung &: Y — R™ fiir eine offene Umgebung Y < R™**
von U € h~1(y) fortsetzen lisst. Denn dann definiert

D,$: R — R*
eine lineare Abbildung und aufgrund der Kettenregel folgt
idgm = Dga(:t) (idV) = Dcp(av))(s5 © 9071) = DZ(&) © Dcp(w) (9071)‘

Damit ist Dy(,)(¢™") zumindest injektiv, aber wegen dimg(R™) = m = dimg(ker(Dh)) dann
schon bijektiv (fiir die zweite Gleichung erinnere ich daran, dass D,h: R™** — R¥ surjektiv ist,
da y ein reguldrer Wert ist).

Fir Karten mit der Forsetzungseigenschaft ist die Behauptung damit bewiesen. Und die
Karten fiir h=1(y), die wir in 1.5 mithilfe des Satzes iiber implizite Funktionen konstruiert haben,
sind immer Einschrinkungen linearer Abbildungen R™** — R¥ und erfiillen diese Fortsetzungs-
bedingung damit trivialerweise.

Damit finden wir also schonmal immer eine Karte (U,V,¢) um z fiir die die Behauptung
stimmt. Und ist (U’, V', ¢’) nun eine beliebige, so haben wir

Dyi(o)(¢") ") =Dy (¢ 000 (¢) 1) =Dy (¢ ") 0 Doy (') 7,

was als Komposition zweier Isomorphismen dann ebenfalls einer ist. O

Ist nun f: h=!(y) — R stetig differenzierbar, so kénnen wir also fiir eine Karte (U, V', ) um

x € h=Y(y) die Abbildung
B B qq-1
D, f: ker(D,h) — R", @ — Dy (foe ") o [Dywme ]

betrachten und ich behaupte: Diese ist nun unabhéngig von der Wahl der Karte (U,V, ). Denn
ist (U, V', ") eine zweite Karte um x, so haben wir in der Tat

Doy (f 0 (¢') 1) 0 [Dyrimy () 1] = D:,a’(w)(fo @71 oo (@) ™) o [Dym(e) ]

0 Dy (9 0 () 1) © [Dyr(ay () ']
[Dee) ("0 1)]_10[%'(@)@')’1]
[Dyra) ()™ 0 Dy (¢ 0 0™ H)] ™
o [Dyay ()0 0 ™)

[ e@)P ] '

—1
-1

-1

unter mehrfacher Benutzung der Kettenregel.

Wir sehen also, dass die Ableitung einer Abbildung h~!(y) — R* sinnvollerweise nicht auf
R™, sondern eben auf ker(D,h) definiert ist. Der Raum ker(D,h) heifit der Tangentialraum
T,M < R™"* von M = h~1(y) bei 2: Ohne Riickgriff auf die Funktion h, lisst er sich nimlich
auch als die Menge aller Ableitungen von differenzierbaren Kurven v: | — €, e[ — M beschreiben
(was ich einmal als einfache Aufgabe dem Leser iiberlasse) und diese Ableitungen liegen ja (im
Wesentlichen per Definition!) genau tangential an M an.

3.2. Beispiel Fiir h: R""! > R,z 22+ -+ 22, y =1 und x € h1(1) = S", haben wir
D h: R"M S R, v 2z, v)
und damit ker(D,h) = z*, was hoffentlich auch mit ihrer Intuition fiir Tangenten an Sphiren

ubereinstimmt.

Unsere Aufgabe ist nun also fiir eine allgemeine C*-Mannigfaltigkeit M einen sinnvolle Defi-
nition fiir den Tangentialraum T, M zu finden. Die Ableitung einer differenzierbaren Abbildung
f: M — N wird dann eine Abbildung D, f: T, M — Ty)N werden. Da der Tangentialraum
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im Falle M = h~!(y) durch Tangentialvektoren von Kurven gegeben ist, liegt es nahe die Kur-
ven selbst zur Definition des Tangetialraums im allgemeinen heranzuziehen. Soviel nun zum
Vorgepléankel, hier die Konstruktion:

3.3. Konstruktion Es sei M eine C*-Mannigfaltigkeit und z € M (fiir diese Konstruktion wiirde
es tatséchlich ausreichen, wenn die Kartenwechsel eines Atlas von M differenzierbar, aber nicht
notwendigerweise stetig differenzierbar sind) . Dann definieren wir

T, M ={y:]—¢€€e[ = R|~v(0) = « und ~ ist differenzierbar bei 0}/~

wobei 71 ~ 72, genannnt tangentiale Aquivalenz, genau dann gelte, wenn es eine C'-Karte (U,V, o)
um z mit

(pom)'(0) = (¢ o72)(0)
gilt, wofiir wir ein 6 > 0 wéhlen, sodass fiir v1: | —€1,e1] &> M und 72: | — €2, €2 = M zum einen
§ < €1, €2 und zum andern

1-6,8[ €77 (U), 71 (U)
gilt, sodass wir

o, poyy: | =0, — VSR
erhalten. Offenbar héngt die Ableitung dieser Funktionen bei 0 dann nicht von der Wahl von ¢
ab.
Und stimmen die Ableitungen fiir eine Karte iiberein, so tun sie das fiir jede: Ist (U’, V', ¢)

eine weitere C!'-Karte um x, so gilt nach der Kettenregel ja schlieBlich

(09)(0) = (Yo~ 09oy)(0) =Dy (W op™) [(¢ o) (0)],
sodass aus (¢ 071)"(0) = (¢ 0 72)'(0) sicherlich (¢ o 1)'(0) = (¢ 0 72)'(0) folgt.

Wir wollen nun T, M eine R-Vektorraumstruktur geben. Dazu haben wir folgendes Analog
von 3.1:

3.4. Lemma Ist M eine m-dimensionale Ct-Mannigfaltigkeit, x € M und (U, V) eine C1-Karte
von M um x, so ist die Abbildung
T.M —R"™, [y] — (¢07)'(0)
eine Bijektion mit Inverser
Loo: R — T, M, v+ [t ¢ (p(x) + tv)].
PrROOF. Wir haben offenbar
(polt o Hp() +1)])(0) = [t = p(z) + tv]'(0) = v.

Das sagt zum einen sofort, dass die Komposition, die im R startet und endet, die Identitét ist,
aber zum andern auch, dass eine beliebige Kurve v zur Kurve [t — ¢~ 1(p(x) + t(p o v)'(0))]

tangential aquivalent ist, was genau sagt, dass die Komposition, die in T, M startet und endet die
Identitéat ist. O

Wir kénnen also nach Wahl einer C!-Karte (U, V', ) der Menge T, M eine R-Vektorraumstruktur
geben, indem wir sie mittels I,¢ tibertragen, i.e. Addition und Skalarmultiplikation sind durch
[] + [72] = Lp((Lew) "l + Lew) " )
und
r-[v] = Lp(r- (Le) " [7])
gegeben. Der Nullvektor ist I,(0), was einfach die Aquivalenzklasse der konstanten Kurven ist.

Dass dies wirklich eine Vektorraumstruktur auf T, M liefert, ist hoffentlich klar; und zwar ist es
die eindeutige Vektorraumstruktur, fiir die

I,o: R — T, M

ein R-linear (und damit ein R-linearer Isomorphismus) ist.
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Die entscheidende Behauptung ist nun, dass diese Vektorraumstruktur von der Wahl der
Karte unabhéngig ist: Als erstes iiberlegen wir dazu einmal, dass zwei Bijektionen f: V — X und
g: W — X fir eine Menge X und zwei Vektorrdume V, W genau dann die gleiche Vektorraum-
struktur auf X liefern, wenn die Komposition

voh xS w

linear ist: Denn dann ist wegen f = go (g~ ! o f) mit g auch f linear fiir eine Vektorraumstruktur
auf X, sodass die Eindeutigkeit der iibertragenen Vektorraumstruktur zuschlagt.
Und in unserem Fall haben wir also zu priifen, dass

) 7!
_

rm Lo, poar 4 R™

fiir je zwei C'-Karten von M um z wirklich R-linear ist. Aber es gilt
(L) " (Lap(v)) = [t = ¥ (0™ (o(2)+t0)]'(0) = Dy (Yo~ [t = () +t0]'(0) = Dy (o™ )v
und Dy, (¥ 0 1) ist ja sicherlich R-linear.
3.5. Definition Ist M eine C!-Mannigfaltigkeit und = € M, so heifit der R-Vektorraum T, M,
den wir gerade konstruiert haben, der Tangentialraum von M.
Ist N eine weitere C'-Mannigfaltigkeit und f: M — N bei z differenzierbar, so kénnen wir
nun versuchen die Ableitung von f durch
Dyf: ToM — Tf(w)Nv [v]— [f o]
zu erklaren; dafiir haben wir noch:

3.6. Lemma Es seien M und N C'-Mannigfaltigkeiten, x € M, f: M — N bei x differen-
zierbar. Dann ist D, f wohldefiniert und fiir C*-Karten (U,V,¢) und (U',V',%)) von M um x
beziehungsweise von N um f(x) mit U € f~1(U’) kommutiert das Diagramm

IWT Tlf(w)q/’
R Dy () (Yo fop™") R7
Insbesondere ist D, f R-linear.

ProOF. Offenbar gilt fiir jede bei 0 differenzierbare Kurve | — €, e[ — M mit v(0) = z, dass

(o for)(0)=(pofop opoy)(0)=Dyu (o fop (por)(0)]

Das zeigt direkt die Wohldefiniertheit von D, f und mittels Beschreibung der Inversen von I, ¢
und I,)? in 3.4 auch den Rest. O

Damit erhalten wir endlich unseren gesuchten Begriff:

3.7. Definition Es seien M und N C!-Mannigfaltigkeiten, z € M, f: M — N bei z differenzier-
bar. Dann ist die R-lineare Abbildung D, f: T, f — Ty N die Ableitung von f bei x.

Als erstes notieren wir die Kettenregel:

3.8. Beobachtung Es seien M, N und K C!'-Mannigfaltigkeiten, x € M, f: M — N bei x
differenzierbar und g: N — K bei f(z) differenzierbar. Dann ist auch g o f bei z differenzierbar
und es gilt D;(go f) = Dy(mygo D f.

Dass f o g namlich wieder differenzierbar ist, folgt aus der Kettenregel der Analysis, da fiir
drei Karten in hoffentlich evidenter Notation

@'ogofop t=9"ogop o(¢) tofop!
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und rechts die Verkettung zweier Funktionen steht, die erste per Annahme bei ¢(z) differenzierbar
und die zweite bei ¢'(f(z)). Die Gleichung fiir die Ableitung ist nun aber eine vollige Trivialitat:
Es gilt offenbar

Du(go )] =[g0 f o] =Dywglf ov] = Dyyg o Daf[7]

wie gewiinscht.

Viele Prinzipien aus der Analysisvorlesung iibertragen sich jetzt auf Mannigfaltigkeiten, ich
nenne nur ein Beispiel:

3.9. Beispiel Ist M eine C'-Mannigfaltigkeit und hat die Funktion f: M — R bei z ein lokales
Maximum und ist dort differenzierbar, so gilt D, f = 0: Denn fiir eine Kurve : | —¢, e[— M durch
2 hat dann die Komposition f o~ bei 0 ein lokales Maximum und folglich gilt (f o~v)’(0) = 0, was
nach 3.4 (angewendet auf die Karte id: R — R) schon 0 = [f o v] = D, f[y] bedeutet.

Wir kénnen also wie gewohnt Ableitungen fiir die Suche nach Maxima benutzen.

Die obige Definition der Abeitung ist natiirlich letztlich nur so niitzlich wie unser Versténdnis
des Tangentialraums selbst (in der Definition der Ableitung haben wir ja nicht wirklich abgeleitet!).
Sie ernsthaft direkt zu benutzen ist aufgrund der schieren Gréfle der Menge der Kurven durch einen
Punkt natiirlich Wahnsinn. Eine erste Aufgabe um auf einer Mannigfaltigkeit Differentialkalkiil
zu betreiben, ist es also die Tangentialrdume besser zu beschreiben; die Beschreibung héngt dabei
stark vom Einzelfall ab. Zunéchst einmal der Konsistenzcheck in den Beispielen, in denen wir
schon einen funktionierenden Begriff von Ableitung hatten:

3.10. Beispiel (1) Ist U € R™ eine offene Teilmenge, dann ist U ja insbesondere eine glatte
Mannigfaltigkeit via der Identitétskarte. In diesem Fall ist fiir jedes © € U

T.U —R", [v]—~'(0)

ein Isomorphismus mit Inverser I,id und ist f: U — RF bei z differenzierbar, dann ist
das Diagramm

T,U =25 T U

(—)’(oﬂ i(—)'m)

R —2=f g
gemaf Kettenregel kommutativ, wo die obere horizontale Abbildung die gerade frisch
definierte Ableitung bezeichnet und die untere horizontale Abbildung die Ableitung im
Sinne der Analysisvorlesungen (die eigentlichen Aussage sind dann Spezialfille von 3.4
und 3.6).
(2) Ist h: U — R* differenzierbar, U < R™ offen, y € R* ein reguldrer Wert, dann ist die
Abbildung

Toh™H(y) — ker(Dyh),  [v] = ~(0)
fiir jedes € h=!(y) ein Isomorphismus: Linear ist sie offensichtlich und gilt 7/(0) = 0,
so folgt offenbar auch (¢ o+)'(0) = D,p(7/(0)) = 0, sodass sie auch injektiv ist. Und da
beide Seiten Dimension n — k haben folgt die Behauptung.
Ist nun f: U — R™ differenzierbar bei x, so kommutiert

Toh~Y(y) =25 T (a)R"

J{(*)’(O) l(*)’(o)

ker(Dyh) —22f  Rn

nach der Kettenregel ebenfalls. Insbesondere konnen wir das benutzen, wenn f eingeschrankt
auf h=!(y) immer Werte in g~!(z) annimmt, wobei g: W — R!, W < R" offen, stetig
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differenzierbar mit z € R! als reguliirem Wert ist, und erhalten dass dann

D, _

(‘)"O)J o

ker(Dyh) —=Ls ker(Dj(n)9)

kommutiert. Wir erhalten also in diesen Fillen einfach nur die Einschréankungen der
iiblichen Ableitung zuriick.

Und im Falle, dass f nur auf h='(y) definiert ist, kommutiert fiir jede C!'-Karte
(U,V, ) von h=1(y) nach 3.6 immer noch das rechte Quadrat in

D, f

T.h™ ' (y) ——— TyR"
(=)' (0) Lo l(*)l(o)
Do) (fop™!
ker(Dyh) «—— Rm—k D@97 pn
Dy(a)p

und das linke per Inspektion. Mit anderen Worten es kommutiert

_ D, f N
T.h~'(y) Ty)R
(—)'(oﬂ l<—>'<o>
ker(D,h) 22PN g

Es entspricht in diesem Fall also die neu eingefiithrte Ableitung unter der Identifikation
der Tangentialriume genau der Konstruktion, die ich im Anschluss an 3.1 zur Motivation
der Definition des Tangentialraums gegeben hatte.
(3) Hier ein einfaches konkretes Beispiel: Betrachte fiir p € O(n + 1) die Abbildung p: S™ —
S™. Da die Komposition
gqn LCI) IRn+1 ﬁ) IRn+1

aus zwei glatten Abbildungen besteht, ist sie ebenfalls glatt und demzufolge ist sie das
nach dem Kriterium aus 2.5 auch, wenn wir sie als Abbildung S"” — S™ auffassen. Und
da fiir x € S” haben wir D,p = p, wenn wir p als Selbstabbildung von R™*! auffassen.
Es folgt dann aus 3.2 und obigen Diagrammen, dass

T,S" 225 Ty S"

(—)'(oﬂ j(—)'m)

w2 pa)t

kommutiert. Mit anderen Worten, die Ableitung von p als Abbildung auf der Sphére
ist zwar immer noch durch p gegeben, aber eben auf einem vom Fuflpunkt abhangigen
Vektorraum.

Nun ein Beispiel eines Tangentialraums einer abstrakten Mannigfaltigkeit. Zur Vorbereitung:
3.11. Lemma Die Abbildung 7: R"™\{0} — RP", z — Rz ist glatt, und fiir v € R"T1\{0} ist
Dym: R**! = T,R"™" — Tg,RP"
surjektiv mit Kern Rx.

PrRoOOF. Wir benutzen die Standardkarten des RP™ aus 2.5, deren Inverse durch

xi? zy 0 owg ) boag

eyt U — {z e R"™ | z; # 0}, [mo,...,xn].—>(ﬂ Ut N L"“)
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gegeben ist, wo U; = {L € R""! | L n (R x {0} x R*"#*1) = {0}}. Insbesondere ist die
Komposition

(zeR™! |2, £0) = 74 (U;) 5> U; S RY
durch

Ty Ti—1 Ti41l Tn41
T:i’... z; mi’-..77$i

€r — (
gegeben, was sicherlich glatt ist.
Die Ableitung dieser Abbildung bei x ist dann durch die Matrix

Lo ... 0 = 0 .0

0 L .0 == 0o ... 0
1 _x‘i—l
= e 0 € Mat(n + 1,n,R)
0 —fg L

0 0 ... 0 =% 0 .. =+

gegeben, welche offensichtlich vollen Rang hat und damit eine Surjektion darstellt. Nach 3.6 ist
dann auch D,7 surjektiv. Und da der Kern folglich eindimensional ist, reicht es fiir das letzte
Statement zu priifen, dass x im Kern liegt. Das folgt in der Matrixdarstellung einfach durch
Einsetzen, oder auch weil die Kurve ¢ — z + tx, die den zu x gehorigen Tangentialvektor in
T,.R"T1\{0} reprisentiert von 7 auf die konstante Kurve mit Wert Rz abgebildet wird (konstante
Kurven repréasentieren immer die Null im Tangentialraum!). ]

Die Abbildung D,7: R**! — T RP" fiir ein 0 # = € | € RP™ faktorisiert also {iber einen
Isomorphismus
dy: R"1/l — T,RP",
der allerdings von der Wahl von x abhéingt (hier bezeichnet R"*1/I den Quotientenvektorraum nach
dem Unterraum !). Und je kanonischer wir den Tangentialraum einer Mannigfaltigkeit beschreiben
konnen, desto einfacher ist es natiirlich mit ihm zu arbeiten (eine unkanonische Beschreibung haben
wir ja auch schon in 3.4 durch Kartenwahl gegeben). Eine Beschreibung von T;RP", die keiner
weiteren Wahlen bedarf erhélt man nun jedenfalls wie folgt:

3.12. Korollar Fiir jedes | € RP" ist die Abbildung

0 z=0
: T;RP" H LLR™ 1D,
v TRP = Homs(l,R/0 U'—)le{d_l(v) x#O]

xT
etn R-linearer Isomorphismus.
PROOF. Zunichst einmal gilt es zu zeigen, dass ¢;(v) wirklich eine lineare Abbildung ist: Da

I eindimensional ist, reicht es hierfiir wiederrum zu zeigen, dass (¢;(v))(A-z) = A - (¢(v))(x) fir
alle A € R und x € [ gilt; dann ist ja schliefflich

(@)X 2) + (@)X -2) = A (a()(@) + N - (a(v)(@) = (A +X) - (a(v))(z)
= (a()((A+X) - 2) = (q(@)(A-z+ X 2),
was die Additivitét liefert da fiir ein « # 0 jedes Element in [ von der Form Az fiir ein A € R ist.
Ist nun A = 0 oder x = 0 so steht hier auf beiden Seiten 0. Fiir A # 0 beobachten wir, dass
wir fiir
gy RPN} — R™TIN\{0}, 2z — Az
offenbar 7 o iy = m haben und daher fiir x # 0
D,m =Dy(mopr) =DaxzmoDgpuy =Dygmopy = A-Dy,m,

oder mit anderen Worten A - d;' = d,!. Damit rechnen wir

(c(v))(A-2) = dyi(v) = A d;t = X (a(v))(@)
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wie gewiinscht.

Damit ist ¢; schon einmal wohldefiniert. Die Linearitdt von ¢; folgt direkt aus der von d,
und ¢; ist injektiv, da fiir v # 0 und 2 # 0 sicherlich auch (¢;(v))(z) = d;*(v) # 0 ist (dj! ist
ja injektivl) und damit ist sicherlich auch ¢;(v) # 0. Aber dann folgt auch die Surjektivitat, da
offenbar

dimg(TyRP") =n=1-(n+1— 1) = dimg(l) - dim(R"**/I) = dimg(Homg(l, R" /1))
gilt. O

3.13. Beispiel (1) Man iiberlegt sich nun leicht, dass die Ableitung der Abbildung 7: R\ {0} —
RP™, mit der wir die Uberlegungen gestartet haben, das Diagram

D,m

T, RP1\{0} Tg.RP"

(7)’(0)l l

Rott — voDeedd g (Re, R /Ra)

zum kommutieren bringt. )
(2) Als erstes nicht-triviales Beispiel werden Sie sich in den Ubungen iiberlegen miissen, dass
fir ein A € GL,,41(R) die Abbildung

A-—:RP" — RP", [— A-l
glatt ist und ihre Ableitung bei [ € RP™ das Diagramm

DA

T,RP" T 4., RP™

cli JCA.L

—AofoA™!
Homg (I, R*1 /1) — L2247 Homg(A - 1,R™1/A - 1)

zum kommutieren bringt. Kurzum: Die Ableitung von A bei [ ist durch Konjugation
mit A gegeben.

(3) Man kann auch das Inverse von ¢;: T;RP" — Homg(l,R"*!/I) explizit angeben: Dazu
betrachte man die Abbildung

Homg(I,R"") — T)RP", ¢+ [t im(id; + tp)];

fiir klein genuges t ist id; + t¢ injektiv (die Injektionen bilden eine offene Teilmenge in
allen linearen Abbildungen) und deshalb das Bild von id + ty wirklich ein Element von
RP™. Die Linearitét priift man man nun in einer Karte. Offenbar schickt sie Homg(!, )
auf die konstante Kurve mit Wert [ und faktorisiert also iiber eine Abbildung

Homg (I, R"*1)/Homg(l,1) — T;RP"™
Und Postkomposition mit der Projektion R"*! — R"*! /] liefert einen Isomorphismus
Homg (I, R"*1)/Homg(1,1) — Homg (I, R" 1 /I)

Invertieren wir ihn erhalten wir die gesuchte Abbildung Homg(I, R"*1/l) — T;RP", von
der man nun direkt priift, dass sie invers zu c¢; ist.

(4) Ausgestattet mit dem Wissen aus 3.12 und vorigem Punkt liegt es vielleicht nahe zu
raten, dass es kanonische Isomorphismen

TpGI"k([Rn) = Hom[R(P, [Rn/P)

gibt. Das ist richtig und die Konstruktion der Abbildung im vorigen Punkt iibertragt
sich auf den Fall der Grassmann’schen und liefert so einen Isomorphismus. Auch das
kann man in Karten priifen, wir werden es aber spater etwas eleganter tun, indem wir
die Abbildung aus 3.12 noch etwas geschickter konstruieren, siehe 77.
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So viel zu einzelnen Tangentialriumen. Unser nachstes Ziel ist es die Tangentialrdume zu
einem einzigen Objekt, dem Tangentialbiindel, zu vereinigen. Zur Motivation bemerke nur, dass
wir zwar nun wissen was die Ableitung einer differenzierbaren Funktion an einem Punkt ist, aber
immer noch nicht formulieren kénnen in welchem Sinne die Ableitung einer stetig differenzierbaren
Funktion zwischen Mannigfaltigkeiten wieder stetig ist: Dazu miissten ja die Tangentialraum an
unterschiedlichen Punkten miteinander sprechen.

Im Falle M = h~!(y) fiir h: U — R! k-fach stetig differenzierbar, U < R™ offen, und y ein
reguldrer Wert, ist das Tangentialbiindel einfach durch den Unterraum

Th ' (y) = {(z,v) € h '(y) x R™ | v € ker(D,h)}
des R™ x R™ gegeben. Diese Konstruktion wollen wir nun im allgemeinen nachahmen:

3.14. Konstruktion Ist M eine C!'-Mannigfaltigkeit, [ > 1, so setzen wir
TM = {y: ]e,e[ > M | v ist differenzierbar bei 0}/~

wobei 71 ~ 72 genau dann, wenn v1(0) = 12(0) und ~1(0) = +4(0); wir benutzen hier natiirlich,
dass wir mittlerweile Abbildungen in eine Mannigfaltigkeit differenzieren kénnen. Die Abbildung

s TM — M, [v] — ~(0)

heifit die Pufpunktabbildung. Beachte, dass wir m—1(x) = T, M haben.
Fiir eine C!-Karte (U, V, ¢) erhalten wir dann die Abbildung

Ip: U x R™ — TM, (z,0) — (L))
und wir geben TM eine Topologie indem wir eine Teilmenge W < TM als offen deklarieren, wenn
(Io)~Y(W) € U x R™ fiir jede C!-Karte von M offen ist. Dass dies wirklich eine Topologie ist,
ist hoffentlich klar (es ist zum Beispiel der Durchschnitt der von den Iy coinduzierten Topologien

auf TM).
Ausgestattet damit heiit TM das Tangentialbiindel von M.

3.15. Bemerkung In der Physik, insbesondere der Mechanik, lduft TM h&aufig auch unter dem
Namen Zustandsraum, wenn M der Positionsraum des betrachteten Systems ist: Entspricht ein
Punkt in M der Positionen des physikalischen Systems, so entspricht ein Punkt in TM der Position
des Systems (néamlich das Bild unter 7) zusammen mit den Geschwindigkeit aller beteiligten
Objekte, aus dem sich laut den Gesetzen der Mechanik unter vorausgesetzter Bekanntheit aller
wirkenden Kréfte alle zukiinfitgen Zustédnde des Systems vorhersagen lassen.

Wir beobachten nun:

3.16. Lemma Ist M eine C'-Mannigfaltigkeit, | = 1, und (U, V@) eine C'-Karte von M. Dann
18t

Ip: U xR™ — TM
ein Homéomorphismus auf die offene Teilmenge n=1(U) = TU von TM.

ProOOF. Dass die Abbildung stetig ist folgt natiirlich direkt aus der Definition der Topologie.
Und um zu sehen, dass sie offen ist miissen wir zeigen, dass fiir jede weitere C!-Karte (U’, V', )
von M

Iy (W) 2 U' x R™
fiir jedes offene W < U x R™ offen ist. Da sowohl I, also auch I, offenbar injektiv sind, ist dies
einfach das Bild von W unter der Abbildung
Iy ™'p: (UnU') xR™ — (U U') x R™
Aber es gilt
L~ Ip(z,0)) = (2, [t = (07 (p(a) + 10))]'(0)) = (2, Dyay (¥ 0 9™ H)v)

und (z,v) = (2, Dy gy (Yo 1) (v)) ist ein HomoSomorphismus mit Inverser (z,v) — (x, Dy (@0
1) (v)); dies ist der erste Mal, dass wir wirklich benutzen, dass wir die Kartenwechsel stetig



84 2. MANNIGFALTIGKEITEN UND BUNDEL

differenzierbar voraussetzen! Jedenfalls schickt dieses Abbildung nun offene Mengen auf offene
Mengen, was wir zeigen wollten. O

3.17. Beobachtung Insbesondere sehen wir, dass TM selbst wieder eine Mannigfaltigkeit der
Dimension 2m ist, mit Karten gegeben durch die Kompositionen

. .
it (U) L U xR 225y R

wobei (U, V, ) einen C!-Atlas von M durchliuft. In den Ubungen werden Sie zeigen miissen, dass
diese Karten sogar einen C!~!-Atlas von TM bilden.
Ist U € R™ einfach selbst eine offene Teilmenge, so besagt 3.16 insbesondere dass die Abbil-
dung
TV — V xR™,  [7]+— (7(0),7'(0))

ein Homoomorphismus ist.

3.18. Definition Sind M, N C!-Mannigfaltigkeiten, [ > 1 und f: M — N differenzierbar, so
setzen ist
Df: TM — TN, [y]—[fo7]

die Ableitung von f.

Offenbar erhalten wir ein kommutatives Diagramm

™ -2 TN

| I

M-I N,
es schriinkt sich also D f wirklich zu einer Abbildung T, M — Ty, N ein, die (per Konstruktion)
genau die Ableitung D, f bei x ist.
Wir beobachten auch noch, dass die Inversen der Karten

At (U) L U xR 2y R

des Tangentialbiindels einfach durch die Ableitungen
V xR" - TV 25 TV

gegeben ist, wo die erste Abbildung einfach die kanonische Identifikation aus 3.17 ist.

Hoffentlich kénnen Sie dieses Gesamtpaket, wenn auch etwas komplizierter, als ebenso elegant
wertschétzen, wie den Begriff der Ableitung in mehreren Variablen aus den Analysisvorlesungen,
den wir ja verallgemeinern wollten. Die Kettenregel nimmt als direkte Konsequenz von 3.8 sogar
ihre wohl simpelste Form an:

3.19. Korollar Es seien M, N und K C'-Mannigfaltigkeiten und f: M — N und g: N — K
differenzierbar. Dann ist auch g o f differenzierbar und es gilt D(go f) = DgoDf als Abbildung
TM — TK.

Und wir notieren noch folgende direkte Konsequenz von 3.6:

3.20. Beobachtung Es seien M, N C!-Mannigfaltigkeiten, [ > 1, f: M — N differenzierbar und
(U, V) und (U, V' 4)") C!-Karten von M beziehungsweise N mit U € f~1(U’). Dann kommutiert

TM Df TN

Dp*lT TD¢*1

V x R™ (zv)—({(Pofop™ )(z) Dy (x) (o fop™ )v) V' x R™

Insbesondere ist Df stetig genau dann, wenn f stetig differenzierbar ist, und (I — 1)-fach (stetig)
differenzierbar, wenn f selbst I-fach (stetig) differenzierbar ist.
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Es verhélt sich also unser neuer Begriff von Ableitung auch in dieser Hinsicht genau wie
gewiinscht. Man kann nun also anfangen die Techniken aus den Analysisvorlesungen in die Allge-
meinheit von Mannigfaltigkeiten zu iibertragen, aber das wird nicht in dieser Vorlesung passieren;
wir notieren nur noch den Satz iiber die Umkehrfunktion:

3.21. Korollar Sind M und N C'-Mannigfaltigkeiten und f: M — N l-fach stetig differenzierbar
und x € M derart, dass Dy f: To M — TyyN ein Isomorphismus ist, dann gibt es Umgebungen
x €U S M und f(x) € V € N derart, dass f sich zu einem Homdomorphismus f: U — V
einschrankt, dessen Umkehrabbildung wieder l-fach stetig differenzierbar ist.

Insbesondere ist nach der Kettenregel dann Df: TU — TV ebenfalls ein Homéomorphismus.

4. Faserbundel

Das Tangentialbiindel ist das prototypische Beispiel folgenden allgemeinen Begriffs mit dem
wir uns nun im allgemeinen befassen werden:

4.1. Definition Eine stetige Abbildung 7: E — B heif$t lokal trivial, wenn es zu jedem b € B eine
Umgebung b € U € B zusammen mit einem Homdomorphismus ¢: 7~ 1(U) — U x 7 1(b) gibt,
derart dass

W U) —— U xal(b)

\/

kommutiert; so ein Paar (U, ) heifit lokale Trivialisierung von 7. Man nennt E meist den Total-
und B den Basisraum des Biindels.

Fiir einen topologischen Raum F' heiflit m ein Faserbindel mit typischer Faser F, wenn es
dhnlich zu jedem b € B eine Umgebung b € U € B und einen Homémorphismus ¢: 7= 1(U) — UxF
gibt, derart dass

N U) —— 2 L UXF

x pry

Ein solches Paar (U, ¢) heifit eine Bindelkarte von 7.

Eine lokaltriviale Abbildung ist also genau dann ein Faserbiindel, wenn alle ihre Fasern 7~ 1(b)
homdomorph zueinander sind. Ein Biindelabbildung zwischen zwei lokal trivialen Abbildungen
(oder eben Biindeln) 7: E — B und «': E/ — B’ besteht aus einem Paar stetiger Abbildungen
g: E— FE' und f: B — B’ derart, dass

E—25F

Lo
B—— B

kommutiert. Bie B = B’ und f = id spricht man von einer Biindelabbildung iiber B. Der
einfacheren Notation halber schreibt man haufig noch

E, und Ejy fiir a7 1) und YD)

bei b e B und U € B, wenn die Projektion 7 aus dem Kontext klar ist.
Wir notieren sofort:

4.2. Beispiel (1) Fiir eine C'-Mannigfaltigkeit M ist 7y : TM — M ein Faserbiindel mit
typischer Faser R™ (wobei m wie immer die Dimension von M bezeichnet): Die Biindelkarten
sind genau die (Inversen der) Homéomorphismen

Lp: U x R™ — TMy
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aus 3.16 fiir Karten C'-Karten (U, V', ) von M (im Wesentlichen also einfach die Ableitun-
gen der Karten). Und fiir eine stetig differenzierbare Abbildung f: M — N ist

™ 255 TN

[
M—L N,

eine Biindelabbildung.

(2) Eine Trivialisierung eines Faserbiindels 7: E — B mit typischer Faser F' ist ein Homéomorphismus

w: E — B x F mit m = pr; o . Die in dieser Sprechweise trivialen Abbildungen sind
also die Projektionen eines Produkt auf einen Faktor, und Faserbiindel sehen eben lokal
(in der Basis!) so aus.

(3) Fiir zwei Faserbiindel 7: E — B und 7n’: E/ — B’ mit typischen Fasern F' und F’ ist
7 xn': Ex E — B x B ein Faserblindel mit typischer Faser F' x F’ und fiir eine
Teilmenge D € B ist auch E|p — D wieder ein Faserbiindel mit Faser F. Beides ist
hoffentlich offensichtlich (man verwende das Produkt der Karten beziehungsweise ihren
Schnitt mit D).

(4) Wendet man dies mit B’ = # an erhélt man, dass 7: pry: E x F' — B wieder ein Biindel
mit Faser F' x F’ ist, und wendet man es bei B = B’ mit D der Diagonalen in B x B
an, erhalt man auch noch, dass

{(e,e')e Ex E'|n(e) =m(e)} — B, (e,e') > m(e) =n(e),

das sogenannte Faserprodukt von m und 7’ ein Faserbiindel mit typischer Faser F' x F’
ist. Den Totalraum bezeichnet man meist mit £ x g E’, wenn die Projektionen aus dem
Kontext klar sind.

Aber Biindel gibt es wie Sand am Meer und sie sind eines der vielleicht niitzlichsten Konzept
der Topologie. Bevor ich weitere Beispiele gebe, beobachten wir noch, dass TM als ein blofles
Faserbiindel mit typischer Faser R™ die Vektorraumstruktur auf den einzelnen Tangentialriumen
vergisst. Diese greifen wir im folgenden Begriff noch auf:

4.3. Definition Ist K ein topologischer Korper, so ist Vektorbiindel iiber K ist eine lokal triviale
Abbildung 7: £ — B zusammen mit zwei Biindelabbildungen

+:ExpE—F und -:KxFEF-—F
iiber B so, dass
(1) die Einschrankungen
EyxEy,=(ExgpE)y,— FE, und K x E,=(RxE), — E}

geben Ej, die Struktur eines topologischen K-Vektorraums geben, und
(2) esum jeden Punkt b € B eine lokale Trivialisierung (U, ¢), derart dass die Einschrankungen

Ey 5 (W} x By, 22 E,
von ¢: By — U x E fiir alle ¥’ € U K-linear sind.
Ein Vektorbiindel heifit n-dimensional, wenn jede Faser linear homéomorph zu K™ mit der Pro-
dukttopologie ist.
Eine Biindelabbildung (f,¢) von einem Vektorbiindel 77: E — B in ein weiteres n’: £/ — B’

heifit ebenfalls fasernweise linear (oder auch eine Vektorbiindelabbildung), wenn die Abbildung
g: By > E}.(b) fiir jedes b € B linear ist.

Insbesondere ist also ein m-dimensionales Vektorbiindel also ein Faserbiindel mit typischer
Faser K™ (man beachte, dass dies etwas stirker ist als nur zu fordern, dass die Fasern E; alle
Dimension n haben, sie miissen auch noch die korrekte Topologie tragen. Fiir K = R hatten
wir aber in den Ubungen gesehen, dass dafiir allein die Hausdorffeigenschaft schon ausreicht. Als
kleine Fingeriibung iiberlegen man sich einmal, dass die Abbildung n: B — FE, die einem Punkt
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b die Null aus dem Vektorraum FEj} zuordnet stetig ist. Sie Erfiillt offenbar m o n = idp und heif3t
der Nullschnitt des Vektorbiindels.

4.4. Beispiel Fiir eine C'-Mannigfaltigkeit M ist wp;: TM — M zusammen mit den fasernweisen
R-Vektorraumstrukturen die wir nach 3.4 konstruiert haben ein Vektorbiindel: Fiir jede C!-Karte
(U,V, ) kommutieren

(TM x s TM) |y u TMy
<w,v,w>H<w<v>,w<w>>T Tw

U x R™ x R™ (z,v,w)—>(z,v+w) U x R™

und
R x TM|U _ TM‘U

idg x I@T ItpT

R x U x Rm E202) 1 pm

was die Stetigkeit der Addition und Multiplikation zeigt, und dass die Karten Iy fasernweise linear
sind, stimmt per Definition der Vektorraumstruktur auf den Tangentialrdumen.
Und fiir eine stetig differenzierbare Abbildung f: M — N ist

™ 2L, TN

S
M- N,

nach 3.6 dann fasernweise linear.

Wir damit die neu gefundene Struktur des Tangentialbiindels in einen Begriff gegossen, den
wir nun etwas allgemeiner analysieren werden um ein Gefiihl fiir die Situation zu erhalten. Bevor
wir uns dafiir weiteren Beispielen von Faserbiindeln zuwenden, noch eine letzte Bemerkung iiber
Tangentialbiindel und Ableitungen. Ist U € R™ offen und f: U — R™ stetig differenzierbar,
so iibersetzen wir mittels des Diagrams zwischen der neuen Perspektive auf Ableitungen (in der
oberen Zeile)

Df

TU TR™
[’Y]'—’(’Y(O)v’Y/(O))l l[’Y]'—’(’Y(O)a’Y’(O))
U x R™ (z,0)=(f(2),Da f(v)) R™ x R™

und der alten (in der unteren Zeile), in welcher Df eine stetige Abbildung U — Homg(R™, R™)
ist. Diese alte Perspektive ist natiirlich um einiges einfacher, aber eben im allgemeinen nicht mehr
moglich. Wann genau ist sie denn noch moglich? Offenbar fiir eine Abbildung f: M — N genau
dann, wenn sowohl TM und TN trivial sind, wir also fasernweise lineare Biindelhomdomorphismen

p: TM - M xR™ und ¢: TN -> N xR"

finden kénnen: Dann kénnen wir die Ableitung von f schliefflich via der Komposition

M x R™ 25 Tp 2L TN 4 v xR 2, R

als Abbildung M — Homg(R™,R") kodieren. Und wieder ist das natiirlich viel einfacher als
eine Biindelabbildung TM — TN betrachten zu miissen. Es ist also von groflem Interesse zu
entscheiden, ob es eine solche Trivialisierung von T M gibt, man nennt sie eine Parallelisierung,
da die Fasern der Projektion M x R™ — M ja alle parallel zu einander liegen (im Gegensatz zu
den Tangentialrdumen etwa im Beispiel der Sphére). Im allgemeinen ist das ein schwieriges Prob-
lem: Genau welche der Sphéiren S™ parallelisierbar sind wurde erst in den 1950’ern von Kervaire
und Milnor (kruz nach dem Fund der exotischen glatten Strukturen auf S7) als Anwendung des
Bott’schen Periodizitétssatzes gelost und beinahe gleichzeitig von Adams. Die Antwort (die ich
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hier nicht verraten will) ist in keinster Weisen offensichtlich und der Beweis geht weit tiber die
Moglichkeiten unserer Vorlesung hinaus; wir werden nur einige Spezialfille beweisen kénnen.

4.5. Beispiel (1) Die Projektion Vi (R™) — Gri(R"™) ist ein Faserbiindel mit typischer Faser
GLg(R). Ich erinnere dafiir an die Mannigfaltigkeitskarten der Grassmann’schen: Fiir
eine Zerlegung P @ @ = R™ mit P € Grg(R"™) ist

UQ = {V € Grk([R”) | Vn@= {0}
eine offene Umgebung von P und die Abbildungen
Homg(P,Q) — Ugp, A im(id+ A)
und
-1 .
p: Ug — Homg(P,Q), V— [P TV 25 Q)

sind inverse Homomorphismen; per Konstruktion gilt fiir v € V' ja immer

v =prp(v) + pv(prp(v))
Die Ug kénnen auch als Biindelkarten herhalten: Es sind

Vi(R") v, — Uqg x Vi(P), (v1,...,v%) = ({v1,..., vk, Prp(v1), .., Prp(vk))

und

Ug x Vi(P) — Vi(R")jug,  (Vip1,-..pk) =— (p1 + v (p1),- - 0k + ov(Pk))

inverse Hom6omorphismen, welche offenbar mit den Fufpunktabbildungen kommutieren.
Und eine Basis by,...,b; von P liefert einen Homdomorphismus Vi(P) — Vi (RF) =
GLk(R).

(2) Erlaubt man hier nur Q = P, so liefern obige Formeln (nach normieren) auch einen
Biindelatlas fiir die Projektion V{(R") — Gry(R™) mit typischer Faser O(n).

(3) Ganz eng verwandt ist auch noch das tautologische Vektorbiindel iiber der Grassmann’schen

Ve = {(v,V) € R" x Gri(R") |ve V}

mit Projektion
Vi — Grp(R™"), (V,v)—V
Addition
Ve XGr(Re) Ve — Yens V0,V w0) — (Vv + w)

und Skalarmultiplikation

R XY — Y, (& V,0) — (V,tv),
alles offenbar stetig. Und es gilt

(’Ykm)V = {V} X V7

(darum hei8t das Biindel ja tautologisch!), was obige Addition und Skalarmultiplikation
in die von V iibersetzt. Bleibt noch die lokale Trivialitat zu zeigen, und es sind
(’Yk,n)\UQ - UQ x P, (V,’U) I (varP(U))
und
Ug x P— (Mx)iv, (V,p)— (V,ev(p)
inverse HomGomorphismen und offenbar fasernweise linear. Wahlen wir noch eine Basis
bi,...,b, in von P sehen wir, dass die typische Faser R* ist, insbesondere ist Vk,n €in
k-dimensionales Vektorbiindel.

(4) Ganz analoge Aussagen erhalten wir im komplexen Fall: Vi (C") — Gry(C") ist ein
Faserbiindel mit typischer Faser GL;(C) (das gilt sogar fiir einen beliebigen topologischen
Korper), VY (C") — Gry(C") ist eines mit typischer Faser U(n) und me — Grg(C) ist ein
k-dimensionales komplexes Vektorbiindel (und damit insbesondere ein 2n-dimensionales
reelles.
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(5) Spezialisieren wir diese Biindel einmal etwas herunter: Fiir k = 1 haben wir ja Vi (R"*1) =
R**+1\{0} und Vko([R”H) = S™ und erhalten also, dass
7: R — RP" und 7:S" — RP"

Faserbiindel mit typischer Faser GL;(R) = R\{0} beziechungsweise O(1) = {+1} sind.
Fiir die Standardkarten U; = {[xo,...2,] € RP™ | 2; # 0} sind die obigen Karten, dann
im linken Fall einfach durch

{(zo,...,2,) € R"! |25 #£ 0} — Uy x R\{0}, (z0,...,2,) — ([z0, ..., 2n],2s)
und im rechten durch

{(,’1}0’...71‘”)68” |I7 7&0} —)Ul X {il}v (an"'axn) I ([I’o,...,ﬁn],ﬁ)

e

gegeben sind. Und wir beobachten auch noch, dass die Einschrankung von 71 41 — RP"
auf das Komplement des Nullschnitts genau das linke dieser Biindel liefert, i.e. wir haben
eine Biindelabbildung

v (Ro,v)

R™1\{0} V141

welche ein Homdomorphismus auf 1 ,+1\n(RP") ist (die Umkehrabbildung ist (V,v) —
v).
(6) Setzen wir auch noch n = 1, erhalten wir mittels des Homdomorphismus RP! — S', [2] —
%, dass
C\{0} — 8!, 2+ &y

ein Faserbtindel mit typischer Faser R\{0} und
St — 8tz 2?
eins mit typischer Faser {+1}. Die Karten von oben werden im letzen Falle einfach zu
S'\{#i} — (S"\{=1}) x R\{0}, 2z~ (2% Re(2))
SI{#1} — (S"\{1}) x R\{0}, 2~ (2*,Im(2))

Und es ist eine Aufgabe zu zeigen, dass das Vektorbiindel v; 2 — RP! zum beriihmenten
Mébiusband iiber S! homdomorph ist.
(7) Im komplexen Fall erhdlt man bei k = 1 Faserbiindel

7: C"t' — CP" und 7: 82" — CP™

mit typischer Faser GL1(C) = C\{0} und U(1) = S! und fiir n = 1 die berithmte Hopf-
Faserung

n: 83— 82
vermoge des Hombomorphismus CP! — S? aus den Ubungen. Eine Illustration von ihr
schmiickt zum Beispiel das Titelbild von Hatchers Lehrbuch “Algebraic Topology”.

Es ist wie gesagt nicht einfach zu entscheiden welche dieser Biindel nicht-trivial sind. Bisher
haben wir nur die Werkzeuge um dies fiir Blindel mit 0- und 1-dimensionaler Faser zu tun. Fangen
wir einmal mit dem zweiten Fall an. Ich erinnere noch an daran, dass eine stetige Abbildung
0: B — E ein Schnitt von m: E — B heifit, wenn 7 o s = idg gilt. Die Menge der Schnitte wird
meist mit I'(7) bezeichnet.

4.6. Satz Fin Faserbindel w: E — B mit typischer Faser R dber einem zusammenhdngenden
Raum B ist nicht-trivial sobald es einen Schnitt o: B — E von m derart gibt, dass E\o(B) immer
noch zusammenhdngt.
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PROOF. Im trivialen Biindel pry: B x R — B hat ein Schnitt s immer die Form b — (b, g(b))
flir eine stetige Abbildung g: B — R. Aber dann ist

(B x R)\s(B) — B x (R\{0}), (b,1) — (b,t = g(b))
ein Homdomorphismus (mit Umkehrabbildung (b,t) — (b,t + ¢g(b))) und die rechte Seite hingt

offenbar nicht zusammen. O

Da wir in 4.5 einen Homdomorphismus R"\{0} — 71 ,+1\n(RP") konstruiert haben, erhalten
wir insbesondere:

4.7. Korollar Die Bindel y1 n+1 — RP" sind fir n > 0 allesamt nicht trivial. Insbesondere gilt
das fiir das Mébiusband tiber S'.

EIn Wort der Warnung: Wir haben hier nicht gezeigt, dass 1 n4+1 nicht homéomorph zu
RP™ x R ist, nur dass es keinen Hom6omorphismus gibt, der auch noch mit den Projektionen auf
RP™ funktioniert. Das stimmt auch, bedarf aber etwas mehr Maschinerie.

Im Kontrast dazu haben wir aber:

4.8. Beispiel (1) Das Tangentialbiindel von S ist trivial: Die Abbildungen
S' xR — TS!, (z,t) —> (2,itz)
und
TS! — S' xR, (z,v) — (2, —iZv)
sind inverse, fasernweise lineare Biindelabbildungen.
(2) Ahnlich gilt fiir S* indem man die Quaternionen H benutzt: Es ist

S? x R® — TS?,  (z,t1,ta,t3) —> (2,it12 + jtoz + kt3z)

eine fasernweise lineare und injektive Biindelabbildung, und da beide Seiten dreidimen-
sionale Fasern haben ist sie auch bijektiv (man kann auch die Homdomorphie so leicht
nachweisen), und

TS?* — $3 x R3,  (2,v) — (2, Re(—izv), Re(—jzv), Re(—kZv))

ist eine Inverse.
Etwas einfacher ist es hier R = Im(C und R? = Im(H) zu benutzen, dann sehen diese
Abbildungen uniform durch (z,t) — (z,tz) und (z,v) — (z,Zv) gegeben.

Ein Ziel des letzten Kapitels dieser Vorlesung ist es Methoden zu entwickeln mit denen man
die Trivialitat zweidimensionaler Biindel testen kann und insbesondere zu zeigen, dass das Tan-
gentialbiindel von S2? nicht trivial ist.

Nun aber erst einmal in eine Dimension niedriger, wo Biindel einen andere Namen haben:

4.9. Definition Eine lokal triviale Abbildung 7: E — B mit diskreten Fasern heifit eine Uberlagerung.
Ist sie ein Faserbiindel mit typischer Faser F' einem endlichen Raum, so heifit |F'| die Bldtterzahl
von 7w (und bei unendlichem F' sagen wir einfach, dass die Bléatterzahl unendlich ist).

Wir haben also oben gesehen, dass

S™ — RP" und insbesondere (—)*: S* —s S*

jeweils zweiblattrige Uberlagerungen sind. Hier sind zwei weitere Beispiele von ahnlicher Natur
wie das rechte:

4.10. Beispiel (1) Die Abbildung
C\{0} — C\{0}, z+— 2"
und daher auch ihre Einschriankung
St — 8!l oz

sind n-blittrige Uberlagerungen fiir jedes n € Z\{0}. Das wird eine Ubung sein.
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(2) Die Exponentialabbildung
exp: C — C\{0}
und daher auch ihre Einschrinkung auf die imaginédre Achse, welche nach Euler’s magis-
cher Formel exp(it) = cos(t) + isin(¢) einfach durch
(cos,sin): R —s S*

gegeben ist, sind unendlich blattrige Uberlagerung, ihre typische Faser ist Z: Fiir die
lokalen Trivialisierung, wihle z € S'. Im zweiten Fall haben wir dann

(cos,sin) 71 (SMN\{z}) = R\ U Yy +2mn = U]y?ﬂn,y +2r(n+1)[
nez nez

fiir ein y € R mit (cos(y),sin(y)) = x

(z—y)J

cos,sin,z»—»{ o

(cos, sin) ~H(SM\{z}) SN\{z} x Z

(cm %

Sh\{z}
Bleibt noch zu priifen, dass die horizontalen Abbildung ein Homéomorphismus ist. Aber
das ist einfach die Aussage, dass
(cos,sin,n): |y + 270,y + 27m(n + 1)[— S*\{z} x {n}
fiir jedes n € Z ein Homoéomorphismus ist.
Im Falle der Exponentialabbildung setzen wir

Sz = C\(Rx0 - 2)

Dann gilt wegen Euler’schen Formel exp(r + it) = e” - (cos(t) + i sin(t))
exp 1(S,) = C\ U (y + 2mni) + R
nez

= U {z € C | Im(y) + 2mn < Im(z) < Im(y) + 27(n + 1)}

nezZ

fiir ein beliebiges y € C mit exp(x) = y. Insbesondere erhalten wir also eine stetige (sogar
lokal konstante) Abbildung

h: exp '(S,) — Z, z+— lhn(zy)J

27
und damit ist die gesucht Biindelkarte

exp~1(S,) S G L N S, xZ

exp pry

Sz

Wie miissen wieder nachweisen, dass die horizontale Abbildung ein Homdéomorphismus
ist. Wer ein bisschen Funktionentheorie beherrscht, wird wissen, dass die Umkehrab-
bildung genau durch einen Zweig des komplexen Logarithmus gegeben ist, welcher auf
jedem der Schlitzgebiete S, nunmal existiert.

Ansonsten benutze die Euler’sche Formel um zu sehen, dass jedes

(exp,n): {z € C | Im(y) + 2mn < Im(z) < Im(y) + 27(n + 1)} — S, x {n}
bijektiv ist und exp aufgefasst als Abbildung R? — R? glatt ist, mit

e’ cos(t) e" —sin(t)
D(r,t)(exp) = (er Sil’l(t) e’ COS(t) )
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gilt. Diese Matrix ist fiir alle (r,t) € R? invertierbar (ihre Deteminanten ist e”), sodass
der Satz iiber die Umkehrfunktion sofort liefert, dass exp auch eine offene Abbildung ist,
und damit die Umkehrabbildung (von der Einschrankung die wir oben betrachtet haben)
stetig.

Alle diese Beispiele von Uberlagerungen sind nicht trivial:

4.11. Satz Fs sei m: E — B eine Uberlagerung zunschen zusammenhdngenden topologischen
Rdumen. Dann ist entweder m ein Homdomorphismus oder m besitzt keinen stetigen Schnitt.
Insbesondere ist m nicht trivial, sobald ™ mehr als einbldtirig ist.

PrOOF. In den Ubungen werden Sie zeigen, dass ein Schnitt ¢ einer lokal trivialen Abbil-
dung automatisch eine abgeschlossene Abbildung ist, wenn die Fasern Hausdorff’sch sind. Fiir
Uberlagerungen sind sie aber auch offen: Ist (U, ¢) eine lokale Trivialisierung von 7, also

7N U) ——F 5 U xa'(b)

\/

USa Y U) S U x o= (b)) 25 771 (b)
stetig. Aber weil das Ziel ein diskreter Raum ist, ist das Urbild U, fiir jedes x € 7=1(b) offen und
wir haben U = |, ¢;-1() Us- Aber dann ist ¢(0(Uy)) = Uy x {2} € U X 7~ 1(b) natiirlich ebenfalls
offen und damit auch

Dann ist nattirlich auch

po@) = |J Uexiz}
zen—1(b)

und damit weil ¢ ein Homdomorphismus ist auch ¢(U) € 7~ 1(U) € E. Und weil sich B durch
lokale Trivialiserungen iiberdecken lasst, folgt, dass auch im(c) € E offen ist.

Aber da E zusammenhéngt, muss dass im(o) entweder leer sein und damit B (und dann auch
E) leer, oder o ist surjektiv. Aber als Schnitt ist o ohnehin injektiv, damit bijektiv und damit ein
Homd6omorphismus mit Umkehrabbildung 7, die dann auch ein Homéomorphismus ist.

Und fiir den Zusatz beobachten wir nun noch, dass die Projektion B x F' — B immer stetige
Schnitte besitzt sobald F' nicht leer ist. O

Wir sehen damit eins der fundamentalen Probleme, mit denen man sich im Zuge der komplexen
Analysis herumschlagen muss:

4.12. Korollar Firn > 1 gibt es keine stetige Funktion w: C\{0} — C mit w™ = id, also keine
stetige n-te Wurzelfunktion, und auch keine stetige Funktion [: C\{0} — C mit expol = id, also
keinen stetigen Logarithmus.

Noch eine sehr niitzliche Klasse von Uberlagerungen ist durch folgende Beobachtung gegeben.
Hierfiir nennen wir eine stetige Abbildung f: X — Y eigentlich, wenn Urbilder kompakter Teil-
mengen von Y wieder kompakt in X sind.

4.13. Satz Sind M und N C'-Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension, f: M — N stetig differen-
ziebar und A € N die Menge der singulire Werte von f (also y € A genau dann, wenn ein
z € f~Hy) emistiert derart, dass Dy f: ToM — TyN kein Isomorphismus ist).

Ist dann f proper, so is f: M\f~1(A) — N\A eine Uberlagerung.

Da die Fasern diskret sind und wegen der Eigentlichkeit von f kompakt, sind sie alle endlich,
es ist f: M\f~'(A) - N\A also ein endlichbittrige Uberlagerung, wenn N\A auch noch zusam-
menhédngt. Die Blatterzahl heifit in diesem Falle meist der Grad von f, weil das schon mit dem
néchsten Beispiel zusammenpasst: Wir erhalten hieraus namlich insbesondere den Fundamental-
satz der Algebra:

4.14. Korollar Ist F': C — C eine polynomielle Funktion ohne Nullstellen so ist F' konstant.
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PROOF. Zeigen wir zuerst einmal die Eigentlichkeit:
Fiir ein Polynom |F(z)| — oo gilt |z] — o bei: Hat F' Grad n so haben wir némlich

Fx) ., ”21 F;

Fozm Fizn—t

i=0
und bei |z| — oo konvergiert die rechte Seite offenbar geben 1, also tut das auch die linke und
dann muss weil |2"| — o eben auch |F(z)| — o gelten.

Aber das heifit, dass fiir beschriinktes K < C auch f~!(K) € C beschrinkt ist, was mittels
des Satzes von Heine-Borel die Eigentlichkeit von F' liefert.

Und das Differential D, F': R> — R? wird (man inspiziere einfach die Definition) durch Multi-
plikation mit dem komplexen Zahl F’(z) gegeben. Insbesondere, ist es entweder invertierbar oder
verschwindet, und letzteres tut es eben genau bei den Nullstellen von F’. Nennen wir diese Menge
N, so ist also F'(N) die Menge der singuléren von F' und wir lernen aus dem vorigen Satz, dass

F:C\F (F(N)) — C\F(N)

eine Uberlagerung ist. Aber wenn F' nicht konstant ist, ist /N endlich und dann natiirlich auch
F(N) endlich, und weil jedes Polynom nur endlich viele Nullstellen hat, dann auch F~1(F(N))
(weil F~1(x) ja einfach aus den Nullstellen von F — z besteht).

Aber dann hingen sowohl C\F~!(F(N)) als auch C\F(N) zusammen, und damit ist gem&f

einer Ubungsaufgabe die Funktion
C\F(N) — N, 2= [F7}(2)|

konstant.

Sicherlich kann sie aber nicht iiberall den Wert 0 haben, irgendwohin miissen die Punkte
aus C\F~}(F(N)) ja abbilden. Aber damit liegt C\F(N) im Bild von F und da F(N) das per
Konstruktion ebenfalls ist, ist F' surjektiv und trifft damit insbesondere 0. O

Fiir den Beweis von 4.13 bediirfen wir noch eines einfachen Lemmas iiber eigentliche Abbil-
dugen:

4.15. Lemma FEs sei f: X — Y stetig und Y kompakt erzeugt und Hausdorffsch, das heifit eine
Teilmenge von Y ist abgeschlossen genau dann, wenn ihr Schnitt mit jeder kompakten Teilmenge
von Y abgeschlossen ist. Ist dann f eigentlich, so ist f abgeschlossen.

Es wird eine Aufgabe sein zu zeigen, dass jede Mannigfaltigkeit in diesem Sinne kompakt
erzeugt ist.

PROOF. O

BEWEIS VON 4.13. Sei y € N\A. Nach dem Satz iiber Umkehrfunktionen 3.21 gibt es um
jeden Punkt x € f~!(y) dann eine Umgebung x € U S M, sodass die Einschrinkung f: U —
f(U) ein Homéomorphismus (sogar Diffeomorphismus) auf eine offene Teilmenge f(U) € N ist.
Insbesondere gibt es in dieser Umgebung keinen weiteren Punkt, der auf y abgebildet wird. Mit
anderen Worten f~!(y) n U = {z}. Das sagt uns dass f~!(y) € M diskret ist, und daher wegen
der Eigentlichkeit von f endlich.

Nun zur lokalen Trivialitat: Es seien x1,...,z, die Urbilder von y und x; € U; € M Umge-
bungen wie auf denen f zu einem Homd&omorphismus restringiert. Indem wir die U; falls notig
verkleinern kénnen wir sicherlich erreichen, dass sie alle disjunkt zu einander sind (Mannigfaltigkeit
sind ja hausdorff’sch!). Setze dann

V=) FU\ <M\ U Uz-> c N;
i=1 =1

die Menge (",_, f(U;) ist natiirlich als endlicher Schnitt von endlichen Mengen offen und M\ | !, U;
ist abgeschlossen. Und da f nach dem vorigen Lemma abgeschlossen ist, ist V' dann offen. Der
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Punkt ist, dass nun
n

vy =) a
i=1
gilt: Offenbar ist die rechte Seite in der linken enthalten, und fiir ein € M mit f(z) € V
gilt per Definition f(z) ¢ f(M\J_,U;), und damit muss also = € |J;_, U; gelten, so dass z in
einem der Terme der rechten Seite enthalten ist. Aber da die U; disjunkt sind ist, die Abbildung
U, f V) nU; - V x {1,...,k}, die auf f~5(V) n U; durch z — (f(z),i) gegeben ist ein
Homoomorphismus, wie gewtiinscht. O
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