Abgabe: Lineare Algebra 2 Fabian Hebestreit
13.01.25 bis 12:00 in V3-128 Blatt 12

Aufgabe 1 (5 Punkte)

Betrachten Sie die drei Quadriken g;: R? — R gegeben durch

ql(X,Y)=x2+xy_1, qz(X,J’):xy_l, 673(X»J/):x2+2x+y

und bestimmen sie deren Normalformen und die fundamentale Gestalt ihrer Nullstellenmengen (also ob diese
eine Ellipse, Hyperbel etc. ist)

Lésungsskizze. Da wir die starre Bewegung, die zur Normalform fiihrt, nicht bestimmen miissen, kénnen wir
die Normalform direkt mithilfe des Klassifikationssatzes 7.5.15 ablesen. Wir bestimmen also zun#chst die Be-
standteile Quadriken. Diese lauten

(1 o1)2 (o0 172 (10
Al‘(l/z o)’ Az_(l/Z o)’ A3‘(0 o)

bl :(0,0), bz :(0,0), bg :(2,1)
CIZ—]., 62:—1, C3=0

Als néchstes gilt es die Eigenwerte der A; zu bestimmen. Die charakteristischen Polynome lauten
Aa,=T?—=T—1/4, x4 =T*—1/4, yo=T°—T
und damit haben wir als Eigenwerte
(52,152, —1/21723, {o,1)

In den ersten beiden Fille ist also jeweils einer positiv und einer negativ und es bleiben fiir die Gestalt der Null-
stellenmenge nur zwei sich kreuzende Geraden oder eine Hyperbel, und im dritten Fall bleiben eine Gerade, die
leere Menge (die natiirlich durch die Losung (0, 0) ausgeschlossen ist) und eine Parabel.

Um zwischen diesen auszuwéhlen, miissen wir entscheiden ob die Quadriken rein sind (also ob ihre Nor-
malform einen linearen Anteil hat), und dazu reicht es zu bestimmen, ob b; im Bild von A; liegt. Dies ist offen-
bar in den ersten beiden Fillen wahr und im letzten nicht. Im letzten Fall berechnen wir dann [pry,, A3)(b3)| =
IPTRx(03(2, 1) =1(2,0)| = 2 und erhalten, dass die Normalform von g5 durch

ng:RP—R, (x,y)— x*+2y

gegeben ist. g3 ist also eine unreine Quadrik, deren Nullstellenmenge eine Parabel bildet.

Im Falle der reinen Quadriken, miissen wir laut Klassifikationssatz (beziehungsweise der Diskussion direkt
im Anschluss) jeweils noch ein u; € R? bestimmen mit b; = —2A; u;; der konstante Koeffizient der Normalform
istdann durch ¢;—(u;, u;) 4, gegeben. Aber hierfiir konnen wir natiirlich jeweils wegen b; = 0 auch u; = 0 wihlen.
Damit erhalten wir als Normalformen

n:R?—R, (x,y)a@-xz—@yz—l

1,

n:RP—R, (x,y)— 5 -x*—3y*—1.

Die ersten beiden Quadriken sind also rein mit Hyperbeln als Nullstellenmengen. O

Aufgabe 2 (5 Punkte)

Sei V ein endlich dimensionaler komplex euklidischer Vektorraum und ¢: V — V C-linear. Zeigen Sie: ¢ ist
normal genau dann, wenn selbstadjungierte 1, {: V — V existieren mit

p=n+¢-i und nof={on.
Zeigen Sie auch, dass 1 und ¢ dann eindeutig als

p—p'

A
= 2i

5 und =

bestimmt sind.



Losungsskizze. Wir priifen dass die am Ende definierten 1, { in der Tat selbstadjungiert sind:

;
e+t ot N ei+e

2 2 2

.
PO il S el el
2i —2i 2i

und offenbar gilt auch ¢ = n+{-i. Soweit gilt das noch fiir jede C-lineare Abbildung ¢ und auch die Eindeutigkeit
einer solchen Zerlegung gilt allgemein: Gilt ¢ =n’+ - i mit selbstadjunigerten n’,’, so folgt

o=+ ) =) =) i=n'=i

und damit

o= n+{i+n =i _ oty

2 2 zn

und analog fiir ¢’.
Um dann noch zu sehen, dass ¢ o ¢ = ¢ o ¢' genau dann gilt, wenn 1 o { = { o) berechnen wir

plop=m—Z-i)on+{-i)=n*+(nol—Lon) i+
pop'=(n+L-D)o(n—¢ i)=n’+(on—nol) i+

Diese beiden Terme stimmen also genau dann tiberein, wenn no{ —{on = {on—no{ gilt, oder dquivalent
(ned)-2=(Lon)-2. O

Aufgabe 3 (5 Punkte)

Sei V ein endlich dimensionaler komplex euklidischer Vektorraum und ¢: V — V C-linear. Zeigen Sie, dass ¢
normal ist, genau dann, wenn ||p(v)|| =|¢(v)|| fiir alle v € V gilt.

Losungsskizze. Ist ¢ normal, so rechnen wir

o), e (= [v, ¢ (NI =[v, p(p" N = [ ), vI=T¢i(v), p (W =T¢'(v), 9" (V)]

Wurzel ziehen, fertig.
Dass umgekehrt [p(v), o(v)] =[¢'(v), p(v)] fiir alle v € V gilt ist wegen

[ o), v1=Mp" W), o' W =[p (@), eI =), ()] =, ¢ (NI =[(¢" 0 )(v), V]

dquivalent zu [[(p o T — T o p)(v), v] =0 fiir alle v € V. Wir behaupten, dass dies ¢ o 9" — ¢ o ¢ =0 und damit
die Normalitit von ¢ impliziert.

Fiir allgemeine lineare Abbildungen iy: V' — V impliziert [¢(v), v] =0 fiir alle v € V keineswegs y) =0 (man
denke an eine Rotation um 77/2 im reellen Fall), aber die Abbildung ¢ o 9™ — ¢ o ¢ fiir die uns diese Aussage
interessiert ist selbstadjungiert (sowohl ¢ o ' als auch ¢ o ¢ sind ja offenbar selbstadjungiert; die zugehérigen
Matirzen Af- A waren ja unsere ersten Beispiele fiir positiv definite hermitesche Matrizen) fiir selbstadjungiertes
Y folgt in der Tat v = 0: In diesem Falle haben wir fiir v, w € V némlich

0=[yp(v+w),v+wl=[yp),v]+[y(v) wl+[yY(w), v]+[yp(w), w]
=y @), wl+[w, ¢ (0)=[y @), wl+[w, @)=y @), wl+[Y@) w]

was besagt, dass [i/(v), w] immer rein imaginir ist. Aber analog rechnet man

0=MYlw+w-iv+w-il=--=[y@)w-il+[Y@),w-il=(=i)-[Yw), wl+i-[Y@),w]

und damit 0 = [y(v), w]— [y (v), w]], was impliziert, dass [y(v), w] auch immer reell ist. Aber die einzige gle-
ichzeitig reelle und rein imagindre komplexe Zahl ist 0. Wir schlieBen also [¢(v), w] = 0 fiir alle v, w € ¢ und
damit ¢(v) =0 aufgrund der Unimodularitéit von [[—,—]. O



Aufgabe 4 (5 Punkte)

Entscheiden Sie welche der beiden Matrizen

1+2i 1—-i 1—i 1+2i 1—i 1+1
A= 1—-i 1+2i 1-i und B=| 1—-i 1+4+2i 1—i
1-i 1—-i 1420 1+i 1—-i 1+2i

in Mat(3, 3, C) eine unitédre Eigenbasis besitzt und bestimmen Sie eine solche.

Losungsskizze. Da die beiden Matrizen symmetrisch sind, sind ihre adjungierten einfach durch die komplex
konjugierten gegeben. Damit rechnet man mit etwas Aufwand:

9 0 0 9 0 0
At-a=(0 9 0|, A-AT=[0 9 o0
0 0 9 0 0 9
9 —2-2i 8 9 —2+2i 8
BY.B=|—2+2i 9 —2+2i|, B-B'=|—-2-2i 9 —2—2j§
8 —2-2i 9 8 —2+2i 9

Die Matrix A ist also normal und B nicht. Nach dem komplexen Spektralsatz besitzt also nur A ein unitére Eigen-
basis. Um sie zu bestimmen, berechnen wir wie immer die Eigenwerte. Mit dem charakteristischen Polynom ist
das etwas langwierig (allein schon es auszurechnen dauert ein Weilchen), mit dem Minimalpolynom geht es
schneller: Da A kein Vielfaches von I; ist, kann min, nicht linear sein. Wir bestimmen also

-3 6 6
A= 6 -3 6
6 6 -3

und bestimmen die Optionen fiir x,y € C in T?+ xT + y als Kandidat fiir das Minimalpolynom. Die ersten
beiden Eintrédge der ersten Spalte (oder Zeile) liefern

(I1+2i)-x+1-y=3
(1—i)-x+0-y=—6
und damit
—6  (—6)(1+1i)
X = - =
1—i  124(—1)2
Als Kandidat erhalten wir also 72 — (3 + 3i)T +9i und scharfes Hinsehen liefert, dass jede der 9 zu erfiillenden
Gleichung in A2 — (3 +3i)A +9i - I5 eine der beiden oben ist. Es gilt also wirklich min, = T2 —(3 +3i)T + 9i,
wohingegen ein lingliche Rechnung y, = T3 —(3+6i)T?—(9—18i)T +27 liefert. Aus dem Minimalpolynom liest

man mittels quadratischer Ergdnzung sofort die Nullstellen 3 und 3i ab, dies sind also die Eigenwerte von A.
Als néchstes gilt es Eigenbasen zu bestimmen. Wir haben

=—3—-3i und y=9i.

—242i 1—i 1—i -2 1 1
Eigs(A)=ker| 1—i —2+2i 1—i |=ker[ 1 -2 1
1—i 1—i —242i 1 1 -2
0 3 -3 0 0 0 0 0 0
=[0 =3 3 |=|0 1 —1]|=[0 1 —1|={(s,s,5)eC|seC}
1 1 -2 1 1 —2 1 0 -1

Ein normierter Eigenvektor ist also (1/+/3,1/+/3,1/+/3). und

1—i 1—i 1—i
Eig,;(A)=ker| 1—i 1—i 1-—i
1—i 1—i 1—i



1 1 1 1 1 1
=ker|1 1 1|=|0 0 0|={(-s—t,s51)eC?|s,teC}
11 1 0 0 0

Eine Basis ist also etwa durch (—1,0,1),(—1,1,0) gegeben. Um diese zu einer unitdren Basis zu beférdern wenden
wir noch einmal das Gram-Schmidt-Verfahren an und erhalten

((—1,0»1),(—1r1’0)) _ —(— —
(—1,0,1),(=L0,1) =(-1,1,0)+(1/2,0,—1/2)=(-1/2,1,—1/2).

b? =(=1,1,00—(~1,0,1)-

Damit sind 1.0.1) .
—_ ’ | 1 —LaeT -1 7 1
= _)Oy_ und _— :(—' _,_)
I(=1,0,1)| (‘@ ‘6) l(=1,2,—1)] \v6 \/; 76

eine unitére Basis des Eigenraumes. Es ist also insgesamt

1 =1 =1

3 0 0 Vi V2 VB
UTAU=U'AU={0 3i 0| mit U=|—- 0 43
0 0 3i B

V3 V2 Ve



