Abgabe: Lineare Algebra 2 Fabian Hebestreit
02.12.24 bis 12:00 in V3-128 Blatt 8

Aufgabe 1 (5 Punkte)

Bestimmen Sie das Minimalpolynom von

1 0 0 0
1 0 -1 -1
A= 4 4 3 o |eMaB3,0)

—13 13 13 4
und entscheiden Sie, ob A diagonalisierbar ist.

Losungsskizze. Die Matrix A ist kein Vielfaches der Identitdt. Damit muss min, mindestens Grad 2 haben. Es
gilt

1 0 0 0

10 -9 —-10 —4
—-12 12 13 4

0 0 0 3

A’ =

Versuchen wir also A% + x - A+ yI, = 0 zu lésen. Die ersten Eintriige der ersten Spalte liefern die Gleichungen
1+x4+y=0 und 10+x=0

was x =—10und y =9 erzwingt. Das liefert uns den Kandidaten T2—10T +9 fiir das Minimalpolynom. Aber die
Gleichung an der dritten Stelle der ersten Spalte lautet

—124+4x=0

und das wird sicherlich nicht von x =—10 gel6st. Das Minimalpolynom hat also mindestens Grad 3. Wir berech-

nen
1 0 0 0

13 -12 -13 -7
0 0 1 4
-39 39 39 12

A=

Die ersten drei Eintréige der ersten Spalte in A3+ x A%+ y A+ zI, =0 liefern also das Gleichungssystem
1+1-x+1-y+1-2=0
13+10-x+1-y+0-2=0
0—-12-x+4-y+0-2=0

was man mit einer Runde GauR3-Algorithmus l6sen kann:

1 Y 1/4111 L) -1 111-11 L i
10 1 0]|-13 ~ 10 1 0|-13 o 10 1 0)|-13
-12 4 0| O -3 1 0| 0 —13 0 0| 13
—1/13111 L I-111,11-10111 0 11 I-I1 0 113
oy 10 1 0] -13 o 01 0|3 |~ 1 0|3
1 0 0 —1 1 0 0f—-1 1 0 0f—-1

O

Das liefert uns des Kandidaten T3 — T2 —3T + 3 als Minimalpolynom. Und in der Tat sind die andere 13
Gleichungen
—39+4+(-1)-0+(=3)-(—13)+3-0=0

0+(—1)-0+(—3)-0+3-0=0
—124+(—=1)-(-9)+(—3):0+3-1=0



0+(—1)-12+(=3)-(—4)+3-0=0
39+(—1)-0+(=3)-(13)+3-0=0
0+(—-1):04+(-3):0+3:0=0
—13+(-1)-(—-10)+(-3):(—1)+3:0=0
14(—1)-13+(=3)-(-3)+3-1=0
394 (—1)-0+(—3)-13+3-0=0
0+(—1)-0+(—3)-0+3-0=0
—74+(=1)-(—4)+(-3)-(-1)+3-0=0
4+4+(—1)-4+(-3)-0+3:0=0
12+(—1)-3+(—3)-4+3-1=0
sind erfiillt. Uberraschend, nicht wahr? Es gilt jedenfalls folglich
min, = 73— T*—3T +3.
Es ist offenbar 1 eine Nullstelle hiervon, und eine Runde Polynomdivision liefert
min, = (T —1)(T?—3)=(T—1) (T —V3)(T +v3)

Nach dem dritten Diagonalisierbarkeitkriterium ist A also diagonalisierbar. Es muss tibrigends A dhnlich zu

1 0 0 0
01 0 0
00 v3 0
00 0 —+v3

sein (nicht dass das gefragt war), da fiir das charakteristische Polynom y , etwa nach dem zweiten Diagonalisier-
barkeitskriterium oder dem Satz von Cayley und Hamilton nur die drei Méglichkeiten

(T—1XT—+v3)T++3), (T—1)(T—+vV3?*T++3) oder (T—1)(T—+v3)T++3)?

iibrig bleiben, aber die rechten beiden Polynome im Gegensatz zu y , keine ganzzahligen Koeffizienten haben
(der 0-te Koeffizient ist —3+/3 bzw. 3v/3).

Aufgabe 2 (5 Punkte)
Zeigen Sie: Eine Matrix A € Mat(n, n, K) ist invertierbar genau dann, wenn min,4(0) # 0 und in diesem Falle gibt
es ein Polynom F € K[T] mit A~ = F(A).

n

im0 Ci* T, so bedeutet min,(0) = 0 gerade ¢, = 0 und allgemein haben wir

n n—1
_CO']In:ZCi'Ai:A'(ZCH—I'Ai)

i=1 i=0

Lisungsskizze. Ist etwa min, = .

Ist nun ¢, = 0 folgt 0 = A- (2::01 ;41 - Al). Wire A invertierbar, so wiirde Z::Ol Ci1 - Al = 0 folgen. Dann wire
Z:’;Ol Ci+1+ T' ein normiertes Polynom vom Grad n — 1, welches A annihiliert. So etwas kann es aber nach Defi-
nition des Minimalpolynoms nicht geben. Also ist A nicht invertierbar.

Ist andererseits ¢, # 0 so erhalten wir

n—1
C; .
]In=A-(—ZlC—+1-A’)
0

i=0

also ist A~! = F(A) fiir

-1 . .
F ZZ —Ciy1 Tio —1 ' miny, —miny(0) < K[T].

Co N mlnA(O) T



Aufgabe 3 (5 Punkte)

Essei V ein endlich dimensionaler K -Vektorraumund ¢: V — V K-linear und sei min, = Hf: . P die Primfak-
torzerlegung des Minimalpolynoms von ¢ und ¢;: Ker(P"(¢)) — Ker(P" (¢)) die Einschrdnkung von ¢. Zeigen
Sie:

a) Sind U, U’ € V Untervektorraume mit Im,(U) € U und Im,(U’) € U’ so ist min
same Vielfache von min v und min,

sy das kleinste gemein-

14 Plur*

b) Es gilt min,, = P fiir jedes 1 <i <k

c) Esgilt dimg(Ker(P"(¢p))= deg(Pi)-mh (P;) firjedes1<i<k.

Fiir ¢) werden sie wohl den Satz von Cayley-Hamilton benutzen miissen.

Anmerkung: Insbesondere liefert c) also
dimK(Hptw(A)) = mh(T —-A)

und damit eine geometrische Interpretation der algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte im charakteristis-
chen Polynom und wegen Eig¢(7L) - Hptw(k) auch einen zweiten Beweis, dass m, (1) < mm(T —A).

Losungsskizze.  a) Zundchst annihiliert min,, , = sicherlich die Einschréankgungen von ¢ auf U und U’ (es
annihiliert ja sogar die ein Einschrankung auf U + U’), sodass

min,  |min, , und min, , |ming

nach der Diskussion unmittelbar nach der Definition des Minimalpolynoms. Esistalsomin,, , , eingemein-
sames Vielfaches von min,, , und min,, ,. Und gilt F = H -min,,  und F = H - min,, , fiir H, H’'€K]|T],so
folgt sicherlich fiir u e U

(F(pw+uw)u) = (Flew))u)=(H(py)oming (¢y))(u)=0

und damit F(¢y,y)jy = 0. Analog folgt F(¢|y+y/)jy- = 0 und damit sicherlich F(gy,y/) = 0 und damit
min(yy4y) | F. Jedes gemeinsame Vielfache von min, und min, , wird also von min(g|y,y) geteilt. Es
hat also min(¢p,;y-) kleinsten Grad unter allen diesen gemeinsamen Vielfachen.

b) Sei U; = Ker(P‘""(go)). Dann gilt tautologischerweise
1 g
I ini(()pz') =1 ini(90|Ui) =1 ini(()o)\Ui =0

und damit min, | Pi"", sodass min,, = Pl.m" fiir irgendwelche m; < n; aufgrund der Irreduzibilitit von P;.

i

Aber da die P/" alle teilerfremd zueinander sind (sodass ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches ihr Produkt
ist!) folgt dann aus a), dass
k
min, = l_[ p"
i=1

und damit m; = n; nach Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung.
¢) Nach dem Satz von Cayley-Hamilton gilt nach b) y,, = Pl.l" fiir irgendwelche /; > n; und damit
dim(U;) = deg(y,,) = deg(P)- I;.
Nach der letzten Aufgabe des fiinften Zettels gilt aber weiter y, = ]—[f:1 Xoi = HL Pl.l" und damit [; =

m, (P,), was zu zeigen war.
O



Aufgabe 4 (5 Punkte)

Sei A € Mat(n, n, K) eine Matrix mit A>=1,,. Zeigen Sie: Ist char(K)# 2, so ist A dhnlich zu einer Matrix der Form

[1 o ... 0 0 ... O 0
o1 ... 0 0 ... O 0
0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 € Mat(n, n, K).
0 0 0O 0 ... -1 o0
0 0 O 0 ... 0 -1

Wie sieht es aus, wenn K Charakteristik 2 hat?

Lésungsskizze. Es gilt per Annahme F(A) =0 fiir F=T?—1=(T +1)(T —1) und damit min, | T2 —1. Also gibt es
die Moglichkeiten
T—1, T+1, und T?*-1

fiir miny. In jedem Falle zerfillt fiir char(K) # 2 das Polynome min, vollstindig in Linearfaktoren und hat nur
einfache Nullstellen. Es ist also nach dem dritten Kriterium A diagonalisierbar mit Eigenwerte 1 oder —1 oder
beides, in jedem Falle von der Form in der Aufgabe.

Fiir K =2 muss das nicht gelten: Die Matrix

0 1
A= (1 0) eMat(2,2, K)

erfiillt A2 =1,, ist aber kein Vielfaches von I, sodass min, = T?+1 = (T +1)? gelten muss. Damit ist A aber nach
dem dritten Diagonalisierbarkeitskriterium nicht diagonalisierbar, weil es eine doppelte Nullstelle hat.
Das ganze kann man natiirlich auch ohne Benutzung des Minimalpolynoms beweisen: Fiir v € K" gilt

x—A-x x—A-Xx

x= +
2 2
und es gilt
x—A-x A-x—x x—A-x x+A-x A-x+x x+A-x
A- = =— und A- = = R
2 2 2 2 2 2

sodass "_;““ € Eig_,(A) und x+§4"‘ € Eig,(A) und damit K" = Eig,(A) + Eig_,(A) und damit ist A nach der ersten
Diagonalisierbarkeitskriterium diagonalisierbar. O



