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KAPITEL 1

Grundlagen

1. Aussagen

Um später im Ernstfall eine präzise Sprache zu ermöglichen, beginnen wir mit etwas Vokabular,
das wir der Alltagssprache entreißen:

1.1. Konvention Eine Aussage (statement) ist ein Satz, der eindeutigerweise entweder wahr
(true) oder falsch (false) ist.

1.2. Beispiel Typische Beispiele, die dieser Konvention sicherlich genügen, sind:

(1) Jede natürliche Zahl ist gerade.
(2) 6 ist durch 3 ohne Rest teilbar.
(3) 34 ist größer als 27.
(4) 27 ist größer als 34.

Diese Aussagen, so sind wir uns hoffentlich alle einig, sind in Reihenfolge falsch, wahr, wahr und
falsch. Einige schon eher problematische Beispiele sind

(1) Milch kommt aus Tieren.
(2) Franz hat eine Brille auf.
(3) 7 ist meine Lieblingszahl.

aber Alltagsaussagen wie diese sind selten präzise genug um wirklich Aussagen im Sinne obiger
Konvention zu sein (wie steht es um Hafermilch oder Sonnenmilch? Hat man eine Brille auch auf,
wenn man sie nicht auf der Nase trägt, sondern in die Haare hochgeschoben hat? Was bedeutet
eigentlich dieses ”Lieblings-” genau?) Definitv keine Beispiele sind:

(1) Ich lüge gerade.
(2) Es regnet.
(3) Franziska hat graue Haare.

Der erste Satz ist eine Variante des berühmten Paradox des Epimenides: Ist die getroffene Aussage
wahr, so muss sie eine Lüge sein, und daher in Wahrheit falsch. Ist die getroffene hingegen
Aussage falsch, so ist sie nicht gelogen, muss also wahr sein. Ergo können wir nicht sinnvoll einen
Wahrheitsgehalt zuweisen. Der zweite Satz ist viel zu vage: Regnet es jetzt gerade oder manchmal?
Zählt Niesel schon als Regen? Und über welchen Ort wird überhaupt geredet. Der dritte Fall ist
ähnlich: In der Alltagssprache meint man mit ”hat graue Haare” manchmal, dass alle Haare einer
Person grau sind, und manchmal nur dass einige Haare grau, aber durchaus noch braune, blonde,
oder auch hell-pinke Haare auf dem Kopf zu finden sind. Wieder viel zu ungenau.

Eine erste große Herausforderung wird es nun sein sich daran zu gewöhnen, sehr scharf zwis-
chen Aussagen im Sinne obiger Konvention und Alltagssprache zu trennen. Wir werden im weit-
eren im wesentlichen nur Aussagen erlauben, um über mathematische Inhalte zu reden, allein
schon um Missverständnisse zu vermeiden. Ich wünschte mir manchmal, dies wäre auch eine
Alltagskonvention...

1.3. Konstruktion Sind A und B zwei Aussagen, so konstruieren wir zwei neue Aussagen

pAq _ pBq und pAq ^ pBq,
5



6 1. GRUNDLAGEN

die Disjunktion (disjunction) bzw. Konjunktion (conjunction) von A und B: Ihre Wahrheitswerte
sind durch folgende Vorschriften gegeben:

pAq _ pBq ist

$'''&'''%
wahr falls A und B beide wahr sind

wahr falls A wahr ist und B falsch

wahr falls A falsch ist und B wahr

falsch falls A und B falsch sind.

pAq ^ pBq ist

$'''&'''%
wahr falls A und B beide wahr sind

falsch falls A wahr ist und B falsch

falsch falls A falsch ist und B wahr

falsch falls A und B falsch sind.

Diese Konstruktion formalisiert die Alltagsbegriffe ”und” und ”oder”. Man stellt die Vorschriften
häufig als Wahrheitstafeln dar:

B z A w f
w w w
f w f

B z A w f
w w f
f f f

pAq _ pBq pAq ^ pBq
1.4. Warnung Konjunktion und Diskjunktion enthalten keinerlei Hinweise auf logische, kausale
oder sonstige Zusammenhänge zwischen den teilnehmenden Aussagen, anders als man dies aus
dem Alltag kennt. Ein schönes Beispielsind etwa die zwei Sätze:

Er beging eine Straftat und ging ins Gefängnis.

Er ging ins Gefängnis und beging eine Straftat.

Intuitiv würden viele von uns aus dem ersten Satz wohl ablesen, dass die erwähnte Straftat der
Grund für den Gefängnisgang ist (und insbesondere etwa bemerkt wurde), wohingegen man in
den zweiten Satz eher hineinliest, dass der arme Protagonist wohl mittlerweile mindestens zweimal
abseits des Gesetzes tätig war. Nichts davon ist aber wirklich gesagt, und von solchen Assoziation
müssen Sie sich befreien. Die beiden Aussagen

(Er beging eine Straftat)^ (Er ging ins Gefängnis)

(Er ging ins Gefängnis)^ (Er beging eine Straftat)

sind für uns inhaltsgleich (sofern wir uns denn für den Zwecke dieses Beispiels einigen wollen
wollen, dass ”Er beging eine Straftat” und ”Er ging ins Gefängnis” wirklich Aussagen sind).

Trotz dieser Diskrepanz werden wir häufig pAq und pBq anstatt pA ^ Bq und pAq oder pBq
anstatt pAq _ pBq.
1.5. Beispiel (1) Hier sind zwei wahre Aussagen:

(a) (34 ist größer als 27) und (rot ist eine Farbe).
(b) (27 ist größer als 34) oder (rot ist eine Farbe).

(2) Im Sinne obiger Konstruktion muss die Antwort auf die Frage ”Möchtest du Tee oder
Kaffee” wohl ”Ja” oder ”Nein” lauten, je nachdem, welches von (Tee oder Kaffee) und
(nichts) man denn will.

(3) Die Klammung, die beim verbinden von nur zwei Aussagen erstmal unnötig und vielleicht
etwas nervig erscheint, ist enorm wichtig, sobald Disjunktion und Konjunktion beide im
Spiel sind: Die beiden Aussagen

ppAq ^ pBqq _ pCq und pAq ^ ppBq _ pCqq
können sehr verschieden sein:

Paul went to the loo and did a number one or number two.
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Nur bei einer Klammerung ist sichergestellt, dass Paul mit seiner Notdurft den Lokus
erreicht hat.

1.6. Konstruktion Eine weitere wichtige Art aus alten Aussagen neue zu produzieren ist die
Negation (negation): Zu einer Aussage A bilden wir die Aussage  pAq, deren Wahrheitwert durch

 pAq ist

#
falsch falls A wahr ist

wahr falls A falsch ist.

Sie formalisiert den Alltagsbegriff ”nicht” oder ”Gegenteil von” und hat die Wahrheitstafel

A w f
f w

 pAq
1.7. Beispiel (1)  (Jede natürliche Zahl ist gerade) ist inhaltsgleich zu (Es gibt ungerade

natürliche Zahlen), und ist natürlich wahr.
(2)  (Hans ist ein Untergebener von Lisa) hat den gleichen Gehalt wie (Hans ist kein Un-

tergebener von Lisa), aber nicht unbedingt wie (Lisa ist eine Untergebene von Hans):
Etwa könnten sie beide gleichen Rang haben.

Aus den Bausteinen ^,_, lassen sich viele andere Operationen zusammensetzen. Ein
Beispiel ist die Exklusivdisjunktion (exclusive disjunction) pAq � pBq, die definiert ist als

ppAq _ pBqq ^ p ppAq ^ pBqqq.
Etwas kürzer schreibt man in solchen Fällen gern

pAq � pBq ..� ppAq _ pBqq ^ p ppAq ^ pBqqq;
das Zeichen ..� ist als ”ist definiert als” zu lesen und bedeutet, dass die linke Seite eine Abkürzende
Schreibweise für die rechte Seite ist; man sollte diese Zeichen als ein einzelnes lesen, das nicht aus
: und � zusammengesetzt ist (historisch kommt es natürlich daher).

Wichtiger als das in der Mathematik recht ungebräuchliche ”exklusiv-oder” sind:

1.8. Definition Sind A und B Aussagen so setzen wir:

pAq ñ pBq ..� p pAqq _ pBq
pAq ð pBq ..� pBq ñ pAq
pAq ô pBq ..� ppAq ñ pBqq ^ ppAq ð pBqq

Die ersten beiden nennt man Implikationen (implications) und die dritte Äquivalenz (equivalence).

Gelesen werden Äquivalenzen als ”genau dann, wenn” und die Implikationen demzufolge als
”dann” (ñ) und ”wenn” (ð). Die Wahrheitstabellen lauten:

B z A w f
w w w
f f w

B z A w f
w w f
f w w

B z A w f
w w f
f f w

pAq ñ pBq pAq ð pBq pAq ô pBq
1.9. Warnung Noch mehr als bei ”und” und ”oder” gibt es in vielen von uns den Impuls bei
pAq ñ pBq eine Kausalität in die Aussage hineinzulesen. Widerstehen Sie ihm. So ist etwa

(Rot ist eine Farbe) ñ (34 ist größer als 27)

eine wahre Aussage, aber die Größe von 34 hat sicherlich nichts mit der Farbigkeit von rot zu tun.
Insbesondere gilt: Eine falsche Aussage impliziert jede Aussage. Nehmen Sie sich diese

Weisheit zu Herzen: Es reicht ein einziger Fehler in einer Argumentationskette um das ganze
Konstrukt zum Einsturz zu bringen.
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Es gelten nun eine Myriade Rechenregeln für all diese Operationen. Um sie alle aufzuschreiben,
sei noch vereinbart, dass w and f eine Tautologie und eine Antinomie, also eine wahre und eine
falsche Aussage bezeichnen.

1.10. Satz Sind A, B und C Aussagen so gelten

(1) Assoziativität (associativity)

rppAq _ pBqq _ pCqs ðñ rpAq _ ppBq _ pCqqs und rppAq ^ pBqq ^ pCqs ðñ rpAq ^ ppBq ^ pCqqs
(2) Kommutativität (commutativity)

rpAq _ pBqs ðñ rpBq _ pAqs und rpAq ^ pBqs ðñ rpBq ^ pAqs
(3) Neutralität (neutrality)

rpAq _ f s ðñ pAq und rpAq ^ ws ðñ pAq
(4) Absorption (absorption)

pAq _ w und  ppAq ^ fq
(5) Idempotenz (idempotency)

 p pAqq ðñ pAq
(6) tertium non datur (law of the excluded middle)

pAq _ p pAqq und  ppAq ^  pAqq
(7) de Morghan’schen Gesetze (de Morghan’s laws)

r ppAq _ pBqqs ðñ rp pAqq ^ p pBqqs und r ppAq ^ pBqqs ðñ rp pAqq _ p pBqqs
(8) Distributivität (distributivity)

rpAq^ppBq_pCqqs ðñ rppAq^pBqq_ppAq^pCqqs und rpAq_ppBq^pCqqs ðñ rppAq_pBqq^ppAq_pCqqs
(9) Transitivität (transivity)

rppAq ñ pBqq ^ ppBq ñ pCqqs ùñ rpAq ñ pCqs
(10) Substitution (substitution)

rpAq ñ pBqs ùñ rppAq _ pCqq ñ ppBq _ pCqqs
rpAq ñ pBqs ùñ rppAq ^ pCqq ñ ppBq ^ pCqqs

(11) Umkehrschluss (contraposition)

rpAq ñ pBqs ðñ rp pBqq ñ p pAqqs
Die Assoziativität erlaubt es uns im weiteren viel der Klammern um Aussagen wegzulassen.

So werden wir etwa eher pAq ^ pBq ^ pCq schreiben und damit eine der äquivalenten Aussage in
(1) meinen. In Wahrheit werden wir meist sogar A ^ B ^ C schreiben und die Klammern nur
setzen, wenn sie Verwirrung vermeiden (etwa wenn eine der Aussagen A, B oder C selbst wieder
eine Disjunktion enthalten, sodass die Warnung 1.51.5 (3) zuschlägt. .

Beweis. Diese Regeln lassen sich alle durch simple Fallunterscheidung nachweisen. Am
einfachsten sind wohl die beiden Absorptionsgesetze. Für sie reichen ein direkter Blick in die
Wahrheitstabellen. Und das Idempotenzgesetz is nicht schwerer: Ist A wahr, so ist  pAq falsch,
ergo  p pAqq wieder wahr, und ähnlich ist, falls A falsch ist,  pAq wahr und dann  p pAqq
wieder falsch. Ein Blick in die Wahrheitstabelle Äquivalent zeigt dann aber, dass sowohl zwei
wahre als auch zwei falsche Aussage eine wahre Aussage liefern. Die Neutralitätsgesetze sind auch
einfach: Ist A wahr so nach Blick in die Wahrheitstabelle der Disjunktion auch pAq _w und ist A

falsch, so auch pAq _w, und wieder beendet ein Blick in die Wahrheitstabelle der Äquivalenz den

Nachweis. Ähnliches für die Version der Konjugation. Um zu sehen, dass es etwas drittes nicht
gibt, beobachten wir, dass immer genau eine der Aussagen A und  pAq wahr ist, was durch Blick
in die Wahrheitstabelle der Disjunktion verrät, dass pAq _ p� pAqq immer wahr ist und in die der
Konjugation, dass pAq ^ p pAqq nie wahr ist.
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Für die Kommutativität stellt man fest, dass die Wahrheitstabelle von Disjunktion und Kon-
jugation sich bei Vertauschen von A und B nicht verändern. Für die de Morghan’schen Gesetze
ergeben sich für das erste und zweite jeweils auf beiden Seiten die Wahrheitstabellen

B z A w f
w f f
f f w

B z A w f
w f w
f w w

Assoziativität und Distributivität ergeben sich, indem man etwa Wahrheitstabellen erst C als
wahr annimmt, und dann Wahrheitstabellen anfertigt, und dann ähnliches falls C falsch ist. Im
ersten Fall, also falls C wahr ist ergeben sich in den vier Gesetzen jeweils

B z A w f
w w w
f w w

B z A w f
w w f
f f f

Assoziativitätsgesetze mit C wahr

B z A w f
w w f
f w f

B z A w f
w w w
f w f

Distrubutivitätsgesetzte mit C wahr

als Wahrheitstabellen beider Seiten, und falls C falsch ist erhalten wir

B z A w f
w w w
f w f

B z A w f
w f f
f f f

Assoziativitätsgesetze mit C falsch

B z A w f
w w f
f f f

B z A w f
w w f
f w f

Distrubutivitätsgesetzte mit C falsch

Damit bleiben noch die ersten beiden Substitutionsregeln und die Transitivität. Für die ersten
beiden Substitutionsgesetze lauten die Wahrheitstabellen für die rechten Seiten der Implikationen

B z A w f
w w w
f w w

B z A w f
w w f
f f w

Rechte Seiten der Substitutionsgesetze mit C wahr

B z A w f
w w f
f f w

B z A w f
w w w
f w w

Rechte Seiten der Substitutionsgesetze mit C falsch

In allen Fällen taucht hier nur ein Eintrag ”wahr” auf, wenn dieser auch in pAq ô pBq auftaucht.
Das dritte Substitutionsgesetz ergibt sich wieder direkt durch einen Blick auf die Wahrheitstafel der
Äquivalenz. Der Umkehrschluss folgt wieder direkt durch scharfes Hinsehen in der Wahrheitstafel
der Implikation.

Zuletzt machen wir für die Transitivität eine Fallunterscheidung in B: Die Negation der linken
Seite hat die Wahrheitstafel

C z A w f
w f f
f w w

B z A w f
w w f
f w f

mit B wahr mit B falsch
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In jedem Fall liefert die eintragsweise Disjunktion mit

C z A w f
w w w
f f w

pAq ñ pCq
immer eine wahre Aussage. □

Hiermit haben wir nun wohl das Standardarsenal an Methoden zur Verfügung eine Aussage
A als wahr nachzuweisen: Die leichteste Methode ist es eine schon als wahr bekannte Aussage zu
finden und zu zeigen, dass B ñ A wahr ist. Dann zeigt ein Blick in die Wahrheitstabelle der
Implikation sofort, dass auch A wahr sein muss. Die Transitivität erlaubt es, hierfür noch weitere
Aussagen zwischen zu schalten, also neben der wahren Aussage B etwa noch eine Aussage C zu
finden und B ñ C und C ñ A als wahr nachzuweisen. Dann folgt nämlich B ñ A und damit
auch A. In diesem Fall spricht man oft von C als einem Zwischenschritt im Beweis von A.

Auf einem anderen Wege ist es etwa möglich, um A als wahr nachzuweisen, den Umkehrschluss
zu verwenden: Hierzu muss man eine wahre Aussage B finden und nachweisen dass  pAq ñ  pBq
gilt. Es folgt dann nämlich B ñ A und A folgt. Man spricht in diesem Fall von einem Beweis
durch Widerspruch.

1.11. Beispiel Nachdemman Gesetze (1) - (10) nachgewiesen hat, kann man etwa den Umkehrschluss
anstatt wie oben durch Blick auf die Wahrheitstafeln auch auf diese Weise herleiten: Ausgeschrieben
bedeutet

p�q ..� �rpAq ñ pBqs ùñ rp pBqq ñ p pAqqs�
(und das ist eine Hälfte der Behauptung des Umkehrschlusses) dass

 p A_Bq _ p p Bq _  Aq.
Wegen des Idempotenzgesetzes gilt p Bq ô B, sodass eine Anwendung des Substitutionsgesetzes

r p A_Bq _ pB _ Aqs ùñ p�q
liefert. Aber aufgrund des Kommutativitätsgesetzes gilt rB_ As ðñ r A_Bs und demzufolge
liefert das Substitutionsgesetz

r p A_Bq _ p A_Bqs ùñ r p A_Bq _ pB _ Aqs
und dann das Transitivitätsgesetz

r p A_Bq _ p A_Bqs ùñ p�q.
Aber  p A _ Bq _ p A _ Bq ist wahr, da tertium non datur (etwas drittes gibt es nicht). Also
ist auch p�q wahr.

Das ist natürlich an dieser Stelle noch um einiges komplizierter als der Blick in die Wahrheit-
stafel, aber im Weiteren wird das letztere keine Option mehr sein. Um den Text etwas kürzer
(und hoffentlich auch verständlicher) zu machen, lässt die Anwendungen von Substitution und
Transitivität meist implizit und schreibt diesen Beweis etwa einfach wie folgt auf:

 p A_Bq _ p A_Bqs ùñ r p A_Bq _ pB _ Aqs
ùñ r p A_Bq _ p p Bq _  Aqs

wobei im ersten Schritt Kommutativität und im zweiten Schritt Idempotenz benutzt wird, und
die Ursprungsaussage wegen tertium non datur wahr ist.

Schon etwas besser.
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2. Prädikate

2.1. Konvention Ein Prädikat (predicate) P ist ein Satz, der einen oder mehrere Platzhalter
(oder Variablen) enthält, zusammen mit einem Definitionsbereich (domain of definition), derart
dass durch Einsetzen eines jeden Objektes d aus dem Definitionsbereich für den Platzhalter eine
Aussage P pdq entsteht.

2.2. Beispiel (1) ”x ist gerade” mit Variable x und Definitionsbereich die natürlichen Zahlen.
Anstatt (x ist gerade)(5) schreiben wir natürlich ”5 ist gerade”. Das ist übrigends falsch.

(2) ”x ist gerade” mit Variable x und Definitionsbereich die Bäume ist kein Beispiel. Was
soll es schon heißen einen Baum durch 2 zu teilen? Oder wann ist ein Baum sonst gerade?

(3) ”x ist gerade” mit Variablen x und y und Definitionsbereich die natürlichen Zahlen (für
x) und die Bäume (für y). Insbesondere müssen die Variablen eines Prädikates nicht
wirklich in ihm vorkommen.

(4) ”y ist gerade” mit Variable x und Definitionsbereich die natürlichen Zahlen ist wieder
kein Beispiel. Was soll y denn sein, wenn es nicht die Variable des Prädikats ist?

Der Sinn und Zweck von Prädikaten ist es, aus ihnen Aussagen zu gewinnen. Zum einen hat
man natürlich die einzelnen Aussagen P pdq, aber interessant wird das ganze durch:

2.3. Konstruktion Ist P ein Prädikat mit Variable x, so bilden wir zwei neue Aussagen

@x in D : P und Dx in D : P

die Universal- und Existenzquantifizierung (universal- und existence quantification) von P , deren
Wahrheitswerte gegeben sind durch

@x in D : P ist

#
wahr falls P pdq für jedes Objekt d des Definitionsbereiches von P wahr ist

falsch falls P pdq für mindestens ein Objekt d des Definitionsbereiches falsch ist.

Dx in D : P ist

#
wahr falls P pdq für mindestens ein Objekt d des Definitionsbereiches wahr ist

falsch falls P pdq für jedes Objekt d des Definitionsbereiches von P falsch ist.

Häufig lässt man den Definitionsbereich auch implizit und schreibt nur

@x : P und Dx : P
Hat ein Prädikat mehrere Variable, etwa x, y, so kann man @x : P und Dx : P ebenfalls bilden
(man spricht von partieller Quantifizierung) und erhält ein neues Prädikat, nun mit Variable y,
deren Definitionsbereich sich nicht ändert. Es ist so definiert, dass p@x : P qpdq für ein d aus dem
Definitionsbereich von y wahr ist genau dann, wenn P pd1, dq für alle d1 aus dem Definitionsbereich
von x wahr ist, und ähnliches für partielle Existenzquantifikation.

Insbesondere kann man für ein Prädikat P mit Variablen x, y doppelt quantifizieren und die
Aussagen

@x : p@y : P q and @x : pDy : P q and Dx : p@y : P q and Dx : pDy : P q
bilden. Durch Schachtelung von Ausdrücke der mittleren Sorte kann man schnell recht komplexe
Aussagen erzeugen. Auch hier spart man sich wann immer möglich die Klammern und auch den
ersten der Doppelpunkte schreibt man nur aus, wenn er beim Lesen hilft.

2.4. Beispiel (1) ”x ist kleiner als y” ist ein zweistelliges Prädikat mit Variablen x, y und
Definitionsbereichen die natürlichen Zahlen. Die Aussagen pDx, y : x ist kleiner als yq und
p@xDy : x ist kleiner als yq sind wahr, wohingegen die Aussagen pDy@x : x ist kleiner als yq
und p@x, y : x ist kleiner als yq falsch sind. Machen Sie sich dies gerade bei den mittleren
beiden wirklich klar: Zu jeder natürlichen Zahl d gibt es eine größere (etwa d� 17), aber
es gibt keine natürliche Zahl, die größer als alle anderen ist.
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(2) Bei Schachproblemen gibt es Brettisituationen, die man mit ”Weiß gewinnt in zwei
Zügen” bezeichnet. Das ist schon ein Beispiel einer nicht mehr ganz simplen Aussage:
Sie entfaltet sich zu

D Zug von Weiß x : @ Züge von Schwarz y : D Zug von Weiß z :

Nach Durchführung der Züge x, dann y, dann z ist Schwarz Schachmatt.

(3) Geschachtelte Quantoren und Aussagen sind mehr die Norm als die Ausnahme in der
Mathematik: Die Definition der Stetigkeit für eine Funktion f : RÑ R in der Analysis I
wird einmal

@x P R@ϵ ¡ 0Dδ ¡ 0@y P R : |x� y|   δ ñ |fpxq � fpyq|   ϵ

lauten. Gewöhnen Sie sich also lieber schnell daran.

Prädikate können genau wie Aussagen verknüpft werden: Sind P und Q Prädikate mit gle-
ichen Variablen und Definitionsbereichen so können wir die Prädikat P _ Q und P ^ Q deren
Wahrheitswert bei einem Objekt d sinnvollerweise P pdq _Qpdq bzw. P pdq ^Qpdq sind.

Wieder gelten ein Haufen Rechenregeln:

2.5. Satz Sind P und Q Prädikate mit Variable x und gleichem Definitionsbereich und R ein
Prädikat mit Variablen x, y, so gelten folgende Aussagen:

(1)

 p@x : P q ðñ pDx :  P q und  pDx : P q ðñ p@x :  P q
(2)

p@x : P ^Qq ðñ p@x : P q ^ p@x : Qq und pDx : P _Qq ðñ pDx : P q _ pDx : Qq
(3)

p@x : P _Qq ðù p@x : P q _ p@x : Qq und pDx : P ^Qq ùñ pDx : P q ^ pDx : Qq
(4)

@x@y : Rðñ @y@x : R und DxDy : Rðñ DyDx : R
(5)

Dx@y : R ùñ @yDx : R
Beweis. Es verhält sich ähnlich zum Beweis von Satz 1.101.10: Die meisten Punkte erhält man

durch scharfes Hinsehen und Fallunterscheidung. Etwa den ersten: Ist die Aussage auf der linken
Seite korrekt, so ist es falsch, dass P für alle x gilt. Ergo muss es ein x geben für das P nicht gilt,
was genau die Behauptung der rechten Seite ist. Es folgt nach Inspektion der Wahrheitstafel der
Implikation, dass  p@x : P q ùñ pDx :  P q. Ist andersherum die rechte Aussage wahr, gibt es ein
x, für das P falsch ist. Aber dann stimmt ja sicherlich nicht, dass P für alle x gilt. Dies zeigt
pDx :  P q ùñ  p@x : P q. Die zweite Behauptung folgt analog.

Für den zweiten Punkt sind die getroffenen Aussagen hoffentlich ebenfalls offensichtlich: Etwa
sind bei der linken Aussage beide Seiten genau dann wahr, wenn P und Q beide für alle x stimmen.

Etwas interessanter sind die Aussagen in Punkt (3), in den im allgemeinen jeweils nur eine
Implikation gilt. Es ist klar, dass p@c : P q ñ p@x : P _Qq und ähnliches mit Q anstelle des ersten
P 1s, einfach weil ja generell P pdq ñ P pdq _Qpdq. Aber allgemein gilt

pAñ Cq ^ pB ñ Cq ðñ pA_B ñ Cq
wie Sie auf dem ersten Übungszettel nachweisen müssen. Setzen wir für A,B,C die drei Aussagen

p@c : P q, p@c : Qq, p@c : P _Qq
ein haben wir gerade die linke Seite verifiziert und die rechte folgt wie gewünscht. Die zweite
Behauptung ist analog.

Zur vierten Behauptung weiß ich gar nichts zu sagen, so offensichtlich ist sie.
Interessant ist nochmal die letzte: Die linke Seite besagt, dass ein x gibt, dass für jedes y dazu

führt dass R wahr ist. Aber dann gibt es ja zu jedem y auch wirklich dieses x was R wahr macht.
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Andersherum gilt das nicht: Bei Wahrheit der rechten Aussage könnte es zu verschiedenen y’s
verschiedene x’e geben, die R wahrmachen, auf der linken Seite reicht das nicht. □

2.6. Warnung In der Alltagssprache lässt man Quantoren oft implizit

Schnee ist weiß. Der Mann hat graues Haar.

Im ersten Falle scheint mir, man meint wohl ”Aller Schnee ist weiß”. Insbesondere ist dann
 pSchnee ist weißq die Aussage ”Es gibt Schnee, der nicht weiß ist.” und nicht (!!!) ”Schnee ist
nicht-weiß.” Im zweiten Fall scheinen mir wohl beide Interpretationen

Alle Haare des Mannes sind grau. und Mindestens ein Haar des Mannes ist grau.

alltagskompatibel und ich nehme an, es gibt einige unter Ihnen, die intuitiv auf die eine, und
einige, die es intuitiv auf die andere Weise interpretieren würden. Dies sind sehr verschiedene
Aussagen. Noch seltsamer wird es, wenn man die ”Aussage” negiert: Im ersten Fall ergibt sich

Mindestens ein Haar des Mannes ist nicht grau. und Kein Haar des Mannes ist grau.

Welche Bedeutung würden Sie intuitiv dem Satz ”Der Mann hat nicht graues Haar.” zuordnen?
Mussten Sie vielleicht sogar das Camp wechseln?

Das Beispiel soll jedenfalls verdeutlichen, dass das unsere unrpäzise Alltagssprache ein großes
(und wohl auch täglich genutzes) Potenzial für Verwirrungen und Missverständnisse bietet. Fügt
man nun auch noch unseren Hang zum Hinzufügen von Zusammenhängen wie in Warnung 1.41.4
hinzu, erhält man ein unheiliges Gebräu bei dem es eher ein Wunder ist, dass überhaupt irgendwer
irgendwen anders manchmal versteht (man überlege sich nur, welchen komplexes Konstrukt ein
simples Wort wie ”trotzdem” vermitteln soll).

Der Sinn und Zweck der formalen Sprache, die wir eingeführt haben ist es jedenfalls solchen
Problemen vorzubeugen und präzise Argumente auch dann zu ermöglichen, wenn wir es mal mit
wirklich komplizierten Aussagen zu tun bekommen.

Von vielen Aussagen weiß man bis heute nicht, ob sie wahr sind. Ein berühmtes Beispiel ist
Goldbach’s Vermutung:

@x : pDw : 2w � x^ w ¥ 1q ùñ �Dy, z : x � y � z
^r@n,m : y � n �mñ pn � 1_m � 1qs ^ r@n,m : z � n �mñ pn � 1_m � 1qs�

wobei alle Quantifikationen über die natürlichen Zahlen laufen. Oder mit anderen Worten: Jede
gerade Zahl, die größer als 2 ist, ist Summe von zwei Primzahlen.

3. Mengen

Nun wo wir etwas sprechen gelernt haben, wenden wir uns als nächstes den Objekten zu, über
die wir sprechen wollen:

3.1. Konvention (Cantor 1894) Eine Menge (set) M ist eine Zusammenfassung bestimmter,
wohlunterschiedener Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen.

Man nennt diese Objekte x die Elemente (elements) von M und schreibt x PM . Wir nennen
zwei Element x, y P M gleich (equal) und schreiben hierfür x � y, falls sich nicht unterscheidbar
sind, und sonst x � y.

Man nennt N eine Teilmenge (subset) von M und schreibt N � M , falls jedes Element von
N auch in M enthalten ist, in Formeln @x : x P N ñ x P M , quantifiziert über die Elemente von
N .

Zwei Mengen M und N definieren wir als gleich (equal) und schreiben M � N , falls sie die
gleichen Elemente enthalten, also falls M � N und N �M .

Schlussendlich setzten wir noch

N �M ..� N �M ^N �M

und sagen, dass N in diesem Fall eine eigentliche (proper) Teilmenge von M ist.
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3.2. Bemerkung Als der deutsche Mathematiker Georg Cantor (1845-1918) diese Definitionen,
zusammen mit dem Begriff der Mächtigkeit (den wir in ein paar wenigen Vorlesungen kennen
lernen werden) einführte, kam dies einer Revolution gleich, da er es ermöglichte auch unendliche
Menge endlich rigoros zu studieren ohne nur auf die Intuition zurückzugreifen; Cantor selbst
wollte eigentlich Mengen reeller Zahlen studieren, auf denen bestimmte Reihen konvergieren und
bedurfte hierfür einer neuen Sprache, die sich dann verselbstständigt hat. Der ebenfalls deutsche
Mathematiker David Hilbert (1862-1943) sagte knapp 30 Jahre nach dem Erscheinen von Cantors
Arbeit einmal:

”Fruchtbaren Begriffsbildungen und Schlußweisen wollen wir, wo immer nur die geringste
Aussicht sich bietet, sorgfältig nachspüren und sie pflegen, stützen und gebrauchsfähig machen.
Aus dem Paradies, das Cantor uns geschaffen, soll uns niemand vertreiben können. Es ist nötig,
durchweg dieselbe Sicherheit des Schließens herzustellen, wie sie in der gewöhnlichen niederen
Zahlentheorie vorhanden ist, an der niemand zweifelt und wo Widersprüche und Paradoxien nur
durch unsere Unaufmerksamkeit entstehen. Die Erreichung dieser Ziele ist offenbar nur möglich,
wenn uns die volle Aufklärung über das Wesen des Unendlichen gelingt.”

3.3. Beispiel (1) die Menge alle Kühe.
(2) die Menge aller Rechtshänder im Raum.
(3) die Mengen der natürlichen, ganzen, rationalen, reellen, p-adischen und komplexen Zahlen

Etwas ernsthafter: Eine Menge M nennen wir leer (empty) falls sie keine Elemente hat, also
falls gilt

@x : x R H.

Wir beobachten sofort, dass wenn zwei Mengen M und N dieser Bedingung genügen, so gilt
M � N . Oder mit anderen Worten es gibt nur eine leere Menge. Wir bezeichnen sie mit H.

3.4. Beispiel (1) Für jede Menge M gelten H �M und M �M .
(2) Ist P ein Prädikat mit einer Variablen mit Definitionsbereich (die Elemente von) M , so

kann man die Teilmenge

tm PM | P pmqu �M

all derer Elemente m PM bilden, so dass P pmq wahr ist. Andersherum ist für eine Teil-
menge N � M der Ausdruck x P N ein Prädikat mit Variable x und Definitionsbereich
M .

Besteht der Definitionsbereich eines Prädikats P mit Variable m aus den Elementen
einer Menge M so schreibt man in der Regel @m P M : P und Dm P M : P bei der
Quantifizierung.

(3) Ist N �M , so bezeichnet man die Teilmenge

MzN ..� tm PM | m R Nu
als das Komplement (complement) von N in M .

(4) Möchte man gegebene Objekte zu einer Menge zusammenfassen benutzt man ebenfalls
t u, etwa man bezeichnet für x PM die Teilmenge

tm PM | x � mu �M

mit txu. Ähnlich schreibt man tx, yu für
tm PM | x � m_m � yu �M

und so weiter. Es gilt insbesondere immer tx, yu � ty,xu, eine Reihenfolge oder ähnliches
haben Mengen nicht. In der gesamten Diskussion ist durchaus zugelassen, dass x � y
gilt. In diesem Falle gelten auch tyu � tx, yu � txu, sonst natürlich nicht.

(5) Es ist H wohl zu unterscheiden von tHu. Die letztere Menge hat ein Element! Nämlich
H. Die vordere nicht.

(6) Etwa gilt tnatürliche Zahlenuztgerade Zahlenu � tungerade Zahlenu.
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3.5. Definition Ist M eine Menge, so ist ihre Potenzmenge (power set) PpMq die Menge aller
ihrer Teilmengen, also

@x : x P PpMq ô x �M .

Ist X � PpMq eine Teilmenge, so definieren wir ihre Vereinigung (union) und Durchschnitt (in-
tersection) als¤

X ..� tm PM | DU P X : m P Uu and
£
X ..� tm PM | @U P X : m P Uu

Häufig schreibt man auch
�
UPX U anstatt

�
X, was für so manches Gehirn etwas leichter zu

parsen zu sein scheint. Wir werden das bestimmt öfter sehen. Definitiv benutzen werden wir

U Y V ..�
¤
tU ,V u and U X V ..�

£
tU ,V u

für zwei Teilmengen U ,V �M . Zwei Teilmenge vonM mit UXV � H heißen disjunkt (disjoint).

3.6. Beispiel (1) Es gelten

PpHq � tHu
PptHuq � tH, tHuu

PptH, tHuuq � tH, tHu, ttHuu, tH, tHuuu
oder allgemeiner

Pptxuq � tH, txuu und Pptx, yuq � tH, txu, tyu, tx, yuu
für je zwei Elemente x, y PM .

(2) Es gelten

t1, 2, 3u Y t2, 3, 4u � t1, 2, 3, 4u und t1, 2, 3u X t2, 3, 4u � t2, 3u.¤
tt1, 2, 3u, t2, 3, 4u, t3, 4, 5uu � t1, 2, 3, 4, 5u und

£
tt1, 2, 3u, t2, 3, 4u, t3, 4, 5uu � t3u.

Wieder gibt es eine Myriade Rechenregeln; hier eine Auswahl:

3.7. Satz Für U ,V ,W �M und X,Y � PpMq gelten:
(1)

U Y pMzUq �M und U X pMzUq � H
(2)

MzpU Y V q � pMzUq X pMzV q and MzpU X V q � pMzUq Y pMzV q
(3) ¤

tUu � U �
£
tUu

(4) ¤
H � H und

£
H �M

(5) ¤
PpMq �M und

£
PpMq � H

(6) ¤
X Y

¤
Y �

¤
pX Y Y q und

£
X X

£
Y �

£
pX Y Y q

insbesondere

pU Y V q YW � U Y pV YW q und pU X V q XW � U X pV XW q
und

X � Y ùñ
¤
X �

¤
Y und

£
Y �

£
X

und
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(7) £
X Y

£
Y �

£
tN �M | DU P X,U 1 P Y : N � U Y U 1u

und ¤
X X

¤
Y �

¤
tN �M | DU P X,U 1 P Y : N � U X U 1u

insbesondere

pU Y V q XW � pU XW q Y pV XW q und pU X V q YW � pU YW q X pV YW q
Beweis. Fangen wir mit der linken Aussage in (1) an: Für U Y pMzUq � M müssen wir

zeigen, dass m P U _m P MzU ñ m P M . Aber nach einer Übungsaufgabe ist das das gleiche
wie zu zeigen, dass m P U ñ m P M und m P MzU ñ M . Diese Aussage sind aber beide per
definition (von U und z) wahr. Für die umgekehrte Inlusion M � U YMzU müssen wir zeigen

m P M ñ m P U _m P MzU . Aber wieder nach Übung können wir stattdessen, m P M ^m R
U ñ m PMzU zeigen, was wieder nach Definition von MzU wahr ist.

Für die zweite Aussage U X pMzUq � H müssen wir zeigen, dass U X pMzUq leer ist. Mit
anderen Worten, dass für alle x PM die Aussage x P U ^ x PMzU falsch ist. Aber das is wieder
nach Definition von z wahr, da tertium non datur.

Aussage (2) ist eine Übungsaufgabe werden.
Aussagen (3) sind direkt per Definition klar. Numero (4) ist amüsant: Die linke Gleichung

folgt, da es per Definition für kein x P M eine Menge U P H gibt, mit x P U : Es gibt ja einfach
überhaupt kein U P H, also ist

�H leer. Für die rechte stellen wir fest, dass aber für jedes U P H
gilt x P U , wieder weil es ja gar kein solches U gibt. Also ist x P �H und damit M � �H.
Die andere Inklusion gilt per definitionem. Das Argument für (5) ist simpler: Für jedes x P M
bezeugt M P PpMq, dass auch x P �PpMq, und Mztxu P PpMq, dass x R �PpMq.

Für Aussage (6) müssen wir zeigen, dass x P �X_x P �Y genau dann gilt, wenn x P �XYY .

Wir verwenden wie in (1) die Übungsaufgabe vom ersten Zettel, um für die Hinrichtung stattdessen
x P �X ñ x P �XYY und x P �Y ñ x P �XYY zeigen zu dürfen. Aber das ist klar: Gibt es
ein U P X mit x P U , so gilt ja auch U P XYY , und analog für U P Y . Für die Rückrichtung reicht
es ebenfalls nach der Übungsaufgabe zu zeigen, dass pDU P X Y Y : x P Uq ^  pDU P Y : x P Uq
impliziert, dass x P �X. Aber auch das ist richtig: Die linke Seite der Konjunktion ist pDU P
X : x P Uq _ pDU P X : x P Uq, also die gesamte Konjunktion nach Distrubutivität und tertium
non datur, sogar äquivalent zu pDU P X : x P Uq, also in der Tat x P �X.

Die linke der weiteren Behauptungen ergibt sich nun durch

pU Y V q YW �
¤
tU ,V u Y

¤
tW u �

¤
tU ,V ,W u �

¤
tUu Y

¤
tV ,W u � U Y pV YW q

und die zweite durch ¤
X �

¤
X Y

¤
pY zXq �

¤
pY Y pY zXqq �

¤
Y .

Die Behauptungen über Durchschnitte erhält man ähnlich.

Ich nutze den Beweis von der ersten Behauptung von (7) schlußendlich, um noch einmal einen
Beweis soweit zu formalisieren, dass man ihn gerade noch lesen kann. Ein Beweis der für den
menschlichen Konsum gedacht ist, folgt am Ende. Die zweite Behauptung nachzuweisen wird eine
Übungsaufgabe.

Die Behauptung
�
X Y�Y � �tN � M | DU P X,U 1 P Y : N � U Y U 1u ist per Definition

die Aussage:

p�q @x PM : px P
£
X Y

£
Y q ñ px P

£
tN �M | DU P X,U 1 P Y : N � U Y U 1uq.

Zuerst beobachten, dass nach Definition von Y gilt:

x P
£
X Y

£
Y ðñ px P

£
Xq _ px P

£
Y q

Also ist p�q nach Substitution in 1.101.10 äquivalent zu

@x PM : rpx P
£
Xq _ px P

£
Y qs ñ px P

£
tN �M | DU P X,U 1 P Y : N � U Y U 1uq
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Aber nach dem ersten Übungszettel ist die äquivalent zu

@x PM : rpx P
£
Xq ñ px P

£
tN �M | DU P X,U 1 P Y : N � U Y U 1uqs

^rpx P
£
Y q ñ px P

£
tN �M | DU P X,U 1 P Y : N � U Y U 1uqs

Und dies, und damit nach Transitivität auch p�q, ist nach 2.52.5 (2) wiederum zu

r@x PM : px P
£
Xq ñ px P

£
tN �M | DU P X,U 1 P Y : N � U Y U 1uqs

^r@x PM : px P
£
Y q ñ px P

£
tN �M | DU P X,U 1 P Y : N � U Y U 1uqs

äquivalent. Es reicht also diese beiden Aussagen als wahr nachzuweisen. Zeigen wir die erste, also

p��q @x PM : px P
£
Xq ñ px P

£
tN �M | DU P X,U 1 P Y : N � U Y U 1uq

die zweite ist völlig analog. Nach Einsetzen der Definitionen des Durchschnitts lautet p��q
@x PM : r@U P X : x P U s ñ r@U P X : @U 1 P Y : x P U Y U 1s

Einsetzten der Definition von Y wird dies weiter zu

p� � �q @x PM : r@U P X : x P U s ñ r@U P X : @U 1 P Y : px P Uq _ px P U 1qs,
was wir nun als wahr nachweisen müssen. Aber sicherlich gilt

r@U P X : x P U s ñ r@U P X : x P U s _ r@U 1 P Y : x P U 1s
(A ñ A _ B ist sicherlich für je zwei Aussage A und B wahr: etwa ist es nach dem ersten

Übungszettel äquivalent zu A^ Añ B und A^ A ist falsch) und nach 2.52.5 (3) gilt auch

r@U P X : x P U s _ r@U 1 P Y : x P U 1s ñ r@U P X : @U 1 P Y : px P Uq _ px P U 1qs,
sodass eine letzte Anwendung von Transitivität p� � �q liefert. Damit haben wir£

X Y
£
Y �

£
tN �M | DU P X,U 1 P Y : N � U Y U 1u

nachgewiesen.
Bleibt noch die andere Inklusion

p�q
£
tN �M | DU P X,U 1 P Y : N � U Y U 1u �

£
X Y

£
Y

zu zeigen. Dies lautet ausgeschrieben

@x PM : r@U P X : @U 1 P Y : x P U _ x P U 1s ùñ r@U P X : x P U s _ r@U 1 P Y : x P U 1s
Aber wieder nach dem ersten Übungszettel ist dies äquivalent zu

@x PM : r@U P X : @U 1 P Y : x P U _ x P U 1s ^  r@U P X : x P U s ùñ r@U 1 P Y : x P U 1s
was nach 2.52.5 (1) (und natürlich Substitution aus 1.101.10) äquivalent ist zu

p��q @x PM : r@U P X : @U 1 P Y : x P U _ x P U 1s ^ rDU P X : x R U s ùñ r@U 1 P Y : x P U 1s,
was wir nun als wahr nachweisen müssen. Aber für je zwei Prädikate P und Q mit gleichem
Definitionsbereich gilt:

p@x : P q ^ pDx : Qq ñ pDx : P ^Qq
(zum einen ist das offensichtlich, zum andern gilt es auf dem zweiten Übungszettel einen symbol-
ischen Beweis zu finden). Setzen wir dies ein erhalten wir

r@U P X : p@U 1 P Y : x P U _ x P U 1qs ^ rDU P X : x R U s
ùñ DU P X : @U 1 P Y : x R U ^ px P U _ x P U 1q

und es gilt

x R U ^ px P U _ x P U 1q ðñ px R U ^ x P Uq _ px R U ^ x P U 1q ðñ px R U ^ x P U 1q ùñ x P U 1

nach Distributivität aus 1.101.10, was nach Transivität durch Substitution p��q liefert. Uff.
Hier noch die menschenfreundlichere Art das gleiche in natürlicher Sprache zu formulieren

(machen Sie sich klar, dass hier wirklich das gleiche passiert). Wir zeigen zuerst, dass die linke in
der rechte Seite enthalten ist. Dafür gilt es also wieder zu zeigen, dass

�
X und

�
Y in der rechten
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Seite liegen. Nehmen wir also etwa ein Element x P M , mit x P U für alle U P X. Dann gilt für
jedes U 1 P Y sicherlich x P U YU 1, also ist x in der rechten Seite enthalten. Analog für x P V P Y .
Für die umgekehrte Inklusion benutzen wir wieder die Umformulierung den Übungszettels und
müssen zeigen, dass ein x PM , mit x P U Y U 1 für alle U P X und U 1 P Y , das aber nicht in

�
X

liegt, in
�
Y liegen muss. Aber nicht in

�
X zu liegen, bedeutet dass es ein U P X gibt, so dass

x R U . Da aber per Annahme x P U Y U 1 für alle U 1 P Y gilt, muss also x P U 1 liegen.
Ich hoffe der Kontrast in der Länge macht deutlich, wie dicht mathematische Texte meist

geschrieben sind. Auch hier: Gewöhnen Sie sich lieber schnell daran, es wird nicht besser. □

Zuletzt noch eine nützliche Abkürzung, die vieles einfach macht, und eine Anmerkung, die
vieles komplizierter macht:

3.8. Definition Ist P ein einstelliges Prädikat mit Variable x und Definitionsbereich M , M eine
Menge, so setzen wir

D!x PM : P ..� pDm PM : P pmqq ^ p@m,m1 PM : pP pmq ^ P pm1qq ñ m � m1q.

Gelesen wird D! als ”es existiert genau ein”.

3.9. Bemerkung Man mag nun auf die furchtbare Idee kommen, in allem Überschwung diejenige
Menge S zu bilden, deren Elemente genau alle Mengen sind. Dann kann man beobachten, dass
S P S gilt. Überrascht, mag man dann noch versuchen die Teilmenge

T ..� tM P S |M RMu
zu betrachten und sich dann zu fragen, ob T P T . Jetzt explodiert aber alles: Ist nämlich T P T ,
so gilt nach Definition T R T . Und gilt aber T R T , so doch per definition doch T P T . Dieses
Paradox heißt die Russel’sche Antinomie und zeigt, dass es die Menge S nicht geben kann (Cantor’s
Paradies hat also doch seine Grenzen).

Um solchen Problemen vorzubeugen, fasst man Mengen heutzutage formal nicht mehr durch
Cantor’s (doch recht vage) Konvention 3.13.1, sondern rein axiomatisch. Eine genau Diskussion
würde uns hier zu viel Zeit und Platz kosten; das Stichwort zum Weiterlesen sind die Zermelo-
Fraenkel-Axiome. Für uns ist der Schluss erstmal, dass man nur die Konstruktionen durchführen
sollte, die in diesem Kapitel angegeben sind, und keine solch wilden Experimente wie S.

4. Ordnungsrelationen

4.1. Definition Das kartesische Produkt (cartesian product) M � N zweier Mengen M und N
ist die Menge der Paare px, yq mit x P M und y P N . Die Gleichheit von Paaren wiederum ist so
definiert, dass

@x,x1 PM , y, y1 P N : px, yq � px1, y1q ô px � x1q ^ py � y1q.

Benannt ist das kartesische Produkt nach dem französischen Mathematiker René Descartes
(1596 - 1650) der zuerst die heute ebenfalls als kartesisch bekannten Koordinaten einführte um
Punkte in der Ebene zu lokalisieren (in der Notation oben, die Ebene also als R�R identifizierte).
Falsch geschrieben als Adjektiv im mathematischen Sprachgebrauch zu erscheinen ist in gewissen
Weise wohl die höchste Ehre, die einem Mathematiker zu Teil werden kann. Von Descartes stammt
auch der berühmte Ausspruch “Cogito, ergo sum!” (Ich denke, also bin ich.), der ein wunderbares
Beispiel ist, dass die bei Anfänger (und leider auch in der wirklich wahren Welt) beliebte Variante
pA ñ Bq ñ pB ñ Aq des Umkehrschlusses wirklich Murks ist. Es scheint zumindest immer
häufiger, dass nicht jeder, der ist, auch wirklich denkt.

4.2. Beispiel (1) Gilt M � tx, yu, so gilt

M �M � tpx,xq, px, yq, py,xq, py, yqu.
(2) Es gelten M �H � H � H�M .

4.3. Definition Eine Relation (relation) R zwischen zwei Mengen M und N (oder besser ”zwis-
chen den Elementen zweier MengenM undN”, aber das ist so lang) ist eine Teilmenge R �M�N .
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Man stelle sich hierbei R als die Menge derer Paare von Elementen zu die in der gegebenen
Beziehung zu einander stehen. Folglich schreibt man häufig auch mRn anstatt pm,nq P R. Gilt
M � N so spricht man meist von einer Relation auf M .

4.4. Beispiel (1) Die Gleichheitsrelation

∆M � tpm,m1q PM | m � m1u
existiert auf jeder Menge M , ebenso wie

M �Mz∆M ,

die Ungleichheit.
(2) Die trivialen Relationen

M �N �M �N and H �M �N
für je zwei Mengen M und N .

(3) Größenvergleich ¥ und Teilbarkeit | sind zwei Relationen auf den natürlichen Zahlen.
(4) Auf PpMq haben wir die Teilmengenrelation

tpX,Y q P PpMq | X � Y u.

Relationen kommen in verschiedensten Spielrichtungen. Wir werden in dieser under nächsten
Vorlesung drei von ihnen genauer anschauen: Ordnungsrelationen, Funktionen und Äquivalenzrelationen.

4.5. Definition Eine Relation R auf einer Menge M heißt

(1) reflexiv , falls für alle m PM gilt mRm gilt,
(2) transitiv , falls für alle m,n, k PM gilt pmRn^ nRkq ñ mRk,
(3) identitiv , falls für alle m,n PM gilt pmRn^ nRmq ñ n � m,
(4) total , falls für alle m,n PM gilt mRn_ nRm.

Eine Relation, die reflexiv, transitiv und identitiv ist heißt eine partielle Ordnung (partial order).
Ist sie zusätzlich total, so spricht man von einer totalen Ordnung (total order).

Selten sich Autoren einig welches dieser Konzepte der Begriff ”Ordnung” oder entweder ”par-
tiell” oder ”total” davor bezeichnet. Ich werde daher versuchen ihn alleine zu vermeiden. Das
Paar pM ,Rq wird zusammen übrigends häufig als partiell/total geordnete Menge (partially/totally
ordered set) bezeichnet, wobei sich im englischen der Begriff poset für den ersten Fall durchgesetzt
hat.

4.6. Beispiel (1) Die Teilmengenrelation auf PpMq ist für jede Menge M eine partielle
Ordnung. Total ist sie genau auf M � H und Mengen der Form M � txu: Sobald es
x, y PM gibt, mit x � y, gilt weder

txu � tyu noch tyu � txu.
(2) Ähnliches gilt typischer, wenn man eine Ansammlung Mitarbeiter nach dem Vorgeset-

ztsein ordnet: Dies ist eine partielle, aber nur in etwas seltsamen Firmen eine totale
Ordnung.

(3) Die Gleichheitsrelation ist eine (sehr sehr) partielle Ordnung, die nicht total ist sobald
M zwei verschiedene Elemente hat.

(4) Die leere Relation H ist nur auf der leeren Menge eine partielle Ordnung (sonst ist sie
nicht reflexiv), und die volle RelationM �M ist nur eine partielle Ordnung falls M � H
oder M � txu (sonst ist sie nicht identitiv).

(5) Die Ordnung nach der Größe ist eine totale Ordnung auf den natürlichen, ganzen, ratio-
nalen und auch reellen Zahlen (visualisiert im üblichen Zahlenstrahl).

(6) Teilbarkeit ist eine weitere partielle, aber nicht totale Ordnung auf den natürlichen Zahlen
(es gilt schließlich weder 2 die 3 noch 3 die 2).
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(7) Ist N eine Teilmenge von M und R eine partielle bzw. totale Ordnung auf M , so ist
R X N � N wieder eine partielle bzw. totale Ordnung auf N . Man spricht von der auf
N eingeschränkten Ordnung (restricted order). Es kann passieren, dass diese total ist,
obwohl R es auf ganz M nicht ist. In diesem Falle nennt man N eine Kette (chain) von
M .

(8) Ist R eine partielle Ordnung auf M , so auch Rrev � tpm,m1q P M �M | pm1,mq P Ru.
Eine Ordnungsrelation weiß also nicht intrinsisch, ob nun die rechte oder die linke Seite
“größer” ist. Weitere Begriffe werden wir aber immer so festlegen, als wäre in n das
“größere” Element falls mRn.

4.7. Definition Sei R eine partielle Ordnung auf M und m P M . Das Element m heißt ein
größtes/kleinstes (largest/smallest) Element von M , falls für alle m1 PM gilt m1Rm bzw. mRm1,
und maximal/minimal , falls für alle m1 PM gilt mRm1 ñ m � m1 bzw. m1Rmñ m1 � m.

Oft erweitert man diese Definition noch zu einer relativen Version: Ist N � M , so heißt m
obere/untere Schranke (upper/lower bound) für N falls für alle n P N gilt nRm bzw. mRn gilt.
Beachte, dass hierbei m kein Element von N sein muss.

4.8. Beobachtung Ist M von R partiell geordnet, so gilt:

(1) M hat höchstens ein größtes Element (also sind x, y PM größt, so folgt x � y).
(2) Jedes größte Element von M ist auch maximal.
(3) Besitzt M ein größtes Element, so ist jedes maximale Element von M auch größt.
(4) IstM durch R total geordnet, so ist ebenfalls jedes maximale Element vonM auch größt.

In Abwesenheit eines größten Elements, kann es in einer nur partiell geordneten Menge aber
viele maximale Elemente geben, wie wir im nächsten Beispiel sehen werden.

Beweis. Die ersten beiden Aussagen folgen direkt aus der Identivität: Sind x und y beide
größt, so gilt xRy weil y größt ist, und yRx weil x größt ist. Ergo x � y, also (1). Und für (2),
ist x größt, und xRy, so gilt weil ja auch yRx gilt, wieder x � y. Für Aussage (3) sei x P M
größt, und y PM maximal. Dann gilt wegen dem ersten yRx und damit dann wegen dem zweiten
x � y, insbesondere ist y also auch größt. Für Aussage (4) sei x PM maximal. Dann muss wegen
Totalität für alle y P M mindestens eins von xRy und yRx gelten. Aber xRy gilt nur für y � x,
und in diesem Fall gilt auch yRx wegen Reflexivität. In allen anderen Fällen muss dann aber yRx
gelten. □

4.9. Beispiel (1) M ist das größte Element von PpMq und H das kleinste.
(2) In PpMqztMu ist für jedes x P M das Element Mztxu P PpMqztMu maximal, aber

sobaldM zwei verschiedene Elemente erhält nicht größt: Falls x � y gilt wederMztxu �
Mztyu noch Mztyu �Mztxu.

(3) Jede Teilmenge der natürlichen Zahlen besitzt unter Größenvergleich ein kleinstes El-
ement. Die natürlichen Zahlen besitzen aber kein maximales, erst recht kein größtes
Element.

(4) Betrachten wir die natürlichen Zahlen mit der Teilbarkeitsrelation so ist 1 die klein-
ste natürliche Zahl und 0 die größte. In der Teilmenge tnatürliche Zahlenuzt0, 1u sind
genau die Primzahlen die minimalen Elemente und es gibt keine maximalen (erst recht
keine größten) Elemente. Die maximalen Elemente von t2, 3, 4, 5, 6u sind 4, 5 und 6,
insbesondere gibt es kein größtes Element.

Hier schon einmal formulieren möchte ich einen hochgradig nicht-trivialen Satz, mit dem wir
uns wahrscheinlich später noch beschäftigen müssen.

4.10. Theorem (Zorn’sches Lemma, 1933) Besitzt jede Kette einer partiell geordneten, nicht-
leeren Menge M eine obere Schranke, so besitzt M ein maximales Element.
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Spielen sie etwas mit dieser Aussage um sich zu überzeugen, dass sie nicht offensichtlich ist. Es
ist irgendwie beeindruckend, was man mit so wenigen Begriffen, wie wir sie nun erst haben, schon
an Komplexität erreichen kann. Unabhängig vom Amerikaner Max Zorn (1906 - 1993) bewies
übrigends der Pole Kazimierz Kuratowski (1896 - 1980) diesen Satz schon 1922, aber der Namen
zeugt davon, dass dies lange in der westlichen Welt nicht allgemein bekannt war.

5. Funktionen

Wir kommen zur zweiten Sorte Relationen, die wir genauer betrachten wollen:

5.1. Definition Eine Relation R � M � N heißt Funktion oder Abbildung (function/map) falls
gilt:

@m PMD!n P N : mRn.

Man notiert R in diesem Falle auch also R : M Ñ N , und schreibt Rpmq � n anstatt mRn (n ist
per definitionem ja eindeutig bestimmt. Die Menge M heißt die Quelle (source) von R und N das
Ziel (target) von R.

Eine weiter Eigenheit der Sprache ist es, dass man häufig sagt, man beweist, dass eine Funk-
tion wohldefiniert (well-defined) ist, anstatt zu sagen, dass man beweist, dass eine Relation eine
Funktion ist. Auch das ist der Historie geschuldet. Wir bezeichnen mit

FpM ,Nq ..� tR �M �N | R ist eine Funktion M Ñ Nu
die Menge der Funktionen M Ñ N .

Man stelle sich eine Funktion immer so vor, dass sie jedem Element der Quelle genau ein
Element des Ziels zuordnet und schreibt daher auch m ÞÑ Rpmq; man beachte die Unterschied
zwischen dem Pfeil Ñ in der Deklaration einer Funktion, und dem Pfeil ÞÑ hier. Diese Zuord-
nung muss aber erstmal in keinster Weise durch eine irgendwie geartete aufschreibbare Vorschrift
erfolgen.

5.2. Bemerkung Wir beobachten direkt, dass für zwei Funktionen f , g : M Ñ N gilt, dass f � g
genau dann, wenn fpmq � gpmq für alle m PM : Die rechte Seite besagt ja ausgeschrieben nichts
anderes als fpmq � n genau dann, wenn gpmq � n für alle m P M und n P N , und das übersetzt
sich zu pm,nq P f ô pm,nq P g, sodass die Gleichheitsdefinition für Mengen zuschlägt.

Ebenso gilt, dass f � g ñ f � g für zwei Funktionen f , g : M Ñ N : Um g � f zu zeigen, sei
pm,nq P g. Dann gibt es nach Existenzteil der Wohldefiniertheit von f ein n P N mit pm,n1q P f ,
und damit auch pm,n1q P g. Wegen des Eindeutigkeitsteils der Wohldefiniertheit von g gilt dann
aber n � n1 und somit pm,nq P f , was zu zeigen war.

5.3. Beispiel (1) Die Gleichheitsrelation ∆M � M � M ist eine Funktion. In diesem
Gewand bezeichnet man sie meist mit idM , die Identität (identity) auf M . In Zeichen:

idM : M ÝÑM , m ÞÝÑ m.

(2) Gegeben x P N , so definiert

tpm,nq PM �N | n � xu
eine Funktion, die konstante Funktion (constant function) constx mitWertX. In Zeichen:

constMx : M ÝÑ N , m ÞÝÑ x.

Achtung: Meist lässt man den Index M aus der Notation und schreibt nur constx. Es
gibt also durchaus viele Funktionen, die auch den Namen constx hören.

(3) Für x PM definiert

tpm,nq PM �N | m � xu
hingegen nur dann eine Funktion, wenn M � txu und N � tyu für ein y P N .
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(4) Ist M durch R partiell geordnet, so setzen (nur für die Dauer dieses Beispiels)

KpM ,Rq � tN �M | N hat ein kleinstes Element bzgl. Ru
Dann definiert

tpN ,mq P KpM ,Rq �M | m ist kleinstes Element von N bzgl. Ru
wegen Beobachtung 4.84.8 die Minimumsfunktion, in Zeichen

min: KpM ,Rq ÝÑM , N ÞÝÑ minpNq.
Ähnliches gilt für die Maximumsfunktion.

Dass sich die Bezeichnung ”Minimumsfunktion” durchgesetzt hat, obwohl sie doch
kleinste Element auswählt, ist nicht auf meinem Mist gewachsen.

(5) Ist f : M Ñ N eine Funktion, so können wir zwei neue Funktionen

Imf : PpMq Ñ PpNq und Pref : PpNq Ñ PpMq
definieren durch

U ÞÝÑ tn P N | Du P U : fpuq � nu und V ÞÝÑ tm P m | fpmq P V u
Sie heißen die Bild- (image) und Urbildfunktion (preimage) von f . Generell bezeichnet
man auch

Impfq ..� Imf pMq � tn P N | Dm PM : fpmq � nu
als das Bild von f .

(6) Für M � A Y B mit A X B � H und Funktionen f : A Ñ N und g : B Ñ N ist auch
h ..� f Y g �M �N eine Funktion ist. Man schreibt sie als häufig als

h : M ÝÑ N , m ÞÝÑ
#
fpmq m P A
gpmq m P B ,

und spricht davon dass h stückweise definiert ist.
Etwa können wir so durch constAn Y constBn1 eine Funktion definieren, die nicht mehr

ganz konstant ist (zumindest wenn n � n1).
Allgemeiner kann man Funktionen stückweise auf einer Partition von M im Sinne

der Definition 6.66.6 unten definieren.
Interessantere Funktionen, wie Addition, Multiplikation, Exponentiation auf den natürlichen

Zahlen, Sinus, Kosinus und Polynome auf den reellen Zahlen und vieles mehr sind Beispiele, die
wir uns in den Anfängervorlesungen nun Stück für Stück nähern wollen.

5.4. Definition Sind R �M �N und S � N � P Relationen, so setzen wir

S �R � tpm, pq PM � P | Dn P N : mRn^ nSpu,
die Komposition (composition) von R mit S.

5.5. Lemma Sind R � M �N und S � N � P Funktionen, so auch S � R. Desweiteren gelten
für und p P P

S � idN � S und idN �R � R

und
S � constn � constSpnq und constp �R � constp.

Wenn man das auseinander schraubt gilt also per definitionem pS � Rqpmq � SpRpmqq. Und
Achtung: In der letzten Gleichung des Lemmas bezeichnen die beiden constp’s verschiedene Ab-
bildungen: Die linke hat Quelle N , die rechte Quelle M . Es scheint vielen (inklusive mir) so zu
gehen, dass die Komposition S �R irgendwie “falschherum” erscheint (man liest es gern als “erst
S, dann R”), aber die Kovention, dass S � R in Wahrheit “S nach R” bedeutet, liegt zu tief,
als dass wir daran etwas ändern könnten. Der Grund ist wieder historisch: Man schreibt eben
fpxq und nicht xpfq für den Wert einer Funktion f auf einem Element x und das erzwingt diese
Konvention.
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Beweis. Das ist eine Übungsaufgabe auf dem drittel Zettel. □

5.6. Bemerkung Transitivität einer Relation R bedeutet genau R �R � R.

5.7. Beobachtung Sind f : M Ñ N , g : N Ñ T und h : T Ñ S Abbildungen so gilt h � pg � fq �
ph � gq � f . Wir rechnen nämlich

rh � pg � fqspmq � hppg � fqpmqq � hpgpfpmqqq � ph � gqpfpmqq � rph � gq � f spmq
für jedes m PM . Wie zuvor können wir beim Komponieren also die Klammern weglassen.

5.8. Definition Eine Funktion f : M Ñ N heißt umkehrbar (invertible) falls es eine Funktion
g : N ÑM gibt, so dass

f � g � idN und g � f � idM .

5.9. Satz Eine Abbildung f : M Ñ N ist umkehrbar genau dann, wenn sie

(1) injektiv, das heißt @m,m1 PM : fpmq � fpm1q ñ m � m1, und
(2) surjektiv, das heißt @n P NDm PM : fpmq � n

ist. In diesem Fall nennt man sie auch bijektiv und ein g, dass die Umkehrbarkeit von f bezeugt
ist eindeutig bestimmt. Es heißt die Umkehrfunktion (inverse function) von f , und wird mit f�1

bezeichnet.

Eine andere Art Bijektivität auszudrücken ist, dass für alle n P N ein m P M existiert, so
dass Pref ptnuq � tmu. Direkt aus der Definition folgt auch, dass für invertierbares f auch f�1

invertierbar ist mit pf�1q�1 � f .

Beweis. Wir zeigen zunächst einmal, dass f bijektiv wirklich f umkehrbar impliziert. Ist f
bijektiv, dann ist nämlich f rev � N�M ebenfalls eine Funktion, diesmal aberN ÑM : Sei nämlich
n P N . Dann gibt es wegen Surjektivität ein m P n mit fpmq � n, also formal pm,nq P f , und
damit pn,mq P f rev. Dies zeigt den Existenzteil der Wohldefiniertheit. Für den Eindeutigkeitsteil
seien andererseits pn,mq P f rev und pn,m1q P f rev. Dann folgt pm,nq P f und pm1,nq P f , mit
anderen Worten fpmq � n � fpm1q, was wegen der Injektivität von f , wie gewünscht m � m1

impliziert.
Wir behaupten weiter, dass f rev eine Umkehrfunktion von f ist: Um f rev�f � idM nachzuweisen,

benutzen wir das zweite Kriterium aus 5.25.2 und zeigen ∆M � f rev � f . Aber zu pm,mq P ∆M gilt
pm, fpmqq P f und pfpmq,mq P f rev, was zeigt, dass pm,mq P f rev � f . Um auch f � f rev � idN
analog einzusehen, beobachten wir, dass es für jedes n P N ein m P M gibt mit fpmq � n. Mit
anderen Worten es gelten dann pn,mq P f rev und pm,nq P f , was pn,nq P f � f rev zeigt.

Die restlichen Behauptungen der Proposition sind Spezialfälle der beiden folgenden Lemmata.
□

5.10. Lemma Seien f : M Ñ N und g : N Ñ T Abbildungen. Dann gilt

(1) Sind f und g injektiv bzw. surjektiv, so ist auch g � f injektiv bzw. surjektiv.
(2) Ist g � f injektiv, so ist auch f injektiv.
(3) Ist g � f surjektiv, so ist auch g surjektiv.

Proof. Das ist eine Übungsaufgabe auf dem dritten Zettel. □

5.11. Lemma Sind f : M Ñ N und g,h : N ÑM Abbildungen mit g � f � idM und f � h � idN .
Dann folgt g � h.

Proof. Es gilt

h � idM � h � pg � fq � h � g � pf � hq � g � idN � g.

□

5.12. Beispiel Um ein illustratives Beispiel zu haben greifen wir etwas vor und schauen uns die
Quadratur q mit x ÞÑ x2 auf verschiedenen Zahlmengen an:
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(1) als Abbildung q : tnatürliche Zahlenu Ñ tnatürliche Zahlenu ist sie injektiv, aber nicht
surjektiv,

(2) als Abbildung tganze Zahlenu Ñ tganze Zahlenu ist sie weder injektiv noch surjektiv,
(3) ebenso als Abbildung trationale Zahlenu Ñ trationale Zahlenu,
(4) und auch als Abbildung treelle Zahlenu Ñ treelle Zahlenu, aber
(5) als Abbildung tpositive reelle Zahlenu Ñ tpositive reelle Zahlenu ist sie sogar bijektiv;

eine Umkehrabbildung ist genau durch das Ziehen von zweiten Wurzeln gegeben,
(6) als Abbildung tkomplexe Zahlenu Ñ tkomplexe Zahlenu ist sie schließlich surjektiv, aber

nicht injektiv.

Wir charakterisieren nun noch Abbildungen die nur injektiv oder surjektiv sind:

5.13. Satz Sei f : M Ñ N eine Abbildung. Dann sind äquivalent:

(1) f ist injektiv.
(2) Für alle Abbildungen g, g1 : T ÑM gilt f � g � f � g1 ñ g � g1.
(3) Für alle Abbildungen g, g1 : M ÑM gilt f � g � f � g1 ñ g � g1.

Diese Aussagen werden impliziert von

(4) Es gibt eine Abbildung h : N ÑM mit h � f � idM .

und gilt M � H, so ist die vierte ebenfalls äquivalent zu den anderen.

Proof. Wir zeigen zunächst (1) ñ (2): Per Annahme gilt für alle m P M , dass fpgptqq �
fpg1ptqq, also wegen Injektivität von f auch gptq � g1ptq also nach dem Kriterium oben g � g1.
(2) ñ (3) ist klar: Das dritte ist ja der Spezialfall T � M des zweiten. Alsdann beweisen wir
(3) ñ (1) per Umkehrschluss. Nehmen wir also an, dass fpmq � fpm1q gilt mit m � m1. Dann
definieren wir eine Funktion

s : M ÝÑM , x ÞÝÑ

$'&'%
m x � m1

m1 x � m

x sonst

Es gilt dann f � s � f � f � idM , aber s � idM . Per Transitivität folgt nun, dass (1), (2) und (3)
wirklich äquivalent sind (man nennt das einen Ringschluss). Als nächstes beweisen wir (4) ñ (1):
Gilt nämlich fpmq � fpm1q für m,m1 PM , so folgt

m � idM pmq � ph � fqpmq � hpfpmqq � hpfpm1qq � ph � fqpm1q � idM pm1q � m1

wie gewünscht.
Zuletzt bleibt (1) ñ p4q im Falle, dass M � H. Hierzu beobachten wir zunächst, dass

f sich zu einer Abbildung f 1 : M Ñ Impfq einschränkt, was nicht anderes bedeutet als dass
f �M � Impfq gilt, und auch so aufgefasst immer noch die Wohldefiniertheitseigenschaft erfüllt.
Aber per definitionem ist f 1 nun surjektiv, und sicherlich immer noch injektiv. Also hat f nach dem
(schon bewiesenen Teil von) Proposition 5.95.9 eine Umkehrfunktion h1 : Impfq Ñ M . Schnappen
wir uns nun ein x PM (M ist ja nicht leer!), so können wir definieren

h : N ÝÑM , n ÞÝÑ
#
h1pnq n P Impfq
x sonst

Dieses h erfüllt dann offensichtlich das gewünschte: Für m PM gilt

ph � fqpmq � hpfpmqq � h1pfpmqq � m

per Konstruktion. □

5.14. Satz Sei f : M Ñ N eine Abbildung. Dann sind äquivalent:

(1) f ist surjektiv.
(2) Für alle Abbildungen g, g1 : N Ñ T gilt g � f � g1 � f ñ g � g1.
(3) Es gibt eine Abbildung h : N ÑM mit f � h � idN .

Diese implizieren
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(4) Für alle Abbildungen g, g1 : N Ñ N gilt g � f � g1 � f ñ g � g1.
und falls M � H sind sie auch äquivalent zur vierten.

Proof. Wieder fangen wir mit (1) ñ (2) an: Ist n P N , so gibt es per Annahme ein m PM
mit fpmq � n. Damit rechnen wir

gpnq � gpfpmqq � pg � fqpmq � pg1 � fqpmq � g1pfpmqq � g1pnq
und damit g � g1. (2) ñ (4) ist wieder trivial, ebenso (2) ñ (1) falls M � H. (4) ñ (1) falls
M � H, zeigen wir wieder per Umkehrschluss. Nehmen wir also an f ist nicht surjektiv, etwa
weil x P NzImpfq. Weil M � H folgt Impfq � H. Sei also y P Impfq, sodass insbesondere x � y.
Wir betrachten dann die Abbildung

s : N ÝÑ N , n ÞÝÑ
#
y n � x

n sonst

Es gilt dann s � f � f � idN � f , aber s � idN .
Alsdann zeigen wir noch (3) ñ (1): Für n P N gilt

n � idN pnq � pf � hqpnq � fphpnqq
was zeigt, dass man hpnq als Urbild von n wählen kann, ergo ist f surjektiv. Zuletzt kommen wir
zu (1) ñ (3): Hier wähle man zu jedem n P N ein m P M mit fpmq � n und konstruiere die
gesuchte Abbildung h, indem man n auf solch ein m schicke... □

Der letzte Punkt des vorigen Beweises ist, wie Sie hoffentlich merken, sehr vage. Dies hat
einen guten Grund: Die Aussage lässt sich mit den bisher etablierten Mitteln nicht nachweisen,
sie ist eine Grundwahrheit, ähnlich der Existenz von Potenzmengen oder kartesischer Produkte.
Die grundlegende Aussage ist formalisiert im folgenden Satz; in obigen Beweis wendet man ihn
auf

g � Pref � t�u : N ÝÑ PpMq, n ÞÝÑ Pref ptnuq
an.

5.15. Fakt (Auswahlprinzip (axiom of choice)) Gegeben sei eine Abbildung g : N Ñ PpMq, so
dass gpnq � H für jedes n P N . Dann existiert eine Abbildung h : N Ñ M mit hpnq P gpnq für
alle n P N .

So ein h heißt eine Auswahlfunktion (choice function) für g. Um sich die Problematik klarer zu
machen, stelle man sich einen großen Schrank mit Schubladen vor (besonders gut ist es, sich einen
unendlichen Schrank vorzustellen, aber das ist vielleicht etwas schwer) mit einem Paar Socken in
jeder Schublade. Ist dannM die Menge der Schubladen undN die Menge der Socken, so gibt es eine
offensichtliche Funktion M Ñ PpNq, die jeder Schublade ihren Inhalt (also eine zweielementige
Menge von Socken) zuordnet. Eine Auswahlfunktion sucht nun in jeder Schublade einen Socken
aus. Mit Schuhen anstatt Socken wäre es einfach so eine Funktion anzugeben: Man nehme immer
den linken Schuh. Da sich die beiden Socken eines Paares aber nicht unterscheiden (oder wir
das zumindest für unser Gedankenexperiment einmal annehmen wollen), gibt es keine Möglichkeit
eine Auswahlfunktion irgendwie wirklich zu konstruieren. Trotzdem sind wir es hoffentlich alle
hinreichend gewohnt, Socken aus Schubladen zu nehmen, dass die Existenz einer Auswahlfunktion
offensichtlich scheint.

Dass es wirklich unmöglich ist Auswahlfunktionen im Allgemeinen auf irgendeine Art zu kon-
struieren, bewies 1963 der Amerikaner Paul Cohen (1934 - 2007), er erhielt hierfür 1966 die

Fields-Medaille) nachdem der Österreicher Kurt Gödel (1906 - 1978) schon 1938 gezeigt hatte, dass
die allgemeine Existenz von Auswahlfunktion anzunehmen der Mathematik keine Widersprüche
hinzufügt. Gödel hatte zuvor allgemein gezeigt, dass sich, sind hinreichend viele Grundannahmen
einmal gemacht, immer Aussagen konstruieren lassen, zu denen sich kein Gegenbeispiel konstru-
ieren lässt, die aber auch nicht beweisbar sind; dies ist der Gödel’sche Unvollständigkeitssatz,
einer der Grundpfeiler der modernen Logik. In der Tat werden Sie im Laufe ihres Studiums
wahrscheinlich mehrere weitere solcher Aussagen kennenlernen. Die berühmtesten sind vielleicht
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die Kontinuumshypothese und Whiteheads Problem, aber nun hat uns dieser Ausflug weit genug
von der Heimat entführt.

Als direkte Konsequenz der beiden Sätze erhalten wir:

5.16. Korollar Sind A und B nicht-leere Mengen, so gilt: Es gibt eine Injektion A Ñ B genau
dann, wenn es eine Surjektion B Ñ A gibt.

5.17. Definition Wir sagen eine Menge M heißt mächtiger (more potent) als eine Menge N ,
falls es eine Injektion N Ñ M gibt. Man schreibt M ¤ N . Die zwei Menge heißt gleichmächtig
(equipotent), falls es eine Bijektion M Ñ N gibt. Wir werden hierfür M � N schreiben.

Wir beenden diesen Abschnitt wieder mit zwei Sätzen, deren Beweise wir erst später führen
werden:

5.18. Theorem (Zermelo’scher Vergleichbarkeitssatz, 1904) Sind A und B Mengen, so existiert
eine Injektion AÑ B oder eine Injektion B Ñ A. Mit anderen Worten A ¤ B oder B ¤ A.

5.19. Theorem (Satz von Schröder und Bernstein, 1897) Sind A und B Mengen und existieren
sowohl eine Injektion AÑ B und eine Injektion B Ñ A, so existiert auch eine Bijektion AÑ B.
Mit anderen Worten A ¤ B und B ¤ A implizieren A � B.

Beide Sätze waren von Cantor schon in seiner ursprünglichen Arbeit, die den Begriff der
Menge wie oben formulierte, vermutet worden. Felix Bernstein (1878 - 1956) bewies den ersten
in seiner unter Cantor geschriebenen Doktorarbeit; Ernst Schröder (1841 - 1902) gab unabhängig
und beinahe gleichzeitig ebenfalls einen Beweis. Der Vergleichbarkeitssatz benötigt übrigends
(wie auch da Zorn’sche Lemma) das Auswahlaxiom und es war Ernst Zermelo (1871 - 1953)
der es genau zu genau diesem Zweck das ersten Mal explizit formulierte, und mit den Worten
“Dieses logische Prinzip läßt sich zwar nicht auf ein noch einfacheres zurückführen, wird aber in
der mathematischen Deduktion überall unbedenklich angewendet.” kommentierte (alle drei waren
Deutsche): Die Auswahl von Elementen war vor seiner expliziten Diskussion (sogar von ihm selbst)
als völlig selbstverständliche Beweismethode betrachtet worden und so wollen wir es von nun an
auch wieder halten. Eine Begründung des ersten Teils gab er nicht und es dauerte in der Tat
beinahe 60 Jahre bis Cohen Zermelos Behauptung beweisen konnte.

6. Äquivalenzrelationen

Wir wenden uns nun der dritte Sorte Relationen zu, die wir betrachten wollen:

6.1. Definition Eine Relation R auf einer Menge M heißt Äquivalenzrelation (equivalence rela-
tion) falls sie

(1) reflexiv, also für alle m PM gilt mRm gilt,
(2) transitiv, also für alle m,n, k PM gilt pmRn^ nRkq ñ mRk, und
(3) symmetrisch ist, also für alle m,n PM gilt mRnñ nRm.

Reflexivität und Transitivität sind uns natürlich schon bei den Ordnungsrelationen begegnet.

6.2. Beispiel (1) Die Gleichheitsrelation ∆M ist auf jeder Menge eine Äquivalenzrelation

(sie ist die einzige Äquivalenzrelation, die gleichzeitig eine partielle Ordnung ist). Ebenso

ist die Allrelation M �M �M �M eine Äquivalenzrelation.
(2) Ist f : M Ñ N eine Abbildung und R eine Äquivalenzrelation (etwa die Gleichheit) auf

N , so ist
f�R ..� tpm,m1q PM �M | pfpmq, fpm1qq P Ru

ein Äquivalenzrelation auf M . Für partielle/totale Ordnungen S stimmt das Analog nur
für injektive Abbildungen f : Sonst ist f�S nicht mehr identitiv. Man stelle sich etwa
vor, dass f eine bestimmte Größe oder ähnliches der Elemente von M beschreibt. Dann
gilt mpf�∆N qm1 genau dann, wenn fpmq � fpm1q, also die gleiche Größe haben. Als

informelles Beispiel ist etwa ”gleichschwer” eine Äquivalenzrelation auf der Menge aller
Menschen.
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(3) Auf diese Weise lassen sich viele interessante Äquivalenzrelationen bauen. Fixieren wir
beispielsweise eine natürliche Zahl d � 0, so nennt man zwei natürliche Zahlen n und m
äquivalent modulo d, geschrieben n �d m, wenn sie den gleichen Rest bei Division mit
d lassen; die Division mit Rest definiert schließlich eine Funktion tnatürliche Zahlenu Ñ
t0, 1, 2, . . . , d� 1u.

(4) Auf PpMq is die Gleichmächtigkeit eine äquivalenzrelation: Reflexivität folgt aus der
Existenz der Identitätsabbildungen, Transivität aus (1) von Lemma 5.105.10, und Symmetrie
aus der Existenz von Umkehrfunktionen.

Der Zweck von Äquivalenzrelationen ist es Mengen zu partionieren. Dazu haben wir:

6.3. Definition Gegeben eine Äquivalenzrelation R auf M heißen die nicht-leeren maximalen
Elemente von

tE �M | @m,m1 P E : mRm1u
bzgl. der Teilmengenrelation die Äquivalenzklassen (equivalence class) von R. Die Menge der

Äquivalenzklassen von R bezeichnet man mit M{R � PpMq.

6.4. Lemma Gegeben eine Äquivalenzrelation R auf M . Dann existiert zu jedem m P M genau
eine Äquivalenzklasse E �M mit m P E, nämlich E � tx PM | mRxu. Insbesondere ist

tpm,Eq PM �M{R | m P Eu
eine Funktion.

Man bezeichnet diese Funktion häufig mit r�sR : M ÑM{R. Es gilt dann mRm1 genau dann,
wenn rmsR � rm1sR.

Beweis. Zur Existenz: Gegeben x P M bildet rxsR � tm P M | mRxu wirklich eine

Äquivalenzklasse mit x P rxsR (letzteres wegen Reflexivität): Sind m,m1 P rxsR, so gelten per
definitionem mRx und m1Rx, also wegen Symmetrie auch xRm1 und dann wegen Transitivität
auch mRm1, und erfüllt rxsR � E � PpMq ebenfalls m,m1 P E ñ mRm1, gilt wegen x P rxsR � E
für alle m P E auf jeden Fall mRx und damit E � rxsR. Also gilt dann E � rxsR, was genau sagt,
dass rxsR maximal ist. Dieses Argument zeigt auch die Eindeutigkeit: Ist E maximal und enthält
x, so gilt auch rxsR � E, und weil rxsR ja schon maximal ist, dann auch E � rxsR. □

6.5. Beispiel (1) Die Äquivalenzklassen der Gleichheitsrelation sind die Einpunktmengen
txu für x P M . Insbesondere ist r�s∆M : M Ñ M{∆M bijektiv. Die Allrelation hat nur

eine Äquivalenzklasse, nämlich M selbst, also M{pM �Mq � tMu.
(2) Für die Äquivalenz modulo d auf den natürlichen Zahlen gibt es genau die d Äquivalenzklassen

r0s�d , r1s�d , . . . , rd�1s�d . Etwa gilt r0s�2 � tgerade Zahlenu und r1s�2 � tungerade Zahlenu.
(3) Die Menge tHu ist eine Äquivalenzklasse der Gleichmächtigkeit auf PpMq, ebenso die

Menge aller Einpunktmengen in M , und die Menge aller Zweipunktmengen, etc.

Die Äquivalenzklassen bilden immer eine Partition von M in folgendem Sinne:

6.6. Definition Eine Partition (partition) einer Menge M ist eine Teilmenge X � PpMq, derart
dass

(1) U � H für alle U P X,
(2)

�
X �M , und

(3) für alle U ,U 1 P X gilt U � U 1 ñ U X U 1 � H .

Der folgende Satz ist Hauptsatz dieses Kapitels und diesmal beweisen wir ihn direkt.

6.7. Theorem Für jede Menge ist die Abbildung

tR �M �M | R ist Äquivalenzrelationu ÝÑ tX � PpMq | X ist Partitionu, R ÞÝÑM{R
eine Bijektion.
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Die Umkehrfunktion ist durch

X ÞÝÑ tpm,m1q PM �M : DU P X : m,m1 P Uu
gegeben.

Proof. Zunächst zeigen wir, dass M{R wirklich für jede Äquivalenzrelation R eine Partition

ist: Per definition sind Äquivalenzklassen nicht leer und nach Lemma 6.46.4 ist jedes Element von M
in einer enthalten, also

�
M{R �M . Und sind E,E1 Äquivalenzklassen und x P EXE1, so gelten

mRx und m1Rx für alle m P E und m1 P E1. Demzufolge gilt auch mRm1 und damit m1 P E und
m P E1, was E � E1 zeigt.

Bezeichnen wir zur Abkürzung

φpXq ..� tpm,m1q PM �M : DU P X : m,m1 P Uu.
Dann zeigen wir als erstes, dass φpXq wirklich eine Äquivalenzrelation ist. Reflexivität folgt direkt
aus der zweiten Eigenschaft einer Partition, Transitität aus der dritten (gelten nämlich x, y P U
und y, z P U 1 so ist y P U X U 1, demzufolge U � U 1 und damit x, z P U) und Symmetrie aus der
Kommutativität von ^.

Nun gilt es noch φpM{Rq � R und M{φpXq � X für alle Äquivalenzrelationen R und
Partitionen X nachzuweisen. Die erste Aussage ist genau der Kommentar nach Lemma 6.46.4.

Für die zweite Aussage ist zu zeigen, dass genau die Elemente von X Äquivalenzklassen von
φpXq sind. Zeigen wir zunächst, dass jedes U P X wirklich eine Äquivalenzklasse ist. Tautolo-
gischerweise gilt, dass für alle m,m1 P U mφpXqm1 gilt, und ist U � V und für je zwei Elemente
m,m1 P V gilt mφpXqm1, dann nehmen wir uns ein Element xinU her (U ist wegen der ersten
Eigenschaft einer Partition nicht leer), und erhalten xφpXqm für alle m P V . Wegen der dritten
Eigenschaft von X muss dies aber von U bezeugt werden, x ist ja in keinem anderen U 1 P X
enthalten. Also m P U und demzufolge U � V und demzufolge ist U eine Äquivalenzklasse. Ist
andersherum E eine beliebige Äquivalenzklasse von φpXq, so gibt es ein x P E und wegen der

zweiten Eigenschaft von X ein U P X mit x P U . Aber verschiedene Äquivalenzklassen sind nach
dem ersten Teil des Beweises disjunkt, also folgt E � U . □

Zwei Beweise*

Wir holen nun noch die Beweise des Zorn’schen Lemmas 4.104.10 und des Vergleichssatzes von
Zermelo 5.185.18 nach; der dritte liegen gebliebene Beweis, nämlich des Satzes von Schröder und
Bernstein 5.195.19, muss noch bin zum nächstes Kapitel warten. Wir beginnen also mit dem Zorn’schen
Lemma. Der folgende Beweis wurde vom Amerikaner Jonathan Lewin 1991 gefunden. Er ist der
(soweit ich weiß) einfachste Beweis des Zorn’schen Lemmas, aber dennoch wohl der komplizierteste
Beweis der gesamten Vorlesung.

Beweis von 4.104.10. Nehmen wir an M hätte kein maximales Element und setzen ChpMq �
tC �M | C ist eine Kette in Mu. Dann nimmt die Funktion

ChpMq ÝÑ PpMq, C ÞÝÑ tm PM | @c P C : c   mu
nie den Wert H an, denn per Annahme gibt es zu C ein u P M mit c ¤ u für alle c P C, aber da
u nicht maximal ist gibt es noch ein m PM mit u   m.

Wir finden dann also eine Auswahlfunktion f : ChpMq Ñ M mit der Eigenschaft, dass c  
fpCq für alle c P C und Ketten C �M . Dies wollen wir zum Widerspruch führen. Dafür benutzen
wir folgenden Trick: Wir nennen eine Menge K �M f -konform, falls gilt

(1) ¤ restringiert zu einer Wohlordnung auf K (insbesondere ist K eine Kette), und
(2) für jedes k P K gilt k � fpIpK, kqq, wo IpK, kq � tc P K | c   ku.
Natürlich ist H f -konform, aber sobald K � H f -konform ist, hat es ein kleinstes Element x.

Aber dann gilt IpK,xq � H und damit x � fpHq unabhängig von K, und in der Tat ist tfpHqu
f -komform. Ähnlich ist die einzige f -konforme Teilmenge mit 2 Elementen tfpHq, fptfpHququ
und so weiter, was sie hoffentlich an unsere Konstruktion der natürlichen Zahlen erinnert.
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Wir behaupten nun, dass

W �
¤
tK �M | K ist f -konformu �M

selbst f -konform ist und damit sicherlich die größte aller f -konformen Teilmengen von M (bzgl.
der Relation � auf PpMq). Aber es ist dann offenbar auch W Y tfpW qu f -konform und per
Konstruktion von f gilt aber fpwq RW , was den gewünschten Widerspruch liefert.

Es bleibt noch die Behauptung zu verifizieren und hierfür beweisen wir zunächst: Sind A und
A1 f -konforme Teilmengen von M , so ist entweder A ein Initialsegment von A1 oder andersherum.

Stimmen die beiden Mengen überein, so gibt es nicht zu tun. Ansonsten muss also AzA1 � H
oder A1zA � H gelten. Wir behandeln den ersten Fall. Sei dann x das kleinste Element von AzA1,
sodass per Definition IpA,xq � A1 gilt. Wir behaupten, dass hier Gleichtheit besteht. Wenn nicht,
seien y das kleinste Element von A1zIpA,xq (die Annahme ist ja gerade, dass dies nicht leer ist) und
z das kleinste Element von AzIpA1, yq. Dann gelten wieder per Konstruktion IpA1, yq � IpA,xq
und IpA, zq � IpA1, yq. Die zweite Inklusion ist aber sogar eine Gleichheit: Ist a1 P IpA1, yq, so
folgt a1 P IpA,xq und damit a1 P A und a1   x. Wegen a1, z P A sind dann a1 und z vergleichbar.
Wäre z ¤ a1 dann würde sowohl z   x als auch z   y gelten. Nach Definition von x folgt dann
z P A1, und damit z P IpA1, yq, was per definitionem nicht sein kann. Also muss a1   z sein und
damit a1 P IpA, zq wie gewünscht.

Aber dann haben wir y � fpIpA1, yqq � fpIpA, zqq � z wegen der f -Komformität von A und
A1. Es kann dann aber nicht auch noch x � z gelten, da y P A1, aber x R A1. Aber wegen x, z P A
sind x und z vergleichbar, und wegen

IpA, zq � IpA1, yq � IpA,xq
kann nicht x   z gelten. Aber auch z   x kann nicht sein, da dann y � z P IpA,xq im Widerspruch
zur Definition von y gelten würde. Insgesamt, folgt also A1 � IpA,xq wie gewünscht.

Wir können nun verifizieren, dass W in der Tat f -konform ist, was den Beweis beendet.
Zunächst istW total geordnet: Dass ¤ wieder eine partielle Ordnung aufW definiert ist klar, und
sind w,w1 P W gegeben, etwa mittels w P A und w1 P A1 mit A,A1 f -konform, so gilt entweder
A � A1 oder andersherum. In jedem Falle ist tw,w1u in einer f -konformen Menge enthalten,
und da diese total geordnet sind, insbesondere vergleichbar. W ist aber auch wohlgeordnet: Ist
H � T � W , so wähle ein t P T und dann ein A f -konform mit t P A. Ist dann x das kleinste
Element von AX T , so behaupten wir, dass x sogar in T kleinst ist. Sei nämlich w P T gegeben,
etwa mit w P A1 und A1 f -konform. Gilt w P A so folgt offenbar x ¤ w per Definition von x.
Gilt w R A so muss nach Vorüberlegung A � A1 ein Initialsegment sein. Aber dann gilt x ¤ a1, ja
sogar für jedes a1 P A1zA.

Zum Schluss gilt für w PW mit w P A mit A f -konform schon Ipw,W q � Ipw,Aq, denn jedes
a P W , etwa mit a P A1 und A1 f -konform, und a   w muss ja bei A1 � A sicherlich a P A gelten
und sonst ist A � A1 ein Initialsegment, was auch a P A impliziert. Aber damit gilt

w � fpIpw,Aqq � fpIpw,W qq
und W ist f -konform. □

Als zweites wenden wir uns dann dem Vergleichssatz von Zermelo zu, den wir aus dem nun
bewiesenen Zorn’schen Lemma herleiten:

Beweis von 5.185.18. Betrachte die Menge

F � tpX,Y , fq P PpAq�PpBq�PpA�Bq | f � X�Y definiert eine bijektive Abbildung X Ñ Y u.
Auf F definieren wir eine Relation ¤ derart, dass pX,Y , fq ¤ pX 1,Y 1, f 1q genau dann, wenn
X � X 1, Y � Y 1 und f 1pxq � fpxq für alle x P X. Offenbar ist ¤ eine partielle Ordnung.
Wir behaupten, dass pF ,¤q die Voraussetzungen von Zorn’s Lemma erfüllt. Glauben wir das für
einen Moment, so erhalten wir ein maximales Element pM ,N , gq von F . In so einem Element
muss dann aber M � A oder N � B gelten: Sind sonst a P AzM und b P BzN so ist auch
pM Y tau,N Y tbu, gY tpa, bquq P F und offenbar größer. Im Falle M � A ist aber g � A�B eine
Injektion AÑ B im Falle N � B definiert grev � B �A eine Injektion B Ñ A .
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Bleibt noch zu zeigen, dass F wirklich die Voraussetzungen von Zorn’s Lemma erfüllt: Sicher-
lich ist F nicht leer, etwa ist pH,H,Hq P F (und falls A oder B leer sind, ist das auch das einzige
Element). Und ist C � F eine Kette, so gilt

u �
�� ¤
pX,Y ,fqPC

X,
¤

pX,Y ,fqPC
Y ,

¤
pX,Y ,fqPC

f

�P F :

Ist x P �pX,Y ,fqPC X, etwa x P X 1 mit pX 1,Y 1, f 1q P C, so gilt f 1pxq P Y 1 � �
pX,Y ,fq Y ,

und gilt noch x P X2 mit pX2,Y 2, f2q P C, so folgt f 1pxq � f2pxq, weil mindestens eins von
pX 1,Y 1, f 1q ¤ pX2,Y 2, f2q oder pX2,Y 2, f2q ¤ pX 1,Y 1, f 1q gilt. Damit liefert

�
pX,Y ,fqPC f wirk-

lich eine Abbildung
�
pX,Y ,fqPC X Ñ �

pX,Y ,fqPC Y . Das gleiche Argument angewandt auf die

inversen Abbildungen zeigt, dass sie bijektiv ist.
Und sicherlich gilt c ¤ u für jedes c P C, sodass u wirklich eine obere Schranke von C ist. □



KAPITEL 2

Zahlsysteme

1. Die natürlichen Zahlen I

Nach all diesen Vorbereitungen wenden wir uns endlich den ersten Objekten zu über die wir
wirklich sprechen wollen, den Zahlen und fangen hier mit den natürlichen Zahlen an. Ein Problem
ist natürlich, dass wir uns dafür im Prinzip erstmal einigen müssten, was eine Zahl wirklich ist.
Eigentlich spielt das, wie Sie vielleicht schon in ihrem wirklich wahren Leben schon gemerkt haben
aber gar keine Rolle. Man muss nicht so sehr wissen, was eine Zahl ist, man muss nur wissen wie
man zählt. Dies formalisiert man wie folgt:

1.1. Definition (Peano, 1889) Ein System natürlicher Zahlen (system of natural numbers) oder
auch eine Peanomenge besteht aus einer Menge N , einem Element α P N und einer Funktion
s : N Ñ N , derart dass

(1) s ist injektiv
(2) α R Impsq
(3) @A � N : pα P A^ pn P Añ spnq P Aqq ñ A � N .

Die Funktion s heißt die Nachfolgefunktion (successor function) und α die Null (zero) des Systems.

Informell besagen die drei Axiome also, dass Weiterzählen (1) immer zu von Null verschiedenen
Zahlen und (2) von verschiedenen Zahlen immer zu verschiedenen Zahlen führt und (3), das Induk-
tionsprinzip (principle of induction), dass man durch Weiterzählen von Null aus jede natürliche
Zahl erreicht. Ich hoffe alle diese Eigenschaften leuchten ein. Es gilt mit anderen Worten informell
N � tα, spαq, spspαqq, spspspαqqq, . . . u und die Definition oben formalisiert die Pünktchen.

Als fundamendalstes Prinzip über die natürlichen Zahlen hat man dann:

1.2. Theorem (Rekursionsprinzip) Gegeben ein System natürlicher Zahlen pN ,α, sq, eine Menge
Y , eine Funktion g : Y Ñ Y und ein Element y P Y , so gibt es genau eine Abbildung f : N Ñ Y
mit

fpαq � y and f � s � g � f .
Mit anderen Worten

fpαq � y, fpspαqq � gpfpαqq � gpyq, fpspspαqqq � gpfpspαqqq � gpgpyqq, . . .

Beweis*. Den Beweis gab es in der Analysisvorlesung. Der Vollständigkeit halber schreibe
ich ihn hier noch einmal auf.

Zur Existenz: Man betrachte die Menge

B ..� tA � N � Y | pα, yq P A^ pn,xq P Añ pspnq, gpxqq P Au.
Wir behaupten, dass f ..� �B eine Funktion ist.

Um das zu sehen, betrachten wir

C ..� tn P N : D!x P Y : pn,xq P fu
und zeigen C � N mithilfe des Induktionsprinzips. Dafür zeigen wir zunächst α P C. Per
Definition gilt pα, yq P f und da N � Y ztpα,xqu P B (wegen des zweiten Peanoaxioms) für alle
x P Y mit x � y gilt, folgt pα,xq R f für solche x und damit α P C. Für die zweite Eigenschaft
nehmen wir an n P C an und müssen spnq P C zeigen. Per Annahme gilt dann pn,xq P f für genau
ein x P Y , und damit nach Definition pspnq, gpxqq P f . Und für z P Y mit z � gpxq gilt dann

31
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fztpspnq, zqu P B (wegen des ersten Peanoaxioms), und damit pspnq, zq R f , und damit spnq P C.
Dies zeigt C � N (wegen des dritten Peanoaxioms), und damit ist f eine Funktion.

Bleibt noch zu zeigen, dass f die zweite der gewünschten Eigenschaften hat; fpαq � y haben
wir ja schon gesehen. Hierfür reicht es zu beobachten, dass f P B gilt (die zweite Bedingung aus
der Definition von B sagt ja dann gerade fpspnqq � gpfpnqq für alle n P N). Aber pn,xq P f genau
dann, wenn pn,xq P A für alle A P B, was per Definition pspnq, gpxq P A für alle B impliziert, und
damit pspnq, gpxqq P f .

Zur Eindeutigkeit: Sind f , f 1 : N Ñ X zwei Abbildungen, die die Bedingungen aus dem
Theorem erfüllen, so betrachten wir

A ..� tn P N | fpnq � fpn1qu
und zeigen wieder A � N mittels des Induktionsprinzips. Aus fpαq � y � f 1pαq folgt α P A und
gilt n P A, so rechnen wir

fpspnqq � gpfpnqq � gpf 1pnqq � f 1pspnqq,
was spnq P A zeigt. □

Als unmittelbare Anwendung erhält man:

1.3. Korollar (Eindeutigkeit der natürlichen Zahlen) Sind pN ,α, sq und pM ,β, tq Systeme natürlicher
Zahlen, so gibt es genau eine Abbildung f : N Ñ M mit fpαq � β and f � s � t � f . Sie ist
umkehrbar.

Es gibt also genau eine Art zwischen zwei Systemen natürlicher Zahlen hin- und her zu
übersetzen.

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit folgt direkt aus dem Rekursionsprinzip (mit Quelle
pN ,α, sq und X � M ,x � β und g � t). Um die Umkehrbarkeit einzusehen, wende man den
Existenzteils des Rekursionssatzes nochmal andersherum an (also mit Quelle pM ,β, tq und X �
N ,x � α, g � s) um eine Abbildung f 1 : M Ñ N mit f 1�t � s�f 1 zu erhalten. Aber f 1�f : N Ñ N
ist dann eine Abbildung mit pf 1 � fqpαq � f 1pβq � α und

f 1 � f � s � f 1 � t � f � s � f 1 � f .
Aber ebenso gilt idN pαq � α und idN � s � s � idN , sodass die Eindeutigkeit im Rekursionssatz

f 1 � f � idN erzwingt. Ähnliches für f � f 1 und idM . □

Beschäftigen wir uns nun mit der Existenz von Systemen natürlicher Zahlen:

1.4. Definition (Dedekind, 1888) Eine MengeM heißt endlich (finite) falls gilt @f P FpM ,Mq : f injektivô
f surjektiv. Ansonsten heißt sie unendlich (infinite).

Per Definitionem ist die Menge N in einem System natürlicher Zahlen pN ,α, sq unendlich: s
ist injektiv, aber nicht surjektiv da α R Impsq. Umgekehrt gilt:

1.5. Lemma (Existenz der natürlichen Zahlen) Ist f : M ÑM injektiv und x R Impfq, so hat die
Menge

tX �M : x P X ^ p@m PM : m P X ñ fpmq P Xqu
ein kleinstes Element N . Die Abbildung f schränkt sich zu einer Abbildung s : N Ñ N ein, und
pN ,x, sq ist dann ein System natürlicher Zahlen.

Gibt es also überhaupt eine unendliche Menge (und daran glauben wir natürlich), so gibt es
auch ein System natürlicher Zahlen.

Beweis*. Wieder gab es den Beweis in der Analysisvorlesung, und ich schreibe ihn hier der
Vollständigkeit nochmal auf:

Wir setzen
A � tX �M : x P X ^ pm P X ñ fpmq P Xqu.

und N � �A. Man überprüft leicht, dass N P A (ähnlich zur Behauptung, dass
�
B P B im

Beweis des Rekursionsprinzips), und per Definition gilt N � X für alle X P A, sodass N wirklich
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ein kleinstes Element ist. Per Definition gilt n P N ñ fpnq P N , was zeigt, dass s ..� f XN �N
eine Abbildung s : N Ñ N definiert. Soviel zu den Vorüberlegungen.

Bleibt zu zeigen, dass pN ,x, sq die Peanoaxiome erfüllt. Per Annahmen gilt x R Imf , also
sicherlich x R Ims, und s ist als Einschränkung von f auch injektiv. Sei also zuletzt B � N , mit
x P B und m P B ñ fpmq P B; wir müssen B � N zeigen. Aber es gilt dann ja B P A und N ist
das kleinste Element von A, also N � B und damit N � B. □

Zusammen genommen erlauben uns die Existenz und Eindeutigkeit etwas missbräuchlich von
dem System natürlicher Zahlen zu sprechen.

1.6. Definition Wir schreiben N für das System natürlicher Zahlen und 0 für sein Nullele-
ment (und weiterhin s für die Nachfolgefunktion). Weiterhin sind heutzutage folgende Symbole
gebräuchlich:

1 ..� sp0q, 2 ..� sp1q, 3 ..� sp2q, 4 ..� sp3q, 5 ..� sp4q, 6 ..� sp5q, 7 ..� sp6q, 8 ..� sp7q und 9 ..� sp8q

Diese Anzahl fixer Symbole stimmt mit der Anzahl unserer Finger überein, was sicherlich kein
Zufall ist. Natürlich kann man die natürlichen Zahlen ordnen:

1.7. Theorem Es gibt genau eine partielle Ordnung ¤ auf N, sodass n ¤ spnq für alle n P N gilt.
Sie ist total, 0 ist ihr kleinstes Element und überhaupt hat jede nicht-leere Teilmenge von N ein
kleinstes Element.

Eine partiell geordnete Menge M , in der jede Teilmenge ein kleinstes Element hat, heißt
wohlgeordnet (well-ordered). Solche partiellen Ordnungen sind immer total: Man betrachte die
zwei-elementigen Teilmengen von M . Offenbar ist jede Teilmenge einer wohlgeordneten Menge
wieder wohlgeordnet.

Beweis*. Wieder gab es den Beweis in der Analysisvorlesung, und ich schreibe ihn hier der
Vollständigkeit nochmal auf:

Zur Existenz: Für jedes n P N hat

T pnq ..� tA � N : n P A^ pm P Añ spmq P Aq
ein kleinstes Element Spnq, nämlich seinen Durchschnitt, wie schon in den Beweisen des Rekur-
sionsprinzips und der Existenz von N. Spnq ist die Menge der (iterierten) Nachfolger von n;
beispielsweise gelten Sp0q � N nach dem Induktionsprinzip.

Wir definieren nun

¤..� tpn,mq P N� N | m P Spnqu.
Dann sind Reflexivität ist klar, ebenso wie n ¤ spnq.. Alle anderen Eigenschaften bedürfen etwas
Vorbereitung. Zunächst beobachten wir Spmq � Spnq ô m P Spnq. Die Vorwärtsimplikation
folgt aus m P Spmq. Die Rückrichtung weil m P Spnq impliziert, dass Spnq P T pmq, und damit

Spmq � Spnq, weil Spmq ja das kleinste Element von T pmq ist. Diese Überlegung zeigt sofort die
Transitivität, da � eine transitive Relation ist.

Als nächstes zeigen wir Spspnqq � Spnqztnu.
Zunächst gilt Spspnqq Y tnu � Spnq : Nach der gerade getroffenen Überlegung gilt sicherlich

Spspnqq � Spnq und tnu � Spnq sowieso, also ist die linke in der rechten Seite enthalten und
andersherum gilt SpspnqqYtnu P T pnq, sodass die rechte in der linken liegt. Es muss also Spspnqq �
Spnqztnu oder Spspnqq � Spnq gelten und um den zweiten Fall auszuschließen beweisen wir noch
Spnqztnu P T pspnqq, sodass Spspnqq � Spnqztnu. Dazu betrachten wir

B ..� tn P N | Spnqztnu P T pspnqqu.
Dann gilt 0 P B (nach dem zweiten von Peano’s Axiomen), und falls n P B gilt, so hat man
Spspnqq � Spnqztnu, also insbesondere n R Spspnqq. Daraus folgt nun leicht Spspnqqztspnqu P
T pspspnqqq: Nach einer Aufgabe vom vierten Zettel gilt spspnqq � spnq, sodass spspnqq P Spspnqqztspnqu
und falls m P Spspnqqztspnqu so gilt sicher spmq P Spspnqq, und sollte spmq � spnq so liefert die
Injektivität von s, dass n � m, aber n R Spspnqq.
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Als nächstes zeigen wir die Totalität, also dass immer entweder Spnq � Spmq oder Spmq �
Spnq gilt. Wieder betrachten wir hierfür

A � tn P N | @m P N : Spnq � Spmq oder Spmq � Spnqu
Dann gilt Spmq � N � Sp0q, also 0 P A. Sei dann n P A und m P N. Gilt Spmq � Spnq, so
folgt wegen Spspnqq � Spnqztnu auch Spmq � Spspnqq, außer im Falle n P Spmq. Aber in diesem
Falle folgt, dann Spnq � Spmq und dann sicherlich Spspnqq � Spnq � Spmq, also in jedem Falle
spnq P A. Also ist ¤ total.

Zu guter letzt bleibt noch die Identivität übrig: Mit anderen Worten gilt Spnq � Spmq so
folgt n � m. Wieder setzen wir

C ..� tn P N | @m P N : Spnq � Spmq ñ n � mu.
Für m ¡ 0 ist Nzt0u P T p0q, also 0 R Spmq und damit Sp0q � Spmq, ergo 0 P C. Ist dann n P C,
und Spspnqq � Spmq, so ist n � Spmq, also m � 0. Dann gibt es ebenfalls nach einer Aufgabe des
vierten Zettels ein p P N mit sppq � m und damit

Spnqztnu � Spspnqq � Spsppqq � Sppqztpu.
Wegen Totalität gilt nun Sppq � Spnq oder Spnq � Sppq. Nehmen wir etwa das erste an, so gilt
p P Spnq, also kann p R Spnqztnu nur gelten, wenn n � p ist, und andersherum ebenso.

Damit ist ¤ endlich als totale Ordnung auf N nachgewiesen. Wir berechnen dann noch die Mi
Zeigen wir nun noch, dass jede nicht-leere Teilmenge M ein kleinstes Element hat. Dazu sei

D ..� tn P N : @M � N : Di ¤ n : i PM ñM hat kleinstes Elementu
Dann gilt 0 P D, da 0 ja sogar kleinstes Element von ganz N, erst recht von jedem M � N mit
0 PM . Gilt n P D, und M � N mit spnq PM , so kann entweder i PM für ein i ¤ n gelten, sodass
M nach Annahme ein kleinstes Element hat oder es ist spnq eben das kleinste Element von M .

Zur Eindeutigkeit: Ist R eine weitere partielle Ordnung auf N mit nRspnq, so folgt tm P N |
nRmu P T pnq, und damit Spnq � tm P N | nRmu, mit anderen Worten n ¤ m ñ nRm, und
damit ¤� R. Gilt nun aber nRm, so gilt wegen der Totalität von ¤ mindestens eins von n ¤ m
und m ¤ n. Im zweiten Falle folgt mRn und damit n � m, also n ¤ m und damit R �¤, was
noch zu zeigen war. □

Die Ordnung erlaubt uns nun zu formulieren:

1.8. Satz (Allgemeines Rekursionsprinzip) Seien X und Y Mengen, y : X Ñ Y and

g : FpX � N,Y q �X � NÑ Y

eine Funktion die für alle h,h1 : X � NÑ Y und n P N die Implikation

p@i ¤ n,x P X : hpx, iq � h1px, iqq ùñ @x P X : gph,x,nq � gph1,x,nq
erfüllt. Dann existiert genau eine Abbildung f : X � NÑ Y mit

fpx, 0q � ypxq and fpx, spnqq � gpf ,x,nq
für alle n P N und x P X.

Der Satz sieht erstmal sehr viel komplizierter aus als das (spezielle) Rekursionsprinzip, aber

diese Allgemeinheit ist wirklich nötig, wie wir jetzt, auf den Übungszetteln und auch im folgenden
Satz sehen werden.

Scharfes Hinsehen zeigt, dass die Bedinung die wir an g hier stellen besagt, dass der Wert von
gpf ,x,nq nur von x,n und fp0q, fp1q, fp2q, . . . , fpnq abhängt, nicht aber von fpspnqq, fpspspnqqq, . . . .
Das erkennt man hoffentlich direkt als notwendige Bedingung, dass das rekursive Definieren von
fpx, spnqq als gpf ,x,nq nicht selbstreferentiell oder schlimmer noch vorgreifend wird.

Beweis*. Diesen Beweis gab es zwar in der Analysisvorlesung nicht, aber ich habe ihn in der
Vorlesung trotzdem übersprungen.
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Wir leiten den Satz aus dem eigentlichen Rekursionsprinzip mit einem Trick her (den ich auch
jedes Mal wieder nachlesen muss): Nämlich, wir wenden 1.21.2 auf die Menge X̄ � FpX �N,Y q �N
mit der Selbstabbildung ḡ : X̄ Ñ X̄ gegeben durch

ph,nq ÞÝÑ
�
px, iq ÞÑ

#
hpx, iq i ¤ n

gph,x,nq i ¡ n
, spnq

�

und das Element ȳ � ppx, iq ÞÑ ypxq, 0q an. Wir erhalten also eine Abbildung f̄ : NÑ X̄ mit

f̄p0q � ȳ and f̄pspnqq � ḡpf̄pnqq.

Bezeichnen wir nun den ersten Eintrag eines Paares z � pm,nq PM�N der einfacheren Lesbarkeit
halber einmal durchweg mit z1 (also z1 � m) und den zweiten mit z2 (also z2 � nq, so können wir
die gesuchte Funktion f durch

fpx,nq � pf̄pnq1qpx,nq,

definieren. Bevor wir die gewünschten Eigenschaften nachweisen, beobachten wir als erstes, dass
für alle n P N gilt f̄pnq2 � n: Ist nämlich A � tn P N | f̄pnq2 � nu so gilt per definitionem von f̄ ,
dass 0 P A und ist n P A, so rechnen wir

f̄pspnqq2 � ḡpf̄pnqq2 � spf̄pnq2q � spnq.

Nach Induktionsprinzip gilt also A � N, was wir zeigen wollten. Nun zum Nachweis der Eigen-
schaften von f : Es gilt zum einen

fpx, 0q � rf̄p0q1spx, 0q � ȳ1px, 0q � rpx, iq ÞÑ ypxqspx, 0q � ypxq

und zum anderen

fpx, spnqq � rf̄pspnqq1spx, spnqq
� rḡpf̄pnqq1spx, spnqq

�
�
pa, iq ÞÑ

#
rf̄pnq1spa, iq i ¤ f̄pnq2
gpf̄pnq1q, a,nq i ¡ f̄pnq2

�
px, spnqq

�
�
pa, iq ÞÑ

#
rf̄pnq1spa, iq i ¤ n̄

gpf̄pnq1q, a,nq i ¡ n̄

�
px, spnqq

� gpf̄pnq1,x,nq

Wir behaupten nun, dass die Abbildung f̄pnq1 : X � N Ñ Y auf den Elementen px, iq mit x P X
und i ¤ n mit f selbst übereinstimmt. Sobald wir das gezeigt haben, kommt dann die Eigenschaft
von g ins Spiel die wir noch nicht benutzt haben. Sie impliziert, dass dann wirklich gpf̄pnq1,x,nq �
gpf ,x,nq gilt wie gewünscht. Die verbleibende Behauptung zeigen wir per Induktion: Sei nämlich

A � tn P N | @x P X, i ¤ n : rf̄pnq1spx, iq � fpx, iqu.

Dann gilt 0 P A weil

rf̄p0q1spx, 0q � ȳ1px, 0q � ypxq � fpx, 0q
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wie wir oben schon gerechnet hatten, und falls n P A, so gilt für i ¤ spnq
rf̄pspnqq1spx, iq � rḡpf̄pnqq1spx, iq

�
�
pa, jq ÞÑ

#
rf̄pnq1spa, jq j ¤ fpnq2
gpf̄pnq1, a,nq j ¡ f̄pnq2

�
px, iq

�
�
pa, jq ÞÑ

#
rf̄pnq1spa, jq j ¤ n

gpf̄pnq1, a,nq j ¡ n

�
px, iq

�
#
rf̄pnq1spx, iq i ¤ n

gpf̄pnq1,x,nq i � spf̄pnq2q

�
#
fpx, iq i ¤ n

fpx, spnqq i � spnq
� fpx, iq

wobei wir im vorletzten Schritt für den ersten Fall die Annahme n P A benutzen und im zweiten
Fall die schon gemacht Berechnung von fpx, spnqq oben. Dies beendet den Nachweis, dass n P
A ñ spnq P A. Dann schlägt aber das Induktionsprinzip zu und wir erhalten A � N, was den
Beweis beendet, dassf die gewünschten Eigenschaften hat, und damit den gesamten Existenzteil
des Beweises.

Die Eindeutigkeit ist leichter: Sind f , f 1 : X �NÑ Y zwei Abbildungen, die die Bedingungen
des Satzes erfüllen, so setzen wir:

B � tn P N | @x P X, i ¤ n : fpx, iq � f 1px, iqu.
Wieder gilt 0 P B weil fpx, 0q � ypxq � f 1px, 0q und falls n P B so gilt auch

fpx, spnqq � gpf ,x,nq � gpf 1,x,nq � f 1px, spnqq
wegen der angenommen Eigenschaft von g. □

Als erste Anwendung zeigen wir, dass Dedekind’s Begriff der Endlichkeit mit dem etwas nahe-
liegenderen in Termen der natürlichen Zahlen übereinstimmt (der Punkt von Dedekind’s Definition
ist aber gerade, dass sie keine Referenz zu den natürlichen Zahlen macht).

1.9. Theorem Eine Menge M ist endlich genau dann, wenn es ein n P N und eine Bijektion
tk P N | k   nu ÑM gibt. Solch ein n P N (nicht aber die Bijektion) ist eindeutig bestimmt, und
heißt die Anzahl (number) (der Elemente) von M , geschrieben |M |. Für zwei endliche Mengen
gilt M ¤ N genau dann, wenn |M | ¤ |N |.

Eine Menge ist unendlich genau dann, wenn es eine Injektion NÑM gibt.

Etwa gilt |H| � 0, |t0u| � 1 und |t0, 1, 3, 5u| � 4. Eine Menge M , für die es eine Surjektion
N Ñ M nennt man abzählbar (countable), und es war eine der revolutionären Entdeckungen
Cantors, dass es unendliche Mengen gibt, die nicht abzählbar sind. Weiteres dazu gibt es ebenfalls
in der Analysisvorlesung.

Beweis*. Wieder gab es den Beweis in der Analysisvorlesung, und ich schreibe ihn hier der
Vollständigkeit nochmal auf.

Als erstes zeigen wir die letzte Aussage. Dass es zu unendlichen Mengen M eine Injektion
NÑM gibt, ist Teil von 1.51.5. Und hat man umgekehrt eine Injektion f : NÑM , so definiert man
eine Abbildung

M ÝÑM , m ÞÝÑ
#
m m R Imf

fpspnqq m � fpnq
die injektiv ist und fp0q nicht trifft.

Als nächstes zeigen wir, dass die Mengen tk P N | k   nu wirklich endlich sind. Dazu setzen
wir natürlich

A � tn P N | tk P N | k   nu ist endlichu.
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Dann gilt 0 P N, denn die eindeutig bestimmte Abbildung H Ñ H ist sowohl injektiv als auch
surjektiv. Und gilt n P A und f : tk P N | k   spnqu Ñ tk P N | k   spnqu ist injektiv, so
betrachten wir die Abbildung

σ : tk P N | k   spnqu Ñ tk P N | k   spnqu, m ÝÑ

$'&'%
fpspnqq i � spnq
spnq i � fpspnqq
i i � spnq, fpspnqq

.

Sie ist offenbar bijektiv, und desmzufolge σ � f immer noch injektiv nach 5.105.10. Aber es gilt
σpfpspnqq � spnq, sodass sich σ � f zu einer (immer noch injektiven) Abbildung tk P N | k  
nu Ñ tk P N | k   nu einschränkt. Diese muss dann nach Annahme bijektiv sein, und dann ist es
aber auch σ � f in Gänze, und damit auch f . Den Fall, dass f als surjektiv ist kann man ähnlich
beweisen, oder er folgt, indem man einen Schnitt h von f wählt wie in 5.145.14, beobachtet, dass
dieser injektiv ist nach 5.135.13, ergo bijektiv nach dem gerade bewiesenen. Aber dann muss nach
5.115.11 auch f bijektiv sein. Das bedeutet spnq P A, und eine Anwendung des Induktionsprinzips
beendet den Beweis.

Als drittes zeigt man, dass es für n   m (also n ¤ m ^ n � m) keine Surjektion tk P N |
k   nu Ñ tk P N | k   mu gibt (oder dann äquivalent keine Injektion in die andere Richtung);
dies ist das sogenannte Schubfachprinzip (pidgeon hole principle). Es zeigt zu gleich, dass eine
Menge höchstens eine Anzahl hat (dass alle endlichen Mengen eine Anzahl haben, zeigen wir erst
im letzten Schritt), und dass M ¤ N genau dann, wenn |M | ¤ |N |. Natürlich beweisen wir das
Schubfachprinzip mit Induktion. Nämlich betrachten wir

C ..� tn P N | @n   m P N : es existiert keine Surjektiontk P N | k   nu Ñ tk P N | k   muu
Dann gilt 0 P C: Die leere Menge surjiziert nur auf die leere Menge. Und gilt n P C, und
f : tk P N | k   spnqu Ñ tk P N | k   mu eine Abbildung mit spnq   m. Wir müssen zeigen,
dass f nicht surjektiv ist. Liegt m nicht im Bild von f sind wir natürlich sofort fertig. Sonst sei
x   spnq ein Urbild von m. Liefert

τ : tk P N | k   nu ÝÑ tk P N | k   spnquztxu, a ÞÝÑ
#
i i   x

spiq x ¤ i

eine Bijektion, sodass per Induktionshypothese f � τ nicht surjektiv sein kann. Und liegt y   m
nicht im Bild von f � τ , so liegt y auch nicht im Bild von f , da per Konstruktion ja Imf �
Imf�τ Y tmu gilt.

Als letztes beweisen wir, dass eine endliche Menge eine Bijektion zu einer der Mengen tk P N |
k   nu besitzt. Wir machen das mithilfe eines Umkehrschlusses. Sei also M eine Menge, die zu
keinem tk P N | k   nu in Bijektion steht. Wir werden zeigen, dass es eine Injektion NÑM gibt.
Hierzu beobachten wir zuerst, dass es für jedes n zumindest eine Injektion tk P N | k   nu Ñ M
gibt. Dazu betrachten wir wieder die Menge B aller n P N für die das wahr ist. Dann gilt 0 P B,
da die eindeutige Abbildung HÑM injektiv ist, und ist f : tk P N | k   nu ÑM injektiv, so ist
f nach Annahme nicht surjektiv und für x R Imf ist dann auch

tk P N | k   spnqu ÑM ,

#
fpiq i ¤ n

x i � spnq
injektiv, sodass n P B ñ spnq P B, und damit B � N wie gewünscht. Das zeigt, dass man das
Auswahlprinzip auf

N ÝÑ PpPpN�Mqq, n ÞÑ tf � N�M | f ist eine injektive Funktion tk P N | k   nu ÑMu
anwenden kann. Man erhält also eine Abbildung u : NÑ PpN�Mqmit upnq : tk P N | k   nu ÑM
injektiv für alle n P N.

Nun definieren wir f : N Ñ M durch fp0q � u1p0q und informell indem wir fpspnqq also
uspnqpiq, wobei i das kleinste Element ist, derart dass uspnqpiq � fp0q, fp1q, . . . , fpnq; so ein Element
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gibt es dann genau nach dem eben bewiesenem Schubfachprinzip. Formal benutzen wir hierfür,
dass allgemeine Rekursionsprinzip mit

g : FpN,Mq � NÑM , ph,nq ÞÑ uspnqptminti ¤ spnq : @j ¤ n : uspnqpiq � hpjquq.
Dass die resultierende Abbildung injektiv ist, ist hoffentlich klar. □

1.10. Bemerkung Dieses Theorem enthält insbesondere den Satz von Schröder und Bernstein im
Falle endlicher Mengen. Ich wiederhole noch einmal, dass es nicht wahr ist, dass jede unendliche
Menge eine Injektion nach N besitzt.

Bevor wir uns nun weiter mit den natürlichen Zahlen beschäftigen noch eine überraschende
Konsequenz der Unendlichkeit einer Menge:

1.11. Theorem (Satz von Hessenberg, 1906) Eine Menge X mit mehr als einem Element ist
unendlich genau dann, wenn es eine Bijektion zwischen X und X �X gibt.

Ist X endlich mit mehr als einem Element, so folgt aus dem gerade bewiesenen Satz, dass
X � X mehr Elemente hat als X: Hat X etwa n Elemente, so hat ja X � txu für jedes x P X
ebenfalls n Elemente und per Annahme gilt X�txu � X�X. Den Satz von Hessenberg beweisen
wir am Ende des Kapitels. Der Fall X � N, auf den wir den Beweis stützen werden, war schon
vorher von Cantor bewiesen worden und läuft unter dem Namen Cantor’s erster Diagonalsatz (er
wurde in der Analysisvorlesung behandelt); im Gegensatz zu allgemeinen Fall kann man hier eine
Bijektion konkret angeben, siehe Lemma 5.55.5 unten.

Als nächstes wollen wir die üblichen Rechenoperationen diskutieren. Einführen werden sie mit
dem allgemeinen Rekursionsprinzip.

1.12. Korollar Es gibt eindeutige Funktionen add: N � N Ñ N und mult : N � N Ñ N, die
Addition (addition) und die Multiplikation (multiplication), mit

addpm, 0q � n und addpm, spnqq � spaddpm,nqq
und

multpm, 0q � 0 und multpm, spnqq � addpm, multpm,nqq
für alle m,n P N.

Wir werden natürlich meistens n�m anstatt addpn,mq und n�m anstatt multpn,mq schreiben.
Beweis. Für die Addition wende man das allgemeine Rekursionsprinzip mit X � N � Y , y �

idN und gph,x,nq � sphpx,nqq an. Für die Multiplikation wende man es mit X � N � Y , y �
const0 und gph,x,nq � addpx,hpx,nqq an. □

1.13. Beispiel (1) Etwa haben wir

n� 1 � addpn, sp0qq � spaddpn, 0qq � spnq
n� 2 � addpn, sp1qq � spaddpn, 1qq � spn� 1q � spspnqq

und so weiter,
(2) und auch

n � 1 � multpn, sp0qq � addpn, multpn, 0qq � addpn, 0q � n

n � 2 � multpn, sp1qq � addpn, multpn, 1qq � addpn,nq � n� n
et cetera.

(3) Ein konkretes Beispiel:

3� 3 � 3� sp2q � sp3� 2q � sp3� sp1qq � spsp3� 1qq
� spsp3� sp0qqq � spspsp3� 0qqq � spspsp3qqq � spsp4qq � sp5q � 6

wie hoffentlich auch alle erwartet haben.

Es gelten nun eine große Zahl Rechengesetze, die uns immer wieder begegnen werden und
denen wir deshalb vorab Namen geben:
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1.14. Definition Eine Menge M zusammen mit einer Abbildung

M �M ÑM , pm,nq ÞÝÑ m � n,
einer sogenannten Verknüpfung (composition), und einem Element e PM heißt Monoid (monoid),
falls für alle m,n, k PM gilt

(1) Assoziativität

pm � nq � k � m � pn � kq
(2) Neutralität

m � e � m � e �m
So ein Monoid heißt abelsch oder kommutativ , wenn weiter gilt

(3) Kommutativität

m � n � n �m
Ist auf M auch noch eine partielle Ordnung ¤ auf M gegeben, so sagt man pM ,¤, �, eq ist ein
partiell geordneter Monoid , falls noch

(4) Monotonie

m ¤ n ùñ m � k ¤ n � k und k �m ¤ k � n
gilt. Ist stattdessen eine zweite Verknüpfung

M �M ÑM , pm,nq ÞÝÑ m� n,
und ein weiteres Element f P M gegeben, so nennt man das Tupel pM , �,�, e, fq eine Halbring
(semiring), falls

(1) pM , �, eq ist ein kommutativer Monoid,
(2) pM ,�, fq ist ein Monoid, und
(3) Distributivität

pm � nq � k � pm� kq � pn� kq
und

m� pn � kq � pm � nq � pm � kq
(4) Absorption

e�m � e � m� e
gelten. So ein Halbring heißt kommutativ, wenn auch die zweite Verknüpfung kommutativ ist.
Ein partiell geordneter Halbring besteht schließlich aus all dem obigen, ist also ein Tupel pM ,¤
, �,�, e, fq derart, dass

(1) pM , �,�, e, fq ist ein Halbring,
(2) Die Ordnung ¤ macht pM , �, eq zu einem geordneten Monoiden, und
(3) m ¤ n und e ¤ k ùñ m� k ¤ n� k und k �m ¤ k � n.

Uff.

Ringe (also nicht nur halbe) werden uns ebenfalls bald begegnen. Die Haupteigenschaften
der Addition und Multiplikation lassen sich also Zusammenfassen durch folgenden Satz, der in
gewisser Form sicherlich schon in der Antike bekannt war (und natürlich obige Definition in seiner
Gänze motiviert):

1.15. Satz (nach Adam Riese) Das Tupel pN,¤,�, �, 0, 1q bildet einen total geordneten kommuta-
tiven Halbring, mit

a ¤ bðñ Dc P N : b � a� c.
Desweiteren gelten immer

a� b � a� c ùñ b � c und a � b � a � c ùñ b � c

solange a � 0.
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In Anlehnung an diesen Satz bezeichnet man die erste der beiden Verknüpfungen in einem
Ring meist auch als Addition und die zweite als Multiplikation, obwohl sie mit der Addition und
Multiplikation von Zahlen nicht viel gemein haben müssen. Und natürlich stammt der Satz nicht
vom deutschen Mathematiker Adam Riese (1492 - 1559), aber ich finde die Sprechweise so nett.

Beweis*. Wieder ist der Beweis Teil der Analysisvorlesung und er steht hier nur der Vollständigkeit
halber.

Es gibt viele Einzelpunkte, keiner von ihnen schwer. Fangen wir etwa mit der Assoziativität
der Addition an. Hierzu betrachten wir

A � tk P N | @m,n P N : pm� nq � k � m� pn� kqu
Dann gilt 0 P A weil

pm� nq � 0 � m� n � m� pn� 0q.
Und ist k P A so folgt

pm� nq � spkq � sppm� nq � kq � spm� pn� kqq � m� spn� kq � m� pn� spkqq.
Dann die Neutralität von 0: m � 0 � m gilt per Definition. Für die andere Richtung betrachte
man

B � tk P N | 0� k � ku
dann gilt 0 P B und ist k P B, dann rechnen wir

0� spkq � sp0� kq � spkq.
Für die Kommutativität der Addition brauchen wir zunächste eine Hilfsaussage: Nämlich, dass
immer spkq �m � spk �mq gilt. Hierfür betrachten wir

C � tm P N | @k P N : spkq �m � spk �mqu
Dann gilt 0 P C wegen Neutralität und ist m P C, so rechnen wir

spkq � spmq � spspkq �mq � spspk �mqq � spk � spmqq
also spmq P C. Für die Kommutativität betrachte nun

D � tk P N | @m P N : m� k � k �mu
Wegen der Neutralität gilt 0 P C, und ist k P C, so rechnen wir

m� spkq � spm� kq � spk �mq � spkq �m
wobei der letzte Schritt die Hilfsaussage benutzt.

Damit ist pN,�, 0q ein kommutativer Monoid. Als nächstes weisen wir die Distributivgesetze
nach: Fürs erste betrachten wir

E � tk P N | @m,n P N : pm� nq � k � m � k � n � ku
Dann gilt 0 P E, weil

pm� nq � 0 � 0 � 0� 0 � m � 0� n � 0
und wenn k P E gilt, so rechnen wir

pm�nq �spkq � m�n�pm�nq �k � m�n�m �k�n �k � m�m �k�n�n �k � m �spkq�n �spkq,
wo wir die schon gezeigten Gesetze für die Addition benutzt haben. Für das zweite Distrubitvgesetz
gehen wir ähnlich vor und betrachten

F � tk P N | @m,n P N : m � pn� kq � m � n�m � ku
Dann gilt 0 P F , weil

m � pn� 0q � m � n � m � n� 0 � m � n�m � 0
und ist k P F , so rechnen wir

m �pn�spkqq � m �spn�kq � m�m �pn�kq � m�m �n�m �k � m �n�m�m �k � m �n�m �spkq.
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Als nächstes zeigen wir die Rechengesetze für die Multiplikation: Für die Neutralität haben
wir n � 1 � n schon beobachtet und für die andere Richtung betrachten wir

G � tn P N | 1 � n � nu.
Dann gilt 0 P E per Definition und für n P E rechnen wir

1 � spnq � 1� 1 � n � 1� n � sp0q � n � sp0� nq � spnq
nach dem Hilfssatz oben. Für die Kommutativität brauchen wir noch einen Hilfssatz, nämlich,
dass 0 � n � 0 gilt. Dafür betrachten wir

H � tn P N | 0 � n � 0u
Es gilt 0 P H per Definition, und für n P H rechnen wir

0 � spnq � 0� 0 � n � 0� 0 � 0.

Nun betrachten wir

I � tn P N | @m P N : m � n � n �mu.
Dann gilt 0 P I nach obigem Hilfssatz, und für n P I rechnen wir

m � spnq � m�m � n � 1 �m� n �m � p1� nq �m � spnq �m.

Für die Assoziativität zuletzt betrachten wir

J � tk P N | @m,n P N : pm � nq � k � m � pn � kqu
Dann gilt 0 P E, weil

pm � nq � 0 � 0 � m � 0 � m � pn � 0q
und ist k P E so rechnen wir

pm�nq�spkq � m�n�pm�nq�k � m�n�m�pn�kq � m�pn�1q�m�pn�kq � m�pn�1�n�kq � m�pn�p1�kqq � m�pn�spkqq
Damit ist pN, �, 1q ein Monoid und pN,�, �, 0, 1q ein kommutativer Halbring.
Dann zeigen wir den ersten Zusatz, nämlich, dass a� p�q : NÑ N für alle a P N injektiv ist.

Dafür betrachten wir

K � ta P N | a� p�q : NÑ N ist injektivu.
Dann gilt 0 P K weil 0� p�q � idN und falls a P K ist, und spaq � n � spaq �m, so folgt

a� 1� n � spaq � n � spaq �m � a� 1�m
und damit spnq � 1� n � 1�m � spmq und dann n � m da s injektiv ist.

Als nächstes zeigen wir die Charakterisierung der Ordnung in Termen der Addition. Dafür
müssen wir nach dem Eindeutigkeitsteil von 1.71.7 nur nachweisen, dass

R � tpa, bq P N� N : Dc P N : b � a� cu
eine partielle Ordnung ist mit nRspnq. Hierzu verifizieren wir zuerst, dass sie kompatibel mit den
Rechenoperationen ist: Letzteres ist klar wegen spnq � n � 1. Dass a � a � 0 für alle a P N gilt,
zeigt die Reflexivität, und gelten b � a� c und b1 � b� d, so gilt

b1 � b� d � a� pc� dq
was die Transitivität zeigt. Die Identitivität folgt, da wir bei b � b1 � d und b1 � b� c

b1 � 0 � b1 � b� c � b1 � d� c
rechnen können. Aber da die Abbildung b1 � p�q : N Ñ N injektiv ist, folgt d � c � 0. Nun
betrachte man

X � tc P N | @d P N : d� c � 0ñ d � 0u
Dann gilt wegen d � d� 0 zumindest 0 P X und ist c P X, so ist c� spdq � spc� dq � 0 nach dem
zweiten Peanoaxiom, und deshalb folgt aus d � spcq � 0 alles, insbesondere auch d � 0, sodass
spcq P K. In obiger Situation folgt also aus d� c � 0 erst c � 0, aber dann auch d � 0 und damit
b � b1. Damit ist R in der Tat eine partielle Ordnung, und damit gleich ¤.
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Hieraus folgt leicht die Kompatibilität der Rechenoperationen mit der Ordnung: Gilt m ¤ n
gibt es ein a P N mit n � m� a, und dann gilt n� k � m� a� k � m� k� a, also n� k ¤ m� k
und

n � k � pm� aq � k � m � k � a � k,
also n � k ¤ m � k (und wegen Kommutativität auch k � n ¤ k �m und k � n ¤ k �m). Damit ist
pN,¤,�, �, 0, 1q ein total geordneter Halbring.

Zuletzt sei a � 0 und a � n � a �m. Gilt dann etwa n ¤ m, also m � n � k für ein k P N, so
rechnen wir

a � n� 0 � a � n � a �m � a � pn� kq � a � n� a � k
so dass wegen der Injektivität von a � n� p�q : NÑ N auch

0 � a � k.
Aber das ist nur möglich, wenn k � 0 gilt (was den Beweis beendet). Um diese letzte Behauptung
zu sehen betrachten wir

L � tk P N | a � k ¡ 0u Y t0u.
Dann gilt sicherlich 0 P L und ist k P L, dann kann entweder k � 0, in welchem Falle 0   a �
a � 1 � a � sp0q folgt, und sonst

0   a � k ¤ a� a � k � a � spkq
was in jedem Falle spkq P L bedeutet. □

1.16. Beispiel Wir kennen schon einige weitere Monoide und Halbringe:

(1) Sowohl pPpMq,�,Y,X,H,Mq als auch pPpMq,�,X,Y,M ,Hq bilden nach 3.73.7 partiell
geordnete kommutative Halbringe. Dass man die Addition und Multiplikation in einem
Halbring vertauschen kann und wieder einen erhält ist ein eher seltenes Phänomen; solche
Halbringe nennt man boolesch (boolean) nach dem englischen Mathematiker George Boole
(1815 - 1864), der sie 1847 einführte.

(2) Sicherlich ist zum Beispiel pN, �,�, 1, 0q kein Halbring, da etwa

p1 � 1q � 3 � 4 � 6 � p1 � 3q � p1 � 3q
(3) In den Halbringstrukturen auf der Potenzmenge gelten die beiden Kürzungsgesetze aus

1.151.15 ganz und gar nicht: A Y B � A Y C impliziert nicht B � C, und ähnlich für
Durchschnitte.

(4) pFpM ,Mq, �, idM q ist nach 5.55.5 und 5.75.7 ebenfalls ein Monoid. Sobald M mehr als zwei
Elemente besitzt ist er nicht kommutativ.

(5) Ist pM , �, eq ein Monoid und X eine Menge, so können wir FpX,Mq ebenfalls eine
Verknüpfung geben indem wir �X : FpX,Mq � FpX,Mq Ñ FpX,Mq durch

pf �X gqpxq � fpxq � gpxq
definieren. Und in der Tat ist dann pFpX,Mq, �X , consteq ebenfalls ein Monoid. Analog
gilt: Ist pR, �,�, e, fq ein (kommutativer) Halbring, so auch pFpX,Mq, �X ,�X , conste, constf q

(6) Sind pM , �, eq und pN ,�, eq Monoid, so erklären wir auf M �N eine Verknüpfung durch

ppm,nq, pm1,n1qq ÞÝÑ pm �m1,n � n1q.
Diese liefert wieder eine Monoidstruktur mit pe, e1q als neutralem Element.

(7) Auch die ganzen, rationalen, reellen und komplexen Zahlen bilden mit ihrer Addition
und Multiplikation Halbringe.

Die Zusätze in 1.151.15 zeigen insbesondere, dass x ¡ y impliziert x� z ¡ y � z und x � z ¡ y � z
falls z ¡ 0. Damit erhalten wir sofort:

1.17. Korollar Es gilt

a� b � 0 ùñ a � 0^ b � 0 und a � b � 1 ùñ a � 1^ b � 1.

für je zwei natürlich Zahlen a, b P N.
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Die erste Behauptung haben wir auch schon im Beweis von 1.151.15 durchgehen müssen, aber
doppelt gemoppelt hält besser.

Beweis. Gilt etwa a ¡ 0 so folgt a� b ¡ 0� b � b ¥ 0, und ähnlich für b. Das zeigt die erste
Behauptung. Für die zweite Behauptung sei dann a � b � 1. Wäre a � 0 gilt a � b � 0 � 1 und
ähnlich wenn b � 0. Gilt aber a ¡ 1 und b ¥ 1 so, folgt ab ¡ 1 � b � b ¥ 1. Also folgt a � 1 und
damit auch b � 1. □

Und wir halten noch einen Fakt über die Ordnung fest, der sich leicht aus der Charakterisierung
in 1.151.15 ergibt:

1.18. Korollar Es gilt
mintm P N | n   mu � n� 1

für jede natürliche Zahl n P N.
Beweis. Wir zeigen die Behauptung zunächst für n � 0: Hierfür reicht es zu prüfen, dass

tm P N | 1 ¤ mu Y t0u � N, was unmittelbar aus dem Induktionsprinzip folgt. Für allgemeines n
gilt nun n   m genau dann, wenn es ein 0 � k P N gibt, mit m � n � k. Aber aus dem gerade
schon bewiesenen Fall folgt k ¥ 1 und somit m � n� k ¥ n� 1. □

1.19. Konstruktion Der Zusatz von 1.151.15 zeigt, dass

tpn,m, kq P N� N� N | n � m� ku
eine Abbildung

� : tpn,mq P N� N | m ¤ nu Ñ N

definiert, die Subtraktion (subtraction). Ähnliches gilt für die Multiplikation: Zunächst überlegt
man sich, dass

tpn,mq P N� N | Dk P N : m � n � ku
eine partielle Ordnung auf N ist, die Teilbarkeit (divisibility), geschrieben n | m; wir haben das
in den Beispielen schonmal verwendet. Einzig die Identivität ist hier etwas subtil: Gilt m � n � k
und n � m � l, so folgt falls m � 0 gilt, sicher auch n � 0 � m. Ist m � 0, so folgt

m � 1 � m � n � k � m � l � k.
Also zeigt der Zusatz l � k � 1, und damit l � 1 � k nach 1.171.17, also n � m.

Nach 1.151.15 definiert auch

tpn,m, kq P N� N� N | m � 0^ n � m � ku
eine Funktion

{ : tpn,mq P N� N | m � 0^m | nu Ñ N

die Division (division).

In einem Monoid pM , �, eq kann man auch iterierte Verknüpfungen definieren:

1.20. Konstruktion Betrachte die Abbildung

g : FpFpN,Mq � N,Mq � FpN,Mq � N ÝÑM , pf ,h,nq ÞÝÑ fph,nq � hpn� 1q
Dann existiert nach dem allgemeinen Rekursionsprinzip genau eine Abbildung � : FpN,Mq�NÑ
M mit

�ph,n� 1q � gp�,h,nq � �ph,nq � hpspnqq und � ph, 0q � e.

Informell gilt also
�ph,nq � hp1q � hp2q � � � � � hpn� 1q � hpnq;

das Symbol ist wirklich eine vergrößerte Version des Verknüpfungszeichen.
Ist nun I eine endliche, total geordnete Menge so gibt es laut einer Aufgabe auf dem vierten

Aufgabenzettel genau eine monotone Bijektion τ : t1, . . . ,nu Ñ I. Ist g : I Ñ M nun eine Abbil-
dung, so definieren wir

g̃ : N ÝÑM , i ÞÝÑ
#
gpτpiqq 1 ¤ i ¤ n

e sonst
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und dann

�Ig ..� �pg̃,nq.
Das gleiche funktioniert immer noch falls I unendlich ist, aber ti P I : gpiq � eu endlich. In diesem
Fall sagt man, dass gpiq � e für fast alle i P I.

Ähnlich wie bei Durchschnitten schreibt man häufig auch �iPIgpiq oder ähnliches anstatt
�Ig. Gilt I � tk P N | n ¤ k ¤ mu so schreibt man auch �mn g oder gar �mi�ngpiq. Und ist die
Verknüpfung des Monoiden mit � bezeichnet, schreibt man meist

°
I h und ist sie mit � bezeichnet,

so schreibt man
±
I h.

1.21. Beispiel (1) Ist beispielsweise q : NÑ N,xÑ x � x die Quadratur, so gelten

7̧

i�4

i2 �
7̧

4

q � 4 � 4� 5 � 5� 6 � 6� 7 � 7 und
7¹
i�4

i2 �
7¹
4

q � 4 � 4 � 5 � 5 � 6 � 6 � 7 � 7.

(2) Für einen Monoiden pM , �, eq und m PM und n P N setzt man

m�n ..� �n1 constm.

In den natürlichen Zahlen gilt etwa

n �m �
m̧

i�1

n � m�n,

da beide Seiten per Konstruktion die gleiche Rekursion erfüllen. Deshalb schreibt man
häufig allgemein n � m falls die Verknüpfung in M mit � bezeichnet ist. Heißt die
Verknüpfung des Monoiden �, schreibt man meist nur nm anstatt n�m.

(3) Im Monoiden pPpMq,Y,Hq gilt für jede Funktion g : I Ñ PpMq wirklich¤
I

g �
¤

Img,

wobei die linke Seite die iterierte Vereinigung im Sinne von 1.201.20 bezeichnet, und die rechte
Seite die Vereinigung im Sinne von 3.53.5. Hierzu prüft man leicht, dass die Funktion

FpN,PpMqq � N ÝÑ PpMq, ph,nq ÞÝÑ
¤
hptk P N, k ¤ nuq

die definieren Eigenschaften aus obiger Konstruktion erfüllt. Analoges gilt für Durch-
schnitte.

(4) Insbesondere gilt AYn � A � AXn für alle A P PpMq und n ¥ 1.
(5) Für einen abelschen Monoiden pM , �, eq hängt �If für beliebiges f : I Ñ M nicht von

der Ordnung von I ab. Dies ist eine Übungsaufgabe auf dem vierten Zettel.

2. Die natürlichen Zahlen II

Die einfachste (und historisch auch erste) Art natürliche Zahlen darzustellen ist einfach mit
Strichen: Also

1 � I, 2 � II, 3 � III, . . . , 7 � IIIIIII, . . .

was den Vorteil hat, sich nur ein Symbol merken zu müssen. Große Zahlen werden aber schnell
lang. Mithilfe der iterierten Verknüfungen wollen wir uns nun zwei besseren Darstellungen von
natürlichen Zahlen zuwenden. Die eine ist das Stellensystem, in dem Zahlen heutzutage üblicherweise
notiert werden, die andere ist die Primfaktorzerlegung. Beide haben ihre Vor- und Nachteile und
fußen auf der Division mit Rest (division with remainder):

2.1. Satz Sei b P N mit b ¥ 1. Dann gibt es zu jedem n P N genau ein Paar pq, rq P N� N mit

n � q � b� r und r   b.

Insbesondere definiert

tpn, rq P N� N | Dq P N : n � q � b� r und r   bu
eine Funktion remb : NÑ tk P N : k   bu.
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Ebenso definiert

tpn, qq P N� N | Dr P N : n � q � b� r und r   bu
eine Funktion. Man bezeichnet ihren Wert bei n häufig mit mit tn{bu. Man prüft leicht, dass sie
die Division erweitert, also tn{bu � n{b falls b ein Teiler von n ist.

Beweis. Natürlich zeigen wir das per Induktion. Sei A also die Menge aller n P N, für die
die Behauptung stimmt. Dann gilt 0 P A: Sicherlich gilt 0 � 0 � b � 0, sodass p0, 0q ein erlaubtes
Paar für 0 ist, und gilt andersherum 0 � q � b� r, so folgt nach 1.171.17 q � b � 0 und r � 0 und dann
wegen der Kürzbarkeit von b auch q � 0.

Ist dann n P A, also etwa n � q � b� r mit r   b, so gilt sicherlich

n� 1 � q � b� r � 1.

Es gilt auf jeden Fall r � 1 ¤ b nach 1.181.18. Gilt sogar r � 1   b so ist pq, r � 1q ein erlaubtes Paar
für n� 1. Ist andererseits r � 1 � b, so rechnen wir weiter

n� 1 � q � b� b � pq � 1q � b� 0

und finden dass pq�1, 0q ein erlaubtes Paar für n�1 ist. Dies zeigt die Existenz einer Darstellung
wie gewünscht. Zur Eindeutigkeit gelte

q1 � b� r1 � n� 1 � q � b� r
mit r1, r   b. Betrachen wir nun etwa den Fall q1 ¤ q an. Dann folgt q1 � b ¤ q � b

r1 � q � b� r � q1 � b � r � pq � q1q � b.
Gilt nun aber q1   q, so folgt q � q1 ¥ 1 und damit

r � r � pq � q1q � b ¥ r � b ¥ b,

was der Annahme an r widerspricht, also muss q1 � q sein, und genauso schließt man im Fall
q ¤ q1. Aber wenn q � q1 gilt, so folgt aus

q � b� r � q � b� r1

auch r � r1. Dies zeigt n�1 P A und dann beendet das Induktionsprinzip den Beweis: Die letzten
Behauptungen folgen nämlich direkt aus den Definitionen. □

2.2. Theorem (Stellenzerlegung) Sei b ¥ 2. Dann existiert zu jedem n P N genau eine Abbildung

a : N ÝÑ tk P N | k   bu,
mit apiq � 0 für fast alle i P N, und derart dass

n �
¸
i

apiq � bi.

Man beobachte, dass mit a auch die Funktion i ÞÑ apiq � bi für fast alle i den Wert 0 annimmt,
sodass die Summe wirklich definiert ist. Die Funktion a heißt die b-adische Entwicklung von n.

Der genaue Ursprung des Stellensystems ist (mir zumindest) nicht bekannt; es scheint häufig
immer wieder unabhängig entdeckt worden zu sein. Archimedes hatte es wohl schon um das Jahr
-250 einmal gefunden, aber langsame Verbreitung fand es erst um die erste Jahrtausendwende
positiver Zeit (es war unabhängig etwa in China und Kombodscha und erfunden worden). In den
europäischen Raum gelang diese Erkenntnis über Arabien erst wieder im 13. Jahrhundert und im
deutschen Sprachraum fand es Verbreitung durch die Bücher von Adam Riese (daher auch der
Ausspruch “nach Adam Riese”). Das Stellensystem bedarf unbedingt einer expliziten Null (man
betrachtete lange die natürlichen Zahlen als bei 1 beginnend) und erst mit seiner Einführung
war es möglich effizient mit den natürlichen Zahlen zu rechnen, was seinen Teil zum Aufstieg der
Wissenschaft in der Aufklärung geleistet hat.

Der Beweis basiert außer der Division mit Rest noch auf folgendem:



46 2. ZAHLSYSTEME

2.3. Satz (Geometrische Summenformel) Sei pR,�, �, 0, 1q ein Halbring. Dann gilt

r �
�

ņ

i�0

rn�i � qi
�
� qn�1 �

�
ņ

i�0

rn�i � qi
�
� q � rn�1

für alle q, r P R und n P N.

Es gibt extrem viele Anwendungen dieser Formel. Die klassischste ist wohl der Fall von r � 1
in den natürlichen Zahlen: Hier findet man�

ņ

i�0

qi

�
� qn�1 � q �

�
ņ

i�0

qi

�
� 1

Ist nun q ¥ 1, so folgt durch Kürzen

qn�1 � pq � 1q �
�

ņ

i�0

qi

�
� 1

und daher für q ¥ 2

qn�1 � 1

q � 1
�

ņ

i�0

qi.

Allein, dass qn�1 � 1 überhaupt durch q � 1 teilbar ist, ist wohl nur für q � 2, 3 offensichtlich. In
diesem Fall erhält man

ņ

i�0

2i � 2n�1 � 1.

Beweis. Man rechnet schnell

r �
�

ņ

i�0

rn�i � qi
�
� qn�1 �

�
ņ

i�0

rn�1�i � qi
�
� qn�1 � rn�1 �

�
ņ

i�1

rn�1�i � qi
�
� qn�1

und ebenso�
ņ

i�0

rn�iqi
�
� q � rn�1 �

�
ņ

i�0

rn�iqi�1

�
� rn�1 � qn�1 �

�
n�1̧

i�0

rn�iqi�1

�
� rn�1.

Aber für die beiden mittleren Terme gilt

ņ

i�1

rn�1�iqi �
n�1̧

i�0

rn�iqi�1;

in der Tat ist linke Seite unsere Definition der rechten, da p�q � 1: t0, . . . ,n � 1u Ñ t1, . . . ,nu
eine monotone Bijektion ist. □

Beweis von Theorem 2.22.2. Zur Existenz: Natürlich per Induktion. Sei also A die Menge
all derer natürlichen Zahlen die eine b-adische Entwicklung haben. Dann gilt sicherlich 0 P A: Wir
haben

°
const0 � 0. Und liegt n P A, etwa n � °i aib

i so sei

l ..� minti P N | apiq � 1   bu;
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die Menge rechts ist nicht leer, da a nur für endliche viele i einen anderen Wert als 0 annimmt
(und b ¥ 2q. Damit rechnen wir los

n� 1 � 1�
¸
i

apiqbi

� 1�
l�1̧

i�0

pb� 1qbi � aplqbl �
¸
i¡l

apiqbi

� 1� pb� 1q
�
l�1̧

i�0

bi

�
� aplqbl �

¸
i¡l

apiqbi

� bl � aplqbl �
¸
i¡l

apiqbi

� paplq � 1qbl �
¸
i¡l

apiqbi

wobei wir in der Mitte einmal die geometrische Summenformel benutzt haben. Setzen wir also

ā : N ÝÑ tk P N | k   bu, i ÞÝÑ

$'&'%
0 i   l

aplq � 1 i � l

apiq l   i

So erhalten wir
°
i āpiqbi � n� 1 und damit n� 1 P A.

Zur Eindeutigkeit: Wir beobachten zunächst, dass der 0te Eintrag jeder b-adischen Entwick-
lung eindeutig bestimmt ist: Wir berechnen

remb

�¸
i

apiqbi
�
� remb

�
ap0q � b

�¸
i¡0

apiqbi�1

��
� ap0q

da ja in der Tat ap0q   b.
Sei nun

°
i apiqbi � n � °i a

1piqbi. Betrachte dann B � tj P N | @i ¤ j : apiq � a1piqu. Dann
gilt ap0q � rembpnq � a1p0q, also 0 P B. Und ist j P B, so finden wir¸
i

api�j�1qbi �
¸
j i

apiqbi�j �
�¸
j i

apiqbj
�
{bj �

�¸
i

apiqbi �
j̧

i�0

apiqbi
�
{bj �

�
n�

j̧

i�0

apiqbi
�
{bj

und analog für die gestrichene Version. Da aber
°j
i�0 apiqbi �

°j
i�0 a

1piqbi per Annahme, folgt¸
i

api� j � 1qbi �
¸
i

a1pi� j � 1qbi.

Aber dies sind selber b-adische Entwicklungen, ergo folgt aus unserer Vorüberlegung apj � 1q �
a1pj � 1q und damit j � 1 P B. Und dann schlägt das Induktionsprinzip zu. □

2.4. Beispiel Für gegebene Basis b ¥ 2 bezeichnet man die zu einem a : N Ñ tk P N | k  
bu gehörige Zahl oft mit paqb. Desweiteren, schreibt man häufig einfach die Werte von a in
umgekehrter Reihung ohne Kommas hintereinander und lässt die Nullen am Anfang weg: Etwa

p425q7 � 5� 2 � 7� 4 � 72

p10qb � b, p11qb � b� 1, und p110qb � b2 � b
p1sp9qqspsp9qq � sp9q � spsp9qq � 2 � sp9q � 1

Besonders häufig ist natürlich die Basis b � sp9q, man spricht vom Dezimalsystem und für genau
diesen Fall haben wir genügend Symbole eingeführt. Man kürzt diesem Fall noch weiter ab, indem
man die Basis aus der Notation weglässt. Also etwa

10 � sp9q, 11 � spsp9qq und 21 � 2 � 10� 1.

Eine weiteres häufiges Beispiel ist b � 2 mit den Anfangszahlen

p0q2 � 0, p1q2 � 1, p10q2 � 2, p11q2 � 3, p100q2 � 4, p101q2 � 5, . . .
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Dieses Binärsystem ist in der Informatik sehr viel gebräuchlicher als das Dezimalsystem.

Im Stellensystem ist es sehr leicht die Größe zweier Zahlen zu vergleichen und sowohl Addi-
tion als auch Multiplikation sind nicht schwer durchzuführen (das haben sie wahrscheinlich bis
zum Verrecken in der Schule geübt). Es ist jedoch bis heute keine vollständige Beschreibung
der Teilbarkeitsrelation im Stellensystem bekannt (und hierauf basiert die Sicherheit vieler Kryp-
tographieverfahren). Um sich das Problem zu vergegenwärtigen, versuch sie einmal per Hand
herauszufinden, ob

1893742374923487 durch 49381

teilbar oder gar eine Primzahl ist.
Kommen wir nun zur zweiten Art natürliche Zahlen darzustellen, bei der genau diese Eigen-

schaft sehr leicht abzulesen ist. Hierfür brauchen wir:

2.5. Definition Eine Zahl p P N, p � 0, 1, heißt Primzahl (prime number), falls sie nur durch 1
und p teilbar ist.

Der folgende Satz heißt manchmal auch der Fundamentalsatz der Arithmetik .

2.6. Theorem (Primfaktorzerlegung) Für jede natürliche Zahl n P N, n � 0, gibt es genau eine
Abbildung m : tPrimzahlenu Ñ N mit mppq � 0 für fast alle p P N prim, so dass

n �
¹

p prim

pmppq.

Man beachte, dass die Funktion p ÞÑ pmppq für fast alle i den Wert 1 annimmt, sodass obiges
Produkt wohldefiniert ist. Zum Beweis brauchen wir wieder noch etwas Hilfe:

2.7. Satz (Lemma des Euklid, -400) Ist p P N und p | n �m, so folgt p | n oder p | m.

Allgemeiner folgt hieraus per Induktion (über k), dass wenn p ein beliebiges Produkt
±k
i�0 ni

teilt, dann teilt p schon eins der ni: Die Aussage ist sicher wahr für k � 0 (dann kann p so ein
Produkt nicht teilen), und teilt

k�1¹
i�0

ni �
�

k¹
i�0

ni

�
� nk�1,

so teilt p nach obigen Lemma nk�1 oder
±k
i�0 ni und hier schlägt die Induktionshypothese zu.

Beweis. Nehmen wir also an, dass p nicht n teilt und zeigen, dass dann p | m. Hierfür
betrachten wir

A � ti P N | i � 0^ p | i �mu.
Die Menge A ist nicht leer (etwa gelten ja n P A), und hat deshalb ein kleinstes Element k P A
nach 1.71.7. Wir zeigen nun dass k jedes Element aus A teilt. Aber es gilt auch p P A, also muss
entweder k � p oder k � 1 gelten. Aber es gilt n P A, und p teilt n per Annahme nicht. Also
muss k � 1 gelten, und damit teilt p nach Definition von A wie gewünscht m.

Zum Beweis der Behauptung sei x P A. Dann können wir nach 2.12.1 x � q � k� r schreiben mit
r   k. Per Definition gilt x �m � p � a und k �m � p � b für irgendwelche a, b P N, und wegen x ¥ k
folgt a ¥ b. Aber dann gilt

r �m � px� q � kq �m � x �m� q � k �m � p � a� q � p � b � p � pa� q � bq.
Aber weil r   k gilt, kann nicht r P A gelten, was r � 0 erzwingt und die Behauptung beweist. □

Beweis von Theorem 2.62.6. BetrachteA � tn P N | @0   i ¤ n : i hat genau eine Primfaktorzerlegungu.
Dann gilt offenbar 0 P A. Ist nun n P A, so unterscheiden wir drei Fälle. Ist spnq selbst prim, so
gilt spnq P A bezeugt von

p ÞÝÑ
#
0 p � spnq
1 p � spnq ,
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und per Definition von Primzahlen kann es keine weitere Zerlegung von spnq geben. Ist n � 0, so
haben wir sp0q � 1 P A bezeugt von m � const0, und nach 1.171.17 kann es keine weitere Zerlegung
geben. Ansonsten muss spnq � k � l für k, l P N mit 1   k, l   n. Dann haben aber k und l
Primfaktorzerlegungen, etwa

k �
¹
p prim

pmppq und l �
¹
p prim

pm
1ppq

Es folgt, dass

spnq � k � l �
� ¹
p prim

pmppq
�
�
� ¹
p prim

pm
1ppq
�
�
¹
p prim

pmppq�m
1ppq.

Dies zeigt die Existenz einer Primfaktorzerlegung von spnq. Nun noch zur Eindeutigkeit: Gilt¹
p prim

pmppq � spnq �
¹
p prim

pm
1ppq

so sei q die kleinste Primzahl mitmpqq � 0 (wärempqq � 0 für alle Primzahlen q, so wäre spnq � 1,
aber den Fall haben wir schon abgeschlossen). Dann gilt q | spnq. Nach Euklid’s Lemma (oder dem

Kommentar direkt danach) muss es dann zunächst einen Faktor pm
1ppq der rechten Seite geben

den q teilt. Das bedeutet nach 1.171.17 natürlich m1ppq ¡ 0. Ist m1ppq � 1 bedeutet das p | q, und
falls m1ppq ¡ 1, so liefert eine zweite Anwendung von Euklid’s Lemma ebenfalls q | p. Aber da p
prim ist, bleibt also nur q � p. Also m1pqq ¥ 1. Es folgt dann¹

p prim

pm̄ppq � spnq{q �
¹
p prim

pm̄
1ppq

für

m̄ : tPrimzahlenu ÝÑ N, p ÞÝÑ
#
mppq p � q

mpqq � 1 p � q

und analogem m̄1. Aber dies sind beides Primfaktorzerlegungen von spnq{q und weil 0 � spnq{q  
spnq gibt es hiervon nur eine. Also folgt m̄ � m̄1 und damit m � m1. Das zeigt spnq P A und das
Induktionsprinzip liefert die Behauptung. □

3. Die ganzen Zahlen

Wir haben in 1.191.19 gesehen, dass die Subtraktion in den natürlichen Zahlen nur manchmal
funktioniert, etwa kann man nicht 2�4 bilden. Die Idee der ganzen Zahlen ist es dies zu beheben.
Zunächst etwas Terminologie:

3.1. Definition Ist pM , �, eq ein Monoid, so heißt ein m P M eine Einheit (unit) falls es ein
m1 PM gibt mit

m1 �m � e � m1 �m.

So ein m1 heißt invers zu m. Ein Monoid in dem jedes Element ein Inverses besitzt, heißt eine
Gruppe (group), und ein Halbring in dem die Addition eine Gruppenstruktur liefert heißt ein Ring
(ring).

So ein m1 ist eindeutig bestimmt, da

m1 � e �m1 � m2 �m �m1 � m2

wann immer m2 ebenfalls inverse zu m ist. Man schreibt m�1 (oder genauer m��1, aber das sieht
oft sehr seltsam aus) für das Inverse. Wird die Vernüpfung als � geschrieben so schreibt man �m
anstatt dem nun wirklich sehr seltsamen m��1.

3.2. Beispiel (1) In jedem Monoiden pM , �, eq ist e eine Einheit mit e�1 � e.
(2) In pN,�, 0q und pN, �, 1q sind nur 0 bzw. 1 Einheiten nach 1.171.17.
(3) In pFpM ,Mq, �, idM q ist ein Element f genau dann eine Einheit, wenn f bijektiv ist nach

5.95.9 und auch die Definition von f�1 dort passt zu der gerade gegebenen.



50 2. ZAHLSYSTEME

(4) Ist u eine Einheit in pM , �, eq, so ist im Wesentlichen per Definition auch u�1 eine Einheit
und pu�1q�1 � u.

(5) ist pM ,¤, �, eq ein partiell geordneter Monoid und u, v PM sind Einheiten, so gilt u ¤ v
genau dann, wenn v�1 ¤ u�1.

(6) Sind u, v Einheiten in pM , �, eq so ist auch u � v eine Einheit und pu � vq�1 � v�1 � u�1.

3.3. Beobachtung Sei pM , �, eq ein Monoid. Dann sind äquivalent:

(1) pM , �, eq ist eine Gruppe.
(2) Zu jeden m,n PM genau ein k PM gibt mit m � k � n.
(3) Zu jedem m PM gibt es ein k PM mit m � k � e.
(4) Zu jeden m,n PM genau ein k PM gibt mit k �m � n.
(5) Zu jedem m PM gibt es ein k PM mit k �m � e.

In diesem Fall definieren

tpn,m, kq PM �M �M | n � m � ku
und

tpn,m, kq PM �M �M | n � k �mu
Funktionen

M �M ÑM , pn,mq ÞÝÑ m�1 � n und n �m�1.

Ist M kommutativ so stimmt diese natürlich überein.

Der Monoid pM , �, eq ist also eine Gruppe genau dann, wenn das Analog von Subtraktion bzw.
Division (je nach Namen der Verknüpfung) uneingeschränkt möglich ist.

Beweis: Wir zeigen als erstes (1) ñ (2): Zur Existenz nehme man einfach k � m�1 � n. Zur
Eindeutigkeit rechnet man

k � e � k � m�1 �m � k � m�1 � n � m�1 �m � k1 � e � k1 � k1

wann immer die mittleren beiden Gleichungen gelten. Natürlich gilt (2) ñ (3). Und dann (3) ñ
(1): Wir müssen zeigen, dass auch k �m gilt. Per Annahme gibt es aber zumindest ein n PM mit
k � n � e. Dann rechnen wir aber

m � m � e � m � k � n � n.

Die Implikationen (1) ñ (2) ñ (3) ñ (1) sind vollständig analog. □

Einen Begriff von Zahl zu finden in dem man uneingeschränkt subtrahieren kann, ist die
Grundidee der Erweiterung zu den ganzen Zahlen. Zur Formalisierung dieser Idee benötigen wir:

3.4. Definition Sind pM , �, eq and pM 1, �1, e1q Monoide, so heißt eine Funktion f : M Ñ N ein
Monoidhomomorphismus falls

fpeq � e1 and fpm � nq � fpmq �1 fpnq
für alle m,n P M . Sind pR, �,�, e, fq und pR1, �1,�1, e1, f 1q (Halb-)Ringe, so heißt f : R Ñ R1 ein
(Halb-)Ringhomomorphismus, falls f sowohl ein Monoidhomomorphismus pR, �, eq Ñ pR1, �1, e1q
als auch pR,�, fq Ñ pR1,�1, f 1q ist.

Ein Homomorphismus heißt ein Mono-, Epi- bzw. Isomorphismus, falls er injektiv, surjektiv
bzw. bijektiv ist.

Wir formalisieren nun die Idee einer kleinsten Erweiterung zu einer Gruppe:

3.5. Definition Ist M ein Monoid, so heißt ein Paar bestehend aus einer Gruppe G und einem
Monoidmonomorphismus ιM Ñ G eine Gruppenvervollständigung (group completion) von M ,
falls es für jede Gruppe H und jeden Monoidmonomorphismus f : M Ñ H genau einen Monoid-
monomorphismus g : GÑ H gibt, derart dass g � ι � f .
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Man zeichnet die Bedingung oft als

M

G H

ι f

D!g

Wir zeigen als nächstes Eindeutigkeit und Existenz von Gruppenvervollständigungen:

3.6. Lemma (Eindeutigkeit von Gruppenvervollständigungen) Sind ι : M Ñ G und ι1 : M Ñ G1

Gruppenvervollständigungen von M so gibt es genau einen Monomorphismus f : G Ñ G1 mit
f � ι � ι1. Dieser ist ein Isomorphismus.

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit von f folgen direkt aus der Definition. Wir kon-
struieren nun eine Umkehrabbildung zu f . Nämlich gibt es (indem man die Rollen von ι und ι1

vertauscht auch genau einen Monoidmonomorphismus g : G1 Ñ Gmit g�ι1 � ι. Aber f�g : G1 Ñ G1

erfüllt

f � g � ι1 � f � ι � ι1 � idG1 � ι1,
sodass der Eindeutigkeitsteil der Definition von Gruppenvervollständigungen f � g � idG1 liefert
und damit, dass f surjektiv ist. □

Dies Lemma ist völlig analog zur Eindeutigkeit der natürlichen Zahlen. Wir sprechen von nun
an also wieder missbräuchlich von der Gruppenvervollständigung von M und bezeichnen sie mit
Mgrp, sofern sie existiert, oder Mgrp

� falls die Verknüpfung � auf M nicht aus dem Kontext klar
ist.

3.7. Theorem (Existenz von Gruppenvervollständigungen) Ein abelscher Monoid pM ,�, 0q be-
sitzt eine Gruppenvervollständigung genau dann, wenn jedes Element in M gekürzt werden kann,
also wenn für alle m,n, k PM gilt, dass k �m � k � nñ m � n.

Es gelten Verallgemeinerungen dieses Satzes auf nicht abelsche und nicht kürzbare Monoide,
aber wir wollen uns mit dieser Version begnügen. Sie reicht nämlich um zu setzen:

3.8. Definition Wir definieren die abelsche Gruppe der ganzen Zahlen (integers) als Z ..� N
grp
� .

Da das Bild von ι : NÑ Z zusammen mit 0 P Z und der Funktion p�q � 1 wieder ein System
natürlicher Zahlen bildet, werden wir ‘die’ natürlichen Zahlen immer als Teilmenge von Z auffassen,
und ι aus der Notation unterdrücken.

Kommen wir nun zum Beweis von Theorem 3.73.7. Die Notwendigkeit der Kürzbarkeit ist schon
in Beobachtung 3.33.3 enthalten. Um sie beim Aufbau der rationalen Zahlen wiederverwenden zu
können, geben wir die Konstruktion von Gruppenvervollständigungen in etwas größerer Allge-
meinheit:

3.9. Konstruktion Es sei pM ,�, 0q ein abelscher Monoid und W �M eine Teilmenge mit

(1) m,m1 PW ñ m�m1 PW
(2) 0 PW
(3) jedes Element in k P W kann gekürzt werden, also für alle m,m1 P M gilt k � m �

k �m1 ñ m � m1.

Dann konstruieren wir einen neuen Monoid KpM ,W q zusammen mit einem Monoidhomomorphis-
mus (Mgrp erhalten wir für W � M). Die Idee ist, dass KpM ,W q aus ‘formalen’ Differenzen
m�w besteht, mit denen wir rechnen indem man pm�wq�pm1�w1q ..� pm�m1q�pw�w1q. Um
das zu formalisieren müssen wir uns überlegen, wann solche formalen Differenzen übereinstimmen
sollen (sicherlich soll ja in Ngrp etwa 2 � 3 das gleiche Element bezeichnen wie 5 � 6). Genau

hierfür können wir Äquivalenzrelationen benutzen.
Auf M �W führen wir die Relation

pm,wq � pm1,w1q :ðñ m� w1 � m1 � w.



52 2. ZAHLSYSTEME

Sie ist eine Äquivalenzrelation: Reflexivität und Symmetrie sind hoffentlich klar. Für die Transi-
tivität rechnet man bei

m� w1 � m1 � w und m1 � w2 � m2 � w1

dass

m� w1 � w2 � m1 � w � w2 � m2 � w1 � w2.
Nun kürze man w2 um pm,wq � pm2,w2q zu erhalten. Die Äquivalenzklassen von � benutzen
wir nun genau als die Definition der ‘formalen Differenz’ oben. Es gilt etwa rp0, 0qs� � tpm,wq P
M �W | m � wu.

Als nächstes konstruieren wir die neue Verknüpfung. Nach Beispiel 1.161.16 ist M �W ist ein
Monoid durch

pm,wq � pm1,w1q � pm�m1,w � w1q,
mit neutralem Element p0, 0q und offenbar definiert m ÞÑ pm, 0q definiert einen Monoidhomomor-
phismus M ÑM �W .

Diese Struktur passt mit der Äquivalenzrelation in folgendem Sinne zusammen: Gelten pm,wq �
pm1,w1q und pn, vq � pn1, v1q so folgt pm,wq� pn, vq � pm1,w1q� pn1, v1q; man sagt � ist eine Kon-
gruenzrelation auf M �W . Eine weitere Aufgabe ist es zu zeigen, dass in dieser Situation die
Abbildung � : pM �W q � pM �W q ÑM �W zu einer Abbildung

� : pM �W q{� � pM �W q{� ÝÑM �W
absteigt, derart dass rpm,wqs��rpm1,w1qs� � rpm�m,w�w1qs� für alle pm,wq, pm1,w1q PM�W
gilt. Diese Abbildung macht die Menge der Äquivalenzklassen pM �W q{� �: K�pM ,W q mit
neutralem Element rp0, 0qs.

Insbesondere ist

r�s� : M �W Ñ K�pM ,W q
ein Monoidhomomorphismus und damit auch ι : M Ñ K�pM ,W q.

Von hier ab, kürzen wir K�pM ,W q erstmal einfach zu KpM ,W q ab; die relevant Verknüpfung
sei immer mit � bezeichnet.

3.10. Satz Für W � M wie in Konstruktion 3.93.9 ist ι : M Ñ KpM ,W q injektiv und für jedes
w PW ist ιpwq � rpw, 0qs� eine Einheit in KpM ,W q mit �rpw, 0qs� � rp0,wqs�.

Weiter gibt es zu jedem Monoidhomomorphismus f : M Ñ H mit der Eigenschaft, dass fpwq
eine Einheit für jedes w P W ist, genau einen Monoidomomorphimus g : KpM ,W q Ñ H mit
g � ι � f . Dieser ist injektiv genau dann, wenn f es ist.

Im Falle M � W beweist dies insbesondere Theorem 3.73.7: Es bleibt nur zu beobachten, dass
Mgrp � KpM ,Mq wirklich eine Gruppe ist: Aber per Konstruktion ist jedes Element aus KpM ,Mq
von der Form ιpmq � ιpnq für m,n PM und hierzu ist ιpnq � ιpmq ein Inverses (oder mit anderen
Worten rpn,mqs� ist invers zu rpm,nqs�).

Im anderen Extremfall, dassW vollständig aus Einheiten besteht, folgt dass ι : M Ñ KpM ,W q
ein Isomorphismus ist: In diesem Falle ist ja H � M und f � idM eine erlaubte Wahl in obigem
Satz. Der resultierende Homomorphismus g : KpM ,W q Ñ M ist dann nach 5.145.14 surjektiv, also
bijektiv und damit ist in diesem Fall auch ι � g�1 bijektiv.

Beweis. Gilt etwa ιpmq � ιpm1q, also rpm, 0qs � rpm1, 0qs, so folgt nach 6.46.4 pm, 0q � pm1, 0q
mit anderen Worten m � 0 � m1 � 0, also m � m1. Das zeigt, dass ι injektiv ist. Für die zweite
Behauptung rechnen wir

rpw, 0qs� � rp0,wqs� � rpw,wqs� � rp0, 0qs�.
Ist nun f : M Ñ H wie im Satz gegeben, wo pH, �, eq eine Monoid ist, so definieren wir

g : KpM ,W q Ñ H wie folgt: Zunächst setzen wir

g̃ : M �W ÝÑ H, pm,wq ÞÝÑ fpmq � fpwq�1.



3. DIE GANZEN ZAHLEN 53

Dies ist ein Monoidhomomorphismus: Es gilt g̃p0, 0q � e � e�1 � e � e � e und

g̃ppm,wq � pm1,w1qq � g̃pm�m1,w � w1q
� fpm�m1q � fpw � w1q�1

� fpm�m1q � fpw1 � wq�1

� fpmq � fpm1q � pfpw1q � fpwqq�1

� fpmq � fpm1q � fpwq�1 � fpw1q�1

Nun beobachten wir

fpm1q � fpwq�1 � e � fpm1q � fpwq�1

� fpwq�1 � fpwq � fpm1q � fpwq�1

� fpwq�1 � fpw �m1q � fpwq�1

� fpwq�1 � fpm� w1q � fpwq�1

� fpwq�1 � fpm1q � fpwq � fpwq�1

� fpwq�1 � fpm1q � e
� fpwq�1 � fpm1q

Einsetzen liefert

g̃ppm,wq � pm1,w1qq � fpmq � fpwq�1 � fpm1q � fpw1q�1 � g̃pm,wq � g̃pm1,w1q.
Desweiteren gilt pm,wq � pm1,w1q ñ g̃pm,wq � g̃pm1,w1q: Ist m � w1 � m1 � w, so folgt

fpmq � fpw1q � fpm1q � fpwq und damit

g̃pm,wq � fpmq � fpwq�1

� fpmq � e � fpwq�1

� fpmq � fpw1q � fpw1q�1 � fpwq�1

� fpm1q � fpwq � fpw1q�1 � fpwq�1

� fpm1q � fpwq � pfpwq � fpw1qq�1

� fpm1q � fpwq � fpw � w1q�1

� fpm1q � fpwq � fpw1 � wq�1

� fpm1q � fpwq � pfpw1q � fpwqq�1

� fpm1q � fpwq � fpwq�1 � fpw1q�1

� fpm1q � e � fpw1q�1

� fpm1q � fpw1q�1

� g̃pm1,w1q
Dann folgt aus einer Aufgabe auf dem dritten Zettel, dass g̃ eine Abbildung

g : KpM ,W q ÝÑ H

induziert mit gprm,ws�q � g̃pm,wq. Man prüft leicht, dass diese immer noch ein Monoidho-
momorphismus ist, was den Existenzbeweis für g beendet. Zur Eindeutigkeit sei g1 ein weiterer
Homomorphismus mit g1 � ι � f . Dann rechnen wir

g1prm,ws�q � g1prpm, 0qs � rp0,wqsq � g1pιpmqq � g1p�ιpwqq
� fpmq � g1pιpwqq�1 � fpmq � fpwq�1 � gprm,ws�q.

Zuletzt zur Injektivität: Ist g injektiv, so folgt, dass auch f injektiv ist, nach einer Aufgabe
vom dritten Zettel. Ist andersherum f injektiv, und fpmq � fpwq�1 � fpm1q � fpw1q�1, so folgt

fpm� w1q � fpmq � fpw1q � fpmq � e � fpw1q � fpmq � fpwq�1 � fpwq � fpw1q
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� fpm1q � fpw1q�1 � fpw1q � fpwq � fpm1q � e � fpwq � fpm1q � fpw1q � fpm1 � wq,
und damit nach der Injektivität von f auch m� w � m1 � w1, also rpm,wqs� � rpm1,w1qs�. □

Natürlich kann man ganze Zahlen auch ordnen und multiplizieren:

3.11. Konstruktion Ist M ein durch ¤ total geordneter Monoid, so definieren wir auf KpM ,W q
eine Relation durch

E ¤ E1 :ðñ @pm,wq P E, pm1,w1q P E1 : m� w1 ¤ m1 � w
Es ist leicht zu sehen, dass dies wieder eine totale Ordnung ist: Reflexivität folgt direkt aus der
Definition von � und Transitivität folgt genau wie die von �. Für die Identitivität sei pm,wq P E
und pm1,w1q P E. Dann folgt aus E ¤ E1, dass m � w1 ¤ m1 � w und aus E1 ¤ E, dann
m1 � w ¤ m� w1. Da ¤ identitiv ist, erhalten wir also pm,wq � pm1,w1q und damit E � E1. Die
Totalität folgt zum Schluss direkt aus der von ¤. Weiterhin gilt offensichtlich m ¤ m1 genau dann
wenn rpm, 0qs ¤ rpm1, 0qs was zeigt, dass ι : M Ñ KpM ,W q monoton ist.

3.12. Konstruktion Trägt M noch eine Multiplikation � mit neutralem Element 1, die M zu
einem Halbring machen, so können wir versuchen eine neue Multiplikation auf KpM ,W q zu
definieren: Da rpm,wqs die formale Differenz m�w darstellen soll, und dann besser pm�wqpm1�
w1q � pmm1�ww1q � pmw1�m1wq gelten sollte, müssen wir hierfür noch fordern, dass w �m PW
für alle m PM und w PW . Dann definieren wir

� : pM �W q � pM �W q ÝÑM �W , pm,wq, pm1,w1q ÞÑ pm �m1 � w � w1,m � w1 � w �m1q
Man überprüft leicht, dass

ppm,wq � pm1,w1qq � pm2,w2q � pm �m1 �m2 � w � w1 �m2 �m � w1 � w2 �m1 � w � w2,
m �m1 � w2 � w � w1 � w2 �m � w1 �m2 � w �m1 �m2q

� pm,wq � ppm1,w1qq � pm2,w2q
Ebenso, dass p1, 0q�pm,wq � p1�m�0�w, 1�w�0�mq � pm,wq and similarly pm,wq�p0, 1q � pm,wq.
Mit anderen Worten: KpM ,W q ist ein Monoid unter � mit neutralem Element p1, 0q. Ähnlich
prüft man leicht auch die Distributivgesetze und p0, 0q � pm,wq � p0, 0q � pm,wq � p0, 0q, sodass
pKpM ,W q,�, �, p0, 0q, p1, 0qq wieder ein Halbring ist. Desweiteren ist � auch bezüglich dieser

Multiplikation auf M � M eine Kongruenzrelation (und das ist eine Übungsaufgabe auf dem
sechsten Zettel), sodass wir eine Multiplikation

� : KpM ,W q �KpM ,W q Ñ KpM ,W q
erhalten. Per Konstruktion ist dann pKpM ,W q,�, �, p0, 0q, p1, 0qq ein Ring und ι : M Ñ KpM ,W q,
wegen pm, 0q � pm1, 0q � pm � m1, 0q ein Halbringhomomorphismus. Man sieht auch sofort, dass
KpM ,W q kommutativ ist genau dann, wenn die Multiplikation von M es ist.

3.13. Satz Sei pM ,�, 0q ein kommutativer Monoid und W �M wie in 3.93.9.

(1) Macht dann ¤ den Monoid M zu einem total geordneten Monoiden, so ist die in 3.113.11
definierte die eindeutige totale Ordnung die KpM ,W q zu einem geordneten Monoid macht
und ι : M Ñ KpM ,W q monoton.

(2) Machen � : M � M Ñ M und 1 P M den Monoiden M zu einem Halbring, und gilt
m � w P W für alle m P M and w P W , so ist die in 3.123.12 definierte die eindeutige
Multiplikation die KpM ,W q zu einem Halbring macht und ι : M Ñ KpM ,W q zu einem
Halbringhomomorphismus.

(3) Ist M ein total geordneter Halbring, so ist KpM ,W q unter diesen Strukturen wieder ein
geordneter Halbring, wenn gilt

@a, b,m PM ,w PW : w ¤ m, a ¤ b ùñ w � b�m � a ¤ w � a�m � b
Diese Forderung in (3) ist insbesondere dann wahr, wenn a ¤ b PM impliziert, dass es ein k PM
gibt und a� k � b.
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Der Fall w � 0 in (3) ist genau die geforderte Kompatibilität zwischen Ordnung und Mulitp-
likation in einem geordneten Halbring. Gilt die letzte Eigenschaft sagt man, dass ¤ eine natürliche
Ordnung auf M ist. Insbesondere ist ¤ nach 1.151.15 eine natürliche Ordnung auf N (daher auch der
Name), aber auch die Ordnung einer jeden total geordneten Gruppe ist trivialerweise natürlich.
Wir erhalten in jedem Falle:

3.14. Korollar Die abelsche Gruppe Z trägt genau eine totale Ordnung ¤ und eine Multiplikation
� : Z�ZÑ Z, derart dass pZ,¤,�, �, 0, 1q ein total geordneter Ring ist und NÑ Z ein monotoner
Halbringhomomorphismus.

Beweis von Satz 3.133.13. Wir müssen noch zeigen, dass die Ordnung auf KpM ,W q mit der
Addition verträglich ist: Sei also rpm1,w1qs� ¤ rpm2,w2qs�, das heißt m1 � w2 ¤ m2 � w1. Dann
folgt m�w�m1�w2 ¤ m�w�m2�w1, also rpm,wqs��rpm1,w1qs� ¤ rpm,wqs��rpm2,w2qs�,
wie gewünscht.

Ist ¤ eine zweite totale Ordnung auf KpM ,W q wie im Theorem, dann gilt bei m�w1 ¤ m1�w
auch ιpmq� ιpw1q ¤ ιpm1q� ιpwq und damit nach den Rechengesetzen für geordnete Monoide auch

rpm,wqs� � ιpmq � ιpwq � ιpmq � ιpw1q � ιpw1q � ιpwq
¤ ιpm1q � ιpwq � ιpw1q � ιpwq � ιpm1q � ιpw1q � rpm1,w1qs�

sodass E ¤ E1 ñ E ¤ E1 für alle E,E1 P KpM ,W q gilt. Da aber ¤ schon total ist, erzwingt dass
wegen der Identitvität von ¤ schon E ¤ E1 ô E ¤ E1.

Und ist � eine zweite Multiplikation auf KpM ,W q wie im Theorem, so rechnen wir

rpm,wqs� � rpm1,w1qs� � pιpmq � ιpwqq � pιpm1q � ιpw1qq
� pιpmq � ιpm1q � ιpwq � ιpw1qq � pιpmq � ιpw1q � ιpwq � ιpm1qq
� ιpm �m1 � w � w1q � ιpm � w1 � w �m1q
� rpm �m1 � w � w1,m � w1 � w �m1qs�
� rpm,wqs� � rpm1,w1qs�

Nun zur Kompatibilität von Ordnung und Multiplikation. Sei dann rp0, 0qs� ¤ rpm,wqs�,
also w ¤ m und rpm1,w1qs� ¤ rpm2,w2qs�, also m1 � w2 ¤ m2 � w1. Wir rechnen

m �m1 � w � w1 �m � w2 � w �m2 � m � pm1 � w2q � w � pw1 �m2q
und

m �m2 � w � w2 �m � w1 � w �m � m � pm2 � w1q � w � pw2 �m1q.
Nehmen wir nun die Bedingung aus dem Satz an so ist der obere Ausdruck ¤ dem unteren, was
per Konstruktion zu rpm,wqs� � rpm1,w1qs� ¤ rpm,wqs� � rpm1,w2qs� äquivalent ist.

Gilt andersherum immer rpm,wqs� � rpm1,w1qs� ¤ rpm,wqs� � rpm1,w2qs� so erhalten wir im
Falle w1 � 0 � w2 genau die Bedingung aus dem Satz.

Zuletzt zum Zusatz: Gelten etwa b � a� k und m � w � l so beobachten wir, dass sicherlich
k, l ¥ 0 gelten muss (sonst wäre ja etwa k   0 und demzufolge b � a � k   a) und damit auch
k � l ¥ 0. Dann rechnen wir

w � b�m � a � w � pa� kq � pw � lq � a � w � a� w � k � w � a� l � a
und

w � a�m � b � w � a� pw � lq � pa� kq � w � a� w � a� l � a� w � k � l � k
und wegen der Vorüberlegung ist der obere Ausdruck in der Tat ¤ dem unterem. □

3.15. Bemerkung Nach dem Zusatz hat jeder total geordnete Ring die stärkere Eigenschaft aus
3.133.13 (3). Ich weiß nicht, ob sie in jedem total geordneten, kürzbaren Halbring stimmt; ich glaube
aber nicht daran.

Sie gilt sicherlich nicht in jedem partiell geordneten Halbring: Etwa stimmt sie in pPpMq,�
,Y,X,H,Mq aber allgemein nicht in pPpMq,�,X,Y,M ,Hq.



56 2. ZAHLSYSTEME

Damit sind die ganzen Zahlen vollends konstruiert. Wir halten zum Schluss noch einige simple
Eigenschaften fest:

3.16. Beobachtung Ist pM ,¤,�, 0q ein natürlich (insbesondere total) geordneter Monoid und
ι : M Ñ Mgrp eine Gruppenvervollstädigung, so gilt m P Impιq oder �m P Impιq für jedes m P
Mgrp, je nachdem ob 0 ¤ m oder m ¤ 0.

Insbesondere ist wirklich Z � t� � � � 3,�2,�1, 0, 1, 2, 3, . . . u.
Beweis. Zum Beispiel nach Konstruktion von KpM ,Mq ist jedes Element von Mgrp von der

Form ιpnq � ιpkq für k,n P M . Da M total geordnet ist, gilt nun eins von k ¤ n oder n ¤ k. Im
ersten Falle gibt es dann ein l P M mit n � k � l und damit m � ιpnq � ιpkq � ιplq. Im zweiten
Falle gibt es ein l PM mit k � n� l und damit �m � ιpkq � ιpnq � ιplq. □

3.17. Korollar Gilt n � m � 1 für n,m P Z so folgt n � 1 � m oder n � �1 � m, und gilt
n �m � 0 so folgt n � 0 oder m � 0.

Insbesondere sind 1 und �1 die einzigen Einheiten von pZ, �, 1q.
Proof. Gilt m,n P N so haben wir das schon in 1.171.17 bewiesen. Ist aber m R N so ist nach

obiger Beobachtung �m P N. Ist dann n P N so folgt �m � n � p�mq � n ¥ 0 also m � n ¤ 0   1.
Also gilt dann n R N , damit �n P N und damit �m � 1 � �n.

Die andere Behauptung folgt ähnlich: Sind n,m P N so haben wir es schon in 1.171.17 bewiesen.
Ist m R N so folgt �m P N. Ist dann n P N folgt immer noch p�mq � n � �m � n � �0 � 0 und
damit n � 0 und ist n R N so gilt �n P N und p�mq � p�nq � m � n � 0 und damit 0 � �n. □

4. Die rationalen Zahlen

Ebenso wie der Übergang von den natürlichen Zahlen zu den ganzen Zahlen die Subtraktion
uneingeschränkt ermöglicht, so wünschen wir uns in diesem Abschnitt eine Erweiterung der ganzen
Zahlen herbei in der die Division uneingeschränkt möglich ist, bis natürlich auf die Einschränkung,
dass wir nicht sinnvoll durch 0 teilen können: Für die meisten Zahlen k P Zzt�1, 0, 1u scheitert
das Teilen durch k daran, dass es für gegebenes n P Z keine Lösung von m � k � n gibt. Für k � 0
scheitert es mal hieran (falls n � 0), aber manchmal auch daran, dass es mehr als eine Lösung
gibt n � 0. Daran können wir aber nichts ändern.

4.1. Definition Ein Ring pR,�, �, 0, 1q mit 0 � 1 heißt Schiefkörper (skew field), falls jedes El-
ement 0 � r P R eine Einheit bzgl � ist. Ein kommutativer Schiefkörper heißt einfach Körper
(field).

Für einen Körper K gibt es also eine wohldefinierte Abbildung

�{� : K �Kzt0u ÝÑ K, pk, lq ÞÑ k � l�1

die Division (für einen Schiefkörper gibt es zusätzlich noch die Division auf der anderen Seite).

4.2. Definition Sei R ein Ring. Dann heißt ein Paar bestehend aus einem Schiefkörper K und
einem Ringmonomorphismus ι : RÑ K ein Quotientenkörper (field of fractions) von R, falls es zu
jedem Ringmonomorphismus f : R Ñ L in einen weiteren Körper L genau einen Ringmonorphis-
mus g : K Ñ L gibt, derart dass g � ι � f .

Man zeichnet die Bedingung wieder oft als

R

K L

ι f

D!g

Wir zeigen als nächstes Eindeutigkeit und Existenz von Quotientenkörpern:
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4.3. Lemma (Eindeutigkeit von Quotientenkörpern) Sind ι : R Ñ K und ι1 : R Ñ K 1 Quotien-
tenkörper von R so gibt es genau einen Monomorphismus f : K Ñ K 1 mit f � ι � ι1. Dieser ist
ein Isomorphismus.

Der Beweis ist beinahe wortwörtlich der gleiche wie in 5.95.9.

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit von f folgen direkt aus der Definition. Wir kon-
struieren nun eine Umkehrabbildung zu f . Nämlich gibt es (indem man die Rollen von ι und ι1

vertauscht auch genau einen Ringmonomorphismus g : G1 Ñ G mit g � ι1 � ι. Aber f � g : G1 Ñ G1

erfüllt

f � g � ι1 � f � ι � ι1 � idG1 � ι1,
sodass der Eindeutigkeitsteil der Definition von Quotientenkörpern f � g � idG1 liefert und damit,
dass f surjektiv ist. □

Wir sprechen von nun an also wieder missbräuchlich von dem Quotientenkörper von R und
bezeichnen ihn mit Rfrc, sofern er existiert.

4.4. Theorem (Existenz von Quotientenkörpern) Ein kommutativer Ring pR,�, �, 0, 1q besitzt
einen Quotientenkörper genau dann, wenn jedes Element in R außer 0 bezüglich der Multiplikation
gekürzt werden kann, also wenn für alle r, s, t P R gilt, dass r � t � s � t^ t � 0ñ r � s.

Man überlegt sich leicht, dass diese Bedingung sich noch weiter vereinfach lässt: Sie gilt genau
dann wenn a �b � 0Ñ a � 0^b � 0 für alle a, b P R gilt: Auf der einen Seite ist dies der Spezialfall
s � 0 in obiger Bedingung, und auf der anderen Seite gilt r �t � s�t genau dann, wenn pr�sq�t � 0,
und bei t � 0 folgt dann r � s � 0 also r � s.

4.5. Definition Ein Ring mit obiger Kürzbarkeitseigenschaft heißt Integritätsbereich (integral
domain).

Insbesondere ist Z nach 3.173.17 ein Integegritätsbereich und:

4.6. Definition Wir definieren den Körper der rationalen Zahlen (rational numbers) als Q ..� Zfrc.

Weitere Beispiele von Körpern folgen am Ende dieses Abschnitts. Als erstes wenden wir uns
dem Beweis von Theorem 4.44.4 zu.

4.7. Konstruktion Hier zahlt sich jetzt die allgemeinere Konstruktion K�pM ,W q für kürzbare
Monoide aus. Nämlich können wir uns für einen kommutativen HalbringR den Monoiden K�pR,W q
anschauen, wobei W � R wieder eine Teilmenge ist mit

(1) m,m1 PW ñ m �m1 PW
(2) 1 PW
(3) jedes Element in k PW kann gekürzt werden, also für alle m,m1 PM gilt k �m � k �m1 ñ

m � m1.

Die Annahme, dass R ein Integritätsbereich ist, besagt genau, dass W � Rzt0u eine zulässige
Wahl ist und wir werden in der Tat Rfrc � K�pR,Rzt0uq setzen. Aber wieder bringt es einige
VorteileW erst einmal beliebig zu lassen und R kann ohne Einschränkungen ein Halbring (anstatt
eines Rings) sein. Man stelle sich die Elemente von K�pR,Rzt0uq als formale Quotienten r{w vor.

Aus 3.103.10 erhalten wir nämlich erstmal direkt, dass ι : R Ñ K�pR,W q ein injektiver Homo-
morphismus von Monoiden ist, wenn wir R mit der Multiplikation ausstatten. Wir werden nun
K�pR,W q noch mit einer Addition � austatten, die pK�pR,W q,�, �, rp0, 1qs�, rp1, 1qs�q zu einem
Halbring werden lässt.

Da wir uns hoffentlich einig sind, dass r{w � r1{w1 � rw1{ww1 � wr1{ww1 � prw1 � wr1q{ww1
gelten soll, betrachten wir die Verknüpfung

� : pR�W q � pR�W q ÝÑ R�W , ppr,wq, pr1,w1qq ÞÝÑ pr � w1 � w � r1,w � w1q
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Sie ist kommutativ und assoziativ; letzteres sieht man wie folgt:

pr,wq � ppr1,w1q � pr2,w2qq � pr,wq � pr1 � w2 � w1 � r2,w1 � w2q
� pr � w1 � w2 � w � r1 � w2 � w � w1 � r2w � w1 � w2
� ppr � w1 � w � r1,w � w1qq � pr2,w2q
� ppr,wq � pr1,w1qq � pr2,w2q

Ersteres ist hoffentlich offensichtlich. Und es gilt p0, 1q � pr,wq � pr,wq � pr,wq � p0, 1q, sodass
pR�W ,�, p0, 1qq ein abelscher Monoid ist. Desweiteren ist � eine Kongruenzrelation für �, das
ist eine Aufgabe auf dem sechsten Übungszettel. Damit steigt die Addition auf R �W zu einer
Abbildung � : K�pR,W q�K�pR,W q Ñ K�pR,W q ab, und machtK�pR,W q mit zu einem abelschen
Monoid mit neutralem Element rp0, 1qs�.

4.8. Satz Für jeden kommutativen Halbring R und W � R wie in 4.74.7 ist K�pR,W q berzüglich der
gerade konstruierten Verknüfungen ein Halbring, ι : RÑ K�pR,W q ist ein Halbringmonomorphis-
mus und ιpwq ist für jedes w P W eine Einheit in K�pR,W q (bezüglich der Multiplikation). Ist R
ein Ring, dann auch K�pR,W q.

Weiter gibt es zu jedem Halbringhomomorphismus f : RÑ S mit der Eigenschaft, dass fpwq
eine Einheit ist für jedes w P W , genau einen Halbringhomomorphismus g : K�pR,W q Ñ S mit
g � ι � f . Dieser ist injektiv genau dann, wenn f es ist.

Wie schon mit 3.103.10 beweist dieser Satz im Falle W � Rzt0u insbesondere 4.44.4, sobald wir
beobachten, dass Rfrc � K�pR,Rzt0uq wirklich ein Körper ist: Aber per Konstruktion ist jedes
Element aus K�pR,Rzt0uq von der Form ιprq{ιpsq für r, s P R, s � 0 und hierzu ist ιpsq{ιprq ein
Inverses.

Proof. Als erstes prüfen wir, dass K�pR,W q wirklich ein Halbring ist. Es bleiben zwei
Axiome zu prüfen: Das erste ist leicht, denn offenbar gilt

rp0, 1qs� � rpr,wqs� � rp0, 1qs� � rpr,wqs� � rp0, 1qs�
Die Distributivität ist etwas langwieriger, da es in R�W noch nicht gilt: Wir rechnen nämlich

ppr,wq � ps, vqq � ppr,wq � pt,uqq � pr � s,w � vq � pr � t,w � uq
� pr � s � w � u� w � v � r � t,w � v � w � uq

und

pr,wq � pps, vq � pt,uqq � pr,wq � ps � u� v � t, v � uq
� pr � s � u� r � v � t,w � v � uq
� pw � r � s � u� w � r � v � t,w � w � v � uq

und diese Ausdrücke stimmen aufgrund der Kommutativität von R überein. Es folgt also

rpr,wqs� � prps, vqs� � rpt,uqs�q � prpr,wqs� � rps, vqs�q � prpr,wqs� � rpt,uqs�q
und das zweite Distriutivgesetz gilt ebenfalls aufgrund der Kommutativität von �.

Dass ι mit der Multiplikation verträglich und injektiv ist, und jedes Element von W auf eine
Einheit schickt, ist alles Teil von 3.103.10. Für die Verträglichkeit mit der Addition rechnen wir

ιprq � ιpsq � rpr, 1qs� � rps, 1qs� � rpr � s, 1qs� � ιpr � sq.
Dann prüfen wir, dass K�pR,W q ein Ring ist, falls R einer ist. Aber es gilt

rpr,wqs� � rp�r,wqs� � rpr � w � p�rq � w,w � wqs� � rp0,w � wqs� � rp0, 1qs�,
sodass in der Tat jedes Element ein additives Inverses besitzt.

Nun zur letzten Behauptung: Dass es genau einen Monoidhomomorphismus g wie gefordert
gibt (bezüglich der Multiplikationen K�pR,W q und S), ist wieder Teil von 3.103.10, ebenso dass g
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injektiv ist, genau dann wenn f es ist. Es bleibt zu prüfen, dass g ein Halbringhomomorphismus
ist, wenn f einer ist. Dafür rechnen wir

g

�
ιprq
ιpwq �

ιpr1q
ιpw1q



� g

�
ιprq � ιpw1q
ιpwq � ιpw1q �

ιpwq � ιpr1q
ιpwq � ιpw1q



� g

�
ιprq � ιpw1q � ιpwq � ιpr1q

ιpwq � ιpw1q



� g

�
ιpr � w1 � w � r1q

ιpw � w1q



� gpιpr � w1 � w � r1qq
gpιpw � w1qq

� fpr � w1 � w � r1q
fpw � w1q

� fprq � fpw1q � fpwq � fpr1q
fpwq � fpw1q

� fprq
fpwq �

fpr1q
fpw1q

� gpιprqq
gpιpwqq �

gpιpr1qq
gpιpw1qq

� g

�
ιprq
ιpwq



� g

�
ιpr1q
ιpw1q



wobei wir in den ersten beiden Umformungen die Rechengesetze in S verwendet haben, dann dass
ι ein Halbringhomomorphismus ist, dann dass g ein Monoidhomomorphismus ist, dann g � ι � f
und in der Mitte, dass f ein Halbringhomomorphismus ist; dann wieder die Rechengesetze in S,
nochmal g � ι � f und dass g ein Monoidhomomorphismus ist. □

Zuletzt übertragen wir wieder noch die Ordnung von Z auf Q:

4.9. Konstruktion Gilt in einem durch ¤ total geordneten kommutativen Halbring R immer
0 ¤ w2 für alle w PW , so definieren wir auf K�pR,W q eine Relation durch

E ¤ E1 :ðñ @pr,wq P E, pr1,w1q P E1 : r � w � w1 � w1 ¤ r1 � w1 � w � w.
Reflexivität und Totalität sollten klar sein, für die Identivität kürze man w � w1 um aus E ¤ E1

und E1 ¤ E die Gleichheit r � w1 � r1 � w zu erhalten und damit E � E1. Für die Transitivität sei
schließlich E ¤ E1 und E1 ¤ E2. Für drei Elemente hieraus gilt dann

r � w � w1 � w1 ¤ r1 � w1 � w � w and r1 � w1 � w2 � w2 ¤ r2 � w2 � w1 � w1.
Damit rechnen wir

r � w � w1 � w1 � w2 � w2 ¤ r1 � w1 � w � w � w2 � w2 ¤ r2 � w2 � w1 � w1 � w � w
wobei wir im ersten Schritt 0 ¤ w2 � w2 und im zweiten 0 ¤ w � w benutzt haben. Nun benutzt
man noch 0 ¤ w1 � w1 um durch Kürzen r � w � w2 � w2 ¤ r2 � w2 � w � w und damit E ¤ E2 zu
erhalten. Damit ist ¤ in der Tat eine totale Ordnung auf K�pR,W q und ι : R Ñ K�pM ,W q ist
monoton, da rpr, 1qs� ¤ rpr1, 1qs� sich zu r ¤ r1 übersetzt.

4.10. Satz Ist R ein durch ¤ total geordneter Halbring, und W � R wie in 4.74.7, derart dass
0 ¤ w2 für alle w P W . Dann ist die in 4.94.9 konstruierte Ordnung die eindeutige totale Ordnung,
die K�pR,W q zu einem geordneten Halbring und ι : RÑ K�pR,W q monoton macht.

Wir beobachten noch, dass 0 ¤ w2 ein Spezialfall der Bedinung a ¤ b, r ¤ sñ a�s�b�r ¤ a�r�
b � s für alle Elemente eines Halbrings ist, nämlich der Fall a � 0 � r und b � w � s. Inbesondere
ist sie nach 3.133.13 in jedem Ring automatisch erfüllt. Der Halbring pPpMq,�,X,Y,M ,Hq zeigt
aber wieder, dass sie nicht immer erfüllt ist. Wir erhalten aber insbesondere:
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4.11. Korollar Der Körper Q trägt genau eine totale Ordnung ¤, derart dass pQ,¤,�, �, 0, 1q ein
geordneter Ring ist und der Ringhomomorphismus ZÑ Q monoton.

Beweis von Satz 4.104.10. Wir überlegen uns zuerst, dass ¤ kompatibel mit der Multiplikation
von K�pR,W q ist. Sei also rp0, 1qs� ¤ rpr,wqs�, mit anderen Worten 0 ¤ r � w. Dann gilt für
rpr1,w1qs� ¤ rpr2,w2qs�, also

r1 � w1 � w2 � w2 ¤ r2 � w2 � w1 � w1
auch durch Multiplikation mit 0 ¤ r � w und 0 ¤ w � w

r � r1 � w � w1 � w � w2 � w � w2 ¤ r � r2 � w � w2 � w � w1 � w � w1
was genau rpr � r1,w � w1qs� ¤ rpr � r2,w � w2qs� bedeutet, also rpr,wqs� � rpr1,w1qs� ¤ rpr,wqs� �
rpr2,w2qs�. Dann mit der Addition: Gilt wieder rpr1,w1qs� ¤ rpr2,w2qs�, also

r1 � w1 � w2 � w2 ¤ r2 � w2 � w1 � w1
so folgt

r � w1 � w1 � w2 � w � w2 � r1 � w1 � w2 � w2 � w � w ¤ r � w2 � w2 � w1 � w � w1 � r2 � w2 � w1 � w1 � w � w
durch Multiplikation mit 0 ¤ w � w und anschließende Addition der linken Terme. Nochmalige
Multiplikation mit 0 ¤ w � w liefert

pr � w1 � w � r1q � w � w1 � w � w2 � w � w2 ¤ pr � w2 � w � r2q � w � w2 � w � w1 � w � w1
was genau rpr �w1�w �r1,w �w1qs� ¤ rpr �w2�w �r2,w �w2qs� bedeutet, also rpr,wqs��rpr1,w1qs� ¤
rpr,wqs� � rpr2,w2qs�. Uff.

Zuletzt zur Eindeutigkeit: Ist ¤ eine zweite totale Ordnung wie im Satz, so gilt bei r�w�w1�w1 ¤
r1 � w1 � w � w auch ιprq � ιpwq � ιpwq1 � ιpw1q ¤ ιpr1q � ιpw1q � ιpwq � ιpwq und damit rechnen wir

rpr,wqs� � ιprq
ιpwq �

ιprq � ιpw1q � ιpwq � ιpw1q
ιpwq � ιpwq � ιpw1q � ιpw1q ¤

ιpr1q � ιpw1q � ιpwq � ιpwq
ιpwq � ιpwq � ιpw1q � ιpw1q �

ιpr1q
ιpw1q � rpr

1,w1qs�

da aus ιp0q ¤ ιpwq2 auch 0 ¤ 1{ιpwq2 folgt (wäre dem nicht so, multipliziere 1{ιpwq2   0 mit ιpwq2
um einen Widerspruch zu erhalten). Damit gilt also genau wie schon in 3.133.13 E ¤ E1 ñ E ¤ E1

für alle E,E1 P KpM ,W q gilt. Da aber ¤ schon total ist, erzwingt dass wegen der Identitvität
von ¤ schon E ¤ E1 ô E ¤ E1. □

Wir beobachten noch zwei Darstellungen für rationale Zahlen:

4.12. Satz Zu jeder positiven rationalen Zahl q P Q gibt es genau eine Funktionm : tPrimzahlenu Ñ
Z mit mppq � 0 für fast alle Primzahlen p P N, so dass

q �
¹

p prim

pmppq.

Es gilt q P N genau dann, wenn 0 ¤ mppq für alle p P N prim.

Hier (und allgemeiner für Einheiten in Monoiden, anstatt p P Q) setzen wir für mppq   0 noch
pmppq � pp�1q�mppq, vergleiche die letzte Aufgabe vom siebten Zettel.

Beweis. Wir schreiben q � r{s für zwei natürliche Zahlen r, s P N und benutzen dann die
Primfaktorzerlegungen

r �
¹
p

pnppq and s �
¹
p

plppq

und damit

q �
¹
p

pnppq

plppq
�
¹
p

pnppq�lppq

zu erhalten. Das zeigt die Existenz. Dann zum Zusatz: Gilt q � ±p p
mppq mit 0 ¤ mppq so gilt

sicherlich q P N. Und umgekehrt setze bei q P N,
I � tp P N | p prim^mppq   0u,
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sodass

q �
±
pRI p

mppq±
pPI p�mppq

,

wo beide Produkte natürliche Zahlen sind. Aber dann folgt¹
pRI

pmppq � q �
¹
pPI

p�mppq

und insbesondere dass jede Primzahl p mit mppq   0 das Produkt auf der linken Seite teilt, aber
das ist nach Euklid’s Lemma nicht möglich. Also folgt, dass I leer ist und 0 ¤ mppq für alle
Primzahlen p.

Für die Eindeutigkeit gelte zuletzt etwa auch q �±p p
m1ppq. folgt

1 � q{q �
¹
p

pmppq

pm1ppq �
¹
p

pmppq�m
1ppq

und damit nach dem gerade bewiesenen 0 ¤ mppq�m1ppq für alle Primzahlen p. Aber ganz analog
folgt auch 0 ¤ m1ppq �mppq, also mppq � m1ppq wie gewünscht. □

4.13. Korollar Zu jeder rationalen Zahl q P Q existiert ein eindeutiges Paar pr, sq P Z � Nzt0u,
derart dass q � r{s und teilt eine Zahl n P N sowohl r (in Z) als auch s (in N) so folgt n � 1. Es
gilt q P Z genau dann, wenn s � 1.

Man sagt r{s ist der gekürzte Bruch (short fraction), der q darstellt. Man sagt auch r und s
seien teilerfremd (coprime).

Beweis. Offenbar lässt sich 0 � 0{1 darstellen, und diese Darstellung ist eindeutig mit obiger
Bedingung, da jede natürliche Zahl 0 teilt. Alsdann betrachten wir positives q. Man zerlege dann
q �±p p

mppq und setze wie im vorigen Beweis

I � tp P N | p prim^mppq   0u,
so dass q � r{s mit r � ±pRI p

mppq und s � ±pPI p
�mppq, zwei natürliche Zahlen. Und gilt noch

q � r1{s1 mit teilerfremden r1 und s1, dann ist zunächst einmal r1 ebenfalls positiv und gilt etwa
r1 � ±p p

nppq und s1 � ±p p
lppq, so kann für keine Primzahl p gelten, dass nppq ¡ 0 und lppq ¡ 0

(sonst würde p ja wider der Annahme sowohl r1 als auch s1 teilen). Aber da mppq � nppq � lppq
wegen der Eindeutigkeit in 4.124.12 gelten muss, folgt dann

nppq �
#
mppq 0 ¤ mppq
0 sonst

und lppq �
#
�mppq mppq ¤ 0

0 sonst

sodass r � r1 und s � s1.
Für eine Zerlegung eines negativen q zerlege man einfach �q � r{s und erhalten q � �r{s,

ebenso für die Eindeutigkeit. □

4.14. Beispiel Konstruktion 4.74.7 erlaubt es uns noch einige weitere Ringe zu basteln.

(1) Zum Beispiel kann man für eine Primzahl p und Pp � tn P N | Dk P N : pk � nu den
geordneten kommutativen Ring K�pZ,Ppq bilden, in dem jedes Element die Form r{pk
für r P Z und k P N besitzt. Er wird meist mit Zr1{ps bezeichnet. Eine ganze Zahl ist
hierin also eine Einheit genau dann, wenn p ihr einziger Primteiler ist.

(2) Analog kann man für Cp � tn P N | p ∤ nu den geordneten kommutativen Ring K�pZ,Cpq
bilden, der meist als Zppq bezeichnet wird. Hierin ist eine natürliche Zahl eine Einheit
genau dann, wenn sie von p nicht geteilt wird.

Diese Ringe benutzt man in der Zahlentheorie häufig um Teilbarkeitsfragen zur Primzahl p en-
tweder zu isolieren oder zu ignorieren.
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5. Die modularen Zahlen

Zum Abschluss wollen wir beobachten, dass wir auch schon weitere Körper kennen. Auf dem
sechsten Übungsblatt galt es zu verifizieren, dass für b P N, b ¥ 1 die Relation

n �b m :ðñ rembpnq � rembpmq
eine Kongruenzrelation auf N sowohl bezüglich der Addition als auch der Multiplikation darstellt.
Folglich ist N{�b wieder ein Halbring, und da für n P N gilt

rnsb � rb� rembpnqsb � rn� rembpnq � bsb � rq � b� bsb � r0sb
falls n � q � b � rembpnq, ist N{�b sogar ein Ring. Er wird meist mit Z{b bezeichnet. In der Tat
liefert uns die letzte Aufgabe von siebten Zettel einen eindeutigen Ringhomomorphismus ZÑ Z{b
für jedes b P N. Der Ring Z{b hat genau die b Elemente

r0sb, r1sb, . . . , rb� 2sb, rb� 1sb,
insbesondere ist Z{1 der triviale Ring mit nur einem Element. Wir beobachten nun:

5.1. Satz Der Ring Z{b ist ein Körper genau dann, wenn b eine Primzahl ist.

Man schreibt in Anerkennung dieser Tatsache auch häufig Fp anstatt Z{p für eine Primzahl p.

Beweis. Den trivialen Fall b � 1 haben wir oben abgearbeitet. Ist b ¥ 2 zerlegbar, etwa
b � n �m mit 1   n,m   b, so folgt rnsb � 0 � rmsb aber

rnsb � rmsb � rn �msb � rbsb � r0sb � r0sb � rmsb.
Insbesondere ist rmsb keine Einheit: Sonst würde Multiplikation mit rms�1

b ja rnsb � r0sb liefern.
Ist aber b prim, so folgt, dass Z{b ein Integritätsbereich ist: Gilt rn �msb � rnsb � rmsb � r0sb,

bedeutet das b | n �m. Aber dann folgt nach dem Lemma des Euklid schon b | n oder b | m, also
rnsb � r0sb oder rmsb � r0sb. Und jetzt schlägt das folgende Lemma zu. □

5.2. Lemma Ein endlicher kommutativer Ring R ist ein Integritätsbereich genau dann, wenn er
ein Körper ist.

Analoges gilt auch für nicht kommutative Ringe.

Proof. Allgemein ist jeder Körper ein Integritätsbereich. Umgekehrt istR ein Integritätsbereich,
so ist r � � : R Ñ R injektiv für alle r � 0. Aber ist R endlich, so ist dann r � � : R Ñ R auch
surjektiv, es gilt also insbesondere r � s � 1 für ein s P R. □

5.3. Beispiel (1) Besonders hervorzuheben ist hier wohl der Körper Z{2, der nur aus den
Elementen 0 und 1 besteht. Schreiben wir etwa 0 � f und 1 � w so entsprechen seine
Rechenoperationen genau �, der Exklusivdisjunktion, für die Addition und ^ für die
Multiplikation. In dieser Form taucht dieser Körper in der Informatik sehr prominent
auf.

(2) Gegeben die bisher erarbeiteten Mittel ist es gar nicht so einfach Inverse in den Ringen
Z{p explizit zu bestimmen, außer durch herumprobieren. Leicht sind immer die Inversen
der Teiler von p � 1, da aus n � m � p � 1 natürlich rns�1

p � rmsp folgt. Etwa gilt

r2s�1
17 � r9s17, was man gern etwas informeller als

1{2 � 9 in Z{17
schreibt. Ebenso gelten hier 1{3 � 6 und auch 1{6 � 3 und 1{9 � 2. Aus der ersten
Gleichung lernt man weiter 1{4 � p1{2q2 � 92 � 81 � 13 und 1{8 � 1{2 � 1{4 � 13 � 9 �
117 � 15, und auch 1{16 � p1{4q2 � 132 � 169 � 16, wobei das auch einfacher aus

162 � p�1q2 � 1 folgt. Andersherum folgt noch 1{13 � 4 und 1{15 � 8. Ähnlich
findet man 1{12 � 1{3 � 1{4 � 6 � 13 � 78 � 10. Aber damit erhalten wir auch 1{5 �
1{� 12 � �p1{12q � �10 � 7 und dann 1{7 � 5, 1{10 � 1{� 7 � �p1{7q � �5 � 12 und
1{12 � 10. Zuletzt findet man noch 1{11 � �p1{6q � �3 � 14, und damit 1{14 � 11,
was die Tabelle vervollständigt.
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5.4. Bemerkung (1) Keiner der Ringe Z{n ist kompatibel total ordenbar: Aus r0sp   r1sp
würde induktiv r0sp   n � r1sp � rnsp für jedes n P N folgen, was bei bei n � p zu einem
Widerspruch führt.

(2) Aus der Analysisvorlesung kennen Sie wahrscheinlich auch schon zwei weitere Körper: R,
den Körper der reellen Zahlen, eine weitere total geordnete Erweiterung von Q, und C,
den Körper der komplexen Zahlen, eine Erweiterung von R, die aber nicht mehr ordenbar
ist. Beide werden uns auch begegnen, aber erst etwas später, wenn Bedarf besteht.

(3) Schiefkörper zu finden, die keine Körper sind, ist gar nicht so einfach (sie werden aber et-
was später in Ihrem Studium ganz natürlich auftauchen, etwa als Endomorphismenringe
irreduzibler reeller oder rationaler Darstellungen endlicher Gruppen, was auch immer
das genau jetzt ist). Das einfachste Beispiel, Hamilton’s Quaternionen H, ist auch typis-
cher Untersuchungsgegenstand in einem Bachelorseminar. Echte Schiefkörper sind wohl
auch wegen des folgenden bemerkenswerten Satzes von Wedderburn (nach dem Schot-
ten Joseph Wedderburn, 1882 - 1948) aus dem Jahre 1905 so selten: Jeder endliche
Schiefkörper ist ein Körper. Dieser Satz geht über unsere Vorlesung hier ebenso hinaus
wie eine Diskussion der Quaternionen.

Nicht kommutative Ringe werden uns aber noch zu Hauf begegnen.

Zwei weitere Beweise*

Mit den nun etablierten natürlichen Zahlen, können wir endlich den Satz von Schröder und
Bernstein beweisen:

Beweis von 5.195.19. Seien also f : A Ñ B und g : B Ñ A injektiv. Dann können wir uns für
ein a P A die Folge

a, fpaq, gpfpaqq, fpgpfpaqqq, . . .
der Bilder von a anschauen und sie versuchen nach links durch Urbilder von a fortzusetzen; da f
und g injektiv sind, ist dies höchstens auf eine Art möglich. Es gibt drei Fälle: Entweder die Folge
lässt sich beliebig weit nach links fortsetzen (dabei kann sie periodisch werden, oder auch nicht),
sie endet bei einem Element von AzImpgq oder bei einem Element von BzImpfq. Diese letztere
dieser Mengen ist genau durch

A1 � ta P A | Dn P N, b P BzImpfq : a � pg � pf � gq�nqpbqu
gegeben. Wir können nun eine Abbildung h : AÑ B angegeben durch

a ÞÝÑ
#
g�1paq a P A1
fpaq a R A1

da g aufgefasst als Abbildung g : A Ñ Impgq bijektiv ist, und A1 � Impgq. Wir behaupten, diese
ist bijektiv: Seien nämlich a, a1 P A mit hpaq � hpa1q gegeben, gelten dann entweder a, a1 P A1 oder
a, a1 P A, so folgt a � a1 aus der Injektivität von f und g�1. Aber ist a1 P A1, so ist hpa1q � g�1paq
ein Element von

B1 � tx P B | Dn P N, b P BzImpfq : x � pf � gq�npbqu
Aber gilt auch fpaq P B1, etwa fpaq � pf � gq�mpbq, so kann sicherlich nicht m � 0 gelten (da
fpaq P Impfq) und dann folgt a � pg � pf � gq�m�1qpbq, was a P A1 impliziert. Also ist h injektiv.

Ist auf der anderen Seite ein b P B gegeben, so unterscheiden wir ebenfalls zwei Fälle: Ist
b P B1, so ist offenbar gpbq P A1 und damit hpgpbqq � g�1pgpbqq � b. Ist andererseits b R B1, so
ist sicherlich b P Impfq (sonst würde m � 0 der definierenden Gleichung von B1 genügen). Und
f�1pbq R A1: Aus f�1pbq � pg � pf � gq�nqpb1q würde ja sicherlich b � pf � gq�n�1pb1q folgen. Also
gilt hpf�1pbqq � fpf�1pbqq � b. □

Und dann beweisen wir auch noch den Satz von Hessenberg. Das benötigt ein wenig Vorbere-
itung. Zunächst erinnere ich an folgenden Spezialfall:

5.5. Lemma (Cantor’scher Diagonalsatz) Die Abbildung p : NÑ N� N, induktiv gegeben durch

pp0q � p0, 0q, ppn� 1q � gpppnqq
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mit

g : N� N ÝÑ N� N, pk, lq ÝÑ
#
pk � 1, l � 1q k ¡ 0

pl � 1, 0q k � 0
,

ist bijektiv.

Beweis. Der Beweis war Teil der Analysis-Vorlesung. □

5.6. Lemma Ist X eine unendlichen Menge, so gibt es eine Injektion h : X Ñ X die genau ein
b P X nicht trifft, für die also gilt Impfq � Xztbu.

Insbesondere gibt es für jede endliche Teilmenge T P X eine Bijektion XzT Ñ X.

Beweis. Nach 1.51.5 gibt es für unendliches X eine Injektion i : NÑ X. Dann definieren wir h
durch

x ÞÝÑ
#
x x R Impiq
ipn� 1q x � ipnq

Das ist offenbar eine Injektion die genau b � fp0q nicht trifft.
Man prüft dann leicht, dass h�n : X Ñ X eine Injektion ist, die genau die Menge S �

tip0q, . . . , ipn � 1qu nicht trifft, sodass der Zusatz zumindest für diese n-elementige Menge gilt.
Aber für jede andere n-elementige Teilmenge T , wählen wir Bijektionen

j : t1, . . . , lu ÝÑ T zS and k : t1, . . . , lu ÝÑ SzT ,
wo l � n� |T X S|. Damit können wir die Bijektion

XzT ÝÑ XzS, x ÞÝÑ
#
x x R S
kpmq x � jpmq

angeben, was den Zusatz beweist. □

Desweiteren benötigen wir noch folgende leichtere Version vorab:

5.7. Lemma Ist X unendlich, so gibt es eine Bijektion X Ñ X � t0, 1u.
Beweis. Der Beweis ist dem des Vergleichssatzes von Zermelo 5.185.18 recht ähnlich. Wir betra-

chten

F � tpZ, fq P PpXq � PpX �X �Xq | f definiert eine Bijektion Z Ñ Z � t0, 1uu
zusammen mit der Relation ¤ definiert durch pZ, fq ¤ pZ 1, f 1q falls Z � Z 1 und fpzq � f 1pzq für
alle z P Z.

Dann erfüllt pF ,¤q die Voraussetzungen des Zorn’schen Lemmas, genau wie die analoge Menge
im Beweis des Zermelo’schen Vergleichssatzes. Sei dann pS, gq also ein maximales Element von F .
Wir zeigen nun, dass es eine Bijektion h : S Ñ X gibt, womit dann auch die Komposition

X
h�1ÝÝÑ S

gÝÑ S � t0, 1u h�idÝÝÝÑ X � t0, 1u
eine Bijektion ist, wie gewünscht.

Gäbe es nämlich keine Bijektion S Ñ X so wäre nach dem vorigen Lemma zumindest XzS
nicht endlich. Also gibt es wieder nach 1.51.5 eine Injektion i : NÑ XzS. Aber dann wäre SY Impiq
zusammen mit folgender bijektiver Fortsetzung

h : S Y Impiq ÝÑ pS Y Impiqq � t0, 1u � pS � t0, 1uq Y pImpiq � t0, 1uq
von g ebenfalls ein Element von F imWiderspruch zur Maximalität von pS, gq: Es gelte hpsq � gpsq
für alle s P S und hpsq � ppsq wo p die Komposition von Bijektionen

Impiq i�1ÝÝÑ N
qÝÑ N� t0, 1u i�idÝÝÝÑ Impiq � t0, 1u

ist, mit

qpnq �
#�

n
2 , 0
�

n gerade�
n�1
2 , 1

�
n ungerade

.

□
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Nun zum eigentlichen Beweis des Satzes von Hessenberg, der dem des obigen Lemmas gleicht:

Beweis von 1.111.11. Wir betrachten

F � tpZ, fq P PpXq � PpX �X �Xq | f definiert eine Bijektion Z Ñ Z � Zu
zusammen mit der Relation ¤ definiert durch pZ, fq ¤ pZ 1, f 1q falls Z � Z 1 und fpzq � f 1pzq für
alle z P Z.

Dann erfüllt pF ,¤q die Voraussetzungen des Zorn’schen Lemmas, genau wie die analoge Menge
im Beweis des Zermelo’schen Vergleichssatzes. Sei dann pS, gq also ein maximales Element von F .
Wir zeigen nun, dass es eine Bijektion h : S Ñ X gibt, womit dann auch die Komposition

X
h�1ÝÝÑ S

gÝÑ S � S h�hÝÝÝÑ X �X
eine Bijektion ist, wie gewünscht.

Gäbe es nämlich keine Bijektion S Ñ X so folgern wir diesmal zunächst, dass es eine Injektion
i : X Ñ XzS geben muss: Es gibt schließlich eine Injektion a : XzS Ñ S oder b : S Ñ XzS nach
dem Zermelo’schen Vergleichssatz. Aber im ersten Fall gibt es dann die Injektion

X � pXzSq Y S ÝÑ S � t0, 1u, x ÞÝÑ
#
papxq, 0q x R S
px, 1q x P S

Nach dem vorigen Lemma impliziert dies aber, dass es eine Injektion X Ñ S gibt, und damit nach
dem Satz von Schröder-Bernstein doch eine Bijektion X Ñ S. Im zweiten Fall erhält man analog
eine Bijektion X Ñ XzS (also insbesondere eine Injektion) wie behauptet.

Aber nun können wir wieder wie im vorigen Lemma vorgehen: Die Menge S Y ImipSq zusam-
men mit folgender bijektiver Fortsetzung

h : SYImipSq ÝÑ pSYImipSqq�pSYImipSqq � pS�SqYpImipSq�SqYpS�ImipSqqYpImpiq�ImipSqq
von g ebenfalls ein Element von F imWiderspruch zur Maximalität von pS, gq: Es gelte hpsq � gpsq
für alle s P S und hpipsqq � ppsq wo p die folgende Komposition von Bijektionen ist:

ImipSq i�1ÝÝÑ S
fÝÑ S�t0, 1, 2u g�idÝÝÝÑ S�S�t0, 1, 2u qÝÑ pImipSq�SqYpS�ImipSqqYpImpiq�ImipSqq

wo f durch zweifache Anwendung des vorigen Lemmas entsteht, und

qps, s, kq �

$'&'%
pipsq, s1q k � 0

ps, ips1qq k � 1

pipsq, ips1qq k � 2

□

Hier ist noch eine nützliche Umformulierung des Satzes von Hessenberg:

5.8. Korollar Ist A � PpXq mit A ¤ Z und auch B ¤ Z für jedes B P A, wo Z eine unendliche
Menge. Dann gilt auch

�
A ¤ Z.

Wählt man Z � N, so sagt dies genau, dass abzählbaren Vereinigungen abzählbarer Mengen
wieder abzählbar sind (und der Beweis bedarf in diesem Falle auch nur den Cantor’schen Diago-
nalsatzes und nicht des ganzen Satzes von Hessenberg). Etwa folgt sofort, dass Q abzählbar ist,
was sie ebenfalls schon in der Analysisvorlesung gesehen haben.

Beweis. Die zweite Voraussetzung besagt, dass für

g : A ÝÑ PpFpZ,Xqq, B ÞÝÑ tf : Z Ñ X | Impfq � Bu
immer gpBq � H gilt. Wir können also eine Abbildung h : A Ñ FpZ,Xq auswählen, sodass
hB : Z Ñ B für jedes B P A surjektiv ist. Wählen wir weiter eine Surjektion k : Z Ñ A, so ist
auch

Z � Z pÝÑ tpB, aq P A�X | a P Bu qÝÑ
¤
A

surjektiv wo
ppz, z1q � pkpzq,hkpzqpz1qq und qpB, aq � a.
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Eine Anwendung des Satzes von Hessenberg liefert dann eine Surjektion Z Ñ �
A. □



KAPITEL 3

Lineare Gleichungen

1. Matrizen

1.1. Definition Sei R ein Ring und k,n P N. Dann ist eine k� n-Matrix (matrix) A über R eine
Abbildung A : t1, . . . , ku�t1, . . . ,nu Ñ R. Man sagt, A habe k Zeilen und n Spalten und schreibt
meinst Ai,j anstatt Api, jq. Wir bezeichnen die Menge aller k � n-Matrizen mit Matpk,n,Rq.

Mit anderen Worten Matpk,n,Rq � Fpt1, . . . , ku � t1, . . . ,nu,Rq. Oft stellt man eine Matrix
A als �����

A1,1 A1,2 . . . A1,n

A2,1 A2,2 . . . A2,n

...
...

...
Ak,1 Ak,2 . . . Ak,n

����
dar.

Der Zweck von Matrizen ist es lineare Gleichungssysteme zu kodieren. Wir setzen noch Rm �
Fpt1, . . . ,mu,Rq, und damit insbesondere R2 � R�R und allgemeiner

Rn � R�R� � � � �R
mit n Faktoren auf der rechten Seite. Ziel ist es dann für gegebenes b P Rk die Menge aller x P Rn
zu verstehen für die gilt

A1,1 � x1 �A1,2 � x2 � � � � �A1,nxn � b1

A2,1 � x1 �A2,2 � x2 � � � � �A2,nxn � b2

...
...

Ak,1 � x1 �Ak,2 � x2 � � � � �Ak,nxn � bk

Etwas formaler definieren eine Abbildung

L: Matpk,n,Rq ÝÑ FpRn,Rkq, A ÞÝÑ rx ÞÑ pi ÞÑ
ņ

j�1

Ai,j � xjqs

Für b P Rk ist dann die Lösungsmenge (solution set) LpA; bq des zu A und b assoziierten Gle-
ichungssystems genau das Urbild PreLpAqptbuq � Rn.

1.2. Beispiel (1) Der einfachste (nicht leere) Fall ist natürlich k � 1 � m, wo wir für a P R
und b P R die Menge

Lpa; bq � tx P R | a � x � bu
verstehen müssen. Insbesondere sieht man sofort, dass die Schwierigkeit der Antwort sehr
von den Eigenschaften von R abhängt: Eine Lösung existiert (per Definitionem) genau
falls a das Element b von links teilt. Ist a eine Einheit, so gibt es genau eine Lösung,
nämlich 1{a � b. Ist a wenigstens kürzbar, so gibt es immer noch höchstens eine Lösung
aber etwa hat 2 � x � 3 natürlich keine Lösung in den ganzen Zahlen. Noch allgemeiner
kann aber vieles passieren. Etwa hat n � x � 0 im Ring Z{m genau n Lösungen, falls n
die Zahl m teilt.

67
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Wir werden uns der Einfachheit halber in dieser Vorlesung meist auf den Fall beschränken,
dass R ein Körper ist.

(2) Der nächst einfache Fall ist wohl der einer Diagonalmatrix D im Falle k � n: Dies ist
eine n� n-Matrix mit Di,j � 0 falls i � j, also

D �

�����
d1 0 . . . 0
0 d2 . . . 0
...

...
...

0 0 . . . dn

����
für irgendwelche d1, . . . , dn P R. Hier geht es um die Menge

LpD; bq � tx P Rn | @1 ¤ i ¤ n : di � xi � biu

� tx P R | d1 � x � b1u � � � � � tx P R | dn � x � bnu
die wir wohl ebensogut verstehen, wie die Lösungen von einzelnen Gleichungen wie in
(1). Sind etwa alle di Einheiten in R so hat die Lösungsmenge wieder genau ein Element.

Ein weiterer fundamentaler Fall ist der folgende:

1.3. Definition Eine Matrix Z P Matpk,n,Rq ist in Zeilenstufenform (row echelon form), falls
es ein 0 ¤ l ¤ k und eine streng monotone Funktion r : t1, . . . , lu Ñ t1, . . . ,nu gibt (also i   j ñ
rpiq   rpjq), derart dass

(1) Zi,j � 0 falls l   i,
(2) Zi,j � 0 falls i ¤ l und j   rpiq, und
(3) Zi,rpiq ist eine Einheit in R, falls i ¤ l.

Die Matrix Z hat strikte Zeilenstufenform, falls auch noch

(4) Zi,rpjq � 0 für i   j gilt.

1.4. Beispiel (1) Jede Diagonalmatrix hat strikte Zeilenstufenform.
(2) Ein typischeres Beispiel einer nicht strikten Zeilenstufenform ist etwa

Z �

��������
0 0 �1 2 3 7 4
0 0 0 1 2 0 0
0 0 0 0 0 1 5487
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

�������P Matp6, 7,Zq

mit l � 4 und rp1q � 3, rp2q � 4, rp3q � 6, rp4q � 7. Die Matrix��������
0 0 �1 0 3 0 0
0 0 0 1 2 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

�������P Matp6, 7,Zq

ist in strikter Zeilenstufenform.
(3) Allgemein folgt aus der strengen Monotonie von r in Definition 1.31.3, dass rpiq ¥ i und

demzufolge ist jede Matrix in Zeilenstufenform eine obere Dreiecksmatrix (upper trian-
gular matrix , mit anderen Worten Zi,j � 0 falls j   i.
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(4) Umgekehrt ist eine obere Dreiecksmatrix T sicherlich in Zeilenstufenform falls Ti,i eine
Einheit ist für alle 1 ¤ i ¤ minpk,nq gilt, also zum Beispiel falls bei n ¤ k

T �

��������������

1 T1,2 . . . T1,n�1 T1,n
0 1 . . . T2,n�1 T2,n
...

...
...

...
0 0 . . . 1 Tn�1,n

0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 0 0
...

...
...

...
0 0 . . . 0 0

�������������
oder bei k ¤ n

T �

�����
1 T1,2 . . . T1,k T1,k�1 . . . T1,n
0 1 . . . T2,k T2,k�1 . . . T2,n
...

...
...

...
...

0 0 . . . 1 Tk,k�1 . . . Tk,n

����
Sie ist strikt falls sie von der Form�����

1 0 . . . 0 T1,k�1 . . . T1,n
0 1 . . . 0 T2,k�1 . . . T2,n
...

...
...

...
...

0 0 . . . 1 Tk,k�1 . . . Tk,n

����
ist.

(5) Die Zahl l P t0, . . . , ku und die Funktion r : t1, . . . , lu Ñ t1, . . . ,nu aus Definition 1.31.3 sind
(falls existent) durch Z P Matpk,n,Rq offenbar eindeutig bestimmt, durch die Position
der Nullzeilen in Z, also l � k falls es keine solche gibt und sonst

l � minti P t0, . . . , ku | @1 ¤ j ¤ n : Zi�1,j � 0u
und die Position der Einsen, i.e.

rpiq � mintj P t1, . . . ,nu | Zi,j ist eine Einheitu.
Die Zahl l heißt der Zeilenrang (row rank) von Z und wir werden r die Zeugenfunktion
nennen.

Das Gleichungssystem assoziiert zu so einem Z P Matpk,n,Rq in Zeilenstufen form sieht
schematisch wie folgt aus:

Z1,rp1q � xrp1q� � � ��Z1,rp2q � xrp2q� � � ��Z1,rplq � xrplq� � � ��Z1,nxn � b1

Z2,rp2q � xrp2q� � � ��Z2,rplq � xrplq� � � ��Z1,nxn � b2

...
...

...

Zl,rplq � xrplq� � � ��Zl,nxn � bl

0 � bl�1

...
...

0 � bk,

wobei die Zeilen von oben nach unten in den ersten l Schritten strikt kürzer werden da ja
rp1q   rp2q   � � �   rplq. Und Z ist strikt, falls der Koeffizient vor xrpjq nur in der jten Zeile nicht
verschwindet. Das macht es besonders leicht zu lösen:
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1.5. Beobachtung Seien R ein Ring, Z P Matpk,n,Rq in strikter Zeilenstufenform mit Zeilenrank
l und Zeugenfunktion r : t1, . . . , lu Ñ t1, . . . ,nu und b P Rk. Dann ist LpZ; bq � H genau dann,
wenn bi � 0 für alle l ¤ i ¤ k. In diesem Falle ist die Komposition

LpZ; bq � Rn � Fpt1, . . . ,nu,Rq ÝÑ Fpt1, . . . ,nuzImprq,Rq
x ÞÝÑ x|t1,...,nuzImprq

bijektiv.

Für jeden Index j R Imprq können wir uns die Komponenten xj P R eines Elements x P Rn
also beliebig vorgeben und es gibt dann genau eine Art die übrigen Werte xrpiq zu ergänzen, derart
dass x eine Lösung des Gleichungssystems ist. Tatsächlich kann man die Werte xrpiq einfach durch
Auflösen der i-ten Gleichung

ņ

j�rpiq
Zi,j � xj � bi

zu

xrpiq � Z�1
i,rpiq � pbi �

ņ

j�rpiq�1

Zi,j � xjq � Z�1
i,rpiq � pbi �

ņ

j�rpiq�1

jRImprq

Zi,j � xjq

bestimmen, da ja die auf der rechten Seite verschwundenen Summanden Zi,rpkq � xrpkq mit i   k
genau nach der Striktheitsannahme an Z verschwinden.

1.6. Beispiel Nehmen wir uns etwa

Z �

��������
0 0 1 0 3 0 0
0 0 0 1 2 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

�������P Matp6, 7,Zq

her und suchen für gegebenes b � pb1, . . . , b6q P Z6 die jenigen x � px1, . . . ,x7q mit

x3 � 3 � x5� � b1

x4 � 2 � x5 � b2

x6 � b3

x7 � b4

0 � b5

0 � b6

Das Lemma besagt nun, dass es solches x schon dann wirklich gibt, wenn die offensichtlich
notwendige Bedingung b5 � 0 � b6 erfüllt ist. Desweiteren können wir uns in diesem Fall x1,x2 und
x5 beliebig vorgeben und es gibt dann eindeutige x3,x4,x6,x7 die zusammen eine Lösung bilden.
Nämlich lösen wir die nach Streichung der trivialen letzten beiden Gleichungen die übrigen auf
und erhalten

x3 � b1 � 3 � x5
x4 � b2 � 2 � x5
x6 � b3

x7 � b4

Mit anderen Worten

LpZ; bq � Impfbq
wobei fb : R

3 Ñ R7 gegeben ist durch

px, y, zq ÞÝÑ px, y,�3 � z � b1,�2 � z � b2, z, b3, b4q.
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Wir beobachten noch, dass sich dies auftrennen lässt in

fbpx, y, zq � pLpAqqpx, y, zq � pLpBqqpb1, . . . , b4q
mit

A �

����������

1 0 0
0 1 0
0 0 �3
0 0 �2
0 0 1
0 0 0
0 0 0

���������
und B �

����������

0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

���������
Dass sich die Lösungen eines linearen Gleichungssystems selbst wieder durch zwei Matrizen darstellen
lässt, wird sich als allgemeines Phänomen erweisen. Und auch was diese konreten Matrizen mit
der Ursprungsmatrix Z zu tun haben, werden wir erörtern.

2. Der Eliminationsalgorithmus

Nach diesen leichten Gleichungssystemen wollen wir uns nun ein im wesentlichen beliebiges
ansehen. Es ist ein extrem nützlicher Satz, dass solange der Grundring R ein (Schief-)Körper ist,
jedes Gleichungssystem in Zeilenstufenform überführt werden kann. Hierzu benötigt man nur zwei
grundlegende Operationen:

2.1. Konstruktion Gegeben 1 ¤ a, c ¤ k mit a � c und λ P R so definieren wir eine Abbildung

sλa,c : Matpk,n,Rq ÝÑ Matpk,n,Rq
durch Addition von der um λ vervielfachten aten Zeile auf die cte, in Formeln

A ÞÝÑ
�
pi, jq ÞÑ

#
Ai,j i � c

Ac,j � λ �Aa,j i � c

�
Diese Operation heißt elementare Zeilenoperation vom Typ I .

Gegeben 1 ¤ a, c ¤ k so definieren wir eine Abbildung

ta,c : Matpk,n,Rq ÝÑ Matpk,n,Rq
durch das tauschen der aten mit der cten Zeile, in Formeln

A ÞÝÑ

���pi, jq ÞÑ
$'&'%
Ai,j i � a, c

Ac,j i � a

Aa,j i � c

���
Diese Operation heißt elementare Zeilenoperation vom Typ III .

Etwas weniger wichtig ist die noch fehlende Operation vom Typ II: Gegeben 1 ¤ a ¤ k und
λ P R eine Einheit so definieren wir eine Abbildung

mλ
a : Matpk,n,Rq ÝÑ Matpk,n,Rq

durch multiplizieren der aten Zeile mit λ, in Formeln

A ÞÝÑ
�
pi, jq ÞÑ

#
Ai,j i � a

λ �Aa,j i � a

�

Im Falle n � 1 beobachten wir, dass sich diese Operationen auch auf b P Rk anwenden lassen
(man stelle sich b als Matrix mit nur einer Spalte vor).

2.2. Beobachtung Für jedes A P Matpk,n,Rq und b P Rk und λ P R
LpA; bq � Lpsλa,cpAq; sλa,cpbqq
LpA; bq � Lpta,cpAq; ta,cpbqq
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und falls λ eine Einheit ist auch

LpA; bq � Lpmλ
apAq; mλ

apbqq.

2.3. Theorem (Gauß’scher Eliminierungssatz) Ist R ein Ring und hat Z P Matpk,n,Rq Zeilen-
stufenform vom Rang l, so gibt es eine Abbildung

f :

"
1, . . . ,

pl � 1ql
2

*
ÝÑ FpMatpk,n,Rq,Matpk,n,Rqq

derart, dass fpiq eine elementare Zeilenoperation vom Typ I ist für jedes i, und derart dass die
Matrix �

⃝
pl�1ql

2
i�1 fpiq



pZq

strikte Zeilenstufenform hat.
Ist K ein (Schief-)Körper, so gibt es zu jeder Matrix A P Matpk,n,Kq eine Abbildung

e :

"
1, . . . ,

kpk � 1q
2

*
ÝÑ FpMatpk,n,Rq,Matpk,n,Rqq

derart, dass epiq eine elementare Zeilenoperation von Typ I oder III ist für jedes i, und derart dass
die Matrix �

⃝
kpk�1q

2
i�1 epiq



pAq

Zeilenstufenform hat.

Dieser Satz wurde sicherlich nicht zuerst von Carl Friedrich Gauß (1777 - 1855), dem berühmtesten
aller deutschen Mathematiker (sein Antlitz zierte die 10 Marknote) gefunden. Aber er scheint der
erste gewesen zu sein, der auch einen vollständigen Beweis für beliebiges n gegeben hatte, und in
der ersten Dekade des 19. Jahrhunderts.

Da sicherlich l ¤ k gilt, besagt der Satz, dass wir beliebiges A P Matpk,n,Kq für einen
(Schief-)Körper K in höchstens

kpk � 1q
2

� pk � 1qk
2

� k2

in strikte Zeilenstufenform überführen können. Wir werden die benötigten Abbildungen e und f
direkt konstruieren. Zunächst zwei Beispiele:

2.4. Beispiel (1) Betrachte etwa��2 3 0
1 0 1
3 2 1

�P Matp3, 3,Qq

Dann können wir im ersten Schritt s
�1{2
1,2 anwenden und erhalten��2 3 0

0 �3{2 1
3 2 1

�
Dann wenden wir s

�3{2
1,3 an und erhalten��2 3 0

0 �3{2 1
0 �5{2 1

�
und zum Schluss s

�5{3
2,3 um ��2 3 0

0 �2{3 1
0 0 �2{3

�
zu erhalten. Diese Matrix hat dann Zeilenstufenform.
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Um sie in strike Zeilenstufenform zu überführen, wenden wir noch s
9{2
2,1 an um��2 0 9{2

0 �2{3 1
0 0 �2{3

�
zu erhalten, dann s

3{2
3,2 , was zu��2 0 9{2

0 �2{3 0
0 0 �2{3

�
führt und final s

27{4
3,1 um zu ��2 0 0

0 �2{3 0
0 0 �2{3

�
zu kommen und das hat strikte Zeilenstufenform.

Wollen wir nun etwa das assoziierte Gleichungssystem für b � p1, 3, 4q lösen, so
müssen wir die gleichen Schritte mit b durchführen, also erst

s
�5{3
2,3 s

�3{2
1,3 s

�1{2
1,2 p1, 3, 4q � s

�5{3
2,3 s

�3{2
1,3 p1, 5{2, 4q � s

�5{3
2,3 p1, 5{2, 5{2q � p1, 5{2,�5{3q

und dann

s
27{4
3,1 s

3{2
3,2s

9{2
2,1 p1, 5{2,�5{3q � s

27{4
3,1 s

3{2
3,2 p49{4, 5{2,�5{3q � s

27{4
3,1 p49{4, 0,�5{3q � p1, 0,�5{3q

(im letzten Schritte haben wir

49

4
� 27

4
� 5
3
� 147

12
� 135

12
� 12

12
� 1

benutzt). Aus 2.22.2 erhalten wir also

L

����2 3 0
1 0 1
3 2 1

�;

��1
3
4

��� L

����2 3 0
0 �2{3 1
0 0 �2{3

�;

�� 1
5{2
�5{3

��� L

����2 0 0
0 �2{3 0
0 0 �2{3

�;

�� 1
0

�5{3

��
und letzteres lässt sich mit Hilfe von 1.51.5 lösen (oder in diesem Fall sogar mit der Formel
für Diagonalmatrizen). Das Ergebnis ist

L

����2 3 0
1 0 1
3 2 1

�;

��1
3
4

���
$&%
��1{2

0
5{2

�,.-
Der Einfachheit halber notiert man diese Übergänge oft einfach nur mit�� 2 3 0 1

1 0 1 3
3 2 1 4

�II�1{2I
ù

�� 2 3 0 1
0 �3{2 1 5{2
3 2 1 4

�
III�3{2I
ù

�� 2 3 0 1
0 �3{2 1 5{2
0 �5{2 1 5{2

�III�5{3I
ù

�� 2 3 0 1
0 �2{3 1 5{2
0 0 �2{3 �5{3

�
I�9{2II
ù

�� 2 0 9{2 49{4
0 �2{3 1 5{2
0 0 �2{3 �5{3

�II�3{2III
ù

�� 2 0 9{2 49{4
0 �2{3 0 0
0 0 �2{3 �5{3

�
I�27{4III
ù

�� 2 0 0 1
0 �2{3 0 0
0 0 �2{3 �5{3

�
oder ähnlichem.
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(2) Fassen wir die gleiche Matrix in Z{2 auf erhalten wir��2 3 0
1 0 1
3 2 1

��
��0 1 0
1 0 1
1 0 1

�P Matp3, 3,Z{2q

Versuchen wir allgemein zu lösen, so müssen wir noch einen Zeilentausch vornehmen,
bevor die Elimination beginnen kann. Wir erhalten�� 0 1 0 b1

1 0 1 b2
1 0 1 b3

�IØII,
ù

�� 1 0 1 b2
0 1 0 b1
1 0 1 b3

�III�1�I
ù

�� 1 0 1 b2
0 1 0 b1
0 0 0 b2 � b3

�
Diese ist direkt in strikter Zeilenstufenform und wir können die Lösungsmenge ablesen:
Es gibt eine Lösung genau dann, wenn b2 � b3. In diesem Fall können wir den dritten
Eintrag frei wählen und erhalten dann das Bild von

Z{2Ñ Z{23, t ÞÝÑ pt� b2, b1, tq
als Beschreibung der Lösungsmenge. Wieder ist dies von der Gestalt

pt� b2, b1, tq � pLpAqqptq � pLpBqqpb1, b2, b3q
mit

A �
��t0
t

� und

��0 1 0
1 0 0
0 0 0

�.

Der Beweis von Theorem 2.32.3 wird die Form einer induktiven Konstruktion der gesuchten
Operationen haben. Wir brauchen noch eine Notation: Es sei Ari, js P Matpk�1,n�1,Rq diejenige
Matrix, die aus A P Matpk,n,Rq durch Streichen der iten Zeile und jten Spalte hervorgeht, also
formal

Ari, jsa,b �

$'''&'''%
Aa,b a   i, b   j

Aa�1,b i ¤ a, b   j

Aa,b�1 a   i, j ¤ b

Aa�1,b�1 i ¤ a, j ¤ b

2.5. Konstruktion Wir konstruieren zuerst die zweite Folge von Operationen. Wir konstruieren
e induktiv über k, die Zeilenanzahl. Für k � 1 (und n beliebig), also Matrizen mit nur einer
Zeile ist nichts zu tun. Ebenso ist die Behauptung für die Nullmatrix offensichtlich. Sei dann
0 � A P Matpk � 1,n,Rq und für jede Matrix mit höchstens k Zeilen sei die Aussage wahr. Sei

noch h � pk�1qpk�2q
2 . Sei n0 der kleinste Index einer Spalte in A, die nicht komplett aus 0 besteht.

Ist dann etwa Aj,1 � 0 für 1 ¤ j ¤ n so setzen wir ephq � t1,j und eph � iq � s
�Ai�1,n0 {Aj,n0
1,i�1 für

1 ¤ i ¤ k (die auftauchende Division hier ist möglich, da es um Matrizen mit Einträgen in einem
Körper geht). Setze dann

B ..� �eph� kq � eph� k � 1q � � � � � ephq�pAq.
Die Spalten vor n0 bestehen sicherlich immer noch nur aus 0. Weiterhin gilt per Konstruktion

Bi,n0
�
#
Aj,1 i � 1

0 2 ¤ i ¤ k � 1

Mit anderen Worte die ersten n0 Spalten von B sehen aus wie bei einer Matrix in Zeilenstufenform.
Betrachte dann Br1,n0s P Matpk,n � 1,Rq. Per Induktionsannahme gibt es eine Folge e1piq

mit 1 ¤ i ¤ kpk�1q
2 , von Elementaroperationen die Br1,n0s in Zeilenstufenform überführen. Zu

jeder Zeilenoperation e1piq auf k�pn�1q-Matrizen, sei epiq die “gleichnamige Zeilenoperation eine
Zeile niedriger” auf pk � 1q � n-Matrizen, also

epiq � sλa�1,b�1 falls e1piq � sλa,b
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und

epiq � ta�1,b�1 falls e1piq � ta,b

Wir rechnen dann noch

pk � 1qk
2

� pk � 1qk � 2

2
� 1 � pk � 1qpk � 2q � 2k

2
� 1 � h� k � 1

so dass wir diese epiq vorne an die oben definierten eph�kq, . . . , ephq anhängen können. Die Matrix�
ep1q � � � � � eph� k � 1q � eph� kq � � � � � eplq�pAq � �ep1q � � � � � eph� k � 1q�pBq

hat dann Zeilenstufenform, wie man leicht überprüft.
Um von hier zur strikten Zeilenstufenform zu gelangen gehen wir ähnlich vor. Für k � 1 ist jede

Zeilenstufenmatrix schon strikt. Für 0 � Z P Matpk�1,n,Rqmit Zeilenrang l und Zeugenfunktion

r : t1, . . . , lu Ñ t1, . . . ,nu, setzen wir wieder h � lpl�1q
2 und dann fph � iq � s

�Z1,rpi�2q{Zi�2,rpi�2q

i�2,1

für 0 ¤ i ¤ l � 2 (diesmal ist die auftauchende Division möglich, da Zj,rpjq für alle j als Einheit
angenommen ist). Dann ist in

W � �fph� l � 2q � � � � � fphq�pZq
die erste Zeile in strikter Form: Es gilt W1,rpiq � 0 für 2 ¤ i ¤ l. Dann betrachte W r1, 1s P
Matpk,n � 1,Rq. Per Induktionsannahme gibt es dann eine Folge f 1piq mit 1 ¤ i ¤ pl�2qpl�1q

2
bestehend aus elementaren Operationen vom Typ I auf Matpk,n�1,Rq. Wir lassen fpiq wie oben
die Operationen mit dem gleichen Namen auf Matpk � 1,n, rq “eine Zeile niedriger” bezeichnen
und rechnen

pl � 2qpl � 1q
2

� lpl � 1q � 2 � l � 2

2
� h� l � 1 � h� pl � 2q � 1,

sodass wir diese wieder zu einer Folge fp1q, � � � , fphq zusammenfügen können. Wieder prüft man
leicht, dass�

fp1q � � � � � fph� l � 1q � fph� l � 2q � � � � � phq�pZq � �fp1q � � � � � fph� l � 1q�pW q
nun wirklich strikte Zeilenstufenform hat.

2.6. Korollar Für jede Matrix A P Matpk,n,Kq mit Einträgen in einem (Schief-)Körper K, gibt
es eine Teilmenge S � t1, . . . ,nu mit |S| ¥ n � k derart dass, für alle b P Kk die Menge LpA; bq
entweder leer ist, oder die Abbildung

LpA; bq � Kn � Fpt1, . . . ,nu,Kq ÝÑ FpS,Kq � K |S|

x ÞÝÑ x|S
bijektiv ist.

Insbesondere folgt, dass, über einem endlichen Körper mit k Elementen, die Anzahl der
Lösungungen eine linearen Gleichung immer eine Potenz von k ist (nämlich k|S| in der Termi-
nologie des Korollars), ein Fakt der wohl nicht auf der Hand liegt.

Die Anzahl |S| der Elemente von S heißt in der Physik meist die Anzahl der Freiheitsgrade
des Gleichungssystems. Man beachte aber, dass eine Teilmenge S wie im Korollar nicht eindeutig
bestimmt ist: Im zweiten Beispiel von 2.42.4 könnte man anstatt der dritten Koordinate, etwa auch
die erste frei wählen: Das Bild der Abbildung

Z{2 ÝÑ Z{23, t ÞÝÑ pt, b1, t� b2q
stimmt mit dem der dort berechneten Abbildung

Z{2 ÝÑ Z{23, t ÞÝÑ pt� b2, b1, tq
überein. Und es ist überhaupt nicht klar, dass verschiedene Teilmengen S, die die Conclusio von
2.62.6 erfüllen, die gleiche Anzahl haben, sobald K unendlich viele Elemente hat, wie etwa im Falle
K � Q.

Dies ist eine der ersten strukturellen Aussagen, denen wir uns nun zuwenden wollen. Als ein
weiteres Phänomen haben wir in den Beispielen beobachten können, dass sich die Lösungsmenge
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LpA; bq durch Angabe zweier Matrizen beschreiben lässt, wenn sie nicht leer ist: Eine, die den Fall
b � 0 abdeckt und das verhalten der freien zu wählenden Variablen beschreibt, und eine die die
Abhängigkeit von b beschreibt. Auch das ist ein allgemeines Phänomen wie wir sehen werden.

3. Moduln und Vektorräume

Die Entwicklung einer systematischeren Theorie beginnt mit folgenden Beobachtungen. Die
MengeRn erbt eine Gruppenstruktur durch komponentenweise Addition inR, also px�yqi � xi�yi
(das haben wir auch oben schon benutzt, und es war eine Übungsaufgabe auf dem sechsten Zettel).
Desweiteren gibt es eine Abbildung Rn � R ÝÑ Rn, die Skalarmultiplikation, gegeben durch
px � rqi � xi � r. Mit diesen beiden Strukturen können wir die Abbildungen LpAq für Matrizen A
genau charakterisieren:

3.1. Lemma Die Abbildung
L: Matpk,n,Rq ÝÑ FpRn,Rkq

ist injektiv und ihr Bild besteht aus genau denjenigen Abbildungen φ : Rn Ñ Rk, die die folgenden
Eigenschaften haben:

(1) φ ist ein Gruppenhomomorphismus, also φpx� yq � φpxq � φpyq für alle x, y P Rn, und
(2) φ ist homogen, also φpx � rq � φpxq � r für alle x P Rn und r P R.
Bezeichnen wir das Bild von L im Vorgriff auf 3.23.2 unten einmal mit LinRpRn,Rkq, so ist die

Umkehrabbildung durch

M: LinRpRn,Rkq ÝÑ Matpk,n,Rq, φ ÞÝÑ rpi, jq ÞÑ pφpejqqis
gegeben, wobei

ej : t1, . . . ,nu Ñ R, i ÞÝÑ
#
1 i � j

0 i � j

den jten Einheitsvektor (unit vector) bezeichnet.

Beweis. Zunächst überprüfen wir, dass LpAq wirklich immer R-linear ist: Dazu rechnen wir

pLpAqpx� yqqi �
ņ

j�1

Ai,j � px� yqi

�
ņ

j�1

Ai,j � pxi � yiq

�
ņ

j�1

Ai,j � xi �Ai,j � yiq

�
�

ņ

j�1

Ai,j � xi
�
�
�

ņ

j�1

Ai,j � yi
�

� pLpAqpxqqi � pLpAqpyqqi
� pLpAqpxq � LpAqpyqqi

und

pLpAqpx � rqqi �
ņ

j�1

Ai,j � px � rqi

�
ņ

j�1

Ai,j � xi � r

�
�

ņ

j�1

Ai,j � xi
�
� r

� pLpAqpxqq � rqi
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Als dann beweisen wir, dass M und L wirklich invers zueinander sind: Für alle φ : Rn Ñ Rk

und x P Rn rechnen wir:

LpMpφqqpxq � ri ÞÑ
ņ

j�0

Mpφqi,j � xjs

� ri ÞÑ
ņ

j�0

φpejqi � xjs

� ri ÞÑ
ņ

j�0

φpej � xjqis

�
��i ÞÑ φ

�
ņ

j�0

ej � xj
�
i

��
� ri ÞÑ φpxqis
� φpxq

und für jedes A P Matpk,n,Rq

MpLpAqqi,j � ppLpAqqpejqqi �
ņ

k�0

Ai,k � pejqk � Ai,j .

□

Insbesondere spielt die komponentenweise Multiplikation auf Rn, die es natürlich auch gibt,
keine Rolle in diesen Betrachtungen. Wir axiomatisieren die benötigte Struktur in der wohl zen-
tralen Definition dieses ganzen Semesters:

3.2. Definition Sei R ein Ring. Ein Modul (module) über R ist eine abelsche Gruppe pM ,�, 0q
zusammen mit einer Funktion

� : M �R ÝÑM

der Skalarmultiplikation (scalar multiplication) derart, dass

(1) m � 1 � m,
(2) m � pr � sq � pm � rq � s,
(3) m � pr � sq � pm � rq � pm � sq, und
(4) pm� nq � r � pm � rq � pn � rq

für alle m,n PM und r, s P R gelten. Ist R eine (Schief-)Körper so spricht man anstatt von einem
Modul meist von einem Vektorraum (vector space).

Für zwei R-Moduln M und N heißt eine Abbildung f : M Ñ N R-linear oder auch ein
R-Modulhomomorphismus, falls

(1) f ist ein Gruppenhomomorphismus
(2) fpm � rq � fpmq � r für alle m PM und r P R.

Wir bezeichnen die Menge der R-linearen Abbildungen M Ñ N mit

LinRpM ,Nq � FpM ,Nq.

Weil wir es häufig benutzen müssen, beobachten wir sofort, dass

m � 0� 0 � m � 0 � m � p0� 0q � m � 0�m � 0
woraus durch Addition des Inversen von m � 0 sofort m � 0 � 0 folgt. Weiter rechnen wir:

m�m � p�1q � m � 1�m � p�1q � m � p1� p�1qq � m � 0 � 0

was �m � m � p�1q für dieses Inverse bedeutet.
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3.3. Beispiel Es gibt viele Beispiele von Moduln: Das wohl wichtigste haben wir natürlich schon
gesehen: Rn für irgendein n P N.

Allgemeiner sieht man aber leicht, dass für einen R-Modul M auch FpS,Mq für jede Menge
S einen R-Modul bildet: Die Addition ist gegeben durch die Verknüpfung

FpS,Mq � FpS,Mq Ñ FpS,Mq pf , gq ÞÝÑ rsÑ fpsq � gpsqs,
das neutrale Element ist const0 : S ÑM und die Skalarmultiplikation durch

FpS,Mq �R, pf , rq ÞÝÑ rsÑ fpsq � rs.

Hieraus kann man schon extrem viele neue Beispiele kreieren:

3.4. Definition Ist M ein R-Modul und N �M so heißt N ein Untermodul (submodule) von M ,
falls gilt

(1) 0 P N ,
(2) m�m1 P N für alle m,m1 P N , und
(3) m � r P N für alle m P N und r P R.

Die Bedingungen besagt genau, dass sich die Addition und Skalarmulitplikation von M zu
Abbildungen

� : N �N ÝÑ N und� : N �R ÝÑ N

einschränken, die dann offenbar N für sich genommen zu einem R-Modul machen: Die einzige
Beobachtung, die man machen muss ist, dass N auch abgeschlossen unter additiven Inversen ist.
Aber wir haben oben �m � m � p�1q gesehen, und für m P N ist die rechte Seite per Definition in
N .

3.5. Beispiel (1) Ist f : M Ñ N R-linear und U � N ein R-Untermodul, so ist f�1pUq �M
ebenfalls ein R-Untermodul. Insbesondere trifft dies auf

kerpfq ..� f�1p0q � tm PM | fpmq � 0u
zu und damit auch für jede Matrix A P Matpk,n,Rq auf LpAq�1p0q � Rn, die Menge der
Lösungen des linearen Gleichungssystems mit rechter Seite 0, zu.

(2) Ist f : M Ñ N R-linear und U � M ein R-Untermodul, so ist fpUq � N ebenfalls ein
R-Untermodul. Insbesondere trifft dies auf Impfq selbst zu, und damit auch für für jede
Matrix A P Matpk,n,Rq auf die Menge

tb P Rk | LpA; bq � Hu � ImpLpAqq � Rk

aller derjenigen rechten Seiten des zu A gehörigen linearen Gleichungssystems, für die es
eine Lösung gibt.

(3) Für jede Menge S und jeden R-Modul M ist die Menge

FfspS,Mq ..� tf : S ÑM | fpsq � 0 für fast alle s P Su � FpS,Mq
ein Untermodul von FpS,Mq (fs steht hier für finite support und natürlich besteht Gle-
ichheit falls S endlich ist). Die Summierungsabbildung

Σ: FfspS,Mq ÝÑM

aus 1.201.20 ist R-linear.
(4) Wann immer M und N R-Moduln sind und R kommutativ ist, bildet LinRpM ,Nq �

FpM ,Nq einen R-Untermodul, wenn wir dem Ziel die Modulstruktur aus 3.33.3 geben (die
insbesondere nicht von der Modulstruktur von M abhängt, sondern nur von der unter-
liegenden Menge).

(5) Besonders hervorzuheben ist hier der Fall N � R. Der Modul LinRpM ,Rq heißt der
zu M duale Modul, oder im Falle, dass R ein Körper ist einfach der Dualraum von M ;
wieder bedarf dies der Kommutativität von R.
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(6) Ist R kommutativ, so bildet die Menge der polynomiellen Abbildungen (polynomial func-
tions) RÑ R, also

PolpRq ..�
#
f : RÑ R | Dr0, . . . rn P R : @s P R : fpsq �

ņ

i�0

ris
i

+
� FpR,Rq

einen R-Untermodul.
(7) Ähnlich bildet für R einen kommutativen geordneten Ring bildet die Menge der Funk-

tionen mit höchstens polynomiellem Wachstum

tf : RÑ R | Dg,h P PolpRq : gprq ¤ fprq ¤ hprq@r P Ru � FpR,Rq
einen R-Untermodul. Insbesondere für R � R, den Körper der reellen Zahlen, aber
auch schon für R � Z spielt dieser eine große Rolle in in verschiedensten Disziplinen
der Mathematik. Die polynomiellen Wachstumsschranken, kann man übrigends durch
Schranken aus jedem Untermodul von FpR,Rq ersetzen.

(8) Es gibt noch viele weitere Beispiele von interessanten Untermoduln von FpS,Rq für
verschiedenste S und R. In der Analysis sind Ihnen vielleicht schon die Untervektorräume

tf : NÑ R | f ist konvergentu
und

tf : NÑ R | die Partialsummen von f sind absolut konvergentu
von FpN,Rq begegnet, und sie werden zum Beispiel noch auf die vier Untervektorräume

CpI,Rq, CnpI,Rq, C8pI,Rq und CωpI,Rq
von FpI,Rq der stetigen, n-fach stetig differenzierbaren für 1 ¤ n P N, glatten und
analytischen Funktionen I Ñ R auf einem offenen Intervall I � R treffen. Ebenso wird
es mit

tf : I Ñ R | f ist Riemann integrierbaru
und später noch

tf : I Ñ R | f ist Lebesque integrierbaru
sein.

Abbildungen wie

lim: tf : NÑ R | f ist konvergentu ÝÑ R

p�q1 : Cn�1pI,Rq ÝÑ CnpI,Rq»
I

: tf : I Ñ R | f ist Riemann integrierbaru ÝÑ R

für I kompakt sind alle R-linear.

3.6. Beobachtung Sind φ : M Ñ N und ψ : N Ñ P R-lineare Abbildungen zwischen R-Moduln,
so ist auch ψ � φ R-linear. Ist φ bijektiv, so ist auch φ�1 R-linear.

Das bedeutet insbesondere, dass fürM � Rm, N � Rn und P � Rk und A P Matpk,n,Rq,B P
Matpn,m,Rq die Abbildung LpAq�LpBq wieder von der Form LpCq für eindeutiges C P Matpk,m,Rq.
Dieses C ist gegeben als Bild von pA,Bq unter:
3.7. Definition Die komponierte Abbildung

Matpk,n,Rq�Matpn,m,Rq L�LÝÝÝÑ LinRpRn,Rkq�LinRpRm,Rnq �ÝÑ LinRpRm,Rkq MÝÑ Matpk,m,Rq
heißt Matrixmultiplikation.

Es gelten dann per Konstruktion

LpAq � LpBq � LpA �Bq und Mpφ � ψq � Mpφq �Mpψq.
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3.8. Lemma Für einen Ring R und A P Matpk,n,Rq,B P Matpn,m,Rq gilt

pA �Bqi,j �
ņ

p�1

Ai,p �Bp,j

für alle 1 ¤ i ¤ k und 1 ¤ j ¤ n.

Als Schlagwort sagt man, dass man pA �Bqi,j erhält, indem man die i-te Zeile von A mit der
j-ten Spalte von B termweise multipliziert und aufsummiert. Insbesondere kann man Matrizen
A und B wirklich nur dann multiplizieren, wenn die Spaltenzahl von A mit der Zeilenzahl von B
übereinstimmt.

Beweis. Wir rechnen:

pA �Bqi,j � MpLpAq � LpBqqi,j
� �LpAqppLpBqqpejqq�i
� �LpAqpl ÞÑ m̧

p�1

Bl,p � pejqpq
�
i

� �pLpAqqpl ÞÑ Bl,jq
�
i

� pl ÞÑ
ņ

p�1

Al,p �Bp,jqi

�
ņ

p�1

Ai,p �Bp,j

□

3.9. Beispiel (1) Für A P Matpk,n,Rq gilt pLpAqqpxq � A � x, wenn man x P Rn als n� 1-
Matrix auffasst. Insbesondere ist

LpA; bq � tx P Rn | A � x � bu.
(2) Die Matrixmultiplikation erbt Assoziativität von der Verknüpfung von Funktionen und

In
..� MpidRnq �

�����
1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
...

0 0 . . . 1

����P Matpn,n,Rq,

die Einheitsmatrix, erfüllt A � In � A und In �B � B.
(3) Insbesondere bildet pMatpn,n,Rq, �, Inq einen Monoid für jedes n P N, der vermöge L

und M isomorph zu pLinRpRn,Rnq, �, idRnq ist. Eine Matrix A P Matpn,n,Rq heißt
invertierbar, falls sie eine Einheit in diesem Monoiden ist, also genau dann wenn LpAq
bijektiv ist. Die Gruppe der invertierbaren Matrizen bezeichnet man mit GlnpRq, die
allgemeine lineare Gruppe (general linear group).

(4) Die Matrizenmultiplikation ist ebenso wie die Komposition von Funktionen nicht kom-
mutativ; allgemein ergibt es für eine Matrizen n�k-Matrix und eine k�m-Matrix nicht
einmal Sinn, sie in umgekehrter Reihenfolge zu multiplizieren. Aber selbst wenn m � n
gilt, sodass dies möglich ist, stimmen die Ergebnisse nicht überein:�

1 2
3 4



�
�
1 4
2 3



�
�
5 10
11 24



�
�
13 18
11 16



�
�
1 4
2 3



�
�
1 2
3 4



in Matp2, 2,Zq.
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(5) Die elementaren Zeilenoperationen lassen sich durch Matrixmultiplikation realisieren: Zu
1 ¤ a, c ¤ n mit a � c und λ P R definieren wir Sλa,c P Matpn,n,Rq durch

pSλa,cqi,j �

$'&'%
1 i � j

λ i � c^ j � a

0 sonst

Dann gilt sλa,cpAq � Sλa,c � A für alle A P Matpn, k,Rq. Und die Matrix Sλa,c ist als

Konsequenz von 2.22.2 invertierbar; das Inverse ist S�λa,c .
Ähnliches findet man für die Operationen ta,c und mλ

a , das ist eine Aufgabe auf dem
9. Zettel.

(6) Hier noch ein konrektes Beispiel: Es gilt�
1 2 0
0 3 5



�
��1 0 2 5
0 0 3 2
1 2 3 4

�� �1 0 8 9
5 10 24 26



in Matp2, 4,Zq.

3.10. Beobachtung Ist φ : M Ñ N eine R-lineare Abbildung zwischen zwei R-Moduln, so gilt
für jedes x PM mit φpxq � n, dass

�� x : kerpφq ÝÑ φ�1pbq
bijektiv ist. Die Umkehrabbildung ist durch m ÞÑ m� x gegeben.

Man beobachte nur, dass φpm � xq � φpmq � φpxq � φpmq � b, sodass φpx �mq � b genau
dann gilt, wenn φpmq � 0.

3.11. Korollar Ist φ : M Ñ N eine R-lineare Abbildung zwischen zwei R-Moduln, so ist φ schon
dann injektiv, wenn kerpφq � t0u gilt.
3.12. Beispiel (1) Für A P Matpk,n,Rq und jedes x P LpA; bq ist

�� x : kerpLpAqq � LpA; 0q ÝÑ LpA, bq
bijektiv. Gibt es also überhaupt ein Element x P Rn mit A � x � b, so lässt sich eine be-
liebige Lösung in l P LpA; bq eindeutig als Summe x�m schreiben, mit A�m � 0. Der Slo-
gan ist: Die allgemeine Lösung eines inhomogenen linearen Gleichungssystem, ist Summe
einer partikulären Lösung und der allgemeinen Lösung des homogenen Gleichungssys-
tems. Das Wort homogen bezeichnet hier Gleichungssysteme mit verschwindender rechter
Seite.

(2) Die Beobachtung lässt sich aber auch in vieler anderer Situation anwenden: Suchen
wir etwa die Stammfunktionen einer gegebenen stetigen Funktion b : I Ñ R, also alle
stetig differenzierbaren Funktionen f : I Ñ R mit f 1 � b, so ist nach Wahl irgendeiner
Stammfunktion F : I Ñ R, jede andere von der Form F � g für genau ein g : I Ñ R

mit g1 � 0, was genau bedeutet, dass g constant ist. Insbesondere liefert für jedes i P I
die Abbildung g ÞÑ gpiq eine Bijektion zwischen den Stammfunktionen von f und R,
vollständig analog zu 2.62.6.

Um die Struktur der linearen Gleichungssysteme assoziiert zu A zu verstehen, reicht es also
KerpLpAqq (die Menge der homogenen Lösungen) und ImpLpAqq (die Menge der lösbaren Systeme)
zu verstehen.

Die Matrixmultiplikation erlaubt uns auch eine konzeptionelle Perspektive auf das Elimina-
tionsverfahren, die genau dies leistet: Gegeben A P Matpk,n,Kq, wo K ein (Schief-)Körper ist, so
lässt sich die Serie der nötigen Zeilenoperationen um A in Zeilenstufenform zu überführen nach 3.93.9
durch eine Serie von Linksmultiplikationen mit invertierbaren Matrizen in Matpk, k,Kq realisieren.
Ihr Produkt ist dann ebenfalls invertierbar, sodass wir erhalten:
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3.13. Korollar Zu jedem A P Matpk,n,Kq mit K einem (Schief-)Körper, existiert ein invertier-
bares B P Matpk, k,Kq, sodass B �A P Matpk,n,Kq strikte Zeilenstufenform hat.

Hat B �A etwa Zeilenrang l, so können wir 1.51.5 und 2.62.6 wie folgt uminterpretieren: Das Inverse
der linearen Bijektion KerpLpAqq ÝÑ Kn�l die wir dort produziert haben (und dies lässt sich
direkt aus dem Eliminationsalgorithmus ablesen!), gibt eine lineare Injektion

φ : Kn�l ÝÑ Kn

derart, dass

Impφq � KerpLpB �Aqq � KerpLpAqq.
Und LpA; bq � H gilt genau dann, wenn die letzten k � l Einträge von B � b verschwinden. Die
letzten pk � lq-Zeilen von B definieren also eine Abbildung

ψ : Kk ÝÑ Kk�l

mit

ImpLpAqq � Kerpψq
Man prüft leicht, dass ψ automatisch surjektiv ist.

Insgesamt stellt man diesen Sachverhalt gerne graphisch dar indem man sagt, dass

Kn�l φÝÑ Kn LpAqÝÝÝÑ Kk ψÝÑ Kk�l

eine exakte Folge linearer Abbildungen ist.
Solche Abbildungen φ und ψ zu finden, führt zum Verständinis des Gleichungssystem in

folgendem Sinne: Das Gleichungssystem A � x � b ist lösbar genau dann, wenn Mpφq � b � 0, und
für eine fixe Lösung x P LpA; bq, lässt sich jede andere Lösung x̄ eindeutig beschreiben als

x̄ � x�Mpψq � y
für y P Kn�l.

Die Frage, die es also noch zu klären gilt (wir hatten sie schon nach 2.62.6 formuliert), lautet
also: Ist l, die Anzahl der Freiheitsgrade der linearen Gleichung durch A, eindeutig bestimmt?

4. Basen I

Um diese Frage anzugehen haben wir das Konzept einer Basis.

4.1. Beobachtung Ist M ein R-Modul und S �M , so ist

xSyR � tx PM | Dr : S Ñ R : rpsq � 0 für fast alle s P S ^ x �
¸
sPS

s � rpsqu

der kleinste R-Untermodul von M , der S enthält.

Man nennt xSyR den von S aufgespannten Untermodul von M . Seine Elemente heißen Lin-
earkombinationen von Elementen aus S.

4.2. Definition Ist M ein R-Modul und S � M , so heißt S ein Erzeugendensystem (generating
set) von M , falls xSyR � M gilt. S heißt linear unabhängig (linearly independent), falls alle
Darstellungen von Elementen in xSyR als Linearkombinationen eindeutig sind, also falls für je
zwei Funktionen r, r̄ : S Ñ R, mit rpsq � 0 � r̄psq für fast alle s P S gilt, dass¸

sPS
s � rpsq �

¸
sPS

s � r̄psq

impliziert, dass r � r̄. S heißt eine Basis (basis) von M , falls S ein linear unabhängiges Erzeu-
gendensystem ist.



4. BASEN I 83

4.3. Beispiel (1) Per Konstruktion bilden die Funktionen

es : S ÝÑ R, t ÞÝÑ
#
1 t � s

0 t � s

eine Basis von FfspS,Rq: Es gilt ja schließlich tautologischerweise¸
sPS

es � fpsq � f .

Insbesondere bilden te1, . . . , enu � Rn eine Basis.
(2) Jede Teilmenge einer linear unabhängigen Menge ist selbst wieder linear unabhängig.

Andersherum ist jede Teilmenge die ein Erzeugendensystem enthält, selbst wieder ein
Erzeugendensystem.

(3) Da in einer Linearkombination immer nur endlich viele Koeffizienten nicht verschwinden,
ist eine Teilmenge S � M genau dann linear unabhängig, wenn alle ihre endlichen
Teilmengen es sind.

(4) Die leere Teilmenge ist immer linear unabhängig, und M selbst (und auch Mzt0u) ist
immer ein Erzeugendensystem von M . Insbesondere ist H eine Basis den R-Moduls t0u.

(5) Ist φ : M Ñ N injektiv, so ist φpSq linear unabhängig, falls S es ist, und ist φ : M Ñ N
surjektiv so ist φpSq ein Erzeugendensystem, falls S es ist. Ist φ bijektiv, so schickt es
also Basen auf Basen.

(6) Insbesondere ist für jedes invertierbare B P Matpn,n,Rq auch tB1, . . . ,Bnu mit Bi �
B � ei eine Basis von Rn. Bemerke, dass Bi genau die i-te Spalte der Matrix B ist.

(7) Allgemeiner ist für jedes A P Matpk,n,Rq die Menge tA1, . . . ,Anu der Spalten von A ein
Erzeugendensystem von Rk, aber nicht unbedingt eine Basis.

(8) Ist K ein (Schief-)Körper, so kann man laut 2.62.6 eine Basis von kerpLpAqq � LpA; 0q wie
folgt erhalten: Man wähle eine Teilmenge S � t1, . . . ,nu derart, dass die Projektion

p : LpA; 0q ÝÑ FpS,Kq,
(die natürlich linear ist !) bijektiv ist. Dann bilden die Urbilder p�1pesq von den es mit
s P S eine Basis von LpA; 0q.

(9) Nicht jeder Modul hat eine Basis, etwa kann Z{n keine Basis über Z haben: Da x � n �
0 � x � 0 für jedes x P Z{n gilt, ist H die einzige linear unahängige Teilmenge von Z{n.
Auch Q hat als Z-Modul keine Basis.

4.4. Beobachtung Eine Teilmenge S � M ist genau dann linear unabhängig, wenn für jede
Funktion r : S Ñ R mit rpsq � 0 für fast alle s P S aus

°
S s � fpsq � 0 schon r � const0 folgt. Mit

anderen Worten S ist linear unabhängig, wenn es Darstellung der 0 als Linearkombination aus S
gibt.

Für den Beweis betrachte man einfach

0 � m�m �
¸
S

s � rpsq �
¸
S

s � r̄psq �
¸
S

s � prpsq � r̄psqq

falls sich m durch r und r̄ darstellen lässt, und schließt rpsq � r̄psq � 0.

4.5. Beobachtung Mithilfe dieser Beobachtung können wir also nun einfach entscheiden, ob eine
gegebene Ansammlung von k Elementen tv1, . . . , vku P Kn linear unabhängig ist: Hierfür muss
man einfach nur prüfen, ob

tpλ1, . . . ,λkq P Kk |
ņ

i�1

vi � λi � 0u � tp0, . . . , 0qu

gilt. Aber die linke Seite ist nichts anderes als KerpLpV qq � LpV , 0q, wo V P Matpn, k,Kq diejenige
Matrix ist, deren ite Spalte genau vi ist. Und LpV , 0q können wir mittels des Gauß-Algorithmus
einfach bestimmen.
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Ähnlich können wir bestimmen, ob tv1, . . . , vku P Kn ein Erzeugendensystem ist: Das ist
schließlich genau die Frage, ob

tpλ1, . . . ,λkq P Kk |
ņ

i�1

vi � λi � bu � H

für jedes b P Kn gilt, aber die linke Seite ist genau LpV , bq, sodass wir auch dies mittels des
Gauß-Algorithmus entscheiden können.

4.6. Beispiel Sei R � Z{5. Wir betrachten folgende Vektoren v1, v2, v3 P Z{54:

v1 �

����
1
2
3
4

���, v2 �

����
0
3
2
1

���, v3 �

����
1
0
3
4

���
Daraus konstruieren wir die Matrix V P Matp4, 3,Z{5q, deren jte Spalte durch vj gegeben ist, und
wenden darauf den Gauß-Algorithmus an, um sie in Zeilenstufenform zu bringen (dabei fassen wir
einige Schritte zusammen):����

1 0 1
2 3 0
3 3 3
4 1 4

���
II�2I
III�3I
IV�4I
ù

����
1 0 1
0 3 4
0 3 0
0 1 0

��� III�II
IV�2II
ù

����
1 0 1
0 3 4
0 0 1
0 0 2

���IV�III
ù

����
1 0 1
0 3 4
0 0 1
0 0 0

���
Hier können wir nun sowohl ablesen, ob tv1, v2, v3u linear unabhängig ist, als auch, ob es ein
Erzeugendensystem ist:

 Die Menge tv1, v2, v3u ist linear unabhängig, weil in der Zeilenstufenform in jeder Spalte
eine neue Stufe hinzukommt: Das bedeutet gerade, dass die Zeugenfunktion r : t1, 2, 3u Ñ
t1, 2, 3u surjektiv ist, also ist mit Beobachtung 1.51.5 LpV ; 0q � t0u. In anderen Worten:
Für λ1,λ2,λ3 P Z{5 mit λ1v1 � λ2v2 � λ3v3 � 0 folgt bereits, dass λ1 � λ2 � λ3 � 0 ist.

 Die Menge tv1, v2, v3u ist kein Erzeugendensystem, weil in der Zeilenstufenform min-
destens eine Nullzeile vorkommt: Das bedeutet gerade, auch nach Beobachtung 1.51.5, dass�
LpV q�pxq � b nicht für alle b P Z{54 lösbar ist, also kann nicht jeder Vektor in Z{54 als
Linearkombination der vi dargestellt werden.

Wir betrachten nun die folgenden Vektoren w1,w2,w3,w4 P Z{53:

w1 �
��1
2
3

�,w2 �
��0
3
2

�,w3 �
��1
0
0

�,w4 �
��1
0
3

�
Wir konstruieren eine Matrix W P Matp3, 4,Z{5q, deren jte Spalte durch wj gegeben ist. Darauf
wenden wir wieder den Gauß-Algorithmus an:��1 0 1 1

2 3 0 0
3 2 0 3

� II�2I
III�3I
ù

��1 0 1 1
0 3 3 3
0 2 2 0

�III�4II
ù

��1 0 1 1
0 3 3 3
0 0 0 3.

�
Wieder lässt sich ablesen, ob tw1,w2,w3,w4u linear unabhängig und/oder ein Erzeugendensystem
ist:

 Die Menge tw1,w2,w3,w4u ist nicht linear unabhängig, da nun mindestens eine Spalte
(nämlich die dritte) keine neue Stufe enthält: Das heißt gerade, dass mit Beobachtung 1.51.5
LpW ; 0q in Bijektion zu Z{51 steht, also keine eindeutige Lösung hat. Genauer heißt es
sogar, dass sich die dritte Spalte (also w3) als Linearkombination der ersten zwei Spalten
darstellen lässt, es ist nämlich w3 � w1 � w2.

 Die Menge tw1,w2,w3,w4u ist aber ein Erzeugendensystem, da in der Zeilenstufenform
keine Nullzeile erscheint: Mit Beobachtung 1.51.5 heißt das genau, dass das lineare Gle-
ichungssystem

�
LpW q�pxq � b für jedes b P Z{53 lösbar ist, sich also jeder Vektor in Z{5

als Linearkombination von w1,w2,w3,w4 darstellen lässt.
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Die folgenden Sätze sind in gewisser Weise die Hauptergebnisse der gesamten Vorlesung:

4.7. Satz Sei R ein Ring mit 1 � 0, M ein R-Modul und S �M eine Basis. Dann folgt:

(1) S ist maximal unter allen linear unabhängigen Teilmengen von V , und
(2) S ist minimal unter allen Erzeugendensystemen von V .

Ist R ein (Schief-)Körper, so gilt gelten auch die Umkehrungen: S ist eine Basis genau dann, wenn
S eine maximale linear unabhängige Teilmenge ist und auch genau dann, wenn S ein minimales
Erzeugendensystem ist.

4.8. Bemerkung Der Fall, wo 1 � 0 in R gilt ist in jeder Hinsicht uninteressant: Es folgt, dann
für jeden R-Modul M , dass m � m � 1 � m � 0 � 0, also M � t0u und angewandt auf M � R
insbesondere auch R � t0u. Wir haben also nur den Fall des Nullrings ausgeschlossen. Und für
ihn stimmt die Aussage auch nicht: H und t0u sind beides Basen von t0u. Ist 1 � 0 in R, so
ist aber t0u in keinem R-Modul linear unabhängig, da ja immer 0 � 1 � 0 � 0 � 0, sodass es dann
mindestens zwei Darstellungen der 0 also Linearkombinationen von t0u gibt.

Beweis. Wir zeigen als erstes, dass jede Basis maximal linear unabhängig ist. Sei also m P
MzS derart, dass auch SYtmu linear unabhängig ist. Dann existiert, da S ein Erzeugendensystem
bildet eine Funktion r : S ÑM mit endlichem Träger, so dass

m �
¸
sPS

s � rpsq

oder mit anderen Worten

0 � m � p�1q �
¸
sPS

s � rpsq �
¸

sPSYtmu
s � r̄psq

mit

r̄ : S Y tmu ÝÑ R, s ÞÝÑ
#
rpsq s � m

�1 s � m
.

Es folgt dann aus der linearen Unabhängigkeit von S Y tmu also �1 � 0 und damit 0 � 1, was
wir ausgeschlossen hatten.

Ähnlich zeigen wir, dass jede Basis ein minimales Erzeugendensystem ist: Ist nämlich für ein
m P S auch Sztmu ein Erzeugendensystem, so gibt es eine Funktion r : Sztmu Ñ R mit endlichem
Träger, derart dass

m �
¸

sPSztmu
s � rpsq

mit anderen Worten

0 � m � p�1q �
¸

sPSztmu
s � rpsq �

¸
sPS

s � r̄psq

mit

r̄ : S ÝÑ R, s ÞÝÑ
#
rpsq s � m

�1 s � m

was der linearen Unabhängigkeit von S widerspricht.
Sei nun R ein (Schief-)Körper. Wir behaupten, dass für S linear unabhängig undm PMzxSyR

auch S Y tmu linear unabhängig ist. Schreiben wir nämlich

0 �
¸

sPSYtmu
s � rpsq

für eine Funktion r : SYtmu Ñ Rmit endlichem Träger, so folgt aus rpmq � 0 sicherlich r � const0
wegen der linearen Unabhängigkeit von S. Aber für rpmq � 0 folgt aufgrund der Annahme an R,
dass rpmq eine Einheit ist. Damit können wir schreiben

m � m � rpmq � 1

rpmq � pm � rpmq �
¸

sPSYtmu
s � rpsqq � 1

rpmq �
¸
sPS

s � rpsq
rpmq ,
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im Widerspruch zu m R xSyR. Also kann es für maximal linear unabhängiges S kein m PMzxSyR
geben, mit anderen Worten, es muss xSyR �M gelten, was S zu einer Basis macht.

Ist andererseits S ein Erzeugendensystem und

0 �
¸
sPS

s � rpsq

für eine Funktion r : S Ñ R mit endlichem Träger und rpmq � 0 für ein m P S,

m � m � rpmq � 1

rpmq � pm � rpmq �
¸
sPS

s � rpsqq � 1

rpmq �
¸

sPSztmu
s � �rpsq

rpmq
Aber damit gilt für jedes x PM � xSyR mit Darstellung x � °sPS s � tpsq schon

x �
¸
sPS

s�tpsq � m�tpmq�
¸

sPSztmu
s�tpsq �

¸
sPSztmu

s��rpsq
rpmq �

¸
sPSztmu

s�tpsq �
¸

sPSztmu
s� tpsq � rpmq � rpsq

rpmq
und damit x P xSztmuyR. Mit anderen Worten Sztmu ist dann auch ein Erzeugendensystem. In
einem minimalen Erzeugendensystem kann in einer Darstellung 0 � °sPS s � rpsq nie rpmq � 0
gelten, also muss r � const0 sein. Nach 4.44.4 ist S dann aber linear unabhängig, also eine Basis. □

4.9. Korollar Ist V ein Vektorraum über einem (Schief-)Körper K und E ein endliches Erzeu-
gendensystem von V , so enthält E eine (sicherlich dann ebenfalls endliche) Basis S von V .

Wir wollen uns nun überlegen, dass je zwei endliche Basen eines Vektorraums die gleiche
Anzahl an Elementen haben. Dafür beobachten wir zunächst:

4.10. Beobachtung Im wesentlichen per definitionem ist S � M genau dann eine Basis, wenn
die Abbildung

LS : F
fspS,Rq ÝÑM , f ÞÝÑ

¸
sPS

s � fpsq

bijektiv ist; dass S ein Erzeugendensystem ist, bedeutet genau dass sie surjektiv ist, und dass S
linear unabhängig ist, genau dass sie injektiv ist. Das Urbild eines Elementes m P M heißt die
Koordinatenfunktion von m bezüglich S.

Ist S endlich, und b : t1, . . . ,nu Ñ S bijektiv, so erhalten wir insbesondere einen Isomorphis-
mus von Vektorräumen (also eine bijektive lineare Abbildung)

Lb : R
n ÝÑM , x ÞÝÑ

ņ

i�1

bi � xi.

Ein R-Modul, der eine n-elementige Basis besitzt, sieht also in gewisser Weise für alle Belange der
linearen Algebra genau aus wie Rn mit der Standardbasis te1, . . . , enu.

4.11. Theorem Sei K ein (Schief-)Körper und V ein K-Vektorraum, der eine endliche Basis
B besitzt, sagen wir mit n Elementen. Ist dann S � V linear unabhängig, so hat S höchstens n
Elemente.

Insbesondere ist jede Basis von V endlich und hat ebenfalls genau n Elemente.

Dieser Satz ermöglicht folgende Definition:

4.12. Definition Sei K ein (Schief-)Körper und V ein K-Vektorraum, der eine endliche Basis B
besitzt. Dann heißt |B| P N die Dimension dimKpV q von V über K.

Insbesondere ist jeder endlich erzeugte K-Vektorraum V isomorph zu KdimKpV q, jedoch auf
ganz und gar nicht eindeutige Art.

Beweis. Wählen wir eine Nummerierung b : t1, . . . ,nu Ñ B mit zugehörigem Isomorphismus
Lb : K

n ÝÑ V . Dann ist auch die Menge PreLbpSq � Kn linear unabhängig. Hat S mehr
als n Element, so sei T eine n � 1-elementige Teilmenge von S, zusammen mit einer Bijektion
v : t1, . . . ,nu Ñ T . Nach 4.54.5 hat dann die Matrix V mit den vi als Spalten trivialen Kern. Sie
hat aber n-Zeilen und n� 1-Spalten, also folgt aus 2.62.6, dass der Kern in Bijektion mit Kr ist für
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ein r ¥ 1. Insbesondere enthält er mehr als ein Element, was nicht sein kann. S kann also nur n
Elemente enthalten.

Ist nun B1 eine zweite Basis, so folgt ebenfalls |B1| ¤ n � |B|. Vertauschen wir die Rollen von
B und B1 so erhalten wir auch |B| ¤ |B1|. □

5. Basen II

Hiermit lässt sich nun unser Leitproblem lösen:

5.1. Satz (Dimensionsformel) Ist V ein endlich dimensionaler Vektorraum über einem (Schief-
)Körper K und φ : V ÑW K-linear B � V derart, dass φ|B injektiv ist und φpBq eine Basis von
Impφq ist, und B1 � V eine Basis von Kerpφq, so ist B YB1 eine Basis von V . Insbesondere gilt:

dimKpKerpφqq � dimKpImpφqq � dimKpV q
Mengen B wie in diesem Satz existieren immer: Ist S eine (endliche!) Basis von V , so ist

sicherlich φpSq ein (immer noch endliches) Erzeugendensystem von Impφq. Verkleinern wir es zu
einer Basis S1 von Impφq, siehe 4.94.9, und wählen für jedes Element von S1 genau ein Urbild unter
φ, so erhalten wir eine Menge B � V wie oben gewünscht.

Auf der anderen Seite kennen wir nicht unmittelbar eine Basis oder überhaupt ein Erzeu-
gendensystem von kerpφq. Im Falle V � Kn und W � Kk berechnet das ja gerade der Elimi-
nationsalgorithmus! Dass Kerpφq überhaupt eine Basis besitzt, ist aber auch a priori klar: Die
maximale Anzahl linear unabhängiger Elemente von Kerpφq ist schließlich durch die Dimension
von V beschränkt. Der Prozess, einem gegebenen linear unabhängigen System in Kerpφq ein-
fach ein weiteres Element hinzufügen, falls das System noch nicht maximal ist, terminiert also
nach spätestens dimKpV q Schritten. Diese Methode ist aber für unendliches K natürlich völlig
unpraktikabel.

5.2. Korollar Lässt sich eine Matrix A P Matpk,n,Kq für einen (Schief-)Körper K mittels ele-
mentarer Zeilenumformungen in Zeilenstufenform Z mit Zeilenrang l bringen, so gelten

l � dimKImpLpAqq and n� l � dimKKerpLpAqq.
Insbesondere hat jedes solche Z den gleichen Zeilenrang.

5.3. Definition Ist V ein endlich dimensionaler Vektorraum über einem (Schief-)Körper K und
φ : V ÑW K-linear, so nennt man dimKpImpφqq den Rang (rank) von φ.

Beweis von 5.15.1 und 5.25.2. Wir prüfen, dass B Y B1 ein Erzeugendensystem ist: Sei also
x P V . Dann gilt ϕpxq � °bPB φpbq � rpbq für eine Funktion r : B Ñ R mit endlichem Träger, da
φpBq eine Basis von Impφq ist. Dann gilt aber

φ

�
x�

¸
bPB

b � rpbq
�
� φpxq �

¸
bPB

φpbq � rpbq � φpxq � φpxq � 0,

also x�°bPB b � rpbq P Kerpφq. Demzufolge gilt

x�
¸
bPB

b � rpbq �
¸
cPB1

c � spcq

und damit
x �

¸
bPB

b � rpbq �
¸
cPB1

c � spcq,

was wir zeigen wollten.
Dann prüfen wir noch, dass B YB1 linear unabhängig ist. Sei dazu

0 �
¸
bPB

b � rpbq �
¸
cPB1

c � spcq.

Dann gilt

0 � φp0q �
¸
bPB

φpbq � rpbq �
¸
cPB1

φpcq � spcq �
¸
bPB

φpbq � rpbq �
¸

yPφpBq
y � rpφ�1

|B pyqq,



88 3. LINEARE GLEICHUNGEN

wobei der letzte Schritt benutzt, dass φ|B : B Ñ φpBq per Annahme bijektiv ist. Es folgt, dann
rpbq � 0 für alle b P B wodurch sich die erste Gleichung zu

0 �
¸
cPB1

c � spcq

vereinfacht, was spcq � 0 impliziert.
In der konkreten Situation des Korollars, lernen wir aus 2.22.2, dass KerpLpAqq � KerpLpZqq gilt

und aus 4.34.3, dass KerpLpZqq eine Basis mit n � l Elementen besitzt. Das zeigt die erste Formel,
und die zweite ist dann eine Konsequenz der Dimensionsformel. □

5.4. Korollar Sei K ein (Schief-)Körper und V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit
dimKpV q � n und S � V eine Teilmenge mit |S| � n. Dann sind äquivalent:

(1) S ist eine Basis von V ,
(2) S ist linear unabhängig, und
(3) S ist ein Erzeugendensystem.

Beweis. Ist nämlich S linear unabhängig, so ist es nach 4.114.11 auch maximal linear unabhängig,
also eine Basis nach 4.74.7. Und ist S eine Erzeugendensystem, so enthält es nach 4.94.9 eine Basis,
aber diese hat nach 4.114.11 ebenfalls n Elemente, es kann also auch nicht weggenommen werden. □

5.5. Korollar Sei K ein (Schief-)Körper und φ : V Ñ W eine K-linear zwische endlich dimen-
sionalen K-Vektorräumen mit dimKpV q � dimKpW q. Dann sind äquivalent:

(1) φ is injektiv,
(2) φ is surjektiv, und
(3) φ is bijektiv,

Beweis. Ist φ injektiv und B eine Basis von V , so hat φpBq � W immer noch n Elemente
und ist linear unabhängig. Ergo ist es nach vorigem Korollar ein Erzeugendensystem von W und
damit φ surjektiv, da Impφq natürlich ein Untervektorraum von W ist.

Ist φ surjektiv, so folgt aus der Dimensionsformel dimKpKerpφqq � 0 und damit Kerpφq � 0,
was nach 3.103.10 impliziert, dass φ injektiv ist. □

Formulieren wir dieses Resultat für Matrizen, so erhalten wir:

5.6. Korollar charinjsurjbij Für eine Matrix A P Matpn,n,Kq über einem (Schief-)Körper K
sind äquivalent:

(1) A ist invertierbar.
(2) die Spalten von A bilden eine Basis von Kn,
(3) die Zeilen von A bilden eine Basis von Kn,
(4) es existiert eine Matrix B P Matpn,n,Kq mit B �A � In,
(5) es existiert eine Matrix B P Matpn,n,Kq mit A �B � In.

Im Falle von (4) und (5) ist so eine Matrix B automatisch das Inverse A�1 von A.

Insbesondere gelten für lineare Gleichungssystem mit der gleichen Anzahl Variablen und Gle-
ichungen (also solche die von n� n-Matrizen kodiert werden) folgende Äquivalenzen:

(1) LpA; bq hat für irgendein b P Kn höchstens eine Lösung.
(2) LpA; bq hat für alle b P Kn höchstens eine Lösung.
(3) LpA; bq hat für jedes b P Kn mindestens eine Lösung.
(4) LpA; bq hat für jedes b P Kn genau eine Lösung.

Proof. Die Spalten von A sind gerade die Bilder der Basis te1, . . . , enu von Kn und LpAq
und wenn A invertierbar ist, ist LpAq bijektiv, und dieses Bild ist wieder eine Basis, also (1)ñ (2),
und umgekehrt, bilden die Spalten ein Erzeugendensystem so ist LpAq surjektiv, also invertierbar
nach vorigem Korollar und damit (2) ñ (1).

Ähnlich implizieren (4) bzw. (5), dass LpAq surjektiv bzw. injektiv ist, und damit nach vorigem
Kororllar bijektiv. Sie implizieren also beide (1), und (1) ñ (4), (5) gilt nach Definition.
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Und die lineare Unabhängigkeit der Zeilen schließlich ist nach scharfem Hinsehen äquivalent
zu KerpLpAqq � t0u, und damit nach 3.113.11 zur Injektivität von LpAq, sodass das vorige Korollar
noch eine drittes Mal zuschlägt. □

5.7. Bemerkung Die Charakterisierung des Inversen einer Matrix A P Matpn,n,Kq in 5.65.6 liefert
uns eine Möglichkeit es wirklich auszurechnen: Das Eliminationsverfahren bestimmt nach 3.133.13 ja
schließlich eine invertierbare Matrix B P Matpn,n,Kq, derart dass B � A strikte Zeilenstufenform

hat. Aber A ist nach obigen Überlegungen genau dann invertierbar wenn B �A keine Nullzeile hat,
aber im Falle quadatischer Matrix impliziert dies natürlich schon, dass B � A eine Diagonalma-
trix ist (ohne Nullen auf der Diagonale). Multipliziert man nun noch (von links) mit derjenigen
Diagonalmatrix D, mit Di,i � pB � Aqii�1 (das bedeutet genau Zeilenoperationen vom Typ II
durchzuführen) so erhält man D �B �A � In und damit D �B � A�1.

5.8. Beispiel Sei K � Z{5, n � 3 und

A �
��1 2 3
4 0 2
0 1 3

�.

Wir führen nun den Gauß-Algorithmus durch, um A auf strikte Zeilenstufenform zu überführen.
Dann können wir die Matrix B, die die entsprechenden Zeilenumformungen vornimmt, wie folgt
direkt mitberechnen: Wir schreiben neben A die Einheitsmatrix In, und nehmen alle Zeilenoper-
ationen auch an dieser vor:�� 1 2 3 1 0 0

4 0 2 0 1 0
0 1 3 0 0 1

�II�1�I
ù

�� 1 2 3 1 0 0
0 2 0 1 1 0
0 1 3 0 0 1

�III�2�II
ù

�� 1 2 3 1 0 0
0 2 0 1 1 0
0 0 3 2 2 1

�
I�1�II
ù

�� 1 0 3 0 4 0
0 2 0 1 1 0
0 0 3 2 2 1

�I�1�III
ù

�� 1 0 0 3 2 4
0 2 0 1 1 0
0 0 3 2 2 1

� II�3
III�2ù

�� 1 0 0 3 2 4
0 1 0 3 3 0
0 0 1 4 4 2

�.

Dabei ist die Matrix schon im vorletzten Schritt in strikter Zeilenstufenform, durch eine Zeilen-
multiplikation können wir sie dann zu der Einheitsmatrix überführen. Somit haben wir auf der
rechten Seite eine Matrix B, sodass B �A � I3 ist—es ist also

A�1 � B �
�� 3 2 4

3 3 0
4 4 2

�.

Basen erlauben es uns auch lineare Abbildungen zwischen anderen Moduln als den Standard-
beispielen Rn zu beschreiben.

5.9. Lemma Ist B eine Basis von einem R-Modul M , und N ein weiterer R-Modul, so ist die
Einschränkungsabbildung

LinRpM ,Nq ÝÑ FpB,Nq, φ ÞÝÑ φ|B
bijektiv.

Mit anderen Worten die Werte einer linearen Abbildung auf einer Basis bestimmen die Ab-
bildung vollständig, und können andererseits beliebig vorgegeben werden.

Beweis. Zur Injektivität: Sind φ und ψ zwei lineare Abbildungen, so ist

tm PM | φpmq � ψpmqu � Kerpφ� ψq
ein Untermodul von M . Aber gilt φ|B � ψ|B , so enthält er mit B ein Erzeugendensystem von M ,
ist also schon ganz M und damit φ � ψ.

Zur Surjektivität: Eine Abbildung f : B Ñ N bestimmt die Abbildung

f̄ : FfspB,Rq ÝÑ N , g ÞÝÑ
¸
bPB

fpbq � gpbq
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von der man leicht prüft, dass sie R-linear ist. Auf der anderen Seite bestimmt B als Basis eine
bijektive R-lineare Abbildung

LB : FfspB,Rq ÝÑM , g ÞÝÑ
¸
bPB

b � gpbq.

Die Komposition

M
L�1
BÝÝÑ FfspB,Rq f̄ÝÑ N

schickt ein b P B dann erst auf eb P FfspB,Rq und dieses auf fpbq P N wie gewünscht. □

Um dieses Lemma effektiv zu nutzen, haben wir noch:

5.10. Theorem (Steinitz’scher Ergänzungssatz) Ist K ein (Schief-)Körper, und V ein K-Vektorraum,
so existiert zu jeder linear unabhängigen Menge S � V und jedem Erzeugendensystem E � V eine
Teilmenge U � EzS, derart dass S Y U eine Basis von V bildet und S X U � H.

Für endliche E ist der Beweis wieder konstruktiv, für allgemeines E jedoch nicht.

Beweis. Betrachte die Menge

X ..� tV � EzS | S Y V ist linear unabhängig^ S X V � Hu.
Ist E endlich, so auch die Potenzmenge PpEq und damit X. Es folgt aus einer Aufgabe auf dem
4. Zettel, dass X ein maximales Element U besitzt. Für allgemeines E werden wir dies unten aus
dem Zorn’schen Lemma herleiten.

Wir behaupten: Für ein maximales Element U von X ist in jedem Falle S YU eine Basis von
V . Hierfür reicht es natürlich zu zeigen, dass S Y U ein Erzeugendensystem ist. Sei also v P V
gegeben. Da E ein Erzeugendensystem ist gibt es eine Lineardarstellung

v �
¸
ePE

e � rpeq.

Aber für jedes e P EzpSYUq ist SYU Yteu nach Definition von U linear abhängig. Es gibt dann
also eine Darstellung

0 � e � qepeq �
¸

sPSYU
s � qepsq

in der nicht alle Koeffizienten verschwinden. Aber wäre qepeq � 0, so würde aus der linearen
Unabhängigkeit von S Y U schon qe � 0 folgen. Also muss qepeq � 0 gelten, und damit lässt sich
obigen Gleichung zu

e �
¸

sPSYU
s � �qepsq

qepeq
umstellen. Einsetzen liefert

v �
¸
ePE

e �rpeq �
¸

sPSYU
s �rpsq�

¸
ePEzpSYUq

e �rpeq �
¸

sPSYU
s �rpsq�

¸
ePEzpSYUq

¸
sPSYU

s � �qepsq � rpeq
qepeq

�
¸

sPSYU
s �
��rpsq � ¸

ePEzpSYUq

�qepsq � rpeq
qepeq

�P xS Y UyR,
was zu zeigen war.

Erklären wir zum Schluss noch, woher ein maximales Element im allgemeinen kommt: Hierfür
wenden wir das Zorn’sche Lemma auf X an, wofür wir nur prüfen müssen, dass jede Kette C � X
eine obere Schranke besitzt, also ein Element D P X mit B � D für alle B P C. Aber hierfür
können wir D � �C nehmen: Wir müssen nur D P X zeigen. Aber sicherlich gilt SXD � H, da
für ein v P SXD per Definition von D ein B P C existieren muss mit v P SXB, was aber unmöglich
ist. Und ähnlicherweise ist S Y D linear unabhängig. Hierfür reicht es zu prüfen, dass jede
endliche Teilmenge von T � SYD linear unabhängig ist (da in einer beliebigen Linearkombination
per Definition nur endlich viele Koeffizienten nicht verschwinden dürfen). Aber dann gilt schon
T � S Y B für ein B P C: Ist etwa T � tti, . . . , tku, so gibt es per Definition von D Mengen
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B1, . . . ,Bk P C mit ti P S YBi. Aber da C eine Kette ist, muss eines der Bi ein größtes Element
von tB1, . . . ,Bku sein, und damit gilt T � Bi wie gewünscht. □

5.11. Korollar Ist K ein (Schief-)Körper, so hat jeder K-Vektorraum eine Basis.

Proof. Man nehme S � H und E � V in obigem Satz. □

Wie versprochen, lassen sich mit Hilfe des Ergänzungssatzes lineare Abbildungen mit gegebe-
nen Eigenschaften konstruieren. Zum Beispiel:

5.12. Korollar Jeder Untervektorraum U � Kn eines K-Vektorraums V ist Lösungsmenge eines
homogenen Gleichungssystems, das heißt LpA, 0q � U für ein A P Matpn� dimKpUq,n,Kq.

Beweis. Sei B eine Basis von U . Nach dem Ergänzungssatz gibt es eine Teilmenge T �
te1, . . . , enu, sodass B Y T eine Basis von Kn bildet und B X T � H. Wähle weiter eine bijektive
Abbildung c : t1, . . . ,n� dimKpUqu Ñ T .

Sei dann gemäß 5.95.9 φ : Kn Ñ Kn�dimKpUq die eindeutige lineare Abbildung mit

φpcq �
#
0 b P B
ei b � cpiq .

Dann gilt sicherlich U � Kerpφq und da φ alle Einheitsvektoren von Kn�dimKpUq trifft, ist φ
surjektiv. Nach der Dimensionsformel gilt dann aber

dimKpKerpφqq � n� pn� dimKpUqq � dimKpUq
und damit nach 5.45.4 Kerpφq � U . Die Matrix A � Mpφq tut also das gewünschte. □

5.13. Korollar Ist V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, K ein (Schief-)Körper und sind
v,w P V Elemente mit v � 0 und w � 0, so gibt es eine bijektive lineare Abbildung φ : V Ñ W
mit φpvq � w.

Man sagt, dass endlichdimensionale Vektorräume weg von 0 homogen sind: Es gibt keinerlei
Eigenschaften, die sich nur in Termen der Vektorraumaxiome formulieren lassen, mit denen sich
Elemente v von V unterscheiden lassen, außer eben v � 0. Für Moduln über allgemeineren Ringen
ist das nicht wahr: Etwa ist “teilbar durch 2” eine solche Eigenschaft auf dem Z-Modul Z: Keine
bijektive lineare Selbstabbildung φ : ZÑ Z kann jemals 1 und 2 vertauschen (überhaupt kann nie
φp2q � 1 gelten).

Proof. Sei B eine Basis von V . Dann können wir tvu durch Elemente von B zu einer Basis
B1 ergänzen, und ebenso twu zu einer Basis B2. Diese haben beide ebensoviele Element wie B,
insbesondere gibt es eine Bijektion f : B1ztvu Ñ B2ztwu. Wir können dann φ als die jenige lineare
Abbildung wählen mit

φpbq �
#
w b � v

fpbq b P B1ztvu .

Zu prüfen ist nur noch, dass φ bijektiv ist, aber man prüft leicht, dass die eindeutige Abbildung
ψ : V Ñ V mit

ψpbq �
#
v b � w

f�1pbq b P B2ztwu
invers zu φ ist. □

6. Eine Anwendung auf endliche Körper

Als eine vielleicht etwas unerwartete Anwendung der Existenz von Basen haben wir:

6.1. Theorem Ist K ein endlicher Körper, so gibt es eine eindeutige Primzahl p und ein ein-
deutiges n P N mit n ¡ 0, derart dass |K| � pn.

Es gibt also keine endlichen Körper mit 6 oder 10 Elementen. Für den Beweis starten wir mit
zwei einfachen Beobachtungen:
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6.2. Beobachtung (1) Ist φ : R Ñ S ein Ringhomomorphismus und M ein S-Modul, so
definiert

M �R ÝÑM , pm, rq ÞÝÑ m � φprq
eine R-Modulstruktur auf M . Den so entstehenden R-Modul nennt man häufig φ�M .

(2) Ist R ein (Schief-)Körper und S � t0u, so ist φ automatisch injektiv: Aufgefasst als
Abbildung RÑ φ�S ist φ nämlich R-linear, und daher Kerpφq � R ein Untervektorraum.
Aber da dimRR � 1 (das Element 1 ist schließlich eine Basis von R über R), folgt
entweder dimRpKerpφqq � 0 oder dimRpKerpφqq � 1. Im ersten Fall ist φ nach 3.113.11
injektiv, im zweiten Fall erhalten wir aus 5.45.4, dass Kerpφq � R also φ � const0 und
damit 1 � φp1q � 0 in S, was S � t0u bedeutet.

Wir wollen dies anwenden auf einen Homomorphismus Z{pÑ K. Diesen erhalten wir aus:

6.3. Satz Ist K ein Integritätsbereich und der eindeutig bestimmte Ringhomomorphismus ψ : ZÑ
K nicht injektiv, so ist die Menge

tn P N | n ¡ 0^ ψpnq � 0u
nicht leer und ihr kleinstes Element p prim. Weiter faktorisiert ψ über einen eindeutigen Homo-
morphismus

φ : Z{pÑ K,

welcher injektiv ist.

Ist insbesondere K ein Körper, so nennt man das p aus diesem Satz die Charakteristik von K,
geschrieben charpKq � p. Ist ψ : ZÑ K andererseits injektiv, so erweitert ψ zu einem injektiven
Homomorphismus Q Ñ K (im wesentlichen nach Definition von Q). In diesem Falle setzt man
charpKq � 0.

Jeder Körper K einhält also einen der Körper Z{p oder Q, welche man deshalb die Primkörper
(prime fields) nennt, je nach Charakteristik.

Beweis. Fassen wir ψ als Z-lineare Abbildungn ZÑ ψ�K auf, folgt aus 3.113.11, dass Kerpψq �
t0u. Mit einem n P Z enthält Kerpψq dann aber auch �n, und damit sicherlich eine positive
natürliche Zahl, wie behauptet. Sei nun p die kleinste solche. Gilt dann p � k � l für 1   k, l   p,
so folgt

0 � φppq � φpk � lq � φpkq � φplq
und damit 0 � φpkq oder 0 � φplq, da R ein Integritätsbereich ist, im Widerspruch zur Wahl
von p. Also muss p prim sein. Zuletzt prüfen wir, dass die Komposition N Ñ Z Ñ K mit der
Äquivalenzrelation, die Z{p definiert, verträglich ist. Sind also m,n P N mit remppmq � remppnq,
etwa

m � q � p� b und n � r � p� b,
so folgt in der Tat

ψpmq � ψpq � p� bq � ψpqq � ψppq � ψpbq � ψpbq � ψprq � ψppq � ψpbq � ψpnq.
Wir erhalten also in der Tat eine eindeutig bestimmte Abbildung φ : Z{pÑ K mit φprmspq � ψpmq
für alle m P N. Dass sie ein Ringhomomorphismus ist, folgt direkt aus der Definition von Addition
und Multiplikation auf Z{p, und dass ψ injektiv ist, folgt aus obiger Beobachtung, da Z{p ja ein
Körper ist. □

Beweis von 6.16.1. Sicherlich kann der Homomorphismus ZÑ K nicht injektiv sein, wenn K
endlich ist, also gibt es nach 6.36.3 einen Ringhomomorphismus φ : Z{p Ñ K, wo p die Charak-
teristik von K ist. Benutzen wir ihn um K als Z{p-Vektorraum φ�K aufzufassen, so ist φ�K
sicherlich endlich erzeugt (etwa von K selbst), hat also nach 4.94.9 eine endliche Basis, sagen wir
dimZ{ppφ�Kq � n. Dann gibt es aber eine Z{p-lineare Bijektion

pZ{pqn ÝÑ φ�K

und die linke Seite hat pn Elemente, also φ�K � K ebenfalls. □
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Der Beweis liefert noch etwas mehr Information, als nur die Anzahl der Elemente von K: Wir
sehen beispielsweise auch, dass die der Addition in K unterliegende abelsche Gruppe isomorph zu
Z{pn sein muss. Über die Multiplikation in K liefert obiger Beweis allerdings keine Information,
ebensowenig darüber, ob es zu gegeben p und n wirklichen einen (und wenn ja wie viele) Körper
mit pn Elementen gibt.

7. Basiswechsel

Schlussendlich wollen wir noch sehen, dass Basen auch in abstrakten Vektorräumen benutzt
werden können um lineare Abbildungen zu verstehen:

7.1. Definition IstM ein Modul über einem RingR vor, so nennen wir eine Abbildung b : t1, . . . ,nu Ñ
V eine nummerierte Basis von M , falls b injektiv ist und Impbq eine Basis von M .

Ist nun N ein weiterer R-Modul so können wir zu einer R-linearen Abbildung φ : M Ñ N die
Komposition

Rn
LbÝÑM

φÝÑ N
L�1

b1ÝÝÑ Rk

betrachten, die auf eindeutige Weise von einer Matrix in Matpk,n,Rq beschrieben wird.

7.2. Korollar Haben M und N nummerierte Basen b und b1 der Länge n und k wie oben, so ist

LinRpM ,Nq ÝÑ Matpk,n,Rq, φ ÞÝÑ MpL�1
b1 � φ � Lbq

eine R-lineare Bijektion. Insbesondere bilden für 1 ¤ i ¤ k und 1 ¤ j ¤ n die eindeutigen
R-linearen Abbildungen φi,j : M Ñ N mit

φi,jpbaq �
#
0 a � j

b1i a � j

eine Basis von LinRpM ,Nq
7.3. Definition Die Matrix MpL�1

b1 � φ � Lbq heißt die Darstellungsmatrix (representing matrix)
von φ bezüglich der nummerierten Basen b und b1. Wir bezeichnen sie mit mit Mpφ, b, b1q.

Per Konstruktion ist Mpφ, b, b1qi,j der i-te Koeffizient in einer linearen Darstellung von φpbjq
in Termen der Basis b1. Mit anderen Worten, die Matrix Mpφ, b, b1q ist durch die Gleichungen

φpbjq �
ķ

i�1

b1i �Mpφ, b, b1qi,j

eindeutig bestimmt.

Beweis. Aus vorigem Lemma entnehmen wir, dass die Restriktionsabbildung

LinRpM ,Nq ��bÝÝÑ Fpt1, . . . ,nu,Nq
bijektiv ist. Aber mit Lb1 ist auch

Fpt1, . . . ,nu,Nq L�1

b1ÝÝÑ Fpt1, . . . ,nu,Rkq
bijektiv und eine Aufgabe vom dritten Übungszettel liefert eine Bijektion

Fpt1, . . . ,nu,Rkq � Fpt1, . . . ,nu, Fpt1, . . . , ku,Rqq ÝÑ Fpt1, . . . , ku�t1, . . . ,nu,Rq � Matpk,n,Rq.
Man prüft nun leicht, dass die Komposition dieser drei R-linearen Abbildungen genau die Abbil-
dung aus dem Korollar ist. Für die letzte Aussage reicht es zu beobachten, dass die Abbildun-
gen φi,j und dem Isomorphismus zu Matpk,n,Rq genau denjenigen Matrizen entsprechen, deren
Einträge alle 0 sind, außer dem an Stelle pi, jq, wo eine 1 steht. Diese bilden offenbar eine Basis
von Matpn, k,Rq. □
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7.4. Korollar Es gilt

dimKpLinKpV ,W qq � dimKpV q � dimKpW q
für endlich dimensionale Vektorräume V und W über einem (Schief-)Körper K.

7.5. Beobachtung Darstellende Matrizen sind in folgendem Sinne mit Komposition kompatibel:
Ist b2 : t1, . . . , lu Ñ P eine nummierte Basis und ψ : N Ñ P eine weitere lineare Abbildung, so gilt

Mpψ � φ, b, b2q � Mpψ, b1, b2q �Mpφ, b, b1q,
da

pψ � φqpbjq � ψpφpbjqq � ψ

�
ķ

i�1

b1i �Mpφ, b, b1qi,j
�
�

ķ

i�1

ψpb1iq �Mpφ, b, b1qi,j

�
ķ

i�1

ļ

a�1

b2a �Mpψ, b1, b2qa,i �Mpφ, b, b1qi,j �
ļ

a�1

b2a � pMpψ, b1, b2q �Mpφ, b, b1qqa,j

7.6. Beispiel Hier einige tautologische Beispiele:

(1) Es gilt Mpφ, e, eq � Mpφq für M � Rn und N � Rk und die Standardbasis auf beiden
Seiten, was die ähnliche Notation rechtfertigt.

(2) Es gilt Mpid, b, bq � In für jede nummerierte Basis b. Insbesondere folgt Mpid, b, b̄q �
Mpid, b̄, bq�1 für je zwei nummierte Basen des gleichen Moduls.

(3) Direkt nach Definition ist die i-te Spalte von Mpid, b, eq ist immer genau bi; mit an-
deren Worten, die Basiswechselmatrix Mpid, e, bq entsteht durch nebeneinanderfügen der
Vektoren bi und invertieren der enstandenen Matrix.

(4) Ist φ bijektiv, so ist mit b auch φ�b eine nummerierte Basis und es gilt Matpφ, b,φ�bq � In.

7.7. Definition Die Matrix Mpid, b, b̄q P Matpn,n,Rq heißt die Basiswechselmatrix (base change
matrix) von b zu b1 für zwei nummerierte Basen der Länge n eines R-Moduls M .

Insbesondere sind Basiswechselmatrizen immer invertierbar, und erfüllen

bj �
ņ

i�1

b1i �Mpid, b, b̄qi,j ,

sie bestehen also genau aus den Koeffizienten um b als Linearkombinationen von b1 darzustellen.
Sind nun b und b̄ nummerierte Basen von M und b1 und b̄1 nummierte Basen von N , so haben

wir

Mpφ, b̄, b̄1q � MpidN , b1, b̄1q �Mpφ, b, b1q �MpidM , b̄, bq
und die äußeren beiden Matrizen sind invertierbar.

Dies erlaubt es uns den Eliminationsalgorithmus noch einmal umzuinterpretieren. Für das
beste Ergebnis, führen wir noch ein:

7.8. Definition Eine Matrix Z P Matpk,n,Rq in strikter Zeilenstufenform heißt reduziert , falls
für die Zeugenfunktion r : t1, . . . , lu Ñ t1, . . . ,nu und jedes 1 ¤ i ¤ l gilt, dass Zi,rpiq � 1 gilt
(und nicht nur, dass Zi,rpiq eine Einheit ist). Wir nennen die Spalte von Z an Position rpiq, die
ite Pivotspalte von Z.

Um eine Matrix A in strikter Zeilenstufenform in reduzierte Zeilenstufenform zu überführen
reichen offenbar genau Zeilenoperationen vom Typ II aus, die bisher noch kaum eine Rolle gespielt
hatten. Insbesondere gibt es zu jedem A P Matpk,n,Kq wieder eine invertierbare Matrix B P
Matpk, k,Kq, so dass B �A reduzierte Zeilenstufenform hat.

7.9. Korollar Sind V und W endlichdimensionale Vektorräume über einem (Schief-)Körper K,
φ : V Ñ W K-linear, so gibt es zu jeder nummierten Basis b von V eine nummerierte Basis b1

von W , sodass Mpφ, b, b1q reduzierte Zeilenstufenform hat.
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Diese Form erklärt das Prozedere wohl am besten: Anstatt in der Standardbasis zu rechnen,
lohnt es sich meist zuerst eine Basis zu wählen in der das gegebene Problem (in unserem Fall
das lineare Gleichungssystem) möglichst leicht erscheint. Das leistet der Eliminationsalgorithmus
genau.

Beweis. Wählen wir uns irgendeine Basis b̄1 vonW , so finden wir wie gerade besprochen eine
invertierbare Matrix B P Matpn,n,Kq, sodass B �Mpφ, b, b̄1q reduzierte Zeilenstufenform hat, wo
n � dimKpW q. Nun betrachte

Kn LpBq�1

ÝÝÝÝÝÑ Kn Lb̄1ÝÝÑW

und nehme als b1 das Urbild der Standardbasis auf der linken Seite. Dann gilt

Mpφ, b, b1q � MpidW , b̄1, b1q �Mpφ, b, b̄1q
und MpidW , b̄1, b1q � B, da nach Definition

MpidW , b̄1, b1q � MpKn Lb̄1ÝÝÑW
L�1

b1ÝÝÑ Knq
aber per Konstruktion gilt ja Lb1 � Lb̄1 �LpBq�1, sodass sich dies zu MpLpBqq � B vereinfacht. □

Stärker finden wir sogar:

7.10. Theorem (Eindeutigkeit reduzierter Zeilenstufenformen) Sind V und W endlichdimension-
ale Moduln über einem Ring K, φ : V Ñ W K-linear, b eine nummierte Basis von V und b1, b̄1

nummerierte Basen von W , so dass Mpφ, b, b1q und Mpφ, b, b̄1q reduzierte Zeilenstufenform haben.
Dann gilt schon

Mpφ, b, b1q � Mpφ, b, b̄1q
und b1i � b̄1i für alle 1 ¤ i ¤ rkpφq.

Die übrigen dimKpW q � rkpφq Einträge der Basis b1 können aber offenbar beliebig verändert
werden, ohne dass sich Mpφ, b, b1q ändert, sind also keinesfalls eindeutig bestimmt.

Beweis. Zunächst wissen wir aus 7.57.5, dass

Mpφ, b, b̄1q � MpidW , b1, b̄1q �Mpφ, b, b̄1q.
Damit übersetzt sich die Behauptung genau dazu zu zeigen, dass die ersten l Spalten von MpidW , b1, b̄1q
die ersten l Einheitsvektoren sind.

Sei nun allgemein B P Matpk, k,Kq invertierbar und A P Matpk,n,Kq derart, dass Z � B �A
reduzierte Zeilenstufenform hat mit Zeugenfunktion r : t1, . . . , lu Ñ t1, . . . ,nu.

Dann hatten wir in 4.54.5 beobachtet, dass für A1 P Matpn, k1,Kq und für x P Kn die Gleichung
A1 � x � 0 genau bedeutet, dass

°n
i�1A

1
i � xi � 0 gilt, wo A1i die ite Spalte von A bezeichnet, also

LpA1, 0q genau aus den Koffizienten aller Linearkombinationen der Spalten von A1 zu 0 besteht.
Aber es gilt

tx P Kk | A1 � x � 0u � tx P Kk | B �A1 � x � 0u.
Wenden wir dies auf Matrizen an, die aus A durch Streichen irgendwelcher Spalten entstehen, so
sehen wir, dass eine Ansammlung von Spalten von A genau dann linear unabhängig ist, wenn die
gleichen Spalten in Z es sind.

Wegen Zrpiq � ei sind etwa die Zrp1q, . . . ,Zrplq linear unabhängig und demzufolge auch die
Spalten Arp1q, . . . ,Arpiq. Andererseits ist für p   rpj � 1q die Spalte Zp offenbar linear abhängig
von den Spalten Zrp1q, . . . ,Zrpiq, nämlich gilt

Zp � e1 � Z1,p � � � � � ei � Zi,p � Zrp1q � Z1,p � � � � � Zrpiq � Zi,p.
Demzufolge ist auch die Spalte Ap von den Spalten Arp1q, . . . ,Arpiq linear abhängig und es gilt

Ap � Arp1q � Z1,p � � � � �Arpiq � Zi,p.
Aber dies sagt zunächst, dass die Pivotspalten von B � A sich direkt aus A ablesen lassen: rp0q
ist der kleinstmögliche Index einer nicht verschwindenden Spalte von A, und rpi � 1q ist der
kleinste Index einer Spalte, die von Arp1q, . . . ,Arpiq linear unabhängig ist. Und da die Spalten
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Arp1q, . . . ,Arpiq linear unabhängig sind bestimmt die letzte Gleichung die Koeffzienten Zj,p und
damit die ganze Spalte Zp eindeutig.

Insbesondere gibt es nur eine reduzierte Zeilenstufenform, in die sich A durch Multiplikation
von links mit einer invertierbaren Matrix überführen lässt.

Ist also A selbst schon in reduzierter Zeilenstufenform (wie in der Situation des Theorems),
so folgt A � Z. Damit rechnen wir

pB �Aqi,rpjq � pB � Zqi,rpjq �
ņ

k�1

Bi,k � Zk,rpjq � Bi,j

und

pB �Aqi,rpjq � Zi,rpjq �
#
1 i � j

0 i � j

für j ¤ l, was genau besagt, dass die ersten l Spalten von B die ersten l Einheitsvektoren sind. □

So eine Basis zu finden ist also nicht schwer: Ist etwa A P Matpk,n,Kq gegeben, so suchen
wir eine nummerierte Basis b1 von Kk, derart dass MpLpAq, e, b1q reduzierte Zeilenstufenform hat.

Haben wir eine invertierbare Matrix B P Matpn,n,Kq (etwa mittels Eliminationsalgorithmus)
gefunden, derart dass B �A reduzierte Zeilenstufenform hat, so folgt aus obigem Beweis, dass die
Spalten von B�1 gerade eine solche Basis liefern.

7.11. Bemerkung Im Falle, dass rkpAq � k braucht man B�1 auch gar nicht mehr zu invertieren:
In diesem Fall ist die ite Spalte von B�1 einfach durch die rpiqte Spalte von A gegeben, wo
r : t1, . . . , ku Ñ t1, . . . ,nu bezeugt, dass B � A reduzierte Zeilenstufenform hat. Dies sieht man
sofort, wenn man beachtet, dass der Eliminationsalgorithmus schematisch die Form�

A Ik
�
ù

�
B �A B

�
hat: Streicht man alle Spalten auf der linken Seite des Trennungsstrichs, die nicht Pivotspalten
von B � A sind, so erhält man aus A eine k � k-Matrix, nennen wir sie A1 und aus B � A wird Ik,
sodass wirklich B �A1 � Ik wie gewünscht.

Ist insbesondere A invertierbar, so bilden einfach die Spalten von A die gewünschte Basis.
Gilt andererseits l � rkpAq   k, so sind immer noch die ersten l Spalten von der gesuchten

Basis als diejenigen Spalten von A bestimmt, die in B � A zu Pivotspalten werden bestimmt und
können dann auf beliebige Art zu einer Basis ergänzen (etwa durch Invertieren von B).

7.12. Beispiel Hier ein konkretes Beispiel: Sei

A �
�� 2 3 1 1

4 2 0 0
1 2 1 1

�P Matp3, 4,Qq

Dann wenden wir den Eliminationsalgorithmus an:�� 2 3 1 1 1 0 0
4 2 0 0 0 1 0
1 2 1 1 0 0 1

�IØIIIù

�� 1 2 1 1 0 0 1
4 2 0 0 0 1 0
2 3 1 1 1 0 0

�
II�4I
III�2I
ù

�� 1 2 1 1 0 0 1
0 �6 �4 �4 0 1 �4
0 �1 �1 �1 1 0 2

�IIØIIIù

�� 1 2 1 1 0 0 1
0 �1 �1 �1 1 0 2
0 �6 �4 �4 0 1 �4

�
�II

III�6II
ù

�� 1 2 1 1 0 0 1
0 1 1 1 �1 0 �2
0 0 2 2 �6 1 8

�1{2III
I�2II
ù

�� 1 0 �1 �1 2 0 3
0 1 1 1 �1 0 �2
0 0 1 1 �3 1{2 4

�
I�IIII
II�III
ù

�� 1 0 0 0 �1 1{2 1
0 1 0 0 2 �1{2 �2
0 0 1 1 �3 1{2 4

�.
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und können ablesen, dass
p2, 4, 1q, p3, 2, 2q, p1, 0, 1q P Q3

in dieser Reihefolge eine nummerierte Basis b1 ist für die

MpLA, e, b1q �
�� 1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 1

�
und wir uns das Mitschleifen der rechten Seite hätten sparen können. An der rechten Seite können
wir ablesen, dass

Mpid, e, b1q �
���1 1{2 1

2 �1{2 �2
�3 1{2 4

�
gilt; und natürlich gilt

Mpid, b1, eq �
��2 3 1
4 2 0
1 2 1

�
Wir beenden, das Kapitel mit der Beobachtung, dass man natürlich anstatt in der Quelle eine

Basis ebenso im Ziel fixieren kann. Dual zu 7.97.9 und 7.107.10 hat man dann:

7.13. Satz Sind V und W endlichdimensionale Vektorräume über einem (Schief-)Körper K,
φ : V Ñ W K-linear, so gibt es zu jeder nummierten Basis b1 von W eine nummerierte Basis
b von V , sodass Mpφ, b, b1q reduzierte Spaltenstufenform hat, und ist b̄ eine zweite nummerierte
Basis von V mit dieser Eigenschaft so gilt Mpφ, b, b1q � Mpφ, b̄, b1q

Berechnen kann man solche Basen und auch die Spaltenstufenform, durch elementare Spal-
tenumformung, also Rechtsmultiplikation mit invertierbaren Matrizen, vollständig analog zu un-
seren Überlegungen.

Zuletzt, kann man noch beide Basen variieren:

7.14. Theorem (Rangsatz) Sind V undW endlichdimensionale Vektorräume über einem (Schief-
)Körper K, φ : V Ñ W K-linear, so gibt es nummierte Basen b von V und b1 von W , derart,
dass

Mpφ, b, b1q �

����������

1 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
0 . . . 1 0 . . . 0
0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
0 . . . 0 0 . . . 0

���������
P MatpdimKpW q, dimKpV q,Kq

eine Diagonalmatrix ist, wobei die Anzahl Einsen genau der Rang von φ ist.

Mit anderen Worten, die einzige unter Basiswechsel invariante Eigenschaft einer linearen Ab-
bildung ist ihr Rang. Anders gesagt: Für je zwei Matrizen A,A1 P Matpk,n,Kq mit gleichem
Rang gibt es invertierbare Matrizen B P Matpk, k,Kq und C P Matpn,n,Kq mit A � B �A1 � C.

Beweis. Nach 7.97.9 gibt es Basen b̄ und b1, derart dass Mpφ, b̄, b1q reduzierte Zeilenstufenform
hat. Aber offenbar kann eine solche Matrix durch elementare Spaltenoperationen in die Gestalt
des Rangssatzes überführt werden. Mit anderen Worten, es existiert eine invertierbare Matrix
C P MatpdimKpV q, dimKpV q,Kq derart, dass Mpφ, b, b̄1q � C die gewünschte Form hat.

Aber dann können wir C wie in 7.97.9 benutzen um die Basis b̄ derart zu einer Basis b zu
verändern, dass

Mpφ, b̄, b1q � C � Mpφ, b, b1q,
nämlich sei b das Bild der Einheitsbasis unter

KdimKpW q LpCqÝÝÝÑ KdimKpW q Lb̄ÝÑW .

□
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Es gibt hiernach noch einen letzten Fall: Ist φ : V Ñ V K-linear, so kann man sich fragen,
was die einfachste Form einer Dartstellungsmatrix für φ, wobei wir in Ziel und Quelle die gleiche
Basis verwenden. Das ist natürlich von enormen Interesse, wenn φ etwa eine Iteration eines
Prozesses beschreibt, etwa falls V � Qn, die Populationen von n Proben modelliert, und φpvq, die
zu erwartenden Populationen nach einem gewissen Zeitraum bei Startpopulation v kodiert. Dann
interessiert man sich etwa für φ�npvq, die zu erwartenden Populationen nach n Zeitschritten.
Verwendet man in V zweimal die gleiche nummerierte Basis b, so gilt

Mpφ�n, b, bq � Mpφ, b, bq�n,
aber ähnliches gilt nicht, für zwei verschiedene Basen.

Das Ergebnis in diesem Fall ist allerdings um einiges komplizierter und involviert insbesondere
Eigenschaften des Grundkörpers K; es ist wohl etwas überraschend, dass der Rangsatz so uniform
für jeden Körper K gilt. Jedenfalls, wird diese Problemstellung uns im zweiten Semester intensiv
beschäftigen.

Und nochmal zwei*

Erstes Ziel dieses Kapitels ist es zunächst folgenden Satz zu beweisen:

7.15. Theorem Ist R ein Ring, M ein R-Modul und B � M eine unendliche Basis. Dann gibt
es zu jeder weiteren Basis B1 von M eine Bijektion B Ñ B1.

Mit anderen Worten: Die Mächtigkeit einer unendlichen Basis ist wohlbestimmt. Für R
ein Schiefkörper haben wir das Analog für endliche Basen in 4.114.11 oben bewiesen, und für R
kommutativ werden wir es weiter unten in 3.63.6 beweisen. Für beliebige Ringe ist die Aussage, dass
je zwei endliche Basen gleich viele Elemente besitzen allerdings überraschenderweise falsch, wie
wir in den Übungen sehen werden. Die Situation für unendliche Basen ist also in gewisser Hinsicht
leichter als im Falle endlicher Basen.

Beweis. Seien B und B1 zunächst eine beliebige (möglicherweise endliche) Basen von M .
Betrachte, dann die Abbildung

g : B ÝÑ PpB1q, b ÞÝÑ tb� P B1 | fbpb1q � 0u
wo fm : B1 Ñ R für einm PM die eindeutige Funktion mit fpb1q � 0 für fast alle b1 P B1 bezeichnet
mit

m �
¸
b1PB1

b1 � fmpb1q.

Per Definition ist dann gpbq für jedes b P B endlich. Wir behaupten nun, dass YImpgq � B1 gilt.
Dafür beobachten wir, dass für jedes b P B

b P xgpbqyM � x
¤

ImpgqyM .

Damit enthält x� ImpgqyM ein Erzeugendensystem von M also muss x� ImpgqyM � M gelten,
und

�
Impgq ist ein Erzeugendensystem, aber als Teilmenge von B1 auch linear unabhängig, also

eine Basis. Aber nach 4.74.7 sind Basen maximal linear unabhängig, also kann nicht
�

Impgq � B1

gelten.
Aus

�
Impgq � B1 leiten wir nun den Satz ab:

Ist B endlich, so haben wir B1 also als endliche Vereinigung endlicher Mengen geschrieben,
und damit ist auch B1 endlich. Dies zeigt, dass jede Basis eines Moduls M endlich ist, falls auch
nur eine dies ist. Und im Umkehrschluss, dass jede Basis unendlich ist, falls auch nur eine es ist.

Sei nun B unendlich, wie im Theorem angenommen. Dann schließen wir aus der Variante 5.85.8
des Satzes von Hessenberg, dass B1 ¤ B und aus der vorigen Überlegung, dass B1 unendlich ist.
Aber dann können wir in obigem Argument die Rollen von B und B1 vertauschen und erhalten
auch B ¤ B, und damit nach dem Satz von Schröder und Bernstein die Behauptung. □

Als eine zweite Anwendung der Technologie unendlicher Basen zeigen wir folgende, hoffentlich
extrem überraschende Aussage, für die wir die Grundeigenschaften der reellen Zahlen aus der
Analysis einmal benutzen wollen:
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7.16. Satz Als Q-Vektorräume, und insbesondere als abelsche Gruppen gilt

Rn � R

für alle n ¥ 1.

Sicherlich ist dies nicht als R-Vektorraum wahr: Wir haben schließlich dimRpRnq � n. Aber
da R nach dem zweiten Cantor’schen Diagonalsatz überabzählbar ist, muss dimQpRnq � 8 für
jedes n ¥ 1 gelten, sodass die rationale Dimension kein Hindernis ist.

Proof. Offenbar reicht es R2 � R zu beweisen, für höheren n folgt die Behauptung dann per
Induktion. Nach 5.115.11 gibt es eine Basis I von R als Q-Vektorraum, und wie in der Vorbemerkung
etabliert muss nach dem zweiten Cantor’schen Diagonalsatz I unendlich (ja sogar überabzählbar)
sein. Aber es ist dann J � I �t0uYt0u� I eine Basis von R2, wie man leicht prüft und 5.75.7 liefert
dann unmittelbar eine Bijektion g : J Ñ I. Aber dann haben wir

R
L�1
IÝÝÑ FfspI,Qq ��gÝÝÑ FfspJ ,Qq LJÝÝÑ R2,

bestehend aus drei Isomorphismen gemäß 4.104.10. □

Eine Q-Basis von R bezeichnet man übrigends als eine Hamelbasis nach dem deutschen Math-
ematiker Georg Hamel (1877 - 1954), der ihre Existenz 1905 bewies. Diese stützt sich hochgradig
auf das extrem inexplizite Zorn’sche Lemma, das wir in 5.115.11 entscheidend verwendet haben. Mit
anderen Worten: Obwohl wir ihre Existenz nachweisen können, hat noch nie hat jemand eine
Hamelbasis, oder einen Isomorphismus wie in obigem Satz wirklich gesehen.





KAPITEL 4

Determinanten

1. Alternierende Multilinearformen

Ziel dieses Kapitels ist es invertierbare Matrizen besser zu verstehen. Insbesondere würden
wir gerne eine Methode besitzen um zu entscheiden, ob eine gegebene Matrix A P Matpn,n,Rq
invertierbar ist, ohne ihr Inverses wirklich ausrechnen zu müssen. In diesem Falle wissen wir ja
etwa, dass es für jede b P Rn genau ein x P Rn gibt mit A �x � b, also alle zu A gehörigen linearen
Gleichungssysteme eindeutig lösbar sind.

Hierfür gibt es im Falle K � Q oder K � R eine einfache Methode in kleinen Dimensionen:
Ist

A �
�
a b
c d



P Matp2, 2,Qq

so wissen wir aus 5.65.6, dass A invertierbar ist genau dann, wenn die Spalten pa, cq und pb, dq von A
linear unabhängig sind, also nicht in einem 1-dimensionalen Unterraum von Q2 enthalten sind. Die
Idee ist nun, dass sich dies überprüfen lässt, indem man den Flächeninhalt des Parallelogramms mit
Ecken p0, 0q, pa, cq, pb, dq, pa�b, c�dq berechnet: Dieser ist 0 nur dann, wenn das Parallelogramm zu
einer Linie degeneriert. Setzen wir einmal voraus, dass a, b, c, d ¥ 0 gilt und c{a ¥ b{d gilt, sodass
die Linie von p0, 0q zu pa, cq oberhalb der von p0, 0q zu pb, dq verläuft. Um den Flächeninhalt des
Parallelogramms zu berechnen, betrachten wir nun das Rechteck mit Ecken p0, 0q, pa� b, 0q, p0, c�
dq, pa � b, c � dq, dessen Flächeninhalt natürlich pa � bq � pc � dq ist. Wir unterteilen es nun in
das gesuchte Parallelogramm, die beiden Rechtecke mit Ecken p0, cq, pa, cq, p0, c� dq, pa, c� dq und
pb, 0q, pa� b, 0q, pb, dq, pa� b, dq und die vier rechtwinkligen Dreiecke mit Ecken

p0, 0q, p0, cq, pa, cq pa, cq, pa, c� dq, pa� b, c� dq p0, 0q, pb, 0q, pb, dq pb, dq, pa� b, dq, pa� b, c� dq
und erhalten

pa� bq � pc� dq � p� a � d� a � d� a � c
2
� b � d

2
� b � d

2
� a � c

2
wo p der gesuchte Flächeninhalt ist (ein Bild hilft ungemein bei der Visualisierung). Umstellen
liefert

p � a � d� b � c
und geht man durch die anderen möglichen Fälle, so erhält man insgesamt, dass der Flächeninhalt
des aufgespannten Parallelogramms immer |a � d� b � c| ist. Wir können also hoffen, dass die Zahl
a � d� b � c etwas über die Invertierbarkeit von A weiß. Und tatsächlich haben wir:

1.1. Beobachtung Ist R ein kommutativer Ring, so ist

A �
�
a b
c d



P Matp2, 2,Rq

genau dann invertierbar, wenn a � d� b � c eine Einheit in R ist.

Der Beweis ist eine Übungsaufgabe. Für

A �
��a b c
d e f
g i h

�P Matp3, 3,Qq

kann man sich mit mehr Aufwand überlegen, dass das Volumen des Parallelepipeden mit Ecken

p0, 0, 0q, pa, d, gq, pb, e, iq, pc, f ,hq, pa� b, d� e, g � iq,
101



102 4. DETERMINANTEN

pa� c, d� f , g � hq, pb� c, e� f , i� hq, pa� b� c, d� e� f , g � i� hq
durch

|a � e � h� b � f � g � c � d � i� c � e � g � b � d � h� a � f � i|
gegeben ist, und sich fragen, ob die Formel in den Betragstrichen ähnliches liefert. Wir werden
dies als Teil der allgemeinen Theorie beweisen. Die Suche nach analogen Formeln für höhere
Dimensionen ist natürlich etwas komplizierter. Erstmal formalisieren wir unserern Wunsch:

1.2. Definition Sei R ein kommutativer Ring und M und N R-Moduln. Dann heißt eine Ab-
bildung d : Mk Ñ N eine k-fach R-multilineare Abbildung , falls für jedes pm1, . . . ,mkq PMk und
1 ¤ i ¤ k die Abbildung

M ÝÑ N , m ÞÝÑ dpm1, . . . ,mi�1,m,mi�1, . . . ,mkq
R-linear ist, also

(1) für alle λ P R und m PMgilt

dpm1, . . . ,mi�1,m � λ,mi�1, . . . ,mkq � dpm1, . . . ,mi�1,m,mi�1, . . . ,mkq � λ,
und

(2) für alle m,m1 PM gilt

dpm1, . . . ,mi�1,m�m1,mi�1, . . . ,mkq
� dpm1, . . . ,mi�1,m,mi�1, . . . ,mkq � dpm1, . . . ,mi�1,m

1,mi�1, . . . ,mkq.
Eine solche Abbildung heißt alternierend , falls

dpm1, . . . ,mkq � 0

sobald mi � mj für irgendwelche i � j.
Wir bezeichnen

MultkRpM ,Nq ..� td : Mk Ñ N | d ist k-fach multilinearu
und

AltkRpM ,Nq ..� td P MultkRpM ,Nq | d ist alternierendu

Natürlich ist sind Summe zweier (alternierender) mulitlinearer Abbildungen wieder (alternierend)
multilinear und gleiches gilt für Vielfache, sodass

AltkRpM ,Nq � MultKR pM ,Nq � FpMk,Nq
R-Untermoduln sind. Im Fall k � 1 gilt natürlich

AltkRpM ,Nq � MultkRpM ,Nq � LinRpM ,Nq.
Erstes Ziel dieses Kapitels ist es folgendes Theorem zu beweisen:

1.3. Theorem Ist R ein kommutativer Ring, M und N R-Moduln, und b : t1, . . . , ku Ñ M eine
nummerierte Basis von M . Dann gibt es zu jedem n P N genau eine k-fach multilineare al-
ternierende Abbildung d P AltkRpM ,Nq mit dpb1, . . . , bkq � n, mit anderen Worten, die Abbildung

AltkRpM ,Nq ÝÑ N , d ÞÝÑ dpb1, . . . , bkq
ist bijektiv.

Dies erlaubt uns:

1.4. Definition Ist dann d P AltkpRk,Rq die eindeutig bestimmte Abbildung mit dpe1, . . . , ekq �
1, so setzen wir für eine Matrix A P Matpk, k,Rq mit Spalten Ai

detpAq ..� dpA1, . . . ,Akq,
die Determinante (determinant) von A.

1.5. Beispiel (1) Für k � 1, ist die Abbildung id: R Ñ R das gesuchte d und folglich gilt
für
�
a
� P Matp1, 1,Rq einfach det

�
a
� � a.
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(2) Für k � 2, erfüllt die Abbildung

R2 �R2 ÝÑ R,

�
a b
c d



ÞÝÑ a � d� b � c

genau die defininierenden Eigenschaften vom benötigten d, sodass

det

�
a b
c d



� a � d� b � c

wie gewünscht gilt.
(3) Für k � 3, erfüllt die Abbildung

R3 �R3 �R3 Ñ R,��a b c
d e f
g h i

� ÞÝÑ a � e � i� b � f � g � c � d � h� c � e � g � b � d � i� a � f � h

die definierenden Eigenschaften von d, wie man leicht nachprüft, sodass in der Tat

det

��a b c
d e f
g h i

�� a � e � i� b � f � g � c � d � h� c � e � g � b � d � i� a � f � h

In diesen Beispielen besteht det immer aus eine Summe über alle Arten aus einer k�k-Matrix
genau k viele Element zu entnehmen, derart dass in jeder Spalte und Zeile ein solches Element
ist, und sie dann nach Einfügen eines Vorzeichens zusammen zu multiplizieren, also etwa

detpAq �
¸
σ

p�1q?A1,σp1q � � � � �Ak,σpkq,

wo die Summe alle bijektiven Abbildungen σ : t1, . . . , ku Ñ t1, . . . , ku durchläuft. Für den Beweis
von Theorem 1.31.3 müssen wir also noch die Vorzeichen verstehen. Das ist der Inhalt der nächsten
Sektion.

2. Permutationen

2.1. Definition Eine Permutation (permutation) auf einer Menge M ist einfach eine bijektive
Abbildung M ÑM . Wir bezeichnen die Menge aller solcher mit ΣM und kürzen Σt1,...,nu zu Σn,
der Permutationsgruppe (symmetric group) von n Elementen, ab.

In der Tat bildet ΣM für jedeM unter Komposition eine Gruppe mit neutralem Element idM .

2.2. Beispiel (1) Ist a : t1, . . . , ku Ñ t1, . . . ,nu injektiv, so ist

t1, . . . ,nu ÝÑ t1, . . . ,nu, i ÞÝÑ

$'&'%
i i R Impaq
al�1 i � aplq, l   k

a1 i � ak

eine sogenannte zyklische Permutation (cyclic permutation) der Länge k. Man notiert
sie oft als pa1, . . . , akq, obwohl das natürlich auch das Element a P t1, . . . ,nuk bezeichnen
könnte und es der Notation nach nicht klar ist, in genau welcher Σn wir den Zykel
auffassen wollen. Beobachte auch noch, dass

pa1, . . . , akq � pak, a1, . . . , ak�1q
gilt. Man fixiert, deshalb oft noch, dass a1 das kleinste der Elemente ai sein solle,
aber das sollte man nicht zu ernsthaft durchzuhalten versuchen. Ein konkretes Beispiel
ist dann also p1, 4, 3, 12q � p12, 1, 4, 3q � p3, 12, 1, 4q � p4, 3, 12, 1q P Σ14, welches die
Elemente 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 13, 14 fixiert.

(2) Es gilt immer pa1, . . . , akq�1 � pak, . . . , a1q.
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(3) Eine zyklische Permutation der Länge 2 heißt eine Transposition (transposition). Sie
vertauscht einfach nur zwei Elemente. Insbesondere ist τ�2 � id für jede Transposition
τ .

(4) Es gelten
Σ1 � tidu

Σ2 � tid, p1, 2qu
Σ3 � tid, p1, 2q, p1, 3q, p2, 3q, p1, 2, 3q, p1, 3, 2qu

und Σ4 enthält mit p1, 2q � p3, 4q eine erste Permutation die nicht zyklisch ist.
(5) Das Produkt p1, 3q � p3, 4, 5q � p4, 5q P Σ5 ist durch

1 ÞÑ 1 ÞÑ 1 ÞÑ 3

2 ÞÑ 2 ÞÑ 2 ÞÑ 2

3 ÞÑ 3 ÞÑ 4 ÞÑ 4

4 ÞÑ 5 ÞÑ 3 ÞÑ 1

5 ÞÑ 4 ÞÑ 5 ÞÑ 5

gegeben, und stimmt daher mit p1, 3, 4q überein.

2.3. Satz Für n ¥ 1 ist jede Permutation in Σn ein Produkt von höchstens n�1 Transpositionen.

Beweis. Wir beweisen das per Induktion. Für n � 1 ist die Aussage trivial. Stimmt die
Aussagen für n, und wir geben uns σ P Σn�1 vor, so sei τ � pn� 1,σpn� 1qq, eine Transposition.
Es gilt dann pτ �σqpn�1q � n�1, sodass sich τ �σ zu einer sicherlich immer noch injektiven, also
bijektiven, Abbildung t1, . . . ,nu Ñ t1, . . . ,nu ein. Es gilt also τ � σ � τ1 � � � � � τk für irgendwelche
Transpositionen τ1, . . . , τk mit k ¤ n� 1. Aber dann gilt

σ � τ � τ � σ � τ � τ1 � � � � � τk,
ein Produkt von k � 1 ¤ n� 1� 1 � n Permutationen wie gewünscht. □

Nun ist so eine Darstellung als Produkt von Transpositionen keineswegs eindeutig, etwa gilt

pa1, a2q�pa2, a3q�� � ��pak�1, akq � pa1, . . . , akq � pak, a1, . . . , ak�1q � pak, a1q�pa1, a2q�� � ��pak�2, ak�1q
oder auch konkreter

p1, 3q � p4, 7q � p3, 5q � p1, 5q � p4, 6q � p3, 5q � p4, 6, 7q � p4, 6q � p6, 7q.
Aber es gilt:

2.4. Theorem Sind τ1, . . . , τk P Σn und σ1, . . . ,σl P Σn Transpositionen mit

τ1 � � � � � τk � σ1 � � � � � σl
so folgt k �2 l, mit anderen Worten, entweder sind k und l beide gerade oder beide ungerade.

Zusammen mit 2.32.3 erlaubt uns das zu setzen:

2.5. Definition Ist σ P Σn ein Produkt von k Transpositionen so definieren wir das Vorzeichen
oder Signum (sign) als

sgnpσq � p�1qk P t�1u � Z.

Man sagt eine Permutation ist gerade oder ungerade (even/odd), falls k gerade oder ungerade ist.

2.6. Korollar Die Abbildung sgn: Σn Ñ t�1u ist ein Gruppenhomomorphismus.

Für den Beweis von 2.42.4 führen wir eine a priori wohlbestimmt Zahl F pηq für jede Permutation
η P Σn ein, und zeigen, dass für η � τ1 � . . . τk folgt, dass k �2 F pηq gilt; das reicht sicherlich um
das Theorem zu beweisen.

Die Zahl F pηq ist die Anzahl der Fehlstände (inversions) der Permutation η, wo ein Fehlstand
von σ ein Paar pi, jq mit 1 ¤ i   j ¤ n ist mit ηpjq   ηpiq, mit anderen Worten

F pηq � |tpi, jq P t1, . . . ,nu2 | i   j ^ ηpjq   ηpiqu|.
Wir zeigen nun folgendes Lemma, welches insbesondere 2.42.4 beweist.
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2.7. Lemma Für eine Permutation σ � τk � � � � � τ1 mit Transpositionen τi P Σn gilt F pσq �2 k.

Proof. Wir zeigen das per Induktion über k. Wegen F pidq � 0 stimmt das sicherlich für
k � 0. Wir zeigen nun

F ppa, bq � ηq �2 F ppa, bq � ηq � 1

für 1 ¤ a   b ¤ n, was den Induktionsschritt impliziert. Dafür prüfen wir, ob pi, jq mit i   j ein
Fehlstand von pa, bq � η ist, mit einer Fallunterscheidung (mit disjunkten Fällen):

(1) Ist tηpiq, ηpjqu X ta, bu � H so gilt ppa, bq � ηqpiq � ηpiq und ppa, bq � ηqpjq � ηpjq, sodass
pi, jq ein Fehlstand von pa, bq � ηq ist genau dann, wenn pi, jq ein Fehlstand von η ist.

(2) Ist ηpiq   a und ηpjq � a, b, so ist pi, jq weder Fehlstand von pa, bq � η noch η.
(3) Ist ηpiq � a, ηpjq   a, dann gilt ppa, bq � ηqpiq � b und ppa, bq � ηqpjq � ηpjq, so ist pi, jq

ein Fehlstand sowohl von pa, bq � η als auch η.
(4) Ist ηpiq � a, a   ηpjq ¤ b, so ist pi, jq ist ein Fehlstand von pa, bq � η, obwohl es keiner

von η ist.
(5) Ist ηpiq � a, b   ηpjq, so ist pi, jq weder ein Fehlstand von pa, bq � η noch von η.
(6) Ist a   ηpiq   b, ηpjq � a, so ist pi, jq kein Fehlstand von pa, bq � η aber einer von η.
(7) Ist a   ηpiq   b, ηpjq � b, so ist pi, jq Fehlstand von pa, bq � η aber keiner von η.
(8) Ist ηpiq � b, ηpjq   a, so gilt ppa, bq � ηqpiq � a und pi, jq ein Fehlstand von sowohl

pa, bq � η und η.
(9) Ist ηpiq � b, a ¤ ηpjq   b, so ist pi, jq kein Fehlstand von pa, bq � η aber einer von η.
(10) Ist ηpiq � b, b   ηpjq, so ist pi, jq Fehlstand weder von pa, bq � η noch η.
(11) Ist b   ηpiq, ηpjq � a, b so ist pi, jq Fehlstand von sowohl pa, bq � η als auch η.

Es tut sich also nur in den Fällen (4),(6),(7), und (9) etwas. Nennen wir die Anzahlen der Paare
pi, jq in diesen Fällen der Reihenfolge nach x, y,w, z P N so gilt also

F ppa, bq � ηq � F pηq � x� y � w � z �2 F pηq � x� y � w � z
Wir behaupten nun, dass x� y � w � z � 2pb� aq � 1 gilt, was dann in der Tat zu

F ppa, bq � ηq �2 F pηq � 2pb� aq � 1 �2 F pηq � 1

führt. Dazu beobachten wir, dass

x � |ta   x ¤ b | η�1paq   η�1pxqu|, y � |ta   x   b | η�1pxq   η�1paqu|

w � |ta   x   b | η�1pxq   η�1pbqu|, und z � |ta ¤ x   b | η�1pbq   η�1pxqu|
und dass die auftauchenden Mengen disjunkt sind. Falls nun η�1paq   η�1pbq, so gelten

ta   x ¤ b | η�1paq   η�1pxqu Y ta   x   b | η�1pxq   η�1paqu � ta� 1, . . . , bu

ta   x   b | η�1pxq   η�1pbqu Y ta ¤ x   b | η�1pbq   η�1pxqu � ta� 1, . . . , b� 1u
und falls η�1pbq   η�1paq gilt

ta   x ¤ b | η�1paq   η�1pxqu Y ta   x   b | η�1pxq   η�1paqu � ta� 1, . . . , b� 1u

ta   x   b | η�1pxq   η�1pbqu Y ta ¤ x   b | η�1pbq   η�1pxqu � ta, . . . , b� 1u
In jedem Falle hat eine der beiden Vereinigungen b�a und die andere b�a�1 Elemente, insgeamt
2pb� aq � 1, wie behauptet. □

2.8. Bemerkung Die Anzahl der Fehlstände einer Permutation definiert eine Funktion F : Σn Ñ
Z, aber diese ist nicht besonders wohlverhalten, insbesondere ist sie kein Gruppenhomomorphis-
mus.
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3. Die Leibniz’sche Formel

Wir wenden uns nun langsam dem Beweis von 1.31.3 zu. Nach unseren Vorüberlegungen ist der
Existenzteil nun einfach: Wir definieren zunächst die Leibniz’sche Form durch

detn : R
n � � � � �Rn ÝÑ R, px1, . . . ,xnq ÞÝÑ

¸
σPΣn

sgnpσq
n¹
i�1

xσpiq,i.

Benannt ist sie nach dem deutschen Mathematiker Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716), der
zusammen mit dem Briten Isaac Newton (1643 - 1727) als Begründer der modernen Analysis gilt.

3.1. Satz Für jeden kommutativen Ring R gilt detn P AltnRpRn,Rq und detnpe1, . . . , enq � 1.

Insbesondere setzen wir für eine Matrix A P Matpn,n,Rq also

detpAq �
¸
σPΣn

sgnpσq
n¹
i�1

Aσpiq,i.

Beweis. Die Multilinearität ist einfach, da für jedes σ P Σn die Abbildung

Rn � � � � �Rn ÝÑ R, px1, . . . ,xnq ÞÝÑ
n¹
i�1

xσpiq,i

offenbar multilinear ist (hier benutzen wir die Kommutativität von R!) und damit auch negative
hiervon und Summen. Aber natürlich ist keine einzelne dieser Abbildungen alternierend. Gilt
aber xk � xl, so können wir auftrennen:¸

σPΣn
sgnpσq

n¹
i�1

xσpiq,i �
¸

σ gerade

sgnpσq
n¹
i�1

xσpiq,i �
¸

σ ungerade

sgnpσq
n¹
i�1

xσpiq,i

aber für jede ungerade Permutation σ gilt pk, lq � τ für genau eine gerade Permutation (nämlich
τ � pk, lq � σ), sodass wir dies umschreiben können zu

�
¸

σ gerade

sgnpσq
n¹
i�1

xσpiq,i �
¸

σ gerade

sgnppk, lq � σq
n¹
i�1

xppk,lq�σqpiq,i

�
¸

σ gerade

sgnpσq
n¹
i�1

xσpiq,i � sgnpσq
n¹
i�1

xppk,lq�σqpiq,i

aber per Annahme gilt xppk,lq�σqpiq � xσpiq, sodass sich hier alle Summanden wegheben

.

Bleibt noch die letzte Behauptung. Hierfür beobachten wir, dass eσpiq,i � 0 falls nicht σpiq � i, und

demzufolge
±n
i�1 xσpiq,i � 0 außer für σ � id. Es bleibt also in detpe1, . . . , enq nur ein Summand

übrig, nämlich ¸
σPΣn

sgnpσq
n¹
i�1

eσpiq,i �
n¹
i�1

ei,i � 1.

□

3.2. Beispiel (1) Evaluieren wir die Formel einmal im Fall��a b c
d e f
g i h

�P Matp3, 3,Rq.

Nach 2.22.2 gilt

Σ3 � tid, p1, 2q, p1, 3q, p2, 3q, p1, 2, 3q, p1, 3, 2qu.
Summieren wir in dieser Reihenfolge erhalten wir

a � e � h� d � b � h� g � e � c� a � i � f � d � i � c� g � b � f
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was mit der Formel aus dem ersten Abschnitt übereinstimmt. Diese Formel wird häufig
als die Regel von Sarrus (nach dem Franzosen Pierre Sarrus (1798 - 1861), obwohl sie
keineswegs auf ihn zurückgeht; Leibniz war etwa schon 1716 gestorben) bezeichnet.

(2) Ist A P Matpn,n,Rq eine obere Dreiecksmatrix, so gilt detpAq � A1,1 � � � � � An,n: Per
Annahme gilt Ai,j � 0 für i ¡ j, sodass

±n
i�1Aσpiq,i nur dann nicht verschwindet,

wenn σpiq ¤ i für alle 1 ¤ i ¤ n, was bedeutet dass σ � id gilt. Es gibt also in der
Leibniz’schen Formel nur einen nicht verschwindenden Summanden, den für σ � id und
der ist A1,1 � � � � �An,n wie gewünscht.

Um auch die Eindeutigkeit der Determinante herzuleiten, beobachten wir einige allgemeine
Eigenschaften für alternierende Multilinearformen:

3.3. Satz Ist R ein kommutativer Ring, d P AltkRpM ,Nq und σ P Σk, so gilt

(1) dpm1, . . . ,mj�1,mj �mi � λ,mj�1, . . . ,mkq � dpm1, . . . ,mkq
(2) dpmσp1q, . . . ,mσpkqq � dpm1, . . . ,mkq � sgnpσq

für alle m PMk und λ P R.

3.4. Bemerkung Die zweite Eigenschaft ist der Grund für den Namen von alternierenden For-
men: Vertauscht man zwei Argumente alterniert das Vorzeichen. Multilinearformen mit dieser
Eigenschaft nennt man allgemein schiefsymmetrisch (skew symmetric). Falls 2 P R eine Einheit
ist, stimmen die beiden Konzepte überein, aber im allgemeinen gibt es schiefsymmetrische Formen
die nicht alternierend sind. Etwa sind bei 2 � 0 in R, etwa R � F2, schiefsymmetrische Formen
das gleiche wie symmetrische (symmetric) Formen, also solche die sich nicht verändern, wenn man
die Argumente vertauscht. Etwa ist

R�R ÝÑ R, px, yq ÞÝÑ x � y

für jeden kommutativen Ring eine symmetrische Bilinearform, und für R � F2 ist sie schiefsym-
metrisch, aber nicht alternierend.

Proof. Für die erste Gleichung beobachten wir einfach und das im rechten Term zwei
Einträge übereinstimmen, er also verschwindet. Die zweite Gleichung zeigen wir per Induktion
über die Anzahl der Transposition, die man braucht um σ zu zerlegen: Für σ � pi, jq haben wir

0 � dpm1, . . . ,mi�1,mi �mj ,mi�1, . . . ,mj�1,mi �mj ,mj�1, . . .mkq
� dpm1, . . . ,mi�1,mi,mi�1, . . . ,mj�1,mi,mj�1, . . .mkq
� dpm1, . . . ,mi�1,mi,mi�1, . . . ,mj�1,mj ,mj�1, . . .mkq
� dpm1, . . . ,mi�1,mj ,mi�1, . . . ,mj�1,mi,mj�1, . . .mkq
� dpm1, . . . ,mi�1,mj ,mi�1, . . . ,mj�1,mj ,mj�1, . . .mkq
� dpm1, . . . ,mkq � dpmpi,jqp1q, . . .mpi,jqpkqq

Ist dann σ P Σk eine Permutation die man aus n Transpositionen schreiben kann, so haben wir

dpmτpσp1qq, . . . ,mτpσp1qqq � �dpmσp1q, . . . ,mσpkqq � �dpm1, . . . ,mkq�sgnpσq � dpm1, . . . ,mkq�sgnpτ�σq.

□

Ist nun e1, . . . , en ein Erzeugendensystem von einem R-Modul M , und d P AltkRpM ,Nq, so
können wir

m1 �
ņ

i�1

ei � r1,i, . . . ,mk �
ņ

i�1

ei � rk,i
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schreiben und dann rechnen

dpm1, . . . ,mkq � d

�
ņ

i�1

ei � r1,i, . . . ,
ņ

i�1

ei � rk,i
�

�
¸

iPt1,...,nuk
dpei1 , . . . , eikq �

k¹
j�1

rj,ij .

Für nicht injektives i : t1, . . . , ku Ñ t1, . . . ,nu hat der entsprechende Summand nun zwei gle-
iche Argumente und verschwindet damit. Jedes injektive i : t1, . . . , ku Ñ t1, . . . ,nu lässt sich
hingegen auf eindeutige Art in eine Permutation σ P Σk gefolgt von einer monotonen Injektion
ī : t1, . . . , ku Ñ t1, . . . ,nu zerlegen und wir erhalten

�
¸

iPt1,...,kuÑt1,...,nu

monoton, injektiv

¸
σPΣk

dpeiσp1q , . . . , eiσpkqq �
k¹
j�1

rj,iσpjq

�
¸

iPt1,...,kuÑt1,...,nu

monoton, injektiv

¸
σPΣk

dpei1 , . . . , eikq � sgnpσq �
k¹
j�1

rj,iσpjq

Insbesondere finden wir:

3.5. Lemma Ist e1, . . . , en ein nummiertes Erzeugendensystem von einem R-Modul M , so ist die
Abbildung

AltkRpM ,Nq ÝÑ FpMoinpk,nq,Nq, d ÞÝÑ dpe � iq
injektiv, wo

Moinpk,nq � ti : t1, . . . , ku Ñ t1, . . . ,nu | i injektiv und monotonu.
Insbesondere stimmen zwei alternierende n-Formen auf M schon dann überein, wenn sie auf
pe1, . . . , enq übereinstimmen.

Insbesondere gilt für einen Körper K, dass dimKpAltkKpKn,Kq ¤ �nk� für alle n, k ¥ 0. Es

wird eine Aufgabe auf den Übungszetteln sein, zu beweisen dass hier sogar immer Gleichheit gilt.
Jedenfalls, haben wir 1.31.3 im Wesentlichen bewiesen:

Beweis von 1.31.3. Existenz: Gegeben n P N so prüft man leicht, dass

Rn � � � � �Rn detÝÝÑ R
n��ÝÝÑ N

eine Form wie gesucht ist.
Eindeutigkeit folgt direkt aus obigem Lemma. □

Aus der allgemeineren Form in 3.53.5 erhalten wir noch eine enorm wichtige Folgerung:

3.6. Korollar Ist R ein kommutativer Ring, und hat M eine Erzeugensystem mit n Elementen,
so gilt AltkRpM ,Nq � 0 für alle k ¡ n. Hat M insbesondere eine Basis mit n Elementen, so hat
jede Basis von M ebenfalls n Elemente.

Beweis. Für die erste Behauptung beobachten wir einfach, dass es in diesem Fall keine in-
jektive Abbildung t1, . . . , ku Ñ t1, . . . ,nu gibt, sodass

AltkRpM ,Nq ÝÑ FpMoinpk,nq,Nq � FpH,Nq � tHu
injektiv ist, was sicherlich AltkRpM ,Nq � t0u impliziert.

Die zweite Behauptung folgt, da eine weitere Basis B sicherlich endlich sein muss: Jedes ei
lässt sich durch endlich viele Elemente aus B linear kombinieren, alle diese Element zusammen
bilden aber eine endliche Teilmenge von B, die immer noch ein Erzeugendensystem ist; aber B
ist als Basis ein minimales Erzeugendensystem kann also nur aus diesen endlich vielen Elementen
bestehen.
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Und jede nummerierte Basis b mit m Elementen liefert den Isomorphismus Lb : R
m ÑM und

damit erhalten wir

M � � � � �M L�1
b �����L�1

bÝÝÝÝÝÝÝÝÑ Rm � � � � �Rm detmÝÝÝÑ R,

ein nicht-triviales Element in AltmR pM ,Rq, was nach der ersten Aussage m ¤ n impliziert. Ver-
tauschen der Rollen von m und n liefert auch n ¤ m. □

Insbesondere haben freie R-Moduln für kommutatives R wieder eine wohldefinierte Dimension.

3.7. Bemerkung (1) Für einen Modul M über einem beliebigen kommutativen Ring ist es
nicht immer richtig, dass jedes minimale Erzeugendensystem schon eine Basis ist, und
das gleiche für maximal linear unabhängige Systeme. Hierfür reicht es, sich den Z-Modul
Z anzuschauen:

Die Menge t2, 3u ist ein Erzeugendensystem, da k � 3 � k � 2 � p�kq für jedes k P Z,
aber keins der beiden Elemente kann entfernt werden da xiyZ � tk P Z | i teilt ku und
sicherlich ist t2, 3u auch keine Basis von Z: Es ist ja schließlich 0 � 3 � 2 � 2 � p�3q eine
nicht-triviale Linearkombination der 0.

Die Menge t2u ist linear unabhängig, da 2 �k � 0 sicherlich k � 0 impliziert und max-
imal, da für jedes i P Z sicherlich 0 � 2 � i� i � p�2q eine nicht-triviale Linearkombination
der 0 ist, aber sicherlich kein Erzeugendensystem.

Die Argumente, die wir im Falle von Schiefkörpern benutzt haben übertragen sich
also nicht auf den Fall allgemeiner (kommutativer) Ringe.

(2) Wir wissen nun, dass der Begriff der Dimension für Moduln über Schiefkörpern und kom-
mutativen Ring wohldefiniert ist (wobei im letzteren Fall nicht jeder Modul überhaupt
eine Basis besitzt!). Man kann sich also sofort fragen, ob das auch für beliebige Ringe
korrekt ist. Ist es nicht! Es gibt wirklich Ringe R mit der Eigenschaft, dass R � R2 als
R-Moduln gilt. Wir werden ein Beispiel in den Übungen sehen.

4. Grundlegende Eigenschaften von Determinanten

Die Eindeutigkeitsaussage in 1.31.3 liefert uns leicht auch folgende fundamentale Eigenschaft:

4.1. Korollar Sind A,B P Matpn,n,Rq für einen kommutativen Ring R, so gilt

detpA �Bq � detpAq � detpBq.
Insbesondere ist detpAq eine Einheit in R für jede invertierbare Matrix A.

Dieser Satz wurde historisch erst eine ganze Weile nach Entwicklung der Determinantentheorie
bewiesen, wohl von Augustin Louis Cauchy (1789 - 1857) im Jahr 1812, der auch den Cauchy-
Folgen, dem Cauchy’schen Integralsatz und vielen weiteren Resultaten seinen Namen leiht.

Beweis. Für fixes A betrachte man die Abbildung

dA : pRnqn ÝÑ R, pB1, . . . ,Bnq ÞÝÑ detpA �Bq.
Ich behaupte dies ist eine alternierende n-fach multilineare Abbildung. Hierzu beobachte man
nur, dass die i-te Spalte von A � B genau A � Bi ist und die Multiplikation mit A linear. Aber
detpAq � detp�q ist ebenfalls eine n-fach alternierende Multilinearform und es gilt

dApe1, . . . , enq � detpA � Inq � detpAq � detpAq � detpe1, . . . enq
also stimmen beide überein.

Die Determinante ist also ein Monoidhomomorphismus pMatpn,n,Rq, �q Ñ pR, �q und wir hat-

ten uns schon auf einen frühen Übungszettel überlegt, dass solche immer Einheiten auf Einheiten
schicken. □

Für einen Körper erhalten wir auch unmittelbar die gesucht Verstärkung:

4.2. Satz Ist K ein Körper und A P Matpn,n,Kq so ist A invertierbar genau dann, wenn detpAq �
0.
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Beweis. Nach 3.133.13 gibt es eine invertierbare Matrix B P Matpn,n,Kq, derart, dass B � A
Zeilenstufenform hat, insbesondere also obere Dreiecksform, wie wir uns schon in 1.41.4 überlegt
hatten. Aber nun ist A invertierbar genau dann, wenn B �A es ist genau dann, wenn B �A keine
Nullzeile hat genau dann, wenn alle Diagonaleinträge von B � A nicht verschwinden genau dann,
wenn detpB �Aq � 0 nach 3.23.2.

Aber nach vorigem Satz gilt nun detpB �Aq � detpBq � detpAq und detpBq � 0, sodass detpB �
Aq � 0 genau dann, wenn detpAq � 0. □

Die Multiplikativität der Determinante erlaubt es im Fälle von Körpern eine einfachere Meth-
ode zur Berechnung von Determinanten anzugeben: Nämlich entsprechen ja elementaren Zeilen-
operationen Linksmultiplikationen mit bestimmten Matrizen, hiermit kann man für quadratische
Matrizen Dreiecksgestalt erreichen, und für Dreiecksmatrizen sind Determinanten nach 3.23.2 einfach
(das Produkt der Diagonaleinträge). Wir müssen als nur die Determinanten der Elementarma-

trizen (die wir in einer Aufgabe auf einem Übungszettel bestimmt haben) berechnen:

4.3. Beobachtung (1) Elementare Zeilenoperationen vom Typ I sind durch Matrizen Sλi,j
mit nur 1’en auf der Diagonale, 0’en überall anders, bis auf eine einzelne Positionpi, jq
(außerhalb der Diagonale) an der ein beliebiges λ P R steht. So eine Matrix hat immer
Dreiecksgestalt (obere oder untere, je nachdem ob i ¡ j oder j   i), also haben wir
immer

detpSλi,jq � 1

(2) Elementare Zeilenoperationen vom Typ II sind durch Matrizen Mλ
i mit nur 1’en auf der

Diagonale außer an Stelle pi, iq, wo ein λ steht, und nur 0’en außerhalb der Diagonale.
Also haben wir

detpMλ
i q � λ

(3) Elementare Zeilenoperationen vom Typ III sind duch Matrizen Ti,j gegeben, die aus In
entstehen, indem man die i-te mit der j-ten Spalte vertauscht. Also gilt

detpTi,jq � �1.

4.4. Beispiel Betrachten wir hiermit einmal die Matrix

A �

����
2 1 0 2
0 3 0 2
4 2 0 5
0 �6 1 �2

���P Matp4, 4,Qq

Die Leibnizformel liefert die 4! � 24 Summanden

detpAq � 2 � 3 � 0 � p�2q � 2 � 3 � 1 � 5� 2 � 2 � 0 � p�2q � 2 � 2 � 1 � 2� 2 � p�6q � 0 � 5� 2 � p�6q � 0 � 2
�0 � 1 � 0 � p�2q � 0 � 1 � 1 � 5� 0 � 2 � 0 � p�2q � 0 � 2 � 1 � 2� 0 � p�6q � 0 � 5� 0 � p�6q � 0 � 2
�4 � 1 � 0 � p�2q � 4 � 1 � 1 � 2� 4 � 3 � 0 � p�2q � 4 � 3 � 1 � 2� 4 � p�6q � 0 � 2� 4 � p�6q � 0 � 2

�0 � 1 � 0 � 5� 0 � 1 � 0 � 2� 0 � 3 � 0 � 5� 0 � 3 � 0 � 2� 0 � 2 � 0 � 2� 0 � 2 � 0 � 2
� �30� 8� 8� 24 � �6

Dahingegen können wir mit dem Eliminationsalgorithmus����
2 1 0 2
0 3 0 2
4 2 0 5
0 �6 1 �2

���III�2I
ù

����
2 1 0 2
0 3 0 2
0 0 0 1
0 �6 1 �2

���IV�2II
ù

����
2 1 0 2
0 3 0 2
0 0 0 1
0 0 1 2

���IIIØIV
ù

����
2 1 0 2
0 3 0 2
0 0 1 2
0 0 0 1

���
erreichen. Die ersten beiden Schritte ändern die Determinante nicht, der dritte fügt ein Vorzeichen
ein. Also erhalten wir

detpAq � �det

����
2 1 0 2
0 3 0 2
0 0 1 2
0 0 0 1

���� �6
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Man kann übrigends ebenso von rechts mit den Elemtarmatrizen multiplizieren (also Spal-
tenoperationen vornehmen); dies hat nach 4.14.1 den gleichen Effekt auf die Determinante.

Die Multiplikativität der Determinante hat noch eine weitere wichtige Konsequenz: Sind
A,B P Matpn,n,Rq mit kommutativem Ring R und B ist invertierbar, so gilt

detpB�1 �A �Bq � detpBq�1 � detpAqdetpBq � detpAq.
Damit erhalten wir:

4.5. Korollar Sind b und b1 zwei endliche numerierte Basen eines R-Moduls M und φ : M ÑM
ist R-linear, so gilt

detpMpφ, b, bqq � detpMpφ, b1, b1qq.
Beweis. Nach 3.63.6 haben die beiden Basen gleich viele Elemente, und nach 7.57.5 und dem darauf

folgenden Beispiel gilt

Mpφ, b, bq � MpidM , b1, bq�1 �Mpφ, b, bq �Mpid, b1, bq
sodass die Behauptung aus der Vorüberlegung folgt. □

Das erlaubt uns zu setzen:

4.6. Definition Ist R ein kommutativer Ring, M ein R-Modul der eine endliche Basis besitzt und
φ : M ÑM eine R-linear Abbildung so setzen wir

detpφq � detpMpφ, b, bqq
für irgendeine numerierte Basis b von M .

Lasst mich explizit die Warnung aussprechen, dass es hier von größter Wichtigkeit ist, in
Ziel und Quelle die gleiche Basis von M zu verwenden (und damit insbesondere auch, dass Ziel
und Quelle von φ übereinstimmen). Die Determinante ist also in Wahrheit eine Invariante einer
linearen Abbildung und nicht von der gewählten Basis abhängig. Dies wird inbesondere bei der
Suche nach einer möglichst leichten Gestalt für die darstellende Matrix Mpφ, b, bq eine bedeutende
Rolle spielen.

4.7. Bemerkung Man kann die Determinante einer R-linearen Abbildung φ : M ÑM übrigends
auch ohne die Wahl einer Basis definieren: Hierzu betrachte man für k P N die Abbildungen

φ� : AltkRpM ,Rq ÝÑ AltkRpM ,Rq, d ÞÝÑ rM � � � � �M φ�����φÝÝÝÝÝÑM � � � � �M dÝÑ Rs
und für einen R-Modul N

µ : R ÝÑ LinRpN ,Nq, λ ÞÝÑ p� � λq,
deren Existenz ebenfalls benutzt, dass R kommutativ ist: Die R-Linearität von � � λ : N Ñ N
besagt

pn � rq � λ � pn � λq � r
für alle n P N und r P R, was ohne Kommutativität von R nicht stimmen muss.

Wir können nun jedenfalls

φ� P LinRpAltkRpM ,Rq, AltkRpM ,Rqq
auffassen. Hat dann M eine Basis aus n Elementen, und wir wählen k � n so findet man als
Konsequenz von 1.31.3, dass die Abbildung

µ : RÑ LinRpAltnRpM ,Rq, AltnRpM ,Rqq
bijektiv ist (AltnRpM ,Rq hat dann ja eine Basis aus einem einzigen Element d, und seine linearen
Selbstabbildungen werden folglich durch 1� 1-Matrizen beschrieben). Es gilt dann

detpφq � µ�1pφ�q,
was man ebenfalls zur Definition der Determinante benutzen kann. In gewisser Weise ist diese
Definition, obwohl sehr viel abstrakter als die oben gewählte, die bessere: Sie hängt a priori nur von
der Existenz einer Basis, aber nicht von ihrer recht willkürlichen Auswahl ab. Desweiteren zeigt
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sie, dass die Existenz einer Basis eine hinreichende, aber eigentlich keine notwendige Bedingung
für die Definition von Determinanten ist: Findet man zu gegebenem M ein k, derart dass

µ : RÑ LinRpAltkRpM ,Rq, AltkRpM ,Rqq
bijektiv ist, ist man im Geschäft. Und hiervon gibt es tatsächlich mehr Beispiele als nur Moduln
mit endlichen Basen. Etwa werden sie in späteren Semestern die sogenannten projektiven Moduln,
als Verallgemeinerung der mit Basen kennen lernen, und für jeden solchen, der endlich erzeugt ist,
gibt es ein k (den Rang von M), das das gewünschte leistet.

Im für diese Vorlesung wichtigsten Spezialfall von Vektorräumen über einem Körper K er-
weitert sich der Definitionsbereich der Determinanten hiermit aber nicht: Es ist nicht schwer zu
sehen, dass für unendlichdimensionales V auch AltnKpV ,Rq unendlich dimensional ist, und damit
auch LinKpAltnKpV ,Rq, AltnKpV ,Rqq, sodass µ sicherlich nicht surjektiv ist.

Zum Schluss überlegen wir uns noch:

4.8. Satz Ist A P Matpn,n,Aq so gilt

detpAtq � detpAq,
wo At die Transponierte (transposite) Matrix zu A bezeichnet, mit pAtqi,j � Aj,i.

Beweis. Wir haben

detpAq �
¸
σPΣn

sgnpσq
n¹
i�1

Aσpiq,i

�
¸
σPΣn

sgnpσq
n¹
i�1

Ai,σ�1piq

�
¸
σPΣn

sgnpσ�1q
n¹
i�1

Ai,σpiq

�
¸
σPΣn

sgnpσq
n¹
i�1

Atσpiq,i

� detpAtq
wo wir im ersten Schritt die Multiplikationstreihenfolge um die Bijektion σ�1 : t1, . . . ,nu Ñ
t1, . . . ,nu verändert haben, im zweiten die Summationsreihenfolgen um die Bijektion p�q�1 : Σn Ñ
Σn und im letzten Schritt sgnpσ�1q � sgnpσq verwendet haben. □

4.9. Definition Die Menge aller Matrizen A P Matpn,n,Rq mit detpAq � 1 heißt SlnpRq, die
spezielle linear Gruppe (special linear group) von R.

5. Der Laplace’sche Entwicklungssatz

Es gibt noch eine dritte wichtige Art Determinanten zu berechnen, benannt nach dem Fran-
zosen Pierre-Simon Laplace (1749 - 1827). Hierzu erinnere ich an die Matrix Ari, js P Matpk �
1,n� 1,Rq , die aus A P Matpk,n,Rq durch Streichen der iten Zeile und jten Spalte hervorgeht.

5.1. Theorem (Laplace’scher Entwicklungssatz) Ist R ein kommutativer Ring, A P Matpn,n,Rq
und 1 ¤ i ¤ n, so gelten

detpAq �
ņ

j�1

p�1qi�j �Ai,j � detpAri, jsq and detpAq �
ņ

j�1

p�1qi�j �Aj,i � detpArj, isq.

Mit anderen Worten, man kann eine Zeile (oder Spalte) von A auswählen, die Determinanten
aller n pn � 1q � pn � 1q-Matrizen berechnen, die man durch Streichen dieser Zeile (oder Spalte)
und Streichen einer beliebigen Spalte (oder Zeile) berechnen, und aus den n Ergebnissen, die
Determinante von A zusammenfügen.
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5.2. Beispiel Betrachten wir wieder die Matrix

A �

����
2 1 0 2
0 3 0 2
4 2 0 5
0 �6 1 �2

���P Matp4, 4,Qq

aus 4.44.4. Wählen wir etwa die zweite Zeile zur Entwicklung (es geht natürlich geschickter, wie wir
gleich sehen werden) so erhalten wir

detpAq � p�1q1�2 � 0 � det
�� 1 0 2

2 0 5
�6 1 �2

�� p�1q2�2 � 3 � det
��2 0 2
4 0 5
0 1 �2

�

�p�1q2�3 � 0 � det
��2 1 2
4 2 5
0 �6 �2

�� p�1q2�4 � 2 � det
��2 1 0
4 2 0
0 �6 1

�
und reduziert das Problem auf zwei Determinanten von 3� 3-Matrizen. Entwickelt man etwa die
Determinante im zweiten Summanden nun nach der zweiten Spalte, so erhält man

det

��2 0 2
4 0 5
0 1 �2

�� p�1q2�3 � 1 � det
�
2 2
4 5



� p�1q � p10� 8q � �2

und entwickelt man die im vierten Summanden nach der dritten Spalte so erhält man

det

��2 1 0
4 2 0
0 �6 1

�� p�1q3�3 � 1 � det
�
2 1
4 2



� p�1q � p4� 4q � 0

Und damit insgesamt

detpAq � 3 � p�2q � �6.
Geschickter wäre es natürlich direkt nach der dritten Spalte zu entwickeln. Das liefert

det

����
2 1 0 2
0 3 0 2
4 2 0 5
0 �6 1 �2

���� �det
��2 1 2
0 3 2
4 2 5

�

� �2 � det
�
3 2
2 5



� 4det

�
1 2
3 2



� �2p15� 4q � 4p2� 6q � �22� 16 � �6

was die wohl schnellste Art ist diese Determinante zu bestimmen.

Der Laplace’sche Entwicklungssatz lässt sich immer dann gewinnbringend einsetzen, wenn die
gegebene Matrix viele 0’en enthält (sogenannte dünn besetzte Matrizen); sowohl der Elimination-
salgorithmus als auch die Leibnizformel sind diesem Phänomen gegenüber etwas blind. Für dicht
besetzte Matrizen liefert er zu einer n�n-Matrix n pn�1q�pn�1q-Matrizen, und damit benötigt
er genau wie die Leibniz-Formel n! Berechnungen. Hier ist dann der Eliminationsalgorithmus mit
seinen n2 Schritten sehr viel schneller. Im allgemeinen sollte man natürlich alle Berechnungsmeth-
oden mischen, so wie sie gerade passen (etwa erst nach einer dünn besetzten Spalte oder Zeile
entwickeln, dann den Gauß-Algorithmus anwenden, bis wieder so eine Zeile/Spalte auftaucht etc)

Nun zum Beweis. Er beginnt mit folgendem Spezialfall:
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5.3. Lemma Ist A P Matpn,n,Rq, R kommutativer Ring, von der Form������������

A1,1 . . . A1,j�1 0 A1,j�1 . . . A1,n

...
...

...
...

...
Ai�1,1 . . . Ai�1,j�1 0 Ai�1,j�1 . . . Ai�1,n

Ai,1 . . . Ai,j�1 λ Ai,j�1 . . . Ai,n
Ai�1,1 . . . Ai�1,j�1 0 Ai�1,j�1 . . . Ai�1,n

...
...

...
...

...
An,1 . . . An,j�1 0 An,j�1 . . . An,n

�����������
Dann gilt

detpAq � p�1qi�j � λ � detpAri, jsq.
Beweis. Durch pn�jq Spaltentausche und pn� iq Zeilentausche können wir aus A die Matrix

B �

������������

A1,1 . . . A1,j�1 A1,j�1 . . . A1,n 0
...

...
...

...
...

Ai�1,1 . . . Ai�1,j�1 Ai�1,j�1 . . . Ai�1,n 0
Ai�1,1 . . . Ai�1,j�1 Ai�1,j�1 . . . Ai�1,n 0
...

...
...

...
...

An,1 . . . An,j�1 An,j�1 . . . An,n 0
Ai,1 . . . Ai,j�1 Ai,j�1 . . . Ai,n λ

�����������
produzieren. Es gilt also

detpAq � p�1qpn�iq�pn�jqdetpBq � p�1qi�jdetpBq
und Ari, js � Brn,ns. Wir rechnen

detpBq �
¸
σPΣn

sgnpσq �
n¹
i�1

Bσpiq,i

Aber scharfes Hinsehen zeigt, dass Bσpnq,n � 0 außer für σpnq � n, sodass sich diese Summe
vereinfacht zu

�
¸
σPΣn
σpnq�n

sgnpσq �
n¹
i�1

Bσpiq,i �
¸

σPΣn�1

sgnpσq �
�
n�1¹
i�1

Bσpiq,i

�
� λ,

da eine Permutation σ P Σn mit σpnq � n das gleich Vorzeichen hat, wie ihre Restriktion zu Σn�1,
z.B. da sich die Menge der Fehlstände nicht verändert. Aber damit erhalten wir

� detpBrn,nsq � λ � detpAri, jsq.
Einfügen in die obige Rechnung liefert die Behauptung. □

Beweis von 5.15.1. Wir beweisen die linke der beiden Formeln. Sei hierzuBpi, jq P Matpn,n,Rq
diejenige Matrix, die man aus A erhält, indem man die j-te Spalte Aj von A durch den Einheitsvek-
tor ei ersetzt. Es gilt dann pBpi, jqqri, js � Ari, js. Weiterhin haben wir natürlichAj �

°n
i�1 ei�Ai,j

und damit rechnen wir

detpAq � detnpA1, . . . ,Anq � detnpA1, . . . ,
ņ

i�1

ei �Ai,j , . . . ,Anq

�
ņ

i�1

detnpA1, . . . , ei, . . . ,Anq �Ai,j �
ņ

i�1

detpBpi, jqq �Ai,j

Aber die Matrizen Bpi, jq haben nun die Form aus dem vorigen Lemma, und damit erhalten wir

�
ņ

i�1

p�1qi�j � detppBpi, jqqri, jsq �Ai,j �
ņ

i�1

p�1qi�j � detpAri, jsq �Ai,j
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was wir zeigen wollten.
Die zweite Formel, kann man völlig analog beweisen, oder man benutzt 4.84.8 zweimal: Es gilt

nach der ersten Formel nämlich

detpAq � detpAtq �
ņ

i�1

p�1qi�j � detpAtri, jsq �Ati,j �
ņ

i�1

p�1qi�j � detpArj, istq �Aj,i

�
ņ

i�1

p�1qi�j � detpArj, isq �Aj,i.

□

6. Die Cramer’sche Regel

Da wir aus 4.24.2 wissen, dass die Determinante einer Matrix über einem Körper ihre Invertier-
barkeit entscheiden kann, gibt es Hoffnung auch das Inverse mittels Determinanten zu beschreiben.
Das ist der Inhalt dieses Abschnitts. Wir brauchen:

6.1. Definition Zu einer Matrix A P Matpn,n,Rq mit kommutativen Ring R heißen die Zahlen

cfpAqi,j ..� p�1qi�jdetpAri, jsq
die Kofaktoren (cofactors) von A. Sie bilden selbst wieder eine Matrix cfpAq P Matpn,n,Rq, die
Kofaktormatrix (cofactor matrix) von A. Die Matrizen Ari, js P Matpn� 1,n� 1,Rq selber heißen
die Hauptminoren (principal minors) von A.

Hiermit können wir nun folgenden Satz formulieren:

6.2. Theorem Ist A P Matpn,n,Rq mit kommutativen Ring R so gilt

cfpAqt �A � detpAq � In � A � cfpAqt.
Damit können wir 4.24.2 auf beliebige kommutative Ringe erweitern und erhalten die gesuchte

Formel für das Inverse einer Matrix:

6.3. Korollar Ist A P Matpn,n,Rq mit kommutativen Ring R, so ist A invertierbar genau dann,
wenn detpAq P R eine Einheit ist. In diesem Fall gilt

A�1 � cfpAqt � 1

detpAq .

Man beobachte noch, dass cfpAqt � cfpAtq: Wir rechnen

cfpAqti,j � cfpAqj,i � p�1qi�jdetpArj, isq � p�1qi�jdetpArj, istq � p�1qi�jdetpAtri, jsq � cfpAtqi,j
mittels 4.84.8.

6.4. Beispiel (1) Für n � 2 haben wir

cf

�
a b
c d



�
�
d �c
�b a



und demzufolge �

a b
c d


�1

�
�
d �b
�c a



� 1

ad� bc
falls ad� bc eine Einheit in R ist.

(2) Für n � 3 haben wir

cf

��a b c
d e f
g h i

��
��ei� fh fg � di dh� eg
ch� bi ai� cg bg � ah
bf � ce cd� af ae� bd

�
und demzufolge��a b c
d e f
g h i

��1

�
��ei� fh ch� bi bf � ce
fg � di ai� cg cd� af
dh� eg bg � ah ae� bd

�� 1

aei� bfg � cdh� ceg � bdi� afh
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falls aei� bfg � cdh� ceg � bdi� afh P R invertierbar ist.
Die Komplexität dieser Formeln nehmen mit wachsendem n rapide zu und sind deshalb für

konkrete Berechnungen oft ungeschickt. Sie haben aber trotzdem viel theoretischen Wert. Etwa
sehen wir sofort, dass für eine Matrix A P Matpn,n,Zq mit detpAq � 0 das Inverse von A in
Matpn,n,Qq genau dann wieder in Matpn,n,Zq liegt, falls detpAq � �1 gilt, und sonst zumindest
die auftauchenden Nenner in den gekürzten Brüchen alle detpAq teilen.

Beweis von 6.26.2. Wir beweisen wieder die linke Formel zuerst. Wir haben

pcfpAqt �Aqi,j �
ņ

k�1

cfpAqk,i �Ak,j

und andererseits natürlich

pdetpAq � Inqi,j �
#
detpAq i � j

0 i � j
.

Dass diese Ausdrücke für i � j übereinstimmen ist gerade der Laplace’sche Entwicklungssatz 5.15.1.
Für i � j bilden wir die Matrix B aus A indem wir die i-te Spalte von A durch die j-te ersetzen.
Dann gilt Brk, is � Ark, is für jedes 1 ¤ k ¤ n und B hat zwei gleiche Spalten, und damit
detpBq � 0. Auf der anderen Seite rechnen wir mittels des Entwicklungssatzes um die i-te Spalte

detpBq �
ņ

k�1

p�1qi�k �Bk,i � detpBrk, isq �
ņ

k�1

p�1qi�k �Ak,j � detpArk, isq �
ņ

k�1

cfpAqk,i �Ak,j .

Die zweite Formel kann man analog zeigen, oder wieder auf 4.84.8 zurückgreifen um sie aus der ersten
herzuleiten:

A � cfpAqt � pAtqt � cfpAtq � pcfpAtqt �Atqt � pdetpAtq � Inqt � detpAq � In.
□

Fassen wir also noch einmal zusammen:

6.5. Korollar Ist φ : M Ñ M eine R-lineare Abbildung eines R-Moduls M , der eine endliche
Basis besitzt, in sich selbst. Dann sind äquivalent:

(1) φ ist bijektiv,
(2) φ ist surjektiv,
(3) φ besitzt ein R-lineares Linksinverses,
(4) φ besitzt ein R-lineares Rechtsinverses,
(5) detpφq P R ist eine Einheit.

Falls R ein Körper ist, kann man der Liste auch noch

(6) φ ist injektiv

hinzufügen.

Beweis. Offenbar gelten (1)ñ(2) und (1)ñ(3). Weiterhin gilt (2)ñ(4): Ist b eine num-
merierte Basis von M , so wählen wir Urbilder b1i von bi und können laut 5.95.9 eine eindeutige
lineare Abbildung ψ : M Ñ M mit ψpbiq � b1i finden. Aber dann gilt φ � ψpbiq � bi und damit
folgt ebenfalls nach 5.95.9, dass φ � ψ � idM . Als nächstes beobachten wir, dass (3)ñ(5): Es gilt ja
schließlich

1 � detpidM q � detpψ � φq � detpψq � detpφq
und damit folgt (R ist kommutativ!), dass detpφq P R eine Einheit ist; genauso folgt (4)ñ(5).
Dass schließlich, (5)ñ(6) gilt, haben wir gerade in 6.36.3 gesehen. Ist R ein Körper, so wissen wir
schon aus 5.55.5, dass auch die Injektivität zur Bijektivität von φ äquivalent ist. □

6.6. Bemerkung Ist R ein kommutativer Ring, so folgt wirklich nicht, dass die Injektivität von
φ schon die Surjektivität impliziert: Man betrachte etwa � � 2: Z Ñ Z. Ebenso sind andere
Bedingungen die wir für Selbstabbildungen von Vektorräumen als äquivalent erkannt haben (siehe
5.65.6) über beliebigen kommutativen Ringen nicht äquivalent: Die Zeilen einer Matrix A sind etwa
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genau dann linear unabhängig, wenn LpAq injektiv ist, und das reicht eben für die Surjektivität
nicht aus.

Mit der Formel fürs Inverse im Gepäck, kann man nun auch explizite Gleichungen lösen.

6.7. Korollar (Cramer’sche Regel) Ist A P Matpn,n,Rq invertierbar und R kommutativ, und
b P Rn, so ist das eindeutig bestimmte x P Rn mit A � x � b gegeben durch

xi � detpApb, iqq
detpAq ,

wo Apb, iq P Matpn,n,Rq diejenige Matrix ist, die aus A durch Ersetzen der i-ten Spalte durch b
entsteht.

Diese wunderschön konzise Formel wurde vom Schweizer Gabriel Cramer (1704 - 1752) kurz
vor seinem Tod veröffentlicht, allerdings ohne Beweis; soweit ich die Historie verstehe, ist dieser
von Laplace gegeben worden. Sie war auch schon vorher vom Japaner Seki Takakazu (1642 - 1708)
entdeckt worden, aber dies war in Europa in der Zeit nicht bekannt.

Beweis. Man beobachte, dass nach Laplace’schem Entwicklungssatz angewendet auf die i-te
Spalte

detpApb, iqq �
ņ

k�1

cfpAqk,i � bk

gilt, und die rechte Seite ist nach 6.36.3 nichts weiter als der i-te Eintrag von A�1 � b � x. □

6.8. Beispiel Im Falle n � 3 und

A �
��a β c
d e f
g h i

�, b �
�� k
l
m

�
so gilt für die Lösung von A � x � b bei invertierbarem A

x1 �
det

�� k β c
l e f
m h i

�
det

��a β c
d e f
g h i

� , x2 �
det

��a k c
d l f
g m i

�
det

��a β c
d e f
g h i

�, x3 �
det

��a β k
d e l
g h m

�
det

��a β c
d e f
g h i

�





KAPITEL 5

Polynome

Im Studium von Eigenwerten im nächsten Kapitel werden uns auf ganz natürliche Weise
polynomielle Funktionen wie etwa t ÞÑ t2 � 7t � 1 begegnen und das jetzige Kapitel soll das
nötige Rüstzeug für den Umgang mit ihnen bereitstellen; bei Neugier: Man sollte Abschnitt 11 des
nächsten Kapitels auch ohne vorige Lektüre dieses Kapitels verstehen können.

1. Polynomielle Funktionen

Der Grundbegriff ist jedenfalls:

1.1. Definition Ist R ein kommutativer Ring so heißt eine Funktion f : R Ñ R polynomiell
(polynomial) falls es eine Folge r : NÑ R mit rpnq � 0 für fast alle n P N und

fptq �
¸
nPN

rnt
n

gibt. Eine solche Folge heißt eine Koeffizientenfolge (sequence of coefficients) für f .

Mit anderen Worten f ist polynomiell genau dann, wenn f P xconst1, id, id�2, id�3, . . . yR �
FpR,Rq liegt (es gilt per definitionem schließlich id�nptq � tn für alle t P R, und insbesondere
id�0 � const1). Die Funktion

Z ÝÑ Z, t ÞÝÑ t2 � 7t� 1

ist jedenfalls ein typisches Beispiel. Wir beobachten zuerst:

1.2. Lemma Ist R ein kommutativer Ring unf f , g : R Ñ R polynomiell mit Koeffizientenfolgen
r bzw. s, so gilt:

(1) f � g ist polynomiell mit Koeffizientenfolge r � s,
(2) f � g ist polynomiell mit Koeffizientenfolge

i ÞÝÑ
i̧

k�0

rk � si�k

(3) f � g ist polynomiell mit Koeffizientenfolge

i ÞÝÑ
¸
k¥0

rk �
¸

jPNk,°l jl�i

k¹
l�1

sjl

Beweis. Für die erste Formel rechnen wir

pf � gqptq � fptq � gptq �
¸
i¥0

ri � ti �
¸
i¥0

si � ti �
¸
i¥0

pri � siqti

und für die zweite

pf � gqptq � fptq � gptq � p
¸
i¥0

ri � tiq � p
¸
i¥0

si � tiq �
¸
i,j¥0

ri � sj � ti�j �
¸
i¥0

i̧

j�0

ri � si�j � ti

und die dritte wird eine Übung sein. □

119
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Ein Problem mit dieser Definition ist, dass die Koeffizientenfolge einer polynomiellen Funktion
nicht eindeutig bestimmt ist: Nehmen wir etwa R � Z{2. Dann gilt wie in jedem Ring 02 � 0
und 12 � 1, aber da dies alle Elemente von Z{2 sind, folgt id�2 � id und damit id�n � id für alle
n ¥ 1. Etwa sehen wir zum Beispiel

t3 � t2 � t� 1 � t2 � 1

für alle t P Z{2. Es ist also nicht einmal der größte Index mit nicht-trivialem Koeffizienten
wohlbestimmt (wir würden ihn gerne den Grad einer polynomiellen Funktion nennen, aber das

geht eben nicht). Überhaupt gibt es über einem endlichen Ring R immer noch unendlich viele
Koeffizientenfolgen, aber nur endlich viele Funktionen RÑ R, sodass die Koeffizientenfolgen hier
nie eindeutig bestimmt sind.

1.3. Bemerkung Aus der Analysis wissen sie wahrscheinlich, dass polynomielle Funktionen

f : RÑ R, tÑ
¸
i¥0

rit
i

glatt sind, und

f pnqp0q � rn
n!

,

sodass zumindest in diesem Fall die Koeffizienten von f eindeutig bestimmt sind.

Um die Situation zu verbessern erhebt man mal wieder das gewünschte zur Definition:

1.4. Definition Ist R ein kommutativer Ring so ist ein Polynom in R ist nichts weiter als eine
Folge F : NÑ R mit F pnq � 0 für fast alle n P N. Wir setzen (für den Moment)

RrNs� tF : NÑ R | F ist ein Polynomu,
den Polynomring (polynomial ring) von R.

Motiviert durch Lemma 1.21.2 definieren wir in die Addition von Polynomen

� : RrNs � RrNs ÝÑ RrNs
als die üblichen punktweise Addition von Funktionen, also durch

pF �Gqi � Fi �Gi
und die Multiplikation

� : RrNs �RrNs ÝÑ RrNs
als die Faltung gegeben durch

pF �Gqi �
i̧

k�0

Fk �Gi�k �
¸

k,l¥0,k�l�i
Fk �Gl.

Weiter seien 0P � p0, 0, 0, 0 . . . q und 1P � p1, 0, 0, 0, 0, . . . q. Dann gilt:

1.5. Lemma Für jeden kommutativen Ring R bildet pRrNs,�, �, 0P, 1Pq wieder einen kommuta-
tiven Ring und die Abbildung

ι : R ÝÑ PpRq, r ÞÝÑ pr, 0, 0, 0, 0, . . . q
ist ein injektiver Ringhomomorphismus.

Man rechnet weiter auch sofort

ιprq � F � constr � F
für r P R and F P RrNs nach.
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Beweis. Da 0P � const0 wissen wir schon seit langem, dass sogar pFpN,Rq,�, 0Pq eine
abelsche Gruppe ist und RrNs ist offenbar eine Untergruppe hiervon. Auch die Kommutativität
von � ist hoffenlich klar und � ist distributiv über �, weil schon jeder einzelne Summand aus der
Definition der Faltung das aufgrund der Distributivität von � über � es ist. Letztlich rechnen wir
Dann rechnen wir p1P � F qn � 1 � Fn � Fn, was die Neutralität zeigt, und

ppF �Gq �Hqn �
¸
k,l¥0
k�l�n

pF �Gqk �Hl �
¸
k,l¥0
k�l�n

¸
m,p¥0
m�p�k

Fm �Gp �Hl �
¸

m,p,l¥0
m�p�l�n

Fm �Gp �Hl

und analog für pF �P pG �Hqqn, was Assoziativität der Faltung zeigt.
Und offenbar ist die angegebene Zuordnung additiv und schickt 0, 1 P R auf 0P, 1P P RrNs

und wir rechnen noch

ppr, 0, 0, 0, . . . q � ps, 0, 0, 0, 0, . . . qqn � pr � s, r � 0� 0 � s, r � 0� 0 � 0� 0 � s, . . . q � pr � s, 0, 0, 0, . . . q.
□

Dieser Ring soll eine formale Version des Ringes der polynomiellen Funktionen sein, in dem
Koeffizientenfolgen nun per definition eindeutig sind. Um dies zu erklären, wähle ein jeder nun
seinen Lieblingsbuchstaben; meiner ist T . Ich setze dann T � p0, 1, 0, 0, 0, . . . q P RrNs und wir
beobachten

T�n � i ÞÝÑ
#
1 i � n

0 sonst
,

sodass wir

F �
¸
i¥0

ιpFiq � T�i

für jedes F P RrNs haben. Zur besseren Lesbarkeit unterdrückt man meist ι aus der Notation,
schreibt Tn anstatt T�n, sodass sich obiges zu

F �
¸
i¥0

Fi � T i

umschreibt, was doch nun wirklich schon fast aus wie ein Polynom. Allgemein schreibt man
wieder meist einfach F � G anstatt F � G und RrT s anstatt RrNs um jedermann die Wahl seines
Lieblingsbuchstaben mitzuteilen.

Beispielsweise übersetzt sich also

p3, 0, 4, 1, 2, 0, 0, 0, . . . q � 2 � T 4 � T 3 � 4 � T 2 � 3.

Wir schließen auch sofort:

1.6. Beobachtung Die Elemente t1,T ,T 2,T 3, . . . u bilden eine R-Basis von RrT s (wo wir RrT s
via 1.51.5 und Beobachtung 6.26.2 als R-Modul auffassen).

Für Polynome können wir nun den Grad ohne Probleme definieren:

1.7. Definition Ist 0 � F P RrT s ein Polynom so heißt

degpF q� maxti P N | Fi � 0u
der Grad (degree) von F . Das Element

leadpF q� FdegpF q P Rzt0u
heißt der Leitkoeffizient (leading coefficient) von F . Gilt leadpF q � 1 so heißt F normiert (monic).

Polynome vom Grad 0 nennt man konstant, vom Grad 1 linear, vom Grad 2 quadratisch, vom
Grad 3 kubisch.

1.8. Lemma Seien F ,G P RrT s zwei Polynome � 0.
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(1) Ist F �G � 0, so gilt immer

degpF �Gq ¤ maxpdegpF q, degpGqq
und Gleichheit zusammen mit

leadpF �Gq � leadpF q � leadpGq
falls nicht degpF q � degpGq und leadpF q � leadpGq � 0 gelten.

(2) Ist F �G � 0, so gilt immer degpF �Gq ¤ degpF q�degpGq und Gleichheit zusammen mit

leadpF �Gq � leadpF q � leadpGq
falls nicht leadpF q � leadpGq � 0.

Beweis. Der erste Punkt ist hoffentlich offensichtlich. Für den zweiten beobachten wir, dass
für n ¡ degpF q � degpGq jeder Summand in

pF �Gqn �
¸

k�l�n
Fk �Gl

k ¡ degpF q oder l ¡ degpGq erfüllt (wäre k ¤ degpF q oder l ¤ degpGq so wäre schließlich
k � l ¤ degpF q � degpGq   n). Aber im ersten Fall gilt Fk � 0 und im zweiten Gl � 0, sodass
insgesamt jeder Summand verschwindet. Das impliziert die Ungleichung und für den Zusatz
beobachtet man ähnlich, dass

pF �GqdegpF q�degpGq �
¸

k�l�degpF q�degpGq
Fk �Gl � FdegpF q �GdegpGq

weil alle anderen Summanden verschwinden. □

1.9. Korollar Ist R ein Integritätsbereich so auch RrT s und ist F P RrT s eine Einheit so ist F
konstant mit einzigem nicht-trivialen Koeffizienten eine Einheit in R; mit anderen Worten, die
Einheiten in R und RrT s stimmen überein.

Ist R nicht integer, so offenbar auch RrT s nicht, aber etwas subtiler, kann es dann auch
nicht-konstante Einheiten geben: Gilt etwa r � s � 0 und r � s � 0 so hat man

prT � 1q � psT � 1q � r � s � T 2 � pr � sq � T � 1 � 1;

ein Beispiel hierfür ist r � 2 � r in Z{4.

Beweis. Sind F und G nicht 0, so auch insbesondere leadpF q, leadpGq � 0 und damit, weil R
integer ist auch leadpF q � leadpGq � 0, und damit leadpF �Gq � leadpF q � leadpGq � 0 nach vorigem
Lemma. Aber dann ist sicherlich F �G � 0.

Gilt F �G � 1, so folgt degpF q�degpGq � degpF �Gq � degp1q � 0 und damit degpF q, degpGq �
0. □

In Polynome kann man nun ebenso Elemente einsetzen wie in polynomielle Funktionen. Man
kann aber sogar nicht nur Elemente aus R einsetzen. Wir brauchen:

1.10. Definition Ist R ein Ring, so ist eine R-Algebra einfach nur ein Ring S zusammen mit
einem Ringhomomorphismus φ : RÑ S. Ist R kommutativ, so heißt S zentral (central) falls noch
φprq � s � s � φprq gilt. Ein Ringhomomorphismus ψ : S Ñ S1 zwischen zwei R-Algebren S und S
mit Strukturabbildungen φ und φ1 heißt ein R-Algebrenhomomorphismus falls ψ � φ � φ1.

Meist wird der Ringhomomorphismus aus der Notation unterdrückt, und man schreibt einfach
r � s anstatt φprq � s, falls dies nicht zu Missverständnissen führen kann.

1.11. Beispiel (1) Vermöge der Identität ist R selber eine R-Algebra.
(2) Ist eine R-Algebra S kommutativ, so ist sie offensichtlich zentral.
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(3) Die Abbildung const : R Ñ FpX,Rq macht den Ring FpX,Rq (mit der punktweisen
Addition und Multiplikation als Verknüpfungen) für jede Menge X zu einer R-Algebra.
Ist f : Y Ñ X eine beliebige Abbildung, so ist

� � f : FpX,Rq ÝÑ FpY ,Rq
ein R-Algebrenhomomorphismus. Insbesonderen für f die Inklusion txu � X für ein
x P X, ist die Auswertungsfunktion

evx : FpX,Rq ÝÑ Fptxu,Rq � R, g ÞÝÑ gpxq
ein R-Algebrenhomomorphismus.

(4) Die Inklusion R Ñ RrT s als konstante Polynome macht RrT s zu einer R-Algebra für
kommutatives R.

(5) IstM ein R-Modul und R kommutativ, so bildet LinRpM ,Mq aufgefasst als Ring mittels
komponentenweiser Addition und Komposition als Verknüpfungen und Strukturabbil-
dung

R ÝÑ LinRpM ,Mq, r ÞÝÑ id � r
eine zentrale (aber im Allgemeinen nicht kommutative) R-Algebra.

(6) Ist b eine nummerierte Basis von M mit n Elementen, so ist die zugehörige Abbildung

Mp�, b, bq : LinRpM ,Mq ÝÑ Matpn,n,Rq
ein R-Algebrenhomomorphismen nach Beobachtung 7.57.5, der sogar bijektiv ist nach Ko-
rollar 7.27.2. Die Umkehrabbildung

M ÞÝÑ Lb � pM � �q � L�1
b

ist folglich ebenfalls ein R-Algebrenhomomorphismus, wie man leicht prüft.
(7) Als Beispiel einer nicht-zentral Algebra können wir etwa die Komposition

RrT s ÝÑ LinRrT spRrT s,RrT sq � LinRpRrT s,RrT sq
hernehmen: Ist f : RrT s Ñ RrT s etwa die R-lineare Abbildung, die den zweiten Koef-
fizienten eines Polynoms verdoppelt, so gilt

paT � bq � fpT 2q � paT � bq � 2T 2 � 2aT 3 � 2bT 2

� aT 3 � 2bT 2 � fpaT 3 � bT 2q � fppaT � bq � T 2q
für a, b P R, so that ppaT � bq � �q � f � f � ppaT � bq � �q. LinRpRrT s,RrT sq ist also eine
nicht-zentrale RrT s-Algebra.

1.12. Satz Sei R ein kommutativer Ring und S eine zentrale R-Algebra mit Strukturabbildung
φ : R Ñ S. Dann existiert zu jedem a P S genau ein R-Algebrenhomomorphismus RrT s Ñ S mit
T ÞÑ a. Er ist gegeben durch ¸

i¥0

ri � T i ÞÝÑ
¸
i¥0

φpriq � ai

und sein Bild ist der kleinste Unterring von S der a und das Bild von R enthält.

1.13. Definition Der eindeutig bestimmte R-Algebrenhomomorphismus aus obiger Proposition
heißt der Einsetzungshomomorphismus (evaluation homomorphism) bei a, geschrieben eva : RrT s Ñ
S.

Beweis von Satz 1.121.12. Zunächst zur Eindeutigkeit: Ist f ein R-Algebrenhomomorphismus
wie gewünscht so rechnen wir

fpF q � f

�¸
i¥0

Fi � T i
�
�
¸
i¥0

fpFiq � fpT iq �
¸
i¥0

φpFiq � ai

wo wir im letzten Schritt fprq � φprq für r P R benutzt haben; also dass f nicht nur ein Ring-
sondern sogar ein R-Algebrenhomomorphismus ist. Insbesondere ist die Vorgabe im Satz die
einzige Möglichkeit für den Einsetzungshomomorphismus.
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Rechnen wir nun also nach, dass die Formel für eva auch wirklich einenR-Algebrenhomomorphismus
liefert. Ich hoffe Additivität und die Erhaltung der beiden neutralen Elemente sind klar. Die Mul-
tiplikativität rechnet man wie folgt nach. Einerseits haben wir

evapF �Gq � eva

���¸
i¥0

¸
k,l¥0
k�l�i

Fk �Gl � T i
��� ¸

i¥0

¸
k,l¥0
k�l�i

φpFk �Glq � ai �
¸
i¥0

¸
k,l¥0
k�l�i

φpFkq � φpGlq � ai

nach Definition der Multiplikation in RrT s. Auf der anderen Seite

evapF q � evapGq �
�¸
i¥0

φpFiq � ai
�
�
�¸
i¥0

φpGiq � ai
�
�
¸
i¥0

¸
k,l¥0
k�l�i

φpFkq � ak � φpGlq � al

�
¸
i¥0

¸
k,l¥0
k�l�i

φpFkq � φpGlq � ak � al �
¸
i¥0

¸
k,l¥0
k�l�i

φpFkq � φpGlq � ai

wo wir im Zeilenumbruch benutzt haben, dass φ den Ring S zu einer zentralen R-Algebra macht
um ak und φpGlq zu vertauschen.

Also ist eva ein Ringhomomorphismus und da evaprq � φprq � a0 � φprq für alle r P R gilt, ist
es auch ein R-Algebrenhomomorphismus.

Bei der Bestimmung des Bildes ist hoffentlich wieder klar, dass Impevaq ein Unterring von S
ist, und offenbar erhält er a und Impφq. Aber ist T � S ein weiterer solcher Unterring, so enthält
T nacheinander auch ai, φpFiq �a und dann

°
i¥0 φpFiq �ai für jedes Polynom F P RrT s wegen der

Abgeschlossenheit unter Multiplikation und Addition von T in S. □

1.14. Beispiel (1) Das Element id P FpR,Rq liefert eine R-Algebrenabbildung

apf � evid : RrT s Ñ FpR,Rq,
¸
i¥0

ri � T i ÞÝÑ
�
t ÞÑ

¸
i¥0

ri � ti
�

die zu einem Polynom eine polynomielle Funktion assoziiert. Das Bild von apf sind
per Definitionem genau die polynomiellen Funktionen; diese bilden also den kleinsten
Unterring von FpR,Rq, der die konstanten Funktionen und die Identität enthält. Ich
wiederhole noch einmal die Warnung: apf ist nach unserer Diskussion vor Bemerkung
1.31.3 im allgemeinen nicht injektiv: Für R � Z{2 gilt etwa apfpT 2 � T q � 0 � apfp0q.

(2) Für jedes t P R erhalten wir

evt : RrT s ÝÑ R,
¸
i¥0

ri � T i ÞÝÑ
¸
i¥0

ri � ti.

In diesem (und auch vielen anderen) Fällen schreibt schreibt man meist einfach F ptq
anstatt evtpF q. Scharfes Hinsehen zeigt papfpF qqptq � F ptq, sodass F ptq nur von apfpF q
und t abhängt.

(3) Wir sehen aber auch, dass wir etwa Matrizen in ein Polynom einsetzen können, was wir
noch zur Genüge tun werden: Für A P Matpn,n,Rq erhalten wir

evA : RrT s ÝÑ Matpn,n,Rq
Wieder schreibt man meist einfach F pAq anstatt evApF q. Diesmal hängt F pAq aber
wirklich von F und nicht nur apfpF q ab: Für R � Z{2 gilt etwa apfpT 2 � T q � 0, aber
sicher nicht A2 �A � 0 für jedes A P Matpn,n,Z{2q.

Als eines der wichtigstes Konzepte für Polynome halten wir noch fest:

1.15. Definition Ein t P R heißt Nullstelle (root) von F P RrT s falls F ptq � 0.
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2. Polynomdivision

Als wohl wichtigstes Hilfsmittel zum Studium von Polynomen und ihren Nullstellen haben wir
ein Analog von Satz 2.12.1:

2.1. Satz Sei R ein kommutativer Ring und 0 � G P RrT s derart, dass leadpGq P R eine Einheit
ist. Dann gibt es zu jedem F P RrT s eindeutige P ,Q P RrT s mit

F � P �G�Q und entweder Q � 0 oder degpQq   degpGq.
Proof. Der Existenzbeweis ist induktiv: Für F � 0 oder degpF q   degpGq nehmen man

einfach P � 0 und Q � F und ist degpGq � 0 so ist G � leadpGq eine Einheit und P � F {leadpGq
und Q � 0 erledigen das gewünschte. Damit ist der Fall F � 0 oder degpF q � 0 abgegrast. Sei
dann degpF q � n� 1. Setze r � leadpF q{leadpGq und betrachte

F � F � r � T degpF q�degpGq �G.
Per Konstruktion heben sich die beiden Leitkoeffizienten auf der rechten Seite genau weg, sodass
entweder F � 0 oder aber degpF q ¤ n. Weiterhin , sodass wir per Induktionsannahme P und Q
finden mit

F � P �G�Q.

mit Q � 0 oder degpQq   degpQq   degpGq. Setzen wir dann P � P � r �T degpF q�degpGq, so haben
wir

F � F � r � T degpF q�degpGqG � P �G�Q� r � T degpF q�degpGqG � P �G�Q
wie gewünscht.

Für die Eindeutigkeit nehmen wir an, dass auch noch F � P 1 � G � Q1 gilt mit den gleichen
Bedinungen. Dann folgt

pP � P 1q �G� pQ�Q1q � F � F � 0.

Aber wäre P � P 1, so wäre auch pP � P 1q �G � 0 nach Korollar 1.91.9 und nach Lemma 1.81.8 hätten
wir

degppP � P 1q �Gq � degpP � P 1q � degpGq ¥ degpGq ¡ maxpdegpQq, degpQ1qq ¥ degpQ�Q1q.
Aber dann kann die angenommene Gleichung sicherlich nicht eintreten. Also muss P � P 1 gelten,
und damit auch Q � Q1. □

Das Verfahren aus obigem Beweis lässt sich tatsächlich benutzen um solche P und Q konkret
zu bestimmen. Bevor wir das in einem Beispiel tun, beenden wir die Diskussion von polynomiellen
Funktionen. Zunächst haben wir die folgende wichtige Anwendung.

2.2. Korollar Ist R ein kommutativer Ring, so ist t P R genau dann eine Nullstelle von F P RrT s,
wenn F von T � t geteilt wird.

Beweis. Benutzen wir G � T�t in Satz 2.12.1 so erhalten wir eindeutige Polynome P ,Q P RrT s
mit F � P � pT � tq � Q und entweder Q � 0 oder degpQq � 0, also insgesamt Q � q � T 0 mit
q P R. Aber ist dann t eine Nullstelle von F , so haben wir

0 � F ptq � evtpP � pT � tq �Qq � P ptq � pt� tq �Qptq � Qptq � q

und damit F � P � pT � tq wie gewünscht. Und wird andersherum F von T � t geteilt, so muss
Q � 0 gelten und damit

F ptq � evtpP � pT � tqq � P ptq � pt� tq � 0.

□

2.3. Korollar Sei R ein Integritätsbereich. Dann hat jedes Polynom 0 � F P RrT s höchstens
degpF q Nullstellen.

Durch Betrachten der Differenz F �G sieht man auch sofort, dass F � G P RrT s schon dann
gilt, wenn

|tr P R | F prq � Gprqu| ¡ maxpdegpF q, degpGqq.
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Proof. Per Induktion über degpF q. Ist n � 0 so folgt F � f � T 0 mit 0 � f P R und damit
F ptq � f � 0 für alle t P R. Also hat F keine Nullstelle wie behauptet.

Gilt degpF q � n � 1, so hat entweder F keine Nullstelle, in welchem Fall die Behauptung
trivialerweise erfüllt ist, oder wir nehmen eine Nullstelle t her. Dann gilt nach vorigem Korollar
F � pT � tq � P für ein P P RrT s, notwendigerweise mit degpP q � n. Also hat P höchstens n
Nullstellen per Induktionsannahme. Weil R integer ist, impliziert obige Gleichung aber

F prq � 0 ðñ r � t_ P prq � 0

und damit hat F höchstens n� 1 Nullstellen. □

2.4. Theorem Sei R ein Integritätsbereich.

(1) Falls R unendlich ist, ist die Abbildung

apf : RrT s ÝÑ FpR,Rq
injektiv.

(2) Falls R endlich ist, ist die Einschränkung

apf : tF P RrT s | F � 0_ degpF q   |R|u ÝÑ F pR,Rq
sogar bijektiv, und VR �

±
rPR T � r das eindeutige normierte Polynom F vom Grad

degpF q mit apfpF q � 0.

Mit anderen Worten: Über einem unendlichen Integritätsbereich gibt es keinen echten Un-
terschied zwischen Polynomen und polynomiellen Funktionen, aber über einem endlichen In-
tegritätsbereich R (der nach Lemma 5.25.2 automatisch ein Körper ist!) verhält sich die Theorie
der polynomiellen Funktionen nur bis Grad |R| � 1 vernünftig, dafür sind aber tatsächlich alle
Funktionen RÑ R polynomiell.

Beweis. Da sowohl RrT s als auch tF P RrT s | F � 0 _ degpF q   |R|u R-Moduln sind, und
apf R-linear, ist apf auf ihnen injektiv genau dann, wenn apfpF q � 0 ñ F � 0 für alle ihre
Elemente F gilt, siehe Korollar 3.113.11. Aber apfpF q � 0 bedeutet, dass jedes r P R Nullstelle von
F ist, was wegen Korollar 2.32.3 bei unendlichem R nur für F � 0 eintreten kann, und bei endlichem
R zusätzlich erst für degpF q ¥ |F |. Das zeigt in beiden Fällen die behauptete Injektivität.

Aber für R endlich gilt offenbar

|tF P RrT s | F � 0_ degpF q   |R|u| � |R||R| � |F pR,Rq|,
sodass aus der Injektivität von apf sogar nach Theorem 1.91.9 seine Bijektivität folgt.

Zum Zusatz im Falle eines endlichen R ist hoffenlich klar, dass das angegebene Polynome VR
die gewünschten Eigenschaften hat. Ist F ein weiteres normiertes Polynom vom Grad |R| mit
apfpF q � 0 so heben sich die Leitkoeffizienten von VR und F in VR � F weg, sodass VR � F P
tF P RrT s | F � 0 _ degpF q   |R|u liegt. Aber wegen apfpVR � F q � 0 und der oben gezeigten
Injektivität von apf auf dieser Menge folgt dann VR � F � 0. □

2.5. Bemerkung (1) Auf dem ersten Übungszettel haben wir gezeigt, dass apfpT p�T q � 0
für R � Z{p, p prim, gilt und damit folgt aus der Eindeutigkeitsaussage in Theorem 2.42.4
VZ{p � T p � T .

Dies hat einige überraschende Konsequenzen. Schaut man sich etwa den Koeffizien-
ten von T in VR an, so liefert scharfes Hinsehen

pVRq1 �
¸
rPR

¹
tPR
t�r

t �
¹
tPR
t�0

t,

da alle Summanden außer dem für r � 0 verschwinden. Im Falle von R � Z{p erhält
man eine Hälfte der Wilson’sche Formel

pn� 1q! �n

$'&'%
n� 1 n prim

2 n � 4

0 sonst



3. PRIMFAKTORZERLEGUNG IN EUKLIDISCHEN RINGEN 127

für natürlich Zahlen n ¥ 1, benannt nach dem Engländer John Wilson (1741 - 1793),
obwohl sie wohl schon um die erste Jahrtausendwende in Arabien bekannt gewesen war;
für n � p prim ist die Formel gerade der Vergleich des ersten Koeffizienten von VZ{p,
wie gerade berechnet, und dem von T p � T . Ist n andererseits nicht prim, so etwa ist
entweder n � 1, wo die Behauptung per Inspektion stimmt, oder n � k � l mit k, l ¡ 1,
entweder mit k � l, in welchem Falle sowohl k als auch l der Definition nach als Faktoren
in pn � 1q! auftauchen, oder mit k � l in welchem Falle k und 2k � 2l als Faktoren in
pn�1q! auftauchen, außer für k � l � 2 und diesen Fall überprüft man wieder per Hand.

Mit anderen Worten, jede natürliche Zahl n ¥ 1 teilt entweder pn�1q!�2, pn�1q!�1
oder pn� 1q!, je nachdem ob sie 4, prim, oder weder noch ist. Seltsam, nicht wahr?

(2) Dass alle FunktionenK Ñ K für einen endlichen Körper polynomiell sind, sollte übrigends
nicht überraschen: Für überhaupt jeden Körper K gibt es zu jeder Funktion f : U Ñ K
mit U � K endlich genau ein Polynom F P KrT s mit degpF q   |U | und apfpF q|U � f :
Nämlich hat das Lagrange’sche Interpolationspolynom zu f¸

uPU
fpuq �

¹
vPU
v�u

T � v
u� v P KrT s,

diese beiden Eigenschaften, wie man leicht prüft, und die Eindeutigkeit folgt direkt aus
dem Zusatz zu Korollar 2.32.3.

2.6. Beispiel Hier eine konkrete Polynomdivision, um den Algorithmus aus dem Beweis von Satz
2.12.1, einmal in Aktion zu sehen: Seien F � T 5 � 7 � T 4 � 3 � T 2 � 1 und G � T 3 � 7 � T � 1 in RrT s
für einen beliebigen Ring R, dann rechnen wir

F � 1 � T 2 �G� p7 � T 4 � 7 � T 3 � 2 � T 2 � 1q
7 � T 4 � 7 � T 3 � 2 � T 2 � 1 � 7 � T �G� p�7 � T 3 � 47 � T 2 � 7 � T � 1q

�7 � T 3 � 47 � T 2 � 7 � T � 1 � �7 � T 0 �G� p�47 � T 2 � 42 � T � 8q,
wobei wir in jedem Zeilenübergang den Rest von rechts nach links übertragen haben. An dieser
Stelle hat der Rest rechts nun kleineren Grad als G und rückwärts einsetzen liefert

F � pT 2 � 7 � T � 7q �G� 47 � T 2 � 42 � T � 8.

3. Primfaktorzerlegung in euklidischen Ringen

Genau wie im Falle der natürlichen Zahlen, kann man die Division mit Rest benutzen um
Polynome mit Koeffizienten in einem Körper in Primfaktoren zu zerlegen. Dafür zunächst:

3.1. Definition Ein Element r � 0 eines Integritätsbereichs R heißt irreduzibel, wenn es keine
Einheit ist und in einer Zerlegung r � s � t mit s, t P R immer schon s oder t eine Einheit ist. Das
Element r heißt reduzibel, falls es keine Einheit aber auch nicht irreduzibel ist.

3.2. Beispiel (1) In einem Körper ist kein Element irreduzibel.
(2) Eine Zahl n P Z ist irreduzibel genau dann wenn n � p oder n � �p für eine Primzahl

p P N gilt.
(3) Ist R integer, so ist für u, a P R das Polynom uT �a P RrT s irreduzibel zumindest immer

dann wenn u eine Einheit ist: Dann gilt uT �a � F �G, so folgt degpF q�degpGq � 1 und
damit ist entweder F oder G konstant. Aber weiterhin gilt u � leadpF q � leadpGq, sodass
die beiden Leitkoeffizienten ebenfalls Einheiten sind. Das konstante der beiden Polynome
(das dann ja mit seinem Leitkoeffizienten übereinstimmt) ist dann also ebenfalls eine
Einheit, was zu zeigen war.

(4) Ist R ein Körper so ist also jedes lineare Polynom irreduzibel. In ZrT s ist aber etwa
2T � 2 � 2 � pT � 1q nicht irreduzibel.

(5) Ein Polynom irreduzibles Polynom F P RrT s, R integer, mit degpF q ¥ 2 hat keine
Nullstelle: Für eine Nullstelle r P R würde nach Korollar 2.22.2 sonst schließlich F �
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pT � rq � G gelten und wegen degpGq � degpF q � 1 ¥ 1 kann G keine Einheit in RrT s
sein.

(6) Für Polynome F P RrT s vom Grad 2 oder 3 mit einer Einheit als Leitkoeffizient, gilt
auch die Umkehrung: Eine Zerlegung F � G �H hat entweder einen Faktor vom Grad 0,
den man durch Betrachten der Leitkoeffizienten als Einheit erkennt, oder einen Faktor
vom Grad 1, etwa G � uT � a: Sonst wäre schließlich

degpF q � degpGq � degpHq ¥ 2� 2 � 4.

Aber in letzterem Fall ist a{u eine Nullstelle von G und damit von F .
(7) Etwa sind T 2 � 1 P QrT s, T 2 � T � 1 P Z{2rT s und T 3 � T � 1 P Z{3rT s irreduzibel.
(8) Für Polynome vom Grad größer als 3 gilt die Umkehrung aber nicht mehr: Etwa hat

T 4 � 2T 2 � 1 � pT 2 � 1q2 P QrT s
sicher keine Nullstelle, ist aber offenbar reduzibel.

(9) Ist r P R irreduzibel, so ist r auch als konstantes Polynom aufgefasst in RrT s irreduzibel:
In einer möglichen Faktorisierung r � F �G sind schließlich aus Gradgründen sowohl F
als auch G konstant und damit lebt die Faktorisierung schon in R. Per Annahme ist dann
aber entweder F oder G eine Einheit in R und damit in RrT s. Etwa ist also 2 P ZrT s
irreduzibel, oder auch T P QrT ,Ssp� pQrT sqrSs,dem Polynomring in zwei Variablen.

(10) Ganz allgemein stimmt es aber nicht, dass Irreduzibilität unabhängig vom betrachteten
Ring ist. Etwa ist T 2 � 2 irreduzibel in QrT s, aber nicht in RrT s.

Sehr leicht ist der Existenzteil einer Primfaktorzerlegung:

3.3. Lemma Ist R ein Integritätsbereich, so lässt sich jedes 0 � F P RrT s mit degpF q ¥ 1 und
leadpF q P R eine Einheit als Produkt von irreduziblem Polynomen schreiben.

Insbesondere können wir dies aufgrund der üblichen Primfaktorzerlegung auf normierte, nicht-
konstante Polynome in ZrT s anwenden, aber auch auf beliebige, nicht-konstante Polynome inKrT s
für jeden Körper K: Dort sind die Voraussetzungen leererweise erfüllt.

Proof. Der Beweis funktioniert per Induktion über den Grad eines Polynoms F P RrT s. Ist
degpF q � 1 so haben wir oben gesehen, dass F selbst irreduzibel ist.

ist degpF q � n�1, so ist entweder F selber irreduzibel und damit sicherlich schon als Produkt
von irreduziblen Polynomen geschrieben, oder es gilt F � G �H mit zwei Nichteinheiten G,H P
RrT s. Aber da leadpGq � leadpHq � leadpF q impliziert, dass sowohl leadpGq und leadpHq Einheiten
sind, sodass weder G noch H konstant sein können. Dann folgt aber auch 1 ¤ degpGq, degpHq ¤ n,
sodass sich G und H (und damit auch F ) nach Induktionshypothese als Produkt von irreduziblem
Polynomen schreiben lassen. □

Tiefer liegt die Eindeutigkeit einer solchen Zerlegung, die genau wie für die natürlichen Zahlen
auf einer Version des Lemmas von Euklid basiert. Diese stellen wir in voller Allgemeinheit zur
Verfügung.

3.4. Definition Ein euklidischer Ring ist ein Integritätsbereich R zusammen mit einer Funktion
δ : Rzt0u Ñ N, derart dass für alle f , g P R mit g � 0 Elemente p, q P R existieren mit

f � p � g � q und pq � 0 oder δpqq   δpgqq.

3.5. Beispiel (1) Jeder Körper K bildet trivialerweise mittels jeder Funktion δ : Kzt0u Ñ N

einen euklidischer Ring (man kann schließlich immer q � 0 wählen).
(2) Die ganzen Zahlen Z bilden zusammen mit der Betragsfunktion | � | : Zzt0u Ñ N als

Konsequenz von Satz 2.12.1 einen euklidischen Ring.
(3) Ist K ein Körper, so bildet KrT s zusammen mit deg : KrT s Ñ N nach Satz 2.12.1 einen

euklidischen Ring. Das stimmt auch wirklich nur für Körper; wir werden sehen, dass
etwa ZrT s keine Funktion zulässt, die es zu einem euklidischem Ring macht.
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(4) Es gibt noch viele weitere Beispiele die über den Rahmen der jetzigen Vorlesung hinaus-
gehen. Etwas bildet die berühmten Gauß’schen Zahlen

Zris � tx P C | Da, b P Z : x � a� b � iu
mittels der Normfunktion | � | : Zriszt0u Ñ N einen euklidischen Ring. Es ist oft jedoch
gar nicht einfach, nachzuweisen, dass ein Ring euklidisch ist, insbesondere da viel Freiheit
in der Wahl der Funktion δ besteht. Etwa wurde erst im Jahr 2004 vom Kanadier Malcom
Harper nachgewiesen, dass

Zr 2
?
14s � tx P R | Da, b P Z : x � a� b � 2

?
14u

ein euklidischer Ring ist, aber eben mit einer sehr komplizierten Funktion δ. Aber das
führt wieder weit über unsere Vorlesung hinaus.

Das Ziel dieses Abschnitts ist dann folgender Satz:

3.6. Theorem Sei R ein euklidischer Ring. Dann lässt sich jedes Element 0 � r P R, welches
keine Einheit ist, als Produkt von irreduziblen Elementen schreiben. Und gilt etwa

m¹
i�1

pi � r �
n¹
i�1

qi

mit irreduziblen p1, . . . , pm, q1, . . . , qn P R, so gilt n � m und es gibt eine Permutation σ P Σn und
Einheiten u1, . . . ,un P R mit

pi � ui � qσpiq.
Mit anderen Worten, in einem euklidischen Ring ist die Zerlegung in irreduzible Elemente

eindeutig bis auf Umordnung und Multiplikation mit Einheiten; besser wird’s aber auch nicht:
Schon in Z gilt ja etwa

p�5q � p�2q � 10 � 2 � 5.
Natürlich kann man in diesem Fall eine weiter Normierung vornehmen: Zu jeder ganze Zahl n � 0
gibt es nach Theorem 2.62.6 schließlich genau eine Funktion mn : tPrimzahlenu Ñ N mit mnppq � 0
für fast alle Primzahlen p, sodass

n � signpnq �
¹
pPN
p prim

pmnppq,

wo sign: Zzt0u Ñ t�1u einfach das Vorzeichen einer ganzen Zahl extrahiert. Für R � KrT s mit
K einem Körper ist natürlich eine ähnliche Normierung möglich:

3.7. Korollar Ist K ein Körper, so gibt es zu jedem 0 � F P KrT s eine eindeutige Funktion
m : tnormierte irreduzible Polynome über Ku Ñ N mit

F � leadpF q �
¹

P normiert,
irreduzibel

PmF pP q.

3.8. Definition Der Wert mF pP q heißt die Vielfachheit (multiplicity) von F P KrT s beim irre-
duziblen normierten Polynom P P KrT s.

Da wir die Existenz einer solchen Zerlegung im Spezialfall R � KrT s schon in Lemma 3.33.3
gesehen haben, wollen wir uns nun in Richtung Eindeutigkeit bewegen. Dies folgt wie gesagt aus
folgender allgemeiner Version der Euklid’schen Lemmas:

3.9. Satz Ist R ein euklidischer Ring. Ist dann p P R irreduzibel und p | r � s für r, s P R, so folgt
schon p | r oder p | s.

Der Beweis, den ich hierfür im Falle der natürlichen Zahlen gegeben habe, lässt sich leicht auf
die hier gegebene Allgemeinheit anpassen. Ich will hier aber einen etwas anderen geben, der uns
etwas mehr Zuatzinformation liefert, die wir noch gewinnbringend verwenden können (und den
wir damals in Ermangelung negativer Zahlen noch nicht geben konnten). Er fußt auf folgender
Beobachtung linear algebraischer Natur:
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3.10. Satz Ist R euklidisch und I � R ein R-Untermodul und 0 � x P I mit

δpxq � mintn P N | n � δpyq für ein 0 � y P Iu.
Dann gilt I � xxyR. Insbesondere ist jeder R-Untermodul von R von einem Element erzeugt.

Zum Beispiel folgt, dass jede (additive!) Untergruppe U � Z von der Form U � n � Z für ein
n P N ist (nämlich für n � minptu P N | 0 � n P Uuq). Ein mögliches Analog für die natürlichen
Zahlen stimmt nicht: Nicht jeder Untermonoid M von pN,�q ist von der Form M � n � N. Etwa
ist Nzt1u ein Untermonoid nicht von dieser Form. Diese Beispiele sind der Grund, aus ein anderer
Beweis für das euklid’sche Lemma für Primzahlen nötig war.

Beweis. Sei y P I beliebig. Zu zeigen ist x | y. Per Annahme an R (und x) finden wir p, q P R
mit y � p � x � q und entweder q � 0 oder δpqq   δpxq. Aber sicherlich folgt aus x, y P I dass
q � p � x� 1 � y P I. Damit kann aber nach Wahl von x nicht δpqq   δpxq gelten und damit muss
q � 0 sein wie gewünscht. □

3.11. Korollar (Lemma von Bézout) Ist R euklidisch und sind r, s P R Elemente, derart dass
alle gemeinsamen Teiler von r und s Einheiten sind, dann existieren p, q P R mit r � p� s � q � 1.

Zwei Elemente, alle deren gemeinsame Teiler Einheiten sind heißen teilerfremd (coprime).

Benannt ist dieses Resultat nach dem Franzosen Étienne Bézout (1730 - 1783), der den Fall
rationaler Polynome, bewiesen hat. Für ganze Zahlen war es schon ca. 150 Jahre früher vom
ebenfalls französischen Claude Gaspard Bachet de Méziriac (1581 - 1638) beobachtet worden.
Vielleicht gerade weil einer der auftretenden Koeffizienten p, q P Z für r, s P N (außer im trivialen
Fall r � 1 oder s � 1) immer negativ sein müssen, scheint diese Formel und damit auch der gleich
folgende Beweis des euklidschen Lemmas in der Antike nicht bekannt gewesen zu sein.

Beweis. Betrachte xr, syR � R. Nach vorigem Satz gibt es ein x P R mit xr, syR � xxyR.
Dann gilt aber sicherlich x | r und x | s und damit ist x nach Voraussetzung eine Einheit. Aber
dann ist auch 1 � x�1{x P xxyR � xr, syR, was wir genau die Aussage ist, die wir zeigen wollten. □

Damit können wir nun insbesondere die allgemeine Version des Lemmas von Euklid beweisen:

Beweis von Satz 3.93.9. Nehmen wir etwa an, dass p ∤ r. Dann ist zu zeigen, dass p das
Element s teilt. Die Teiler p bestehen per Annahme genau aus Einheiten und Produkten u � p mit
einer Einheit u P R. Die gemeinsamen Teiler von p und r bestehen dann nach Annahme nur aus
Einheiten. Damit gibt es f , g P R mit p � f � r � g � 1 nach dem Lemma von Bézout. Aber dann
folgt

s � s � 1 � s � p � f � s � r � g
und p teilt offenbar den linken Summand und nach Annahme auch den rechten und damit die
Summe. □

Damit können wir nun die Existenz und Eindeutigkeit von Primfaktorzerlegungen beweisen:

Beweis von Theorem 3.63.6. Wir zeigen zunächst die Eindeutigkeit und zwar per Induktion
nach der Anzahl m der auftretenden Faktoren. Der Fall eines einzelnen irreduziblen Faktors ist
trivial. Und gilt etwa

m�1¹
i�1

pi � r �
n¹
i�1

qi

mit irreduziblen pi und qi, so teilt nach Satz 3.93.9 pm�1 mindestens eins der Elemente q1, . . . , qn,
sagen wir etwa qj . Aber da qj ebenfalls irreduzibel ist, muss dann qj � u � pm�1 für eine Einheit
u P R gelten. Ist dann τ � pj,nq P Σn die Transposition, die j und n vertauscht, so erhalten wir
nach Teilen beider Seiten durch qj

p1{u �
m¹
i�2

pi �
n�1¹
i�1

qτpiq
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Per Induktionsannahme muss dann aber m � n� 1 gelten, und es gibt eine Permutation σ P Σm
und Einheiten u1, . . . ,um P R mit

pi �
#
u � u1 � qτσp1q i � 1

ui � qτσpiq 2 ¤ i ¤ m

Erweitern wir τ �σ : t1, . . . ,mu Ñ t1, . . . ,m�1u durch m�1 ÞÑ j zu einer Permutation σ P Σm�1

und setzen so erhalten wir also

pi �

$'&'%
u � u1 � qσp1q i � 1

ui � qσpiq 2 ¤ i ¤ m

1{u � qσpm�1q i � m� 1

,

sodass

ui �

$'&'%
u � u1 i � 1

ui 2 ¤ i ¤ m

1{u i � m� 1

die gesuchten Einheiten sind.
Nun zur Existenz: Ein 0 � r P R das weder eine Einheit ist noch eine Zerlegung in irreduzible

besitzt, lässt sich sicherlich als r � s�t mit zwei Nichteinheiten s, t P R schreiben. Aber mindestens
ein Element von s und t hat dann selber keine Zerlegung in irreduzible (hätten s und t beide eine
solche Zerlegung, dann auch ihr Produkt). Nehmen wir dann r1 P ts, tu als ein solches Element
ohne Zerlegung und u1 � r{r1, so können wir mit r1 wieder genauso verfahren. Wir erhalten auf
diese Weise zwei Folgen r,u : NÑ R aus Nichteinheiten mit r0 � r und ri � ri�1 � ui�1. Aber das
widerspricht folgendem Lemma. □

3.12. Lemma Ist R euklidisch und r,u : N Ñ Rzt0u zwei Folgen mit ri � ri�1 � ui�1, so gibt es
ein n P N, derart dass für alle k ¥ n das Element uk P R eine Einheit ist.

Mit anderen Worten: R enthält keine echten unendlichen Teilerketten.

Proof. Betrachte I � tr P R | Di P N : ri teilt ru. Man prüft leicht, dass I ein R-Untermodul
von R ist, und damit gilt nach Satz 3.103.10 ein h P R mit I � xhyR. Da r P I, kann sicherlich nicht
h � 0 gelten, und nach Definition von I gilt h � fn � xn für ein n P N und x P R. Aber dann gilt
h � rk � x �

±n
i�n�1 ui für alle k ¥ n nach Konstruktion und andererseits gilt wegen rk P I auch

rk � h � vk für irgendein vk P R. Zusammen bedeutet das

rk � h � vk � vk � rk � x �
n¹

i�n�1

ui.

Teilen durch rk liefert dann

1 � vk � x �
n¹

i�n�1

ui,

was insbesondere zeigt, dass alle ui mit i ¥ n� 1 Einheiten sind. □

Es ist, wie auch bei den natürlichen Zahlen, kein Algorithmus bekannt, der eine Primfak-
torzerlegung effektiv bestimmt. Wir beobachten aber noch, dass die im Lemma von Bézout auf-
tauchenden Koeffizienten effektiv mittels des euklid’schen Algorithmus bestimmt werden können:

3.13. Konstruktion Gegeben 0 � x, y P R, R euklidisch unter δ, mit δpyq ¤ δpxq. Wir suchen
einen Erzeuger z von xx, yyR und eine Darstellung z � f � x� g � y.

Setzen wir q0 � x und q1 � y, so können wir iterativ

qi � pi�1 � qi�1 � qi�2

mit qi�1 � 0 oder δpqi�2q   δpqi�1q bilden, solange qi�1 � 0. Gilt δpxq � n so terminiert dieser
Prozess nach höchstens n Schritten. Und gilt etwa qk�1 � 0 so behaupte ich z � qk erzeugt
xx, yyR. Dazu muss man nur beobachten, dass

xqi, qi�1yR � xqi�1, qi�2yR



132 5. POLYNOME

für 0 ¤ i ¤ k � 1, was direkt aus der definierenden Gleichung folgt. Rückwärts einsetzen der
Gleichungen liefert dann die gewünscht Darstellung von qk.

3.14. Beispiel (1) Einmal vorweg, das rückwärts Einsetzen in kleinen Iterationen (in obiger
Notation):
a) Gilt schon q2 � 0, so findet man natürlich einfach z � q1 � 1 � q1 � 0 � q0.
b) Gilt q3 � 0, so haben wir z � q2 � p�p1q � q1 � 1 � q0.
c) Gilt erst q4 � 0 (der wohl erste interessante Fall), so findet man

z � q3 � q1 � p2 � q2 � q1 � p2pq0 � p1 � q1q � p1� p1p2q � q1 � p�p2q � q0.
d) Gilt q5 � 0 so findet man

z � q4 � q2 � p3 � q3 � �p1q1 � q0 � p3 � pp1� p1p2q � q1 � p�p2q � q0q
� p�p1p2p3 � p1 � p3qq1 � p1� p2p3qq0

e) Einer noch: Bei q6 � 0 findet man:

z � q5 � q3 � p4 � q4 � p1� p1p2qq1 � p2q0 � p4pp�p1p2p3 � p1 � p3qq1 � p1� p2p3qq0q
� p1� p1p2 � p1p4 � p3p4 � p1p2p3p4q � q1 � p�p4 � p2 � p2p3p4q � q0

Ich hoffe das Prinzip ist klar.
(2) Seien F � T 4 � 4 � T 3 � T � 4 und G � T 3 � 4 � T 2 � 4 � T � 16 in QrT s gegeben. Wir

wollen H bestimmen mit xF ,GyQrT s � xHyQrT s. Wir führen die Division von mit Rest
aus, wie im euklid’schen Algorithmus beschrieben: Es gilt

F � T �G� 4 � T 2 � 15 � T � 4.

Setzen wir dann Q2 � �4 � T 2 � 15 � T � 4, so rechnen wir weiter

G �
��1

4
� T � 1

16



�Q2 � 65

16
� T � 65

4
.

Dann setzen wir Q3 � 65
16 � T � 65

4 und rechnen

Q2 �
��64

65
� T � 16

65



�Q3

Damit ergibt sich also Q4 � 0 und wir können H � Q3 � 65
16 � T � 65

4 wählen, oder um
die Nenner bereinigt T � 4. Um eine Darstellung hiervon als Linearkombination von F
und G zu erhalten, setzen wir einfach ein:

H � G�
��1

4
� T � 1

16



�Q2 � G�

��1
4
� T � 1

16



� pF � T �Gq

�
��1

4
� T 2 � 1

16
� T � 1



�G�

�
1

4
� T � 1

16



� F

oder um die Nenner bereinigt

T � 4 � p�4 � T 2 � T � 16q �G� p4 � T � 1q � F .
(3) In den ganzen Zahlen geht es meist schneller: Wollen wir etwa eine Darstellung der 1

aus 8 und 47 gewinnen, rechnen wir

47 � 5 � 8� 7

8 � 1 � 7� 1

7 � 7 � 1� 0

woraus wir 1 � 8� 1 � 7 � 8� p47� 5 � 8q � 6 � 8� p�1q � 47 erhalten.

Als eine direkte Anwendung erhalten wir eine effektive Art Inverse in den Ringen Z{n zu
bestimmen:

3.15. Korollar Ist n ¥ 2 so liefert ein k P N eine Einheit in Z{n genau dann, wenn k und n
keine gemeinsamen Teiler außer 1 haben.
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Um das Inverse zu finden, müssen wir einfach mittels des euklidischen Algorithmus f , g P Z
bestimmen mit 1 � g � k� f �n und dann gilt 1{k � g P Z{n. Im Beispiel oben sehen wir also etwa
1{8 � 6 P Z{47.

Proof. Denn dann gibt es nach dem Lemma von Bézout f , g P Z mit 1 � f �n�g �k in Z, was
1 � g � k in Z{n bedeutet. Und haben andersherum n und k etwa l ¡ 1 als echten gemeinsamen
Teiler, etwa n � l � f und k � l � g, so gilt f � k � f � l � g � n � g und damit f � k � 0 in Z{n, was
wegen f   n zeigt, dass k P Z{n ein Nullteiler und damit keine Einheit ist. □

Zum Schluss noch eine verwandte Reinterpretation des Erzeugers von xx, yyR. Hierfür ein
kleines Vorspiel: In den natürlichen Zahlen war Teilbarkeit eine partielle Ordnung, das ist in
euklidischen Ringen nicht ganz richtig, denn x | y und y | x bedeutet nur, dass x � y � u für eine
Einheit u gilt. Man setzt:

3.16. Definition Zwei Elemente x, y eines kommutativen Rings R heißen assoziiert (associated)
falls es eine Einheit u P R gibt mit x � u � y.

Assoziiertheit ist eine Äquivalenzrelation � wie man leicht prüft und ob y durch x teilbar ist,
hängt nur von den Assoziiertheitsklassen von x und y ab. Es folgt dann, dass

X | Y :ðñ Dx P X, y P Y , r P R : y � r � x
eine partielle Ordnung auf R{� definiert. Etwa ist die Abbildung

N ÝÑ Z{�, n ÞÝÑ rns � t�nu
eine Bijektion, sodass man für R � Z einfach die Teilbarkeit auf N zurückgewinnt.

Wir setzen nun:

3.17. Definition Ist E eine Teilmenge von R, so ist ein Element r P R ein größter gemeinsamer
Teiler (greatest common divisor) der Elemente von E, falls rrs ein größtes Element von

tX P R{� | X teilt res für jedes e P Eu
bezüglich der Teilbarkeit ist.

Größte gemeinsame Teiler sind also nur bis auf Einheit eindeutig bestimmt. Etwa sind sowohl
4 als auch �4 größte gemeinsame Teiler von �12 und 16. Die Verbindung zum bisher gesagten
schafft dann:

3.18. Lemma Ist E � R eine Teilmenge und xEyR � xryR so ist r ein größter gemeinsamer
Teiler der Elemente von E.

Der Beweis ist eine Übung. Der euklid’sche Algorithmus gibt also eine Möglichkeit den größten
gemeinsamen Teiler zweier Polynome oder auch ganzer Zahlen zu finden, und das Lemma von
Bézout in seiner allgemeinsten Version besagt, dass sich immer eine Darstellung

r � x � f � y � g
für jeden größten gemeinsamen Teiler r von f und g finden lässt.

3.19. Beispiel (1) Die Polynome T 4 � 4 � T 3 � T � 4 und T 3 � 4 � T 2 � 4 � T � 16 haben in
QrT s also nach der Rechnung in 3.143.14 größten gemeinsamen Teiler T � 4.

(2) Für die Zahlen 1782 und 846 rechnen wir

1782 � 2 � 846� 90

846 � 9 � 90� 36

90 � 2 � 36� 18

36 � 2 � 18
sodass 1782 und 846 größten gemeinsamen Teiler 18 haben und durch rückwärts Auflösen
erhalten wir

18 � 90� 2 � 36 � 19 � 90� 2 � 846 � 19 � 1782� p�40q � 846
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3.20. Bemerkung Natürlich kann man den größten gemeinsamen Teiler auch aus einer Primfak-
torzerlegung der Elemente von E gewinnen: Gilt e � ϵe �

±
pPP p

meppq für eine Menge paarweise
nicht assozierter irreduzibler Elemente P , so ist

u �
¹
pPP

pmEppq

ein größter gemeinsamer Teiler der Elemente von E für jede Einheit u P R, wo
mEppq � minptn P N | De P E : n � meppquq.

Der Punkt des euklidischen Algorithmus ist es, dass man keine Primfaktorzerlegung der Elemente
von E bestimmen muss, um größte gemeinsame Teiler zu berechnen.

4. Reduzierbarkeit in kleinen Graden

Schon in den natürlichen Zahlen gibt es keinen guten Test, ob eine gegebene Zahl prim ist.
Ähnlich steht es auch in den Ringen KrT s für Körper K. Und wo für n P N und F P Z{prT s
die potenziellen Teiler eines gegeben Elements wenigstens noch in einer a prior endlichen Menge
enthalten sind (nämlich tm P N | m ¤ nu und tG P Z{prT s | degpGq ¤ degpF qu), die prinzipiell
durchprobiert werden können, stimmt nicht einmal mehr das in QrT s.

In kleinen Graden haben wir jedoch gesehen, dass alle normierten linearen Polynome irreduz-
ibel sind, und dass Polynome von Graden 2 und 3 irreduzibel sind, genau dann, wenn sie keine
Nullstellen besitzen. Das beleuchten wir nun einmal genauer. Der Fall quadratischer Polynome
ist hoffentlich vollständig bekannt. Der Vollständigkeit halber:

4.1. Lemma (Quadratische Ergänzung) Sei R ein Integritätsbereich in dem 2 eine Einheit ist.
Dann hat F � T 2�a �T � b P KrT s eine Nullstelle genau dann, wenn a2{4� b eine Quadratwurzel
r in K besitzt. In diesem Falle sind genau die Elemente

r � a

2
und � r � a

2

die Nullstellen von F .

Beweis. Wir rechnen

F ptq � t2 � aT � b �
�
t� a

2

	2
� a2

4
� b,

sodass F ptq � 0 zu �
t� a

2

	2
� a2

4
� b

äquivalent ist. Gilt also F ptq � 0 so die rechte Seite eine Quadratwurzel. Und ist andersherum
r2 � a2{4� b, so rechnen wir

F
�
r � a

2

	
�
�
r � a

2

	2
� a

�
r � a

2

	
� b � r2 � ar� a2

4
� ar� a2

2
� b � a2

4
� b� a2

4
� a2

2
� b � 0

Und da mit r auch �r eine Quadratwurzel von a2{4 � b ist, haben wir im Falle r � 0 zwei (und
damit nach Korollar 2.32.3 alle) Nullstellen von F gefunden. Und offenbar gilt r � 0 genau dann,
wenn a2{4� b � 0 genau dann, wenn F ptq � pt� a{2q2 für alle t P R gilt, in welchem Falle �a{2
eine doppelte Nullstelle von F ist. □

Zum Lösen quadratischer Gleichungen und insbesondere um zu entscheiden, ob quadratische
Polynome irreduzibel sind, reicht es also Quadratwurzeln ziehen zu können. Das lässt sich häufig
relativ leicht entscheiden: Berühmterweise besitzt etwa 2 keine rationale Quadratwurzel, und für
rationale Zahlen kann man allgemein leicht entscheiden ob sie Wurzeln besitzen. Das ist Teil
der folgenden Satzes, für den ich an den Quotientenkörper Rfrc eines Integritätsbereiches R aus
Definition 4.24.2 und Theorem 4.44.4 erinnern möchte; insbesondere ist Q � Zfrc. Der Körper Rfrc

bildet immer auf kanonische Weise eine R-Algebra via des Strukturhomomorphismus R Ñ Rfrc

aus seiner Definition. Insbesondere können wir Elemente von Rfrc in Polynome über R einsetzen.
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4.2. Satz (Lemma von Gauß) Ist R ein euklidischer Ring und 0 � F P RrT s ein Polynom. Sei
dann q � a{b P Rfrc ein Element mit F pqq � 0 und teilerfremden a, b P R. Dann gelten

b | leadpF q und a | F p0q
in R.

Im Falle R � Z gibt es also nur endlich viele Möglichkeiten für rationale Nullstellen, die man
einfach überprüfen kann. Auch die Nullstellen eines beliebigen rationalen Polynoms F P QrT s kann
man auf diese Weise bestimmen: Man muss nur einmal alle Koeffizienten mit dem Hauptnenner
multiplizieren (was natürlich die Nullstellen nicht ändert) um ein Polynom in ZrT s zu erhalten.

Hier noch zwei Spezialfälle:

4.3. Korollar Ist F P ZrT s ein normiertes Polynom, so gilt für alle rationalen Nullstellen q P QrT s
von F schon q P Z.
4.4. Korollar Ist p � r{s P Q ein gekürzter Bruch mit r, s P Z, so besitzt p eine n-te Wurzel in
Q für n ¥ 2 genau dann, wenn r und s beide n-te Wurzeln in Z besitzen.

Insbesondere besitzt eine natürliche Zahl eine rationale n-te Wurzel nur genau dann, wenn sie
schon in den natürlichen Zahlen eine n-te Wurzel besitzt. Zum Beispiel, besitzt keine Primzahl p
eine n-te rationale Wurzel für irgendein n ¥ 2, der einfachste Fall ist dann eben genau p � 2 � n.
Wir beobachten auch noch, dass es für jede rationale Zahl außer 0 entweder keine oder genau 2
solcher Wurzeln gibt.

Beweis. Betrachte dann F � s � Tn�1 � r P ZrT s. Dann gilt für jedes q P Q die Gleichung
qn � p genau dann, wenn F pqq � 0. Ist dann q � a{b eine gekürzte Bruchdarstellung, so folgt aus
obigem Satz b | s und a | r, etwa s � b � k und r � a � l für a, b P Z. Aber damit rechnen wir

qn�1 � an�1

bn�1
� b

a
� a

n

bn
� b

a
� r
s
� l

k

Aber mit r und s sind sicherlich auch l und k teilerfremd, und mit a und b auch an�1 und bn�1

(das benutzt die Primfaktorzerlegung: Ein gemeinsamer Primfaktor von an�1 und bn�1 ist nach
dem euklid’schen Lemma auch ein gemeinsamer Primfaktor von a und b), sodass aufgrund der
Eindeutigkeit gekürzter Bruchdarstellungen schon l � an�1 und k � bn�1 und damit r � an und
b � sn folgen. □

4.5. Korollar Ein quadratisches Polynom F � T 2 � r
s � T � p

q P QrT s ist irreduzibel genau dann,

wenn q2r2 � 4s2q kein Quadrat in Z ist.

Beweis. Nach quadratischer Ergänzung besitzt F genau dann eine Nullstelle, wenn

r2

4s2
� p

q
� q2r2 � 4qs2

4s2q2

eine Quadratwurzel in Q besitzt. Aber da der Nenner 2sq als Quadratwurzel hat, gibt es eine solche
genau dann, wenn der Zähler eine Quadratwurzel in Q besitzt. Nach den vorigen Korollaren muss
er dafür schon eine Quadratwurzel in Z besitzen. □

Beweis von Satz 4.24.2. Sei degpF q � n. Dann gilt

0 � bn � F pqq �
ņ

i�0

Fi � ai � bn�i

und damit

Fn � an � �
n�1̧

i�0

Fi � ai � bn�i � �b �
n�1̧

i�0

Fi � ai � bn�1�i.

Das zeigt, b | Fn � an. Aber da a und b nach Annahme teilerfremd sind, muss dann schon Fn von
b geteilt werden: Wie oben sind mit a und b auch an und b teilerfremd, nach dem Lemma von
Bézout gibt es also f , g P R mit f � an � g � b � 1 und damit

Fn � Fn � pf � an � g � bq � F p0q � an � f � b � g
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und hier werden beide Summanden von b geteilt. Es gilt also Fn � b � r für ein r P R. Einsetzen
liefert dann

b � r � an � �b �
n�1̧

i�0

FI � ai � bn�1�i.

Kürzen wir hier b erhalten wir

r � an � �
n�1̧

i�0

Fi � ai � bn�1�i � �F0 � bn�1 �
n�1̧

i�1

Fi � ai � bn�1�i

was sich zu

F0 � bn�1 � a � p�r � an�1 �
n�1̧

i�1

Fi � ai�1 � bn�1�iq

umschreibt. Das zeigt a | F p0q � bn�1 und mit dem gleichen Argument wie vorher schließt man
a | F p0q. □

4.6. Beispiel Versuchen wir etwa die Primfaktorzerlegung von F � T 4� 5T 3� 13T 2� 5T � 14 P
QrT s zu bestimmen. Als erstes testen wir, ob F lineare Faktoren enthält (wenn nicht, wirds
schwierig), also äquivalent ob F rationale Nullstellen hat. Aus dem Lemma von Gauß lernen
wir dann, dass überhaupt nur �14,�7,�2,�1, 1, 2, 7 und 14 als Nullstellen in Frage kommen.
Simples Einsetzen liefert, dass �2 und 7 Nullstellen sind. Die Polynome T � 2 und T � 7 sind
also Primfaktoren von F . Zur Bestimmung der Primfaktorisierung teilen wir F also dann durch
pT � 2qpT � 7q � T 2 � 5T � 14. Eine Polynomdivision liefert

F � pT 2 � 5T � 14q � pT 2 � 1q � pT � 2qpT � 7qpT 2 � 1q.
Da T 2 � 1 in Q keine Nullstelle hat, ist dies die Primfaktorzerlegung von F .

4.7. Bemerkung Die einzigen Verwendungen der Euklidizität von R im Lemma von Gauß sind
die Schlüsse, dass für a, b teilerfremd

(1) auch an, b teilerfremd sind, und
(2) dass aus a | b � r schon a | r folgt.

Beide Schlüsse gelten sehr viel allgemeiner als in euklidischen Ringe, zum Beispiel schon immer
dann, wenn eindeutige Primfaktorzerlegung in R möglich ist (R heißt dann faktoriell (unique fac-
torisation domain)). Hier für ist Euklidizität hinreichend, aber es gibt weit mehr faktorielle Ringe
als euklidische, und in jedem von Ihnen gilt das Gauß’sche Lemma wortwörtlich. In beliebigen In-
tegritätsringen sind die Schlussregeln aber (vielleicht etwas überraschenderweise) falsch; Beispiele
hierfür gehen aber etwas über den Stoff dieser Vorlesung hinaus und werden ihnen etwa in der
Zahlentheorie begegnen.

Auch in den Primkörpern Z{p gibt es einen Test auf Quadratwurzeln. Zunächst allgemein:

4.8. Lemma Ist K ein endlicher Körper, so

(1) hat jedes Element von K genau eine Quadratwurzel, falls charpKq � 2, und

(2) jeweils genau |K|�1
2 Elemente von K haben 2 und keine Quadratwurzeln (und 0 hat

natürlich genau eine), falls charpKq ungerade ist.

Man erinnere sich, dass nach Theorem 6.16.1 immer |K| � charpKqn für ein n P N gilt, sodass
mit charpKq auch |K| ungerade ist (und damit |K| � 1 überhaupt durch 2 teilbar).

Beweis. Dass 0 die einzige Wurzel von 0 ist, folgt direkt aus der Integrität von K (und die
ist auch nötig: In Z{4 gilt etwa noch 22 � 0!). Betrachte dann die Abbildung

q : Kzt0u ÝÑ Kzt0u, x ÞÝÑ x2.

Im Falle charpKq � 2 gilt für jedes r P K
T 2 � r2 � pT � rq2
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nach einer Aufgabe auf dem ersten Zettel. Damit hat ein Polynom T 2�a P KrT s immer höchstens
eine Nullstelle (ist a kein Quadrat in K hat es ja sicherlich gar keine), mit anderen Worten jedes
Element aus K hat höchtens eine Wurzel. Mit nochmal anderen Worten heißt dass, die Abbildung
q ist injektiv, aber als Selbstabbildung einer endlichen Menge dann schon bijektiv, was genau die
Behauptung des Lemmas ist.

Ist charpKq ungerade, so hat jedes a P Kzt0u entweder keines oder genau 2 Urbilder: Nach
Korollar 2.32.3 gibt es sicherlich nicht mehr Urbilder, und mit r ist immer auch �r ein Urbild (und
weil die Charakteristik ungerade ist, gilt r � �r nur für r � 0). Es folgt dass das Bild von q genau

|Kzt0u|
2

� |K| � 1

2

Elemente hat. □

Etwas überraschend ist vielleicht folgende Konsequenz:

4.9. Korollar Ist K ein endlicher Körper und a, b P K haben keine Quadratwurzeln, dann hat
a � b eine.

Beweis. Die Menge ts P Kzt0u | Dt P Kzt0u : s � a � t2u hat nach Lemma 4.84.8 p|K| � 1q{2
Elementen, besteht nach Annahme an a vollständig aus Nichtquadraten. Es müssen also die
anderen p|K| � 1q{2 Elemente von Kzt0u die Quadrate sein, und damit insbesondere a � b, da a � b
nach Annahme an b nicht in obiger Menge enthälten ist. □

Im Körper Z{2 ist das finden von Wurzeln natürlich langweilig. Für Z{p mit ungeradem p
haben wir:

4.10. Satz (Euler’sches Kriterium) Ist p eine ungerade Primzahl, so hat 0 � a P Z{p eine

Quadratwurzel genau dann, wenn a
p�1
2 � 1 P Z{p.

Aus ap � a für alle a P Z{p, was eine Übung auf dem ersten Zettel war, folgt, dass für a � 0

0 � ap�1 � 1 � pa p�1
2 � 1q � pa p�1

2 � 1q
und damit a

p�1
2 P t�1, 1u � Z{p für alle 0 � a P Z{p.

Beweis. Besitzt a � 0 eine Quadratwurzel, etwa a � b2, so folgt

a
p�1
2 � 1 � bp�1 � 1 � 0.

Aber nach dem vorigen Lemma gibt es genau pp�1q{2 Elemente von Z{pzt0u, die eine Quadratwurzel

besitzen und nach Korollar 2.32.3 hat das Polynom T
p�1
2 � 1 höchstens pp� 1q{2 Nullstellen, sodass

wirklich jede seiner Nullstellen auch eine Quadratwurzel besitzen muss. □

Die Quadratwurzeln tatsächlich zu finden ist schwieriger, und wird ihnen vielleicht als Problem
in der Zahlentheorie wieder begegnen. Hier ein expliziter Fall:

4.11. Korollar Das Elemente �1 P Z{p, p prim, besitzt eine Quadratwurzel, wenn p �4 1 oder
p � 2, nicht aber wenn p �4 3. Desweiteren gilt für ungerades p

ppp� 1q{2q!2 �
#
�1 p �4 1

1 p �4 3
,

was in den möglichen Fällen eine explizite Quadratwurzel aus �1 liefert.

Proof. Die erste Aussage folgt direkt aus dem Euler’schen Kriterium. Für die zweite Aussage
rechnen wir mithilfe des Satzes von Wilson

�1 �p pp� 1q! �
p�1¹
i�1

i �
p�1
2¹
i�1

i � pp� iq �p
p�1
2¹
i�1

�i2 � p�1q p�1
2 �

�� p�1
2¹
i�1

i

�2

,

was per Inspektion äquivalent zur Behauptung ist. □
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4.12. Beispiel Versuchen wir etwa die Primfaktorzerlegung des Polynoms F � T 4�5T 3�13T 2�
5T � 14 aus Beispiel 4.64.6 in Z{prT s zu finden. Die dort gefundene Faktorisierung

F � pT 2 � 5T � 14q � pT 2 � 1q � pT � 2qpT � 7qpT 2 � 1q
lebt ja schon in ZrT s und besteht damit auch in Z{prT s weiter. Aber das Polynom T 2 � 1 hat
nun eben manchmal eine oder zwei Nullstellen, je nach Parität von p und pp�1q{2. Eine Frage ist
dann noch, ob eine dieser neuen Nullstellen mit �2 oder 7 übereinstimmt, und ob die Nullstellen
�2 und 7 übereinstimmen. Das letztere bedeutet offenbar, dass p ein Teiler von 7� p�2q � 9 ist,
also p � 3.

Und, dass n eine Nullstelle von T 2 � 1 in Z{p ist, bedeutet genau �1 �p n2 und damit, dass
p eine Teiler von n2 � 1 ist. Bei n � �2 bleibt nur p � 5 und für n � 7 bleiben p � 2 und p � 5.
Als Primfaktorisierung erhalten wir also

F �

$''''''&''''''%

T pT � 1q3 p � 2

pT � 2q2pT 2 � 1q p � 3

pT � 2q2pT � 3q2 p � 5

pT � 2qpT � 7qpT 2 � 1q p ¡ 5, p �4 3

pT � 2qpT � 7qpT � iqpT � iq p ¡ 5, p �4 1

wo i � ppp� 1q{2q! die Quadratwurzel aus �1 in Z{p ist.

Damit können wir nun also quadratische Gleichungen in allen Primkörpern angehen. Auch für
kubische Polynome gibt es eine Lösungsformel. Die erste Idee ist simpel: Wir versuchen wieder
durch Ersetzen von T durch T � x die mittleren Koeffizienten verschwinden zu lassen. Im Falle
eines quadratischen Polynoms F � T 2 � aT � b hat ja

F
�
T � a

2

	
� T 2 � 4b� a2

4

keinen linearen Term mehr, worauf die quadratische Ergänzung beruht. Etwas herumprobieren
liefert:

4.13. Beobachtung Ist F � T 3�aT 2�bT�c P KrT s ein Polynom dritten Grades und charpKq �
3, so hat

F
�
T � a

3

	
� T 3 � 3b� a2

3
T � 2a3 � 9ab� 27c

27
immerhin keinen quadratischen Term mehr.

Wir wollen uns also daher direkt auf Polynome der Form G � T 3�pT�q P KrT s beschränken;
den allgemeinen Fall kann man ja nun hierauf zurückführen. Machen wir uns nun auf die Suche
nach einer weiteren Substitution die wir auflösen können. Wir haben

F pt�xq � pt�xq3�ppt�xq� q � t3�3txpt�xq�v3�ppt�xq� q � t3�x3�p3tx�pqpt�xq� q
Es gilt dann sicherlich F pt� xq � 0 falls

3tx� p � 0 und t3 � x3 � q � 0.

Die erste Gleichung liefert uns x � p{p3tq (solange t � 0, damit beschäftigen wir uns später), was
die zweite Gleichung in

t3 � p3

27t3
� q � 0

oder äquivalent

t6 � qt3 � p3

27
� 0

überführt. Aber wundersamer Weise ist das eine quadratische Gleichung in t3. Wir benötigen also
eine Element r P K mit

r2 � q2

4
� p3

27
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und dann ein u P K mit

u3 � r � q

2
.

Dann sollte u� p{3u eine Nullstelle von G sein.

4.14. Theorem (Cardano, del Ferro, Tartaglia, 1545) Sei R ein Ring in dem 2 und 3 Einheiten
sind und G � T 3 � pT � q P KrT s. Ist dann r P K mit

r2 � q2

4
� p3

27

und u, v P K mit

u3 � r � q

2
, v3 � r � q

2
und 3uv � p

so ist u� v eine Nullstelle von G.

Benannt ist dieser Satz nach den Italienern Gerolamo Cardano (1501-1576), Scipione del Ferro
(1465-1526) und Niccolo Tartaglia (1500-1557). Aber weit von Kollaborateuren, waren die drei
sich nicht besonders wohlgesonnen: Cardano publizierte die Formel, die del Ferro und Tartaglia
gefunden hatten, nach del Ferro’s Tod und entgegen Tartaglia’s expliziten Wunsch. Dieser hatte
die Formel geheim gehalten um mit seiner Fähigkeit kubische Gleichungen zu lösen interlektuelle
Duelle für sich entscheiden zu können. Das Zeitalter der Wissenschaft war eben noch nicht ganz
recht eingeläutet. Cardano verdankt man übrigends auch die Binomialkoeffizienten und er war
einer der ersten Mathematiker Europas, die ohen Scheu mit negativen Zahlen rechneten.

Die Existenz dritter Wurzeln in Q ist durch Korollar 4.44.4 abgedeckt, und die Existenz dritter
Wurzeln in Z{p zu untersuchen wird Teil der Übungsaufgaben sein.

Beweis. Wir setzen einfach ein:

pu� vq3 � ppu� vq � q � u3 � 3u2v � 3uv2 � v3 � ppu� vq � q

� u3 � v3 � pp� 3uvqpu� vq � q � r � q

2
� r � q

2
� q � 0.

□

4.15. Bemerkung (1) Gegeben eine Wahl von r reicht es eine der beiden dritten Wurzeln
u und v zu ziehen: Ist r � q{2 so folgt p � 0, und man kann v als beliebige dritte Wurzel
von q wählen und u � 0. Und ist bei r � q{2, ein u � 0 einmal gewählt so gilt

p3uq3 �
�
r � q

2

	
� 27 �

�
r � q

2

	
�
�
r � q

2

	
� 27 �

�
r2 � q2

4



� 27 �

�
q2

4
� p3

27
� q2

4



� p3

und damit v � p{p3uq eine valide (und auch die einzig mögliche) Wahl.
(2) Ersetzt man die Quadratwurzel r durch �r, so kann man u und v durch �v und �u

ersetzen, was den Wert von u � v unverändert lässt. Das Ergebnis ist also in gewisser
Weise unabhängig von der gewählten Quadratwurzel r.

(3) Ist aber 1 � ξ P K ein Element mit ξ3 � 1, eine sogenannte dritte Einheitswurzel,
so erfüllen mit pu, vq auch die Paare pξ � u, ξ2 � vq und pξ2 � u, ξ � vq die Cardano’schen
Bedingungen, sodass wir in diesem Fall

u� v, ξ � u� ξ2 � v und ξ2 � u� ξ � v
als drei Nullstellen von G wie im Theorem oben erkennen.

Nach einer Aufgabe des vierten Zettels, gibt es ein solches Element ξ übrigends genau
dann, wenn überhaupt irgendein Element von K zwei Kubikwurzeln besitzt.

(4) Hier ist eine typische Situation in der es nicht-triviale dritte Einheitswurzeln gibt: Enthält
K eine Quadratwurzel d von 3 und eine Quadratwurzel i von �1, und charpKq � 2, so
gilt ��1� di

2


3

� �1� 3di� 3d2i2 � d3i3
8

� �1� 3di� 9� 3di

8
� 1
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sodass

ξ � �1� di
2

, ξ2 � p�1� diq2
4

� 1� 2di� 3

4
� �1� di

2

dritte Einheitswurzeln sind.
(5) Etwa haben wir diese Situation in Z{13 vorliegen: Das 13 �4 1 gibt es nach Korollar

4.114.11 eine Quadratwurzel aus �1 und wir haben 3
13�1

2 � 36 � 272 � 12 � 1, sodass nach
dem Euler’schen Kriterium 3 eine Quadratwurzel in Z{13 besitzt. Konkret findet man
etwa

52 � 25 � �1 und 42 � 16 � 3,

sodass
�1� 20

2
� 6{2 � 3 und

�1� 20

2
� 32 � 9

dritte Einheitswurzeln in Z{13 sind.
Es kann aber durch aus auch passieren, dass es dritte Einheitswurzeln in K gibt,

ohne dass Elemente d und i wie oben existieren. So haben etwa in Z{7 weder �1 � 6
noch 3 eine Quadratwurzel und trotzdem sind 2 und 4 dritte Einheitswurzeln.

5. Die reellen, komplexen und Galois’schen Zahlen

Die fehlenden Quadratwurzeln positiver rationaler Zahlen waren schon im alten Griechenland
als klares Anzeichen genommen, dass es noch größere Zahlensysteme geben muss, schließlich erfüllt
die Länge l der Diagonale eines Quadrats mit Seitenlänge 1 nach dem Satz des Pythagoras l2 � 2
und irgendeine Länge muss diese Diagonale ja schließlich haben. Die gesuchte Wurzel l aus 2 P Q
sollte offenbar in geeignetem Sinne x   l   y erfüllen für alle x, y P Q mit x2   2   y2 und
hierdurch eindeutig charakterisiert sein. Die moderne Formalisierung dieser Idee ist folgende:

5.1. Definition Ist P eine durch ¤ total geordnete Menge und H � M � P so heißt x P P ein
Supremum bzw. Infimum von M in P , falls x größt bzw. kleinst in der Menge der unteren bzw.
oberen Schranken von M in P ist. Besitzt jede nach oben beschränkte, nicht-leere Teilmenge von
P ein Supremum und jede nach unten beschränkte Teilmenge von P ein Infimum, so nennt man
P ordnungsvollständig.

Es ist eine amüsante Übung zu zeigen, dass eine total geordnete Menge, in der jede nach
oben beschränkte Menge ein Supremum besitzt, schon ordnungsvollständig ist: Das Infimum einer
Menge M ist dann gegeben als das Supremum der unteren Schranken von M .

5.2. Beispiel Die natürlichen und die ganzen Zahlen sind ordnungsvollständig, aber die rationalen
Zahlen nicht: Die Menge M � tx P Q | x2   2u ist etwa durch 2 nach oben beschränkt, aber
besitzt eben genau kein Supremum: Gilt für ein s P Q die Ungleichung x   s für alle x P Q mit
x2   2, so folgt s2 ¡ 2: Denn sonst wäre s2   2 (ein Element mit Quadrat 2 gibt es ja nicht),
aber dann würden wir ein n P N wählen können mit 3{n   2 � s2: Gilt etwa 2 � s2 � p{q so
funktioniert etwa n � 4q. Aber dann wäre immer noch

ps� 1{nq2 � s2 � 2{n� 1{n2   s2 � 3{n   2.

Also ist die Menge der oberen Schranken von M genau ts P Q | s ¡ 0^ s2 ¡ 2u und diese hat mit
einem völlig analogen Argument kein kleinstes Element.

Es gibt dann folgenden Satz:

5.3. Theorem (Existenz und Eindeutigkeit der reellen Zahlen) Es gibt einen ordnungsvollständigen
geordneten Körper. Und sind R und R1 zwei ordnungsvollständigen geordnete Körper, so gibt es
genau einen monotonen Körperhomomorphismus RÑ R1. Dieser ist bijektiv.

5.4. Definition Ein Körper wie im vorigen Theorem heißt Körper der reellen Zahlen (real num-
bers) und wird mit R bezeichnet.
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Das wurde (hoffentlich) in der Analysis Vorlesung bewiesen, genauso wie die restlichen grundle-
genden Eigenschaften der reellen Zahlen, die ich hier nur auflisten will:

Aufgrund der Eindeutigkeitsaussage spricht man natürlich von dem Körper der reellen Zahlen.

5.5. Beispiel Ich liste einige relevante Eigenschaften der reellen Zahlen:

(1) Für ein jedes 2 ¤ k P N besitzt eine reelle Zahl r P R eine k-te Wurzel genau falls r ¥ 0
und k gerade, oder k ungerade und r beliebig. Im ersten Fall besitzt sie natürlich genau
2 Wurzeln (außer r � 0) von denen genau in jedem Falle genau eine nicht-negativ ist und
im zweiten besitzt sie genau eine. Man erhält also eine wohl definierte Funktion

k
?
: R¥0 Ñ R¥0

für gerades k und
k
?
: RÑ R,

für ungerades k, derart dass p k?rqk � r für alle r P R¥0 bzw. sogar alle r P R gilt. Man
beachte, dass diese Funktionen wirklich nicht in jedem Körper sinnvoll sind. In Q gibt es
zu wenig Wurzeln für solche Funktionen und in Z{p mit gibt es keine besonders sinnvolle
Art aus den beiden Wurzeln, die ein Element haben mag, jeweils eine auszuwählen.

(2) Überhaupt besitzt nach dem Zwischenwertsatz jedes reelle Polynom ungeraden Grades
eine Nullstelle.

(3) Insbesondere, ist ein quadratisches Polynom F � T 2 � aT � b P RrT s irreduzibel genau
dann, wenn a2 � 4b ¥ 0 und jedes Polynome von ungeradem Grad größer als 1 ist
reduzibel.

Die Lösungsformeln für Gleichungen nehmen damit auch bekanntere Züge an:

5.6. Korollar Ein quadratisches Polynom F � T 2 � aT � b P RrT s besitzt eine Nullstelle genau
dann, wenn a2 � 4b ¥ 0 und in diesem Fall sind genau

�a
2
� 2

c
a2

4
� b und

�a
2
� 2

c
a2

4
� b

die Nullstellen. Ein kubisches Polynom G � T 3 � pT � q P RrT s besitzt eine Nullstelle wenn
27q2 � 4p3 ¥ 0, und dann ist

3

d
2

c
q2

4
� p3

27
� q

2
� 3

d
2

c
q2

4
� p3

27
� q

2

eine Nullstelle.

Die Einschränkung im zweiten Teil dieses Korollars ist wohl überraschend: Jedes kubische
Polynom G besitzt eine Nullstelle, aber nur für einige von ihnen berechnet die Cardano’sche
Formel die Nullstelle. Ein berühmtes Beispiel ist:

5.7. Beispiel (Die Cardano’sche Kubik) Betrachte C � T 3 � 15T � 4 P ZrT s. Dann müssten wir
für obige Formel in R eine Quadratwurzel aus 42{4� p�15q3{27 � �121 ziehen können, was nicht
möglich ist.

In einem Körper K (mit charpKq � 2, 3), der ein Element i enthält mit i2 � �1 finden wir
aber p11 � iq2 � 4�125 � �121. Zum Lösen der Cardano’schen Formel müssen wir also dann noch
dritte Wurzeln aus

11 � i� 2 und 11 � i� 2

bestimmen. Es ist wohl erst einmal gar nicht so klar, ob und wie das geht, aber Cardano’s Beispiel
ist so konstruiert, dass es einfache Wurzeln gibt, nämlich gelten

p�2� iq2 � �8� 12 � i� 6� i � �2� 11 � i und p2� iq3 � 8� 12 � i� 6� i � 2� 11 � i
und

3p�2� iqp2� iq � 3 � p�4� 1q � �15,
sodass u � �2� i und v � 2� i valide Wahlen für die Cardano’schen Formeln sind und wir lernen,
dass überraschenderweise u � v � 4 eine Nullstelle von C ist. Verifizieren, dass 4 eine Nullstelle
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von C ist kann man nun aber sogar in Z und damit gilt es in jedem Körper, insbesondere auch in
K � R, wo wir die Cardano’sche Formel ja aber gar nicht anwenden durften.

Seltsamer noch: Enthält K auch noch ein d P K mit d2 � 3 (etwa d � 2
?
3 P R), so lernen wir

aus Bemerkung 4.154.15, dass auch��1� di
2



� p�2� iq �

��1� di
2



� p2� iq � 1

2
� p2� i� 2di� d� 2� i� 2di� dq � 2� d

und��1� di
2



� p�2� iq �

��1� di
2



� p2� iq � 1

2
� p2� i� 2di� d� 2� i� 2di� dq � 2� d

Nullstellen vonG sind. Und wieder kann man unproblematisch prüfen, dass etwa 2� 2
?
3, 2� 2

?
3 P R

wirklich Nullstellen von G sind, obwohl R kein Element i enthält, das die obige Berechnung möglich
macht.

Die Cardano’sche Formel erlaubt also die Berechnung von Nullstellen offenbar auch, wenn
sie rechtens gar nicht anzuwenden ist. Das war für Cardano und seine Zeitgenossen ein sehr
überraschendes Phänomen, das sie den casus irreducibilis tauften. Sie nannten die manchmal
auftauchenden Wurzeln aus negativen reellen Zahlen imaginäre Zahlen: Man musste sie sich nur
vorstellen um mit ihrer Hilfe reelle Wurzeln (die es ja immer gibt!) zu finden. Eine Zahl, die
sowohl einen reellen (hierher rührt wirklich auch der Namen für R als die “reellen”, also “wirk-
lichen” Zahlen) als auch einen imaginären Anteil hat (etwa 2� 11 � i in obigem Beispiel) nannten
sie eine komplexe Zahl (“komplex” ist eine Transskription des griechischen Wortes für “zusam-
mengesetzt”). Um das offenbar nützliche Rechnen mit ihnen auf solide Füße zu stellen setzen
wir:

5.8. Definition Ist K ein Körper, so heißt ein Körper L zusammen mit einem Element i P L mit
i2 � �1 und einem Ringhomomorphismus ι : K Ñ L eine Komplexifizierung (complexification)
von K, falls es zu jedem anderen Körper L1 ausgestattet mit einem Element j P L1 mit j2 � �1
und einem Ringhomomorphismus ι1 : K Ñ L1 genau einen Ringhomomorphismus ψ : LÑ L1 gibt,
so dass ψ � ι � ι1.

Mit anderenWorten eine Komplexifizierung ist die kleinste MöglichkeitK um eine Quadratwurzel
aus �1 zu erweitern. Wie immer bei dieser Sorte Definition haben wir

5.9. Lemma (Eindeutigkeit von Komplexifizierungen) Sind ι : K Ñ L und ι1 : K Ñ L1 zusammen
mit i P L und j P L1 Komplexifizierungen eines Körpers K. Dann gibt es genau einen K-
Algebrahomomorphismus f : LÑ L1 und dieser ist ein Isomorphismus.

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit von f folgen direkt aus der Definition. Wir kon-
struieren nun eine Umkehrabbildung zu f . Nämlich gibt es (indem man die Rollen von ι und ι1

vertauscht auch genau einen Ringhomomorphismus g : L1 Ñ L mit g � ι1 � ι. Aber f � g : L1 Ñ L1

erfüllt
f � g � ι1 � f � ι � ι1 � idL1 � ι1,

sodass der Eindeutigkeitsteil der Definition von Komplexifizierungen f �g � idL1 liefert und damit,
dass f surjektiv ist. Als Körperhomomorphismus ist f aber ohnehin injektiv, sodass wir fertig
sind. □

Wir sprechen von nun ab also wieder von der Komplexifizierung eines Körpers K und beze-
ichnen sie mit Kris; diese Notation von der Polynomrings KrT s zu unterscheiden, dient die
Großschreibung der Polynomvariable T .

Um die Existenz von Komplexifizierungen zu zeigen, beobachten wir zunächst, dass man
L � K wählen kann, sofern K selbst schon ein Element i enthält mit i2 � �1. Etwa gilt
Z{5ris � Z{5. Für alle anderen Fälle haben wir:

5.10. Theorem (Existenz von Komplexifzierungen) Ist K ein Körper, in dem T 2 � 1 P KrT s
irreduzibel ist, so gibt es eine Komplexifizierung Kris von K. In ihr bilden 1 und i eine Basis
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über K, sodass dimKpKrisq � 2 gilt und sich jedes Element c P Kris mit eindeutigen a, b P K als
c � a� bi darstellen lässt. Es gilt weiter

pa� biq � pc� diq � pac� bdq � pac� bdqi
für alle a, b, c, d P K.

Weiterhin gibt es in diesem Fall genau einen K-Algebrahomomorphismus τ : Kris Ñ Kris mit
τpiq � �i. Er erfüllt τ2 � idKris und ist damit automatisch ein Isomorphismus, und für jedes
l P L gilt

l P K ðñ τplq � l.

5.11. Definition Den Körper der komplexen Zahlen (complex numbers) C definieren wir als die
Komplexifizierung Rris der reellen Zahlen. Der eindeutige R-Algebrahomomorphismus CÑ C mit
i ÞÑ �i heißt die komplexe Konjugation (complex conjugation), und wird meist einfach als c ÞÑ c
geschrieben.

Zusammen mit Korollar 4.114.11 liefert uns der Satz aber auch:

5.12. Korollar Es gibt einen Körper Z{pris mit p2 vielen Elementen für jede Primzahl p �4 3.
Das Analog der komplexen Konjugation stimmt in diesem Falle mit dem Frobenius-Endomorphismus
x ÞÑ xp überein.

Beweis. Die erste Behauptung folgt direkt aus Theorem 5.105.10. Für die zweite rechnen wir
nach, dass Frobp : Z{pris Ñ Z{pris die definierenden Eigenschaften der komplexen Konjuga-
tion erfüllt. Es ist eine Z{p-Algebrenabbildung: Für x P Z{p gilt schließlich Frobppxq � x
nach der gleichen Aufgabe auf dem ersten Zettel, die auch gezeigt hat, dass der Frobenius ein
Ringhomomorphismus ist (und das ist was wir zeigen müssen, wenn man die Definition von Z{p-
Algebrenhomomorphismus in unserem Fall ausschreibt). Und da p �4 3 finden wir k P N mit
p � 4k � 3 und damit rechnen wir

Frobppiq � ip � i4k�3 � i4k � i3 � pi2q2k � pi2q � i � p�1q2k � p�iq � �i
was auch die zweite Eigenschaft zeigt. □

Nun langsam zum Beweis von Theorem 5.105.10. Ich will die Konstruktion auf folgendem allge-
meinen Prinzip basieren:

5.13. Satz Ist R ein kommutativer Ring und I � R ein R-Untermodul, so betrachte die Relation

r �I r1 :ðñ r � r1 P I
auf R. Diese ist eine Äquivalenzrelation auf R, und sogar eine Kongruenzrelation bezüglich sowohl

� : R�RÑ R als auch � : R�RÑ R.

Insbesondere erbt die Menge R{I � R{�I genau eine Ringstruktur für die die Abbildung

r�s : RÑ R{I, r ÞÝÑ rrs
ein Ringhomomorphismus ist.

Beweis. Der Beweis, dass dies eine Äquivalenzrelation ist, ist hoffentlich mittlerweile Routine
(und bleibt dem Leser überlassen). Und gelten x �I x1 und y �I y1, also x� x1 P I und y� y1 P I
so haben wir

px� yq � px1 � y1q � px� x1q � py � y1q P I
und

x � y � x1 � y1 � x � py � y1q � px� x1q � y1 P I
da jeweils beide Summanden Elemente von I sind (im zweiten Fall benutzen wir um das zu sehen
genau einmal die Kommutativität von R).

Die letzte Behauptung folgt nun direkt aus einer Aufgabe vom vierten Zettel aus dem letzten
Semester. □
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5.14. Beispiel Für den Z-Untermodul xny � Z finden wir genau, dass

Z{xny � Z{n,
im Wesentlichen durch direkte Inspektion: Die rechte Seite hatten wir in Abschnitt 55 definiert als
N{ �n und für zwei natürliche Zahlen gilt a �n b per Definition genau dann, wenn a und b bei der
Division durch n den gleichen Rest lassen, also remnpaq � remnpbq. Aber da nach Konstruktion
immer n | b � remnpbq, etwa b � remnpbq � n � k und a � remnpaq � n � l, impliziert einerseits
remnpaq � remnpbq, dass

a� b � n � l � remnpaq � n � k � remnpbq � n � pl � kq P xny
und gilt andererseits, dass a�b � n � l so folgt mit l P N (also insbesondere a ¥ b, was wir natürlich
möglicherweise durch Vertauschen von a und b annehmen dürfen) so folgt bei b � n � k � remnpbq
schon

a � n � l � b � n � pk � lq � remnpbq
und damit remnpaq � remnpbq.

Insgesamt gilt also für a, b P N
a �xny b ðñ a �n b,

sodass wir aus der offensichtlichen Abbildung N Ñ Z Ñ Z{xny eine wohldefinierte und injektive
Abbildung Z{nÑ Z{xny erhalten, die direkt nach Definition der Verknüpfungen auf beiden Seiten
auch ein Ringhomomorphismus ist. Aber für ein z P Z ist für genügend großes k P N auch
z � k � n P N und es gilt rzs � rz � k � ns, sodass die Abbildung auch surjektiv ist.

Die obige Konstruktion verallgemeinert also die Konstruktion der Ringe Z{n.

Wir wollen sie benutzen um den Ring KrT s{xT 2 � 1y als die gesuchte Komplexifizierung von
K zu erkennen, falls T 2 � 1 P KrT s irreduzibel ist. Hierzu zwei Vorbereitungen:

5.15. Lemma Ist R ein euklidischer Ring und 0 � f P R, so sind äquivalent:

(1) R{xfy ist ein Körper,
(2) R{xfy ist ein Integritätsbereich, und
(3) f ist irreduzibel.

Nach obigem Beispiel verallgemeinert dieses Lemma also die Aussage dass Z{n ein Körper
ist, genau dann, wenn n eine Primzahl ist. Der Beweis zeigt auch wie man das Inverse zu einem
Element mittels des euklidischen Algorithmus bestimmen kann, in Verallgemeinerung der Strategie
für Z{n, die wir nach Korollar 3.153.15 besprochen haben und allgemeiner ist auch rgs eine Einheit
in R{xfy für beliebige f , g P R genau dann, wenn alle gemeinsamen Teiler von f und g Einheiten
sind.

5.16. Beispiel Ist etwa T 2 � 1 P KrT s irreduzibel, und wir setzen i � rT s P KrT s{xT 2 � 1y so
können wir das Inverse von a � bi wie folgt bestimmen falls b � 0: Wir teilen T 2 � 1 mit Rest
durch bT � a, das Ergebnis ist

T 2 � 1 � pbT � aq
�
1

b
T � a

b2



� 1� a2

b2

oder um die Nenner bereinigt

b2pT 2 � 1q � pbT � aqpbT � aq � b2 � a2
was dann offenbar auch für b � 0 gilt. Es folgt also

rbT � asrbT � as � �ra2 � b2s
oder in anderen Worten

1

a� bi �
a� bi
a2 � b2 ,

falls a� bi � 0, eine Formel für das Inverse von komplexen Zahlen, die sie vielleicht schon aus der
Analysisvorlesung kennen.
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Beweis. Nehmen wir an, dass f irreduzibel ist. Wir zeigen, dass dann R{xfy ein Körper ist.
Ist dafür 0 � x P R{xfy, etwa x � rgs für ein g P R, so müssen wir zeigen, dass x ein Einheit ist.
Dass 0 � x besagt genau, dass g nicht äquivalent zu 0 ist, also dass g � rf s, und damit dass f
das Element g nicht teilt. Aber damit sind alle gemeinsamen Teiler von f und g Einheiten, da f
irreduzibel ist (genau wie im Beweis von Satz 3.93.9). Aber damit impliziert das Lemma von Bézout
3.113.11, dass es p, q P R gibt mit pf � qg � 1. Aber dann folgt

r1s � rpf � qgs � rps � rf s � rqs � rgs � rqs � rgs,
da ja sicherlich rf s � r0s und damit ist x � rgs dann eine Einheit.

Und ist R{xfy ein Körper, so ist R{xfy sicherlich integer, und ist in diesem Falle f � g � h für
irgendwelche g,h P R, so folgt r0s � rf s � rg � hs � rgs � rhs und damit rgs � r0s oder rhs � r0s.
Aber ist etwa rgs � r0s, so teilt f das Element g, sagen wir g � r � f und wir erhalten

f � g � h � r � f � h
und damit 1 � r �h, was zeigt, dass h eine Einheit ist, und damit f irreduzibel wie gewünscht. □

5.17. Lemma Ist S ein kommutativer Ring und 0 � F P SrT s normiert vom Grad n, so bilden
die Elemente

t1, rT s, rT s2, . . . , rT sn�1u � SrT s{xF y
eine n-elementige Basis von SrT s{xF y als S-Modul.

Beweis. Wir müssen zeigen, dass diese Elemente ein linear unabhängiges Erzeugendensystem
bilden. Fangen wir mit dem Erzeugen an. Sei also x P SrT s{xF y beliebig, etwa x � rGs für ein
G P SrT s. Dann können wir Gmit Rest durch F teilen, und erhalten P ,Q P SrT smit G � P �F�Q
und entweder Q � 0 oder degpQq   degpF q � n. Im ersten Fall ist rGs � rP s � rF s � r0s und damit
sicherlich eine Linearkombination jeglicher Ansammlung von Elementen von SrT s{xF y. Und im
zweiten Fall haben wir

Q �
n�1̧

i�0

Qi � T i

und damit

x � rGs � rP s � rF s � rQs � rQs �
n�1̧

i�0

Qi � rT si

was zeigt, dass x P x1, rT s, . . . , rT sn�1ySrT s{xF y.
Für linear Unabhängigkeit, sei etwa

r0s �
n�1̧

i�0

Qi � rT si

für irgendwelche Qi P S. Betrachte dann Q � °n�1
i�0 Qi � T i P SrT s, sodass r0s � rQs oder mit

anderen Worten F | Q. Aber falls Q � 0 wäre degpQq ¤ n   n � degpF q, sodass F sicherlich Q
dann nicht teilen kann. Also muss Q � 0 und damit Qi � 0 für alle 1 ¤ i ¤ n� 1. □

Diese beiden Lemmata erlauben uns als erste Anwendung übrigends auch die Konstruktion
noch mehr endlicher Körper:

5.18. Korollar Ist K ein endlicher Körper mit q Elementen und 0 � F P KrT s irreduzibel von
Grad n, so ist KrT s{xF y ein Körper mit qn Elementen.

Als Aufgabe auf dem aktuellen Zettel gilt es die Anzahl der irreduziblen quadratischen Poly-
nome über einem endlichen Körper zu bestimmen. Insbesondere zeigt die Antwort, dass es immer
ein solches Polynom gibt. Angewendet auf K � Z{p liefert das für jede Primzahl Körper mit
p2 Elementen. Und weiterhin war es eine Aufgabe zu zeigen, dass es auch über einem endlichen
Körper unendlich viele irreduzible Polynome gibt, und damit insbesondere irreduzible Polynome
von beliebig hohem Grad. Es gibt also in jeder Charakteristik p endliche Körper mit pn Elementen
für beliebig großes n.
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5.19. Definition Der Körper Z{prT s{xF y für ein irreduzibles Polynom F P Z{prT s heißt der
Körper der Galois’schen Zahlen (Galois field) von F .

5.20. Beispiel Ein besonders einfaches Beispiel ist wohl T 2 � T � 1 P Z{2rT s. Es ist das einzige
der vier normierten quadratische Polynom in Z{2rT s, das irreduzibel ist (die anderen drei sind
T 2,T 2 � 1 � pT � 1q2 und T 2 � T � T pT � 1q). Wir setzen also

F4 � ZrT s{xT 2 � T � 1y
und t � rT s, ein Körper mit 4 Elementen. Es hat F4 nach Lemma 5.175.17 als Z{2-Vektorraum die
Basis t1, tu und somit gilt

F4 � t0, 1, t, t� 1u
und Addition und Multiplikation sind durch

� 0 1 t t+1
0 0 1 t t+1
1 1 0 t+1 t
t t t+1 0 1

t+1 t+1 t 1 0

� 0 1 t t+1
0 0 0 0 0
1 0 1 t t+1
t 0 t t+1 1

t+1 0 t+1 1 t

gegeben, da T 2 � pT 2 � T � 1q � pT � 1q, i.e. T � 1 ist der Rest bei der Division von T 2 durch
T 2 � 1, und damit

t2 � rT 2s � rT � 1s � t� 1;

hieraus folgen alle anderen Einträge leicht mittels des Distributivgesetzes. Man sieht sofort, dass
der Frobenius-Endomorphismus F4 Ñ F4 nicht die Identität ist: Es gilt schließlich Frob2ptq � t2 �
t� 1.

Man prüft auch leicht nach, dass für einen beliebigen Körper K mit 4 Elementen für jede der
beiden Wahlen x P Kzt0, 1u die Abbildung

F4 ÝÑ K, 0 ÞÑ 0, 1 ÞÑ 1, t ÞÑ x, t� 1 ÞÑ x� 1

ein Isomorphismus ist, sodass F4 der einzige Körper mit 4 Elementen ist.

Mit der Erkenntnis, dass es viele von ihnen gibt, soll unser Ausflug in die Theorie der endlichen
Körper auch wieder enden. Diese Körper sind nach dem Franzosen Evariste Galois (1811-1832),
der sie erfand und überhaupt grundlegende Beiträge zur Theorie der Körper leistete und insbeson-
dere zum Studium von Formeln für Nullstellen von Polynomen durch iterierte Wurzeln (wie etwa
in der Cardano’sche Formel). Seine Methoden hier waren so radikal, dass die gesamte Theorie
heute unter dem Namen Galoistheorie läuft. Erstaunlich ist es auch, dass er seine Arbeiten im
Alter von 19 Jahren (!) publizierte, und sich kurz darauf, frustriert, über sowohl die politische
Situation Frankreichs und dass seine Arbeiten zur damaligen noch nicht verstanden waren, in ein
Duell verwickeln lies, in dem er den kürzeren zog. Endliche Körper sind heutzutage vollständig
klassifiziert und auch das wird eine Anwendung der Galoistheorie sein. Der Klassifikationssatz
wurde vom Amerikaner Hastings Moore (1862-1932) knappe 80 Jahre nach ihrer Einführung 1893
gefunden.

Die letzte Vorbereitung zum Beweis der Existenz von Komplexifzierungen ist folgende Übungsaufgabe:

5.21. Lemma Ist R ein kommutativer Ring und I � R ein R-Untermodul, so gibt es zu für eine
R-Algebra S genau dann einen R-Algebrenhomomorphismus f : R{I Ñ S, falls für den Struk-
turhomomorphismus φ : R Ñ S gilt φpiq � 0 für alle i P I. So ein f ist, falls es denn existiert,
eindeutig bestimmt.

Beweis von Theorem 5.105.10. Wir wählen Kris � KrT s{xT 2 � 1y mit i � rT s und
ι : K Ñ KrT s{xT 2 � 1y, k ÞÝÑ rks.

Dann gilt sicherlich rT s2 � 1 � rT 2 � 1s � r0s und damit i2 � �1. Weiterhin ist L nach Lemma
5.155.15 ein Körper und t1, iu ist eine K-Basis von L nach Lemma 5.175.17. Und ist nun ι1 : K Ñ L1

ein weiterer Körper mit j P L1 mit j2 � �1, so erhalten wir zunächst aus 1.121.12 einen eindeutigen
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K-Algebrenhomomorphismus evj : KrT s Ñ L1 mit T ÞÝÑ j. Dieser Homomorphismus macht L1

zu einer KrT s-Algebra und für F P xT 2 � 1y, etwa F � pT 2 � 1q �G haben wir

F pjq � pj2 � 1q �Gpjq � 0,

sodass evjpF q für alle F P xT 2�1y. Damit liefert evj nach obigem Lemma einen eindeutigenKrT s-
Algebrenhomomorphismus (und damit auch K-Algebrenhomomorphismus) L � KrT s{xT 2�1y Ñ
L1. Das zeigt die Existenz und die Eindeutigkeit folgt sofort daraus, dass t1, iu eine K-Basis von
L bilden. Das beendet den Beweis, dass K eine Komplexifizierung besitzt.

Die Existenz der komplexen Konjugation folgt nun unmittelbar aus der Definition, da mit i
auch�i eine Quadratwurzel von�1 ist. Und sowohl τ2 also auch idL sindK-Algebrahomomorphismen
LÑ Lmit i ÞÑ i, sodass sie nach der Eindeutigkeitsaussage in der Definition von Komplexifizierun-
gen übereinstimmen. Es gilt dann offenbar τpa�b � iq � a�b � i, dass τpa�biq � a�bi genau dann
gilt, wenn 2bi � 0. Nun kann nicht charpKq � 2 gelten, denn dann wäre ja T 2�1 � pT �1q2 nicht
irreduzibel. Das heißt obige Gleichung impliziert bi � 0 und Mutliplikation mit �i zeigt dann,
dass dies zu b � 0 äquivalent ist. □

Zum Abschluss noch ein enorm wichtiger Fakt über die komplexen Zahlen C.

5.22. Satz Sei K ein Körper. Dann sind folgende Aussage äquivalent:

(1) Jedes nicht-konstante Polynom F P KrT s hat eine Nullstelle.
(2) Für jedes Polynome 0 � F P KrT s gilt

degpF q �
¸
λPK

mF pT � λq.

(3) Jedes irreduzible Polynome F P KrT s ist linear.
(4) Jeder Homomorphismus ι : K Ñ L von Körpern, der L zu einem endlich dimensionalen

K-Vektorraum macht, ist schon bijektiv.

5.23. Definition Ein Körper K, der diese Eigenschaften hat, heißt algebraisch abgeschlossen
(algebraically closed).

Der Beweis des folgenden Satzes geht dann über die Möglichkeiten dieser Vorlesung hinaus;
viele weiterführende Vorlesungen in Algebra, Topologie und Analysis werden unterschiedlichste
Beweise enthalten.

5.24. Theorem (Fundamentalsatz der Algebra) Der Körper C ist algebraisch abgeschlossen.

5.25. Bemerkung Kein weiterer Körper, den wir schon kennen ist algebraisch abgeschlossen: In
Q und R hat jeweils T 2 � 1 keine Nullstelle, und in einem endlichen Körper gibt es nach einer
Aufgabe immer noch unendlich viele irreduzible Polynome, aber offenbar nur endlich viele lineare
Polynome, sodass es dann auf jeden Fall irreduzible nicht-lineare Polynome geben muss.

Beweis von Satz 5.225.22. (1) ñ (3): Wir haben schon in Beispiel 3.23.2 beobachtet, dass ein
Polynom vom Grad mindestens zwei nicht irreduzibel sein kann, wenn es eine Nullstelle hat.

(3)ñ (2): Per Induktion über den Grad von F . Für degpF q � 0 hat F wegen F � 0 überhaupt
keine Nullstelle, also mF pT � λq � 0 für alle λ P K und damit gilt auch

°
λPK mF pT � λq � 0.

Und gilt degpF q � n � 1, so ist entweder F irreduzibel, in welchem Falle per Annahme F schon
linear ist, etwa F � aT �b, so hat F das Element �b{a als einzige Nullstelle und diese hat offenbar
Vielfachheit 1, also gilt

°
λPK mF pT �λq � 1 wie gewünscht. Und ist F reduzibel, etwa F � G �H

so haben wir

degpF q � degpGq � degpHq �
¸
λPK

mGpT � λq �mHpT � λq �
¸
λPK

mF pT � λq

da offenbar mGpT � λq �mHpT � λq � mF pT � λq für alle λ P K gilt und G,H beide kleineren
Grad als F haben, sodass die Induktionsvoraussetzung die zweite Gleichung liefert.

(2) ñ (1): Ist F nicht konstant so gilt degpF q ¥ 1, und damit dann nach Voraussetzung°
λPK mF pT � λq ¥ 1. Aber dann muss mindestens ein mF pT � λq positiv sein, und damit λ eine

Nullstelle von K.
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(3) ñ (4): Als Ringhomomorphismus zwischen Körpern ist ι automatisch injektiv, es bleibt
also die Surjektivität zu zeigen. Sei dafür l P L. Dann gibt es nach Satz 1.121.12 einen eindeutigen
K-Algebrenhomomorphismus

evl : KrT s ÝÑ L, T ÞÝÑ l.

DaKrT s alsK-Vektorraum unendliche Dimension hat, kann evl nach Annahme an L nicht injektiv
sein, und damit folgt kerpevlq � t0u. Aus Satz 3.103.10 folgt weiterhin kerpevlq � xF yKrT s für irgendein
normiertes 0 � F P KrT s und aus einer Aufgabe des fünften Zettels folgt dann, dass die durch
Lemma 5.215.21 induzierte Abbildung e : KrT s{xF y � KrT s{kerpevlq Ñ L injektiv ist. Aber damit ist
KrT s{xF y sicherlich ein Integritätsbereich, also F P KrT s nach Lemma 5.155.15 irreduzibel und damit
nach Annahme linear, etwa F � T � a. Aber dann ist a P K ein Urbild von l: Es gilt schließlich

ιpaq � evlpaq � eprasq � eprT sq � evlpT q � l.

(4) ñ (3): Ist F P KrT s irreduzibel, so ist nach Lemma 5.155.15 die Komposition ι : K Ñ
KrT s Ñ KrT s{xF y ein Ringhomomorphismus zwischen Körpern, und nach Lemma 5.175.17 gilt
dimKpKrT s{xF yq � degpF q. Aber nach Annahme ist ι bijektiv und damit muss die Dimension
KrT s{xF y über K genau 1 sein, und damit F linear. □

5.26. Bemerkung (1) Wir wissen also, dass es keine weitere endlich dimensional Erweiterung
von C geben kann. Unendlich dimensionale gibt es aber sehr wohl: Für jeden Körper
K ist KpT q � KrT sfrc, der Körper der rationalen Funktionen (rational function field),
ein Körper der K enthält; hier bezeichnet p�qfrc den Körper der Brüche, den wir in Ab-
schnitt 44 eingeführt haben (es gilt schließlich Q � Zfrc). Sicherlich ist diese Erweiterung
unendlich dimensional, es ist ja schon KrT s unendlich dimensional über K. Ein typisches
Element ist etwa

6T 2 � 7T � 2

T 4 � 4T 3 � 8
P KpT q

und jedes Element von KpT q lässt sich als Konsequenz von Satz 3.73.7 eindeutig als Bruch
von zwei Polynomen darstellen, die keinen gemeinsamen Faktor haben und dessen Nenner
normiert ist, analog zu in Korollar 4.134.13 für die rationalen Zahlen.

(2) Der Fundamentalsatz der Algebra sagt insbesondere, dass jede komplexe Zahl 0 � c P C
(gezählt mit Vielfachheit) n n-te Wurzeln besitzt. Für n � 2 sind diese leicht anzugeben:
Ist etwa c � a� bi mit a, b P R mit b ¥ 0, so ist

2

d
a� 2

?
a2 � b2
2

� 2

d
�a� 2

?
a2 � b2
2

� i

eine Quadratwurzel aus c und bei b ¤ 0 ist es

� 2

d
a� 2

?
a2 � b2
2

� 2

d
�a� 2

?
a2 � b2
2

� i.

Für höhere Wurzeln gibt es solche leichten Formeln nicht. Die wohl einfachste Methode
komplexe Wurzeln zu ziehen sind die Polarkoordinaten: Zu jeder komplexen Zahl 0 �
c P C gibt es eindeutige r,φ P R mit r ¡ 0 und �π   φ ¤ π derart, dass

c � r � pcospφq � sinpφq � iq
nämlich r � 2

?
a2 � b2 und φ � arccos

�
a

2
?
a2�b2

	
� arcsin

�
b

2
?
a2�b2

	
, falls c � a � b � i

mit a, b P R; das haben sie vielleicht in der Analysisvorlesung schon gelernt. Dann sind
die Zahlen

n
?
r �
�
cos

�
2kπ � φ

n



� sin

�
2kπ � φ

n



� i



für k � 0, 1, . . . ,n� 1 genau die n n-ten Wurzeln von c.
Insbesondere kann man nun mithilfe der Cardano’schen Formel wirklich Nullstellen

von Polynomen vom Grad 3 in C bestimmen.
(3) Es stimmt tatsächlich, dass jeder Körper K in einem algebraisch abgeschlossenen enthal-

ten. Auch dieser Satz geht aber über unsere Vorlesung hinaus.
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6. Formale Differentiation

Wir werden nun noch eine Methode aus der Analysis übertragen mit der man Vielfachheiten
von Nullstellen in Polynomen recht schnell berechnen kann. Das wird im nächsten Kapitel gehäuft
auf uns zukommen. Sie basiert auf:

6.1. Definition Ist R ein kommutativer Ring und F P RrT s, etwa F � °i¥0 Fi �T i, so definieren
wir

dF �
¸
i¥0

pi� 1q � Fi�1 � T i P RrT s,

die formale Ableitung (formal derivative) von F .

6.2. Beobachtung Für R � R haben wir offenbar

apfpF q1 � apfpdF q,
wo p�q1 : C1pRq Ñ CpRq die übliche Ableitung stetig differenzierbarer Funktionen ist, was die
Definition hoffentlich motiviert. Aus der Analysisvorlesung wissen Sie vielleicht schon, dass ein
λ P R eine doppelte Nullstelle einer polynomiellen Funktion f : R Ñ R genau dann ist, wenn es
(eine Nullstelle von f ist und auch) eine Nullstelle von f 1 ist. Es ist dieses Phänomen, welches sich
(überraschenderweise!) von den reellen Zahlen auf viele andere kommutative Ringe überträgt.

Zunächst beobachten wir:

6.3. Lemma Ist R ein kommutativer Ring und F ,G P RrT s, so gelten für die Abbildung d: RrT s Ñ
RrT s:

(1) d ist R-linear,
(2) dpF �Gq � dpF q �G� F � dpGq, und
(3) falls dF � 0 gilt degpdF q   degpF q.
Insbesondere ist d weder RrT s-linear, noch ein Ringhomomorphismus.

Proof. Der erste und dritte Punkt sind hoffentlich offensichtlich. Der zweite ist etwas
aufwändiger: Wir haben

dpF �Gq � d

����¸
k¥0

¸
i,j¥0
i�j�k

Fi �Gj � T k

���� ¸
k¥0

¸
i,j¥0

i�j�k�1

pk � 1q � Fi �Gj � T k

und

dpF q �G� F � dpGq �
¸
k¥0

���� ¸
i,j¥0
i�j�k

pi� 1q � Fi�1 �Gj �
¸
i,j¥0
i�j�k

pj � 1q � Fi �Gj�1

���� T k.
Hier können wir die erste der inneren Summen umnummerieren zu¸

i,j¥0
i�j�k

pi� 1q � Fi�1 �Gj �
¸

i¥1,j¥0
i�j�k�1

i � Fi �Gj � pk � 1q � Fk�1 �G0 �
¸
i,j¥1

i�j�k�1

i � Fi �Gj

und die zweite zu¸
i,j¥0
i�j�k

pj � 1q � Fi �Gj�1 �
¸

i¥0,j¥1
i�j�k�1

j � Fi �Gj � pk � 1q � F0 �Gk�1 �
¸
i,j¥1

i�j�k�1

j � Fi �Gj .

Damit erhalten wir

dpF q�G�F �dpGq �
¸
k¥0

����pk � 1q � Fk�1 �G0 � pk � 1q � F0 �Gk�1 �
¸
i,j¥1

i�j�k�1

pk � 1q � Fi �Gj�

����T k
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was offenbar zu dem oberen Ergebnis für dpF �Gq gleich ist. □

Hier ist nun das Kriterium:

6.4. Theorem Sei R ein Integritätbereich und 0 � F P RrT s und r P R eine Nullstelle von F .
Setze

DF prq � tn P N | r ist eine Nullstelle von F , dpF q, d2pF q, . . . , dnpF qu.
Dann gilt:

(1) Falls charpRq � 0 so ist DF prq endlich und

mF pT � rq � 1�maxpDF prqq.
(2) Falls charpRq � p ¡ 0 so gibt es zwei Möglichkeiten:

a) DF prq ist endlich und es gilt

mF pT � rq � 1�maxpDF prqq   p.

b) DF prq � N und
mF pT � rq ¥ p.

Proof. Da r eine Nullstelle von F ist, können wir F � pT � rq � G für genau ein G P RrT s
schreiben. Dann berechnen wir zunächst einmal

dnpF q � n � dn�1pGq � pT � rq � dnpGq
für alle n ¥ 1 via Induktion. Für n � 1 haben wir

dpF q � dppT � rq �Gq � dpT � rq �G� pT � rq � dpGq � G� pT � rq � dpGq
und ähnlich

dn�1pF q � dpdnpF qq
� dpn � dn�1pGq � pT � rq � dnpGqq
� n � dnpGq � dpT � rq � dnpGq � pT � rq � dn�1pGq
� pn� 1q � dnpGq � pT � rq � dn�1pGq

wie gewünscht.
Ist nun also r eine m-fache Nullstelle von F , so wollen wir zunächst zeigen, dass F auch eine

Nullstelle von dipF q für alle 1 ¤ i   m ist. Wieder tun wir dies per Induktion über m. Ist m � 1
so ist nichts zu tun. Und ist r eine m � 1-fache Nullstelle von F , so ist r per Definition eine
m-fache Nullstelle von G und damit nach Induktionsannahme auch eine Nullstelle von dipGq für
1 ¤ i   m. Aber damit rechnen wir

pdipF qqprq � i � pdi�1pGqqprq � pr � rq � pdipGqqprq � i � pdi�1pGqqprq
und dieser Ausdruck verschwindet also für i ¤ m. Diese Rechnung zeigt also

m� 1 P DF prq
und damit dass die Vielfachheit mF pT�rq das Maximum vonDF prq um nie mehr als 1 überschreiten
kann.

Die gleiche Rechnung zeigt aber auch

pdmF pT�rqpF qqprq � 0

solange entweder charpRq � 0 oder mF pT � rq   p � charpKq: Sicherlich stimmt diese Gleichung
falls mF pT � rq � 1, da dann nach der Formel vom Anfang des Beweises

pdpF qqprq � Gprq � 0

gilt und für mF pT � rq � m� 1 haben wir

pdmF pT�rqpF qqprq � mF pT � rq � pdmF pT�rq�1pGqqprq
und nach Annahme ist mF pT�rq � 0 inK und pdmF pT�rq�1pGqqprq � 0 nach Induktionsannahme,
da r eine m-fache Nullstelle von G ist. Da R ein Integritätsring ist folgt auch pdmF pT�rqpF qqprq.
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Dies zeigt Behauptung (1) und für Behauptung (2) bleibt noch zu zeigen, dass mF pT � rq   p
genau dann, wenn DF prq endlich ist, und ansonsten DF prq � N. Diese Behauptungen folgen beide
aus dem folgenden Lemma. □

6.5. Lemma Ist R ein kommutativer Ring von Charakteristik p ¡ 0, so gilt dppF q � 0 für alle
F P RrT s.

Beweis. Aufgrund der R-Linearität von d reicht es dppT iq � 0 für alle i P N zu zeigen. Aber
für i   p folgt die Aussage einfach aus Gradgründen (und gilt in jedem kommutativen Ring) und
für i ¥ p findet man

dppT iq �
�

i¹
k�i�p�1

k

�
� T i�p

durch eine einfache Induktion und eine der p Zahlen i � p � 1, i � p � 2, . . . , i � 1, i ist natürlich
durch p teilbar und verschwindet damit in R. □

Um herauszufinden, was die Vielfachheit einer Nullstelle r ist, können wir also wie folgt
verfahren: Man berechnen solange Ableitungen (was sehr einfach ist) bis r keine Nullstelle der
k-ten Ableitung mehr ist oder die Ableitung 0 geworden ist (was nur in positiver Charakteristik
zuerst eintreten kann). Dann sagt uns die Formel aus Theorem 6.46.4, dass die Nullstelle eine k� 1-
fache ist oder zumindest eine p-fache im zweiten Fall. Der einfachste Spezialfall ist:

6.6. Korollar Ist R ein Integritätsbereich und 0 � F P RrT s, so sind alle Nullstellen von F
einfach genau dann, wenn F und dpF q keine gemeinsamen Nullstellen haben.

Das erleichtert Bestimmung mehrfacher Nullstellen, da natürlich dpF q kleineren Grad hat
als F . Aber besser noch: Wir können zuerst mittels des euklidischen Algorithmus den größten
gemeinsamen Teiler von F und dpF q bestimmen. Die gemeinsamen Nullstellen von F und dpF q
sind dann (etwa nach dem Lemma von Bézout) genau die Nullstellen des größten gemeinsamen
Teilers. Und dieser kann sehr viel kleineren Grad haben als F und dpF q, etwa kann er einfach
konstant sein.

6.7. Beispiel (1) Betrachte das Polynom F � Tn � x P KrT s mit 0 � x P K. Dann gilt
dpF q � n � Tn�1. Ist dann 0 � n P K, so ist 0 die einzige Nullstellen von dpF q, und 0
ist keine Nullstelle von F . Es folgt also sofort, dass Tn � x keine mehrfachen Nullstellen
besitzt.

Ist hingegen charpKq � p ¡ 0 und n � p, so haben wir dpF q � 0. Theorem 6.46.4 liefert
dann sofort, dass jede Nullstelle von T p � x eine p-fache ist, und damit x höchstens eine
p-te Wurzel hat. Das kann man auch ohne Benutzung von formalen Ableitungen sehen:
Gilt etwa yp � x für y P K so haben wir schließlich

T p � x � T p � yp � pT � yqp
da p-te Potenzen zu bilden in diesem Fall ein Ringhomomorphismus ist.

Und gilt allgemeiner n � pl � k mit p teilerfremd zu k so hat Tn � x eine Nullstelle
nur dann, wenn x � yn für ein y P K und in diesem Fall gilt

Tn � x � Tn � yn � pT kqpl � pykqpl � pT k � ykqpl ,
sodass als Kombination der obigen Fälle jede Nullstelle von Tn � x eine pl-fache ist und
die Anzahl der n-ten Wurzeln aus einem Element x in K höchstens k beträgt.

Ist K etwa algebraisch abgeschlossen, so bestimmen diese Überlegungen natürlich
sogar die genaue Anzahl der Wurzeln eines jeden Elements.

(2) Betrachte F � T 5 � 8T 4 � 25T 3 � 38T 2 � 28T � 8 P QrT s. Versuchen wir dann F zu
faktorisieren, so suchen wir zuerst wieder die rationalen Nullstellen. In Frage kommen
�8,�4,�2,�1, 1, 2, 4 und 8 und einsetzen liefert, dass genau 1 und 2 Nullstellen sind. Um
ihre Vielfachheit zu bestimmen berechnen wir nun dpF q � 5T 4�32T 3�75T 2�76T �28.
Sowohl 1 and 2 sind hiervon immer noch Nullstellen, also haben beide nach Theorem 6.46.4
mindestens Vielfachheit 2. Berechnen wir dann weiter d2pF q � 20T 3�96T 2�150T�76 so
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sehen wir, dass nur noch 2 eine Nullstelle ist. Also gilt mF pT�1q � 2 und mF pT�2q ¥ 3.
Aber sicherlich kann die Summe der Vielfachheiten den Grad von F nicht überschreiten,
also mF pT � 2q � 3 und wir können schließen, dass F � pT � 2q3pT � 1q2 ohne auch nur
eine Polynomdivision durchführen zu müssen.

(3) Betrachten wir F � T 4 � 4T 3 � 3T 2 � T � 3 P CrT s. Dann stellen wir zunächst fest,
dass F keine rationale Nullstelle hat: Es kommen nur �3,�1, 1 und 3 in Frage und keine
funktioniert. Wir berechnen aber einfach dpF q � 4T 3� 12T 2� 6T � 1. Polynomdivision
liefert dann

T 4 � 4T 3 � 3T 2 � T � 3 � p4T 3 � 12T 2 � 6T � 1q �
�
1

4
� T � 1

4



� �3

2
� T 2 � 9

4
� T � 13

4

Die gemeinsamen Nullstellen von F und dpF q sind dann auch auch Nullstellen von G �
�3
2 �T 2� 9

4 �T� 13
4 und diese können wir nun mittels quadratischer Ergänzung bestimmen.

Sie lauten ... und keine von ihnen ist eine Nullstelle von dpF q. Wir schließen also, dass F
und dpF q keine gemeinsamen Nullstellen haben und damit alle Nullstellen von F (welche
wir gar nicht bestimmen mussten oder konnten!) einfach sind.



KAPITEL 6

Diagonalisierbarkeit

1. Eigenvektoren und Eigenwerte

Mit dem Rangsatz 7.147.14 haben wir einen Überblick über die möglichen Formen von linearen
Abbildungen zwischen endlich dimensionalen Vektorräumen erhalten: Ist φ : V Ñ W K-lineare
Abbildung, K ein (Schief-)Körper, so gibt es nummerierte Basen b von V und b1 vonW , derart dass
Mpφ, b, b1q eine (nicht notwendigerweise quadratische) Diagonalmatrix mit ausschließlich 0 und 1
auf der Diagonale ist, und diese ist eindeutig solange wir die Diagonale etwa wie in 7.147.14 anordnen.
Insbesondere gilt: Zu jedem A P Matpn,m,Kq existieren invertierbare B P Matpn,n,Kq und
C P Matpm,m,Kq derart, dass B � A � C�1 solche Diagonalgestalt hat (für B und C wähle man
die Basiswechselmatrizen von der Standardbasis zu der vom Rangsatz gelieferten.

In gewisserweise ist damit erklärt, welche Sorte von Matrizen es über K überhaupt gibt: Bis
auf Basiswechsel gibt es zu jedem r ¤ minpn,mq nur genau eine Matrix vom Rang r, oder formaler:
Auf Matpn,m,Kq ist die durch

A � A1 ðñ DB P Matpn,n,Kq und C P Matpm,m,Kq invertierbar mit A1 � BAC�1

definierte Relation � eine Äquivalenzrelation, sie heißt Assoziiertheit, und die Rangfunktion

rk: Matpn,m,Kq{� ÝÑ t0, . . . , minpn,mqu
ist eine Bijektion.

Im folgenden wollen wir uns nun mit der Frage beschäftigen, was passiert falls V � W gilt
und wir uns auf die Wahl b � b1 einschränken: Mit anderen Worten wollen wir zu einer linearen
Abbildung φ : V Ñ V eine möglichst leichte Gestalt für Mpφ, b, bq finden. Diese Einschränkung ist
zum Beispiel sehr nützlich, wenn man sich nur mit φ sondern auch den Potenzen φn beschäftigen
muss (bemerke, dass diese Komposition überhaupt nur bei V � W sinnig ist): Ist Mpφ, b, b1q
einfach, so gilt dies noch lange nicht für

Mpφ2, b, b1q � Mpφ, b, b1q �Mpid, b1, bq �Mpφ, b, b1q
da wir (jenseits ihrer Invertierbarkeit) wenig Kontrolle über die mittlere Matrix haben und sie in
der Regel nicht besondern einfach ist. Im Gegensatz hierzu gilt natürlich immer einfach

Mpφn, b, bq � Mpφ, b, bqn,
sodass bei einfachem Mpφ, b, bq Hoffnung besteht. Schreiben wir ab jetzt abkürzend

Mpφ, bq statt Mpφ, b, bq
so gilt nach Beobachtung 7.57.5

Mpφ, b1q � Mpid, b, b1q �Mpφ, bq �Mpid, b1, bq � Mpid, b, b1q �Mpφ, bq �Mpid, b, b1q�1.

Das führt uns zu:

1.1. Definition Ist R ein Ring, so heißen zwei Matrizen A,A1 P Matpn,n,Kq ähnlich (similar),
falls es eine invertierbare Matrix B P Matpn,n,Rq gibt mit B �A �B�1 � A1.

Man beachte, dass Ähnlichkeit nur für quadratische Matrizen gleicher Größe definiert ist. Es
sei als Übungsaufgabe überlassen zu prüfen, dass Ähnlichkeit wirklich eine Äquivalenzrelation auf
Matpn,n,Kq definiert.

Unsere Leitfrage übersetzt sich damit zu der Aufgabe in jeder Ähnlichkeitsklasse eine möglichst
einfache Matrix zu finden. Im Gegensatz zur analogen Aufgabe mit unterschiedlichen Basen in
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Ziel und Quelle ist die Antwort sehr viel komplizierter und hängt stark von der Arithmetik in K
ab, wie wir gleich sehen werden. Der einfachste Fall ist sicherlich der der Matrix In. Hier gilt aber

B � In �B�1 � B �B�1 � In,

mit anderen Worten: Die einzige Matrix, die zu In ähnlich ist, ist In selber. Ist K kommutativ,
und das werden wir sehr bald wieder annehmen, gilt die gleiche Aussage offenbar auch für In � λ
für beliebiges λ P K. Es sind also definitiv nicht alle invertierbaren Matrizen ähnlich zu einander,
und keine lässt sich nicht-trivial in die wohl einfachste aller Formen In � λ überführen.

Der beste Fall, auf den man also hoffen kann, ist:

1.2. Definition Ist R ein Ring, so heißt eine Matrix A P Matpn,n,Rq heißt diagonalisierbar
(diagonalisable) falls sie zu einer Diagonalmatrix ähnlich ist. Ein Endomorphismus φ : M Ñ M
von R-Moduln heißt diagonalisierbar, falls V eine Basis B besitzt derart, dass zu jedem b P B ein
λ P R existiert mit φpbq � b � λ. Eine solche Basis heißt eine Eigenbasis (eigenbasis) von φ.

Besitzt M eine nummerierte (und damit auf jeden Fall endliche) Basis b so ist φ in obiger
Definition diagonalisierbar genau dann, wenn Mpφ, bq es ist: Ist Mpφ, bq diagonal so gilt schließlich
φpbiq � b �Mpφ, bqi,i und ist b eine Eigenbasis, so haben wir bei φpbiq � bi � λi

Mpφ, bqi,j �
#
λi i � j

0 sonst

Um uns der Frage zu nähern, ob ein gegebener Endomorphismus φ diagonalisierbar ist, müssen
wir also einen hinreichenden Vorrat von Vektoren m in M finden, mit φpmq � m � λ. Wir geben
ihnen einen Namen:

1.3. Definition Ist R ein kommutativer Ring und φ : M Ñ M R-linear, so heißt ein Element
λ P R Eigenwert (eigenvalue) von φ falls der Eigenraum (eigenspace)

Eigλpφq � tm PM | φpmq � m � λu
von λ nicht nur aus 0 besteht. Die Elemente von Eigλpφq heißen die Eigenvektoren (eigenvectors)
von φ zum Eigenwert λ.

Etwa gilt Eig0pφq � kerpφq, sodass 0 ein Eigenwert von φ ist genau dann, wenn φ nicht
injektiv ist. Allgemeiner sehen wir sofort:

1.4. Beobachtung Ist R ein kommutativer Ring, so ist gilt

Eigλpφq � kerpidV � λ� φq,
sodass λ P R ein Eigenwert von φ : M Ñ M genau dann ist, wenn idM � λ � φ nicht injektiv ist.
Weiterhin ist Eigλpφq ein Untermodul von M .

Man beachte, dass dies wirklich der Kommutativität von R bedarf: Andernfalls ist idV � λ
nicht unbedingt eine R-lineare Abbildung. Ist R sogar ein Körper, so können wir nach Korollar
6.56.5 die Theorie der Determinanten zu Werke bringen:

1.5. Korollar Ist K ein Körper und V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und φ : V Ñ V
K-linear. Dann sind für λ P K äquivalent:

(1) λ ist ein Eigenwert von φ.
(2) Die Abbildung idV � λ� φ : V Ñ V ist nicht invertierbar.
(3) detpidV � λ� φq � 0.

Das letzte ist das in gewisser Weise einfachste Kriterium für die Existenz von Eigenwerten
von φ. Es gilt nämlich

MpIn � λ� φ, bq � In � λ�Mpφ, bq
für jeden numerierte n-elementige Basis von V . Setzen wir A � Mpφ, bq gilt also

detpIn � λ� φq � detpIn � λ�Aq.



1. EIGENVEKTOREN UND EIGENWERTE 155

Etwa an der Leibnizformel für den letzten Ausdruck kann man nämlich nun ablesen, dass für jede
quadratische Matrix A P Matpn,n,Kq die Funktion

K ÝÑ K, λ ÞÝÑ detpIn � λ�Aq
polynomiell ist. Tatsächlich kann man sogar ein echtes Polynom erhalten, wie wir im nächsten
Abschnitt sehen werden. Jedenfalls können wir versuchen mit dieser Methode die Eigenwerte einer
Matrix zu bestimmen, und dann mittels des Eliminationsalgorthmus die zugehörigen Eigenvek-
toren gemäß Beobachtung 1.41.4.

Bevor wir nun zu Beispielen kommen noch eine grundlegende Eigenschaft, die nützlich sein
wird:

1.6. Satz Ist K ein Körper, V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, φ : V Ñ V K-linear
und X � V eine Teilmenge mit

(1) 0 R X,
(2) jedes v P X ist ein Eigenvektor von φ, und
(3) zwei Elemente v, v1 P X sind nur dann Eigenvektoren zum gleichen Eigenwert, wenn

v � v1.
Dann ist U linear unabhängig.

Man sagt etwas flapsig: Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhängig.
Der Beweis ist eine Übung auf dem ersten Zettel.

Es folgt aber sofort:

1.7. Korollar Ist K ein Körper, V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, φ : V Ñ V K-
linear, so hat φ höchsten dimpV q Eigenwerte und besitzt φ genau dimpV q Eigenwerte so ist φ
diagonalisierbar.

Nun endlich einige Beispiele:

1.8. Beispiel (1) Hier zwei leichte Beispiele, die die grundlegenden Phänomene schon darstellen.
Betrachte die Matrizen

A �
�
0 1
1 0



and B �

�
0 1
�1 0



über einem beliebigen Körper K.
a) Wir berechnen

detpI2 � λ�Aq � det

�
λ �1
�1 λ



� λ2 � 1.

Die Eigenwerte von A sind also 1 und �1. Gilt charpKq � 2, so folgt 1 � �1.
Wählen wir uns dann zu jedem dieser beiden Eigenwerte jeweils einen Eigenvektor
ungleich 0, so haben wir nach vorigem Satz eine linear unabhängige Teilmenge von
K2 vor uns, die dann natürlich automatisch eine Eigenbasis ist für A ist. Insbeson-
dere ist A dann ähnlich zu �

1 0
0 �1



.

In diesem Fall liefert scharfes Hinsehen, dass die Vektoren p1, 1q und p1,�1q so eine
Eigenbasis bilden, es gilt also�

1 1
1 �1


�1

�
�
0 1
1 0



�
�
1 1
1 �1



�
�
1 0
0 �1



b) Analog berechnen wir

detpI2 � λ�Bq � det

�
λ �1
1 λ



� λ2 � 1.

Die Eigenwerte von B sind also gerade die Quadratwurzeln aus �1. Etwa hat B über
Q,R oder Z{3 überhaupt keine Eigenwerte, ist also sicherlich nicht diagonalisierbar.
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Ist aber r P K ein Element mit r2 � �1 (etwa r � i falls K � C oder aber auch
r � 2 in Z{5), so hat B genau die Eigenwerte r und �r. Wieder unter der Annahme,
dass charpKq � 2 gilt, ist B dann also ähnlich zu�

r 0
0 �r



.

Um eine Eigenbasis zu finden bestimmen wir zunächst einen Basisvektor von

EigrpBq � ker

�
r �1
1 r



Addieren wir das r-fache der oberen Zeile zur unteren, so können wir ablesen, dass
p1, rq ein Eigenvektor von B zum Eigenwert r ist. Ganz analog stellt man fest, dass
p1,�rq ein Eigenvektor zum Eigenwert �r ist. Es gilt also�

1 1
r �r


�1

�
�

0 1
�1 0



�
�
1 1
r �r



�
�
r 0
0 �r



was man mittels �

1 1
r �r


�1

� 1

2
�
�
1 �r
1 r



auch direkt nachprüfen kann.

c) Gilt charpKq � 2, so ist natürlich A � B und beide haben 1 als einzigen Eigenwert.
Die einzige Chance diagonalisierbar zu sein, wäre also dass B zur Einheitsmatrix
ähnlich wäre, aber wir haben uns oben schon überlegt, dass nur die Einheitsmatrix
ähnlich zu Einheitsmatrix ist. Ebenso funktioniert die Rechnung, dass

Eig1pAq � xp1, 1qyK
gilt, auch in Charakteristik 2. Es kann also keine zwei linear unabhängigen Eigen-
vektoren von B geben.

(2) Die Matrix �
1 1
0 1



ist über überhaupt keinem Körper diagonalisierbar, wie wir uns in den Übungen überlegen
werden.

(3) Hier noch zwei konkretere Beispiele: Betrachte

A �
�� �8 5 �3
�10 7 �4
10 5 �3

� und B �
�� �2 2 �1
�10 7 �4
�8 4 �3

�
in Matp3, 3,Qq. Dann rechnet man mit etwas Aufwand nach, dass

detpI3 � λ�Aq � λ3 � 2λ2 � λ� 2 � pλ� 2qpλ2 � 1q
und

detpI3 � λ�Bq � λ3 � 2λ2 � λ� 2 � pλ� 2qpλ2 � 1q
gelten. A hat demzufolge 2 als einzigen Eigenwert und ist nicht diagonalisierbar, wohinge-
gen �1, 1, 2 alles drei Eigenwerte von B sind, und B demzufolge etwa zu���1 0 0

0 1 0
0 0 2

�
ähnlich ist.



2. DIREKTE SUMMEN 157

2. Direkte Summen

Wir benutzen Satz 1.61.6 nun um ein erstes Diagonalisierbarkeitskriterium herzuleiten. Hierzu
noch eine Notation: Ist U : I Ñ P pMq eine Abbildung deren Werte Untermoduln von einem
R-Modul M sind, so schreibt man ¸

iPI
Ui �

C¤
iPI
Ui

G
und nennt dieses Konstrukt die Summe der Vektorräume Ui. Alle Elemente von

°
iPI Ui haben

schließlich die Form
°
iPI vi für eine Abbildung v : I ÑM mit vi P Ui für alle i P I und vi � 0 für

fast alle i P I.
2.1. Beobachtung Ist U : I Ñ P pMq eine Abbildung deren Werte Untermoduln von einem R-
Modul M sind, und ist Ei � Ui ein Erzeugendensystem für jedes i P I, so ist

�
iPI Ei ein Erzeu-

gendensystem für
°
iPI Ui.

Insbesondere sehen wir etwa, dass φ : V Ñ V für einen K-Vektorraum V diagonalisierbar ist,
genau dann, wenn

°
λPK Eigλpφq � V gilt: Dann finden wir ja nach obiger Bemerkung sicherlich

ein Erzeugendensystem V aus Eigenvektoren von φ, und dieses enthält nach dem Steinitz’schen
Ergänzungssatz dann eine Basis aus Eigenvektoren.

Um in einfachen Situationen direkt Basen von
°
iPI Ui zu erhalten haben wir:

2.2. Satz Sei M ein R-Modul und U : I Ñ PpMq eine Abbildung, deren Werte Untermoduln von
M sind. Dann sind äquivalent:

(1) Für jedes i P I gilt p°j�i Ujq X Ui � t0u
(2) Ist v : I Ñ V eine Funktion mit vi P Ui und vi � 0 für fast alle i P I und

°
iPI vi � 0 so

gilt schon v � const0.
(3) Ist x P °iPI Ui so gibt es genau eine Funktion v : I Ñ M eine Funktion mit vi P Ui und

vi � 0 für fast alle i P I und
°
iPI vi � x

Ist R ein Körper, so sind weiterhin die folgenden beiden Aussagen äquivalent:

(4) Es gilt Ui X Uj � t0u für alle i � j in I und ist X � �iPI Ui eine Ansammlung von
Elementen mit 0 R X und |X X Ui| ¤ 1 für alle i P I, so ist X linear unabhängig.

(5) Ist Bi � Ui für jedes i P I linear unabhängig, so gilt BiXBj � H sobald i � j und
�
iBi

ist linear unabhängig.

Ist zusätzlich noch jedes Ui endlich dimensional und Ui � t0u für fast alle i P I, so kann man
dieser Liste auch noch

(6) Es gilt dim p°iPI Uiq �
°
iPI dimpUiq.

hinzufügen.

2.3. Definition Erfüllt eine Abbildung U : I Ñ PpMq die ersten äquivalenten Bedingungen des
Satzes, so nennt man die Summe

°
iPI Ui direkt (direct) und schreibt stattdessen

À
iPI Ui. Für

einen Untermodul U � M heißt ein Untermodul V � M ein Komplement (complimentary sum-
mand) von U falls U ` V �M .

Beweis von Satz 2.22.2. (1) ñ (2): Ein beliebiges Element aus x P °j�i Uj hat die Form

x � °j�i vj für vj P Uj und vj � 0 für fast alle j � i. Gilt dann x P Ui so folgt 0 � x �°j�i vj
und damit x � 0 nach Annahme.

(2) ñ (3): Es gibt mindestens eine solche Funktion nach Definition von
°
iPI Ui, und gibt es

zwei, etwa v, v1 : I ÑM , so gilt 0 � x�x � °iPI vi� v1i und somit v� v � const0 nach Annahme.
(3) ñ (1): Ist x P p°j�i Ujq XUi so gibt es per definitionem eine Funktion v : Iztiu ÑM mit

x � °j�i vj . Erweitern wir diese auf I durch vi � 0, können wir sie mit

v1 : I ÝÑM , j ÞÝÑ
#
x j � i

0 sonst
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vergleichen. (3) liefert uns dann v � const0 und damit x � 0.
Sei nun R ein Körper.
(1) ñ (5): Ist B � �iPI Bi und

°
bPB b � λb � 0, so folgt

°
bPBi b � λb �

°
bPBzBi b � λb und

damit nach Annahme
°
bPBi b � λb � 0. Aber da Bi linear unabhängig ist folgt nun λb � 0 für alle

b P Bi, wie gewünscht.
(5) ñ (4): Man wähle einfach Bi � X X Ui in (5).
(4) ñ (2): Sei J � ti P I | vi � 0u. Dann nehme man X � ImvpJq in (4) und lernt, dass

X linear unabhängig ist, was v � 0 impliziert, da v : J Ñ V wegen der ersten Annahme in (4)
injektiv ist.

Nehmen wir nun final zusätzlich an, dass Ui immer endlich dimensional ist und dass Ui � t0u
für fast alle i P I.

(5) ñ (6): Man wähle einfach Bi als Basis von Ui.
(6) ñ (5): Man ergänze jedes Bi zu einer Basis von Ci von Ui. Dann ist

�
iPI Ci ein Erzeu-

gendensystem von
°
iPI Ui mit höchstens¸

iPI
|Ci| �

¸
iPI

dimpUiq � dimp
¸
iPI
Uiq

Elementen. Aber ein Erzeugendensystem mit nicht mehr als dimp°iPI Uiq Elementen automatisch
eine Basis von

°
iPI Ui und die Ci sind paarweise disjunkt sonst hätte

�
iPI Ci weniger Elemente.

Erst recht gilt gleiches für die Bi und
�
iPI Bi ist linear unabhängig. □

Bevor wir diesen Satz nun auf Eigenräume anwenden, noch einige Beobachtungen:

2.4. Beobachtung Ist K ein Körper und V ein K-Vektorraum, so besitzt jeder Untervektorraum
U � V ein Komplement.

Beweis. Wähle eine BasisB von U , und erweitere sie mittels des Steinitz’schen Ergänzungssatzes
zu einer Basis C von V . Dann ist xCzBy ein Komplement von U . □

2.5. Beispiel (1) Ist M ein R-Modul, und B � M eine Teilmenge, so ist B linear un-
abhängig genau dann, wenn b � r � 0 schon r � 0 impliziert für jedes b P B und die
Summe

°
bPBxbyK direkt ist.Demzufolge ist B eine Basis genau dann, wenn b � r � 0

schon r � 0 impliziert für jedes b P B und M � `bPBxByK .
In diesem Sinne verallgemeinert eine Zerlegung also direkte Summe also den Begriff

der Basis eines Moduls. Im Falle von Körpern ist die erste Bedingung natürlich einfach
zu b � 0 für alle b P B äquivalent, aber für allgemeinere Ringe stimmt dies nicht: Etwa
gilt schon für R � Z, dass

Z{2� Z{2 � xp1, 0qy ` xp0, 1qy
ohne dass tp0, 1q, p1, 0qu eine Basis vonM � Z{2�Z{2 bildet (es gibt schließlich überhaupt
keine Basis).

(2) Basen sind nach vorigem Punkt also genau direkte Summenzerlegungen in Untermod-
uln die isomorph zu R sind. Aufgrund des Existenzsatzes für Basen existieren solche
Zerlegungen über Körpern immer. Über anderen Ringen, spielen Zerlegungen in andere
Bausteine oft eine ebenso wichtige Rolle. Ein instruktives Beispiel ist etwa

Z{6 � x2y ` x3y
als Z-Modul. Hier hat man Isomorphismen

�2: Z{3 ÝÑ x2y und � 3: Z{2 ÝÑ x3y
woraus man

Z{6 � Z{2� Z{3
erhält.
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(3) Für zwei Untermoduln U ,V � M gilt M � U ` V genau dann, wenn U � V � M
(also U und V gemeinsam M erzeugen) und U X V � t0u, das ist genau, was die erste
Charakterisierung besagt. Ist R ein Körper und M endlich dimensional, so hatten wir
in einer Übung des letzten Semesters gesehen, dass

dimpU � V q � dimpU X V q � dimpUq � dimpV q,
was auch genau

dimpU � V q � dimpUq � dimpV q ðñ U X V � t0u
liefert. Diesen Spezialfall von Satz 2.22.2 kennen wir also schon seit einer Weile.

(4) Im allgemeinen reicht es aber nicht im ersten Punkt von Satz 2.22.2 nur Ui X Uj � t0u
für alle i � j in I zu fordern: Das einfachste Beispiel ist wohl M � K2 und U1 �
K � t0u,K2 � tpx, yq P K2 | x � yu,U3 � t0u �K. Dann schneiden sich je zwei dieser
Untermoduln nur in t0u, aber keine der Eigenschaften aus Satz 2.22.2 ist erfüllt. Etwa gilt
ja p1, 1q � p1, 0q � 1� p0, 1q � 1 und damit p1, 1q P U2 X pU1 � U3q, oder auch

dimKpU1 � U2 � U3q � dimKpK2q � 2

aber
dimKpU1q � dimKpU2q � dimKpU3q � 1� 1� 1 � 3.

Nun zur Anwendung auf Eigenvektoren:

2.6. Korollar Ist V ein K-Vektorraum und φ : V Ñ V K-linear, so ist die Summe der Eigenräume
Eigλpφq mit λ P K direkt. Ist V endlich dimensional, so gilt insbesondere

dimK

�à
λPK

Eigλpφq
�
�
¸
λPK

dimKpEigλpφqq.

Proof. Satz 1.61.6 besagt genau, dass die vierte Eigenschaft von Satz 2.22.2 erfüllt ist. □

2.7. Definition Ist V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und φ : V Ñ V K-linear und
λ P K, so heißt die Zahl

mφpλq� dimKpEigλpφqq
die geometrische Vielfachheit (geometric multiplicity) von λ in φ.

Wir erhalten:

2.8. Korollar (Erstes Diagonalisierbarkeitskriterium) Ist K ein Körper, V ein endlich dimen-
sionaler K-Vektorraum und φ : V Ñ V K-linear, so ist φ diagonalisierbar genau dann, wenn

dimpV q �
¸
λPK

mφpλq

gilt. Ist in diesem Falle Bλ eine Basis von Eigλpφq, so ist
�
λPK Bλ � V eine Eigenbasis von φ.

Dies liefert uns also folgenden Algorithmus zum Entscheiden, ob eine gegebene Matrix A P
Matpn,n,Kq diagonalisierbar ist:

 Bestimme die Eigenwerte λ1, . . . ,λk von A etwa mittels Satz 1.51.5 (es sind nach Korollar
1.71.7 höchstens n Stück),

 berechne dann (etwa mittels des Gauß-Algorithmus) die Dimension mApλiq von Eigλipφq �
kerpIn � λi �Aq für jedes 1 ¤ i ¤ k, und

 summiere alle mApλiq
Kommt bei dieser Summe n heraus ist die Matrix diagonalisierbar, kommt eine Zahl kleiner als n
heraus ist sie es nicht und kommt eine Zahl größer als n heraus, hat man irgendwo einen Fehler
gemacht.

IstA diagonalisierbar, und will man zusätzlich noch eine invertierbare MatrixB P Matpn,n,Kq
bestimmen, für die B�1 �A �B diagonal ist, so

 bestimme man eine Basis von Eigλipφq � kerpIn � λi �Aq für jedes 1 ¤ i ¤ k



160 6. DIAGONALISIERBARKEIT

Dann füge man diese Basen als Spalten zu einer Matrix B zusammen. Diese tut dann das
gewünschte.

Bevor wir diese Strategie nun in Aktion sehen, wollen wir den ersten Schritt noch etwas
systematisieren; siehe Beispiel 3.113.11 unten für explizite Beispiele.

3. Das charakteristische Polynom

Formalisieren wir nun also wie man Eigenwerte findet. Das folgende ist einer der Momente,
in denen es sich auszahlt nicht nur Vektorräume über Körpern zu betrachten, selbst wenn man
sich letztlich nur für diese interessiert:

3.1. Definition Sei R ein kommutativer Ring und A P Matpn,n,Rq. Dann definieren wir

χA � detpIn � T �Aq P RrT s,
das charakteristische Polynom (characteristic polynomial), wo In�T�A Element von Matpn,n,RrT sq
ist.

Aus Korollar 1.51.5 lernen wir sofort:

3.2. Korollar Ist K ein Körper und λ P K, so ist λ ein Eigenwert von A P Matpn,n,Kq genau
dann, wenn λ eine Nullstelle von χA ist.

3.3. Lemma Für jede Matrix A P Matpn,n,Rq, R ein kommutativer Ring, ist χA ein normiertes
Polynom vom Grad n. Weiterhin gilt

pχAq0 � χAp0q � p�1qn � detpAq
und

pχAqn�1 � �trpAq,
wo trpAq � °n

i�1Ai,i die Spur (trace) von A ist.

Insbesondere sehen wir noch einmal, dass eine n� n-Matrix höchstens n Eigenwerte besitzt.

Proof. Vermöge der Leibnizformel haben wir

χA �
¸
σPΣn

sgnpσq �
n¹
i�1

pIn � T �Aqi,σpiq

Per Konstruktion gilt

pIn � T �Aqi,j �
#
T �Ai,i i � j

�Ai,j sonst
,

sodass

degp
n¹
i�1

pIn � T �Aqi,σpiqq �
ņ

i�1

degppIn � T �Aqi,σpiqq � |ti P t1, . . . ,nu | σpiq � iu|

Insbesondere ist der Grad dieses Terms für jedes σ P Σn höchstens n und genau n nur für σ � id.
Es folgt degpχAq � n und leadpχAq � leadp±n

i�1 T � Ai,iq � 1, was die erste Behauptung zeigt.
Desweiteren gilt χAp0q � detp�Aq � p�1qn � detpAq, die erste Gleichung im Wesentlichen per
Definition und die zweite nach Multilinearität der Determinante.

Zum Schluss gilt für σ � id so gar |ti P t1, . . . ,nu | σpiq � iu| ¤ n�2, da mit σpkq � k aufgrund
der Injektivität von σ auch σpσpkqq � σpkq folgt, sodass k,σpkq R ti P t1, . . . ,nu | σpiq � iu. Damit
finden wir auch

pχAqn�1 �
�

n¹
i�1

T �Ai,i
�
n�1

.

Eine einfache Induktion zeigt allgemein p±n
i�1 T �aiqn�1 � �

°n
i�1 ai, was die letzte Behauptung

liefert. □
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3.4. Beispiel (1) Für

A �
�
a b
c d



P Matp2, 2,Kq

haben wir

χA � T 2 � pa� dq � T � pac� bdq.
(2) Ist A P Matpn,n,Zq so sind nach dem Gauß’schen Lemma alle rationale Eigenwerte von

A schon ganzen Zahlen und sogar Teiler von detpAq P Z.

Eine wohl entscheidende Eigenschaft ist:

3.5. Lemma Ähnliche Matrizen haben gleiche charakteristische Polynome.

Das kann man der Definition nach direkt nachrechnen. Diese Eigenschaft des charakteristis-
chen Polynoms erlaubt es das charakteristische Polynom einer R-linearen Abbildung φ : M ÑM
von R-Moduln die endliche Basen besitzen zu definieren, indem wir

χφ � χMpφ,b,bq

setzen für irgendeine nummerierte Basis b vonM : Für je zwei verschiedene Basen b, b1 vonM sind
die Darstellungsmatrizen Mpφ, b, bq und Mpφ, b1, b1q schließlich ähnlich.

Schöner ist es allerdings eine Definition von χφ zu geben, die gar nicht erst von der Wahl einer
Basis abhängt, wie wir das in Bemerkung 4.74.7 schon für die Determinante getan haben. Das geht
wie folgt:

3.6. Konstruktion Zu einem R-Modul M kann man einen RrT s-Modul M rT s assoziieren: Die
unterliegende abelsche Gruppe (sogar der unterliegende R-Modul) von M rT s ist einfach

M rT s � tm : NÑM | fpnq � 0 für fast alle n P Nu
mit der komponentenweisen Addition gegeben und die RrT s-Wirkung hierauf ist durch

M rT s �RrT s ÝÑM rT s, pm,F q ÞÝÑ pn ÞÑ
¸

i�j�n
mi � Fi

gegeben.
In Verallgemeinerung der Assoziatitvität und Distributivitätsgesetze in RrT s rechnet man

sofort nach, dass dies wirklich eine RrT s-Modulstruktur definiert. Und genau wie wir R als
Unterring von RrT s auffassen, indem wir die Elemente von R als konstante Polynome auffassen
die formal durch

r ÞÝÑ
�
n ÞÑ

#
r n � 0

0 sonst

�
gegeben sind, haben wir eine R-lineare Abbildung

M ÝÑM rT s, m ÞÝÑ
�
n ÞÑ

#
r n � 0

0 sonst

�
,

die uns erlaubt Elemente von M als Elemente von M rT s zu behandeln.
Ist weiter φ : M Ñ N R-linear so definieren wir

φrT s : M rT s Ñ N rT s, m ÞÝÑ φ �m,

eine Abbildung, deren RrT s-Linearität man leicht prüft.

3.7. Lemma Ist R ein kommutativer Ring, M ein R-Modul und B �M eine Basis vonM über R,
so ist B �M rT s auch eine Basis von M rT s über RrT s. Ist weiter b eine nummerierte Basis von
M mit n Elementen und b1 eine nummerierte Basis eines weiteren R-Moduls N mit n1 Elementen
und φ : M Ñ N R-linear, so gilt

Mpφ, b, b1q � MpφrT s, b, b1q P Matpn,n1,RrT sq,
wo die linke Matrix die Darstellungsmatrix über R und die rechte die über RrT s bezeichnet.
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Beweis. Wir zeigen, dass B linear unabhängig über RrT s ist, denn gilt
°
bPB b � Fb � 0 in

M rT s für irgendein F : B Ñ RrT s, so folgt für alle n P N, dass
0 � p

¸
bPB

b � Fbqn �
¸
bPB

b � pFbqn

in M . Aber dann muss aufgrund der linearen Unabhängigkeit von B über R schon pFbqn � 0 für
alle n P N und b P B gelten, und damit Fb � 0 für alle b P B wie gewünscht.

Um zu sehen, dass B ein Erzeugendensystem von M rT s über RrT s ist, sei m PM rT s gegeben.
Es gibt dann eindeutige Fb,n P R für b P B und n P N mit Fb,n � 0 für fast alle b,n und
mn �

°
bPB b � Fb,n, da B eine Basis von M ist. Setzen wir dann

Fb �
¸
i¥0

Fb,i � T i

so folgt m � °bPB b � Fb wie gewünscht.
Die restlichen Behauptungen ergeben sich durch simples Einsetzen der Definitionen. □

3.8. Definition Ist R ein kommutativer Ring, M ein R-Modul, der eine endliche Basis besitzt,
und φ : M ÑM R-linear, so setzen wir

χφ � detpidMrT s � T � φrT sq P RrT s,
das charakteristische Polynom von φ.

Die beiden Definitionen passen zusammen im Sinne, dass für eine nummerierte Basis b von M

MpidMrT s � T � φrT s, b, bq � MpidMrT s � T , b, bq �MpφrT s, b, bq � In � T �Mpφ, b, bq,
sodass χφ � χMpφ,b,bq und umgekehrt auch χA � χLpAq für jedes A P Matpn,n,Rq. Das beweist
insbesondere auch Lemma 3.53.5:

Beweis von Lemma 3.53.5. Ist B P Matpn,n,Rq invertierbar, so bilden die Spalten b von B
eine Basis von Rn und gemäß Beobachtung 7.57.5 und dem darauffolgenden Beispiel gilt

B�1 �A �B � MpLpAq, b, bq
und damit

χA � χMpLpAq,e,eq � χLpAq � χMpLpAq,b,bq � χB�1�A�B
wie gewünscht. □

Insbesondere sehen wir sofort:

3.9. Korollar Ist K ein Körper, V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und φ : V Ñ V K-
linear und diagonalisierbar oder auch nur trigonalisierbar, so ist jeder Primfaktor von χφ linear.

Trigonalisierbarkeit bedeutet einfach, dass es eine nummerierte Basis b von V gibt, derart dass
Matpφ, b, bq eine obere Dreiecksmatrix ist.

Beweis. Ist Mpφ, b, bq diagonal oder eine obere Dreiecksmatrix für eine nummerierte Basis b
von V , etwa mit Diagonaleinträgen d1, . . . , dn, dann ist In �T�Mpφ, b, bq eine obere Dreiecksmatrix
mit Diagonaleinträgen T � di und demzufolge

χφ � detpIn � T �Mpφ, b, bqq �
n¹
i�1

pT � diq

wie behauptet. □

Man sagt in diesem Fall auch, dass χφ in Linearfaktoren zerfällt. Dies ist also eine notwendige
Bedingung für Diagonalisierbarkeit, die diese manchmal ausschließen kann. Umgekehrt haben wir
auch folgendes positives Resultat:

3.10. Korollar Ist K ein Körper, V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und φ : V Ñ V
K-linear und ist jeder Primfaktor von χφ linear mit Vielfachheit 1, so ist φ diagonalisierbar mit
eindimensionalen Eigenräumen, also mφpλq � 1.



3. DAS CHARAKTERISTISCHE POLYNOM 163

Beweis. Gemäß Beobachtungen 3.33.3 und 3.23.2 hat φ dann dimpV q Eigenwerte, etwa λ1, . . . ,λn.
Wählen wir zu jedem einen Eigenvektor 0 � vi P Eigλipφq so bildet tv1, . . . , vnu nach Satz 1.61.6 eine
Basis, die per Konstruktion eine Eigenbasis von φ ist.

Die Aussage über die Dimension der Eigenräume ist eine direkte Konsequenz des ersten Di-
agonalisierbarkeitskriteriums. □

Kommen wir nun endlich zu Beispielen:

3.11. Beispiel (1) Ist A P Matpn,n,Kq eine Diagonalmatrix mit n verschiedenen Diago-
naleinträgen, so zerfällt das charakteristische Polynom von A sicherlich in Linearfaktoren
und damit ist A diagonalisierbar, mit Eigenwerten A1,1, . . . ,An,n.

Mit etwas mehr Arbeit kann man das auch direkt aus dem ersten Diagonlisierbarkeit-
skriterium und der Beobachtung herleiten, dass In �di�A schon beinahe in Zeilenstufen-
form ist.

(2) Betrachte als konkretes Beispiel etwa

A �

����
�3 �10 15 0
�2 �5 8 0
�2 �6 9 0
0 0 0 �1

���P Matp3, 3,Qq.

Dann liefert eine kleine Rechnung etwa mit Laplace Entwicklung und der Sarrus’schen
Regel

χA � det

����
T � 3 10 �15 0
2 T � 5 �8 0
2 6 T � 9 0
0 0 0 T � 1

���� T 4 � 1

Hiervon sind offenbar �1 und 1 Nullstellen und Polynomdivision liefert dann

χA � T 4 � 1 � pT � 1qpT � 1qpT 2 � 1q P QrT s
und da T 2 � 1 P QrT s irreduzibel ist, folgt sofort, dass A als rationale (oder auch als

reelle) Matrix nicht diagonalisierbar ist. Über den komplexen Zahlen hingegen, folgt
weiter

χA � pT � 1qpT � 1qpT � iqpT � iq P CrT s,
sodass A als komplexe Matrix ähnlich zu����

1 0 0 0
0 i 0 0
0 0 �i 0
0 0 0 �1

���
ist und alle komplexen Eigenräume 1 dimensional sind. Auch eine Eigenbasis kann dann
notwendigerweise nur aus nicht-reellen Vektoren in C3 bestehen.

Um so eine zu bestimmen, sieht etwa sofort, dass

Eig�1pAq � ker

����
2 10 �15 0
2 4 �8 0
2 6 �10 0
0 0 0 0

���
den Vektor p0, 0, 0, 1q enthält, sodass Eig1pAq � xp0, 0, 0, 1qy gelten muss. Ähnlich hat
man

Eig1pAq � ker

����
4 10 �15 0
2 6 �8 0
2 6 �8 0
0 0 0 �1

���
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und dann mittels Gauß-Algorithmus����
4 10 �15 0
2 6 �8 0
2 6 10 0
0 0 0 �1

���I�1{2II
ù

����
0 �2 1 0
2 6 �8 0
2 6 10 0
0 0 0 �1

���II�III
ù

����
0 �2 1 0
2 6 �8 0
0 0 0 0
0 0 0 �1

���

IØIII
ù

����
2 6 �8 0
0 �2 1 0
0 0 0 0
0 0 0 �1

���I�3II
ù

����
2 0 �5 0
0 �2 1 0
0 0 0 0
0 0 0 �1

���
und wovon man Eig1pAq � xp5, 1, 2, 0qy abliest. Beide diese Eigenräume werden also
schon von rationalen Vektoren erzeugt, selbst wenn wir sie in den komplexen Zahlen
bilden. Für den komplexen Eigenraum

EigipAq � ker

����
i� 3 10 �15 0
2 i� 5 �8 0
2 6 i� 9 0
0 0 0 �1

���
haben wir ����

i� 3 10 �15 0
2 i� 5 �8 0
2 6 i� 9 0
0 0 0 �1

���III�II
ù

����
i� 3 10 �15 0
2 i� 5 �8 0
0 1� i i� 1 0
0 0 0 �1

���
2I,1{p1�iqIII

ù

����
2i� 6 20 �35 0

2 i� 5 �8 0
0 1 �1 0
0 0 0 �1

���I�pi�3qII
ù

����
0 6� 8i �6� 8i 0
2 i� 5 �8 0
0 1 �1 0
0 0 0 �1

���
I�p6�8iqIII
ù

����
0 0 0 0
2 i� 5 �8 0
0 1 �1 0
0 0 0 �1

���IÑIVÑIIIÑII
ù

����
2 i� 5 �8 0
0 1 �1 0
0 0 0 �1
0 0 0 0

���
I�8II
ù

����
2 i� 3 0 0
0 1 �1 0
0 0 0 �1
0 0 0 0

���
wovon man EigipAq � xp3 � i, 2, 2, 0qy abliest, und analog findet man noch EigipAq �
xp3� i, 2, 2, 0qy. Damit sind also die Spalten von

B �

����
5 3� 1 3� i 0
1 2 2 0
2 2 2 0
0 0 0 1

���
eine komplexe Eigenbasis von A und B�1 �A �B ist die obige Diagonalmatrix.

(3) Betrachte

B �
��3 �2 1
6 �13 10
6 �14 11

�P Matp3, 3,Qq.

Wieder liefert eine kleine Rechnung

χA � det

��T � 3 2 �1
�6 T � 13 T � 10
�6 14 T � 11

�� T 3 � T 2 � 3T � 3
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Hiervon ist 1 eine Nullstelle (und �, 3,�1, 3 sind keine). Polynomdivision liefert diesmal

χA � T 3 � T 2 � 3T � 3 � pT � 1qpT 2 � 3q P QrT s
und da auch T 2 � 3 P QrT s irreduzibel ist, folgt wieder, dass A als rationale Matrix
nicht diagonalisierbar ist (diesmal ließe sich das auch direkt daraus schließen, dass 1 der

einzige rationale Eigenwert von A ist, aber A � I3). Über den reellen Zahlen haben wir
aber

χA � pT � 1qpT � 2
?
3qpT � 2

?
3q P RrT s,

sodass A als reelle Matrix ähnlich zu��1 0 0

0 2
?
3 0

0 0 � 2
?
3

�.

Eine Eigenbasis kann dann notwendigerweise nur aus nicht-rationalen Vektoren in R3

bestehen. Eine ähnliche Rechnung zur obigen liefert die Spalten von��3 2
?
3� 3 � 2

?
3� 3

7 6 6
8 6 6

�
als mögliche Eigenvektoren, die zu obiger Diagonalmatrix führen.

Wir beenden diesen Abschnitt mit einer Verfeinerung des ersten Diagonalisierbarkeitskriteri-
ums 2.82.8:

3.12. Satz Ist V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und φ : V Ñ V K-linear, so ist gilt
für jedes Element λ P K, dass

mφpλq ¤ mχφpT � λq.
3.13. Definition Ist V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und φ : V Ñ V K-linear und
λ P K, so heißt die Zahl mχφpT � λq heißt die algebraische Vielfachheit (algebraic multiplicity)
von λ in φ.

Mit anderen Worten, die geometrische Vielfachheit ist immer höchstens gleich der algebrais-
chen, niemals höher. Wir beobachten auch noch dass,

mφpλq ¥ 1 ðñ mχφpT � λq ¥ 1,

nämlich genau dann, wenn λ ein Eigenwert von φ ist.
Wir erhalten:

3.14. Korollar (Zweites Diagonalisierbarkeitskriterium) Ist V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum
und φ : V Ñ V K-linear, so ist φ diagonalisierbar, genau dann, wenn χφ in Linearfaktoren zerfällt
und

mφpλq � mχφpT � λq
für jede Nullstelle λ von χφ gilt.

Proof. Ist φ diagonalisierbar, so zerfällt χφ nach Korollar 3.93.9 in Linearfaktoren und demzu-
folge ¸

λPK
mχφpT � λq � degpχφq � dimpV q

Aber nach dem ersten Diagonalisierbarkeitskriterium gilt auch¸
λPK

mφpλq � dimpV q

und wegen Satz 3.123.12 muss dann schon mχφpT � λq � mφpλq für alle λ P K.
Zerfällt umgekehrt χφ in Linearfaktoren, so gilt¸

λPK
mχφpT � λq � degpχφq � dimpV q
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und damit auch ¸
λPK

mφpλq �
¸
λPK

mχφpT � λq � dimpV q,

sodass das erste Diagonalisierbarkeitskriterium zuschlägt. □

3.15. Bemerkung Dieses Kriterium ist besonders nützlich um zu zeigen, dass eine Abbildung φ
nicht diagonalisierbar ist. Zerfällt χφ nicht in Linearfaktoren ist φ nicht diagonalisierbar. Das
erspart also jede Berechnung von Vielfachheiten. Und gilt mφpλq   mχφpT � λq für auch nur
eine Nullstelle von χφ, so ist φ ebenfalls nicht diagonalisierbar, ohne dass wir den Eigenraum für
irgendein anderes λ bestimmen müssen.

Natürlich kann es bei nicht diagonalisierbarem φ unklar sein, für welche Nullstellen die beiden
Vielfachheiten sich unterscheiden, aber um mittels des ersten Kriteriums die Nichtdiagonalisier-
barkeit nachzuweisen, mussten wir in jedem Falle alle mφpλq ausrechnen. Mit etwas Glück geht es
also mit dem zweiten Kriterium deutlich schneller als mit dem ersten, mit etwas Pech sind beide
gleich langsam.

Ist φ hingegen diagonalisierbar, so sind beide Kriterien im Wesentlichen gleich gut: In je-
dem Falle muss dann mφpλq für jedes λ bestimmt werden um zu sehen, dass φ diagonalisierbar
ist: Zu prüfen ob

°
λmφpλq � dimpV q oder ob mφpλq � mχφpT � λq hat in beiden Fällen ver-

nachlässigbaren Aufwand.
Ein besseren Kriterium für diesen letzten Fall werden wir im nächsen Abschnitt erarbeiten.

Zum Beweis von Satz 3.123.12 benötigen wir noch folgende Beobachtung über Determinanten, die
eine Übungsaufgabe auf dem fünften Zettel ist:

3.16. Lemma Sei R ein kommutativer Ring, M ein R-Modul mit zwei R-Untermoduln U ,V �M ,
die endliche Basen besitzen und für die M � U `V gilt. Ist φ : M ÑM eine R-lineare Abbildung
mit ImφpV q � V , so gilt

detpφq � detpφ|V : V Ñ V q � detpprU � φ|U : U Ñ Uq
wo prU : M Ñ U die eindeutig bestimmte R-lineare Abbildung mit pprU q|U � idU und pprU q|V � 0
ist.

Beweis von Satz 3.123.12. Wähle gemäß Beobachtung 2.42.4 ein Komplement U � V von Eigλpφq.
Aus Lemma 3.73.7 erhalten wir dann auch

V rT s � EigλpφqrT s ` U rT s
als KrT s-Moduln. Da φ den Eigenraum von λ in sich abbildet, bildet idV rT s � T � φrT s auch
EigλpφqrT s in sich ab, und das vorige Lemma liefert

χφ � detpidV rT s � T � φrT sq
� detpidEigλpφqrT s � T � φ|EigλpφqrT sq � detpprUrT s � pidV rT s � T � φrT sq|UrT sq
� detpidEigλpφqrT s � T � idEigλpφqrT s � λq � detpprUrT s � pidV rT s � T � φrT sq|UrT sq
� detpidEigλpφqrT s � pT � λqq � detpprUrT s � pidV rT s � T � φrT sq|UrT sq
� pT � λqmφpλq � detpprUrT s � pidV rT s � T � φrT sq|UrT sq

und damit mφpλq ¤ mχφpT � λq wie gewünscht. □

3.17. Beispiel (1) Betrachte

A �

����
2 1 0 0
0 2 0 0
0 1 2 0
�2 2 0 3

���P Matp4, 4,Qq

Es gilt χA � T 4�9T 3�30T 2�44T �24, was sich zu pT �2q3pT �3q vereinfacht. Damit
wissen wir nach Satz 3.123.12 sofort dimpEig3pAqq � 1, ohne jegliche weitere Rechnung
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durchzuführen, und nach dem zweiten Kriterium ist A diagonalisierbar genau dann,
wenn dimpEig2pAqq � 3. Aber

I4 � 2�A �

����
0 �1 0 0
0 0 0 0
0 �1 0 0
2 �2 0 1

���
hat offenbar genau Rang 2, sodass auch ihr Kern Dimension 2 hat. Ergo ist A nicht
diagonalisierbar.

(2) Betrachte

B �

������
3 1 0 0 0
�1 1 0 0 0
9 8 9 8 3
�10 �5 �4 �7 �1
1 �6 �6 1 �3

�����P Matp5, 5,Rq.

Dann gilt

χB � T 5 � 3T 4 � 18T 3 � 64T 2 � 24T � 48

und man findet mittels des Gauß’schen Lemmas, dass 2 eine Nullstelle hiervon ist, aber es
keine weitere rationale Nullstelle von χB gibt. Polynomdivision. Zwei Polynomdivision
liefert

χB � pT 3 � T 2 � 18T � 12qpT � 2q2

und das linke Polynom besitzt nun aber überhaupt keine rationale Nullstelle mehr;
insbesondere sehen wir sofort, dass B über Q nicht diagonalisierbar ist. Um die gle-
iche Frage über R oder C zu beantworten, können wir nun, anstatt die reellen und
komplexen Nullstellen von T 3 � T 2 � 18T � 12 zu berechnen, erst einmal prüfen ob
mBp2q � mχB pT � 2q � 2. Und in der Tat gilt

mBp2q � dimKker

������
�1 �1 0 0 0
1 1 0 0 0
�9 �8 �7 �8 �3
10 5 4 9 1
�1 6 6 �1 5

������ 1 � 2,

da etwa die Determinante der unteren 4� 4-Blocks dieser Matrix sich zu

p�7q � 9 � 5� p�8q � 1 � 6� p�3q � 4 � p�1q � p�7q � 1 � p�1q � p�8q � 4 � 5� p�3q � 9 � 6

� �315� 48� 12� 7� 160� 162 � �36
berechnet, sodass die Matrix Rang 4 hat. Damit ist B auch über R und C nach dem
zweiten Diagonalisierbarkeitskriterium nicht diagonalisierbar und wir sind davon gekom-
men ohne die Nullstellen von T 3 � T 2 � 18T � 12 überhaupt bestimmen zu müssen.

(3) Betrachte

A �

����
�1 4 �2 1
�2 3 �1 0
�1 �2 1 �1
0 �2 �3 1

���P Matp4, 4,Cq

Dann gilt χA � T 4 � 4T 3 � 3T 2 � T � 3 und wir haben schon in Beispiel 6.76.7 gesehen,
dass dieses Polynom nur einfache Nullstellen hat. Es folgt, dass A diagonalisierbar ist,
ohne dass wir die Eigenwerte überhaupt ausrechnen mussten (was tatsächlich auch gar
nicht so einfach ist).
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(4) Betrachte für λ P R die Matrix����������������������

λ 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0 0 0
0 λ 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0 0 0
0 0 λ . . . 0 0 0 0 . . . 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . λ 0 0 0 . . . 0 0 0
0 0 0 . . . 0 λ 1 0 . . . 0 0 0
0 0 0 . . . 0 0 λ 1 . . . 0 0 0
0 0 0 . . . 0 0 0 λ . . . 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . λ 1 0
0 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0 λ 1
0 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0 0 λ

���������������������

P Matpn,n,Rq

mit sagen wir k Einsen neben der Diagonale. Dann gilt sicherlich χA � pT � λqn und
damit mχApλq � n. Und offenbar gilt rkpIn � λ�Aq � k also mλpAq � n� k. Da k jeden
der Werte 1, . . . ,n� 1 annehmen kann, kann die geometrische Vielfachheit also wirklich
alle Werte zwischen 1 und der algebraischen Vielfachheit annehmen.

Für k � n�1 heißt obige Matrix der Jordanblock vom Typ pλ,nq, den wir mit Jnpλq
notieren werden. Er wird uns in der Normalformentheorie wieder begegnen.

(5) Sei F P RrT s ein normiertes Polynom mit degpF q � n. Dann hat

CF �

�����������

0 0 0 . . . 0 0 �F0

1 0 0 . . . 0 0 �F1

0 1 0 . . . 0 0 �F2

0 0 1 . . . 0 0 �F3

...
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . 1 0 �Fn�2

0 0 0 . . . 0 1 �Fn�1

����������
P Matpn,n,Rq

charakteristisches Polynom F , das wird eine Übung sein. Insbesondere taucht jedes
normierte Polynom als charakteristisches Polynom einer Matrix auf.

3.18. Bemerkung Die obigen beiden Beispiel zusammen mit Lemma 3.163.16 erlauben es uns sogar
zu jedem normierten Polynom F P KrT s vom Grad n mit genau den Nullstellen λ1, . . . ,λk und
Zahlen 1 ¤ ni ¤ mF pT � λiq eine Matrix A P Matpn,n,Kq zu konstruieren mit χA � F und

mApλiq � ni. Man schreibe nämlich F � G � H mit G � ±k
i�1pT � λiqmF pT�λiq und H einem

Polynom ohne Linearfaktoren (man sammle hierzu einfach die restlichen Primfaktoren von F in
H zusammen). Dann bilde man die Blockdiagonalmatrix mit Blöcken CH , Diagonalmatrizen der
Größe ni � 1 zu λi und Jordanblöcken vom Typ pλi, mF pT � λiq � niq.

Die Ähnlichkeitsklassifikation von Matrizen ist also wirklich mindestens so kompliziert, wie es
Satz 3.123.12 erlaubt.

4. Das Minimalpolynom

Wir wollen noch ein zweites Polynom entwickeln, dass man einer Matrix zuordnen kann und
welches sich gewinnbringend bei der Diagonalisierung einsetzen lässt. Wir entwickeln es zuerst in
etwas größerer Allgemeinheit:

4.1. Definition Ist K ein Körper und ι : K Ñ S eine zentrale K-Algebra, so heißt ein Element
a P S algebraisch (algebraic), falls es ein Polynom 0 � F P KrT s gibt mit F paq � 0, und
transzendent (transcendental) falls es kein solches F gibt. Für algebraisches a heißt das normierte
Polynom über K kleinsten Grades, welches a annuliert das Minimalpolynom (minimal polynomial)
von a, geschrieben minS{Kpaq oder auch nur mina.



4. DAS MINIMALPOLYNOM 169

Dass es so ein eindeutiges Polynom gibt ist offensichtlich: Hat man zwei, so hat ihre Differenz
kleineren Grad und annuliert a, muss also 0 sein. Mehr noch: Die Menge

tF P KrT s | F paq � 0u � kerpeva : KrT s Ñ Su
ist ein KrT s-Untermodul von KrT s und nach Satz 3.103.10 folgt dann

tF P KrT s | F paq � 0u � xminS{KpaqyKrT s,
mit anderen Worten, es gilt für alle G P KrT s, dass Gpaq � 0 genau dann, wenn minS{Kpaq | G.

Manche Autoren setzen auch minS{Kpaq � 0 für transzendentes a, aber dieser Fall wird bei
uns so gut wie keine Rolle spielen.

4.2. Beispiel (1) Es gilt 1 � minS{Kpaq sobald S � t0u, da ja offenbar evap1q � 1 für jedes
a P S gilt. Insbesondere ist der Grad jedes Minimalpolynoms im Fall S � t0u mindestens
1.

(2) Ist S � t0u so ist minS{Kpaq linear genau dann, wenn a im Bild von ι : K Ñ S liegt. Es
ist dann minS{Kpιpxqq � T � x.

(3) Ist K � Q und S � R, und n P N kein Quadrat, so ist minR{Qp 2
?
nq � T 2 � n: Offenbar

2
?
n eine Nullstelle von T 2�n und nach dem vorigen Punkt gibt es kein lineares Polynom,

welches 2
?
n annihiliert.

(4) Ähnlich gilt für K � R und S � C oder K � Z{p mit p �4 3 und S � Z{pris, dass
minS{Kpiq � T 2 � 1. Für K � Z{2 und S � F4 und x P F4zZ{2 gilt minF4{Z{2pxq �
T 2 � T � 1.

(5) Ist allgemein F P KrT s ein normiertes irreduzibles Polynom mit F paq � 0 so folgt

automatisch F � minS{Kpaq: Nach der Überlegung direkt nach der Definition des Mini-
malpolynoms folgt ja minS{Kpaq | F , was aber unter den gegebenen Annahmen Gleichheit
liefert.

(6) Ist S ein Integritätsbereich, so ist minS{Kpaq umgekehrt für jedes a P S irreduzibel: Da
die Abbildung

KrT s{xminS{Kpaqy � KrT s{kerpevaq ÝÑ S

injektiv ist folgt das aus Satz 5.155.15. Ich warne aber explizit, dass Minimalpolynome
allgemein nicht irreduzibel sein müssen, inbesondere nicht im für uns wohl wichtigsten
Falle von S � Matpn,n,Kq.

(7) Nicht jedes Element ist algebraisch. Ein typisches Beispiel ist S � FpK,Kq, mit

ι : K ÝÑ FpK,Kq, λ ÞÝÑ constλ

und a � idK : Es gilt dann schließlich F pidKq � apfpF q und ist K unendlich, so folgt aus
F pidKq � 0 gemäß Theorem 2.42.4 schon F � 0, sodass idK transzendent über K ist. Hat
K hingegen etwa pn Elemente, so gilt

minFpK,Kq{KpidKq �
¹
λPK

T � λ

ebenfalls nach Theorem 2.42.4.
(8) Die Frage, ob es im Falle K � Q und S � R transzendente Elemente gibt war lange

eine offene Frage. Der deutsche Johann Heinrich Lambert (1728 - 1777) hatte etwa
schon 1768 vermutet, dass e und π P R transzendent sind. Der Beweis für e gelang erst
im Jahre 1873 dem Franzosen Charles Hermite (1822 - 1901) und wenige Jahre später
der für π dem deutschen Mathematiker Ferdinand von Lindemann (1852 - 1939). Die
erste transzendente Zahl überhaupt,

°8
i�0

1
10i!

war ebenfalls erst 1844 vom Franzosen
Joseph Liouville (1809 - 1882) gefunden worden und kurz nach diesen Entwicklungen
führte Cantor seine Mengenlehre ein und bewies mittels seines Diagonalsatzes 5.55.5 (oder
genauer mittels Korollar 5.85.8), dass es in R nur abzählbar viele algebraische Zahlen gibt,
aber überabzählbar viele transzendente und damit in gewissen Sinne beinahe jede reelle
Zahl transzendent ist.
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Wir wollen Minimalpolynome natürlich von Matrizen und Endomorphismen bilden. Das geht
aufgrund folgenden Lemmas:

4.3. Lemma Ist K ein Körper und ι : K Ñ S eine zentrale K-Algebra. Dann ist ein Element
a P S genau dann algebraisch, wenn das Bild von eva : KrT s Ñ S endliche Dimension über K
hat. In diesem Fall gilt degpminS{Kpaqq � dimKpImpevaqq. Ist insbesondere S selbst endlich
dimensional über K so ist jedes Element a P S algebraisch und degpminS{Kpaqq ¤ dimKpSq.

Beweis. Ist a algebraisch so ist das Bild von eva nach einer Aufgabe vom fünften Zettel
isomorph zu KrT s{xminS{Kpaqy und dieses hat nach Satz 5.175.17 Dimension degpminS{Kpaqq. Ist
umgekehrt das Bild von eva endlich dimensional, so kann eva nicht injektiv sein, und damit muss
kerpevaq � t0u gelten. Und damit ist a algebraisch. □

Wir können dies nun anwenden auf S � Matpn,n,Kq und S � LinKpV ,V q für endlich dimen-
sionales V , welche wir mittels

In � � : K ÝÑ Matpn,n,Kq und idV � � : K ÝÑ LinKpV ,V q
alsK-Algebren auffassen (die Multiplikationen sind die Multiplikation von Matrizen in Matpn,n,Kq
und die Verknüpfung von Abbildungen in LinKpV ,V q).
4.4. Definition Ist V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und φ : V Ñ V K-linear, so sei
minφ P KrT s das Minimalpolynom von φ P LinKpV ,V q und analog für A P Matpn,n,Kq sei
minA P KrT s das Minimalpolynom.

4.5. Beobachtung Ist φ : S Ñ S1 ein Isomorphismus von K-Algebren so folgt, dass a P S al-
gebraisch ist genau dann, wenn φpaq P S1 algebraisch ist und in diesem Fall gilt minS{Kpaq �
minS1{Kpφpaqq. Insbesondere gilt

(1) für jede nummerierte Basis b von V in obiger Definition minφ � minMpφ,b,bq, und
(2) ähnliche Matrizen haben gleiches Minimalpolynom.

Die Relevanz dieser Polynome entsteht durch folgenden Satz:

4.6. Satz Ist V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und φ : V Ñ V K-linear, so sind die
Eigenwerte von φ genau die Nullstellen von minφ.

Beweis. Sei also zuerst λ P K ein Eigenwert von φ. Dann gibt es per Definition ein 0 � v P V
mit φpvq � v � λ. Es folgt dann sofort per Induktion, dass φ�ipvq � v � λi. Dann gilt aber für jedes
Polynom F P KrT s, etwa F � °i¥0 Fi � T i,

pF pφqqpvq �
�¸
i¥0

pidV � Fiq � φ�i
�
pvq �

¸
i¥0

φ�ipvq �Fi �
¸
i¥0

v �λi �Fi � v �
�¸
i¥0

Fi � λi
�
� v �F pλq.

Setzen wir nun für F das Minimalpolynom von φ ein, so erhalten wir also

0 � pminφpφqpvqq � v �minφpλq
und weil v � 0, muss dann minφpλq � 0.

Ist umgekehrt λ P K eine Nullstelle des Minimalpolynoms von φ. Dann gilt nach Korollar 2.22.2
minφ � pT�λq�H für ein H P KrT s. Da degpHq   degpminφq kann nicht Hpφq � 0 in LinKpV ,V q
gelten (nach Definition des Minimalpolynoms). Sei also w P V ein Element mit pHpφqqpwq � 0.
Die Behauptung ist dann, dass v � pHpφqqpwq ein Eigenvektor von φ zum Eigenwert λ ist. Dafür
rechnen wir

pidV � λ� φqpvq � pidV � λ� φqrpHpφqqpwqs � rpidV � λ� φq � pHpφqqspwq
� �revφppT � λq �Hqspwq � �revφpminφqspwq � �pminφpφqqpwq � 0

wie gewünscht. □

4.7. Korollar Ist V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und φ : V Ñ V K-linear und
diagonalisierbar, dann zerfällt das Minimalpolynom von φ in Linearfaktoren in KrT s, die alle
Vielfachheit 1 haben.



4. DAS MINIMALPOLYNOM 171

Proof. Hat φ k Eigenwerte, etwa λ1, . . . ,λk P K, so sind nach obigem Satz alle λi Nullstellen

von minφ, und damit teilt
±k
i�0 T � λi das Minimalpolynom. Es bleibt also noch zu zeigen, dass

auch die umgekehrte Teilbarkeit gilt. Gemäß der Diskussion nach Definition 4.14.1 reicht es hierfür zu

zeigen, dass
±k
i�0 T �λi die Abbildung φ annihiliert, also dass pφ� idV �λ1q�� � ��pφ� idV �λkq � 0

oder äquivalent

pMpφ, b, bq � In � λ1q � � � � � pMpφ, b, bq � In � λkq � 0

für eine nummerierte Basis b von V , mit n � dimKpV q.
Aber wählen wir nummerierte Basen bi von Eigλipφq so fügen diese sich nach dem ersten

Diagonalisierbarkeitskriterium zu einer Eigenbasis von V bezüglich φ zusammen; sagen wir bi hat
ni Elemente. Es ist dann

Mpφ, b, bqi,j �
#
λm

°m�1
l�1 nl   i � j ¤ °m

l�1 nl

0 i � j
,

also Mpφ, b, bq eine Diagonalmatrix in der der Eintrag λi ni-mal vorkommt. Aber dann gilt�
k¹
l�1

pMpφ, b, bq � In � λl
�
i,j

�
#±k

l�1pλm � λlq
°m�1
l�1 nl   i � j ¤ °m

l�1 nl

0 i � j

und da in jedem der obigen Produkte der Term für l � m verschwindet kommt hier immer 0
heraus, wie behauptet. □

Das Ziel dieses Abschnitts ist es auch die Umkehrung dieses Korollars zu beweisen:

4.8. Theorem (Drittes Diagonalisierbarkeitskriterium) Ist V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum
und φ : V Ñ V K-linear. Dann ist φ diagonalisierbar genau dann, wenn das Minimalpolynom von
φ in KrT s in Linearfaktoren zerfällt und diese alle Vielfachheit 1 haben.

Wir beobachten noch, dass wir hiermit über C wirklich algorithmisch entscheiden können, ob
eine Matrix diagonalisierbar ist.

4.9. Korollar Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, φ : V Ñ V K-linear und K alge-
braisch abgeschlossen. Dann ist φ diagonalisierbar genau dann, wenn minφ und dpminφq teiler-
fremd sind.

Beweis. Das folgt nun direkt aus Korollar 6.66.6 und dem dritten Diagonalisierbarkeitskri-
terium. □

Man beachte, dass dieses Kriterium für Matrizen wirklich vollständig algorithmisch ist. Das
Minimalpolynom einer Matrix A P Matpn,n,Kq kann bestimmt werden, indem man einfach das
geringste k P N bestimmt, für das

Ak �Ak�1 � fk�1 � � � � �A � f1 � In � f0 � 0

eine nicht-triviale Lösung hat, was man jeweils einfach mit dem Gauß-Algorithmus entscheiden
kann: Die Gleichung übersetzt sich zu n2 Gleichungen in K und hat damit spätestens bei k � n2

eine Lösung (diese Abschätzung werden wir in den Übungen und im nächsten Abschnitt noch
verbessern). Und hat man das Minimalpolynom von A einmal bestimmt, so kann man mit dem
euklidischen Algorithmus den größten gemeinsamen Teiler von minA und dpminAq bestimmen.
Die Matrix A ist dann genau diagonalisierbar, wenn dieser ein konstantes Polynom ist.

Man beachte auch, dass alle bisherigen Verfahren dies etwa über Q oder endlichen Körpern
leisten konnten, nicht aber über C (oder R): Um etwa das erste oder zweite Diagonalisierbarkeit-
skriterium anwenden zu können, muss man die Eigenwerte bestimmen, wofür wir nicht über jedem
Körper einen vollständigen Algorithmus haben: Wir wissen dass die Eigenwerte genau die Null-
stellen des charakteristischen Polynoms sind und diese können wir über Q mittels des Gauß’schen
Lemmas bestimmen und über einem endlichen Körper einfach durch ausprobieren, aber außerhalb
von kleinen Graden haben wir dazu über R und C keine Methode, die immer funktioniert.

Bevor wir das dritte Diagonalisierbarkeitskriterium beweisen nun endlich einige Beispiele:
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4.10. Beispiel (1) Betrachte die Matrix

A �
��3 �1 1
2 0 1
2 �3 4

�P Matp3, 3,Qq

Wir wollen ihr Minimalpolynom bestimmen. Wir suchen also möglichst wenige rationale

Zahlen f0, . . . , fk mit Ak�1 �°k
i�0A

i � fi � 0. Es kann nach Beispiel 4.24.2 nicht k � 0
gewählt werden (mit anderen Worten das Minimalpolynom kann nicht linear sein), da A
kein Vielfaches der Einheitsmatrix ist. Versuchen wir also k � 1. Wir versuchen also

A2 �A � f1 � I3 � f0 � 0

zu lösen; das sind 9 Gleichungen in den rationalen Zahlen in 2 Variablen. Es gilt

A2 �
��9 �6 6
8 �5 6
8 �14 15

�
Um mögliche Werte von f1 und f0 zu bestimmen, schauen wir uns etwa die Gleichungen
an die zu den ersten beiden Einträgen in der ersten Zeile gehören, also

9� 3 � f1 � 1 � f0 � 0

8� 2 � f1 � 0 � f0 � 0

So ein Gleichungssystem können wir mit dem Gauß-Algorithmus lösen:�
3 1 �9
2 0 �8



I�3{2�II,1{2�II

ù

�
0 1 3
1 0 �4



liefert f1 � �4 und f0 � 3. Dies ist also die einzige Möglichkeit, aber wenn wir den etwa
den zweiten Eintrag der oberen Zeile betrachten erhalten wir noch

�6� 1 � f1 � 0 � f0 � 0

was sicherlich nicht von f1 � �4 und f0 � 3 gelöst wird. Es gibt also kein normiertes
Polynom vom Grad 2 was A annihiliert. Wir wiederholen das Verfahren also mit k � 2
und suchen eine Lösung von

A3 �A2 � f2 �A � f1 � I3 � f0 � 0

Es gilt

A3 �
��27 �27 27
26 �26 27
26 �53 54

�
Nehmen wir die drei Gleichungen aus den gleichen drei Stellen wie zuvor erhalten wir

27� 9 � f2 � 3 � f1 � 1 � f0 � 0

26� 8 � f2 � 2 � f1 � 0 � f0 � 0

�27� 6 � f2 � 1 � f1 � 0 � f0 � 0

Wieder können wir dies mit dem Gauß-Algorithmus lösen:�� 9 3 1 �27
8 2 0 �26
�6 �1 0 27

�I�3�III,II�2�III
ù

�� �9 0 1 54
�4 0 0 28
�6 �1 0 27

�
I�9{4�II,�1{4�II,III�6{4�II

ù

�� 0 0 1 �9
1 0 0 �7
0 �1 0 �15

�
wovon wir f0 � �9, f1 � 15 und f2 � �7 ablesen. Und diesmal lösen diese drei Zahlen
auch die anderen 6 Gleichungen

27� 6 � f2 � 1 � f1 � 0 � f0 � 0

�26��5 � f2 � 0 � f1 � 1 � f0 � 0
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27� 6 � f2 � 1 � f1 � 0 � f0 � 0

26� 8 � f2 � 2 � f1 � 0 � f0 � 0

�53� 14 � f2 � 3 � f1 � 0 � f0 � 0

54� 15 � f2 � 4 � f1 � 1 � f0 � 0

wie man einfach durch Einsetzen überprüft. Wir haben also

minA � T 3 � 7T 2 � 15T � 9.

Überprüfen der Nullstellen liefert, dass 1 und 3 Nullstellen sind, und 3 ist auch eine
Nullstelle von dpminAq � 3T 2 � 14T � 15, sodass wir minA � pT � 1qpT � 3q2 haben
müssen. Nach Korollar 4.74.7 ist A also nicht diagonalisierbar, auch nicht über C. Es folgt
dann auch, dass die geometrische Vielfachheit von 3 genau 1 sein muss (ohne dass wir
eine weitere Rechnung durchführen müssen).

Berechnet man auch das charakteristische Polynom, so erhält man auch χA �
T 3 � 7T 2 � 15T � 9, die beiden Polynome stimmen also überein, was wohl erstmal
sehr überraschend ist. Dies ist auch nicht immer der Fall, wie Diagonalmatrizen oder
auch das nächste Beispiel zeigt.

(2) Betrachte

B �
��3 0 0
2 1 0
2 �2 3

�P Matp3, 3,Qq

Wieder muss das Minimalpolynom aus gleichem Grund mindestens Grad 2 haben. Man
rechnet ��3 0 0

2 1 0
2 �2 3

�2

�
��9 0 0
8 1 0
8 �8 9

�
Nimmt man die ersten beiden Einträge der ersten Spalte erhält man also die Gleichungen

9� 3 � f1 � 1 � f0 � 0

8� 2 � f1 � 0 � f0 � 0

was f1 � �4 und f0 � 3 als einzige Möglichkeiten liefert. Die anderen 7 Gleichungen
sind

0� 0 � f1 � 0 � f0 � 0

0� 0 � f1 � 0 � f0 � 0

1� 1 � f1 � 1 � f0 � 0

0� 0 � f1 � 0 � f0 � 0

8� 2 � f1 � 0 � f0 � 0

�8� 2 � f1 � 0 � f0 � 0

9� 3 � f1 � 1 � f0 � 0

dann offenbar auch alle erfüllt. Es folgt, dass minB � T 2 � 4T � 3. Die Nullstellen
berechnen sich zu 1 und 3, sodass minB � pT � 1qpT � 3q gilt. Damit ist B nach dem
dritten Diagonalisierbarkeitskriterium diagonalisierbar. Allerdings können wir mittels
dieses Kriteriums nicht unmittelbar entscheiden, ob B ähnlich zu��1 0 0

0 1 0
0 0 3

� oder

��1 0 0
0 3 0
0 0 3

�
ist. Dafür sind weitere Berechnungen vonnöten. Das charakteristische Polynom ist in
diesem Fall aber offenbar

χB � pT � 1qpT � 3qpT � 1q � T 3 � T 2 � 15T � 9

woraus nach Satz 3.123.12 direkt folgt, dass die rechte der beiden Matrizen nicht ähnlich zu
B sein kann. Also muss B ähnlich zur linken sein.
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(3) Betrachte

C �

����
�1 0 0 �1
1 0 0 �3
0 1 0 �5
0 0 1 5

���P Matp4, 4,Qq

Eine längere Rechnung im gleichen Stile wie die obigen ergibt, dass minC � T 4 � 4T 3 �
8T � 4 gilt. Dieses Polynom hat keine rationalen Nullstellen wie man schnell überprüft,
sodass wir erst einmal nicht an die Nullstellen herankommen (insbesondere ist C über
Q nicht diagonalisierbar). Wir haben aber dpminCq � 4T 3 � 12T 2 � 8. Polynomdivision
liefert

minC � dpminCq � 1
4
� pT � 1q � p�3q � pT 2 � 2 � T � 2q

dpminCq � p4T � 4q � pT 2 � 2 � T � 2q
Damit ist der größte gemeinsame Teiler dieser beiden Polynome T 2 � 2T � 2 und minC
hat über jedem Körper, über welchem es vollständig in Linearfaktoren zerfällt, doppelte
Nullstellen und C ist folglich über keinem Körper diagonalisierbar.

Das dritte Diagonalisierbarkeitskriteriums ist in folgendem fundamentalen Satz enthalten, den
wir auch über die Diagonalisierbarkeit hinaus verwenden werden.

4.11. Theorem (Primärzerlegung) Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, φ : V Ñ V
K-linear. Dann gilt

V �à
P

kerpPmminφ pP qq

wo die Summe über alle normierten irreduziblen Polynome P P KrT s läuft.
Natürlich ist mminφpP q für nur endlich viele P P KrT s ungleich 0, und kerpP 0q � kerpidV q �

t0u, sodass dies in Wahrheit eine Zerlegung in nur endlich viele Unterräume ist.

Beweis des dritten Diagonalisierbarkeitskriteriums. Zerfällt minφ in einfache Lin-

earfaktoren, etwa minφ �
±k
i�1 T � λi so lautet die Primärzerlegung von V gerade

V �
kà
i�1

kerpφ� idV � λiq �
kà
i�1

Eigλipφq,

sodass φ nach dem ersten Diagonalisierbarkeitskriterium diagonalisierbar ist.
Die Umkehrung hatten wir schon in Korollar 4.74.7 gesehen. □

Der Beweis der Primärzerlegung basiert auf folgender Überlegung:

4.12. Lemma Sei V ein K-Vektorraum, φ : V Ñ V K-linear. Sind dann F ,G P KrT s teilerfremd,
so gilt

kerppF �Gqpφqq � kerpF pφqq ` kerpGpφqq.
Beweis. Zeigen wir zunächst einmal, dass kerppF � Gqpφqq � kerpF pφqq � kerpGpφqq gilt.

Offenbar ist die rechte in der linken Seite enthalten, da pGpφqqpvq � 0 sicherlich

ppF �Gqpφqqpvq � pF pφqqrpGpφqqpvqs � pF pφqqp0q � 0.

Für die andere Inklusion wählen wir uns gemäß dem Lemma von Bézout Polynome P ,Q P KrT s
mit F � P � G � Q � 1, sodass v � rpF � P qpφqspvq � rpG � Qqpφqspvq für alle v P V gilt. Ist dann
ppF �Gqpφqqpvq � 0 so gilt

pGpφqqrppF � P qpφqqpvqs � rpG � F � P qpφqspvq � rpP � F �Gqpφqspvq
� pP pφqqrppF �Gqpφqqpvqs � pP pφqqp0q � 0

und damit rpF �P qpφqspvq P kerpGpφqq und ähnlich rpG �Qqpφqspvq P kerpF pφqq und damit ist v in
der rechten Seite enthalten.
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Dann bleibt noch zu prüfen, dass kerpF pφqq X kerpGpφqq � t0u. Aber ist pF pφqqpvq � 0 �
pGpφqqpvq, so folgt aus der gleichen Überlegung

v � rpP � F qpφqspvq � rpQ � P qpφqspvq � 0� 0 � 0.

□

Beweis von Theorem 4.114.11. Per Induktion folgt aus vorigem Lemma, dass für minφ �±k
i�1 P

ni
i die Primfaktorzerlegung von minφ in KrT s

ker

��
l¹
i�1

Pnii

�
pφq
�
�

là
i�1

kerppPnii qpφqq

für alle 1 ¤ l ¤ k. Aber

V � kerpminφpφqq � ker

��
k¹
i�1

Pnii

�
pφq
�
,

was die Behauptung zeigt. □

Es gibt auch noch Beispiele strukturellerer Art, bei denen das Minimalpolynom nützlich ist:

4.13. Beispiel (1) Erfüllt etwa A P Matpn,n,Kq die Gleichung A2 � A, so gilt offenbar
pT 2 � T qpAq � A2 �A � 0 und damit minA | T pT � 1q da T 2 � T � T pT � 1q. Es folgt
also

minA � T , minA � T � 1 oder minA � T pT � 1q.
In jedem Falle ist A diagonalisierbar und die einzigen Eigenwerte sind 0 und 1 (oder nur
eines davon). Damit ist A ähnlich zu��������������

1 0 . . . 0 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 . . . 1 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 . . . 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 . . . 0 0

�������������
P Matpn,n,Kq

mit rkpAq-vielen Einsen. Matrizen mit A2 � A nennt man Projektionen (projections), da
sie in Eigenbasis offenbar einfach nur einige Koordinaten auf 0 setzen (”wegprojezieren”)
und die anderen in Ruhe lassen.

Natürlich kann man die Diagonalisierbarkeit auch direkt nachweisen, da man aus der
definierenden Eigenschaft leicht Kn � KerpAq`ImpAq prüft, und KerpAq � EigAp0q (für
jede Matrix) und ImpAq � EigAp1q für Projektionen.

(2) Ein ähnliche Analyse kann man für Matrizen A mit A2 � In oder auch Ak � In
durchführen. Das wird in den Übungen passieren.

(3) Ist U P Matpn,n,Kq eine obere Dreiecksmatrix so lesen wir am dritten Diagonalisier-

barkeitskriterium direkt ab, dass U diagonalisierbar ist genau dann, wenn
±k
i�1pU � In �

diq � 0 gilt, wo d1, . . . , dk die Diagonaleinträge von U (ohne Wiederholungen) sind.
(4) Zerfällt das Minimalpolynom von φ in Linearfaktoren, die nicht unbedingt einfach sind,

so liefert uns die Primärzerlegung immer noch, dass

V � à
λPK

kerppφ� idV � λqmminφ pT�λqq.

Insbesondere existiert diese Zerlegung für algebraisch abgeschlossenes K immer. In
Verallgemeinerung des Studiums von diagonalisierbaren Matrizen, werden wir uns im
letzten Kapitel dieser Vorlesung mit der Strukturtheorie der sogenannten Haupträume
Hptλpφq � kerppφ� idV � λiqmminφ pT�λqq befassen.
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Wir beenden den Abschnitt mir einer weiteren strukturellen Resultat (das man auch ohne
Einsatz des Minimalpolynoms, aber dann mit größerem Aufwand beweisen kann).

4.14. Lemma Ist K ein Körper, V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, φ : V Ñ V di-
agonalisierbar und U � V ein Untervektorraum mit φpUq � U . Dann ist auch φ|U : U Ñ U
diagonalisierbar.

Beweis. Wegen

minφpφ|U q � minφpφq|U � 0

folgt minφ|U | minφ. Aber da φ diagonalisierbar ist, hat die Primfaktorisierung von minφ nach
dem dritten Diagonalisierbarkeitskriterium nur einfache Linearfaktoren. Aber das impliziert nun
das gleiche für minφ|U und damit schlägt das Kriterium wieder zu. □

Etwas umformuliert sehen wir also:

4.15. Korollar Hat eine Matrix A P Matpn,n,Kq, K ein Körper, Blockdiagonalgestalt etwa mit

Blöcken B1, . . . Bk mit Bi P Matpni,ni,Kq und
°k
i�1 ni � n also

A �

�����
B1 0 . . . 0
0 B2 . . . 0
...

...
...

0 0 . . . Bk

����
so ist A diagonalisierbar genau dann, wenn jedes der Bi das ist.

Beweis. Die Diagonalisierbarkeit von A folgt aus der der Bi einfach aufgrund des ersten
Diagonalisierbarkeitskriteriums: Eigenbasen der Bi fügen sich zu einer Eigenbasis von A zusammen
(es sind zunächst Elemente in Kni , die wir zu Vektoren in Kn � Kl �Kni �Kl1 machen, indem

wir l � °i�1
j�1 nj Nullen vorne und l1 � °k

j�i�1 nj Nullen hinten anfügen).

Und umgekehrt ist die Einschränkung von A auf Ui � t0u �Kni � t0u � Kn bezüglich der
Basis el�1, . . . el�n1 gerade durch Bi gegeben (und offenbar gilt A � Ui � Ui). Daher folgt die
Diagonalisierbarkeit der Bi genau aus obigem Lemma. □

Wir erhalten auch noch:

4.16. Satz Ist K ein Körper, V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, φ,ψ : V Ñ V K-linear.
Dann existiert eine Basis b von B, die sowohl eine Eigenbasis von φ als auch von ψ ist, genau
dann, wenn φ und ψ diagonalisierbar sind und φ � ψ � ψ � φ gilt.

In diesem Fall sagt man, dass φ und ψ gleichzeitig diagonalisierbar sind.

Beweis. Eine gemeinsame Eigenbasis b von φ und ψ bezeugt natürlich, dass φ und ψ diago-
nalisierbar sind. Und da Mpφ, b, bq und Mpψ, b, bq beide diagonal sind, folgt

Mpφ, b, bq �Mpψ, b, bq � Mpψ, b, bq �Mpφ, b, bq
und damit φ � ψ � ψ � φ.

Kommutieren umgekehrt φ und ψ, so gilt φpEigλpψqq � Eigλpψq für alle λ P K: Ist v P Eigλpψq
so rechnet man

ψpφpvqq � φpψpvqq � φpv � λq � φpvq � λ.
Ist dann φ diagonalisierbar, dann ist nach vorigem Lemma auch φ|Eigλpψq : Eigλpψq Ñ Eigλpψq
für jedes λ P K diagonalisierbar. Ist dann auch noch ψ diagonalisierbar, so folgt nach dem ersten
Diagonalisierbarkeitskriterium V �ÀλPK Eigλpψq, und damit fügen sich Eigenbasen der φ|Eigλpψq
zu einer Basis von V zusammen. Diese ist dann per Konstruktion sowohl eine Eigenbasis von φ
als auch ψ. □
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5. Der Satz von Cayley und Hamilton

In diesem Kapitel klären wir nun final noch den genauen Zusammenhang zwischen charakter-
istischem und Minimalpolynom. Dieser ist in folgendem Satz zusammen gefasst:

5.1. Theorem Ist V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, und φ : V Ñ V K-linear, so gelten

minφ | χφ und χφ | mindimpV qφ .

Dies ist in gewisser Weise der wohl tiefliegendste Satz dieses ganzen Semesters. Bevor wir zum
Beweis kommen einige Anwendungen:

5.2. Korollar Ist V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, und φ : V Ñ V K-linear. Dann
haben minφ und χφ die gleichen irreduziblen Faktoren in KrT s, und es gilt

1 ¤ mminφpP q ¤ mχφpP q
für jedes irreduzible Polynome P P KrT s was die beiden Polynome teilt.

Da immer degpχφq � dimpV q gilt finden wir auch:

5.3. Korollar Ist V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, und φ : V Ñ V K-linear. Dann
gilt degpminφq ¤ dimpV q.

Dies ist eine signifikante Verbesserung der Abschätzung aus Lemma 3.3, welche nur degpminφq ¤
dimpV q2 liefert. Wir werden in den Übungen einen zweiten, vom charakteristischen Polynom un-
abhängigen Beweis hiervon sehen.

Nun also zum Beweis von Theorem 5.15.1. Die linke der beiden Teilbarkeiten folgt unmittelbar
aus folgendem Satz, für den ich an die Kofaktormatrix aus der Cramer’schen Regel erinnere.

5.4. Satz (Satz von Cayley und Hamilton) Ist R ein kommutativer Ring und A P Matpn,n,Rq so
gilt

cfpAqt �
� p�1qn�1 � χA � detpAq

T



pAq

und insbesondere χApAq � 0.

Per Konstruktion gilt pχAq0 � p�1qn � detpAq und damit teilt T in der Tat das Polynom

p�1qn�1 � χA � detpAq in RrT s auf eindeutige Weise, sodass p�1qn�1�χA�detpAq
T P RrT s.

Proof. Der Beweis fußt auf der Cramer’schen Regel in Matpn,n,RrT sq. Sei nämlich B �
cfpIn � T �Aqt P Matpn,n,RrT sq die transponierte Kofaktormatrix von In � T �A, sodass

pIn � T �Aq �B � In � χA � B � pIn � T �Aq
in Matpn,n,RrT sq.

Die Elemente In � T i P Matpn,n,RrT sq bilden offenbar eine Basis von Matpn,n,RrT sq über
Matpn,n,Rq. Ist dann etwa B � °i¥0Bi � T i für Bi P Matpn,n,Rq, so haben wir

B0 � cfp�Aqt � p�1qn�1 � cfpAqt

Aus B � pIn � T �Aq � In � χA folgt nun durch Koeffizientenvergleich

�B0 �A � c0 � In
Bi�1 �Bi �A � In � ci

für 1 ¤ i ¤ n� 2

Bn�1 � In

und

Bi � 0

für i ¥ n, wo χA �
°
i¥0 ci �T i mit ci P R. Da c0 � p�1qndetpAq ist die erste Gleichung übrigends

einfach nur die Cramer’schen Regel angewandt auf A.
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Die restlichen Gleichungen liefern die Behauptung: Es folgt nämlich induktiv

Bn�k �
ņ

i�n�k�1

Ai�pn�k�1q � ci

für 1 ¤ k ¤ n; die vorletzte Gleichung ist gerade der Fall k � 1 (cn � 1 da χA normiert) und

Bn�pk�1q � Bn�k�1 � In � cn�k �Bn�k �A � In � cn�k �
ņ

i�n�k�1

Ai�pn�kq � ci �
ņ

i�n�k
Ai�pn�kq � ci

unter Benutzung erst der Induktionshypothese und dann der zweiten der obigen Gleichungen.
Insbesondere haben wir

p�1qn�1cfpAqt � B0 �
ņ

i�1

Ai�1 � ci �
n�1̧

i�0

Ai � ci�1

und der i-te Koeffizient von rp�1qn�1 � χA � detpAq{T s ist p�1qn�1 � ci�1, sodass sich dies wegen
p�1qn�1 � p�1qn�1 zur behaupteten Gleichung übersetzt.

Dass χApAq � 0 gilt, ist nun eine weitere Anwendung der Cramer’schen Regel: Die schon
bewiesene Gleichung zeigt nämlich

A � cfpAqt � p�1qn�1χApAq � In � detpAq
und die linke Seite ist nach der Cramer’schen Regel ebenfalls In � detpAq und das erzwingt das
gewünschte. □

Beweis von Theorem 5.15.1. Nach dem Satz von Cayley und Hamilton bleibt noch χA |
minnA zu zeigen. Dafür beobachten wir, dass minnA � detpIn � minAq und dann rechnen wir in
Matpn,n,KrT sq, dass

In �minA � minApIn � T q � minApIn � T q �minApAq
Gilt etwa minA �

°
i¥0 ci � T i schreibt sich das zu�¸
i¥0

In � T i � ci
�
�
�¸
i¥0

Ai � ci
�
�
¸
i¥0

pIn � T i �Aiq � ci.

Hierauf lässt sich nun die geometrische Summenformel 2.32.3 anwenden: Setzen wir Bi �
°i�1
k�0A

k �
T i�1�k so gilt

In � T i �Ai � pIn � T �Aq �Bi.
Setzen wir dies oben ein erhalten wir

In �minA �
¸
i¥0

pIn � T �Aq �Bi � ci � pIn � T �Aq �
¸
i¥0

�Bi � ci

Setzen wir B � °i¥0 �Bi � ci erhalten wir also

minnA � detpIn �minAq � detppIn � T �Aq �Bq � χA � detpBq
in KrT s wie gewünscht. □

5.5. Bemerkung Der Beweis zeigt übrigends auch über einem beliebigen kommutativen Ring R,
dass für jedes F P RrT s mit F pAq � 0 schon χA | Fn gilt. Dies liefert starke Einschränkungen
an die Struktur von tF P RrT s | F pAq � 0u, deren Analyse aber über den Stoff dieser Vorlesung
hinausgeht.



KAPITEL 7

Die Spektralsätze

1. Längen und Winkel

Um den zentralen Begriff dieses Abschnitts zu motivieren, starte ich mit einem Beweis, dass
jede lineare Abbildung Rn Ñ Rn die längenerhaltend ist, auch Winkel erhält. Dafür erinnere ich
zunächst an den Begriff der Länge. Gemäß dem Satz des Pythagoras gilt in einem Dreieck mit
Seitenlänge a, b, c P R und rechtem Winkel gegenüber der Seite mit Länge c immer c2 � a2 � b2.
Angewendet auf das Dreieck mit Ecken p0, 0q, px1, 0q und px1,x2q sieht man also, dass für x P R2

|x|� 2

b
x21 � x22

eine sinnvolle Definition der Längenfunktion | � | : R2 Ñ R ist. Das Analog

RÑ R, x ÞÝÑ 2
?
x2

stimmt natürlich einfach mit der Betragsfunktion | � | : R Ñ R überein. Für Dimension 3 liefert
der Satz des Pythagoras angewandt auf das Dreieck mit Ecken p0, 0, 0q, px1,x2, 0q und px1,x2,x3q
dass

|x|� 2

b
|px1,x2q|2 � x23 � 2

b
x21 � x22 � x23

eine sinnvolle Definition der Länge von x P R3 ist. Das Muster ist nun hoffentlich klar; wir setzen:

1.1. Definition Es ist

| � | : Rn ÝÑ R, x ÞÝÑ 2

gffe ņ

i�1

x2i

die Längenfunktion auf Rn.

Es sei also nun f : Rn ÝÑ Rm eine längenerhaltende lineare Funktion. Wir wollen sehen,
dass f auch Winkel erhält. Hierfür erinnere ich an die folgende Verallgemeinerung des Satzes von
Pythagoras: Ist der Winkel gegenüber der Seite mit Länge c nicht unbedingt recht, sondern etwa
durch 0 ¤ γ   π gegeben, so gilt

c2 � a2 � b2 � 2ab � cospγq;
mit etwas Glück haben Sie dies in der Analysisvorlesung bei der Diskussion der Winkelfunktionen
noch einmal erarbeitet. Angewendet auf das Dreieck mit Eckpunkten 0, v und w für v,w P Rk
erhalten wir

|v � w|2 � |v|2 � |w|2 � 2|v||w| � cospangpv,wqq,
wo 0 ¤ angv,w   π den Winkel zwischen v und w bezeichnet; viel mehr definiert man den Winkel
aufgrund obigen Satzes via

angv,w � arccos

� |v|2 � |w|2 � |v � w|2
2|v||w|



,

wofür man zeigen muss, dass der Bruch auf der rechten Seite immer in r�1, 1s � tr P R | �1 ¤
r ¤ 1u liegt. Das werden wir weiter unten in Satz 2.202.20 tun, nachdem wir die rechte Seite etwas
vereinfacht haben.

Gilt nun |fpvq| � |v| für alle v P Rn, so gilt natürlich

|fpvq|2 � |fpwq|2 � |fpvq � fpwq|2
2|fpvq||fpwq| � |v|2 � |w|2 � |fpvq � fpwq|2

2|v||w| .

179
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Ist nun f linear so folgt natürlich |fpvq � fpwq| � |fpv � wq| � |v � w| und damit

angpfpvq, fpwqq � angpv,wq.
Wie erhalten also:

1.2. Beobachtung Ist f : Rn Ñ Rn linear und längenerhaltend, so erhält f auch Winkel.

Die Funktion

Rn � Rn ÝÑ R, pv,wq ÞÝÑ |v|2 � |w|2 � |v � w|2
die uns hierbei begegnet ist, analysieren wir nun etwas weiter, und zwar in allgemeinerem Rahmen.
Hierzu entledigen wir uns zunächst der quadrierten Wurzeln in diesem Ausdruck. Ist nämlich

qn : R
n ÝÑ R, x ÞÝÑ

ņ

i�1

x2i

so gilt offenbar |v| � 2
a
qnpvq (und damit |v|2 � qpvq) und ohne die Wurzeln rechnet es sich

besser. Die Funktion qn ist dann ein typisches Beispiel einer quadratischen Funktion, wie man
etwas länglich nachrechnet:

1.3. Definition Ist R ein kommutativer Ring undM ,N R-Moduln so heißt eine Funktion q : M Ñ
N R-quadratisch, falls

(1) qpm � rq � qpmq � r2
(2) qpm�m1 �m2q � qpmq � qpm1q � qpm2q � qpm�m1q � qpm�m2q � qpm1 �m2q, und
(3) qpm � r �m1 � r1q � qpmq � rr1 � qpm1q � rr1 � qpm�m1q � rr1 � qpm � rq � qpm1 � r1q

für alle m,m1,m2 PM und r, r1 P R. Wir bezeichnen die Menge der R-quadratischen Abbildungen
mit QuadRpM ,Nq.

Insbesondere gilt zum Beispiel

qpvq�qpwq�qpv�wq � qpvq�qpwq�p�qpv�wq�qpvq�qp�wq�qpvq�qpwqq � qpv�wq�qpvq�qpwq
für jede solche Funktion.

Um den allgemeinen Prozess zu beleuchten, der q diese Differenz zuordnet, spezialisieren wir
noch Definition 1.21.2 auf den Fall von zweifach multilinearen Abbildungen:

1.4. Definition Ist R ein kommutativer Ring und M ,N ,P R-Moduln so heißt eine Abbildung
b : M �N Ñ P R-bilinear falls,

(1) bpm�m1,nq � bpm,nq � bpm1,nq und bpm,n� n1q � bpm,nq � bpm,n1q, und
(2) bpm � r,nq � bpm,nq � r � bpm,n � rq

für alle m,m1 PM ,n,n1 P N und r P R. Wir bezeichnen die Menge der R-bilinearen Abbildungen
mit BilRpM ,N ,P q.

Es gilt also etwa BilpM ,M ,Nq � Mult2RpM ,Nq. Ich erinnere auch noch einmal an folgende
Begriffe:

1.5. Definition Ist R ein kommutativer Ring, M ,N R-Moduln und b : M �M Ñ N R-bilinear,
so heißt b

(1) symmetrisch, falls bpm,m1q � bpm1,mq
(2) schiefsymmetrisch, falls bpm,m1q � �bpm1,mq und
(3) alternierend, falls bpm,mq � 0

für alle m,m1 P M gilt. Wir bezeichnen die Menge der symmetrischen bzw. schiefsymmetrischen
R-bilinearen Abbildungen mit BilspM ,Nq bzw. Bil�spM ,Nq.

Die alternierenden Abbildungen hatten wir mit Alt2RpM ,Nq bezeichnet, in Satz 3.33.3 gesehen,
dass jede alternierende Bilinearform schiefsymmetrisch ist und dass die Determinante det2 : R

2 �
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R2 ÝÑ R eine alternierende Bilinearform liefert. Überhaupt hatten wir alle alternierenden Bilin-
earformen Rn � Rn Ñ N in Lemma 3.53.5 (und den Übungen) vollständig klassifiziert. Ist R ein
Körper in dem 2 eine Einheit ist, gilt sogar Bil�spM ,Nq � Alt2RpM ,Nq.

Im folgenden geht es nun aber um symmetrische Bilinearformen gehen, denn wir haben zwei
Abbildungen

pol : QuadRpM ,Nq ÝÑ BilspM ,Nq, q ÞÝÑ rpm,m1q ÞÑ qpm�m1q � qpmq � qpm1qs
∆: BilspM ,Nq ÝÑ QuadRpM ,Nq b ÞÝÑ rm ÞÑ bpm,mqs

und es gilt
pol �∆ � 2 � idBilspM ,Nq und ∆ � pol � 2 � idQuadRpM ,Nq;

die Beweise von Wohldefiniertheit und die Identifikation der Kompositionen werden eine Übung
sein. Die Abbildung pol ist jedenfalls die Polarisierung, die nun allgemein den Übergang von eine
quadratischen zu einer bilinearen Funktion beschreibt..

Wenn 2 � 0 in R nützt uns das ganze natürlich wenig, aber im Falle R � R setzen wir:

1.6. Definition Die symmetrische Bilinearform polpqnq
2 : Rn � Rn Ñ R heißt das Skalarprodukt.

Wir schreiben

xv,wy� polpqnq
2

pv,wq.

Per Konstruktion ist also x�,�y : Rn � Rn Ñ R ist also die eindeutige R-bilineare Abbildung
mit xv, vy � |v|2. Das liefert

xv,wy �
ņ

i�1

vi � wi � vt � w,

was häufig direkt zur Definition verwendet wird, oder auch

xv,wy � |v|2 � |w|2 � |v � w|2
was wir ja eingangs als zu analysierenden Ausdruck gefunden hatten.

Damit noch einmal zurück zum Längen- und Winkelerhalt. Für eine lineare Abbildung
f : Rn Ñ Rm sind nach obigen Rechnungen äquivalent:

(1) f erhält Längen, also |fpvq| � |v| für alle v P V
(2) es gilt qmpfpvqq � qnpvq für alle v P V
(3) f erhält das Skalarprodukt, also xfpvq, fpwqy � xv,wy für alle v,w P V .

Mittels des Skalarprodukts kann man den Ausdruck für Winkel nun also etwas schöner umschreiben
zu:

angpv,wq � arccos

� |v|2 � |w|2 � |v � w|2
2|v||w|



� arccos

�xv,wy
|v||w|



.

Damit ist der Nutzen des Skalarprodukts hoffentlich etabliert.
Aus obiger Formel lernen wir auch sofort, dass folgende Definition sinnvoll ist:

1.7. Definition Eine Teilmenge X � Rn heißt orthogonal (orthogonal), falls xv,wy � 0 für v,w P
X mit v � w. Eine orthogonale Teilmenge heißt orthonormal (orthonormal), falls zusätzlich noch
xv, vy � 1 für alle v P X.

1.8. Lemma Jede orthogonale Teilmenge X � Rn ist linear unabhängig solange 0 R X.

Auch das wird eine Übungsaufgabe sein. Der einfachste interessante Fall von längenerhaltenden
Abbildung ist der gleicher Dimension in Ziel und Quelle. Hier haben wir:

1.9. Satz Für eine Matrix A P Matpn,n,Rq sind äquivalent:

(1) |A � v| � |v| für alle v P Rn,
(2) xA � v,A � wy � xv,wy für alle v,w P Rn,
(3) At �A � In,
(4) A �At � In,
(5) die Spalten von A sind paarweise verschieden und orthonormal, und
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(6) die Zeilen von A sind paarweise verschieden und orthonormal.

Insbesondere ist jede solche Matrix invertierbar.

Diese Matrizen erhalten einen (sehr schlechten!) Namen:

1.10. Definition Eine Matrix A P Matpn,n,Rq heißt orthogonal, falls sie die äquivalenten Be-
dinungen des obigen Satzes erfüllt. Die Menge der orthogonalen Matrizen bezeichnet man mit
Opnq � Matpn,n,Rq.

Offenbar sollte sie besser orthonormale Matrizen heißen, aber dem ist leider nicht so. Un-
abhängig des Namens ist das Interesse etwa der Physik an den Längenerhaltenden Bewegungen
des R3 hoffentlich unmittelbar klar.

Beweis von Satz 1.91.9. Dass 1) ô 2) haben wir oben gesehen. Um zu sehen, dass 2) ô 3)
gilt, beobachten wir für alle v,w P Rn

xv,wy � vt � In � w und xA � v,A � wy � pA � vqt � pA � wq � vt �At �A � w
Das zeigt sofort 3) ñ 2), aber Einsetzen von v � ei und w � ej zeigt wegen eti � B � ej � Bi,j für
alle B P Matpn,n,Rq auch 2) ñ 3). Ist weiter Ai die i-te Spalte von A, so gilt

pAt �Aqi,j � Ati �Aj � xAi,Ajy.
Das sagt, aber dass die Orthonormalität der Ai sich zu At � A � In übersetzt, also 3) ô 5), und
ähnlich gilt 4) ô 3). Zuletzt gilt 3) ô 4), da beide Bedinungen besagen, dass A invertierbar ist
mit A�1 � At. □

1.11. Korollar Ist A P Matpn,n,Rq orthogonal, so gilt detpAq P t�1, 1u. Insbesondere ist A
invertierbar und A�1 � At ist ebenfalls orthogonal. Ist auch B P Matpn,n,Rq orthogonal, so auch
A �B.

Insbesondere ist Opnq eine Untergruppe von GlnpRq.
Beweis. Die erste Aussage folgt aus

1 � detpInq � detpAt �Aq � detpAq2.
Dass At wieder orthogonal ist, folgt direkt aus der Symmetrie der mittleren beiden Punkte in Satz
1.91.9. Der letzte Punkt ist etwa in der ersten Charakterisierung aus 1.91.9 offensichtlich. □

Den Schnitt Opnq X SlnpRq bestehend aus allen orthogonalen Matrizen mit Determinante 1,
bezeichnet man mit SOpnq, die spezielle orthogonale Gruppe (special orthogonal group).

Offenbar gilt Op1q � tidR,�idRu, und SOp1q � tidRu. Auch Op2q können wir vollständig
beschreiben; hierfür müssen wir Rückgriff auf die grundlegenden Rechenregeln für die Sinus- und
Cosinusfunktion machen.

1.12. Beispiel (1) Betrachte nämlich

A �
�
a b
c d



P Op2q.

Dies ist nach Satz 1.91.9 genau dann der Fall, wenn

a2 � c2 � 1, b2 � d2 � 1 und ab� cd � 0.

Insbesondere gilt �1 ¤ a ¤ 1. Damit gibt es genau ein 0 ¤ rφ ¤ π mit a � cosprφq.
Es folgt dann entweder c � 2

a
1� cosprφq2 oder c � � 2

a
1� cosprφq2. Wegen cosprφq2 �

sinprφq2 � 1, folgt also entweder c � sinprφq oder c � �sinprφq � sinp2π � rφq. Da
cosprφq � cosp2π � rφq gibt es insgesamt also genau ein 0 ¤ φ   2π mit

a � cospφq und c � sinpφq
Analog gibt es genau ein 0 ¤ ϑ   2π mit

b � sinpϑq und d � cospϑq
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Die dritte Gleichung wird dann

0 � cospφq � sinpϑq � sinpφq � cospϑq � sinpφ� ϑq
und damit muss φ� ϑ ein ganzzahliges Vielfaches von π sein und also

ϑ � 2kπ � φ oder ϑ � p2k � 1qπ � φ
für ein k P N, was zu

A �
�
cospφq �sinpφq
sinpφq cospφq



oder A �

�
cospφq sinpφq
sinpφq �cospφq



führt. Und in der Tat sind die beiden Matrizen auch für jedes φ P R orthogonal. Wir
setzen

Rφ �
�
cospφq �sinpφq
sinpφq cospφq



und Sφ �

�
cospφq sinpφq
sinpφq �cospφq



.

(2) Die Matrix Rφ beschreibt eine Drehung um den Winkel φ, und in der Tat rechnet man
schnell nach, dass Rφ � Rφ1 � Rφ�φ1 gilt, sodass

R� : R ÝÑ SOp2q
ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ist mit Kern x2πyZ � R. Wir haben

χRφ � pT � cospφqq2 � sinpφq � T 2 � 2cospφq � 1

und damit detpRφq � 1. Damit dies eine Nullstelle hat muss nach quadratischer Ergänzung
cospφq2 � 1 eine Quadratwurzeln haben, was nur für φ � kπ der Fall ist, also nur falls
Rφ � I2 oder Rφ � �I2.

Die Matrix Rφ ist allerdings immer komplex diagonalisierbar mit Eigenräumen

Eigcospφq�sinpφqipRφq � Ker

�
sinpφqi sinpφq
�sinpφq sinpφqi



� Ker

�
i 1
�1 i



� xpi, 1qyC

und

Eigcospφq�sinpφqipRφq � Ker

��sinpφqi sinpφq
�sinpφq �sinpφqi



� Ker

��i 1
�1 �i



� xpi,�1qyC

falls sinpφq � 0 (also genau, falls Rφ � I2,�I2). Es gilt also etwa

Rφ �
�

i
2?2

i
2?2

1
2?2

�1
2?2

�
�
�
cospφq � sinpφqi 0

0 cospφq � sinpφqi


�
� �i

2?2
1
2?2�i

2?2
�1
2?2

�
in Matp2, 2,Cq.

(3) Die Matrix Sφ beschreibt eine Spiegelung an der Geraden, die mit R � t0u in der Hal-
bebene R� tr P R | r ¥ 0u den Winkel φ{2 hat: Es gilt

χSφ � pT � cospφqqpT � cospφqq � sinpφq � T 2 � 1

und damit detpSφq � �1. Die Matrix Sφ ist also schön über R diagonalisierbar. Der
Eigenraum zum Eigenwert 1 ist gegeben durch

Eig1pSφq � Ker

�
1� cospφq �sinpφq
�sinpφq 1� cospφq



� xp1� cospφq, sinpφqqyR

solange nicht sinpφq � 0 (also Sφ �
��1 0

0 1



) und die Gleichungen

1� cospφq � 2cospφ{2q2 und sinpφq � 2cospφ{2qsinpφ{2q
zeigen dann

Eig1pSφq � xcospφ{2q, sinpφ{2qyR,
was nach Inspektion auch im Falle sinpφq � 0 stimmt. Analog gilt

Eig�1pSφq � xsinpφ{2q,�cospφ{2qyR
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und damit

Sφ � Sφ{2 �
�
1 0
0 �1



� Sφ{2

Man rechnet damit auch leicht

Sφ � Sφ1 � R2pφ�φ1q, Rφ � Sφ1 � Sφ1�φ{2 and Sφ � Rφ1 � Sφ�φ1{2

nach.
(4) Insbesondere sieht man, dass SOp2q kommutativ ist, Op2q aber nicht.

Den Fall n � 3 zu analysieren wird eine Aufgabe sein. Hier noch ein leichtes Beispiel:

1.13. Beispiel Ist σ P Σn eine Permutation, so liefert ei ÞÑ eσpiq eine lineare Abbildung Zn Ñ Zn,
die durch die Permutationsmatrix Pσ P GlnpZq mit

pPσqi,j �
#
1 i � σpjq
0 sonst

dargestellt wird. Offenbar ist Pσ für jede Permutation σ orthogonal und es gilt

detpPσq � sgnpσq.
Und ist umgekehrt muss jede Spalte eines Elements in Opnq XGlnpZqein Einheitsvektor oder sein
negatives sein; der Schnitt besteht also genau aus den Matrizen SPσ,ϵ P Matpn,n,Zq gegeben für
eine Funktion ϵ : t1, . . . ,nu Ñ t�1u und σ P Σn durch

pSPσ,ϵqi,j �
#
ϵpjq i � σpjq
0 sonst

die die Abbildung ei ÞÑ ϵpiq � eσpiq darstellt. Insbesondere gilt |Opnq XGlnpZq| � 2n � n!.

Auch diese Matrizen sind komplex aber meist nicht reell diagonalisierbar und ein Ziel dieses
Kapitels ist es dies als allgemeines Phänomen nachzuweisen.

2. Bilinearformen und Skalarprodukte

Bevor wir uns in diese Richtung aufmachen, wollen wir uns zuerst einmal Bilinearformen im
Allgemeinen ansehen. Interessieren uns etwa die Längen und Winkel in einem k-dimensionalen
Unterraum U � Rn (etwa könnte U die Lösungsmenge eines linearen Gleichungssystems sein),
so gilt nach Wahl einer Basis b von U , und damit eines Isomorphismus Lb : R

k Ñ U natürlich
nicht, dass etwa die Länge |u| von u P U mit |ι�1

b puq| überein stimmt. Stattdessen gilt für

A � Mpιb, e, eq P Matpk,n,Rq und v,w P Rk

xLbpvq, Lbpwqy � xA � v,A � wy � vt �At �A � w,
was es sinnvoll macht die bilineare Abbildung

x�,�yS : Rk � Rk ÝÑ R, pv,wq ÞÝÑ vt � S � w
für S � At �A P Matpk, k,Rq als Ersatz des Skalarprodukts zu behandeln: Es gilt dann schließlich

|L�1
b puq| � 2

a
xu,uyS ,

was die S-Länge auf der rechten Seite zu einer nützlichen Größe macht. Auf diese Weise kann man
die Berechnungen von Längen und Winkeln in U mittels der Basis b vollständig auf Rechnungen
in Rk zurückführen, und ist b aus anderen Gründen schon fix gewählt (etwa, weil es Teil einer
Eigenbasis einer Abbildung Rn Ñ Rn ist) so kann dies von großem Vorteil sein; der Preis ist, dass
man das Standardskalarprodukt auf U � Rn durch das S-Skalarprodukt auf Rk ersetzen muss,
aber dieses ist im Prinzip nicht komplizierter als die Standardvariante.

Als ersten schaffen wir uns einmal einen Überblick über alle bilinearen Abbildungen:
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2.1. Beobachtung Die Currybijektion

p�q7 : FpM �N ,P q ÝÑ FpM , FpN ,P qq, f ÞÝÑ rm ÞÑ rn ÞÑ fpm,nqss
restringiert im Wesentlichen nach Definition zu einer Bijektion

p�q7 : BilRpM ,N ,P q ÝÑ LinRpM , LinRpN ,P qq,
für je drei R-Moduln M ,N und P .

2.2. Korollar Haben R Moduln M ,N ,P Basen B,B1 und B2 der Länge m,n und p, so hat
BilRpM ,N ,P q eine Basis der Länge m �n �p, gegeben durch die eindeutige R-bilineare Abbildungen

ψb,b1,b2 : M �N Ñ P

für b P B, b1 P B1, b2 P B2 mit

ψb,b1,b2pb, b1q �
#
b2 b � b und b1 � b

1

0 sonst

Proof. Das folgt direkt aus obiger Beobachtung und Korollar 7.27.2, welches Basen in Räumen
linearer Abbildungen analysiert. □

Der für uns wichtigste Fall ist P � R, den wir noch einmal explizit ausschreiben:

2.3. Korollar Ist R ein kommutativer Ring, M und N R-Moduln mit nummerierten Basen b und
b1 der Länge m und n. Dann ist die Abbildung

Mp�, b, b1q : BilRpM ,N ,Rq ÝÑ Matpn,m,Rq, ψ ÞÝÑ rpi, jq ÞÑ ψpbi, b1jqs
eine R-lineare Bijektion.

Die Umkehrabbildung ist wie folgt gegeben (wofür man nur die Definitionen nachverfolgen
muss): Die nummerierten Basen b und b1 liefern Isomorphismen Lb : R

m Ñ M und Lb1 : R
n Ñ N

und dann ist

pm,nq ÝÑ L�1
b pmqt �A � L�1

b1 pnq
das Urbild von A P Matpn,m,Rq. Matrizen beschreiben also nicht nur R-lineare Abbildungen
M Ñ N sondern auch R-bilineare Abbildungen M � N Ñ R, sogenannte Bilinearformen, die
aber gemäß Beobachtung 2.12.1 natürlicher R-linearen Abbildungen M Ñ LinRpN ,Rq entsprechen.
Insbesondere gilt:

2.4. Korollar Ist R ein kommutativer Ring so ist jede R-bilineare Abbildung Rm � Rn Ñ R
gegeben durch

x�,�yS : Rm �Rn ÝÑ R, pv,wq ÞÝÑ vt � S � w
für genau ein S P Matpm,n,Rq.
2.5. Beispiel Betrachte etwa

q : R2 Ñ R px, yq ÞÝÑ ax2 � bxy � cy2.
Dann ist q quadratisch wie man leicht prüft, und es gilt polpqq � x�,�yS : R2 �R2 Ñ R für

S �
�
2a b
b 2c



P Matp2, 2,Rq

und umgekehrt ist für b � 2b1

qpx, yq � px, yq �
�
a b1

b1 c



�
�
x
y



für alle x, y P R (aber solch ein b1 muss es natürlich in R nicht geben!).

Der Unterschied zu linearen Abbildungen zeigt sich insbesondere beim Basiswechsel:
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2.6. Satz Ist R ein kommutativer Ring, M und N R-Moduln mit nummerierten Basen b, b und

b1, b
1
der Längen m und n und ψ : M �N Ñ R R-bilinear. Dann gilt

Mpψ, b, b1q � Mpid, b, bqt �Mpψ, b, b1q �Mpid, b1, b1q
Beweis. Wir rechnen nach, dass die rechte Seite die gleiche assoziierte Bilinearform hat wie

die linke. Sie schickt pm,nq PM �N nämlich auf

L�1

b
pmqt �Mpid, b, bqt �Mpψ, b, b1q �Mpid, b1, b1q � L�1

b
1 pnq

� pMpid, b, bq � L�1

b
pmqqt �Mpψ, b, b1q �Mpid, b1, b1q � L�1

b
1 pnq

� L�1
b pmqt �Mpψ, b, b1q � L�1

b1 pnq
□

Insbesondere folgt aus dem Rangsatz, dass es zu jeder Matrix A P Matpn, k,Kq mit Einträgen
in einem Körper invertierbare Matrizen B P Matpk, k,Kq und C P Matpn,n,Kq gibt, derart dass
B � A � C eine Diagonalmatrix mit nur 0 und 1 auf der Diagonale ist. Indem man B durch (das
ebenfalls invertierbare) Bt ersetzt erhält man also folgende Klassifikation von Bilienarformen:

2.7. Korollar Ist K ein Körper und V ,W endlich dimensionale K-Vektorräume und ψ : V �W Ñ
K K-bilinear, so gibt es nummerierte Basen b und b1 von V und W , derart dass

Mpψ, b, b1q �

����������

1 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
0 . . . 1 0 . . . 0
0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
0 . . . 0 0 . . . 0

���������
P MatpdimKpW q, dimKpV q,Kq,

wo die Anzahl der Einsen der Rang von ψ7 : V Ñ LinKpW ,Kq ist.
2.8. Definition Ist R ein kommutativer Ring, M ,N R-Moduln und ψ : M �N Ñ R R-bilinear,
so heißt ψ perfekt (perfect), falls ψ7 : M Ñ LinRpN ,Rq ein Isomorphismus ist. Im Falle M � N
sagt man auch ψ sei unimodular (unimodular).

Ist ψ7 injektiv nennt man ψ häufig nicht ausgeartet (non-degenerate). Für Körper ist das
natürlich das gleiche wie Perfektion, aber für allgemeine Ringe viel weniger wichtig (häufig wird in
der Literatur aber auch über einem Körper von einer nicht ausgearteten Bilinearform gesprochen).

Offenbar gilt:

2.9. Beobachtung Eine R-bilineare Abbildung ψ : M � N Ñ R ist perfekt genau dann, wenn
Mpψ, b, b1q invertierbar für irgendwelche nummerierten Basen b und b1 von M und N ist, denn per
Konstruktion gilt

Mpψ, b, b1q � Mpψ7, b, pb1q�q
wo pb1q� die von b1 induzierte Basis von LinRpN ,Rq bezeichnet.

2.10. Korollar Ist K ein Körper und V ,W endlich dimensionale K-Vektorräume, so gibt es eine
perfekte Bilinearform ψ : V �W Ñ K genau dann, wenn dimpV q � dimpW q und in diesem Fall
gibt es Basen b und b1 von V und W , derart dass Mpψ, b, b1q � In.

Nun zurück zum Skalarprodukt. Hier gilt natürlich V � W und wir wollen, wie schon bei
der Diagonalisierung von Endomorphismen, nur eine einzelne Basis erlauben, sodass obige Klas-
sifikation nicht ausreicht. Wie wir die Assoziiertheit beim Studium von Endomorphismen durch
Ähnlichkeit ersetzt haben, motiviert Satz 2.62.6 folgende Definition:

2.11. Definition Ist R ein kommutativer Ring und S,S1 P Matpn,n,Rq heißen kongruent (con-
gruent) falls es eine invertierbare Matrix B P Matpn,n,Rq gibt mit S1 � Bt � S �B.
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Das Studium von Bilinearformen auf Rn bis aus Basiswechsel übersetzt sich also zum Studium
von Matrizen bis auf Kongruenz. Als nächstes übersetzen wir die grundlegenden Eigenschaften
von Bilinearformen in die Matrizensprache:

2.12. Lemma Ist R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul mit nummerierter Basis b der
Länge m und ψ : M �M Ñ R R-bilinear, so ist

(1) ψ symmetrisch genau dann, wenn Mpψ, b, bqt � Mpψ, b, bq,
(2) ψ schief-symmetrisch genau dann, wenn Mpψ, b, bqt � �Mpψ, b, bq, und
(3) ψ alternierend genau dann, wenn Mpψ, b, bqt � �Mpψ, b, bq und Mpψ, b, bqi,i � 0 für alle

1 ¤ i ¤ m.

Man nennt demzufolge auch eine Matrix S P Matpn,n,Rq symmetrisch, schiefsymmetrisch
oder alternierend, wenn sie die Eigenschaften aus diesem Lemma erfüllt. Ich erinnere auch noch
einmal daran, dass ψ unimodular ist genau dann, wenn Mpψ, b, bq invertierbar ist.

Beweis. Dass die drei Eigenschaften von ψ die von Mpψ, b, bq folgt direkt nach Definition
(zusammen mit Satz 3.33.3 im dritten Fall). Umgekehrt gilt

ψpm,m1q � L�1
b pmqt �Mpψ, b, bq � L�1

b pm1q � rL�1
b pmqt �Mpψ, b, bq � L�1

b pm1qst

� L�1
b pm1qt �Mpψ, b, bqt � L�1

b pmq � L�1
b pm1qt � ϵMpψ, b, bq � L�1

b pmq � ϵ � ψpm1,mq
für ϵ P t�1, 1u, was die ersten beiden Aussagen beweist. Für die dritte schreiben wiem � °m

i�1 bi�ri
und rechnen

ψpm,mq � L�1
b pmqt �Mpψ, b, bq � L�1

b pmq �
�

m̧

i�1

ei � ri
�t
�Mpψ, b, bq �

�
m̧

i�1

bi � ri
�

�
m̧

i�1

¸
j � 1mrirj �Mpψ, b, bqi,j �

m̧

i�1

¸
i j

rirj �Mpψ, b, bqi,j�
m̧

i�1

r2i �Mpψ, b, bqi,i�
m̧

i�1

¸
j i

rirj �Mpψ, b, bqi,j

�
m̧

i�1

¸
i j

rirj �Mpψ, b, bqi,j �
m̧

i�1

¸
j i
�rirj �Mpψ, b, bqj,i � 0

□

Ich warne noch einmal explizit, dass die obigen Eigenschaften invariant under Kongruenz
sind, aber keine von ihnen ist invariant unter Ähnlichkeit. Etwa ist jede diagonalisierbare Matrix
ähnlich zu einer symmetrischen Matrix (diagonale Matrizen sind ja offenbar symmetrisch), aber
selber ja nicht unbedingt symmetrisch.

Andersherum ist etwa die Determinante von kongruenten Matrizen nicht notwendigerweise
identisch: Es gilt schließlich

detpBt �A �Bq � detpBtq � detpAq � detpBq � detpBq2 � detpAq.
Man sieht aber auch direkt, dass die Determinante einer Matrix sich unter Kongruenz nur um

das Quadrat einer Einheit ändert. Sei also

R{sq� R{� mit r � r1 : ðñ Dt P R : r � t2 � r1 und t ist eine Einheit

Man prüft leicht, dass das wirklich eine Äquivalenzrelation ist. Es gilt dann also

rdetpMpψ, b, bqs � rdetpMpψ, b1, b1qqs P R{sq
für jede R-Bilinearform ψ : M �M Ñ R und zwei nummerierte Basen b und b1 von M .

2.13. Definition Sei R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul, der eine endliche Basis
besitzt, und ψ : M �M Ñ R R-bilinear. Dann heißt

rdetpMpψ, b, bqqs P R{sq
die Diskriminante (discriminant) discpψq von ψ.
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Es gilt dann also discpψq � r0s genau dann, wenn ψ nicht unimodular ist. Auch prüft man

leicht, dass die Äquivalenzrelation die R{sq definiert eine Kongruenzrelation bezüglich der Mul-
tiplikation ist (nicht aber bezüglich der Addition), sodass R{sq unter der Multiplikation von R
immer noch ein Monoid ist. Und ist R integer so ist pR{sqqztr0su ein Untermonoid von R{sq. Ist
K ein Körper, so schreibt man meist K�{sq hierfür und in diesem Falle ist dieser Monoid natürlich
sogar eine kommutative Gruppe, und mehr noch: Es gilt rts2 � 0 für jedes rts P K�{sq, sodass
K�{sq vermöge der Multiplikation und

K�{sq� Z{2 ÝÑ K�{sq, prts,nq ÞÝÑ rtns
als Skalarmultipliatkion einen Z{2-Vektorraum bildet.

Die Diskriminante ist aber oft eine nur mäßig feine Invariante:

2.14. Beispiel (1) Es gelten

C{sq � tr0s, r1su, R{sq � tr0s, r1s, r�1su, F{sq � tr0s, r1su und F1{sq � tr0s, r1s, rqsu
für F einen endlichen Körper von Charakteristik 2 und F1 einen endlichen Körper unger-
ader Charakteristik und q P F1 ein Element, das keine Quadratwurzel besitzt (etwa
q � �1 für F1 � Fp für p �4 3 nach dem Euler’schen Kriterium) und damit

C�{sq � t0u, R�{sq � Z{2, F�{sq � t0u und pF1q�{sq � Z{2
als Vektorräume über Z{2. Besitzt jedes Element eines Körpers K eine Quadratwurzel
so gilt K{sq � tr0s, r1su, da dann für r � 0 die Gleichung r � 1 � s2 für eine Wurzel
s P Kzt0u von r gilt. Das liefert die Berechnungen für K � C und F, im letzten Falle
nach Lemma 4.84.8. Für K � R gilt dieses Argument immer noch für positives r P R und

für negatives r P R gilt ähnlich r � p�1q � 2
?�r2. Und hat r P F1 keine Quadratwurzel,

so muss r{q P F nach Korollar 4.94.9 eine haben, etwa t und damit gilt r � q � t2.
(2) Die Abbildung ZÑ Z{sq ist offenbar bijektiv. Über Z ist die Determinante kongruenter

Matrizen also gleich.
(3) Der Monoid Q{sq ist interessanter: Es bilden die Elemente r�1s P Q�{sq und rps P Q�{sq

eine Z{2-Basis, wo p P Z die Primzahlen durchläuft; das folgt im wesentlichen direkt aus
der Primfaktorzerlegung in Satz 4.124.12. Mit anderen Worten die Funktion

pm, sq : Q�{sq ÝÑ FfsptPrimzahlenu,Z{2q � Z{2,
die die Vielfachheit einer jeden Primzahl in der Primfaktorzerlegung einer rationalen Zahl
extrahiert, und das Vorzeichen vemöge spqq � ||q| � q|, ist eine Z{2-lineare Bijektion.

Wie der Name schon sagt, kann man mittels der Diskriminante einige Formen unterscheiden:

2.15. Beispiel (1) Etwa sind die Matrizen�
1 0
0 �1



und

�
1 0
0 1



über Q,R oder Fp, für p �4 3 nicht kongruent, da sie unterschiedliche Diskriminanten

haben. Über F2 sind sie natürlich gleich, und über C,Z{p für p �1 4 und Z{pris für
p �4 3 haben sie die gleiche Diskriminante, da dann �1 eine Quadratwurzel i hat und
somit r�1s � r1s modulo der Quadrate gilt. Sie sind auch wirklich kongruent: Es gilt
schließlich �

1 0
0 i


t
�
�
1 0
0 �1



�
�
1 0
0 i



�
�
1 0
0 1



(2) Von den Matrizen �

1 0
0 3



,

�
2 0
0 9



und

�
4 0
0 27
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sind die äußeren beiden über jedem Körper von Charakteristik nicht 2 kongruent: In
Charakteristik 3 sind sie einfach gleich (und degeneriert) und in Charakteristik ungleich
2, 3 zeigt �

2 0
0 3


t
�
�
1 0
0 3



�
�
2 0
0 3



�
�
4 0
0 27



die Kongruenz. Über R ist auch die mittlere Matrix kongruent zu den äußeren via�

2
?
2 0

0 2
?
3


t
�
�
2 0
0 9



�
�

2
?
2 0

0 2
?
3



�
�
4 0
0 27



und das gleiche gilt wann immer 2 und 3 Wurzeln im Grundkörper besitzen. Aber über
Q sind sie nicht kongruent: Es gelten ja etwa

m2

�
disc

�
1 0
0 3




� m2p3q � 0 aber m2

�
disc

�
2 0
0 9




� m2p18q � 1.

In Charakteristik 2 sind die rechten beiden Matrizen offenbar gleich und unimodular,
und die linke degeneriert, also ist sie nicht kongruent zu den rechten.

Und über Z{5 haben alle drei Matrizen Diskriminante 1 und sind in der Tat kon-

gruent, obwohl weder 2 noch 3 eine Wurzel haben, das überlasse ich einmal als Übung,
und über Z{7 haben die äußeren Diskriminante r3s P pZ{7q�{sq und die mittlere r2s P
pZ{7q�{sq. Aber 2 besitzt in Z{7 eine Wurzel und 3 nicht, sodass die Diskriminante
der mittleren Matrix verschwindet und die der äußeren nicht; sie sind also nicht alle
kongruent.

Um das Verhalten dieser einfachen Beispiele über Z{p für allgemeines p zu verstehen,
fehlt uns noch etwas Methodik.

(3) Man definiert noch die Diskriminante einer quadratischen Form q : Rn Ñ R als die
Diskriminante von polpqq : Rn �Rn Ñ R. Etwa hat dann

q : R2 Ñ R px, yq ÞÝÑ ax2 � bxy � cy2.
gemäß Beispiel 2.52.5 Diskriminante b2 � 4ac P R{sq.

Ob Matrizen kongruent sind, hängt also sehr stark vom Grundkörper ab. Wir werden im
nächsten Kapitel noch sehen, dass das für Ähnlichkeit nicht der Fall ist!

Nun aber zurück zur Verallgemeinerung des Skalarprodukts. Neben Symmetrie ist die letzte
prominente Eigenschaft des Standardskalarproduktes die Definitheit:

2.16. Definition Ist R ein geordneter Ring,M ein R-Modul, so heißt eine R-Bilinearform ψ : M�
M Ñ R positiv (semi)definit (positive (semi)definite), falls

ψpm,mq ¥ 0 beziehungsweise ψpm,mq ¡ 0

für allem PM beziehungsweisem PMzt0u und analog negativ (semi)definit (negative (semi)definite),
falls

ψpm,mq ¤ 0 beziehungsweise ψpm,mq   0

für alle m PM beziehungsweise m PMzt0u. Ansonsten heißt ψ indefinit (indefinite).
Analog heißt es eine Matrix S P Matpn,n,Rq positiv/negativ (semi)definit oder indefinit, wenn

x�,�yS : Rn �Rn Ñ R das ist.

2.17. Definition Ein R-Vektorraum V zusammen mit einer positiv definiten, symmetrischen Bi-
linearform r�,�s : V � V Ñ R heißt ein euklidischer Vektorraum (inner product space). Wir
bezeichnen mit

|| � || : V ÝÑ R, v ÞÝÑ 2
a
rv, vs

die zugehörige Längenfunktion (length function).

Positive Definitheit (und nicht nur Semidefinitheit) von r�,�s liefert dann ||v|| � 0ô v � 0.
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2.18. Beispiel (1) Der offensichtlichste Beispiel ist natürlich das Standardskalarprodukt
x�,�y : Rn � Rn Ñ R.

(2) Ist pV , r�,�sq ein euklidischer Vektorraum und φ : W Ñ V R-linear, so ist

W �W ÝÑ R, pw,w1q ÞÝÑ rφpwq,φpw1qs
immer positiv semi-definit und für injektives φ auch wieder ein euklidischer Vektorraum.

(3) Insbesondere ist pU , r�,�s|U�U q für jeden Untervektorraum U � V wieder euklidisch.
(4) Diese Beispiel liefert auch einen Vorrat an positiv definiten Matrizen: Für jedes A P

Matpk,n,Rq ist
xA � v,A � vy � pA � vqt �A � v � vt �At �A � v � xv, vyAt�A

Die Form x�,�yAt�A und damit die (symmetrische!) Matrix At �A P Matpk, k,Rq ist also
immer positiv semi-definit und sogar positiv definit, wenn rkpAq � k.

Im allgemeinen ist es aber erstmal gar nicht leicht, einer Matrix anzusehen, ob sie
positiv definit ist; hierfür werden wir noch Kriterien entwickeln.

(5) Die Definitheit ist auch in der Analysis von großer Bedeutung: Ist f : Rn Ñ R glatt,
so ist die zweite Ableitung von f an einem Punkt x P Rn eine R-bilineare Abbildung
D2pf ,xq : Rn�Rn Ñ R, welche in der Standardbasis durch die Hesse’sche Matrix Hpf ,xq P
Matpn,n,Rq mit den partiellen zweiten Ableitungen

Hpf ,xqi,j � pBiBjfqpxq
gegeben ist. Diese Matrix ist nach dem Satz von Schwarz symmetrisch, und ist x ein
kritischer Punkt von f , also einer an dem die erste Ableitung Dpf ,xq : Rn Ñ R ver-
schwindet, so ist x ein lokales Minimum von f zumindest dann, wenn Hpf ,xq positiv
definit ist. Dies ist die Verallgemeinerung des Kriteriums im Falle n � 1, wo x ein lokales
Minimum von f ist, wenn f 1pxq � 0 und f2pxq   0.

(6) Es gibt viele weitere Beispiele von euklidischen Vektorräumen, auch unendlich dimen-
sionalen. Zum Beispiel bildet der R-Vektorraum der stetigen Funktionen Cpr0, 1s,Rq
zusammen mit

pf , gq ÞÝÑ
» 1

0

f � g
einen euklidischen Vektorraum.

(7) Ein weiteres interessantes Beispiel ist die R-Bilinearform

Matpn,n,Rq �Matpn,n,Rq ÝÑ R, pA,Bq ÞÝÑ trpAt �Bq
deren Symmetrie direkt aus trpCtq � trpCq folgt und die positiv definit ist, da

trpAt �Aq �
ņ

i�1

pAT �Aqi,i �
ņ

i�1

ņ

j�1

A2
i,j

was offenbar nie negativ ist, und 0 nur dann, wenn Ai,j � 0 für alle 1 ¤ i, j ¤ n gilt.
(8) Die Matrizen �

2a b
b 2c



P Matp2, 2,Rq

die uns in Beispiel 2.52.5 als Polarisierung von

R2 ÝÑ R, px, yq ÞÝÑ ax2 � bxy � cy2

begegnet sind, liefern Beispiele von unimodularen indefiniten Formen: Etwa ist die Form,
die zu

S �
�
0 1
1 0



P Matp2, 2,Rq

gehört indefinit, da

xp1,�1q, p1,�1qyS � �2 und xp1, 1q, p1, 1qyS � 2.
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(9) Aus der Analysisvorlesung kennen Sie vielleicht den Begriff des normierten R-Vektorraums.
Ist pV , r�,�sq ein euklidischer Vektorraum, so ist pV , ||�||q ein solcher. Um das einzuse-
hen muss man die Dreiecksungleichung ||v�v1|| ¤ ||v||�||v1|| für alle v, v1 P V nachweisen.
Sie ist eine direkte Konsequenz der Cauchy-Schwarz-Ungleichung in Satz 2.202.20 unten.

Wir halten noch fest:

2.19. Beobachtung Ist K ein geordneter Körper und V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum
und ψ : V � V Ñ K positiv definit, so ist ψ unimodular. Schließlich hat man wegen ψpv, vq � 0
für v � 0, ψ7pvq � 0 nur bei v � 0 und deshalb ist die K-lineare Abbildung ψ7 : V Ñ LinKpV ,Kq
injektiv. Aber beide Seiten haben gleiche Dimension, also ist ψ7 bijektiv.

Das besondere an positiv definiten Formen (im Gegensatz zu allgemeinen unimodularen For-
men) ist, dass jeder Unterraum wieder positiv definit und damit unimodular ist. Bei indefiniten
Formen ist das nicht der Fall: Etwa gilt für

S �
�
0 1
1 0



P Matp2, 2,Rq,

schließlich

xp1, 0q, p1, 0qyS � 0 und xp0, 1q, p0, 1qyS � 0,

sodass die Einschränkungen von x�,�yS auf R� t0u und auch t0u � R verschwinden.
Zuletzt noch die versprochene Ungleichung, die wir in der Definition der Winkel verwendet

haben.

2.20. Satz (Ungleichung von Cauchy und Schwarz) Ist pV , r�,�sq ein euklidischer Vektorraum,
so gilt

rv,ws ¤ ||v|| � ||w||
für alle v,w P V mit Gleichung nur dann, wenn v und w linear abhängig sind.

Beweis. Wir basieren den Beweis auf der Gleichung����w � ||v||2 � v � rw, vs����2 � ||v||2 �||w||2||v||2 � rw, vs2�
die man einfach durch Ausschreiben erhält:

rw � rv, vs� v � rw, vs,w � rv, vs� v � rw, vss � rv, vs2rw,ws� rv, vsrw, vs2�rw, vs2rv, vs� rw, vs2rv, vs
� rv, vsprv, vsrw,ws � rw, vs2q

was die gesuchte Gleichung ist.
Ist jetzt ||v|| � 0, dann wegen der Definitheit von r�,�s sogar schon v � 0 und die behauptete

Ungleichung trivialiserweise eine Gleichung. Nehmen wir also an, dass ||v|| � 0. Dann erhalten
wir

||w||2||v||2 � rw, vs2 �
�����w � ||v||2 � v � rw, vs����

||v||

�2

¥ 0

was uns ||w||2||v||2 ¥ rw, vs2 liefert. Wurzel ziehen, fertig.
Um den Zusatz einzusehen, beobachte man dass ||w|| � ||v|| � rw, vs genau dann gilt, wenn

w � ||v||2 � v � rw, vs � 0, was zeigt, dass v und w linear abhängig sind. □

Damit ist folgende Definition nun auch allgemein sinnvoll:

2.21. Definition Ist pV , r�,�sq ein euklidischer Vektorraum und v,w P V so heißt die eindeutige
Zahl 0 ¤ φ   π mit

cospφq � rv,ws
||v|| � ||w||

der Winkel (angle) angv,w zwischen v und w.

Wir können damit auch das Konzept der Orthogonalität in den allgemeinen Fall übertragen:
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2.22. Definition Ist R ein kommutativer Ring, M ein R-Modul und ψ : M �M Ñ R R-bilinear,
so heißt X � M orthogonal genau dann, wenn ψpv,wq � 0 für alle v,w P X mit v � w und
orthonormal genau dann, wenn zusätzlich noch ψpv, vq � 1 für alle v P X gilt.

Man beachte, dass für einen euklidischen Vektorraum wirklich

rv,ws � 0 genau dann, wenn angv,w � π{2
gilt (und π{2 � 90�, aber diese Gradnotation ist mir zu archaisch).

Für nicht positiv-definite Formen (oder über anderen Körpern) sollte man den Namen aber
nicht zu wörtlich nehmen: Für die Form

S �
�
0 1
1 0



P Matp2, 2,Rq

gelten etwa
xe1, e1yS � 0 und xe2, e2yS � 0,

sodass die Standardvektoren jeweils orthogonal auf sich selbst stehen (was natürlich keinerlei
geometrischer Intuition genügt). Wir haben aber in Verallgemeinerung von Lemma 1.81.8:

2.23. Lemma Ist ψ : M � M Ñ R eine R-Bilinearform und X � M orthogonal. Ist dann
ψpx,xq P R eine Einheit für alle x P X, so ist X linear unabhängig.

Ist insbesondere pV , r�,�sq ein euklidischer Vektorraum, und X � V zt0u orthogonal, so ist
X linear unabhängig.

Das ist eine Übungsaufgabe.

3. Orthogonalbasen

Unser nächstes Ziel ist es näher an eine Klassifikation von Bilinearformen heranzukommen.
Wir fangen mit euklidischen Vektorräumen an:

3.1. Theorem Ist pV , r�,�sq ein endlich dimensionaler euklidischer Vektorraum, dann besitzt V
ein Orthonormalbasis.

Das beendet deren Klassifikation im Wesentlichen auch sofort:

3.2. Korollar Ist pV , r�,�sq ein euklidischer Vektorraum endlicher Dimension, so gibt es eine
bijektive lineare Abbildung φ : V Ñ Rn mit

rv,ws � xφpvq,φpwqy
für alle v,w P V .

Es lässt sich also jeder euklidische Vektorraum längengetreu auf Rn mit dem Standard-
skalarprodukt bijektiv abbilden.

Beweis. Ist b eine nummerierte Orthonormalbasis von pV , r�,�sq, so können wir gemäß
Lemma 5.95.9 φ : V Ñ Rn durch φpbiq � ei festlegen, und da φ eine Basis auf eine Basis abbildet ist
es bijektiv. Für v � °n

i�1 bi � vi und w �
°n
i�1 bi � wi rechnen wir dann

rv,ws �
�
ņ

i�1

bi � vi,
ņ

i�1

bi � wi
�
�

ņ

i�1

ņ

j�1

rbi, bjs � vi � wj �
ņ

i�1

vi � wi

und ebenso

xφpvq,φpwqy �
C

ņ

i�1

ei � vi,
ņ

i�1

ei � wi
G
�

ņ

i�1

ņ

j�1

xei, ejy � vi � wj �
ņ

i�1

vi � wi,

wie gewünscht. □

3.3. Korollar Eine Matrix S P Matpn,n,Rq ist symmetrisch und positiv definit, genau dann wenn
sie kongruent zu In ist, also wenn ein A P GlnpRq existiert mit S � At �A.

Obwohl theoretisch sehr befriedigend, ist das immer noch kein effektiver Test auf Definitheit.
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Beweis. Ist S kongruent zu In, also S � At �A für ein A P GlnpRq, so ist S nach Lemma 2.122.12
symmetrisch (da In es ist und Symmetrie nach diesem Lemma eine Kongruenzinvariante ist) und
positiv definit nach Beispiel 2.182.18.

Ist umgekehrt S positiv definit und symmetrisch, so ist pRn, x�,�ySq ein euklidischer Vektor-
raum. Dann existiert nach vorigem Korollar ein A P GlnpRq mit

xv,wyS � xA � v,A � wy
für alle v,w P Rn. Aber

xA � v,A � wy � vt �At �A � w � xv,wyAt�A,
sodass die Eindeutigkeit in Korollar 2.42.4 S � At �A liefert, wie gewünscht. □

3.4. Bemerkung Das Verfahren, mit dem wir Theorem 3.13.1 beweisen werden, zeigt mit minimaler
Modifikation auch, dass jeder euklidische Vektorraum mit abzählbarer Basis eine Orthonormalbasis
besitzt.

Im Gegensatz zu Korollar 5.115.11 ist es aber nicht richtig, dass überhaupt jeder euklidische
Vektorraum eine Orthonormalbasis besitzt. Ein Beispiel ist

ℓ2pNq � tf : NÑ R |
¸
ı¥0

|fi|2 konvergiertu

mit

rf , gs �
¸
i¥0

fi � gi;

die (absolute) Konvergenz dieser unendlichen Reihe folgt aus der Ungleichung von Cauchy und
Schwarz (angewandt auf die definierenden Partialsummen).

Ein Beweis, dass dieser euklidische Vektorraum keine Orthonormalbasis besitzt geht aber weit
über diese Vorlesung hinaus; das Stichwort ist der Baire’sche Kategoriensatz. Ich warne auch,
dass in der Funktionalanalysis ein etwas anderer Begriff von Orthonormalbasis gebräuchlich ist
(es werden dort auch konvergente, und nicht nur endlich, Koeffizientenfolgen erlaubt). Für diesen
abgewandelten Begriff besitzt ℓ2pNq dann die Einheitsvektoren als Orthonormalbasis.

Theorem 3.13.1 gilt in folgender Version allgemein.

3.5. Theorem (Jacobi) Ist K ein Körper mit charpKq � 2, V ein endlich dimensionaler K-
Vektorraum und ψ : V � V ÝÑ K symmetrisch und K-bilinear. Dann besitzt V bezüglich ψ
eine Orthogonalbasis. Mit anderen Worten, es gibt eine nummerierte Basis b von V , derart dass
Mpψ, b, bq eine Diagonalmatrix ist.

Sicherlich kann man in dieser Allgemeinheit nicht unbedingt eine Orthonormalbasis erreichen:
Man denke etwa an ψ � 0 oder ψ � �x�,�y.
3.6. Korollar Ist K ein Körper mit charpKq � 2 so ist S P Matpn,n,Kq kongruent zu einer
Diagonalmatrix genau dann, wenn S symmetrisch ist.

Man beachte den Kontrast zur Diagonalisierbarkeit von Endomorphismen bzw. der Ähnlichkeit
von Matrizen zu Diagonalmatrizen. Diese haben wir mit viel Aufwand und mehreren Kriterien er-
arbeitet und selbst über algebraisch abgeschlossenen Körpern ist die Klasse der diagonalisierbaren
Matrizen nicht leicht zu charakterisieren. Dafür spielt die Charakteristik keine große Rolle.

Auf der anderen Seite gilt in obigen Sätzen keine Eindeutigkeit (auch nicht bis auf Reihenfolge
der Diagonaleinträge), wie wir schon in Beispiel 2.152.15 beobachtet hatten. Hier noch ein explizites
Beispiel.

3.7. Beispiel Betrachte wieder einmal

S �
�
0 1
1 0



P Matp2, 2,Kq
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Dann ist die zugehörige Bilinearform x�,�yS : K2 �K2 ÝÑ K durch

ppx, yq, pw, zqq ÞÝÑ px, yq �
�
0 1
1 0



�
�
w
z



� xz � wy

gegeben und insbesondere

xpx, yq, px, yqyS � 2xy und xpx, yq, px,�yqyS � 0

für alle px, yq P K2.

a) Ist dann charpKq � 2, so können wir x � 1{2 und y � 0 beliebig wählen und erhalten�
y 0
0 �y



�
�

1
2

1
2

y �y


�
�
0 1
1 0



�
�

1
2

1
2

y �y



Insbesondere sind die Matrizen

�
y 0
0 �y



P Matp2, 2,Kq für y � 0 alle kongruent

zueinander; sie haben offenbar alle Diskriminante r�1s P K�{sq.
b) Für charpKq � 2 gilt xpx, yq, px, yqyS � 0 für alle px, yq P K2. Damit ist die einzige

Diagonalform die Nullmatrix (die Diagonale von Matpψ, b, bq ist ja schließlich durch die
ψpbi, biq gegeben), aber S ist invertierbar, also nicht kongruent zu 0. Das zeigt, dass die
Annahme charpKq � 2 im Satz von Jacobi notwendig ist.

c) In Charakteristik 2 ist auch nicht mehr allgemein korrekt, dass alle Matrizen�
y 0
0 �y



�
�
y 0
0 y



mit 0 � y P K zu �

1 0
0 �1



� I2

kongruent sind ist: Es stimmt offenbar noch, falls y ein Quadrat ist, und damit wann
immer K endlich ist, aber für y � T P Z{2pT q, den rationalen Funktionenkörper, ist das
nicht mehr richtig: Es gilt schließlich�
F G
H E



� I2 �

�
F H
G E



�
�
F 2 �G2 FH �GE
FH �GE H2 � E2



�
� pF �Gq2 FH �GE
FH �GE pH � Eq2



und T ist kein Quadrat in Z{2pT q wie man etwa mittels der Partialbruchzerlegung prüft.

Das gleiche Argument zeigt übrigends, dass in Charakteristik 2 überhaupt keine alternierende
Bilinearform (und diese sind alle symmetrisch) diagonalisierbar ist. Mit Charakteristik 2 und auch
der Eindeutigkeit von Diagonalgestalten werden wir uns nach dem Beweis des Satzes von Jacobi
weiter befassen. Dieser wird im Wesentlichen eine Induktion über die Dimension des Vektorraums
sein. Für den Induktionsschritt brauchen wir folgendes Konzept:

3.8. Definition Sei R ein kommutativer Ring, M ein R-Modul und ψ : M � N Ñ P eine R-
bilineare Abbildung. Dann heißt für X � N die Menge

XK
ψ � tm PM | ψpm,xq � 0 für alle x P Xu

der (linke) Orthogonalmodul (orthgonal module) zu X.

Natürlich lässt man den Index ψ meist weg, wenn klar ist bezüglich welcher bilinearen Ab-
bildung man den Orthogonalmodul bildet. Und es gibt natürlich auch einen rechten Orthogo-
nalmodul, aber da wir uns hauptsächlich für symmetrische Formen (und Cousins wie schiefsym-
metrische oder weiter unten hermitesche Formen) interessieren, sparen wir uns dieses Konzept.

3.9. Beispiel (1) Betrachte für einen kommutativen Ring R und einen R-Modul M die
Auswertungsabbildung

ev : M � LinRpM ,Rq ÝÑ R, pm, fq ÞÝÑ fpmq,
die man leicht als R-bilinear nachweist. Dann gilt tfuKev � Kerpfq �M für jedes R-linear
f : M Ñ R.
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(2) Es gilt tpa, bquK � xp�b, aqyR � R2 für jedes p0, 0q � pa, bq P R2 bezüglich des Standard-
skalarprodukts, da

0 � xpa, bq, px, yqy � ax� by
bei b � 0 impliziert, dass y � �ax{b und damit px, yq � p�b, aq � p�x{bq und analog bei
a � 0 folgt px, yq � p�b, aq � py{aq. Und der Winkel zwischen pa, bq undp�b, aq ist wegen
xpa, bq, p�b, aqy � ab� ba � 0 wirklich π{2.

(3) Es gilt für jedes ψ, dass t0uK �M , und NK � Kerpψ7q.

3.10. Beobachtung Es gelten immer:

(1) XK ist ein R-Untermodul von M , und
(2) XK

ψ � pxXyRqKψ .
Beide Aussagen folgen unmittelbar aus der Bilinearität von ψ, die obere aus der Linearität in der
linken Variable, die untere aus der in der rechten Variable.

Das folgende Lemma ist das Arbeitstier des Beweises von Theorem 3.53.5.

3.11. Lemma Ist R ein kommutativer Ring,M ein R-Modul, ψ : M�M Ñ R eine R-Bilinearform,
und m PM mit ψpm,mq P R eine Einheit. Dann gilt

M � xmyR ` tmuKψ .
Ist etwa ψpm,mq � 0 so gilt offenbar m P xmyR X tmuKψ , sodass irgendeine Annahme an

ψpm,mq wirklich notwendig ist. Man beachte aber, dass für einen euklidischen Vektorraum
pV , r�,�sq jedes 0 � v P V rv, vs � 0 erfüllt, sodass sich die Aussage hier auf jedes nicht-triviale
Element anwenden lässt, was hoffentlich mit der Intuition für Orthogonalität zusammen passt.

Beweis. Gemäß Satz 2.22.2 müssen wirM � xmyR�tmuKψ und t0u � xmyRXtmuKψ nachweisen.

Für den zweiten Punkt sei r P R. Gilt dann 0 � ψpm � r,mq � ψpm,mq � r so folgt, da ψpm,mq
eine Einheit ist, r � 0 und damit m � r � 0.

Für den ersten Punkt betrachte für v PM die Zerlegung

v � m � ψpv,mq
ψpm,mq �

�
v �m � ψpv,mq

ψpm,mq



Dann liegt der linke Summand offenbar in xmyR und der rechte ist orthogonal zu m:

ψ

�
v �m � ψpv,mq

ψpm,mq ,m


� ψpv,mq � ψpm,mq � ψpv,mq

ψpm,mq � 0.

□

Die im Beweis auftauchenden Abbildungen sind wichtig genug um Namen zu erhalten:

3.12. Definition Ist R ein kommutativer Ring, M ein R-Modul, ψ : M � M Ñ R eine R-
Bilinearform, und m PM mit ψpm,mq P R eine Einheit. Dann heißen die R-linearen Abbildungen

prψm : M ÝÑ xmyR, v ÞÝÑ m � ψpv,mq
ψpm,mq

und

prψ
mK : M ÝÑ tmuKψ , v ÞÝÑ v �m � ψpv,mq

ψpm,mq
die Orthogonalprojektionen (orthogonal projections) auf xmyR bzw. tmuKψ bezüglich ψ.

Offenbar gelten
pprψmq|tmuKψ � 0 und pprψmq|xmyR � idxmyR

pprψ
mKq|tmuKψ � idtmuKψ und pprψ

mKq|xmyR � 0

und
idm � prψm � prψ

mK ,
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was die Abbildungen vollständig charakterisiert.
Um obiges Lemma auch auf nicht-positiv definite Formen anzuwenden haben wir noch:

3.13. Lemma Ist K ein Körper mit charpKq � 2, V ein K-Vektorraum und ψ : V � V Ñ K
K-bilinear, symmetrisch und ψ � 0. Dann gibt es ein v P V mit ψpv, vq � 0.

Der übliche Verbrecher

S �
�
0 1
1 0



P Matp2, 2,Z{2q

zeigt mal wieder, dass die Annahme an die Charakteristik nötig ist.
Der folgende Beweis ist übrigends nicht konstruktiv: Er zeigt in keinster Weiser wie man so

ein v P V findet. Das ist der entscheidende Unterschied zum Falle euklidischer Vektorräume, wo
man jedes 0 � v P V wählen kann. Wir werden in Beobachtung 3.273.27 sehen, wie man so ein v
findet.

Proof. Wäre ψpv, vq � 0 für alle v P V , so wäre ψ alternierend und damit nach Satz 3.33.3
schiefsymmetrisch. Aber dann haben wir

ψpv,wq � �ψpw, vq � �ψpv,wq
da ψ auch symmetrisch ist. Aber wegen charpKq � 2 folgt dann ψpv,wq � 0 für alle v,w P V . □

Damit sind wir zum Beweis von Satz von Jacobi bereit, der jetzt sehr leicht ist:

Beweis von Theorem 3.53.5. Wir beweisen per Induktion über k, dass für jeden Untervek-
torraum U � V mit dimpUq ¤ k die Einschränkung ψ|U�U eine Orthogonalbasis besitzt.

Der Fall k � 0 ist leererweise richtig (und auch der Fall k � 1 ist trivialerweise wahr). Für den
Induktionsschritt nehmen wir uns einen Unterraum mit dimpUq � k � 1 her und unterscheiden
den Fall ψ|U�U � 0, in welchem Falle jede Basis von U eine Orthogonalbasis ist und die Existenz
von Basen in 4.94.9 also die Behauptung liefert. Ist ψ|U�U � 0, so gibt es nach Lemma 3.133.13 ein v P U
mit ψpv, vq � 0. Dann gilt nach Lemma 3.113.11

U � xvyK ` ptvuKψ X Uq.
Dann hat aber die rechte Seite nach Satz 2.22.2 Dimension k und besitzt damit nach Induktionsvo-
raussetzung eine Orthogonalbasis b1, . . . , bk. Wieder nach Satz 2.22.2 ist dann tv, b1, � � � , bku eine
Basis von U und sie ist per Konstruktion immer noch orthogonal. □

Bis auf die Auswahl des Vektors v P V mit ψpv, vq � 0 ist obiger Beweis konstruktiv. Wann
immer wir also in der Lage sind in jedem Unterraum von V , auf dem ψ nicht verschwindet, so
einen Vektor zu finden, kann man den Beweis in einen Algorithmus verwandeln. Das werden wir
im Falle von euklidischen Vektorräumen gleich tun, und in Konstruktion 3.273.27, später allgemein.
Davor aber erst der abstrakte Beweis von Theorem 3.13.1.

Beweis von Theorem 3.13.1. Nach dem Satz von Jacobi gibt es eine Orthogonalbasis von
pV , r�,�sq, sagen wir b1, . . . , bn. Dann ist offenbar"

b1
||b1|| ,

b2
||b2|| , . . . ,

bn
||bn||

*
eine Orthonormalbasis von V bezüglich r�,�s, da�

v

||v|| ,
v

||v||
�
� rv, vs
||v||2 � 1

und

cospangv�λ,w�µq �
rv � λ,w � µs

||v � λ|| � ||w � µ|| �
rv,ws

||v|| � ||w|| �
λ � µ
|λ| � |µ| � cospangv,wq � ϵ

wo ϵ das Vorzeichen von λ �µ ist, sodass Multiplikation mit positiven Skalaren keinen Einfluss auf
Winkel hat. □



3. ORTHOGONALBASEN 197

Aus obigem Beweis (der übrigends nicht der von Jacobi ist) kann man wie gesagt ein konkretes
Verfahren entnehmen um Orthogonalbasen von endlich dimensionalen euklidischen Vektorräumen
zu berechnen. Es heißt das Gram-Schmidt-Verfahren, benannt nach dem Dänen Jørgen Pedersen
Gram (1850 - 1916) und dem deutschen Erhard Schmidt (1876 - 1959), obwohl es schon vor
deren Geburt in Benutzung war. Die grundlegende Beobachung ist einfach, dass man im einen
nicht-konstruktiven Schritt des Beweises oben einen beliebigen Vektor wählen kann, und nicht auf
Lemma 3.133.13 zurückgreifen muss. Tatsächlich kann man sich die nötigen Vektoren sogar vorab
vorgeben:

3.14. Konstruktion Sei pV , r�,�sq ein euklidischer Vektorraum mit Basis b1, . . . , bn. Setze dann

v
p1q
i � bi und für n ¥ i ¥ k � 1 ¥ 2 setzen wir dann iterativ

v
pk�1q
i � prpvpkqk qKpv

pkq
i q

mittels der Orthogonalprojektionen aus Definition 3.123.12.

3.15. Satz (Gram, Schmidt) Unter den Bedingungen der Konstruktion oben, bilden die Vektoren

v
p1q
1 , v

p2q
2 , . . . , vpnqn

eine Orthogonalbasis von V und

v
p1q
1

||vp1q1 ||
,
v
p2q
2

||vp2q2 ||
, . . . ,

v
pnq
n

||vpnqn ||
eine Orthonormalbasis.

Proof. Zum Nachweis, beobachte man, dass per Definition der Orthogonalporjektion das
Erzeugnis von

v
pkq
k , v

pkq
k�1, . . . , v

pkq
n und das von v

pkq
k , v

pk�1q
k�1 , . . . , vpk�1q

n

per Konstruktion für jedes 1 ¤ k ¤ n übereinstimmen. Per Induktion folgt dann, dass die linken
Vektoren einen n � k � 1-dimensionalen Untervektorraum von V aufspannen (per Annahme ist

ja v
p1q
1 , . . . , v

p1q
n eine Basis von V !), und daher die rechten ebenfalls linear unabhängig sind. Ins-

besondere verschwindet keiner von ihnen (und wir können den ersten von ihnen immer wieder als
den Vektor im Beweis des Satzes von Jacobi verwenden). Konkret folgt dass a) die Orthogonal-

projektionen, die im Verfahren auftauchen alle definiert sind und b) die v
p1q
1 , v

p2q
2 , . . . , v

pnq
n wirklich

eine Basis von V bilden. Und auch per Induktion folgt, dass für jedes k alle

v
p1q
1 , v

p2q
2 , . . . , v

pkq
k zu allen v

pk�1q
k�1 , v

pk�1q
k�2 , . . . , vpk�1q

n

orthogonal sind: Dass v
pkq
k orthogonal auf der rechten Seite steht, gilt nach Definition der Orthog-

onalprojektion; insbesondere liefert das den Induktionsanfang. Für den Induktionsschritt rechnen
wir noch für i   k � 1   j

xvpiqi , v
pk�2q
j y � xvpiqi , prpvpk�1q

k�1 qKpv
pk�1q
j qy �

A
v
piq
i , v

pk�1q
j � vpk�1q

k�1 � λ
E
� xvpiqi , v

pk�1q
j y�xvpiqi , v

pk�1q
k�1 y�λ

für λ � xvpk�1q
j ,v

pk�1q
k�1 y

xvpk�1q
k�1 ,v

pk�1q
k�1 y und beide Summanden auf der rechten Seite verschwinden nach Induktion-

shypothese.
Das zeigt die erste Behauptung, und die zweite ist dann offensichtlich. □

3.16. Beispiel Versuchen wir eine Orthonormalbasis vom Unterraum V � R4 zu berechnen, der
von

v1 � p1, 1, 0, 0q, v2 � p1, 0, 1, 0q und v3 � p1, 0, 0, 1q
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aufgespannt wird. Wir folgen dem Gram-Schmidt-Verfahren und berechnen

v
p2q
2 � prvK1 pv2q � p1, 0, 1, 0q � p1, 1, 0, 0q �

xp1, 1, 0, 0q, p1, 0, 1, 0qy
xp1, 1, 0, 0q, p1, 1, 0, 0qy � p1, 0, 1, 0q � p1, 1, 0, 0q �

1

2

� � 12 ,� 1
2 , 1, 0

�
v
p2q
3 � prvK1 pv3q � p1, 0, 0, 1q � p1, 1, 0, 0q �

xp1, 1, 0, 0q, p1, 0, 0, 1qy
xp1, 1, 0, 0q, p1, 1, 0, 0qy � p1, 0, 0, 1q � p1, 1, 0, 0q �

1

2

� � 12 ,� 1
2 , 0, 1

�
v
p3q
3 � prpvp2q2 qKpv

p2q
3 q � � 12 ,� 1

2 , 0, 1
�� � 12 ,� 1

2 , 1, 0
� � xp1{2,�1{2,1,0q,p1{2,�1{2,0,1qy

xp1{2,�1{2,1,0q,p1{2,�1{2,1,0qy

� � 12 ,� 1
2 , 0, 1

�� � 12 ,� 1
2 , 1, 0

� � 1{23{2 �
�
1
3 ,� 1

3 ,� 1
3 , 1
�

Es bilden also

p1, 1, 0, 0q, �
1
2 ,� 1

2 , 1, 0
�

und
�
1
3 ,� 1

3 ,� 1
3 , 1
�

eine Orthogonalbasis von V , und

|p1, 1, 0, 0q| � 2
?
2,

��� 1
2 ,� 1

2 , 1, 0
��� � 2

b
3
2 , und

��� 1
3 ,� 1

3 ,� 1
3 , 1
��� � 2

2?3

womit �
1
2?2

, 1
2?2

, 0, 0
	
,
�

1
2?6

,� 1
2?6

, 2
2?6

, 0
	

und
�

1
2?12

,� 1
2?12

,� 1
2?12

, 3
2?12

	
eine Orthonormalbasis von V ist.

Die letzte Frage dieses Abschnittes ist nun die Eindeutigkeit im Satz von Jacobi. Dafür
beobachten wir sofort, dass�����
d1 0 . . . 0
0 d2 . . . 0
...

...
...

0 0 . . . dn

����
t

�

�����
a1 0 . . . 0
0 a2 . . . 0
...

...
...

0 0 . . . an

�����
�����
d1 0 . . . 0
0 d2 . . . 0
...

...
...

0 0 . . . dn

�����
�����
d21a1 0 . . . 0
0 d22a2 . . . 0
...

...
...

0 0 . . . d2nan

����
und dass

Ptσ �

�����
a1 0 . . . 0
0 a2 . . . 0
...

...
...

0 0 . . . an

����� Pσ �
�����
aσp1q 0 . . . 0
0 aσp2q . . . 0
...

...
...

0 0 . . . aσpnq

����
für jede Permutationsmatrix Pσ, da Ptσ � P�1

σ � Pσ�1 (Permutationsmatrizen sind nach Beispiel
1.131.13 schließlich orthogonal!).

Insbesondere ist für X � R eine Teilmenge, für die Projektion X Ñ R{sq surjektiv ist, jede
Diagonalmatrix kongruent zu einer der Form����������

d1 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
0 . . . dk 0 . . . 0
0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
0 . . . 0 0 . . . 0

���������
P Matpn,n,Kq

mit k � rkpDq und di P X ist. Es folgt:

3.17. Lemma Ist K ein Körper in dem jedes Element eine Quadratwurzel besitzt, so ist jede
symmetrische Matrix S P Matpn,n,Kq, die überhaupt zu einer Diagonalmatrix D P Matpn,n,Kq
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kongruent ist, auch zu genau einer der Matrizen����������

1 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
0 . . . 1 0 . . . 0
0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
0 . . . 0 0 . . . 0

���������
P Matpn,n,Kq

kongruent, nämlich der mit genau rkpDq Einsen auf der Diagonale.

Beweis. Gemäß Beispiel 2.142.14 ist t0, 1u Ñ K{sq surjektiv, sodass das direkt aus der Vorüberlegung
folgt. □

Zusammen mit dem Satz von Jacobi folgt also:

3.18. Korollar Ist K ein Körper mit charpKq � 2, in dem jedes Element eine Quadratwurzel
hat, etwa K � C, so ist jede invertierbare symmetrische Matrix in Matpn,n,Kq kongruent zu In.

Wieder vergleiche man die Einfachheit dieses Satz mit unseren bisherigen Ergebnissen zur
Klassifkation komplexer Matrizen bis auf Ähnlichkeit:

Als nächstes haben wir den Fall eines endlichen Körpers ungerader Charakteristik:

3.19. Lemma Ist K ein endlicher Körper ungerader Charakteristik und q P K ein Element ohne
Quadratwurzel. Dann ist jede symmetrische Matrix S P Matpn,n,Kq zu genau einer der Matrizen������������

1 . . . 0 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

0 . . . 1 0 0 . . . 0
0 . . . 0 1 0 . . . 0
0 . . . 0 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

0 . . . 0 0 0 . . . 0

�����������
oder

������������

1 . . . 0 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

0 . . . 1 0 0 . . . 0
0 . . . 0 q 0 . . . 0
0 . . . 0 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

0 . . . 0 0 0 . . . 0

�����������
kongruent, wo wieder die Anzahl der nicht verschwindenden Einträge genau der Rang von S ist.

Proof. Wieder sehen wir nach der Vorüberlegung und dem Satz von Jacobi, dass S zu einer
Diagonalmatrix D mit Einträgen 1 und q im oberen und 0 im unteren rechten Block kongruent
ist.

Die verbleibende Aussage beweisen wir mittels Induktion über n. Für n � 0, 1 ist nichts mehr
zu tun. Für den Induktionsschritt ist ebenfalls nichts zu tun, falls rkpDq � 0, 1 gilt. Sei also nun
rkpDq ¥ 2, also insbesondere d1,1, d2,2 � 0; wir zeigen dann, dass wir einen dieser Diagonaleinträge
in eine Eins verwandeln können. Ich behaupte nämlich, dass es ein f P xe1, e2yK mit xf , fyD � 1.
Für f � e1 � x2 � e2 � y2 gilt schließlich

xf , fyD � d1,1 � x2 � d2,2 � y2
und die Abbildung

K2 ÝÑ K, px, yq ÞÝÑ c � x2 � d � y2
ist für jedes c, d P K surjektiv: Ist r P K so haben die Mengen

ts P K | Dx P K : s � c � x2u und ts P K | Dy P K : s � �d � y2 � ru
nach Lemma 4.84.8 beide p|K| � 1q{2 Elemente, können also wegen

p|K| � 1q{2� p|K| � 1q{2 � |K| � 1 ¡ |K|
nicht disjunkt sein. Für ein s P K das in beiden Menge liegt, gibt es dann x, y P K mit c � x2 �
s � �d � y2 � r und damit in der Tat c � x2 � d � y2 � r.

Aber dann gilt nach Lemma 3.113.11

xei, ejyD � xfyD ` ptfuK X xei, ejyDq
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und ist etwa ptfuK X xei, ejyDq � xgy und d � xg, gy, so ist die Darstellungsmatrix von x�,�yD
bezüglich der Basis pf , g, e2, . . . , e3q, zu der D natürlich kongruent ist, gegeben durch

��������������

1 0 0 . . . 0 0 . . . 0

0 d 0 . . . 0 0 . . . 0
0 0 d3,3 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . dk,k 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . 0 0 . . . 0

�������������
Per Induktionsvoraussetzung gibt es nun ein invertierbares B P GlnpKq, derart dass

Bt �

������������

d 0 . . . 0 0 . . . 0
0 d3,3 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
0 0 . . . dk,k 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 . . . 0 0 . . . 0

�����������
�B

die gewünschte Form hat. Aber dann hat auch

�
1 0
0 B


t
�

��������������

1 0 0 . . . 0 0 . . . 0

0 d 0 . . . 0 0 . . . 0
0 0 d3,3 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . dk,k 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . 0 0 . . . 0

�������������
�
�
1 0
0 B




die gesuchte Form.
Um zu sehen, dass die Matrizen aus dem Statement nie kongruent sind, beobachte, dass die

Anzahl der Nullen wieder durch den Rang von D festgelegt ist, und die beiden Möglichkeiten mit
gegebenen Rang werden durch die Diskriminante von

x�,�yD : K{KerpDq �K{KerpDq ÝÑ K

unterschieden. □

3.20. Korollar Ist K ein endlicher Körper ungerader Charakteristik, so sind zwei invertierbare,
symmetrische Matrizen in Matpn,n,Kq kongruent zueinander genau dann, wenn sie die gleiche
Diskriminante haben.

Und zuletzt schauen wir uns den Fall der reellen Zahlen an:
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3.21. Lemma Jede symmetrische Matrix S P Matpn,n,Rq ist zu genau einer der Matrizen�����������������

1 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
0 . . . 1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 . . . 0 �1 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
0 . . . 0 0 . . . �1 0 . . . 0
0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0

����������������
kongruent, wo die Anzahlen p bzw. q der Einsen und negativen Einsen

p � maxtk P N | DU � Rn : px�,�ySq|U�U ist positiv definitu

und

q � maxtk P N | DU � Rn : px�,�ySq|U�U ist negativ definitu
erfüllen.

3.22. Definition Für jede symmetrische Matrix S P Matpn,n,Rq heißt die Zahl p � q P Z aus
vorigem Lemma die Signatur (signature) σpSq von S.

Beweis. Dass S zu einer Matrix der gegebenen Form kongruent ist, folgt genau wie im Falle
der komplexen Zahlen. Zu sehen, dass die Anzahlen der Einsen p durch die behaupteten Formel
bestimmt ist, betrachte für eine Matrix B P GlnpRq mit Bt � S �B von der gewünschten Form mit
q negativen Einsen den Unterraum

N � xB � ep�1,B � ep�2, . . . ,B � enyR.

Für jedes
°n
i�p�1B � ei � λi � v P N gilt dann offenbar

xv, vyS � vt � S � v �
ņ

i�p�1

ņ

j�p�1

λiλj � eti �Bt � S �B � ej �
p�q̧

i�p�1

�λ2i ¤ 0

Das heißt ein positiv definiter Unterraum U von Rn kann N nur in 0 schneiden und kann deshalb
nach Satz 2.22.2 höchstens Dimension n�pn�pq � p haben. Aber U � xB �e1, . . . B �epy ist nach einer
völlig analogen Rechnung ein Unterraum auf dem x�,�yS positiv definit ist, was die Behauptung
über p zeigt. Die für q folgt analog. □

3.23. Korollar (Trägheitssatz von Sylvester) Zwei invertierbare, symmetrische Matrizen in Matpn,n,Rq
sind kongruent genau dann, wenn sie die gleiche Signatur haben.

Insbesondere reicht hier die Diskrimanten nicht zum Unterscheiden aller invertierbaren Ma-
trizen aus. Es gilt

discpSq � rp�1qqs � rp�1q rkpSq�σpSq
2 s P R�{sq

für jede invertierbare symmetrische Matrix S P Matpn,n,Rq und S ist positiv definit genau dann,
wenn rkpSq � σpSq.

Es bleiben also von den uns untersuchten Körper noch Q endliche Körper der Charakteristik
2. Beide gehen über unsere Vorlesung etwas hinaus. Für Körper der Charakteristik 2 hat man
folgendes Analog vom Satz von Jacobi:
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3.24. Theorem Ist K ein Körper von Charakteristik 2 und S P Matpn,n,Kq symmetrisch, so ist
K kongruent zu einer Matrix der Form������������������

0 1 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0
1 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0
0 0 0 1 . . . 0 0 0 . . . 0
0 0 1 0 . . . 0 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

0 0 1 0 . . . 0 1 0 . . . 0
0 0 0 0 . . . 1 0 0 . . . 0
0 0 0 0 . . . 0 0 d1 . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . dk

�����������������
Eine ähnliche Analyse wie in den vorigen Fällen zeigt dann noch:

3.25. Satz Ist K ein Körper der Charateristik 2, in dem jedes Element eine Quadratwurzel besitzt,
etwa falls K endlich ist, und S P Matpn,n,Kq symmetrisch, so ist S zu genau einer der Matrizen

����������

1 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
0 . . . 1 0 . . .
0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
0 . . . 0 0 . . . 0

���������
oder

������������������

0 1 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0
1 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0
0 0 0 1 . . . 0 0 0 . . . 0
0 0 1 0 . . . 0 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

0 0 1 0 . . . 0 1 0 . . . 0
0 0 0 0 . . . 1 0 0 . . . 0
0 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0

�����������������
kongruent.

Eine Bilinearform ψ : M �M Ñ R heißt gerade, falls 2 | ψpm,mq für alle m P M gilt, und
ansonsten ungerade. Ist 2 P R eine Einheit, so ist natürlich jede Bilinearform gerade. Und für
beliebiges R ist eine schiefsymmetrische Form ist gerade genau dann, wenn sie alternierend ist.

3.26. Korollar Ist K ein Körper der Charateristik 2, in dem jedes Element eine Quadratwurzel
besitzt, etwa falls K endlich ist, so sind zwei invertierbare, symmetrische Matrizen kongruent
genau dann, wenn sie die gleiche Parität haben.

Die Beweise dieser drei Aussagen finden sich ich am Ende dieses Kapitels. Kongruenz über
Q ist ein viel subtileres Thema. Neben Rang, Diskriminante und Signatur gibt es noch für jede
Primzahl p eine sogenannte Hasse-Invariante, die mittels der Körper der p-adischen Zahlen Qp
definiert wird, Erweiterungen von Q die sich in vielerlei Hinsicht sehr anders verhalten als R. Ein
tiefer Satz von Minkowski aus dem Jahre 1910 (heute meist also das Hasse-Minkowski-Prinzip
bekannt, da Hasse eine weitreichende Verallgemeinerungen etwa auf alle endlich dimensionalen
Körpererweiterungen von Q gab) besagt dann, dass zwei invertierbare symmetrische Matrizen
über Q genau dann kongruent sind, wenn alle gerade genannten Invarianten übereinstimmen.
Diese Klassifikation hat also mehrere Jahrhunderte in Anspruch genommen und war einer der
frühen Triumphe der Mathematik des 20. Jahrhunderts.

3.27. Beobachtung Um die Diagonalgestalt eine symmetrischen Matrix oder einer symmetrischen
Bilinearform ψ auf einem endlich dimensionalen Vektorraum V tatsächlich zu bestimmen (wobei
die Charakteristik des Grundkörper nicht 2 ist), folgt man einfach dem Algorithmus im Beweis
des Satzes von Jacobi: Ist etwa b1, . . . , bn eine Basis von V so kann man wie folgt vorgehen:
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(1) Gilt ψpbi, biq � 0 für ein 1 ¤ i ¤ n, so nehme mal bi als ersten Basisvektor der Orthogo-
nalbasis und wiederhole das Verfahren mit den Vektoren prbKi pbjq für j � i als Basis von

tbiuK.
(2) Gilt ψpbi, biq � 0 für alle 1 ¤ i ¤ n aber ψpbi, bjq � 0 für ein Paar 1 ¤ i, j ¤ n, so folgt

ψpbi � bj , bi � bjq � ψpbi, biq � 2ψpbi, bjq � ψpbj , bjq � 2ψpbi, bjq � 0

in diesem Fall (hier geht die Annahme an die Charakteristik ein). Dann wähle man
bi � bj als ersten Basisvektor einer Orthogonalbasis und wiederhole das Verfahren mit
prpbi�bjqKpbkq für k � i als Basis von tbi � bjuK.

(3) Gilt ψpbi, bjq � 0 für alle 1 ¤ i, j ¤ n, so gilt ψ � 0 und b1, . . . , bn bilden schon eine
Orthogonalbasis.

Das ganze ist also eine Verallgemeinerung des Gram-Schmidt-Prozesses (bei dem der zweite und
dritte Schritt nie nötig werden, und man im ersten immer b1 wählen kann).

Insbesondere können wir mit diesem Algorithmus entscheiden, ob eine gegebene symmetrische,
reelle Matrix positiv definit ist.

3.28. Beispiel (1) Betrachte etwa

S �
�� 3 �2 �1
�2 4 0
�1 0 1

�P Matp3, 3,Rq.

Wir bestimmen ob S positiv definit ist und suchen eine Orthogonalbasis für x�,�yS
Starten wir mit der Basis e1, e2, e3 von R3, so haben wir

xe1, e1yS � 3

und berechnen

prpe1qKS pe2q � e2 � e1 � xe1,e2ySxe1,e1yS � p0, 1, 0q � p1, 0, 0q � 23 � p 23 , 1, 0q

prpe1qKS pe3q � e3 � e1 � xe1,e3ySxe1,e1yS � p0, 0, 1q � p1, 0, 0q � 13 � p 13 , 0, 1q
Um die weitere Rechnung zu vereinfachen, bereinigen wir noch die Nenner, setzen also

v
p2q
2 � p2, 3, 0q und v

p2q
3 � p1, 0, 3q

Dann haben wir

xvp2q2 , v
p2q
2 yS � xp2, 3, 0q, p2, 3, 0qyS � p2, 3, 0qt � S � p2, 3, 0q

� p2, 3, 0qt � p0, 8,�2q � 24

und können v
p2q
2 als zweiten Basisvektor benutzen. Zuletzt haben wir

prpvp2q2 qKS
pvp2q3 q � v

p2q
3 � vp2q2 � xv

p2q
2 ,v

p2q
3 yS

xvp2q2 ,v
p2q
2 yS

� p1, 0, 3q � p2, 3, 0q � �6
24 � p 32 , 3

4 , 3q
und gekürzt

v
p3q
3 � p2, 1, 4q,

sodass

xvp3q3 , v
p3q
3 yS � p2, 1, 4qt � S � p2, 1, 4q � p2, 1, 4qt � p0, 0, 2q � 8

Damit ist S positiv definit, e1, v
p2q
2 , v

p3q
3 bilden eine Orthogonalbasis von R3 bezüglich S

und wir erhalten��1 2 2
0 3 4
0 0 1

�t � S �
��1 2 2
0 3 4
0 0 1

��
��3 0 0
0 24 0
0 0 8

�P Matp3, 3,Zq

und damit

Bt � S �B � I3 und S � pB�1qt �B�1
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für

B �

���
1
2?3

1
2?6

1
2?2

0 3
2 2?6

2
?
2

0 0 1
2 2?2

�� und B�1 �

���
2
?
3 �2

2?3
2
2?3

0 2 2

b
2
3 �8 2

b
2
3

0 0 2 2
?
2

��
in Matp3, 3,Rq.

(2) Betrachte etwa

S �
�� 1 �2 1
�2 4 0
1 0 �1

�P Matp3, 3,Rq.

Dann gilt

xe1, e1yS � 1

und wir berechnen

v
p2q
2 � prpe1qKS pe2q � e2 � e1 � xe1,e2ySxe1,e1yS � p0, 1, 0q � p1, 0, 0q � 2 � p2, 1, 0q

v
p2q
3 � prpe1qKS pe3q � e3 � e1 � xe1,e3ySxe1,e1yS � p0, 0, 1q � p1, 0, 0q � p1, 0, 1q

Dann haben wir

xvp2q2 , v
p2q
2 yS � p2, 1, 0qt � p0, 0, 2q � 0,

sodass S definitiv nicht positiv oder negative semidefinit ist. Um zu entscheiden, ob S
indefinit oder positiv semi-definit ist und die Diagonalgestalt von S zu bestimmen haben
wir weiter

xvp2q3 , v
p2q
3 yS � p1, 0, 1qt � p2,�2, 0q � 2,

sodass wir v
p2q
3 als zweiten Basisvektor nehmen können. Damit haben wir

v
p3q
2 � prpvp2q3 qKS

pvp2q2 q � v
p2q
2 � vp2q3 � xv

p2q
3 ,v

p2q
2 yS

xvp2q3 ,v
p2q
3 yS

� p2, 1, 0q � p1, 0, 1q � 22 � p1, 1,�1q
und

xvp3q2 , v
p3q
2 yS � p1, 1,�1qt � S � p1, 1,�1q � p1, 1,�1qt � p�2, 2, 2q � �2.

Damit ist S indefinit mit Signatur 1 und��1 0 0
1 0 1
1 1 �1

�� S �
��1 1 1
0 0 1
0 1 �1

��
��1 0 0
0 2 0
0 0 �2

�P Matp3, 3,Zq,

sowie�� 1 0 0
1
2?2

0 1
2?2

1
2?2

1
2?2

� 1
2?2

�� S �
���1 1

2?2
1
2?2

0 0 1
2?2

0 1
2?2

� 1
2?2

���
��1 0 0
0 1 0
0 0 �1

�P Matp3, 3,Rq.

(3) Betrachten wir die Matrix aus dem letzten Teil nun einmal über Z{5, also

S �
�� 1 �2 1
�2 4 0
1 0 �1

�P Matp3, 3,Z{5q

so zeigen die gleichen Rechnungen, dass immer noch dass��1 0 0
1 0 1
1 1 �1

�� S �
��1 1 1
0 0 1
0 1 �1

��
��1 0 0
0 2 0
0 0 �2

�.

Aber 2 P Z{5 ist kein Quadrat, sodass der letzte Schritt den wir über R durchgeführt
haben diesmal nicht möglich ist. Die Diskriminante der Form lesen wir als r�4s � r1s P
Z{5�{sq ab, und wissen daher nach Korollar 3.203.20, dass S zu I3 kongruent ist. Um eine
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Orthogonalbasis zu bestimmen, folgt man dem Beweis von Lemma 3.193.19 und bestimmt
eine Lösung von 2x2 � 2y2 � 1 für x, y P Z{5, etwa x � 2 und y � 1 und setzt

b2 � p1, 0, 1q � 2� p1, 1,�1q � 1 � p3, 1, 1q.
Das erfüllt per Konstruktion nun

xb2, b2yS � xp1, 0, 1q, p1, 0, 1qyS � 22 � xp1, 1,�1q, p1, 1,�1qyS � 12 � 2 � 22 � 2 � 12 � 1

wir können b2 also als zweiten Basisvektor verwenden und

prbK2 p1, 1,�1q � p1, 1,�1q � p3, 1, 1q �
xp1,1,�1q,p3,1,1qyS
xp3,1,1q,p3,1,1qyS � p1, 1,�1q � p3, 1, 1q � 2 � p2, 3, 1q

xp2, 3, 1q, p2, 3, 1qyS � p2, 3, 1qt � S � p2, 3, 1q � p2, 3, 1qt � p2, 3, 1q � 4� 9� 1 � �1
Damit gilt ��1 3 2

0 1 3
0 1 1

�t � S �
��1 3 2
0 1 3
0 1 1

��
��1 0 0
0 1 0
0 0 �1

�
und wegen 2 � 2 � �1 dann nach Teilen der dritte Spalte durch 2 auch��1 3 1

0 1 4
0 1 3

�t � S �
��1 3 1
0 1 4
0 1 3

��
��1 0 0
0 1 0
0 0 1

�
wie gewünscht.

4. Isometrien

Der Begriff der orthogonalen Matrix verallgemeinert sich wie folgt:

4.1. Definition Ist R ein kommutativer Ring, M ,N R-Moduln ψ : M �M Ñ R und ϑ : N �
N Ñ R Bilinearformen, so heißt eine R-lineare Abbildung φ : M Ñ N eine Isometrie (isometry)
bezüglich ψ und ϑ, falls

ϑpφpmq,φpm1qq � ψpm,m1q
für alle m,m1 PM gilt. Man setzt auch noch

OpM ,ψq � tφ : M ÑM | φ ist eine Isometrie bzgl. ψu.

Es ist also
Mp�, e, eq : OpRn, x�,�yq ÝÑ Opnq

ein Isomorphismus von Gruppen, und ist allgemein b eine numerierte Basis der Länge n von M ,
so ist

Mp�, b, bq : OpM ,ψq ÝÑ tA P Matpn,n,Rq | At � S �A � Su
bijektiv, wo S � Mpψ, b, bq. Für

Ip,q �

����������

1 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
0 . . . 1 0 . . . 0
0 . . . 0 �1 . . . 0
...

...
...

...
0 . . . 0 0 . . . �1

���������
P Matpn,n,Rq

mit p Einsen und q � n� p negativen davon, schreibt man x�,�yp,q � x�,�yIp,q und setzt

Op,qpRq� OpRn, x�,�yp,qq.
Diese Gruppen sind für R � R, wo man häufig wieder Opp, qq � Op,qpRq schreibt, nicht ganz so
wichtig wie die Standard orthogonale Gruppe Opnq, aber etwa spielt Op3, 1q in Einsteins allge-
meiner Relativitätstheorie eine große Rolle als Isometriegruppe des sogenannten Minkowski-Raums
pR4, x�,�y3,1q, der die flache Raumzeit modelliert (drei Raumdimensionen, eine Zeitdimension).
Aber auch das führt über unsere Vorlesung hinaus.
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Wie wir schon im Falle Op2q gesehen hatten, sind die einfachsten aller Isometrien die Spiegelun-
gen. Man gewinnt sie typischerweise aus Orthogonalprojektionen. Um von diesen genügend bere-
itzustellen haben wir folgende Verallgemeinerung von Lemma 3.113.11, deren Beweis eine Übungsaufgabe
sein wird:

4.2. Satz Ist R ein kommutativer Ring, M ein R-Modul und ψ : M �M Ñ R R-bilinear. Ist
dann ψ|U�U ist unimodular, so gilt

M � U ` UK
ψ .

Die resultierenden (eindeutigen) Abbildungen

prU : M ÝÑ U und prUK : M ÝÑ UK

mit

pprU q|U � idU und pprU q|UK � 0

pprUKq|U � 0 und pprUKq|UK � idUK

heißen wieder die Orthogonalprojektionen auf U und UK und erfüllen prU � prUK � idM , wobei
wir diesmal keine ganz so einfachen Formeln für diese haben wie in Definition 3.123.12.

4.3. Korollar Ist R ein kommutativer Ring, M ,N R-Moduln ψ : M�M Ñ R und ϑ : N�N Ñ R
Bilinearformen, ψ unimodular und φ : M Ñ N eine Isometrie. Dann ist φ injektiv und

N � Impφq ` ImpφqKϑ .
Insbesondere ist jede Isometrie Rn Ñ Rn invertierbar und damit OpRn,ψq für unimodulares ψ
eine Gruppe.

Beweis. Die Bedingung ϑpφpmq,φpm1qq � ψpm,m1q übersetzt sich dazu, dass die Komposi-
tion

M
φÝÑ N

ϑ7ÝÑ LinRpN ,Rq ��φÝÝÝÑ LinRpM ,Rq
genau ψ ist. Aber ψ ist per Annahme bijektiv und damit muss φ injektiv sein, was den ersten
Teil beweist. Für die Zerlegung beobachtet man einfach, dass dann mit ψ auch ϑ|Impφq�Impφq
unimodular ist und wendet den vorigen Satz an.

Für den Zusatz beobachtet man, dass φ : Rn Ñ Rn dann die Orthognalprojektion auf Impφq
gefolgt von φ�1 : Impφq ÑM als Linksinverses und dann nach Korollar 6.56.5 schon bijektiv ist. □

4.4. Beispiel (1) Aus den Orthogonalprojektionen eines U �M kann man wie erwähnt die
R-linearen Spiegelungen an U und UK, nämlich

SUK � idM � prU � 2: M ÝÑM

und

SU � idM � prUK � 2: M ÝÑM

konstruieren, die

pSU q|U � idU und pSU q|UK � �idUK

pSUKq|U � �idU und pSUKq|UK � idUK

erfüllen und beide Isometrien bezüglich der unterliegenden Bilinearform sind.
(2) Für einen euklidischen Vektorraum pV , r�,�sq heißt eine Isometrie f : V Ñ V eine

Drehung, falls es einen 2-dimensional Unterraum U � V gibt, mit
(a) fpUq � U und U besitzt eine Orthogonalbasis b mit Mpf|U , b, bq � Rφ für ein

0 ¤ φ   pi, und
(b) fUK � idUK .
Wir hatten in Beispiel 1.121.12 gesehen, dass SOp2q vollständig aus Drehungen besteht, und
es wird eine Aufgabe sein, zu zeigen, dass das auch für SOp3q gilt.

Allgemein hat man:
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4.5. Theorem (Cartan, Dieudonné) Ist K ein Körper mit charpKq � 2, V ein endlich dimension-
aler K-Vektorraum und ψ : V � V Ñ K eine unimodulare, symmetrische Bilinearform. Dann ist
jedes Element von OpV ,ψq eine Komposition von höchstens dimpV q Reflektionen an Unterräumen
der Dimesion dimpV q � 1.

Da das Produkt zweier solcher Reflektionen an 1-codimensionalen Unterräumen im Falle eines
euklidischen Vektorraums immer eine Drehung ist (Übung!), erhalten wir auch:

4.6. Korollar Jedes Element von SOp2nq und SOp2n�1q ist ein Produkt von höchstens n Drehun-
gen.

Den Beweis des Satzes von Cartan und Dieudonné stellen wir (aus organisatorischen Gründen)
einmal etwas zurück, der Fall euklidischer Vektorräume wird eine Aufgabe sein. In diesem werden
wir in Korollar 6.206.20 auch noch eine Verschärfung beweisen.

5. Der reelle Spektralsatz

Nachdem wir nun gesehen haben, dass aufgrund der Existenz von Orthogonalbasen (außerhalb
von Charakteristik 2) jede Matrix A P Matpn,n,Kq kongruent zu einer Diagonalmatrix ist; es gibt
also eine invertierbaren Matrix B P Matpn,n,Kq mit Bt � A � B � D. Um A als diagonalisierbar,
also ähnlich zu einer Diagonalmatrix, müsste stattdessen B�1 � A � B diagonal sein. In diesem
Abschnitt wollen wir untersuchen, wann man B hier so wählen kann, dass B�1 � Bt gilt, also
wann B orthogonal ist, und damit beide Aussagen gleichzeitig erreichen. Etwas allgemeiner kann
man fragen, wann eineK-lineare Abbildung φ : V Ñ V eine bezüglich eineK-bilinearen Abbildung
ψ : V � V Ñ K orthogonale Eigenbasis besitzt, mit anderen Worten, wann es eine nummerierte
Basis b1, . . . , bn von V gibt, derart, dass sowohl

Matpφ, b, bq und Matpψ, b, bq
diagonal sind. Im Falle V � Kn heißt das genau, dass für gegebenes A und S die Matrizen

B�1AB und Bt � S �B
diagonal sind.

In diesem Falle gibt es eine Kompatibilität zwischen φ und ψ bzw. A und S: Es gilt dann

ψpφpvq,wq � ψpv,φpwqq :
Schreibt man nämlich v � °n

i�1 bi � vi und w �
°n
i�1 bi � wi so rechnet man

ψpφpvq,wq � ψ

�
ņ

i�1

φpbiq � vi,
ņ

i�1

bi � wi
�
�

ņ

i�1

ņ

j�1

ψpbiλi, bjqviwj �
ņ

i�1

ψpbi, biqλiviwi

und ähnlich für die rechte Seite, oder in Matrixkalkül

AtS � pB�1qtDBt � pB�1qtD1B�1 � pB�1qtDBt � pB�1qtD1B�1 � pB�1qtDD1B�1

� pB�1qtD1DB�1 � pB�1qtD1B�1 �BDB�1 � SA.

Wir analysieren diese Situation etwas allgemeiner:

5.1. Lemma Sind ψ : M �M 1 ÝÑ R und ϑ : N �N 1 Ñ R zwei R-Bilinearformen und ψ perfekt,
so gibt es zu jeder R-linearen Abbildung φ1 : M 1 Ñ N 1 genau eine R-lineare Abbildung φ : N ÑM
mit ψpm,φ1pn1qq � ϑpφpmq,n1q für alle m PM und n1 P N 1.

Beweis. Für die Eindeutigkeit beobachten wir, dass für zwei Wahlen φ,φ : N ÑM

ψpφpnq � φpnq,m1q � ψpφpnq,m1q � ψpφ1pnq,m1q � ϑpn,φ1pm1qq � ϑpn,φpm1qq � 0

also φpnq � φpnq P Kerpψ7q � 0.
Für den Existenznachweis betrachte man die Komposition

φ : N
ϑ7ÝÑ LinRpN ,Rq ��φ1ÝÝÝÑ LinRpM 1,Rq ψ�1

7ÝÝÑM

und rechen
ψpφpnq,m1q � rψ7pφpnqqspm1q � rpψ7 � φqpnqspm1q
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� rpϑ7 � p� � φ1qqpnqspm1q � rpϑ7pnqspφ1pm1qq � ϑpn,φ1pmqq.
□

5.2. Definition Sind ψ : M �M 1 ÝÑ R und ϑ : N �N 1 Ñ R zwei R-Bilinearformen, ψ perfekt,
so heißt die R-lineare Abbildungen φ : M Ñ N zu gegebenem φ1 : N 1 ÑM 1 mit

ψpm,φ1pn1qq � ϑpφpmq,n1q
für alle m P M und n1 P N 1 die linksadjungierte (left adjoint) Abbildung adjpφ1q zu φ1 bezüglich
ψ und ϑ.

Gelten M 1 � N ,N 1 � M und ψpm,nq � ϑpn,mq für alle m P M und n P N so nennt man
φ : M Ñ N selbstadjungiert (selfadjoint), falls φ � adjpφq.

Mit anderen Worten φ : M Ñ N ist selbstadjungiert bezüglich eines perfekten ψ : M�N Ñ R
falls für alle m,m1 PM

ψpm,φpm1qq � ψpm1,φpmqq
gilt. Gilt weiterhin noch M � N und ψ ist symmetrisch so schreibt sich dies zur Gleichung

ψpm,φpm1qq � ψpφpmq,m1q,
der wir oben begegnet sind, um. Das Bilden adjungierter Abbildungen hat folgenden Effekt auf
Matrixebene:

5.3. Lemma Seien ψ : M �M 1 ÝÑ R und ϑ : N � N 1 Ñ R zwei R-Bilinearformen, ψ perfekt,
und φ : N 1 ÑM 1. Sind dann b und b1 nummerierte Basen von M und M 1, c und c1 nummerierte
Basen von N und N 1 so gilt

Mpadjpφq, b, cq � Mpψ, b, b1q�1 �Mpφ, c1, b1qt �Mpϑ, c, c1q.
Proof. Das folgt direkt durch Einsetzen. □

Insbesondere ist A : Rn Ñ Rn selbstadjungiert bezüglich x�,�yS : Rn�Rn Ñ R für invertier-
bares, symmetrisches S P Matpn,n,Rq wenn A � S�1AtS gilt, wie wir das ebenfalls schon oben
gesehen hatten.

5.4. Beispiel Hat S P Glpn,KqDiagonalgestalt, so istA P Matpn,n,Kq selbstadjungiert bezüglich
x�,�yS : Rn �Rn Ñ R genau dann, wenn

Si,i �Ai,j � Aj,i � Sj,j .
Insbesondere ist A selbstadjungiert bezüglich der Standardform x�,�yIn : Rn � Rn Ñ R genau
dann, wenn At � A gilt.

Die Vorüberlegung vom Anfang des Abschnitss sagt in diesen Worten genau:

5.5. Beobachtung Sei ψ : M � M Ñ R eine unimodulare, symmetrische R-Bilinearform und
φ : M Ñ M R-linear. Besitzt dann φ eine bezüglich ψ orthogonale Eigenbasis, so ist φ selbstad-
jungiert bezüglich ψ.

Damit haben wir also eine notwendige Bedingung für die Existenz einer orthogonalen Eigen-
basis. Die Umkehrung ist allgemein aber nicht wahr:

5.6. Beispiel (1) Enthält ein Körper K ein Element i P K mit i2 � �1, etwa K � C,Z{2
oder Z{p mit p �4 1, so ist

A �
�
1 i
i �1



P Matp2, 2,Kq

symmetrisch, und damit selbstadjungiert bezüglich der Standardform Aber es gilt χA �
pT � 1qpT � 1q� i2 � T 2 und damit hat A als einzigen Eigenwert 0, also ist A überhaupt
nicht diagonalisierbar, erst recht nicht durch eine Orthogonalbasis.
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(2) Ähnlich ist die Matrix

B �
�
2 1
1 0



P Matp2, 2,Kq

selbstadjungiert bezüglich des Standardskalaproduktes und

χB � pT � 2qT � 1 � T 2 � 2T � 1 � pT � 1q2 � 2,

sodass B höchstens dann diagonalisierbar ist, wenn 2 eine Quadratwurzel in K besitzt
(und per Inspektion genau dann, wenn zusätzlich charpKq � 2 gilt, sodass es dann zwei
solcher Wurzeln gibt). Etwa ist B über Q nicht diagonalisierbar.

(3) Die Matrix

C �
�

2 1
�1 0



P Matp2, 2,Kq

ist selbstadjungiert bezüglich der zu

S �
�
1 0
0 �1



P Matp2, 2,Kq

gehörigen Bilinearform. Es gilt χC � pT � 2qT � 1 � T 2 � 2T � 1 � pT � 1q2. Das
impliziert wieder, dass C nicht diagonalisierbar ist.

Aber betrachten wir allgemein

A �
�
a b
b c



P Matp2, 2,Rq

eine symmetrische Matrix, so finden wir

χA � pT � aqpT � cq � b2 �
�
T � a�c

2

�2 � pa�cq2
4 � ac� b2 � �T � a�c

2

�2 � pa�cq2
4 � b2

und eine Wurzel aus pa�cq2
4 � b2 ¥ 0 lässt sich in R immer ziehen. Die Matrix ist also außer

für a � c und b � 0 mit den (unterschiedlichen) Eigenwerten
2

b
pa�cq2

4 � b2 und � 2

b
pa�cq2

4 � b2
diagonalisierbar, und im Falle a � c und b � 0 ist sie sogar diagonal mit Eigenwert a. Hier ist
also die Symmetrie von A sogar hinreichend für Diagonalisierbarkeit. Dieses überraschende (und
nach obigen Beispielen auf R beschränkte) Phänomen gilt auch in höheren Dimensionen:

5.7. Theorem (Reeller Spektralsatz) Ist pV , r�,�sq ein endlich dimensionaler euklidischer Vek-
torraum und φ : V Ñ V R-linear so sind äquivalent:

(1) φ ist selbstadjungiert,
(2) für jede nummerierte Orthonormalbasis b von V ist Matpφ, b, bq symmetrisch,
(3) es gibt eine nummerierte Orthonormalbasis b von V , derart dass Matpφ, b, bq eine Diag-

onalmatrix ist, und
(4) es gibt eine nummerierte Orthogonalbasis b von V , derart dass Matpφ, b, bq eine Diago-

nalmatrix ist.

Insbesondere ist jede selbst-adjungierte Abbildung φ diagonalisierbar.

Oder für Matrizen formuliert:

5.8. Korollar Eine Matrix S P Matpn,n,Rq ist symmetrisch genau dann, wenn es eine invertier-
bare Matrix A P Matpn,n,Rq mit At � A�1, mit anderen Worten A P Opnq, gibt, derart dass
A�1 � S �A diagonal ist.

Hieraus erhalten wir auch ein weiteres Kriterium für positive Definitheit:

5.9. Korollar Eine symmetrische Matrix S P Matpn,n,Rq ist positiv definit genau dann, wenn
alle ihre Eigenwerte positiv sind.

Der Beweis des reellen Spektralsatzes fußt auf folgender fundamentaler Beobachtung (und
damit auf dem Fundamentalsatz der Algebra), die wir für spätere Zwecke etwas allgemeiner als
nur für symmetrische Matrizen über R formulieren:
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5.10. Lemma Erfüllt H P Matpn,n,Cq die Gleichung Ht � H, so gilt χH P RrT s und χH zerfällt
vollständig in reelle Linearfaktoren.

Proof. Es zerfällt nach dem Fundamentalsatz der Algebra χH P CrT s in Linearfaktoren. Wir
zeigen nun, dass aber alle komplexen Nullstellen von χH schon reell sind, was beide Behauptungen
liefert. Die Nullstellen sind natürlich gerade die Eigenwerte von H. Ist λ P C also ein Eigenwert
mit Eigenvektor 0 � v P Cn, so beobachten wir, dass v P Cn ein Eigenvektor von H bezüglich
λ P C ist, da

H � v � H � v � v � λ � v � λ.
Damit rechnen wir auf der einen Seite

vt �H � v � vt � v � λ �
�

ņ

i�1

vi � vi
�
� λ �

�
ņ

i�1

|vi|2
�
� λ

und auf der anderen

vt �H � v � pvt �H � vqt � vt �Ht � v � vt �H � v � vt � v � λ �
�

ņ

i�1

vi � vi
�
� λ �

�
ņ

i�1

|vi|2
�
� λ

Da der linke Faktor hier jeweils wegen v � 0 ebenfalls nicht 0 ist, folgt also λ � λ, und damit
λ P R wie gewünscht. □

Dass das charakteristische Polynom einer solchen Matrix reell ist, kann man übrigends auch
direkt einsehen:

χH � detpIn � T �Hq � detpIn � T �Hq � detpIn � T �Hq � detpIn � T �Htq
� detppIn � T �Hqtq � detpIn � T �Hq � χH .

Zuletzt halten wir noch fest:

5.11. Beobachtung Ist ψ : M�M Ñ R eine unimodulare, symmetrischeR-Bilinearform, φ : M Ñ
M selbstadjungiert, und U �M ein R-Untermodul. Dann folgt aus φpUq � U auch φpUKq � UK:
Denn für u P U und v P UK gilt dann schließlich

ψpu,φpvqq � ψpφpuq, vq � 0.

Beweis des reellen Spektralsatzes. 1) ô 2): Die Basis b ist eine Orthonormalbasis
genau dann, wenn Matpr�,�s, b, bq � In. Dass ϕ selbstadjungiert ist, übersetzt sich also nach
Lemma 5.35.3 genau zur Symmetrie von Matpϕ, b, bq. Das zeigt sofort 1) ñ 2), und dass V nach
Theorem 3.13.1 überhaupt eine Orthonormalbasis besitzt, zeigt dann auch 2) ñ 1).

1)ñ 3): Dies ist das Herz des Spektralsatzes, aber nun ganz einfach: Wir zeigen per Induktion,
dass alle R-Untervektorräume von V mit φpUq � U von Dimension höchstens k eine orthonormale
Eigenbasis bezüglich φ besitzen. Für k � 0 ist das trivial. Für dimpUq � k � 1 beobachte man
dass φ|U : U Ñ U immer noch selbstadjungiert ist, sodass nach dem schon bewiesenen für eine
Orthonormalbasis c von V (existent wieder nach Theorem 3.13.1) Matpφ|U , c, cq symmetrisch ist.
Aber dann hat φ|U nach Lemma 5.105.10 einen (reellen) Eigenwert. Sei 0 � v P V ein zugehöriger
Eigenvektor. Es gilt dann nach Lemma 3.113.11

U � xvyR ` pU X tvuKq
und nach Beobachtung 5.115.11 gilt φptvuKq � tvuK, sodass φ sich auf U X tvuK einschränkt. Aber
dieser Unterraum von V hat dann Dimension k, besitzt also nach Induktionsannahme eine or-
thonormale Eigenbasis b1, . . . , bk und dann ist

v
|v| , b1, . . . , bk

eine orthonormale Eigenbasis von U bezüglich φ.
Offensichtlich gilt 3) ñ 4), und dass 4) ñ 1) gilt, war die Vorüberlegung am Anfang dieses

Kapitel, niedergeschrieben in Beobachtung 5.115.11. □
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Um eine orthogonale Eigenbasis eines selbstadjungierten φ : V Ñ V tatsächlich zu finden,
muss man nicht wie in obigem Beweis induktiv vorgehen (obwohl das natürlich immer möglich
ist): Da es eine orthogonale Eigenbasis von V gibt, gilt sicherlich:

5.12. Beobachtung Ist pV , r�,�sq ein endlich dimensionaler euklidischer Vektorraum und φ : V Ñ
V R-linear und selbstadjungiert, und λ � µ P R zwei verschiedene Eigenwerte von φ. Dann gilt
für jeden Eigenvektor v P Eigλpφq und w P Eigµpφq schon rv,ws � 0.

Nach dem Spektralsatz ist φ also diagonalisierbar ist und Basen von unterschiedlichen Eigenräumen
sind automatisch orthogonal. Wir können also wie üblich eine Basis aus Eigenvektoren bestimmen,
und dann mittels des Gram-Schmidt-Prozesses die Basen der verschiedenen Eigenräume separat
in Orthogonalbasen verwandeln. Hier ein Beispiel:

5.13. Beispiel (1) Betrachten wir etwa wieder die Matrix aus Beispiel 3.283.28

S �
�� 3 �2 �1
�2 4 0
�1 0 1

�P Matp3, 3,Rq.

Es gilt χS � T 3 � 8T 2 � 14T � 4, was 2 als Nullstelle hat, dχF � 3T 2 � 16T � 14 hat 2
nicht als Nullstelle, also ist diese einfach. Wir berechnen also

χS � pT � 2qpT 2 � 6T � 2q
mittels Polynomdivision und erhalten mittels quadratischer Ergänzung, die weiteren
Nullstellen 3� 2

?
7 und 3� 2

?
7. Es ist S also gleichzeitig kongruent und ähnlich zu��2 0 0

0 3� 2
?
7 0

0 0 3� 2
?
7

�
vermöge einer orthogonalen Matrix B, die wir noch bestimmen müssen. Wir aber
nochmal, dass S positiv definit ist.

Drei Runden Gauß-Algorithmus liefern

Eig2pSq � xp�1,�1, 1qy, Eig3�?zpSq � xp 2
?
7� 2, 3� 2

?
7, 1qy,

und Eig3�?7pSq � xp� 2
?
7� 2,

2
?
7� 3, 1qy.

Diese drei Vektoren bilden also nach Beobachtung 5.125.12 eine orthogonale Eigenbasis von
S und die drei (mittlerweile ziemlich verwunschenen!) Vektoren

p�1,�1, 1q � 1
2
?
3
, p 2

?
7� 2, 3� 2

?
7, 1q � 1

2
a
28� 10 2

?
7

und p� 2
?
7� 2,

2
?
7� 3, 1q � 1

2
a
28� 10 2

?
7

eine orthonormale Eigenbasis, die man als Spalten von B verwenden kann.
(2) Betrachten wir ��13 �4 �2

�4 13 2
�2 2 10

�P Matp3, 3,Rq,

so gilt χS � T 3 � 36T 2 � 405T � 1458. Die Primfaktorzerlegung des konstanten Terms
ergibt sich zu 2 � 36, was man durch simples iteriertes Teilen findet. Damit gibt es
28 � 256 mögliche rationale Nullstellen. Eine Skizze der Funktion (man kann etwa
schnell die Werte bei einigen Vielfachen von 5 berechnen) liefert aber schnell, dass nur 9
und 18 als Nullstellen in Frage kommen, und sie sind auch tatsächlich Nullstellen. Und
9 ist auch eine Nullstelle von dχS � 3T 2 � 72T � 405. Also ist 9 ein doppelter und 18
ein einfacher Eigenwert von S. Der Gauß-Algorithmus liefert dann

Eig9pSq � xp1, 0, 2q, p0, 1,�2qy und Eig18pSq � xp�2, 2, 1qy
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Gemäß Beobachtung 5.125.12 sind die linken beiden Vektoren orthogonal zum rechten, aber
wegen

xp1, 0, 2q, p0, 1,�2qy � �4
nicht zueinander. Wenden wir das Gram-Schmidt-Verfahren an, so erhalten wir dass
p1, 0, 2q zusammen mit

p0, 1,�2q � p1, 0, 2q � xp0, 1,�2q, p1, 0, 2qyxp1, 0, 2q, p1, 0, 2qy � � 45 , 1, �2
5

�
eine Orthogonalbasis von Eig9pSq bildet. Es ist also

p1, 0, 2q, p4, 5,�2q, und p�2, 2, 1q
eine Orthogonale Eigenbasis von S und

B �

���
1?
5

4
3
?
5

�2
3

0
?
5
3

2
3

2?
5

�2
3
?
5

1
3

��
ist eine orthogonale Matrix mit

B�1 � S �B � Bt � S �B �
��9 0 0
0 9 0
0 0 18

�.

Als Anwendung des Spektralsatzes kann man zum Beispiel die Lösungsmengen von quadratis-
chen Gleichungen in beliebig vielen Variablen (sogenannten Quadriken) über R verstehen: Gegeben
eine R-quadratische Abbildung q : Rn Ñ R, so gibt es nach Korollar 2.42.4 und der Diskussion vor Def-
inition 1.61.6 eine (eindeutige) symmetrische Matrix A P Matpn,n,Rq mit qpxq � xt �A � x � xx,xyA
für alle x P Rn (nämlich A � Matppolpqq, e, eq � 1{2). Eine R-lineare Abbildung l : Rn Ñ R ist
natürlich durch lpxq � bt � x oder äquivalenterweise durch x�,xy : Rn Ñ R für ein (eindeutiges)
b P Rn gegeben. Wir versuchen also für die Funktion

f : Rn ÝÑ R, x ÞÝÑ xt �A � x� bt � x� c � 0

für A P Matpn,n,Rq symmetrisch, b P Rn, c P R die Urbildmengen f�1pt0uq � Rn zu verstehen.
Im Falle n � 1 hat diese Funktion genau die Form

fpxq � ax2 � bx� c
und für n � 2 ist die Funktion

fpx, yq � a � x2 � b � xy � c � y2 � d � x� e � y � f
durch die drei Koeffizienten�

a b
2

b
2 c



P Matp2, 2,Rq, pd, eq P R2, f P R

gegeben.

5.14. Bemerkung Die Abbildung

Matpn,n,Rq �Rn �R ÝÑ RrT1, . . . ,Tns
pA, b, cq ÞÝÑ T t �A � T � bt � T � c

mit T � pT1, . . . ,Tnq P RrT1, . . . ,Tnsn, hat für jeden kommutativen Ring R als Bild genau die
Polynome mit Totalgrad höchstens 2 (also die quadratischen Polynome in n Variablen). Schränkt
man sie auf die symmetrischen Matrizen ein erhält man eine Bijektion auf diese, falls 2 P R eine
Einheit ist.

Das überlasse ich einmal dem Leser selbst zu überprüfen. Es zeigt jedenfalls, dass unser Begriff
von quadratischer Polynom in n Variablen über R in der Tat “der richtige” ist.
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Für n � 1 kennen wir natürlich die Möglichkeiten für die Lösungsmenge aus Lemma 4.14.1
schon: Für f : RÑ R,x ÞÑ ax2 � bx� c besteht die Nullstellenmenge f�1pt0uq aus ganz R, 2 oder
1 Punkten oder der leeren Menge, je nachdem ob bei a � 0 die Zahl pb{aq2 � c{a größer, gleich
oder kleiner als 0 ist, oder bei a � 0, b � 0 gilt, oder bei a � 0 � b auch c � 0 gilt.

Ein ähnliches Verständnis wollen wir nun für größeres n herstellen. Um die Gleichung xt �
A � x � bt � x � c � 0 zu vereinfachen, versuchen wir zunächst, genau wie bei der quadratischen
Ergänzung, den linearen Term durch Verschiebung loszuwerden. Dafür rechnen wir

fpx� uq � px� uqt �A � px� uq � bt � px� uq � c � xtAx� p2 � ut �A� btq � x� utAu� bt � u� c
Wir würden also gerne u P Rn derart wählen, dass 2ut �A� bt � 0 oder äquivalent 2A � u� b � 0
gilt. Das ist aber offenbar nur genau dann möglich, wenn b P ImpAq gilt. Zum Beispiel ist das
immer möglich, wenn A invertierbar ist. Im allgemeinen kann man immer

2A � u� prImpAqpbq � 0

erreichen, indem man u als Hälfte eines Urbilds der Orthogonalprojektion prImpAqpbq P ImpAq
wählt. Man erhält dann

fpx� uq � xt �A � x� b̃t � x� c̃
mit b̃t P ImpAqK. Soweit ohne Spektralsatz. Dieser liefert uns nun eine orthonormale Eigen-
basis v1, . . . , vn von Rn bezüglich A. Sortieren wir diese derart, dass etwa v1, . . . , vr zu den
nicht-verschwindenen Eigenwerten von A gehören (sodass insbesondere r � rkpAq), folgt also

ImpAq � xv1, . . . , vry und demzufolge b̃ P xvr�1, . . . , vny � KerpAq. Es gilt also entweder b̃ � 0

oder sonst können wir b̃ zu einer Orthonormalbasis b̃{|b̃|,wr�2, . . . ,wn von KerpAq ergänzen
(erst mittels des Steinitzschen Ergänzungssatzes zu einer Basis und dann mittels des Gram-
Schmid-Prozesses zu einer orthonormalen). Die Matrix Q mit Spalten v1, . . . , vn beziehungsweise

v1, . . . , vr, b̃,wr�2, . . . ,wn besteht dann immer noch aus einer orthonormalen Eigenbasis von A
und liefert

fpQ � px� uqq � pQ � xqt �A � pQ � xq � b̃t �Q � x� c � xt �Q�1AQ � x� pQ�1 � b̃qt � x� c

� xt �D � x� g � etr�1 � x� c �
ŗ

i�1

di � x2i � g � xr�1 � c

wobei g � |b̃| und die di die Eigenwerte von A sind. Ist nun g � 0 können wir noch mit ϵ � g{|g|

fpQ � pϵ � x� er�1 � c{g � uqq �
ŗ

i�1

di � x2i � g � pϵxr�1 � c{gq � c �
ŗ

i�1

di � x2i � |g| � xr�1

erreichen. Insgesamt erhalten wir also:

5.15. Satz (Isometrieklassifikation reeller Quadriken) Ist f : Rn Ñ R eine Quadrik gegeben durch

fpxq � xt �A � x� bt � x� c
mit A P Matpn,n,Rq symmetrisch, b P Rn, c P R, so existiert eine starre Bewegung T : Rn Ñ Rn,
also P P Opnq und u P Rn mit T pxq � P � x� u, sodass entweder

fpT pxqq �
p̧

i�1

di � x2i �
ŗ

i�p�1

di � x2i � e oder fpT pxqq �
p̧

i�1

di � x2i �
ŗ

i�p�1

di � x2i � g � xr�1

für alle x P Rn gilt mit reellen Zahlen d1, . . . , dr, g ¡ 0 und e P R.
Wir nennen Quadriken der rechten Sorte rein. Insbesondere ist jede Quadrik mit invertier-

barem A rein. In diesem Fall nennt man die Quadrik nicht ausgeartet.
Die natürlichen Zahlen 0 ¤ p ¤ r ¤ n sind durch r � rkpAq und 2p � r � sgnpAq eindeutig

bestimmt und die d1, . . . , dp sind bis auf Reihenfolge eindeutig bestimmt, also die (mit Vielfach-
heit gelisteten) positiven Eigenwerte von A und die dp�1, . . . , dr als die negativen der negativen
Eigenwerte von A. Welcher der beiden Gleichungstypen vorliegt, wird durch die Frage bestimmt,
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ob b P ImpAq liegt. Ist dies nicht der Fall, so ist die Quadrik unrein und der Koeffizient g eindeutig
durch g � |prImpAqKpbq| bestimmt. Ansonsten ist

tu P Rn | pBifqpuq � 0 für alle 1 ¤ i ¤ nu � tu P Rn | b � �2Auu
nicht leer und e � c� xu,uyA als Wert von f auf dieser Menge eindeutig bestimmt.

5.16. Beispiel Ist man für eine Quadrik q : Rn Ñ R nur an der Lösungsmenge interessiert, so kann
man natürlich f auch durch �f ersetzen. Für reine Quadriken zeigt dies, dass es ausreicht die
Fälle e � 0 oder e ¡ 0 zu analysieren und im Falle e � 0, die Fälle mit nicht-negativer Signatur
(also bei denen p ¥ r � p gilt). Für unreine Quadriken, zeigt es genauso, dass man sich auf
nicht-negative Signatur einschränken kann (indem man auch noch ein Vorzeichen in xr�1 einfügt).

(1) Im Falle n � 1 erhalten wir genau unsere vorige Klassifikation zurück: Es gibt laut
Klassifikationssatz und der gerade geführten Diskussion die fünf fundamentalen Fälle

ax2, ax2 � c, �ax2 � c, 0, c, bx

mit a, b, c ¡ 0, wobei alle bis auf die letzte Quadrik rein sind, und die ersten drei nicht
ausgeartet. Diese haben Nullstellenmengen der Form

ein Punkt, H, zwei Punkte, die Gerade, H, ein Punkt

(2) Für n � 2 erhalten wir die folgenden fundamentalen Fälle: Die fünf nicht ausgearteten
Fälle

ax2 � by2, ax2 � by2 � d, ax2 � by2, ax2 � by2 � d, �ax2 � by2 � d,
die restlichen fünf reinen Fälle

ax2, ax2 � d, �ax2 � d, 0, d

und die beiden unreinen

ax2 � by, by.

Diese haben als Lösungsmengen

ein Punkt, H, zwei kreuzende Geraden, Hyperbel, Ellipse

eine Gerade, H, zwei parallele Geraden, die Ebene, H
Parabel, eine Gerade

Es gibt also 9 fundementale Lösungsformen für Quadriken in zwei Variablen.
(3) Diese Formen kann man nun noch elementar geometrisch weiter analysieren. Zum

Beispiel lassen sie sich die drei interessantesten wie folgt beschreiben: Eine Ellipse ist
die Menge der Punkt für die Summe der Abstände von zwei gegebenen Punkten eine
gegebene Zahl ist, also für p, q P R2 und r ¡ 0 gilt

E � tx P R2 | |x� p| � |x� q| � ru,
mit Spezialfall einem Kreis bei p � q, eine Hyperbel ist ähnlich beschrieben mit dem
Betrag der Differenz zweier Abstände

H � tx P R2 | ��|x� p| � |x� q|�� � ru
und die Parabel als

P � tx P R2 | |x�G| � |x� q| � ru
wo G eine Gerade ist (und |x�G| � mints P R | Dg P G : s � |x�g|u). Das nachzuweisen
überlasse ich einmal dem Leser.

In dieser Form waren diese Lösungsformen schon in der griechischen Antike als
Kegelschnitte von Menaichmos (ungefähr -380 bis -230) entdeckt worden: Ist K �
tpx, y, zq P R3 | x2 � y2 � zu ein Kreiskegel und R P Op3q eine Drehung, u P R3,
und P � R � p�q � u die resultierende starre Bewegung, so sieht man leicht durch Aus-
multiplizieren, dass der Durchschnitt

P pKq X pR2 � t0uq � tv P R3 | v3 � 0 und pP�1vqt � E � pP�1vq � et3 � P�1v � 0u
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in der Tat durch eine Quadrik in zwei Variablen beschrieben ist, wo

E �
��1 0 0
0 1 0
0 0 0

�.

Menaichmos zeigte auf elementargeometrische Weise (das Rechnen mit Koordinaten
wurde erst ca. 2000 Jahre später erfunden), dass man auf diese Weise genau die sieben
nicht-trivialen fundamentalen Lösungsformen erhält; die leere Menge und die gesamte
Ebene tauchen nicht auf.

(4) Für n � 3 gibt es die folgenden fundamentalen Fälle. Sechs nicht ausgeartete Quadriken

ax2 � by2 � cz2, ax2 � by2 � cz2 � e, ax2 � by2 � cz2, ax2 � by2 � cz2 � e
ax2 � by2 � cz2 � e, �ax2 � by2 � cz2 � e

zehn weitere reine

ax2 � by2, ax2 � by2 � e, ax2 � by2, ax2 � by2 � e, �ax2 � by2 � e
ax2, ax2 � e, �ax2 � e, 0, e

und vier unreine

ax2 � by2 � dz, ax2 � by2 � dz, ax2 � dz, dz.

Die Nullstellenmengen hier tragen folgende Namen:

ein Punkt, H, elliptischer Kegel, zweischaliges Hyperboloid,

einschaliges Hyperboloid, Ellipsoid

dann

eine Gerade, H, zwei schneidende Ebenen, hyperbolischer Zylinder, elliptischer Zylinder

eine Ebene, H, zwei parallele Ebenen, der Raum, H
und zuletzt

elliptisches Paraboloid, hyperbolisches Paraboloid, parabolischer Zylinder, eine Ebene

Es gibt hier also 16 fundamentale Lösungsformen, und die interessantesten werden Sie
vielleicht in einer Differentialgeometrievorlesung genauer studieren.

(5) Das ganze kann man nun natürlich beliebig weitertreiben, aber das lassen wir einmal.
Bemerkenswert ist vielleicht nur noch, dass es nach Satz 5.155.15 in jeder Dimension nur
endlich viele fundamentale Lösungsformen von Quadriken gibt. Schon wenn man zu
Gleichungen dritten Grades in zwei Variablen übergeht stimmt das nicht mehr, und eine
vollständige Klassifikation ist bis heute nicht verstanden.

In jedem Falle zeigt die Klassifikation, dass die Eigenvektoren der definierenden Matrix A
einer Quadrik q : Rn Ñ R, die Hauptachsen ihres Nullstellenkonstrukts liefern, und die zugehörigen
Eigenwerte die Exzentrizität beschreiben. Der reelle Spektralsatz heißt daher in älterer Literatur
auch häufig der Satz von der Hauptachsentransformation.

6. Der komplexe Spektralsatz

Als letztes Ziel dieses Kapitels wollen wir nun noch die komplexe Version des Spektralsatzes
herleiten. Wir hatten aber schon in Beispiel ?? gesehen, dass nicht jede symmetrische Matrix
A P Matpn,n,Cq diagonalisierbar ist. Die Verallgemeinerung muss also anderer Natur sein. Ein
Hinweis ist Lemma ?? oben, was uns darauf stubst die Symmetriebedingung At � A durch At � A
zu ersetzen. Ein zweiter Stubser in diese Richtung ist die Längenfunktion selbst: Unter der
Identifikation Cn � R2n haben wir für z P Cn

|z| � 2

gffe ņ

i�1

Repziq2 � Impziq2 � 2

gffe ņ

i�1

zi � zi,
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sodass die Funktion q : Cn ÝÑ C, qpzq � |z|2 R-quadratisch, aber nicht C-quadratisch ist: Es gilt
qpz �λq � qpzq�λ�λ und nicht qpz �λq � qpzq�λ2 für λ P C. Es ist demzufolge die Polarisierung dieser
Abbildung keine C-bilineare Abbildung Cn�Cn Ñ C. Um zu erfassen, was diese Polarisierung für
eine Abbildung ist, erinnere ich daran, dass für σ : R Ñ S ein Ringhomomorphismus und N ein
S-Modul die Abbildung

N �R ÝÑ N , pn, rq ÞÝÑ n � σprq
M zu einem R-Modul macht, den ich mit σ�N bezeichne. Man rechnet dann für w, z P Cn,

|w � z|2 � |w|2 � |z|2 �
ņ

i�1

wi � zi � xxw, zyy,

sodass diese Funktion eine bilineare Abbildung

xx�,�yy : Cn � τ�Cn ÝÑ C,

das komplexe Skalarprodukt.
Solche nicht-ganz-bilinearen Abbildungen tragen auch einen Namen:

6.1. Definition Ist σ : R Ñ S ein Ringhomomorphismus zwischen kommutativen Ringen, N ein
S-Modul und M ein R-Modul. Dann heißt eine Abbildung ψ : M � N Ñ P σ-sesquilinear, falls
sie als Abbildung M �σ�N Ñ P R-bilinear ist. Die Ansammlung dieser Abbildungen nennen wir
SesqσpM ,N ,P q.

Das Wort sesquilinear bedeutet einfach anderhalbfach linear; für σ � idN erhält man genau
den Begriff der bilinearen Abbildung. Als Analogon von (Schief-)Symmetrie hat man nun:

6.2. Definition Ist σ : R Ñ R ein Ringhomomorphismus, R kommutativ, mit σ � σ � id und M
ein R-Modul. Dann heißt eine σ-Sesquilinearform ψ : M �M Ñ R

(1) hermitesch, falls ψpm,m1q � σpψpm1,mqq für alle m,m1 PM ,
(2) schief-hermitesch, falls ψpm,m1q � �σpψpm1,mqqfür alle m,m1 PM , und
(3) alternierend hermitesch, falls ψpm,mq � 0 für alle m PM .

Als Konsequenz von Korollar 2.22.2 erhalten wir nun Analoga, zu den grundlegenden Eigen-
schaften von Bilinearformen:

6.3. Korollar Ist R ein kommutativer Ring, M und N R-Moduln mit nummerierten Basen b und
b1 der Länge m und n. Dann ist die Abbildung

Mp�, b, b1q : SesqσpM ,N ,Rq ÝÑ Matpn,m,Rq, ψ ÞÝÑ rpi, jq ÞÑ ψpbi, b1jqs
eine R-lineare Bijektion.

6.4. Korollar Ist R ein kommutativer Ring undσ : R Ñ R ein kommutativer Ring, so ist jede
σ-sesquilineare Abbildung Rm �Rn Ñ R gegeben durch

xx�,�yyS : Rm �Rn ÝÑ R, pv,wq ÞÝÑ vt � S � σpwq
für genau ein S P Matpm,n,Rq.
6.5. Satz Ist R ein kommutativer Ring, σ : RÑ R ein Ringisomorphismus, M und N R-Moduln

mit nummerierten Basen b, b und b1, b
1
der Längen m und n und ψ : M�N Ñ R R-bilinear. Dann

gilt

Mpψ, b, b1q � Mpid, b, bqt �Mpψ, b, b1q � σpMpid, b1, b1qq.
6.6. Lemma Ist R ein kommutativer Ring, σ : RÑ R ein Ringhomomorphismus mit σ2 � id, M
ein R-Modul mit nummerierter Basis b der Länge m und ψ : M �M Ñ R R-bilinear, so ist

(1) ψ hermitesch genau dann, wenn Mpψ, b, bqt � σpMpψ, b, bqq,
(2) ψ schief-hermitesch genau dann, wenn Mpψ, b, bqt � �σpMpψ, b, bqq, und
(3) ψ alternierend hermitesch genau dann, wenn Mpψ, b, bqt � �σpMpψ, b, bqq und Mpψ, b, bqi,i �

0 für alle 1 ¤ i ¤ m.
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Wieder nennt man dann Matrizen, die die Eigenschaften auf der rechten Seite wie ihre
zugehörige Sesquilinearform. Insbesondere heißt eine Matrix A P Matpn,n,Cq hermitesch, falls
At � A und jede reelle symmetrische Matrix ist insbesondere hermitesch; die Wahl der komplexen
Konjugation für σ, erwähnt man meist nicht explizit (was sonst sollte man auch meinen?).

Für eine hermitesche σ-Sesquilinearform ψ : M � M Ñ R hat man offenbar ψpm,mq �
σpψpm,mqq und damit

ψpm,mq P tr P R | σprq � ru,
wobei man leicht prüft, dass die rechte Seite ein Unterring von R ist. Insbesondere gilt für jede
hermitesche Sesquilinearform ψ : V �V Ñ C, dass ψpv, vq P R liegt. Das macht folgende Definition
sinnvoll:

6.7. Definition Eine hermitesche Sesquilinearform rr�,�ss : V � V Ñ C auf einem komplexen
Vektorraum V heißt positiv definit, negativ definit oder indefinit, falls

rrv, vss ¡ 0 beziehungsweise rrv, vss   0

für alle 0 � v P V gilt, oder wenn beides vorkommt.
Ein komplex euklidischer Vektorraum ist ein komplexer Vektorraum V zusammen mit einer

positiv definiten, hermiteschen Sesquilinearform rr�,�ss : V � V Ñ C.

Auch der Begriff der orthonormalen Vektoren hat natürlich ein Analog:

6.8. Definition Ist ψ : M �M Ñ R σ-hermitesch, so heißt eine Teilmenge X �M unitär, falls

ψpm,m1q �
#
0 m � m1

1 m � m1

für all m,m1 P X.

Gemäß Lemma 2.232.23 sind in einem komplex euklidischen Vektorraum unitäre Mengen, die 0
nicht enthalten, wieder linear unabhängig.

Mit diesen Definitionen kann man nun die Beweise der letzten Kapitel wiederholen. Etwa
haben wir folgendes Analog von Satz 1.91.9.

6.9. Satz Für eine Matrix A P Matpn,n,Cq sind äquivalent:

(1) |A � v| � |v| für alle v P Cn,
(2) xxA � v,A � wyy � xxv,wyy für alle v,w P Rn,
(3) A

t �A � In,

(4) A �At � In,
(5) die Spalten von A sind paarweise verschieden und unitär, und
(6) die Zeilen von A sind paarweise verschieden und unitär.

Insbesondere ist jede solche Matrix invertierbar.

6.10. Definition Eine Matrix A P Matpn,n,Cq mit den obigen Eigenschaften heißt ebenfalls

unitär, und die Menge all dieser bezeichnet man mit Upnq. Die Operation A ÞÑ A
t
bezeichnet

man auch als

A: : Matpn,n,Cq ÝÑ Matpn,n,Cq.

Genau wie beim Transponierten gilt etwa pA � Bq: � B: � A:, insbesondere ist Upnq eine
Untergruppe von GlnpCq und offenbar gilt Opnq � Upnq.

Auch das Gram-Schmidt-Verfahren überträgt sich beinahe wortwörtlich und liefert insbeson-
dere:

6.11. Theorem Jeder endlich-dimensionale komplex euklidische Vektorraum besitzt eine unitäre
Basis.
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Es gilt gilt sogar ein vollständiges Analog vom Satz von Jacobi, und hermitsche Sesquilinear-
formen auf Cn sind vollständig analog zum Sylverster’schen Trägheitssatz klassifiziert durch Rang
und Signatur klassifiziert; wieder übertragen sich alle Beweise beinahe wortwörtlich aber da wir
sie im weiteren nicht brauchen, erspare ich mir einmal die Formulierung. Man kann insbesondere
hermitesche Matrizen mit dem gleichen Algorithmus auf positive Definitheit testen, den man auch
für reelle symmetrische Matrizen verwendet, siehe Beispiel 3.283.28.

Aus Definition 5.25.2 erhält man dann auch noch adjungierte Abbildungen φ: : V Ñ V für jede
komplex lineare Abbildung φ : V Ñ V auf einem endlich dimensionalen komplex euklidischen
Vektorraum, charakterisiert durch

xxφpvq,wyy � xxv,φ:pwqyy
für alle v,w P V . Lemma 5.35.3 spezialisiert sich zu:

6.12. Lemma Ist pV , rr�,�ssq ein endlich dimensionaler komplex euklidischer Vektorraum und
φ : V Ñ V C-linear. Sind dann b, b1, c, c1 nummerierte Basen von V so gilt

Mpφ:, b, cq � Mprr�,�ss, b, b1q�1 �Mpφ, c1, b1q: �Mprr�,�ss, c, c1q.
Ist insbesondere b eine unitäre Basis von V so gilt also Mpφ:, b, bq � Mpφ, b, bq:.

Indem man nun mit diesen Zutaten und Lemma 5.105.10 den Beweis des reellen Spektralsatzes
noch einmal durchgeht erhält man auch folgende hermitsche Version:

6.13. Theorem (Hermitescher Spektralsatz) Ist pV , rr�,�ssq ein endlich dimensionaler komplex
euklidischer Vektorraum und φ : V Ñ V C-linear so sind äquivalent:

(1) φ ist selbstadjungiert, also φ � φ:,
(2) für jede nummerierte unitäre Basis b von V ist Mpφ, b, bq hermitesch, und
(3) es gibt eine nummerierte unitäre Basis b von V , derart dass Mpφ, b, bq eine reelle Diag-

onalmatrix ist.

Insbesondere ist jede selbstadjungierte Abbildung φ diagonalisierbar.

Oder für Matrizen formuliert:

6.14. Korollar Eine Matrix H P Matpn,n,Cq ist hermitesch genau dann, wenn es eine invertier-
bare Matrix A P Matpn,n,Cq mit A: � A�1, mit anderen Worten A P Upnq, gibt, derart dass
A�1 �H �A diagonal mit reellen Einträgen ist.

Hieraus erhalten wir auch wieder ein Kriterium für positive Definitheit; man erinnere sich,
dass χH P RrT s für hermitesches H gilt.

6.15. Korollar Eine hermitesche Matrix H P Matpn,n,Cq ist positiv definit genau dann, wenn
alle ihre Eigenwerte positiv sind.

Im Gegensatz zum reellen Fall, hat der hermitesche Spektralsatz aber noch Luft nach oben: Er
charakterisiert wann es für eine C-lineare Abbildung V Ñ V eines komplex euklidischen Vektor-
raum eine unitäre Eigenbasis mit reellen Eigenwerten gibt. Man kann aber sogar charakterisieren,
wann es überhaupt eine unitäre Eigenbasis gibt. Das ist das letzte Ziel dieses Abschnitts und
bedarf folgender Definition:

6.16. Definition Es sei pV , rr�,�ssq ein komplex euklidischer Vektorraum. Dann heißt eine Abbil-

dung φ : V Ñ V normal, falls φ:�φ � φ�φ: gilt. Ähnlich nennt man eine Matrix A P Matpn,n,Cq
normal, falls A: �A � A �A:.

6.17. Beispiel (1) Natürlich ist jede hermitesche und damit auch jede reelle symmetrische
Matrix normal: In diesem Fall gilt ja A: � A.

(2) Die zweite wichtige Beispielklasse normaler Matrizen sind die unitäre Matrizen, und
damit insbesondere die reellen orthogonalen Matrizen: Hier gilt A: � A�1, was sicherlich
ebenfalls die definierende Bedingung nachweist.
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(3) Jedes (komplexe) Vielfache einer normalen Matrix ist normal, und damit insbesondere
jedes Vielfache einer unitären oder hermiteschen Matrix. Insbesondere, sind alle schief-
hermiteschen Matrizen (also solche mit A: � �A) normal; jede solche ist von der Form
A � i für ein hermitesches A und hat demzufolge rein imaginäre Eigenwerte.

(4) Jede komplexe Diagonalmatrix ist normal: In diesem Falle ist die adjungierte Matrix
ebenfalls eine Diagonalmatrix (mit den komplex konjugierten als Diagonaleinträgen) und
je zwei Diagonalmatrizen kommutieren. Insbesondere ist jede Diagonalmatrix mit kom-
plexen Eigenwerte vom Betrag ungleich 1 normal, aber weder hermitesch noch unitär.

Das vollständige Analog des reellen Spektralsatzes lautet nun:

6.18. Theorem (Komplexer Spektralsatz) Ist pV , rr�,�ssq ein endlich dimensionaler komplex
euklidischer Vektorraum und φ : V Ñ V C-linear so sind äquivalent:

(1) φ ist normal,
(2) für jede nummerierte unitäre Basis b von V ist Mpφ, b, bq normal, und
(3) es gibt eine nummerierte unitäre Basis b von V , derart dass Mpφ, b, bq diagonal ist.

Insbesondere ist jede normale Abbildung φ diagonalisierbar.

Insbesondere folgt zusätzlich zum hermiteschen Fall:

6.19. Korollar Jede unitäre Matrix und damit auch jede orthogonale Matrix ist (komplex) unitär
diagonalisierbar.

Für orthogonale Matrizen ergibt sich noch folgende Umformulierung:

6.20. Korollar (Klassifikation orthogonaler Matrizen) Für jede Matrix P P Opnq gibt es eine
nummerierte Orthonormalbasis b des Rn, derart dass

MpP , b, bq �

�����������������

1 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
0 . . . 1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 . . . 0 �1 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
0 . . . 0 0 . . . �1 0 . . . 0
0 . . . 0 0 . . . 0 Rφ1

. . . 0
...

...
...

...
...

...
0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . Rφk

����������������
für bis auf Reihenfolge eindeutig bestimmte 0   φi   π.

Die Anzahlen an Einsen und negativen Einsen sind natürlich als geometrische (der äquivalent
algebraische) Vielfachheiten von 1 und �1 in P ebenfalls eindeutig bestimmt.

Beweis. Alle komplexen Eigenwerte von P besitzen Länge 1 (da P inbesondere unitär ist).
Die reellen liefern die oberen beiden Blöcke. Die restlichen tauchen in komplex konjugierten
Paaren auf und stellt man diese als cospφiq � i � sinpφiq und cospφiq � i � sinpφiq dar, ist der
zugehörige Diagonalblock gemäß Beispiel 1.121.12 unitär äquivalent zu Rφi vermöge der Vektoren
pv�vp{|v�v|, pv�vq{|v�v| in Rn für v P Cn einen Eigenvektor zu cospφiq� i � sinpφiq. Dies liefert
eine Darstellung mit 0   φi   2π,φi � π (im Falle φi � 0,π hat Rφi schließlich reelle Eigenwerte.
Indem man einen der beiden involvierten Basisvektoren noch mit einem Vorzeichen versieht (also
die Rotationsrichtung ändert) kann man dies noch zu 0   φi   π verbessern.

Die Eindeutigkeit der φi folgt direkt aus der Eindeutigkeit der Eigenwerte. □

Nun zum Beweis des komplexen Spektralsatzes. Wir werden ihn aus dem hermiteschen
ableiten. Dazu dient folgendes Lemma:
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6.21. Lemma Ist pV , rr�,�ssq ein endlich dimensionaler komplex euklidischer Vektorraum und
φ : V Ñ V C-linear, so ist φ normal genau dann, wenn selbstadjungierte η, ζ : V Ñ V existieren
mit

φ � η � ζ � i und η � ζ � ζ � η.
Diese sind dann eindeutig bestimmt und durch

η � φ� φ:
2

und ζ � φ� φ:
2i

gegeben.

Das wird eine Übungsaufgabe sein.

Beweis von Theorem 6.186.18. Dass φ normal ist, genau dann, wenn Mpφ, b, bq normal ist für
eine und dann jede unitäre Basis b von V folgt direkt aus Lemma 6.126.12. Bleibt noch zu zeigen, dass
es dann auch eine unitäre Basis gibt, die φ diagonalisiert. Aber auf die beiden selbstadjungierten
Abbildungen η, ζ : V Ñ V aus der Zerlegung φ � η � ζ � i in Lemma 6.216.21 können wir jeweils
den gleichen Trick, wie im Beweis von Satz 4.164.16 anwenden (zusammen mit dem hermitschen
Spektralsatz impliziert dieser schon, dass φ diagonalisierbar ist, aber er liefert natürlich keine
unitäre Diagonalbasis).

Man schreibt V � `λPCEigλpηq, und je zwei Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerte von η
sind gemäß hermiteschem Spektralsatz orthogonal. Aber da ζ � i mit η kommutieren, schränkt sich
ζ � i (genau wie im Beweis von 4.164.16) zu Abbildungen Eigλpηq Ñ Eigλpηq für jedes λ P C ein. Diese
sind aber offenbar wieder selbstadjungiert und damit nach dem hermiteschen Spektralsatz durch
eine unitäre Basis diagonalisierbar. Es fügen sich also unitäre Eigenbasis der Einschränkungen
von ζ � i auf die Eigenräume von η unitären Basis von ganz V zusammen, die per Konstruktion
eine gemeinsame Eigenbasis von η und ζ � i ist, und damit auch eine Eigenbasis von φ � η � ζ � i
wie gewünscht. □

6.22. Beispiel Betrachte die Matrix

A �
�� 1 �1� i �1� i
�1� i �1� 2i 1� i
�1� i 1� i 1

�P Matp3, 3,Cq.

Sie ist offenbar symmetrisch und damit nicht hermitesch, und auch nicht unitär (etwa ist die Länge
der ersten Spalte 2

?
5) und wir werden gleich sehen, dass sie auch kein Vielfaches einer hermiteschen

oder unitäre Matrix ist. Sie ist dennoch normal: Mit etwas Rechenaufwand verifiziert man

A �A: �
�� 5 �2� 6i �4
�2� 6i 9 2� 6i
�4 2� 6i 5

�� A: �A.

Damit ist A also noch gemäß komplexem Spektralsatz unitär diagonalisierbar. Um eine unitäre
Eigenbasis zu finden, gehen wir zunächst wie immer vor und berechnen das charakteristische
Polynom, was χA � T 3�p1� 2iqT 2�p1� 2iqT � 1 ergibt. Scharfes Hinsehen liefert die Nullstelle
1 und dann χA � pT � 1qpT 2 � 2iT � 1q � pT � 1qpT � iq2. Es ist also A unitär ähnlich zu

D �
��1 0 0
0 i 0
0 0 i

�.

Dann bestimmen wir die Eigenräume von von A: Es gilt

Eig1pAq � ker

�� 0 1� i 1� i
1� i 2� 2i �1� i
1� i �1� i 0

�� � � � � ker

��1 0 1
0 1 �i
0 0 0

�
was uns etwa den Basisvektor p�1, i, 1q liefert, und

EigipAq � ker

���1� i 1� i 1� i
1� i 1� i �1� i
1� i �1� i �1� i

�� � � � � ker

��1 �i �1
0 0 0
0 0 0

�
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wovon man als Basisvektoren etwa pi, 1, 0q, p1, 0, 1q abliest. Diese drei Vektoren bilden also eine
Eigenbasis aber sind offenbar nicht unitär. Um das zu erreichen wenden wir auf die einzelnen
Eigenräume das Gram-Schmidt-Verfahren an (Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerte sind
nach dem Spektralsatz schon orthogonal zueinander). Das liefert beim ersten Eigenraum einfach

p�1, i, 1q
|p�1, i, 1q| �

1
2
?
3
p�1, i, 1q

und beim zweiten

p1, 0, 1q � pi, 1, 0q � xxp1, 0, 1q, pi, 1, 0qyyxxpi, 1, 0q, pi, 1, 0qyy � p1, 0, 1q � pi, 1, 0q �
�i
2
� p1{2, i{2, 1q

sodass p1, 0, 1q
|p1, 0, 1q| �

1
2
?
2
p1, 0, 1q und

p1, i, 2q
|p1, i, 2q| �

1
2
?
6
p1, i, 2q

mit dem Vektor oben eine unitäre Basis bildet und U : �A � U � D für

U �

���
�1?
3

1?
2

1?
6

i?
3

0 i?
6

1?
3

1?
2

b
2
3

��P Up3q.





KAPITEL 8

Normalformen

1. Die Jordan’sche Normalform

Wir können nun für eine gegebene Matrix meist entscheiden, ob sie diagonalisierbar ist, mittels
Korollar 4.94.9 können wir das sogar für wirklich jede Matrix über den komplexen Zahlen und haben
im letzten Kapitel einige Klassen von Matrizen gesehen, die immer diagonalisierbar sind. Das Ziel
dieses letzten Kapitel ist es uns Matrizen zu erschließen, die nicht diagonalisierbar sind.

Im ersten Abschnitt betrachten wir dabei den wohl einfachsten Fall, in dem das charakteris-
tische Polynom in Linearfaktoren zerfällt, aber die geometrische Vielfachheit echt größer ist als
die algebraische oder äquivalent das Minimalpolynom in Linearfaktoren zerfällt, aber mindestens
einer höhere Vielfachheit hat.

Wir setzen:

1.1. Definition Ist also K ein Körper, V ein K-Vektorraum und φ : V Ñ V K-linear, dann heißt
für λ P K

Hptλpφq � tv P V | Dk P N : pφ� idV � λqkpvq � 0u
der Hauptraum (generalised eigenspace) von φ zu λ und seine Elemente heißen die Hauptvektoren
von φ zum Eigenwert λ.

Allgemeiner heißt

PrmP pφq � tv P V | Dk P N : pP kpφqqpvq � 0u
der P -primäre Unterraum von V bezüglich φ für jedes irreduzibles Polynom P P KrT s.

Es gilt also PrmT�λpφq � Hptλpφq und Eigλpφq � Hptλpφq. Allgemein haben wir

PrmP pφq �
¤
kPN

KerpP kpφqq

und offenbar gilt

KerpP kpφqq � KerpP k�1pφqq
für jedes k P N, insbesondere ist PrmP pφq also ein Unterraum von V .

Ist V endlich dimensional, gibt es eine einfach obere Schranke an die betrachtenden k:

1.2. Lemma Ist also K ein Körper, V ein K-Vektorraum und φ : V Ñ V K-linear mit F pφq � 0
für F P KrT s, so gilt für jedes Primpolynom P P KrT s

PrmP pφq � KerpPmpφqq
wo m die Vielfachheit von P in der Primfaktorzerlegung von F bezeichnet. Ist insbesondere V
endlich dimensional, so gilt

Hptλpφq � Ker
�
pφ� idV � λqmminφ pλq

	
für jedes λ P K.

Beweis. Offenbar ist die rechte Seite in der linken enthalten. Für die Umkehrung reicht es
offenbar KerpPmpφqq � KerpP kpφqq für alle k ¥ m zu zeigen. Schreibe dafür F � Pm �G, sodass
G P KrT s nicht von P geteilt wird, und setze F 1 � P k �G. Es gilt dann wegen Pm | P k und F | F 1

sicherlich

KerpPmpφqq � KerpP kpφqq und V � KerpF pφqq � KerpF 1pφqq,
223
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und damit laut Lemma 4.124.12

V � KerpF pφqq � KerpPmpφqq `KerpGpφqq
und

V � KerpF 1pφqq � KerpP kpφqq `KerpGpφqq.
Aber das erzwingt KerpPmpφqq � KerpP kpφqq: Für x P KerpP kpφqq betrachte die Zerlegung
x � u � w aus der ersten Gleichung, also u P KerpPmpφqq und w P KerpGpφqq. Aber dann
sind x � 0 � x � u � w zwei Zerlegungen gemäß der zweiten Gleichung, also aufgrund derer
Eindeutigkeit schon x � u P KerpPmpφqq. □

1.3. Korollar Ist K ein Körper, V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und φ : V Ñ V
K-linear. Dann sind äquivalent:

(1) χφ zerfällt vollständig in Linearfaktoren,
(2) minφ zerfällt vollständig in Linearfaktoren, und
(3) es gilt V �ÀλPK Hptλpφq.

Desweiteren gilt Hptλpφq � t0u genau dann, wenn λ P K ein Eigenwert von φ ist.

Beweis. Dass die ersten beiden Punkte äquivalent sind, ist ein Spezialfall von Korollar
5.25.2. Dass der zweite und dritte Punkt äquivalent sind, ist nach obigem Satz ein Spezialfall der
Primärzerlegung 4.114.11, und der Zusatz aus dem Fakt, dass die Nullstellen des Minimalpolynoms
sowohl die nicht-trivialen Haupträume als auch die nicht-trivialen Eigenräume liefert. □

Wie wir uns in Korollar ?? (mit Beweis in den Übungen) überlegt hatten, liefert der Satz
von Cayley und Hamilton eine Beschreibung der Dimension der Haupträume oder umgekehrt eine
geometrische Beschreibung der algebraischen Vielfachheiten von Eigenwerten, die ich hier noch
einmal wiederhole:

1.4. Theorem Ist K ein Körper, V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und φ : V Ñ V
K-linear. Dann gilt für jedes irreduzible Polynom P P KrT s

dimpPrmP pφqq � degpP q �mχφpP q,
insbesondere gilt dimpHptλpφqq � mχφpλq für jedes λ P K.

Um uns nun in Richtung Jordan’scher Normalform zu bewegen, analysieren wir nun die Haup-
traumzerlegung aus Korollar 1.31.3. Dafür noch eine Definition:

1.5. Definition Sei K ein Körper, V ein K-Vektorraum und φ : V Ñ V K-linear. Dann heißt
ein K-Untervektorraum U � V φ-invariant falls ImφpUq � U .

1.6. Beobachtung Ist K ein Körper, V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und φ : V Ñ V
K-linear und V � `ni�1Ui mit φ-invarianten Unterräumen Ui � V . Ist dann bi eine nummerierte
Basis von Ui und b die hierauszusammengefügte Basis, so gilt

Mpφ, b, bq �

�����
Mpφ|U1

, b1, b1q 0 . . . 0
0 Mpφ|U2

, b2, b2q . . . 0
...

...
...

0 0 . . . Mpφ|Un , bn, bnq.

����
1.7. Beispiel (1) Jeder Untervektorraum t0u � U � Kerpφq und auch jeder Impφq � U � V

ist φ-invariant.
(2) Für je zwei Polynome F P KrT s sind KerpF pφqq und ImpF pφqq φ-invariant. Insbesondere

sind Eigλpφq, Hptλpφq und allgemein PrmP pφq φ-invariant (nehme F � T � λ,T �
λm,Pm).

Wir überlegen uns das für den Kern, für das Bild ist der Nachweis ähnlich. Gilt also
F pφqpvq � 0, so auch

F pφqpφpvqq � pF pφq � φqpvq � rpF � T qpφqspvq
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� rpT � F qpφqspvq � φpF pφqpvqq � φpF pφqpvqq � φp0q � 0

und damit φpvq P KerpF pφqq.
(3) Ist U φ-invariant, so ist U auch Gpφq-invariant für jedes G P KrT s.

Damit können wir uns die induzierten Abbildungen φ : Hptλpφq Ñ Hptλpφq für die Eigenwerte
von φ separat anschauen. Nach Lemma 1.21.2 gilt für diese Einschränkung 0 � pφ� id � λqm, wo m
die Vielfachheit von λ im Minimalpolynom von φ ist. Diese Abbildung ist also ein Beispiel der
folgenden Definition:

1.8. Definition Ist R ein Ring,M ein R-Modul und φ : M ÑM R-linear. Dann heißt φ nilpotent
falls φn � 0 für ein n P N.

1.9. Beispiel (1) Ein Endomorphismus φ eines endlich dimensionalen K-Vektorraums ist
offenbar genau dann nilpotent wenn minφ � T k für ein k P N gilt, und damit nach dem

Satz von Cayley-Hamilton auch genau dann wenn χφ � T dimpV q gilt.
(2) Jede obere Dreiecksmatrix A P Matpn,n,Kq deren Diagonaleinträge verschwinden ist

nilpotent: Das war eine Übungsaufgabe und kann ganz elementar bewiesen werden, aber
folgt aus unserem jetzigen Wissen auch sofort: Das charakteristische Polynom ist ja
offenbar Tn.

(3) Insbesondere ist die wohl einfachste (für n � 1 nicht-triviale) nilpotente Matrix

Npnq�

���������

0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . 0 1
0 0 0 . . . 0 0

��������
P Matpn,n,Rq

die die Abbildung

Rn ÝÑ Rn, px1, . . . ,xnq ÞÝÑ px2, . . . ,xn, 0q
bezüglich der Standardbasis darstellt.

Nilpotente Abbildungen kann man vollständig verstehen:

1.10. Theorem (Struktursatz für nilpotente Endomorphismen) Ist K ein Körper, V ein endlich
dimensionaler K-Vektorraum und φ : V Ñ V K-linear und nilpotent. Dann gibt es Element

v1, . . . , vk P V und n1, . . . ,nk P N mit k �°k
i�1 nk � dimpV q, derart dass

(1) die Elemente

φn1pv1q,φn1�1pv1q, . . . ,φpv1q, v1,φn2pv2q,φn2�1pv2q, . . . ,φpv2q, v2,
. . . ,φnkpvkq,φnk�1pvkq, . . . ,φpvkq, vk

eine Basis von V bilden, und
(2) φni�1pviq � 0 für alle 1 ¤ i ¤ k.

Mit anderen Worten für die nummerierte Basis b gegeben durch diese Elemente gilt

Matpφ, b, bq �

�����
Npn1 � 1q 0 . . . 0

0 Npn2 � 1q . . . 0
...

...
...

0 0 . . . Npnk � 1q

����
Es gilt dann weiter k � dimpKerpφqq und auch die Zahlen ni sind bis auf Reihenfolge durch

|t1 ¤ i ¤ k | ni � 1 � lu| � 2 � dimpKerpφlqq � dimpKerpφl�1qq � dimpKerpφl�1qq
für 1 ¤ l ¤ dimpV q eindeutig bestimmt und es gilt minφ � Tmaxtn1�1,...,nk�1u.
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Eine Matrix A P Matpn,n,Kq hat die Form des Struktursatzes genau dann, wenn alle Einträge
verschwinden, außer die auf der ersten Nebendiagonale, welche die Werte 0 und 1 annehmen dürfen,
in Formeln Ai,j � 0 für j � i� 1 und Ai,i�1 P t0, 1u für alle 1 ¤ i   n. Etwa gilt��������

0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0

��������
��Np3q 0 0

0 Np1q 0
0 0 Np2q

�

Bevor wir das beweisen, die Anwendungen auf die gesuchte Normalform.

1.11. Definition Für einen Körper K und λ P K heißt

Jλpnq� Npnq � In � λ �

���������

λ 1 0 . . . 0 0
0 λ 1 . . . 0 0
0 0 λ . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . λ 1
0 0 0 . . . 0 λ

��������
P Matpn,n,Kq

ein Jordanblock zu λ. Eine Blockdiagonalmatrix deren Blöcke Jordanblöcke (zu möglicherweise
verschiedenen Elementen von K) sind heißt eine Jordanmatrix.

Benannt sind diese Matrizen nach dem Franzosen Camille Jordan (1838 - 1922), der den
folgenden Satz (für K � C) 1870 bewiesen hat.

1.12. Korollar (Jordan’sche Normalform) Ist K ein Körper, V ein endlich dimensionaler K-
Vektorraum, φ : V Ñ V K-linear. Dann sind äquivalent:

(1) χφ zerfällt vollständig in Linearfaktoren,
(2) minφ zerfällt vollständig in Linearfaktoren,
(3) es existiert eine nummerierite Basis b von V derart, dass Matpφ, b, bq eine obere Dreiecks-

matrix ist, und
(4) es existiert eine nummerierte Basis b von V derart, dass Matpφ, b, bq eine Jordanmatrix

ist.

Desweiteren ist so eine Jordanmatrix eindeutig bestimmt bis auf die Reihenfolge ihrer Jordanblöcke.

Dass 1) und 3) äquivalent sind, hätten wir uns auch schon viel elementarer zu einem früheren
Zeitpunkt überlegen können.

Beweis. Aus Korollar 1.31.3 lernen wir, dass die ersten beiden Bedingungen zu einander äquivalent
sind und auch zu V �Àn

i�1 Hptλipφq wo λ1, . . . ,λk die Eigenwerte von φ sind (ohne Wiederhol-
ung). Aber für die Einschränkungen von φi : Hptλipφq Ñ Hptλipφq haben wir nach Lemma 1.21.2,
dass φi � id � λi nilpotent ist. Der Struktursatz liefert uns also Basen bi derart, dass

Mpφi � id � λi, bi, biq �

�����
Npni,1q 0 . . . 0

0 Npni,2q . . . 0
...

...
...

0 0 . . . Npni,kiq

����
Aber dann ist

Mpφi, bi, biq � Mpφi � id � λi, bi, biq �Mpid � λi, bi, biq

�

�����
Npni,1q 0 . . . 0

0 Npni,2q . . . 0
...

...
...

0 0 . . . Npni,kiq

����� Ili � λi �

�����
Jλipni,1q 0 . . . 0

0 Jλipni,2q . . . 0
...

...
...

0 0 . . . Jλipni,kiq

����
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wo li �
°ki
j�1 die Dimension des i-ten Hauptraumes ist. Beobachtung 1.61.6 besagt, dann dass sie

diese Basen zu einer Basis b zusammenfügen für die Mpφ, b, bq eine Jordanmatrix ist. Das zeigt die
Existenz einer Jordanmatrix und damit 2)ñ 4). Da jede Jordanmatrix eine obere Dreiecksmatrix
ist, folgt auch 4) ñ 3) und, dass 3) ñ 1) gilt, hatten wir schon in Korollar 3.93.9 überlegt.

Für die Eindeutigkeit beobachtet man, dass für eine nummerierte Basis b, für die Mpφ, b, bq
ein Jordanmatrix ist, die bi für die die i-te Spalte den Jordanblöcke zum Wert λ P K schneidet, im
Hauptraum Hptλpφq liegen. Da diese Haupträume eine direkte Summenzerlegung bilden, müssen
diese Spalten dann schon Basen der Haupträume bilden. Damit folgt die Eindeutigkeit direkt aus
der im Struktursatz für nilpotente Endomorphismen. □

Das liefert uns insbesondere über eine vollständige Klassifikation von Matrizen bis auf Ähnlichkeit
über algebraisch abgeschlossenen Körpern:

1.13. Korollar Ist K ein algebraisch abgeschlossener Körper, etwa K � C, so ist jede Matrix A P
Matpn,n,Kq zu einer Jordanmatrix ähnlich, und diese ist bis auf Reihenfolge ihrer Jordanblöcke
eindeutig bestimmt.

Jede Jordanmatrix verschwindet außerhalb der Diagonale und der ersten Nebendiagonale,
auf der sich nur Nullen und Einsen befinden und nach der Eindeutigkeit in obigen Sätzen ist
eine Jordanmatrix ist genau dann diagonalisierbar, wenn keine Einsen auf der Nebendiagonalen
auftauchen. Es ist ein beliebter Fehler zu glauben, dass jede Matrix mit obiger Eigenschaft eine
Jordanmatrix ist; folgendes Beispiel zeigt, dass das nicht der Fall ist.

1.14. Beispiel Von den sechs Matrizen����
2 0 0 0
0 2 0 0
0 0 3 0
0 0 0 3

���
����
2 0 0 0
0 2 0 0
0 0 3 1
0 0 0 3

���
����
2 0 0 0
0 2 1 0
0 0 3 0
0 0 0 3

���
����
2 0 0 0
0 2 1 0
0 0 3 1
0 0 0 3

���
����
2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 3 1
0 0 0 3

���
����
2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 3 1
0 0 0 3

���
in Matp4, 4,Qq sind genau die erste, zweite und fünfte Jordanmatrizen und aufgrund der Ein-
deutigkeitsaussage auch nicht ähnlich zueinander.

Das charakteristische Polynom ist von allen sechsen, nennen wir sie mal A1, . . . ,A6, natürlich
pT � 2q2pT � 3q2, und damit nach Lemma 1.21.2 gilt in allen sechs Fällen

Hpt2pAiq � KerpAi � I4 � 2q2 und Hpt3pAiq � KerpAi � I4 � 3q2,
und beide Haupträume sind 2-dimensional nach Theorem 1.41.4. In den verbleibenden drei Fällen ist
die Situation dann wie folgt: Die Matrix A3 ist wie man leicht prüft diagonalisierbar, aber man
berechnet

dimpEig2pA4qq � 2, dimpEig3pA4qq � 1, dimpEig2pA6qq � 1, dimpEig3pA4qq � 1.

Wir lernen also, dass A4�I4 �2 eingeschränkt auf den Hauptraum der 2 nicht nur nilpotent, sondern
sogar nil ist, aber an den anderen drei Stellen nicht-triviale nilpotente Abbildungen vorliegen. Das
erzwingt: ����

2 0 0 0
0 2 1 0
0 0 3 0
0 0 0 3

����
����
2 0 0 0
0 2 0 0
0 0 3 0
0 0 0 3

���
����
2 0 0 0
0 2 1 0
0 0 3 1
0 0 0 3

����
����
2 0 0 0
0 2 0 0
0 0 3 1
0 0 0 3

���
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und ����
2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 3 1
0 0 0 3

����
����
2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 3 1
0 0 0 3

���
als Jordan’sche Normalformen.

Damit kommen wir nun zum Beweis des Struktursatz für nilpotente Operatoren, der auch den
Algorithmus enthalten wird, mit dem man Basen wir im Satz, und damit Jordanbasen bestimmen
kann.

Beweis von Theorem 1.101.10. Wir beweisen per Induktion, dass für jedes l P N und jeden φ-
invarianten Unterraum U � V mit dimpUq ¤ l eine Basis wie im Struktursatz gefordert existiert.
Für l � 0 ist U � t0u und die leere Basis leistet das gewünschte.

Sei also U ein l�1-dimensionaler φ-invarianter Unterraum von V . Dann ist auch ImφpUq � U
ein φ-invarianter Unterraum von V und dimpImφpUqq ¤ l: Wegen ImφpUq � U gilt sicherlich
dimpImφpUqq ¤ l � 1 und Gleichheit kann hier nur bestehen, wenn U � ImφpUq gilt, also wenn
φ : U Ñ U surjektiv ist. Dann ist aber auch φk : U Ñ U für jedes k surjektiv und damit U im
Bild von φk : V Ñ V für jedes k P N. Wegen U � t0u kann dann aber φ nicht nilpotent sein.

Wir können also die Induktionsvoraussetzung auf ImφpUq anwenden und erhalten Elemente
u1, . . . ,ul P ImφpUq und m1, . . . ,ml, derart dass die Elemente

φm1pu1q,φm1�1pu1q, . . . ,φpu1q,u1,φm2pu2q,φm2�1pu2q, . . . ,φpu2q,u2,
. . . ,φmlpulq,φml�1pulq, . . . ,φpulq,ul

eine Basis von ImφpUq bilden, und φmi�1puiq � 0 für alle 1 ¤ i ¤ l. Seien dann vi P U ein Urbild
von ui, also φpviq � ui. Setzt man dann ni � mi � 1 kann man die vi zu obiger Liste hinzufügen
und erhält

φn1pv1q,φn1�1pv1q, . . . ,φpv1q, v1,φn2pv2q,φn2�1pv2q, . . . ,φpv2q, v2,
. . . ,φnlpvlq,φnl�1pvlq, . . . ,φpvlq, vl

in U , wobei

φni�1pviq � φli�1puiq � 0

für alle 1 ¤ i ¤ l. Ich behaupte nun, dass diese Ansammlung von Vektoren linear unabhängig
ist, und durch Vektoren vl�1, . . . , vk P U X Kerpφq zu einer Basis von U ergänzt werden kann.
Setzt man noch die Zahlen ni � 0 für l � 1 ¤ i ¤ k, so haben wir eine Basis der gesuchten Form
gefunden.

Zur linearen Unabhängigkeit: Gegeben ai,j P K mit

0 �
ļ

i�1

ni̧

j�0

φjpviq � ai,j

so können wir φ anwenden und erhalten wegen φni�1pviq � 0,

0 �
ļ

i�1

ni̧

j�0

φj�1pviq � ai,j �
ļ

i�1

li̧

j�0

φjpuiq � ai,j .

Aber die hier auftauchenden Vektoren sind per Annahme linear unabhängig, also folgt ai,j � 0
für i ¤ i ¤ l und 0 ¤ j ¤ li, also 0 ¤ j   ni. Damit vereinfacht sich obige Gleichung zu

0 �
ļ

i�1

φnipviq � ai,ni �
ļ

i�1

φlipuiq � ai,ni

und dann schlägt die lineare Unabhängig dieser Vektoren noch einmal zu und liefert auch ai,ni � 0
für alle 1 ¤ i ¤ l.
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Zur Ergänzbarkeit: Ergänzen wir zunächst die obige Liste durch irgendwelche wl�1, . . . ,wk P
U zu einer Basis von U . Dann gilt sicherlich φpwmq P ImφpUq und damit lässt sich φpwmq also
Linearkombination der φjpuiq darstellen, etwa

φpwmq �
ļ

i�1

li̧

j�0

φjpuiq � ai,j �
ļ

i�1

li̧

j�0

φj�1pviq � ai,j

Aber dann tun die Elemente vm � wm�
°l
i�1

°li
j�0 φ

jpviq �ai,j für l�1 ¤ m ¤ k das gewünschte.
Damit ist die Existenz einer solche Darstellungsmatrix bewiesen. Die Eindeutigkeitsaussagen

werden eine Übung sein, und die Aussage über das Minimalpolynom ist hoffentlich klar. □

Es ergibt sich also folgender Algorithmus zur Bestimmung der Normalform eines nilpotenten
φ : V Ñ V , etwa mit φk � 0, k minimal mit dieser Eigenschaft:

(1) Bestimme Basen der Unterräume

V � Impφ0q � Impφq � Impφ2q � � � � � Impφk�1q � Impφkq � t0u,
(2) wähle eine Basis von Impφk�1q, und
(3) sind dann iterativ u1, . . . ,ul wie im Struktursatz für die Einschränkung von φ auf Impφmq

gegeben, so wähle Urbilder vi der ui, und ergänze alle bisher gefundenen Vektoren (also
alle φjpviq) durch Vektoren vl�1, . . . , vk von Kerpφq zu einer Basis von Impφm�1q.

(4) Profit.

Um die Jordan’sche Normalform und eine Jordanbasis einer Abbildung ψ : W Ñ W zu finden,
zerlegt man also Eigenwerte λ1, . . . ,λn von ψ, dann die Hauptraumzerlegung

W � Hptλ1
pψq ` . . .Hptλnpψq

mittels

Hptλ1
pψq � Kerppψ � idW � λiqmT�λpχψq oder Hptλ1

pψq � Kerppψ � idW � λiqmT�λpminψq,

je nachdem, ob man das Minimalpolynom oder das charakteristische Polynom zur Bestimmung
der Eigenwerte von ψ verwendet hat. Als dann wendet man obiges Verfahren auf jedes

ψ � idHptλi pψq � λi : Hptλipψq Ñ Hptλipψq,
welches

pψ � idHptλi pψq � λiq
mT�λpminψq � 0 und pψ � idHptλi

qmT�λpminψq�1 � 0

erfüllt.
Bevor wir diesen nun in ein paar Beispielen anwenden, sammeln wir noch einige nützliche

Beobachtungen, die uns das Leben erleichtern:

1.15. Beobachtung Oftmals (aber mit steigender Größe der Matrizen immer seltener) kann man
die Jordan’sche Normalform schon mithilfe der folgenden Aussage bestimmen, ohne eine volle
Jordanbasis zu bestimmen:

(1) Die Gesamtgröße der Jordanblöcke zu λ P K ist gerade die algebraische Vielfachheit von
λ im charakteristischen Polynom, also mT�λpχφq; das ist Teil von Theorem 1.41.4.

(2) Die Anzahl der Jordanblöcke zu λ P K ist gerade die geometrische Vielfachheit von λ,
also dimpEigλpφqq; das ist Teil von Theorem 1.101.10.

(3) Der Größe des größten Jordanblocks (oder Blöcke) zu λ P K ist gerade die algebraische
Vielfachheit von λ im Minimalpolynom, also mT�λpminφq; auch das ist Teil von Theorem
1.101.10.

Nun genug des Vorgeplänkels:

1.16. Beispiel (1) Betrachte etwa

A �

����
1 1 0 1
0 2 0 0
�1 1 2 1
�1 1 0 3

���P Matp4, 4,Qq
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Das charakteristische Polynom berechnet sich zu χA � T 4 � 8T 3 � 24T 2 � 32T � 16 �
pT � 2q4, insbesondere gilt Hpt2pAq0Q4 und HptλpAq � t0u für alle 0 � λ P Q. Das sagt
uns sofort, dass A ähnlich ist zu einer der Matrizen����

2 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2

���,

����
2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2

���,

����
2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 1
0 0 0 2

���,

����
2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 0
0 0 0 2

���,

����
2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 1
0 0 0 2

���
dies sind die einzigen möglichen Jordanmatrizen (bis auf Reihenfolge) mit einzigem Eigen-
wert 2. Um herauszufinden zu welcher dieser Matrizen A ähnlich ist, können wir nun
die Kriterien aus voriger Beobachtung heranziehen und berechnen zuerst mal die ge-
ometrische Vielfachheit der 2: Es gilt

Eig2pAq � kerpA� I4q � ker

����
�1 1 0 1
0 0 0 0
�1 1 0 1
�1 1 0 1

���

� ker

����
�1 1 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

���� tps� u, s, t,uq P Q4 | s, t,u P Qu

was als Basis etwa p1, 1, 0, 0q, p0, 0, 1, 0q, p1, 0, 0, 1q hat. Dieser Raum ist also 3-dimensional,
und damit muss es nach Beobachtung 1.151.15 auch drei Jordanblöcke in der Normalform
von A geben. Damit haben wir Glück und es bleibt überhaupt nur eine Möglichkeit
nämlich, dass A zur zweiten der obigen Jordanmatrizen ähnlich ist. Insbesondere gilt
minA � pT � 2q2.

Wir bestimmen noch eine Jordanbasis (die hierfür notwendigen Schritte würden auch
zwischen den obigen Optionen entscheiden, wären wir mit der geometrischen Vielfachheit
nicht in das Glück gelaufen, alle bis auf eine mögliche Jordanmatrix als Möglichkeit zu
eliminieren). Hierzu berechnen wir die iterierten Bilder von A� I4 � 2 (und nicht von A
selber! Das ist ein beliebter Fehler). Es gilt:

ImpA� 2 � I4q � xpA� 2 � I4q � ei | i � 1, 2, 3, 4y
� xp�1, 0,�1,�1q, p0, 0, 0, 0q, p�1, 0,�1,�1q, p�1, 0,�1,�1qy

was offenbar p�1, 0,�1,�1q als Basis besitzt. Und dann gilt

ImppA� 2 � I4q2q � xpA� 2 � I4q � p�1, 0,�1,�1qy � t0u,
was zum Beispiel auch von minA � pT � 2q2 erzwungen ist. Wir wählen also gemäß dem
Algorithmus oben p�1, 0,�1,�1q als Basis des Bildes von ImpA � I4 � 2q. Als nächstes
wählen wir von diesem Element ein Urbild, etwa p1, 0, 0, 0q und ergänzen diese beiden
Elemente durch Elemente von kerpA� I4 � 2q � Eig2pAq zu einer Basis von ImppA� I4 �
2q0q � Q4 (insbesondere ist in diesem konreten Fall keine Wiederholung dieses letzten
Schritts vonnöten). Zur Ergänzung kann man in unserem Fall etwa p1, 1, 0, 0q, p0, 0, 1, 0q
verwenden und erhält insgesamt, dass

D�1AD �

����
2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2

��� mit D �

����
�1 1 1 0
0 0 1 0
�1 0 0 1
�1 0 0 0

���
(2) Um ein Beispiel zu geben, bei dem man nicht so viel Glück hat, wie im vorigen betrachten

wir

B �

����
3 1 0 0
�1 1 0 0
1 1 3 1
�1 �1 �1 1

���P Matp4, 4,Qq
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Auch hier gilt χB � pT � 2q4, sodass es erstmal die gleichen fünf Möglichkeiten gibt.
Wieder berechnen wir also den Eigenraum

Eig2pAq � kerpB � I4 � 2q � ker

����
1 1 0 0
�1 �1 0 0
1 1 1 1
�1 �1 �1 �1

���

� ker

����
1 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0

���� tp�s, s,�t, tq P Q4 | s, t P Qu

was etwa p�1, 1, 0, 0q, p0, 0,�1, 1q als Basis hat. Damit muss es also zwei Jordanblöcke
geben, was die dritte und vierte Möglichkeit übrig lässt. Diese sind zum Beispiel vom
Minimalpolynom unterschieden: Die dritte hat pT � 2q2 und die vierte pT � 2q3 als
Minimalpolynom.

Fangen wir aber einfach wieder an eine Jordanbasis zu bestimmen und berechnen
die iterierten Bilder von B � I4 � 2. Es gilt

ImpB � I4 � 2q � xpB � I4 � 2q � ei | i � 1, 2, 3, 4y
� xp1,�1, 1,�1q, p1,�1, 1,�1q, p0, 0, 1,�1q, p0, 0, 1,�1qy

was offenbar p1,�1, 1,�1q, p0, 0, 1,�1q als Basis besitzt. Und dann gilt

ImppB � I4 � 2q2q � xpB � I4 � 2q � p1,�1, 1,�1q, pB � I4 � 2q � p0, 0, 1,�1qy � t0u.
Damit wissen wir dann, dass minB � pT � 2q2 lautet, der größte Jordanblock also nach
Beobachtung 1.151.15 nur Größe 2 haben kann und B damit ähnlich zur dritten der möglichen
Jordanformen ist.

Bestimmen wir nun noch eine Jordanbasis (auch die wird die Jordanmatrix natürlich
bestimmen): Wir wählen zuerst also Basis von ImpA � I4 � 2q die beiden Elemente
p1,�1, 1,�1q, p0, 0, 1,�1q. Dann wählen wir als Urbilder p1, 0, 0, 0q und p0, 0, 1, 0q hi-
ervon und brauchen nicht mehr weiter aufzufüllen. Wir erhalten also

D�1 �B �D �

����
2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 1
0 0 0 2

��� mit D �

����
1 1 0 0
�1 0 0 0
1 0 1 1
�1 0 �1 0

���
(3) Als drittes Beispiel nun eines wo man zuerst auch die Hauptraumzerlegung berechnen

muss. Sei also

C �
��3 �1 1
2 0 1
2 �3 4

�P Matp3, 3,Qq

Dann berechnet man χC � T 3 � 7T 2 � 15T � 9 � pT � 1qpT � 3q2. Aus Beobachtung
1.151.15 folgt dann, dass Hpt1pCq eindimensional und Hpt3pCq zweidimensional ist (und alle
anderen Haupträume verschwinden) und es bleiben die beiden Möglichkeiten��1 0 0

0 3 0
0 0 3

� und

��1 0 0
0 3 1
0 0 3

�
Um zwischen diesen Möglichkeiten zu entscheiden, reicht es wieder die geometrische
Vielfachheit des Eigenwerts 3 zu bestimmen. Es gilt

Eig3pCq � KerpC � I3 � 3q � Ker

��0 �1 1
2 �3 1
2 �3 1

�
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� Ker

��2 0 �2
0 �1 1
0 0 0

�� tps, s, sq P Q3 | s P Qu

was als Basis p1, 1, 1q hat. Damit gibt es nur einen Jordanblock zum Eigenwert 3, es
folgt, dass C ähnlich zur rechte der beiden Möglichkeiten ist und minC � χC gilt.

Um auch noch eine Jordanbasis zu berechnen, berechnen wir die beiden Haupträume.
Er lautet

Hpt1pCq � kerpC � I3 � 1q � ker

��2 �1 1
2 �1 1
2 �3 3

�
� ker

��2 �1 1
0 �1 1
0 0 0

�� ker

��1 0 0
0 �1 1
0 0 0

�� tp0, s, sq P Q3 | s P Qu

mit Basis p0, 1, 1q. Da dieser Raum eindimensional ist, bleibt nichts weiter zu tun.
Der andere Hauptraum lautet

Hpt3pCq � kerppC � I3 � 3q2q � ker

�� 0 0 0
�4 4 0
�4 4 0

�� ker

���1 1 0
0 0 0
0 0 0

�� tps, s, tq P Q3 | s P Qu

mit Basis p1, 1, 0q, p0, 0, 1q. Wir berechnen dann die iterierten Bilder von C � I3 � 3 auf
diesem Hauptraum:

ImC�I3�3pHpt3pCqq � xpC � I3 � 3q � p1, 1, 0q, pC � I3 � 3q � p0, 0, 1qy � xp�1,�1,�1q, p1, 1, 1qy
und was offenbar p1, 1, 1q als Basis hat. Es gilt auch

ImpC�I3�3q2pHpt3pCqq � xpC � I3 � 3q � p1, 1, 1qy � t0u
aber das wissen wir natürlich auch schon aus der Struktur des charakteristischen oder
Minimalpolynoms. Als dann nehmen wir p0, 0, 1q als Urbild und erhalten insgesamt:

D�1 � C �D �
��1 0 0
0 3 1
0 0 3

� mit D �
��0 1 0
1 1 0
1 1 1

�
Zum Schluss noch eine strukturelle Beobachtung, die sich aus der Existenz und Eindeutigkeit

der Jordan’schen Normalform ergibt:

1.17. Korollar Ist F � pT�λ1qn1 �� � ��pT�λkqnk P KrT s ein vollständig zerfallendes Polynom mit

λi � λj wenn i � j und sei n � °k
i�1 ni sein Grad. Dann ist die Menge der Ähnlichkeitsklassen

von n� n-Matrizen mit charakteristischem Polynom F endlich und genauer gilt

|tA P Matpn,n,Kq | χA � F u{�| �
ķ

i�1

ptpniq,

wo pt: NÑ N die Partitionsfunktion ist, also ptpnq die Anzahl der Zerlegungen von n als Summe
von positiven natürlichen Zahlen (bis auf Reihenfolge).

Etwa gilt ptp4q � 5, da 4 bis auf Reihenfolge genau die fünf Zerlegungen

4 � 1� 1� 1� 1, 4 � 2� 1� 1, 4 � 2� 2, 4 � 3� 1, 4 � 4

zulässt, was genau die fünf Jordanmatrizen mit charakteristischem Polynom pT�2q4 in den obigen
Beispielen geliefert hat. Die Partitionsfunktion besser zu verstehen ist ein typisches Problem der
Kombinatorik, das in wohl in jeder Vorlesung über diesen Bereich der Mathematik behandelt wird.

Proof. Jede Ähnlichkeitsklasse wie im Korollar ist nach Korollar 1.121.12 durch eine Jordanma-
trix repräsentiert, in der die Gesamtgröße der Jordanblöcke zum Eigenwert λi genau ni ist, und
diese ist eindeutig bis auf die Reihenfolge ihrer Jordanblöcke. Und die Größen der Jordanblöcke
einer Jordanmatrix mit einzigem Eigenwert λi liefert dann genau eine Partition von ni bis auf
Reihenfolge und umgekehrt liefert jede Partition eine solche Jordanmatrix. □
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Ähnlich kann man auch die Ähnlichkeitsklassen von Matrizen in Matpn,n,Kq mit gegebenem
(zerfallendem) Minimalpolynom pT � λ1qn1 � � � � � pT � λkqnk zählen, aber das Ergebnis ist etwas

komplizierter: Eine solche Ähnlichkeitsklasse entspricht einer Partition von n in genau k Zahlen
m1, . . . ,mk, und einer weiteren Partition von jedem mi in beliebig viele Teile, wobei der größte
Teil genau ni sein muss. Insbesondere ist aber auch diese Anzahl endlich.

Insbesondere sehen wir: Die Abbildungen

χ : Matpn,n,Cq{� ÝÑ CrT s, rAs ÞÝÑ χA

und

min: Matpn,n,Cq{� ÝÑ CrT s, rAs ÞÝÑ minA.

haben im Prinzip verstandene Bilder und Urbilder: Im oberen Falle besteht das Bild aus genau den
normierten Grad n Polynomen, im zweiten aus allen normierten Polynomen vom Grad höchstens
n und die Anzahl der Urbilder eines solchen Polynoms F lässt sich mittels der Primfaktorisierung
von F aus den Vielfachheiten seiner Nullstellen mit der Kombinatorik von Partitionen errechnen.
Man beachte, dass im Falle von χ jeweils genau ein einziges der Urbilder von F die diagonalisier-
baren Matrizen repräsentiert und im Falle von min nur bei einfachen Nullstellen von F überhaupt
diagonalisierbare Matrizen als Urbilder auftauchen können, und deren Anzahl ist dann genau die
Anzahl der Partitionen von n in k Teile, wo k die Anzahl der Nullstellen von F ist.

Damit sind also komplexen Matrizen bis auf Basiswechsel mittels der Jordan’sche Normalform
durch komplexe Polynome und Partitionen von natürlichen Zahlen vollständig klassifiziert!

2. Die Frobenius’sche Normalform

Wir wollen uns nun auf die Suche einer Normalform für Matrizen machen, deren charakteris-
tisches und Minimalpolynom nicht unbedingt in Linearfaktoren zerfällt. Als erstes Problem stellt
sich die Frage, wie eine solche Normalform aussehen soll: Im Falle der Jordan’schen Normal-
form hatten wir die Jordanblöcke Jλpnq für λ ein Eigenwert der gegebenen Matrix als Bausteine
isoliert. Zerfällt aber das charakteristische Polynom nicht mehr in Linearfaktoren reichen diese
nicht aus: Wir müssen für jedes Primpolynom im Grundkörper irgendein Analog des Jordanblock
bereitstellen. Die grundlegende Beobachtung hierfür bedarf folgender Definition:

2.1. Definition Sei K ein Körper, V ein K-Vektorraum und φ : V Ñ V K-linear. Dann heißt
ein φ-invarianter Unterraum U � V φ-zyklisch (φ-cyclic), falls es ein v P U gibt, derart dass

tw P V | Di P N : w � φipvqu � U

ein K-Erzeugendensystem von U bildet. In diesem Falle heißt v ein φ-Erzeuger (φ-generator) von
U .

2.2. Lemma Sei K ein Körper, V ein K-Vektorraum und φ : V Ñ V K-linear. Ist dann
U � V ein φ-invarianter Unterraum, der eine nummerierte Basis b1, . . . , bn besitzt, derart dass
Mpφ|U , b, bq � Jλpnq ein Jordanblock zu λ P K ist, so ist U φ-zyklisch mit φ-Erzeuger bn.

Beweis. Wir müssen zeigen, dass bn,φpbnq, . . . ,φipbnq, . . . ein Erzeugendensystem von U
bilden; nennen wir den Unterraum, den diese Vektoren aufspannen einmal U 1. U 1 ist dann offenbar
φ-invariant. Da U von den bi aufgespannt wird, reicht es nun zu zeigen, dass bi P U 1 für alle i ¤ n
gilt und wir zeigen hierfür per Induktion über k, dass (entweder k ¥ n oder) bn�k P U 1. Der Fall
k � 0 stimmt natürlich per Definition. Es ist nun Mpφ|U , b, bq � Jλpnq äquivalent zu

φpbiq � bi � λ� bi�1 und φpb1q � b1 � λ
für 1   i ¤ n. Ist daher k � 1   n so haben wir bn�pk�1q � φpbn�kq � bn�k � λ. Per Induk-
tionsannahme gilt aber bn�k P U 1 und da U 1 φ-invariant ist, folgt φpbn�kq P U 1 und damit auch
bn�pk�1q P U 1 wie gewünscht. □

Aber für φ-zyklische Unterräume, kann man immer eine Normalform angeben:
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2.3. Satz Sei K ein Körper, V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und φ : V Ñ V K-linear,
derart dass V φ-zyklisch mit φ-Erzeuger v ist. Sei weiter k P N die größte Zahl derart, dass die
Elemente

v,φpvq,φ2pvq, . . . ,φk�1pvq
verschieden und linear unabhängig sind.

Dann bilden diese Elemente eine Basis b von V , insbesondere gilt dimKpV q � k und es gibt
ein eindeutiges Polynom F P KrT s vom Grad höchstens k � 1 mit

φkpvq � pF pφqqpvq.

Ist dann G � T k � F P KrT s so gilt

minφ � G � χφ und Mpφ, b, bq � CG,

wo CG die Begleitmatrix von G ist.

Basen wie in diesem Satz wollen wir ebenfalls φ-zyklisch nennen. Zur Erinnerung: Die Be-
gleitmatrix zu einem normierten Polynom G � T k � F P KrT s mit F vom Grad höchstens k � 1
ist durch

CG �

�����������

0 0 0 . . . 0 0 F0

1 0 0 . . . 0 0 F1

0 1 0 . . . 0 0 F2

0 0 1 . . . 0 0 F3

...
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . 1 0 Fk�2

0 0 0 . . . 0 1 Fk�1

����������
gegeben.

Der Beweis wird eine Übungsaufgabe sein.

2.4. Korollar Ist λ P K so sind die beiden n�n-Matrizen Jλpnq und CpT�λqn ähnlich zu einander.

Beweis. Nach Lemma 2.22.2 ist Kn Jλpnq-zyklisch und es gilt offenbar χJλpnq � pT�λqn, sodass
die Aussage aus dem vorigen Satz folgt. □

2.5. Bemerkung Ausgeschrieben hat man nach dem Binomischen Lehrsatz

CpT�λqn �

�����������

0 0 0 . . . 0 0 p�1qn � �n0� � λn
1 0 0 . . . 0 0 p�1qn�1 � �n1� � λn�1

0 1 0 . . . 0 0 p�1qn�2 � �n2� � λn�2

0 0 1 . . . 0 0 p�1qn�3 � �n3� � λn�3

...
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . 1 0 p�1q2 � �n2� � λ2
0 0 0 . . . 0 1 p�1q1 � �n1� � λ

����������
Zum Beispiel gilt CTn � Npnqt � J0pnqt und offenbar ist Npnq ähnlich zu Npnqt indem man die
Reihenfolge der Basis umdreht, also

B�1 � J0pnq �B � CTn mit B �

�����
0 0 . . . 1
...

... . .
. ...

0 1 . . . 0
1 0 . . . 0

����.
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Man kann eine Basiswechselmatrix zwischen Jλpnq und CpT�λqn auch allgemein explizit angeben:

B �

���������

0 0 0 . . . 0 1
0 0 0 . . . 1

�
n
1

� � λ
...

...
...

...
...

0 0 1 . . .
�
n�1
2

� � λn�3
�
n
2

� � λn�2

0 1 2 � λ . . .
�
n�1
1

� � λn�2
�
n
1

� � λn�1

1 λ λ2 . . . λn�1 λn

��������
Mittels Korollar 2.42.4 sehen wir, dass eine Zerlegung in Jordanblöcke wie in der Jordan’schen

Normalform also im wesentlichen äquivalent zu einer Zerlegung in Begleitmatrizen zu Potenzen
von linearen Polynomen ist (wobei diese Begleitmatrizen wohl sehr viel komplizierter erscheinen).
Eine Zerlegung in Begleitmatrizen lässt sich aber im Gegensatz zu einer Zerlegung in Jordanblöcke
offenbar verallgemeinern: Wir können allgemein versuchen eine beliebige gegebene Matrix mit-
tels Basiswechsel in eine Blockmatrix mit Begleitmatrizen zu Potenzen der im Minimalpolynom
vorkommenden Primpolynome umzuwandeln. Das ist tatsächlich immer möglich, aber wir werden
diese sogenannte Weierstraß’sche Normalform erst im übernächsten Abschnitt erreichen. In diesem
Abschnitt wollen wir erst einmal die Frobenius’sche Normalform erreichen, die etwas gröber ist,
aber andere Vorteile hat; sie ist ebenfalls eine Darstellung als Blockmatrix, deren Blöcke Begleit-
matrizen sind. Aus Satz 2.32.3 lesen wir erstmal ab:

2.6. Beobachtung Sei K ein Körper, V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und φ : V Ñ V
K-linear. Ist dann V � U1 ` � � � `Un eine Zerlegung in φ-zyklische Unterräume mit φ-zyklischen
Basen bi, so gilt für die zusammengefügte Basis b

Mpφ, b, bq �

�����
CF1 0 . . . 0
0 CF2

. . . 0
...

...
...

0 0 . . . CFn

����,

wobei die Fi die charakteristischen und auch die Minimalpolynome der Einschränkungen φ : Ui Ñ
Ui sind.

Um eine solche Form zu finden, reicht es also V in eine Summe von φ-zyklischen Unterräumen
zu zerlegen. Dies ist nicht ganz so einfach: Es stimmt zum Beispiel nicht, dass es zu jedem φ-
invarianten Unterraum U � V ein Komplement gibt, dass ebenfalls wieder φ-invariant ist: Ist
etwa V � K2 und φ durch Jλp2q für irgendein λ P K gegeben, so ist xe1y � K � t0u φ-invariant,
aber ein jedes Komplement W muss von einem Vektor pa, bq P K2 mit b � 0 aufgespannt sein, und
es gilt

Jλp2q � pa, bq � pa � λ� b, b � λq,
was nie ein Vielfaches von pa, bq ist, und damit nicht in W enthalten; W ist also nie φ-invariant.
Die wohl naivste Strategie eine Vektorraum V in φ-zyklische Unterräume zu zerlegen, nämlich

(1) sich einfach Vektor v P V zu schnappen und U � xv,φpvq,φ2pvq, . . . y zu definieren,
(2) und sich, falls noch nicht U � V gilt, ein φ-invariantes KomplementW von U herzunehmen

mit dem das Prozedere mit W an Stelle von V zu wiederholen

zum Scheitern verurteilt.
Um eine solche Zerlegung zu erreichen, muss man also etwas mehr Hirnschmalz investieren.

Es bietet sich folgende konzeptionelle Übersetzung an: Ist K ein Körper, V ein K-Vektorraum
und φ : V Ñ V K-linear, so liefert die Abbildung

V �KrT s ÝÑ V , pv,F q ÝÑ pF pφqqpvq
eine KrT s-Modulstruktur auf V , die die K-Vektorraumstruktur erweitert.

2.7. Definition Wir bezeichnen diese KrT s-Modulstruktur auf V als die von φ induzierte und
den resultierenden KrT s-Modul mit Vφ.
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Man beachte: Die unterliegende Menge von Vφ hängt nicht von φ ab (sie ist einfach durch V
gegeben), die KrT s-Modulstruktur aber schon.

2.8. Beobachtung Es lassen sich nun alle benötigten Konzepte für eine Zerlegung in φ-zyklische
Unterräume in Begriffe der linearen Algebra über KrT s übersetzen. Ist V ein K-Vektorraum,
φ : V Ñ V K-linear und U � V ein K-Untervektorraum so gilt:

(1) U ist genau dann φ-invariant, wenn U ein KrT s-Untermodul von Vφ ist, und
(2) in diesem Falle ist ein Element v P U ist ein φ-Erzeuger von U genau dann, wenn

U � xvyKrT s � Vφ gilt. Insbesondere ist U φ-zyklisch, genau dann wenn U � Vφ sich
als KrT s-Modul von einem Element erzeugen lässt (solche Moduln nennt man ebenfalls
zyklisch (cyclic).

(3) Eine Zerlegung von V als direkte Summe (über K) von φ-invarianten Unterräume ist das
gleiche wie eine Zerlegung als direkte Summe (über KrT s) von Vφ in KrT s-Untermoduln,
und

(4) eine Zerlegung von V in φ-zyklische Unterräume ist das gleiche wie eine Zerlegung von
Vφ in zyklische KrT s-Untermoduln.

(5) U ist φ-zyklisch mit φ-Erzeuger v und Minimalpolynom F von φ|U genau dann, wenn
die KrT s-lineare Abbildung

KrT s ÝÑ Vφ, G ÞÝÑ G � v r� pGpφqqpvqs
eine Isomorphismus

KrT s{xF y ÝÑ U

induziert.

Um das Prozedere zu beginnen haben wir nun folgende Beschreibung von Vφ:

2.9. Satz Sei K ein Körper, V ein K-Vektorraum, φ : V Ñ V K-linear. Betrachte dann die
beiden KrT s-linearen Abbildungen

V rT s id�T�φrT sÝÝÝÝÝÝÝÑ V rT s canÝÝÑ Vφ,

wo can die eindeutige KrT s-lineare Abbildung mit canpvq � v, und damit canpv � T iq � φipvq, für
alle v P V ist.

Dann ist die linke Abbildung injektiv, die rechte surjektiv und es gilt Kerpcanq � ImpT � id �
φrT sq.

In Matrizensprache, also falls V � Kn ist dies äquivalent die Komposition

KrT sn T �In�AÝÝÝÝÝÑ KrT sn canÝÝÑ Kn
A,

wobei canpeiq � ei.
Die Abbildungen id � T � φrT s : V rT s Ñ V rT s, beziehungsweise T � In � A : KrT sn Ñ KrT sn

heißen auch die charakteristischen Abbildungen (characteristic maps) von φ beziehungsweise A,
da ihre Determinanten ja das charakteristische Polynom von φ und A liefern.

Proof. Dass can surjektiv ist, ist hoffentlich offensichtlich, und dass ImpT � id � φrT sq �
Kerpcanq gilt, folgt aus

canppid � T � φrT sqpv � T iqq � canpV � T i�1q � canpφrT spvqq � T i � φi�1pvq � φi�1pvq � 0.

Dass auch die umgekehrte Inklusion gilt, sieht man am leichtesten per Induktion über den Grad:
Das einzige Element vom Grad 0 in V rT s, welches in kerpcanq liegt ist 0, was sicherlich auch im

Bild der linken Abbildung enthalten ist. Und ist etwa F � °k�1
i�0 vi �T i ein Element von Kerpcanq,

so schreiben wir

F � rvk�1 � T k�1 � φpvk�1q � T ks � rφpvk�1q � T k �
ķ

i�0

vi � T is
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und beobachten, dass der linke Term wegen φpvk�1q �T k � φrT spvk�1q offenbar im Bild der linken
Abbildung liegt, und damit insbesondere in kerpcanq. Aber dann liegt auch der rechte in diesem
Kern, damit per Induktionsannahme im Bild und damit liegt auch F selber im Bild.

Mit einem ähnlichen Argument ist auch die linke Abbildung injektiv: Für 0 � F P V � V rT s
von Grad k hat pid � T � φrT sqpF q als k � 1-ten Koeffizienten den k-ten Koeffizienten von F und
verschwindet damit nicht. □

Wir können also Vφ vollständig durch die charakteristische Abbildung id � T � φrT s : V rT s Ñ
V rT s beschreiben. Genauer, ist Vφ der Kokern dieser Abbildung: Gegeben einen R-ModulM und
einen R-Untermodul N �M , so definiert die Relation

m �N m1 : ùñ m�m1 P N
eine Äquivalenzrelation auf M , die sogar eine Kongruenzrelation bezüglich

� : M �M ÝÑM und �M �R ÝÑM

ist. Insbesondere erbt die Menge der Äquivalenzklassen M{N � M{� eine R-Modulstruktur für
die Projektion M ÑM{N R-linear ist.

Diese Konstruktion war uns für Vektorräume schon im letzten Semester begegnet (wir hatten

dimpV {W q � dimpV q � dimpW q in einer Übung nachgewiesen), und für M � R war sie die
Grundlage der Konstruktion von Quotientenringen wie C � RrT s{xT 2 � 1y, siehe Satz 5.135.13. Der
R-Modul M{N heißt in dieser Allgemeinheit der Quotientenmodul (quotient module) von M nach
N und man setzt:

2.10. Definition Ist ψ : M Ñ M 1 R-linear, so heißt M{Impψq der Kokern (cokernel) cokerpψq
von ψ.

Obwohl diese Konstruktion etwas abstrakter als die des Kerns einer linearen Abbildung ist,
ist sie in vieler Hinsicht nicht komplizierter. Etwa liefert Nachschalten der Inklusion kerpψq ÑM
einen Isomorphismus

LinRpN , kerpψqq ÝÑ tf : N ÑM | ψ � f � 0u
und Vorschalten mit der Projektion M 1 Ñ cokerpψq liefert einen Isomorphismus

LinRpcokerpψq,Nq ÝÑ tf : M 1 Ñ N | f � ψ � 0u,
wie man leicht prüft.

Wir halten also als Umformulierung von Satz 2.92.9 fest:

2.11. Korollar Sei K ein Körper, V ein K-Vektorraum, φ : V Ñ V K-linear. Dann liefert die
kanonische Abbildung V rT s Ñ Vφ einen Isomorphismus

cokerpidV rT s � T � φrT sq ÝÑ Vφ.

von KrT s-Moduln.

Den Vektorraum V in φ-zyklische Unterräume zu zerlegen (und damit eine Blockbegleitmatrix
für φ zu finden), ist also das gleiche wie cokerpidV rT s � T � φrT sq als direkte Summe von KrT s-
Untermoduln mit jeweils einem Erzeuger zu schreiben.

2.12. Beispiel (1) Der Kokern einer linearen Abbildung a : RÑ R ist im wesentlichen per
Definition gerade R{xay.

(2) Etwas allgemeiner ist für A P Matpn,n,Rq eine Diagonalmatrix mit Diagonaleinträgen
a1, . . . , an

cokerpAq � Rn{ImpAq � R{xa1y � � � � �R{xany.
(3) Und noch etwas allgemeiner: Ist ψ : M Ñ M 1 R-linear und M ,M 1 haben Basen b und

b1 der Längen n und m, derart dass Mpψ, b, b1q außerhalb der Diagonale verschwindet, so
liefert der Isomorphismus Lb1 : R

m ÑM 1 einen Isomorphismus

cokerpψq ÝÑ R{xa1y � � � � �R{xamy
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falls n ¥ m gilt und

cokerpψq ÝÑ R{xa1y � � � � �R{xany �Rm�n

falls m ¥ n gilt, wobei die ai die Diagonaleinträge von Mpψ, b, b1q sind.
In diesem Falle ist der Kokern von ψ also in jedem Falle als Summe der (Urbilder

der) zyklischen Unterräume

R{xa1y � 0� � � � � 0, 0�R{xa1y � � � � � 0, . . .

mit Erzeugern e1, e2, . . . zerlegt.
(4) Für eine allgemein lineare Abbildung ist der Cokern (ebenso wie der Kern) nicht leicht

direkt zu beschreiben. Arbeiten wir mit Vektorräumen über Körpern, so war es aber
eine Übungsaufgabe im letzten Semester zu zeigen, dass dimpW {V q � dimpW q�dimpV q
und damit folgt für φ : V Ñ V 1

dimpcokerpφqq � dimpV 1q � dimpImpφqq � dimpV 1q � pdimpV q � dimpkerpφqq
oder etwas schöner

dimpcokerpφqq � dimpV q � dimpkerpφqq � dimpV 1q.

Um dieses Beispiel auf die Abbildung id � T � φrT s : V rT s Ñ V rT s beziehungsweise in Ma-
trizenschreibweise In � T �A : KrT sn Ñ KrT sn anwenden zu können, haben wir dann:

2.13. Theorem Gegeben einen endlich-dimensionalen K-Vektorraum, etwa dimKpV q � n, und
einen K-linearen Endomorphismus φ : V Ñ V , so gibt es nummierte KrT s-Basen b und b1 von
V rT s (notwendigerweise der Länge n) und normierte Polynome G1, . . . ,Gn und

MpidV rT s � T � φrT s, b, b1q �

�����
G1 0 . . . 0
0 G2 . . . 0
...

...
...

0 0 . . . Gn

���� und Gi | Gi�1

für 1 ¤ i   n.
Die Polynome G1, . . . ,Gn (nicht aber die Basen b, b1) sind durch die Bedingung eindeutig

bestimmt.

Die Polynome Gi aus obigem Satz heißen die Elementarteiler (elementary divisors) von id �
T � φrT s. Wir werden sie im Zuge des Elementarteilersatzes im nächsten Abschnitt allgemeiner
definieren und auch Theorem 2.132.13 dort beweisen. Wenden wir es aber nun mittels des bisher
aufgebauten Programms an, so erhalten wir:

2.14. Korollar (Frobenius’sche Normalform) Sei K ein Körper, V ein endlich dimensionaler K-
Vektorraum und φ : V Ñ V K-linear, so gibt es eine nummerierte Basis b von V und normierte
Polynome F1, . . . ,Fk P KrT s, derart dass

Mpφ, b, bq �

�����
CF1 0 . . . 0
0 CF2

. . . 0
...

...
...

0 0 . . . CFk

���� und Fi | Fi�1

für alle 1 ¤ i   k.
Weiterhin sind die Zahl k und die Polynome Fi (nicht aber die Basis b) als die nicht-konstanten

Elementarteiler der charakteristischen Abbildung von φ eindeutig bestimmt, und es gelten

minφ � Fk und χφ � F1 � � � � � Fk.
2.15. Definition Die Polynome F1, . . . ,Fk aus obigem Korollar heißen die invarianten Faktoren
(invariant factors) von φ.
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In Matrizensprache, sind die invarianten Polynome einer Matrix A P Matpn,n,Kq also gerade
die nicht konstanten Elementarteiler von T � In �A P Matpn,n,KrT sq.

Man beachte insbesondere, dass die Existenz der Frobenius’schen Normalform noch einmal
den Satz von Cayley und Hamilton in seiner vollen Stärke impliziert: Das Minimalpolynom teilt
das charakteristische Polynom und beiden haben die gleichen Primfaktoren.

Beweis. Der Existenzbeweis besteht jetzt nur noch aus Zusammenstöpseln: Theorem 2.132.13
liefert zusammen mit Korollar 2.112.11 und Beispiel 2.122.12 Isomorphismen

Vφ ÐÝ cokerpidV rT s � T � φrT sq ÝÑ KrT s{xG1y � � � � �KrT s{xGny,

wobei n � dimpV q und etwa G1, . . . ,Gn die Elementarteiler von idV rT s � T � φrT s sind. Gilt
etwa Gm � 1 aber Gm�1 � 1, so folgt erstmal Gi � 1 für alle 1 ¤ i ¤ m. Da KrT s{x1y � t0u
gilt, verschwinden in obiger Zerlegung die ersten m Faktoren. Setzen wir dann k � n �m und
Fi � Gm�i für 1 ¤ i ¤ k, erhalten wir

Vφ � KrT s{xF1y � � � � �KrT s{xFky

mit normierten nicht-konstanten Polynomen Fi. Das entspricht nach Beobachtung 2.82.8 genau einer
Zerlegung von V als direkte Summe von φ-zyklischen Unterräumen Ui mit Minimalpolynom Fi.
Aber nach Satz 2.32.3 liefern dann zyklische Basen der Ui die gewünschte Blockdiagonalgestalt.

Für die Eindeutigkeit müssen wir zeigen, dass die Elementarteiler von

In � T �

�����
CF1 0 . . . 0
0 CF2 . . . 0
...

...
...

0 0 . . . CFk

�����
�����
In1 � T � CF1 0 . . . 0

0 In2
� T � CF2

. . . 0
...

...
...

0 0 . . . Ink � T � CFk

����
mit Fi | Fi�1 gerade die Fi sind (wobei degpFiq � ni). Da die charakteristischen Matrizen ähnlicher
Matrizen offenbar wieder ähnlich sind folgt die Eindeutigkeit dann aus der der Elementarteiler.

Hierfür reicht es offenbar zu zeigen, dass

In � T � CG �

���������

T 0 0 . . . 0 0 G0

�1 T 0 . . . 0 0 G1

0 �1 T . . . 0 0 G2

...
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . �1 T Gn�2

0 0 0 . . . 0 �1 T �Gn�1

��������
zu

�����
1 . . . 0 0
...

...
...

0 . . . 1 0
0 . . . 0 G

����

für jedes normierte Polynom G von Grad n assoziiert ist, also zum Beispiel, dass die beiden sich
durch elementare Zeilen- und Spaltenoperationen in KrT s ineinander überführen lassen.

Dafür addiert man bei der linken Matrix das T -fache der letzten Zeile auf die vorletzte, dann
das T -fache der neuen vorletzten auf die davor und so weiter, und erhält���������

0 0 0 . . . 0 0 Tn � Tn�1Gn�1 � � � � � TG1 �G0

�1 0 0 . . . 0 0 Tn�1 � Tn�2Gn�1 � � � � � TG2 �G1

0 �1 0 . . . 0 0 Tn�2 � Tn�3Gn�1 � � � � � TG3 �G2

...
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . �1 0 T 2 � TGn�1 �Gn�2

0 0 0 . . . 0 �1 T �Gn�1

��������
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hier ist nun die oberste, rechte Eintrag G und den rechten Eintrag in der i-ten Zeile mit i ¡ 1
kann man durch Addition eines Vielfachen der i-ten Spalte verschwinden lassen. Das Ergebnis ist���������

0 0 0 . . . 0 0 G
�1 0 0 . . . 0 0 0
0 �1 0 . . . 0 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . �1 0 0
0 0 0 . . . 0 �1 0

��������
Zeilen tauschen und mit �1 multiplizieren, umrühren, fertig. □

Die Frobeniusnormalform ist von sehr anderer Gestalt als die Jordan’sche Normalform: Selbst
für diagonalisierbares φ liefert sie keine Diagonalmatrix, sobald φ mehr als einen Eigenwert hat:
Etwa sind für λ � µ in K �

λ 0
0 µ



und

�
0 �λ � µ
1 λ� µ



ähnlich: Die rechte Matrix ist die Begleitmatrix des Polynoms pT � λq � pT � µq � T 2 � pλ �
µqT �λ �µ, sodass das dritte Diagonalisierbarkeitkriterium zuschlägt. Die rechte Matrix ist somit
die Frobenius’sche Normalform der linken. Der Grund für dieses Phänomen ist simpel: In die
Konstruktion der Frobeniusnormalform gehen die Eigenwerte (oder überhaupt das Faktorisieren
irgendwelcher Polynome) nicht ein. Deshalb heißt sie oft auch die rationale Normalform. Sie lässt
sich über jedem Körper vollständig konstruktiv bestimmen, was offensichtlich sein wird, sobald
wir wissen wie man invariante Faktoren berechnet.

Die Frobeniusnormalform liefert aber trotz ihrer Unhandlichkeit viel strukturelle Einsicht.
Insbesondere erhalten wir sofort:

2.16. Korollar Zwei Matrizen A,B P Matpn,n,Kq sind ähnlich genau dann, wenn sie die gleichen
invarianten Faktoren haben.

Die gleiche Aussage stimmt natürlich für die Jordan’sche Normalform, aber diese existiert
nicht immer und lässt sich nur algorithmisch bestimmen, wenn man die Eigenwerte von A und B
kennt. Die Frobenius Nomalform liefert hingegen einen vollständig algorithmischen Weg für zwei
Matrizen A,B P Matpn,n,Kq zu bestimmen, ob A und B ähnlich sind oder nicht, und das über
einem beliebigen Körper. Zum Beispiel erhält man sofort:

2.17. Korollar Ist ι : K Ñ L ein Körperhomomorphismus und A,B P Matpn,n,Kq zwei Ma-
trizen, so gilt: Sind ι�A und ι�B über L ähnlich, so sind schon A und B über K ähnlich.

Gibt es also etwa zu zwei reellen Matrizen A,B eine komplexe invertierbare Matrix C mit
C�1AC � B, so muss es auch eine reelle Matrix anstelle von C geben die das gleiche leistet. Diese
Aussage ist gar nicht leicht direkt zu sehen. Man vergleiche sie auch mit der analogen Aussage
bezüglich Kongruenz anstatt Ähnlichkeit, die überhaupt nicht stimmt: Die beiden Matrizen�

1 0
0 1



und

�
1 0
0 �1



sind über C aber nach dem Sylvester’schen Trägheitssatz nicht über R kongruent zu einander.

2.18. Korollar Ist K ein Körper und A P Matpn,n,Kq so ist A ähnlich zu At.

Proof. Die charakteristischen Abbildungen von A und At haben offenbar die gleichen Ele-
mentarteiler, also die beiden Matrizen die gleichen invarianten Faktoren. □

Insbesondere folgt etwa mAtpλq � mApλq für alle λ P K und A P Matpn,n,Kq und damit
auch:

2.19. Korollar Ist pV , r�,�sq ein endlich dimensionaler komplex euklidischer Vektorraum und
φ : V Ñ V C-linear, dann stimmen für jedes λ P C die geometrische Vielfachheit von λ in φ mit
der von λ in φ: überein.
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Für normales φ hatten wir sogar die Gleichheit

Eigλpφ:q � Eigλpφq
in den Übungen bewiesen, die aber im allgemeinen nicht stimmt. Dennoch haben diese Eigenräume
immer die gleiche Dimension.

2.20. Bemerkung Korollar 2.182.18 ist über allgemeinen Ringe nicht wahr: Die beiden Matrizen

A �
�
1 �5
3 �1



und At �

�
1 3
�5 �1



in Matp2, 2,Zq sind nicht ähnlich zu einander. Das kann man elementar überprüfen, aber ich werde
an dieser Stelle nicht erklären wie man dieses Beispiel findet.

Es zeigt jedenfalls, dass es keine vom Körper unabhängige Matrix B P Matpn,n,Zq mit B�1 �
A �B � At P Matpn,n,Kq für jeden Körper K gibt: Da A und At über Z nicht ähnlich sind, kann
so ein B nicht invertierbar sein, es kann also detpBq P Z nicht 1 oder �1 sein. Aber bei detpBq � 0
ist B ja über keinem Körper invertierbar, und sonst hat detpBq einen Primteiler p und dann ist
B P Matpn,n,Z{pq nicht invertierbar.

Diese Tatsache macht Korollar 2.182.18 umso bemerkenswerter: Sie stimmt über jedem Körper,
aber in gewisser Weise hängt der Grund wegen dem sie stimmt, von Körper ab!

Ich nenne noch eine weitere strukturelle Eigenschaft:

2.21. Korollar Ist K ein Körper und A P Matpn,n,Kq, so sind äquivalent:

(1) minA � χA
(2) A hat nur einen invarianten Faktor
(3) A ist zur Begleitmatrix CG für ein normiertes Polynom G P KrT s von Grad n ähnlich.

Das folgt direkt aus der Berechnung von minA und χA in Theorem 2.142.14.

3. Die Elementarteilerform

Es bleibt also aus dem vorigen Kapitel noch Theorem 2.132.13 zu beweisen. Es folgt aus folgender
sowohl allgemeinerer als auch schärferer Version:

3.1. Theorem (Elementarteilersatz) Ist R ein euklidischer Ring und A P Matpn,m,Rq, so gibt
es eine Folge von elementaren Zeilen und Spaltenoperationen, die A in eine Matrix der Form������������

a1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 a2 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 . . . ak 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 . . . 0 0 . . . 0

�����������
mit ai | ai�1

und ak � 0 überführt.
Die Zahl k P N und auch die ai sind (bis auf Multiplikation mit Einheiten) eindeutig dadurch

bestimmt, dass obige Matrix assoziiert zu A ist.

3.2. Definition Die Elemente a1, . . . , ak aus obigem Satz heißen die Elementarteiler (elementary
divisors) der Abbildung ψ.

Um ihre Unbestimmtheit vollständig zu eliminieren besteht man im Falle R � KrT s wie üblich
darauf, dass die Elementarteilter normierte Polynome sind und im Falle R � Z, dass sie positiv
sind.

Gegeben diese Konvention verallgemeinert diese Definition dann die der Elementarteiler der
charakteristischen Abbildung idV rT s � T � φrT s.
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3.3. Bemerkung (1) Man erinnere sich an den Rangsatz 7.147.14, der besagt dass für einen
Körper K und eine beliebige lineare Abbildung ψ : V Ñ W endlich dimensionaler Vek-
torräume sogar nummerierte Basen b von V und b1 von W existieren, sodass

Mpψ, b, b1q �

����������

1 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
0 . . . 1 0 . . . 0
0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
0 . . . 0 0 . . . 0

���������
,

und dass die Anzahl der Einsen in dieser Darstellung genau der Rang von ψ ist. Der
Elementarteilersatz erweitert also den Rangsatz von endlich dimensionalen Vektorräumen
über Körpern auf diejenigen Moduln über euklidischen Ringen, die immer noch eine
endliche Basis besitzen.

(2) Im englischen Sprachraum, heißt die obige Normalform einer linearen Abbildung häufig
die Smith-Normalform nach dem Iren Henry John Smith (1826 - 1883); im deutschen
Sprachraum wird oft einfach von der Elementarteilerform gesprochen.

Bevor wir zum Beweis schreiten, überlegen wir uns nun, dass der Elementarteilersatz wirklich
Theorem 2.132.13 impliziert. Dafür einige allgemeine Vorüberlegungen:

Wie schon beim Gauß-Algorithmus für Matrizen über einem Körper, den wir für den Existen-
zteil des Beweises einfach nur etwas anpassen müssen, sind elementare Spaltenoperationen durch
Multiplikation mit Elementarmatrizen von rechts gegeben, und elementare Zeilenoperationen mit
diesen von links. Sammelt man also die benötigten Zeilen- beziehungsweise Spaltenoperationen
durch Multiplikation der zugehörigen Elementarmatrizen zusammen erhält man invertierbare Ma-
trizen B P GlnpRq und C P GlmpRq mit

B �A � C �

������������

a1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 a2 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 . . . ak 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 . . . 0 0 . . . 0

�����������
,

was die Assoziiertheit zwischen A und der rechten Matrix bezeugt; mit anderen Worten: Ist R ein
euklidischer Ring und A P Matpn,m,Rq, so gibt es B P GlnpRq und C P GlmpRq, sodass B �A �C
Elementarteilerform hat. Oder nochmal anders formuliert:

3.4. Korollar Ist R ein euklidischer Ring, M ,M 1 R-Moduln die endliche Basen besitzen und
φ : M Ñ M 1 R-linear, dann gilt es nummerierte Basen b von M und b1 von M 1, derart dass
Mpφ, b, b1q Elementarteilerform, mit bis auf Assoziiertheit eindeutigen Elementarteilern, hat.

Aus der etwas stärkeren Formulierung des Elementarteilersatzes erhalten wir aber zusätzlich
noch:

3.5. Korollar Ist R euklidisch und eine Matrix A P Matpn,n,Rq invertierbar, so lässt sich A als
Produkt von Elementarmatrizen schreiben.

3.6. Bemerkung Korollar 3.43.4 gilt in etwas größerer Allgemeinheit als nur für euklidische Ringe:
Es gilt in exakt dieser Form für einen Integritätsbereich R genau dann, wenn jeder Untermodul
von R zyklisch ist. Solche Ringe heißen Hauptidealbereiche und sie teilen viele Eigenschaften mit
euklidischen Ringen (etwa gilt das Lemma von Bézout auch in ihnen, beinahe per Definition). Das
vielleicht einfachste Beispiel eines Hauptidealbereichs, das kein euklidischer Ring ist, ist wohl

Zr 2
?�19s � ta� b � 2

?�19 P C | a, b P Zu,
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aber das einzusehen geht weit über diese Vorlesung hinaus.
Korollar 3.53.5 hingegen ist ein relativ subtile Eigenschaft euklidischer Ringe, die von Hauptide-

alringen im Allgemeinen nicht mehr allgemein geteilt wird. Wir werden des Elementarteilersatzes
im Detail in der Form von Theorem 3.13.1 über euklidischen Ringen besprechen und ich werde
die nötigen Modifikationen für Hauptidealringe am Ende des Abschnitts kurz besprechen. Die
Kurzversion ist einfach, dass meinen einen neuen, vierten Typ von Elementarmatrizen benötigt.

Nun zur Frobeniusnormalform:

Beweis von Theorem 2.132.13. Eine K-Basis b von V liefert sofort eine KrT s-Basis von V rT s
mit

MpidV rT s � T � φrT s, b, bq � In � T �Mpφ, b, bq
Der Elementarteilersatz, oder genauer Korollar 3.43.4, liefern dann B,C P GlnpKrT sq mit

B �MpidV rT s � T � φrT s, b, bq � C �

������������

G1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 G2 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 . . . Gk 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 . . . 0 0 . . . 0

�����������
Aber hier muss k � n gelten, denn der Cokern von idV rT s � T � φrT s ist auf der einen Seite nach
Korollar 2.112.11 zu Vφ isomorph und damit endlich dimensional über K und auf der anderen nach
Beispiel 2.122.12 zu KrT s{G1� � � � �KrT s{Gk �KrT sn�k, was nur bei n� k � 0 endlich dimensional
sein kann.

Benutzen wir dann B und C als Basiswechselmatrizen so erhalten wir aus b Basen b und b1

von V rT s mit

MpidV rT s � T � φrT s, b, b1q � B �MpidV rT s � T � φrT s, b, bq � C,
was den Existenzteil von Theorem 2.132.13 zeigt. Die behauptete Eindeutigkeit folgt direkt aus der
im Elementarteilersatz. □

Nun langsam zum Beweis und Beispielen.

3.7. Beispiel Es ist mittlerweile sehr leicht zu sehen, dass die Zahl k der Elementarteiler eindeutig
bestimmt ist: Gilt

B �A � C �

������������

a1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 a2 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 . . . ak 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 . . . 0 0 . . . 0

�����������
P Matpn,m,Rq

mit invertierbaren B und C, so bilden die Elemente ek�1, . . . , em eine Basis der Kerns der rechten
Seite und damit C�1 � ek�1, . . . ,C

�1 � em eine Basis von kerpAq mit m � k Elementen. Aber je
zwei Basen von kerpAq haben dieselbe Anzahl von Elementen nach Korollar 3.63.6, sodass die Zahl
m� k und damit auch k durch A bestimmt sind.

Wir sehen also insbesondere, dass A � � : Rm Ñ Rn injektiv ist, genau dann, wenn A genau n
Elementarteiler hat, und im Falle n � m ist R invertierbar genau dann, wenn alle diese Elemen-
tarteiler Einheiten sind.
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Die Eindeutigkeit der Elementarteiler selber erfordert etwas mehr Arbeit, also erstmal zum
Beweis der Existenz. Ist δ : Rzt0u Ñ N die Zeugenfunktion für die Euklidizität von R so setzen
wir

δpAq � mintn P N | D1 ¤ i ¤ n, 1 ¤ j ¤ m : Ai,j � 0^ δpAi,jq � nu.
Die Idee des Existenzteils vom Elementarteilersatz ist nun einfach: Kann man keine Zeilenoper-
ationen durchführen um die Einträge in der ersten Spalte außer dem ersten zum verschwinden
zu bringen, so können wir mittels Division mit Rest stattdessen δpAq durch eine Zeilenoperation
verringern. Da das nur endlich oft funktionieren kann, kann man irgendwann doch diesen ersten
Schritt des Gaußalgorithmus durchführen. Gleiches dann mit der ersten Zeile, der zweiten Spalte,
der zweiten Zeile und so weiter.

Genauer:

3.8. Konstruktion Als erstes sondern wir einmal folgenden Schritt aus, den wir immer wieder
wiederholen müssen:

(�) Wähle ein Paar pi, jq mit δpAq � δpAi,jq und tausche die i-te Zeile mit der ersten und
dann die j-te Spalte mit der ersten. In der resultieren Matrix A1 gilt dann A11,1 � Ai,j
und damit δpA1q � δpA11,1q.

Nun zum eigentlichen Algorithmus:

(0) Ist A � 0 sind wir natürlich fertig.
(1) Falls nicht δpAq � δpA1,1q gilt, führe (�) durch. Sei A1 die resultierende Matrix. Wir

versuchen nun zu erreichen, dass jedes Element der ersten Spalte durch A11,1 teilbar ist.
Falls dies schon stimmt, überspringe den Rest dieses Schritts. Gilt das nicht, etwa weil
A1i,1 nicht durch A11,1 teilbar ist, so können wir A1i,1 mit Rest durch A11,1 teilen, etwa

A1i,1 � q � A11,1 � r mit δprq   δpA11,1q, und dann das q-fache der ersten Zeile von der

i-ten abziehen. Die resultierende Matrix A2 hat nun A2i,1 � r, sodass δpA2q ¤ δprq  
δpA11,1q � δpAq. Wiederhole nun den gesamten Schritt (1) mit der Matrix A2 anstelle
von A.

Nach höchstens δpAq Wiederholungen dieses Schrittes erreichen wir also eine Matrix Ap1q mit

δpAp1qq � δpAp1q1,1q, derart dass Ap1q1,1 alle Einträge der ersten Spalte teilt.

(2) Wir können nun anfangen die erste Spalte zu eliminieren: Ist i ¡ 1 der kleinste Index,

derart dass, A
p1q
i,1 � 0 (falls es denn einen gibt, sonst überspringe den Rest dieses Schritts),

so ziehe das A
p1q
i,1 {Ap1q1,1-fache der ersten Zeile von der i-ten ab. Nennen wir das Ergebnis

A1p1q. Es gilt sicherlich δpA1p1qq ¤ δpAp1qq, da A1p1q1,1 � A
p1q
1,1. Gilt δpA1p1qq � δpAp1qq, so

führe als nächstes den gesamten Schritt (2) mit der Matrix A1p1q an Stelle von Ap1q aus.
Gilt δpA1p1qq   δpAp1qq, so führe wieder Schritt (1) aus.

Nach weiteren höchstens δpAp1qq Iterationen erreichen wir also eine Matrix Ap2q der Form

Ap2q �

������
A
p2q
1,1 A

p2q
1,2 . . . A

p2q
1,m

0 A
p2q
2,2 . . . A

p2q
2,m

...
...

...

0 A
p2q
n,2 . . . A

p2q
n,m

�����
(3)+(4) Wir versuchen nun auch die erste Zeile vonAp2q zu eliminieren und gehen dafür vollständig

analog zu Schritt (1) vor (natürlich mit Spalten und Zeilen vertauscht). Hierbei kann
bei jeder Anwendung von (�) die Eigenschaft verloren gehen, dass die erste Spalte außer-
halb des Eintrags bei p1, 1q nur aus Nullen besteht (und scharfes Hinsehen zeigt, dass
dies auch nur dann passieren kann). In diesem Fall unterbreche man das Bereinigen der
ersten Zeile und steige wieder mit Schritt (1) ein.

Da das Bereinigen der ersten Zeile nur durch (�) unterbrochen wird, wenn sich δpAq verringert,
und alle anderen Operationen die erste Spalte nicht verändern, erhält erreicht man nach höchstens
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δpAp2qq Iterationen eine Matrix Ap3q der Form

Ap3q �

������
A
p3q
1,1 0 . . . 0

0 A
p3q
2,2 . . . A

p3q
2,m

...
...

...

0 A
p3q
n,2 . . . A

p3q
n,m

�����
(5) Nun stellen wir noch sicher, dass der Eintrag an Stelle p1, 1q alle anderen teilt. Ist dies

schon der Fall überspringe man den restlichen Schritt. Gilt ansonsten A
p3q
1,1 ∤ Ap3qi,j so

addiere man die j-te Spalte auf die erste. Nennen wir das Ergebnis A1p3q, so gilt dann

immer noch A
1p3q
1,1 � A

p3q
1,1 und per Inspektion auch δpA1p3qq � δpAp3qq. Nun führe Schritt

(1) mit A1p3q anstatt A durch.

Da A
1p3q
1,1 ja per Konstruktion A

1p3q
i,j nicht teilt, führt die erste Anwendung von (1) direkt zu einer

Erniedrigung von δpA1p3qq � δpAp3qq, sodass nach höchstens δpAp3qq Iterationen des ganzen Ver-
fahrens eine Matrix Ap4q entstanden mit gleicher Form wie Ap3q und der Zusatzeigenschaft, dass

A
p4q
1,1 alle Einträge von Ap4q teilt.

(6) Ist nun Ap4q in Elementarteilergestelt, so sind wir fertig. Ansonsten führe nun den
gesamten Prozess, angefangen mit Schritt (0) mit der Matrix Ap4qr1, 1s durch, die aus
Ap4q durch Streichen der ersten Zeile und Spalte entsteht.

Teilt ein b P R alle Einträge einer Matrix B, so auch die jeder Matrix, die durch elementare
Zeilen und Spaltenumformungen aus B gewonnen werden können. Nach höchstens δpAp4qr1, 1sq
Iterationen des gesamten Prozesses erhalten wir also eine Matrix Ap5q in Elementarteilergestalt.

Das beendet den Beweis der Existenz von Elementarteilern. Und obwohl der Algorithmus
kompliziert aussieht, ist er es in der Praxis nicht, nur oft etwas länglich. Man sollte ihm, genau
wie bei der Gauß-Eliminierung, auch nicht zu sklavisch folgen, sondern jede Gelegenheit Nullen
zu erzeugen und δpAq zu verringern direkt nutzen. Und auch Multiplizieren mit Einheiten um
Vorzeichen oder Leitkoeffizienten loszuwerden macht das Leben meist leichter.

3.9. Beispiel (1) Betrachte die Matrix

A �
��1 2 3
4 5 6
7 8 9

�P Matp3, 3,Zq

Dann gilt |A| � 1 und wir können offenbar mittels elementarer Spalten- und Zeilenoper-
ationen direkt die erste Zeile und Spalte bereinigen, was

II�2I,III�3I
ù

��1 0 0
4 �3 �6
7 �6 �12

�II�4I,III�7I
ù

��1 0 0
0 �3 �6
0 �6 �12

�
Und wieder haben wir Glück und können direkt weiter reinigen

III�2II
ù

��1 0 0
0 �3 0
0 �6 0

�III�2II
ù

��1 0 0
0 �3 0
0 0 0

�
was eine Elementarteilerform ist. A hat also 1, 3 als (nicht negative) Elementarteiler,
und damit insbesondere Kern isomorph zu Z und Cokern isomorph zu Z� Z{3.

(2) Betrachte

B �
�� 6 2 5
32 2 28
30 2 26

�P Matp3, 3,Zq
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Dann gilt |B| � 2 und wir tauschen zuerst

IIØI
ù

��2 6 5
2 32 28
2 30 26

�
Nun können wir anfangen die erste Spalte zu bereinigen, was auch direkt funktioniert:

II�I,III�I
ù

��2 6 5
0 26 23
0 24 21

�
Nun zur ersten Zeile: Hier teilt 2 nicht 5 und wir müssen erst eine Division mit Rest
durchführen: Sie lautet 5 � 2 � 2� 1 und die nächsten Schritte sind daher

III�2I
ù

��2 6 1
0 26 23
0 24 21

�IØIII
ù

�� 1 6 2
23 26 0
21 24 0

�
Nun müssen wir erneut die erste Spalte bereinigen, und können aber danach auch gleich
die erste Zeile erledigen:

II�23I,III�21I
ù

��1 6 2
0 �112 �46
0 �102 �42

�II�6I,III�2I
ù

��1 0 0
0 �112 �46
0 �102 �42

�
Damit ist die erste Runde erledigt, da 1 ja sicherlich alle anderen Einträge der Matrix
teilt. Nun der zweite Durchgang, bei dem die erste Zeile und Spalte nur noch unbeteiligt
mitfahren ��1 0 0

0 �112 �46
0 �102 �42

�IIØIII,IIØIII
ù

��1 0 0
0 �42 �102
0 �46 �112

�
Versuchen wir wieder die erste relevante (also die zweite) Spalte zu bereinigen, so haben
wir �46 � 1 � p�42q � 4 und damit

III�II
ù

��1 0 0
0 �42 �102
0 �4 �10

�IIØIII
ù

��1 0 0
0 �4 �10
0 �42 �102

�
Dann nochmal �42 � 10 � p�4q � 2 und damit

III�10II
ù

��1 0 0
0 �4 �10
0 �2 �2

�IIØIII
ù

��1 0 0
0 �2 �2
0 �4 �10

�
Nun können wir endlich aufräumen und erhalten

III�2II
ù

��1 0 0
0 �2 �2
0 0 �6

�III�II
ù

��1 0 0
0 �2 0
0 0 �6

�
was Elementarteilergestalt hat. Damit sind die (nicht negativen) Elementarteiler von B
die drei Zahlen 1, 2, 6 und B liefert eine injektive Abbildung Z3 Ñ Z3, deren Cokern
isomorph zu Z{2� Z{6 ist.

(3) Wollen wir etwa die Frobeniusnormalform von

C �
��1 2 3
4 5 6
7 8 9

�P Matp3, 3,Qq

bestimmen, so suchen wir die Elementarteiler von��T � 1 �2 �3
�4 T � 5 �6
�7 �8 T � 9

�P Matp3, 3,QrT sq
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Wir folgen wieder dem Algorithmus: Es gilt degpI3 � T � Cq � 0, sodass wir direkt mit
dem Bereinigen anfangen können:

IØII
ù

�� �2 T � 1 �3
T � 5 �4 �6
�8 �7 T � 9

�II�pT�5q{2�I,III�4I
ù

���2 T � 1 �3
0 T 2�6T�3

2
�3T�3

2
0 �4T � 3 T � 3

�
II�pT�1q{2�I,III�3{2�I,2�II

ù

���2 0 0
0 T 2 � 6T � 3 �3T � 3
0 �4T � 3 T � 3

�
was die erste Runde schon beendet. Weiter geht es mit���2 0 0

0 T 2 � 6T � 3 �3T � 3
0 �4T � 3 T � 3

�IIØIII,IIØIII
ù

���2 0 0
0 T � 3 �4T � 3
0 �3T � 3 T 2 � 6T � 3

�
Dann haben wir �3T � 3 � p�3q � pT � 3q � 12 und daher

III�3II
ù

���2 0 0
0 T � 3 �4T � 3
0 12 T 2 � 18T � 12

�IIØIII
ù

���2 0 0
0 12 T 2 � 18T � 12
0 T � 3 �4T � 3

�
III�pT�3q{12�II

ù

���2 0 0
0 12 T 2 � 18T � 12

0 0 �T 3�15T 2�18T
12

�III�pT 2�18T�12q{12�II
ù

���2 0 0
0 �36 0

0 0 �T 3�15T 2�18T
12

�
Damit sind die drei (normierten) Elementarteiler von I3 � T �C die Polynome 1, 1,T 3 �
15T 2 � 18T , und insbesondere ist der letzte sowohl das Minimalpolynom als auch das
charakteristische Polynom von C. Der Cokern von I3 � T �C ist isomorph zu QrT s{T 3 �
15T 2 � 18T , und damit auch Q3

C ein zyklischer QrT s-Modul (oder äquivalent ganz Q3

C-zyklisch). Die Frobeniusnormalform von C lautet also

CT 3�15T 2�18T �
��0 0 0
1 0 18
0 1 15

�,

was man natürlich auch mittels einer direkteren Bestimmung des Minimalpolynoms hätte
ablesen können.

(4) Wir können obige Matrix etwa auch über Z{3 betrachten. In diesem Fall lautet die
charakteristische Matrix��T � 2 1 0

2 T � 1 0
2 1 T

�P Matp3, 3,Z{2rT sq

und wir sehen

IØII
ù

�� 1 T � 2 0
T � 1 2 0
1 2 T

�II�pT�1qI,III�I
ù

��1 T � 2 0
0 �T 2 0
0 �T T

�
II�pT�2qI
ù

��1 0 0
0 �T 2 0
0 �T T

�
womit die erste Runde auch schon abgeschlossen ist. Die zweite ist auch kurz:

IIØIII
ù

��1 0 0
0 �T T
0 �T 2 0

�III�II
ù

��1 0 0
0 �T 0
0 �T 2 �T 2

�III�TII
ù

��1 0 0
0 �T 0
0 0 �T 2

�
Fertig. Über Z{3 hat I3 � T �C also die (normierten) Elementarteiler 1,T ,T 2 und damit
ist das Minimalpolynom von C über Z{3 einfach T 2 und das charakteristische Polynom
T 3 (letzteres folgt natürlich auch aus der Rechnung über Q). Insbesondere sehen wir
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aber dass die invarianten Faktoren (ja sogar ihre Anzahl) bei einer ganzzahligen Ma-
trix sehr wohl vom Körper abhängen können über dem wir sie bilden. Da es keinen
Homomorphismus zwischen Z{3 und Q gibt, steht das in keinerlei Widerspruch zu den

Überlegungen zur Kanonizität der Frobeniusnormalform (insbesondere zeigt es dass C
über Z nicht ähnlich zu einer Frobeniusmatrix ist). Sie lautet jedenfalls�

CT 0
0 CT 2



�
��0 0 0
0 0 0
0 1 0

�P Matp3, 3,Z{3q

und ist damit einfach das Transponierte der Jordan’schen Normalform von C ist.

Möchte man nicht nur die Elementarteilerform einer Matrix bestimmen, sondern sogar El-
ementarbasen (also Basen bezüglich derer die Elementarteilerform angenommen wird), so muss
man, genau wir beim Gaußalgorithmus auch, die elementaren Zeilen und Spaltenoperationen noch
jeweils in eine Matrix zusammenfügen. Am besten nimmt man sich hierfür zwei Einheitsmatrizen
und führt parallel zum eigentlichen Verfahren alle Zeilenumformungen auch auf der einen aus und
alle Spaltenoperationen auf der anderen.

3.10. Beispiel (1) In Beispiel 3.93.9 hatten wir

A �
��1 2 3
4 5 6
7 8 9

�II�2I,III�3I
ù

��1 0 0
4 �3 �6
7 �6 �12

�II�4I,III�7I
ù

��1 0 0
0 �3 �6
0 �6 �12

�
III�2II
ù

��1 0 0
0 �3 0
0 �6 0

�III�2II
ù

��1 0 0
0 �3 0
0 0 0

�
zur Bestimmung der Elementarteiler verwendet. Die zugehörigen Basen erhalten wir also
durch �� 1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1

�II�2I,III�3I
ù

�� 1 0 0 1 -2 -3
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1

�
II�4I,III�7I

ù

�� 1 0 0 1 -2 -3
-4 1 0 0 1 0
-7 0 1 0 0 1

�III�2II
ù

�� 1 0 0 1 -2 1
-4 1 0 0 1 -2
-7 0 1 0 0 1

�
III�2II
ù

�� 1 0 0 1 -2 1
-4 1 0 0 1 -2
1 -2 1 0 0 1

�,

sodass �� 1 0 0
�4 1 0
1 �2 1

��
��1 2 3
4 5 6
7 8 9

��
��1 �2 1
0 1 �2
0 0 1

��
��1 0 0
0 �3 0
0 0 0

�.

Insbesondere ist das Bild von A von

A � p1, 0, 0q � p1, 4, 7q und A � p�2, 1, 0q � p0,�3,�6q
erzeugt. Und invertiert man die linke der drei Matrizen, so erzeugen liefern ihre letzten
beiden Spalten den Isomorphismus Z{3� ZÑ cokerpAq. Dazu muss man die Zeilenum-
formungen des vorigen Algorithmus umgekehrt vornehmen, also��1 0 0

0 1 0
0 0 1

�III�2II
ù

��1 0 0
0 1 0
0 2 1

�II�4I,III�7I
ù

��1 0 0
4 1 0
7 2 1

�,
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sodass ��1 2 3
4 5 6
7 8 9

��
��1 �2 1
0 1 �2
0 0 1

��
��1 0 0
4 1 0
7 2 1

��
��1 0 0
0 �3 0
0 0 0

�.

Damit liefert ��0 0
1 0
2 1

�: Z2 ÝÑ Z3

einen Isomorphismus Z{3� ZÑ cokerpAq.
(2) Und über Z{3 hatten wir

I3 � T � C �
��T � 2 1 0

2 T � 1 0
2 1 T

�IØII
ù

�� 1 T � 2 0
T � 1 2 0
1 2 T

�
II�pT�1qI,III�I

ù

��1 T � 2 0
0 �T 2 0
0 �T T

�II�pT�2qI
ù

��1 0 0
0 �T 2 0
0 �T T

�IIØIII
ù

��1 0 0
0 �T T
0 �T 2 0

�
III�II
ù

��1 0 0
0 �T 0
0 �T 2 �T 2

�III�TII
ù

��1 0 0
0 �T 0
0 0 �T 2

�
was �� 1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1

�IØII
ù

�� 1 0 0 0 1 0
0 1 0 1 0 0
0 0 1 0 0 1

�
II�pT�1qI,III�I

ù

�� 1 0 0 0 1 0
-T-1 1 0 1 0 0
-1 0 1 0 0 1

�II�pT�2qI
ù

�� 1 0 0 0 1 0
-T-1 1 0 1 -T-2 0
-1 0 1 0 0 1

�
IIØIII
ù

�� 1 0 0 0 1 0
-1 0 1 1 -T-2 0

-T-1 1 0 0 0 1

�III�II
ù

�� 1 0 0 0 1 1
-1 0 1 1 -T-2 -T-2

-T-1 1 0 0 0 1

�
III�TII
ù

�� 1 0 0 0 1 1
-1 0 1 1 -T-2 -T-2
-1 1 -T 0 0 1

�
liefert, sodass�� 1 0 0
�1 0 1
�1 1 �T

��
��T � 2 1 0

2 T � 1 0
2 1 T

��
��0 1 1
1 �T � 2 �T � 2
0 0 1

��
��1 0 0
0 �T 0
0 0 �T 2

�.

Um hieraus eine Frobeniusbasis von

C �
��1 2 0
1 2 0
1 2 0

�
zu erhalten, bestimmen wir wie im vorigen Beispiel einen Isomorphismus zum Cokern,
indem wir die linke Matrix invertieren:��1 0 0

0 1 0
0 0 1

�III�TII
ù

��1 0 0
0 1 0
0 T 1

�IIØIII
ù

��1 0 0
0 T 1
0 1 0

�II�pT�1qI,III�I
ù

�� 1 0 0
T � 1 T 1
1 1 0

�
Wir erhalten also��T � 2 1 0
2 T � 1 0
2 1 T

��
��0 1 1
1 �T � 2 �T � 2
0 0 1

��
�� 1 0 0
T � 1 T 1
1 1 0

��
��1 0 0
0 �T 0
0 0 �T 2

�.
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und es liefert ��0 0
T 1
1 0

�: KrT s2 ÝÑ KrT s3

den Isomorphismus KrT s{T � KrT s{T 2 Ñ cokerpI3 � T � Cq. Unter der kanonischen
Abbildung KrT s3 Ñ K3

C werden die Spalten dieser Matrix auf

0 � e1 � C � e2 � 1 � e3 � p2, 2, 0q 0 � e1 � 1 � e2 � 0 � e3 � p0, 1, 0q
geschickt. Der Vektor p2, 2, 0q erzeugt also einen eindimensionalen C-invarianten Unter-
raum U1 von K3 mit Minimalpolynom T , und p0, 1, 0q,A � p0, 1, 0q � p2, 2, 2q erzeugen
einen zweidimensionalen C-invarianten Unterraum U2 von K3 mit Minimalpolynom T 2

mit U1 ` U2 � K3. Diese drei Vektoren bilden also eine Frobeniusbasis von C und wir
haben

E�1 � C � E �
��0 0 0
0 0 0
0 1 0

� mit E �
��2 0 2
2 1 2
0 0 2

�.

Kommen wir nun zur Eindeutigkeit der Elementarteiler. Diese gilt in folgender starker Form:

3.11. Satz Ist R ein euklidischer Ring a1, . . . , an, b1, . . . , bm P Rzt0u Nichteinheiten mit ai | ai�1,
bi | bi�1 und

R{a1 � � � � �R{an �Rk � R{b1 � � � � �R{bm �Rl
so gelten k � l, m � n und für jedes 1 ¤ i ¤ n sind ai und bi assoziiert.

Beweis von Theorem 3.13.1. Die Existenz hatten wir in Konstruktion 3.83.8 nachgewiesen. Die
Eindeutigkeit folgt nun aus obigem Satz und Beispiel 2.122.12: Sind������������

a1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 a2 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 . . . ak 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 . . . 0 0 . . . 0

�����������
und

������������

b1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 b2 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 . . . bl 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 . . . 0 0 . . . 0

�����������
zwei Elementarteilergestalten einer Matrix A, mit ersten Nichteinheiten ai und bj , so haben wir
nach dem Beispiel

R{ai � . . . R{ak �Rm�k � cokerpAq � R{bj � . . . R{bl �Rm�l

und damit nach obigem Satz dann m� k � m� l, l� j � k � i, also k � l und i � j und dass ap
zu bp für p ¥ i assoziiert ist. Aber als Einheiten sind auch ap und bp für i   p assoziiert. □

Für den Beweis von Satz 3.113.11 bedürfen wir noch zweier Begriffe:

3.12. Definition Ist R ein kommutativer Ring, M ein R-Modul, so heißt

TorsRpMq � tm PM | Dr P R : r ist kein Nullteiler und m � r � 0u
der Torsionsmodul (torsion module) von M und seine Elemente heißen die Torsionselemente (tor-
sion elements) von M . M heißt selbst ein Torsionsmodul falls M � TorsRpMq und torsionsfrei
(torsionfree) falls TorsRpMq � t0u.

Ich überlasse es als Aufgabe zu prüfen, dass dies wirklich ein Untermodul von M ist, und
dass für jeden Homomorphismus M Ñ N zweier R-Moduln imφpTorsRpMqq � TorsRpNq gilt.
Insbesondere liefert ein Isomorphismus M Ñ N Isomorphismen

TorsRpMq ÝÑ TorsRpNq und M{TorsRpMq ÝÑ N{TorsRpNq.
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3.13. Beispiel (1) Für einen kommutativen Ring R und a P R kein Nullteiler, dann ist R{a
ein Torsionsmodul, da schließlich rxs � a � rx � as � r0s für jedes x P R gilt.

(2) Andersherum ist R selbst immer torsionsfrei: Ist 0 � x P R und r P R kein Nullteiler, so
folgt natürlich auch x � r � 0.

(3) Allgemein gilt offenbar

TorsRpM �Nq � TorsRpMq � TorsRpNq
für je zwei R-Moduln, und M{TorsRpMq ist immer torsionsfrei.

(4) Ist R ein Integritätsbereich so ist etwa auch Rfrc als R-Modul torsionsfrei, etwa Q als
Z-Modul. Jeder Modul der eine Basis besitzt ist also torsionsfrei, aber Q als Z-Modul
liefert ein Beispiel, dass hier die Umkehrung im allgemeinen nicht gilt.

(5) Für eine Folge von Nichtnullteilern a1, . . . , an P R und k P N erhalten wir ingesamt, dass

TorsRpR{a1 � � � � �R{an �Rkq � R{a1 � � � � �R{an � t0u
und damit

pR{a1 � � � � �R{an �Rkq{TorsRpR{a1 � � � � �R{an �Rkq � Rk.

(6) Als Z-Modul ist Z{p ein Torsionsmodul für jede Primzahl p P N, also Z{p-Modul ist Z{p
torsionsfrei. Man sollte als im Zweifel immer sagen, über welchem Ring man sich einen
gegebene abelsche Gruppe als Modul anschaut.

Da Basen gemäß Korollar 3.63.6 eindeutige Längen haben, sehen wir also als Konsequenz des
vorletzten Punkts, dass in Satz 3.113.11 sicherlich k � l folgt.

Wenden wir uns nun also dem Torsionsanteil zu. Hierfür sei f P R, R ein kommutativer Ring,
und M ein R-Modul. Dann setzen wir

M � f � tm PM | Dm1 PM : m � m1 � fu � im��f pMq.
Dies ist offenbar ein R-Untermodul von M und für f | g, etwa g � fh gilt M � g � M � f . Mehr
noch: Die R-Modulstruktur

pM � fq{pM � gq �R ÝÑ pM � gq{pM � fq
steigt dann zu einer R{h-Modulstrukur

pM � fq{pM � gq �R{h ÝÑ pM � gq{pM � fq
ab.

Ist R euklidisch und p P R irreduzibel, so lernen wir also, dass pM � piq{pM � pi�1q eine
kanonische R{p-Modulstruktur besitzt. Nach Lemma 5.155.15 ist dann R{p ein Körper, was uns
folgende Definition ermöglicht:

3.14. Definition Sei R ein euklidischer Ring, p P R irreduzibel und M ein endlich erzeugter
R-Modul. Dann heißt

bippMq � dimR{p

�
M � pi
M � pi�1



der i-te p-Torsionskoeffizient von M .

Offenbar haben isomorphe R-Moduln die gleichen Torsionskoeffizienten, und die Behauptung
ist nun, dass man für eine Teilerkette a1, . . . , an die Primfaktorzerlegungen der ai aus den Tor-
sionskoeffizienten von R{a1�� � ��R{an zurückgewinnen kann (und damit nach Eindeutigkeit der
Primfaktorzerlegung die ai bis auf Assoziiertheit).

Hierfür haben wir:

3.15. Satz Sei R ein euklidischer Ring, p P R irreduzibel und a P R. Dann gilt

bippR{aq �
#
1 pi�1 | a
0 sonst

für alle i P N.
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Proof. Es gilt pR{aq � pi � xpiyR{pxpiyR X xayRq, wie man leicht prüft. Aber nach Satz

3.103.10 und einer Übungsaufgabe vom dritten Zettel gilt xpiyR X xayR � xtiyR, wo t ein kleinstes
gemeinsames Vielfaches von a und pi ist. Ganz allgemein gilt weiter

M{N
P {pN X P q �

M

N � P
für jeden R-Modul M mit zwei beliebigen Untermoduln N ,P � M , induziert durch die Iden-
titätsabbildung (diese Tatsache heißt manchmal der dritte Isomorphiesatz für Quotienten; der
Beweis besteht nur aus dem Ausschreiben der Definitionen und bleibt dem Leser überlassen).
Daraus lernen wir nun also

pR{aq � pi
pR{aq � pi�1

� xpiyR{xtiyR
xpi�1yR{xti�1yR �

xpiyR
xtiyR � xpi�1yR

da offenbar direkt nach Definition ti�1 ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von ti und p
i�1 ist,

sodass xtiyR X xpi�1yR � xti�1yR. Wieder nach Satz 3.103.10 und Übungsaufgabe von dritten Zettel
gilt xtiyR�xpi�1yR � xsiyR, wo si ein größter gemeinsamer Teiler von ti und p

i�1 ist. Hierfür gibt
es nun aber nur zwei Möglichkeiten (bis auf Assoziiertheit): si muss per Definition pi�1 teilen, aber
pi teilt per Definition sowohl ti als auch offensichtlich pi�1 und damit si. Es muss also si � u � pi
oder si � u �pi�1 für eine Einheit u P R gelten. Der hintere Fall tritt genau dann ein, wenn pi�1|ti
gilt, was wiederum genau dann der Fall ist, wenn pi�1 | a gilt. Wir erhalten also insgesamt:

pR{aq � pi
pR{aq � pi�1

�
#

R�pi
R�pi�1 pi�1 | a
R�pi
R�pi sonst

Im zweiten Fall steht hier offenbar der Nullmodul, sodass dann bippR{aq � 0 gilt und im ersten

prüft man leicht, dass das Element rpis eine R{p-Basis von pR � piq{pR � pi�1q bildet, sodass dann
bippR{aq � 1 gilt. □

3.16. Beobachtung (1) Für einen euklidischen Ring R und endlich erzeugte R-Moduln M
und N gilt

bippM �Nq � bippMq � bippNq
für alle irreduziblen p P R und i P N.

(2) Es gilt bippMq ¥ bi�1
p pMq, da die Abbildung R{p-lineare Abbildung

� � p : M � pi
M � pi�1

ÝÑ M � pi�1

M � pi�2

offenbar surjektiv ist.

Kombiniert man obigen Satz und die erste Beobachtung erhält man:

3.17. Korollar Ist R ein euklidischer Ring, und a1, . . . , an P Rzt0u, so gilt

bippR{a1 � � � � �R{anq � |t1 ¤ j ¤ n | pi�1 teilt aju|
für alle irreduziblen p P R und i P N. Insbesondere gilt bippR{a1 � � � � � R{anq � 0 für fast alle
solchen p und i.

Man kann am Torsionskoeffizienten bip also ablesen wie viele der aj durch pi�1 teilbar sind.
Bilden die ai eine Teilerkette, müssen dies natürlich die letzten der aj sein; mit anderen Worten
man kann schließen, genau welche der aj durch welche Primpotenzen teilbar sind. Nach der
Eindeutigkeit von Primfaktorzerlegungen legt das die aj bis auf Einheiten fest. Genauer hat man:

3.18. Korollar Ist R ein euklidischer Ring, und a1, . . . , an P Rzt0u Nichteinheiten mit aj | aj�1

für 1 ¤ j   n, so gilt
n � maxtb0ppMq | p P R irreduzibelu

und

mppan�jq �
#
0 b0ppMq ¤ j

1�maxti P N | bippMq ¡ ju sonst
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für alle 0 ¤ j   n, wobei M � R{a1 � � � � �R{an.
Zur Erinnerung: Die natürliche Zahl mpprq � maxti P N | pi teilt ru ist die Vielfachheit von

einem irreduziblen Element p P R in der Primfaktorzerlegung von r bezeichnet.

Beweis. Wir beobachten zuerst, dass die Aussage für j � 0 stimmt: Es gilt

mppanq � maxti P N | pi teilt anu �
#
0 p ∤ an
1�maxti P N | p1�i teilt anu p | an

Da die ak eine Teilerkette bilden, gilt nun pi�1 | an genau dann, wenn pi�1 irgendein ak teilt, was
nach der Berechnung aus dem vorigen Korollar genau dann gilt, wenn bippMq ¡ 0 gilt. Einsetzen
liefert also die Behauptung.

Setzen wir also Mn�j � R{a1 � � � � �R{an�j folgt dann also

mppan�jq �
#
0 b0ppMn�jq � 0

1�maxti P N | bippMn�jq ¡ 0u sonst

Aber wie da die ak eine Teilerkette bilden, gilt

b0ppMn�jq � 0ðñ b0ppMq ¤ j und bippMn�jq � j � bippMq
für i ¡ 0, woraus die Behauptung dann im Allgemeinen folgt. □

Damit haben wir nun alles für die Eindeutigkeit der Elementarteiler zusammen:

Beweis von Satz 3.113.11. Gilt

M � R{a1 � � � � �R{an �Rk � R{b1 � � � � �R{bm �Rl � N

so folgen nach der Vorüberlegung über Torsionsuntermoduln auch

R{a1 � � � � �R{an � TorsRpMq � TorsRpNq � R{b1 � � � � �R{bm
und

Rk �M{TorsRpMq � N{TorsRpNq � Rl.

Aus der Eindeutigkeit der Länge von Basen folgt dann k � l und wegen bippTorsRpMqq �
bippTorsRpNqq aus dem vorigen Korollar, dass n � m und dass an�j und bn�j für jedes 1 ¤ j ¤ n
die gleichen Primfaktorzerlegung haben und damit assoziiert sind. □

Hier eine schöne Anwendung von Korollar 3.183.18. Sind f , g P Rzt0u gegeben, so ist der Cokern
von �

f 0
0 g



P Matp2, 2,Rq.

der R-Modul R{f � R{g. Diese Matrix hat offenbar Diagonalform, aber nicht Elementarteiler-
form.Wir haben dann

bippR{f �R{gq �

$'&'%
0 maxpmppfq, mppgqq ¤ i

1 minpmppfq, mppgqq ¤ i   maxpmppfq, mppgqq
2 i   minpmppfq, mppgqq

Sind dann a1 | a2 die beiden Elementarteiler von f , g Damit folgen

mppa2q � maxpmppfq, mppgqq und mppa1q � minpmppfq, mppgqq
was genau bedeutet dass a1 ein größter gemeinsamer Teiler von f und g ist, und a2 ein kleinster
gemeinsamer Vielfaches.

3.19. Beispiel (1) Die Elementarteilerformen von�
2 0
0 17



und

�
9 0
0 15
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in Matp2, 2,Zq sind �
1 0
0 34



und

�
3 0
0 45



.

Man muss keine weiteren Rechnungen anstellen.
(2) Sind F ,G P KrT s normiert, so folgt also insbesondere, dass�

CF 0
0 CG



und

�
CggTpF ,Gq 0

0 CkgVpF ,Gq



ähnlich sind, und das rechte ist die Frobeniusnormalform der linken Matrix. Insbesondere
ist F ,G teilerfremd, die linke Matrix einfach ähnlich zu CFG.

Sind f , g P Rzt0u teilerfremd, so folgt also insbesondere, dass�
f 0
0 g



und

�
1 0
0 fg



assoziiert zueinander sind. Insbesondere, sind die Cokerne isomorph, und wir erhalten

R{f �R{g � R{fg
in diesem Fall. Um etwas genauer den Isomorphismus zu bestimmen, suchen wir Matrizen A,B P
Gl2pZq, die die beiden in einander überführen. Führt man einfach unseren Algorithmus an der
linken Matrix durch, so berechnet man die iterierten Reste bei der Division von f durch g wie im
euklidischen Algorithmus, was zur Vermutung führt, dass die Zahlen r, s P R in einer Darstellung
rf � sg � 1 aus dem Lemma von Bézout wohl in den Matrizen auftauchen werden. Und in der
Tat liefert ein wenig herumprobieren�

r �s
g f



�
�
f 0
0 g



�
�

1 sg
�1 rf



�
�
1 0
0 fg



oder auch �

1 1
�sg rf



�
�
f 0
0 g



�
�
r �s
g f



�
�
1 0
0 gf



und die beiden äußeren Matrizen haben jeweils Determinante 1 und sind damit invertierbar. Mit
diesen Matrizen erhalten wir:

3.20. Korollar (Satz von Sunzi) Ist R ein euklidischer Ring, und f , g P Rzt0u teilerfremd, so
sind die beiden Abbildungen

R{f �R{g ÝÑ R{fg, prxs, rysq ÞÝÑ rgx� fys
und

R{fg ÝÑ R{f �R{g, rxs ÞÝÑ prxs, rxsq
R-lineare Isomorphismen.

Man beachte, dass diese Abbildungen sind nicht invers zueinander sind. Der Satz läuft oft
auch unter dem Namen “Chinesischer Restsatz” (“chinese remainder theorem”). Eine erste Version
stammt aus einem chinesischen Text aus dem 5. Jahrhundert, dessen Autorenschaft bis heute nicht
vollständig geklärt scheint (Sunzi bedeutet in etwa Meister Sun). Sie behandelte den Spezialfall
Z{2�Z{3�Z{7 � Z{105 als Teil einer Aufgabe und eine allgemein Behandlung findet sich zuerst
beim Inder Aryabhata (476 - 550).

Proof. Nach obiger Rechnung liefern die Matrizen�
r �s
g f



und

�
1 1
�sg rf



Isomorphismen vom Cokern von�

f 0
0 g



zu dem von

�
1 0
0 fg



,
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also

R{f �R{g Ñ R{1�R{fg, prxs, rysq ÝÑ prrx� sys, rgx� fysq
und

R{f �R{g Ñ R{1�R{fg, prxs, rysq ÝÑ prx� ys, r�sgx� rfysq.
Da R{1 � t0u folgt die erste Aussage, und für die zweite beobachte man, dass die Abbildung zu
der in der Aussage gegebenen invers ist. □

3.21. Beispiel (1) Auch die Elementarteilerform eine allgemeinen Diagonalmatrix�������
d1 0 . . . 0 0
0 d2 . . . 0 0
...

...
...

...
0 0 . . . dn�1 0
0 0 . . . 0 dn

������
kann man mithilfe von Korollar 3.183.18 und der gleichen Analyse wie im Fall n � 2 bestim-
men: Das Ergebnis lautet�������

a1 0 . . . 0 0
0 a2 . . . 0 0
...

...
...

...
0 0 . . . an�1 0
0 0 . . . 0 an

������
wobei ai ein größter gemeinsamer Teiler der kleinsten gemeinsamen Vielfachen von allen
dj1 , . . . , dji ist, wo j : t1, . . . , iu Ñ t1, . . . ,nu die monotonen Injektionen durchläuft. Etwa
ist a1 einfach ein größter gemeinsamer Teiler aller dj , und a2 ist ein größter gemeinsamer
Teiler aller kleinsten gemeinsamen Vielfachen von

td1, d2u, td1, d3u, . . . , td1, dnu, td2, d3u, td2, d4u, . . . , tdn�1, dnu,
a3 ist ein größter gemeinsamer Teiler aller dreifachen kleinsten gemeinsamen Vielfachen
und so weiter, bis an schließlich einfach das kleinste gemeinsame Vielfache der dj ist.

(2) Insbesondere kann man so die Frobeniusnormalform einer Jordanmatrix ablesen: Etwa
ist nach Korollar 2.42.4 für λ,µ P K mit λ � µ������

λ 1 0 0 0
0 λ 0 0 0
0 0 λ 0 0
0 0 0 µ 0
0 0 0 0 µ

����� ähnlich zu

����
CpT�λq2 0 0 0

0 CT�λ 0 0
0 0 CT�µ 0
0 0 0 CT�µ

���.

Wir müssen also die größten gemeinsamen Teiler der i-fachen kleinsten gemeinsamen
Vielfachen berechnen. Der größte gemeinsame Teiler der vier Polynome ist 1, und das
gleiche gilt für den von den zweifachen kleinsten gemeinsamen Vielfachen da pT � λq2
und T � µ jeweils solche sind. Die dreifachen kleinsten gemeinsamen Vielfachen lauten

pT � λq2pT � µq und pT � λqpT � µq,
was das rechte Polynom (welches ausgeschrieben T 2 � pλ� µqT � λµ lautet) als größten
gemeinsamen Teiler hat, und das vierfache kleinste gemeinsame Vielfache ist pT�λq2pT�
µq � T 3 � pµ� 2λqT 2 � p2λµ� λ2qT � λ2µ. Wir erhalten also

�
CpT�λqpT�µq 0

0 CpT�λq2pT�µq



�

������
0 �λµ 0 0 0
1 λ� µ 0 0 0
0 0 0 0 λ2µ
0 0 1 0 �2λµ� λ2
0 0 0 1 µ� 2λ

�����
als Frobeniusnormalform.
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(3) Ähnlich ist es bei������
λ 1 0 0 0
0 λ 1 0 0
0 0 λ 0 0
0 0 0 λ 0
0 0 0 0 µ

����� was ähnlich zu

��CpT�λq3 0 0
0 CT�λ 0
0 0 CT�µ

�
ist und Frobeniusnormalform

�
CT�λ 0
0 CpT�λq3pT�µq



�

������
λ 0 0 0 0
0 0 0 0 �λ3µ
0 1 0 0 λ3 � 3λ2µ
0 0 1 0 �3λ2 � 3λµ
0 0 0 1 3λ� µ

�����
hat.

(4) Es gilt noch eine weitere nützliche Charakterisierung der Elementarteiler einer Matrix:
Nach einem Satz von Fitting ist das Produkt der ersten i Elementarteiler einer Matrix
A der größte gemeinsame Teiler der Determinanten aller i� i-Untermatrizen von A. Um
das einzusehen, muss man nur beobachten, dass dies für Matrizen in Elementarteilerform
stimmt und der größte gemeinsame Teiler der Determinanten sich bei Multiplikation mit
invertierbaren Matrizen von rechts oder links nicht ändert, was ich hier nicht ausführen
werde.

3.22. Bemerkung Zum Schluss greifen wir im Hinblick auf zukünftige Vorlesungen die Diskussion
aus Bemerkung 3.63.6 noch einmal auf. In der Version von Korollar 3.43.4 gilt der Elementarteilersatz
für alle Ringe, für die jeder R-Untermodul von R von einem Element erzeugt werden kann. In-
tegritätsbereich mit dieser Eigenschaften heißen Hauptidealbereiche und euklidische Ringe sind
Beispiele hiervon nach Satz 3.103.10. Das Lemma von Bézout und Primfaktorzerlegung gelten auch
in jedem Hauptidealbereich (die Beweise die ich gegeben habe, funktionieren in dieser Allgemein-
heit), und auch die Eindeutigkeit der Elementarteiler funktioniert verbatim für diese allgemeinere
Klasse von Ringen. Der Existenzbeweis in Konstruktion 3.83.8 hat jedoch explizit Division mit Rest
benutzt. Hier sind die notwendigen Modifikationen:

(1) Es wird ein neuer Typ von Elementaroperation benötigt: Man kann für r, r1, s, s1 P R mit
rs1 � r1s � 1 und 1 ¤ i   j � n gleichzeitig die i-te Zeile einer Matrix A P Matpn,m,Rq
durch die Summe des r-fachen der i-ten und das s-fache der j-ten, und die j-te Zeile durch
die Summe des r1-fache der i-ten und das s1-fache der j-ten ersetzen; diese Operation ist
durch Linksmultiplikation mit der Matrix������

Ii�1 0 0 0 0
0 r 0 s 0
0 0 Ij�i�1 0 0
0 r1 0 s1 0
0 0 0 0 In�j

�����P GlnpRq

gegeben (deren Determinante nach dem Laplace’schen Entwikclungssatz um die i-te Zeile
r � s1 � p�1qj�ir1p�1qj�is � 1 lautet). Analoges passiert bei Rechtsmultiplikation mit
den Spalten.

Im Gegensatz zu Korollar 3.53.5 lassen sich diese Matrizen für einen beliebigen Haup-
tidealbereich wirklich nicht als Produkt von Elementarmatrizen schreiben: Das bedarf
des euklidischen Algorithmus (oder glücklicher Fügung, die nicht immer eintritt); aber
das geht über diese Vorlesung hinaus.

(2) Nun zum eigentlichen Algorithmus: Anstatt des Minimums der euklidischen Funktion
ausgewertet auf den Einträgen der Matrix benutzt man die minimale Länge der Prim-
faktorzerlegungen (inklusive Vielfachheit) aller Einträge um die Größe einer Matrix zu
messen, die im Laufe des Algorithmus verrringert wird.
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(3) Kann man zu irgendeinem Zeitpunkt im Algorithmus eine Stelle pi, 1q nicht durch ad-
dieren eines Vielfachen der ersten Zeile bereinigen, so führt man keine Division mit Rest
aus (was sollte das in einem Hauptidealbereich auch bedeuten?), sondern ersetzt durch
geeignete Kombination der ersten und i-ten Spalte direkt A1,1 durch den größten gemein-
samen Teiler von A1,1 und Ai,1 (man beachte, dass dieser wirklich weniger Primfaktoren
besitzt als A1,1): Hierfür schreibt man mittels des Lemmas von Bézout den größten
gemeinsamen Teiler g von A1,1 und Ai,1 als g � rA1,1 � sAi,1 mit r, s P R. In so einer
Darstellung sind r und s automatisch teilerfremd: Ein gemeinsamer Teiler von r und s
würde einen Primfaktor in g liefern, der nicht aus A1,1 oder Ai,1 kommt. Daher gibt es
weiter r1, s1 P R mit 1 � rs1 � r1s. Wir können mit diesem Quadrupel an Elementen,
dann die oben beschriebene Elementaroperation wie gewünscht durchführen.

(4) Alle andere Schritte bleiben unverändert.

In einem Hauptidealring gilt also die Existenz ud Eindeutigkeit von Elementarteilern immer noch,
aber da es nicht mehr unbedingt eine Methode gibt, größte gemeinsame Teiler und die Koeffizien-
ten im Lemma von Bézout effektiv zu bestimmen (in euklidischen Ringen leistet das genau der
euklidische Algorithmus!), ist obige Vorschrift nicht mehr wirklich algorithmisch. Im Gegensatz
zum Fall euklidischer Ringe gibt es also keinen sicheren Weg mehr, die Elementarteiler wirklich
auszurechnen; im euklidischen Fall gibt es den natürlich auch nur, wenn man die auftretenden
Divisionen mit Rest tatsächlich durchführen kann, aber für Z ist das natürlich einfach und in
KrT s zumindest nicht schwerer als das Rechnen in K.

Man kann auch noch etwas weiter gehen und die Nullteilerfreiheit des Grundrings R entfer-
nen: Bézouts Lemma gilt in diesen Hauptidealringen immer noch, und auch eine Zerlegung in
Primfaktoren ist immer möglich, muss man allerdings den Eindeutigkeitsbegriff einer Primfak-
torzerlegung etwas verändern: Zwei solche unterscheiden, sagen wir in pi und qj sich nicht nur bis
auf Reihenfolge und Multiplikation mit Einheiten, sondern es gilt nur noch xpiyR � xqσpiqyR für
eine Permutation σ. Diese Version des Elementarteilersatzes lässt sich dann auch direkt auf Z{n
anwenden, obwohl alle relevanten Anwendung in diesem Fall aber auch aus der Version über Z
folgen. Aber genug von diesen Spielchen.

4. Die Weierstraß’sche Normalform

Wie angekündigt, kann man die Frobenius’sche Normalform noch mit der Primärzerlegung
kombinieren und erhält:

4.1. Satz Sei K ein Körper, V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und φ : V Ñ V K-linear.
Dann existiert eine Basis b von V derart, dass Matpφ, b, bq eine Blockdiagonalmatrix ist, in der
jeder Block eine Begleitmatrix eines Polynoms der Form P i ist, mit i P N und P P KrT s normiert
und irreduzibel.

So eine Gestalt ist bis auf Reihenfolge der Blöcke eindeutig bestimmt.

Diese Vorstufe der Weierstraßnormalform heißt manchmal die allgemeine Normalform.

Proof. Betrachte die Primärzerlegung

V � PrimP1
pφq ` � � � ` PrimPkpφq

wo minφ � Pn1
1 � � � � � Pnkk die Primfaktorzerlegung ist. Dann ist jeder Summand auf der rechten

Seite φ-invariant und die Einschränkung φi : PrimPipφq Ñ PrimPipφq von φ besitzt daher nach
Theorem 2.142.14 für jedes i eine Frobeniusbasis. Und da minφi � Pnii tauchen in der zugehörigen

Frobeniusmatrix von φi nur Begleitmatrizen zu Polynomen P ji mit 1 ¤ j ¤ ni auf. Fügt man
die einzelnen Frobeniusbasen also zu einer Basis von V zusammen, erhält man eine Basis der
gesuchten Form. Das zeigt die Existenz.

Die Eindeutigkeit folgt ebenfalls aus der Frobeniusform: Die Vektoren einer Basis b wie im
Satz, die zu Blöcken eines Polynoms P i, P P KrT s normiert und irreduzibel gehören, liegen
automatisch in PrimP pφq wie man leicht prüft. Sammelt man diese für P zusammen erhält man
also linear unabhängige Teilmengen bP von PrimP pφq. Aber ist P nicht eines der Pi, so gilt
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PrimP pφq � t0u, es tauchen also nur Vektoren zu den Primfaktoren des Minimalpolynoms auf.
Da b eine Basis von

V � PrimP1pφq ` � � � ` PrimPkpφq
ist, muss nun jedes bPi schon eine Basis von PrimPi bilden: Wäre bPi keine Basis, so könnten wir
es zu einer Basis b1Pi von PrimPipφq ergänzen und würde durch zusammenfügen eine Basis von V
mit mehr als |b| Elementen erhalten.

Es ist also Matpφi, bPi , bPiq eine Blockmatrix, deren Blöcke die Form CP ji
haben. Brigen wir

die Blöcke nun die Reihenfolge aufsteigender Exponenten j erhalten wir eine Frobeniusmatrix von
φi und diese ist eindeutig bestimmt, also auch für jedes 1 ¤ i ¤ k die Matrix Matpφi, bPi , bPiq und
damit Matpφ, b, bq bis auf Reihung der Blöcke. □

4.2. Beispiel Greifen wir etwa die Beispiele������
λ 1 0 0 0
0 λ 0 0 0
0 0 λ 0 0
0 0 0 µ 0
0 0 0 0 µ

����� und

������
λ 1 0 0 0
0 λ 1 0 0
0 0 λ 0 0
0 0 0 λ 0
0 0 0 0 µ

�����
für λ,µ P K, λ � µ aus 3.213.21 noch einmal auf. Wir müssen zur Bestimmung der allgemeinen
Normalform die Blöcke zum Eigenwert λ und die zu µ separat in Frobeniusnormalform bringen.
Die Ergebnisse sind����

CT�λ 0 0 0
0 CpT�λq2 0 0
0 0 CT�µ 0
0 0 0 CT�µ

��� und

��CT�λ 0 0
0 CpT�λq3 0
0 0 CT�µ

�
oder ausgeschrieben ������

λ 0 0 0 0
0 0 �λ2 0 0
0 1 2λ 0 0
0 0 0 µ 0
0 0 0 0 µ

����� und

������
λ 0 0 0 0
0 0 0 λ3 0
0 1 0 �3λ2 0
0 0 1 3λ 0
0 0 0 0 µ

�����
Insbesondere spezialisiert sich die allgemein Normalform immer noch nicht auf die Jordan’sche

Normalform. Der letzte Schritt ist durch folgendes Lemma gegeben, für das wir noch

Zpnq �

�����
0 . . . 0 1
0 . . . 0 0
...

...
...

0 . . . 0 0

����P MatpZ,n,nq

setzen.

4.3. Lemma Ist K ein Körper, P P KrT s normiert und irreduzibel mit degpP q � n und i P N, so
ist die Matrix CP i zur Matrix

WP piq �

���������

CP 0 0 . . . 0 0
Zpnq CP 0 . . . 0 0
0 Zpnq CP . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 CP 0
0 0 0 Zpnq CP

��������
P Matpni,ni,Kq

ähnlich.
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4.4. Definition Die Matrix WP piq P Matpi �degpP q, i �degpP q,Kq heißt ein Weierstraß-Block zum
irreduziblen normierten Polynom P P KrT s. Eine Blockdiagonalmatrix deren Blöcke sämtlich
Weierstraß-Blöcke sind heißt eine Weierstraßmatrix.

Insbesondere gilt WT�λpiq � Jλpiqt, sodass Weierstraßblöcke Jordanblöcke verallgemeinern,
und das transponierte jeder Jordanmatrix eine Weierstraßmatrix ist.

4.5. Bemerkung Die Transposition hier ist nur nötig, weil ich die Konventionen für Jordanblöcke
und Begleitmatrizen nicht besonders clever gewählt habe. Es wäre besser gewesen einen Jordan-
block mit Einsen auf der ersten unteren anstatt oberen Diagonale zu definieren. Dies läuft nur
darauf hinaus, in einer Jordanbasis die Reihenfolge der Basisvektoren in jedem Block umzudrehen,
und hätte in diesem Kapitel vieles schöner gemacht. Alas, das mache ich besser beim nächsten
Durchgang dieser Vorlesung.

Proof. Da offenbar χWP piq � P i gilt, müssen wir nach Satz 2.32.3 nur zeigen, dass ganz Kni

WP piq-zyklisch ist. Ich behaupte es wird von e1 erzeugt. Dazu zeigen wir

xe1,WP piq � ei, pWP piqq2 � e1, . . . , pWP piqqj � e1yK � xe1, e2, . . . , ej�1yK
für alle 1 ¤ j   ni. Da WP piq unterhalb der zweiten Nebendiagonale verschwindet, gilt sicher-
lich WP piq � ek P xe1, . . . , ek�1yK für alle 1 ¤ k   ni und damit induktiv pWP piqqk � e1 P
xe1, e2, . . . , ek�1yK , was eine Inklusion zeigt.

Offenbar gilt für j � 1 Gleichheit. Und wissen für Gleichheit für j müssen wir für eine weitere
Induktion noch zeigen, dass ej�1 in der linken Seite enthalten ist. Aber falls j �n 0 gilt einfach
WP piq � ej � ej�1 und bei j �n 0 gilt per Definition

WP piq � ej � ej�1 �
ņ

k�1

ej�n�k � p�Piq

und damit

ej�1 � �WP piq � ej �
ņ

k�1

ej�n�k � Pi.

Per Induktionsannahme liegt die rechte Summe in

xej�n�1, . . . , ejyK � xe1,WP piq � ei, pWP piqq2 � e1, . . . , pWP piqqj�1 � e1yK
woraus auch

WP piq � ej P xWP � e1, pWP piqq2 � ei, pWP piqq3 � e1, . . . , pWP piqqj � e1yK
folgt, was die Behauptung zeigt. □

Damit erreichen wir endlich:

4.6. Korollar (Weierstraß’sche Normalform) Ist K ein Körper, V ein endlich dimensionaler K-
Vektorraum und φ : V Ñ V K-linear, so gibt es eine nummerierte Basis B von V derart, dass
Matpφ, b, bq eine Weierstraßmatrix ist.

Insbesondere enthält diese Aussage, den Satz über die Jordannormalform noch einmal (mit
einem vom direkten Beweis des Struktursatzes für nilpotente Operatoren unabhängigen Beweis)
und verallgemeinert ihn auf Fälle in denen das charaktertische oder Minimalpolynom nicht in
Linearfaktoren zerfällt.

4.7. Beispiel Das wohl einfachste Beispiel entsteht im Falle der reellen Zahlen: Jedes irreduz-
ible reelle Polynom P ist nach dem Fundamentalsatz der Algebra linear oder quadratisch. Die
Weierstraßblöcke zu linearen Polynomen sind genau (transponierten von) Jordanblöcke(n). Das
Polynom P � T 2� aT � b ist irreduzibel genau dann, wenn a2� 4b   0 gilt. In diesem Fall haben
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die zugehörigen Weierstraßblöcke die Form

WT 2�aT�bpiq �

���������������

0 �b 0 0 0 0 . . . 0 0
1 �a 0 0 0 0 . . . 0 0
0 1 0 �b 0 0 . . . 0 0
0 0 1 �a 0 0 . . . 0 0
0 0 0 1 0 �b . . . 0 0
0 0 0 0 1 �a . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 0 . . . 0 �b
0 0 0 0 0 0 . . . 1 �a

��������������
P Matp2i, 2i,Kq

Über R ist das Analog der Jordanschen Normalform also eine Blockdiagonalgestalt mit (transponierten)
Jordanblöcken und diesen Weierstraßblöcken mit a2   4b. Insbesondere sind Weierstraßmatrizen
über R immer in der Diagonale und den beiden Nebendiagonalen konzentriert. Zum Beispiel ist����

0 �1 0 0
1 0 0 0
0 0 �1 0
0 0 1 �1

���P Matp4, 4,Rq

eine Weierstraßmatrix bestehend aus zwei Blöcken.

Es gibt viele Varianten der Weierstraß’schen Normalenform. Ein prominentes Beispiel ist noch
folgendes: Anstatt der Matrix

WP piq �

���������

CP 0 0 . . . 0 0
Zpnq CP 0 . . . 0 0
0 Zpnq CP . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . CP 0
0 0 0 . . . Zpnq CP

��������
ist auch die Wahl

JP piq �

���������

CP 0 0 . . . 0 0
In CP 0 . . . 0 0
0 In CP . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . CP 0
0 0 0 . . . In CP

��������
naheliegend. Wieder gilt JT�λpiq � Jλpiqt, sodass auch diese Blöcke die Jordan’schen verallge-
meinern.

Eine Matrix heißt eine Chevalley-Jordan-Matrix, wenn sie eine Blockdiagonalmatrix mit Blöcken
JP piq ist.
4.8. Lemma Ist K ein Körper und P P KrT s ein irreduzibles normiertes Polynom, so CP i ähnlich
zu JP piq genau dann, wenn dP � 0 ist.

Beweis. Sicherlich gilt immer χJP piq � P i. Es folgt also, dass minJP piq � P j für ein 1 ¤ j ¤ i
gilt, und nach Korollar 2.212.21 ist JP piq genau dann ähnlich zu CP i , wenn j � i gilt. Man beweist
nun per Induktion, dass

P i�1pJP piqq �

�����
0 . . . 0 pdP qpCP q
0 . . . 0 0
...

...
...

0 . . . 0 0

����
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gilt. Ist dP � 0, so verschwindet dies offenbar, sodass minJP piq | P i�1 gilt, und damit insbesondere
j   i. Aber umgekehrt impliziert dP pCP q � 0 auch P | dP , da P das Minimalpolynom von CP
ist, und damit dP � 0, weil dP ja sonst kleinerern Grad als P hat. □

4.9. Bemerkung Gilt dP � 0 so kann man sich mit ähnlicher Rechnung davon überzeugen,
dass schon P pJP piqq � 0 gilt, und demzufolge die Frobeniusnormalform von JP piq einfach eine
Blockmatrix mit Blöcken CP ist.

Wir erhalten jedenfalls:

4.10. Korollar (Chevalley’sche Normalform) Ist K ein Körper, V ein endlich dimensionaler K-
Vektorraum und φ : V Ñ V K-linear derart, dass für jeden Primfaktor P von χφ schon dP � 0
gilt, so existiert eine nummerierte Basis b von V derart, dass Matpφ, b, bq eine Chevalley-Jordan-
Matrix ist.

4.11. Bemerkung Der Vorteil an der Chevalley’sche Normalform ist, dass

JP piq �

���������

CP 0 0 . . . 0 0
0 CP 0 . . . 0 0
0 0 CP . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . CP 0
0 0 0 . . . 0 CP

��������
�

���������

0 0 0 . . . 0 0
In 0 0 . . . 0 0
0 In 0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . In 0

��������
eine Zerlegung in zwei kommutierende Anteile ist (in der analogen Zerlegung eines Weierstraßblock
kommutieren die Anteile nicht unbedingt!), deren einer nilpotent ist und deren anderer nach den
Diagonalmatrizen vielleicht als einfachst mögliche Form von Matrix gelten kann (formal ist er
geometrisch halbeinfach, aber diesen Begriff möchte ich hier nicht erklären).

Jedenfalls folgt dass, sich jede lineare Abbildung, deren charakteristisches Polynom den Be-
dingungen aus dem Korollar genügt eine Zerlegung φ � ν�ψ besitzt, in der ν und ψ kommutieren,
ν nilpotent ist und bei der ψ eine Blockbegleitmatrix zu Primpolynomen also Darstellungsmatrix
besitzt. Solch eine Zerlegung ist darüber hinaus eindeutig, und wurde von Chevalley in viel all-
gemeineren Zusammenhängen etabliert; sie heißt deshalb heute meist Jordan-Chevalley-Zerlegung
und ersetzt in so manchen Kontexten die Normalformtheorie für Matrizen.

Die Bedingung an die Primteiler des charakteristischen Polynoms in der Chevalley’schen Nor-
malform ist übrigends häufig automatisch:

4.12. Definition Ein Körper heißt perfekt (perfect) falls für jedes irreduzible Polynom P P KrT s
schon dP � 0 gilt.

4.13. Satz Ein Körper ist perfekt, wenn er entweder Charakteristik 0 hat oder falls er Charakter-
istik p hat und jedes Element eine p-te Wurzel besitzt.

Insbesondere sind Q,R,C und auch alle endlichen Körper perfekt. Die Körper Z{ppXq �
ZrXsfrc sind es nicht, da X hier keine p-te (oder überhaupt irgendeine) Wurzel besitzt.

Beweis. Über einem Körper K der Charakteristik 0 gilt für jedes nicht konstante Polynom
P P KrT s, dass dP � 0 ist, schließlich hat dP in diesem Falle Grad degpP q � 1 mit Leitkoeffizient
degpP q � leadpP q.

Über einem KörperK der Charakteristik p kann mit dem ähnlichem Argument für ein Polynom

P P KrT s nur dann dP � 0 gelten, wenn P � °k
i�0 ai � T ip für irgendwelche ai P K gilt, oder mit

anderen Worten, wenn Pi � 0 für alle i P N gilt, die nicht durch p teilbar sind. Besitzen nun alle
Koeffizienten ai p-te Wurzeln in K, etwa bpi � ai so sehen wir

P �
ķ

i�0

ai � T ip �
ķ

i�0

pbi � T iqp �
�

ķ

i�0

bi � T i
�p
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was sicherlich ausschließt, dass P irreduzibel ist.
Und besitzt a P K keine p-te Wurzel, so ist T p�a auch wirlich irreduzibel, wie wir nun zeigen

werden, aber es gilt offenbar dpT p� aq � pT p�1 � 0. Um zu sehen, wann T p� a reduzibel ist, sei
P ein echter Primfaktor von T p�a, etwa T p�a � P �F mit nicht-konstantem F . Dann betrachte
L � KrSs{P pSq. Nach Lemma 5.155.15 ist dies ein Körper und offenbar gilt für s � rSs P L

sp � a � pT p � aqpsq � P psq � F psq � 0,

da per Konstrukton P psq � 0 gilt. Aber dann gilt

pT � sqp � T p � sp � T p � a
sodass die linke Seite die Primfaktorzerlegung von T p�a in LrT s ist. Aufgrund der Eindeutigkeit
von Primfaktorzerlegungen muss also P � pT � sqi P LrT s gelten, wo i � degpP q, und damit
pT � sqi P KrT s liegen. Aber der pi� 1q-te Koeffizient von pT � sqi ist p�1qi � i � s P K, was wegen
i   p schon s P K impliziert und damit, dass a eine p-te Wurzel in K hat, wie gewünscht. □

Die Blöcke CP kann man auch noch jeden hierzu äquivalenten Block ersetzen, wie man leicht
prüft. Etwa sind für K � R die beiden Matrizen

CT 2�aT�b �
�
0 �b
1 �a



und

�
�a
2

4b�a2
4

4b�a2
4

�a
2

�

in Matp2, 2,Rq ähnlich wenn 4b� a2 ¡ 0 gilt (das zu überprüfen überlasse ich einmal dem Leser).
Setzen wir also noch

RJλ,µpiq �

���������������

λ µ 0 0 0 0 . . . 0 0
�µ λ 0 0 0 0 . . . 0 0
1 0 λ µ 0 0 . . . 0 0
0 1 �µ λ 0 0 . . . 0 0
0 0 1 0 λ µ . . . 0 0
0 0 0 1 �µ λ . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 0 . . . λ µ
0 0 0 0 0 0 . . . �µ λ

��������������
P Matp2i, 2i,Rq

erhalten wir:

4.14. Korollar (Reelle Normalform) Jede Matrix A P Matpn,n,Rq ist ähnlich zu einer Blockma-
trix bestehend aus Jordanblöcken Jλpiq und Blöcken der Form RJλ,µpiq, mit µ ¡ 0 und eine solche
Blockmatrix ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der Blocke.

Es tauchen hier Jordanblöcke natürlich genau für die reellen Eigenwerte von A auf und Blöcke
der Form RJλ,µpiq für Paare z, z P C von echt komplexen Eigenwerten von A mit

pT � zqpT � zq � pT � λq2 � µ2

also

λ � z � z
2

und µ � |z|.
Diese Normalenform für reelle Matrizen lässt sich natürlich auch viel direkter aus der kom-

plexen ableiten, indem man direkt beobachtet, dass�
Jzpkq 0
0 Jzpkq



und RJ z�z

2 ,|z|pkq

in Matp2k, 2k,Cq ähnlich sind.
Mit diesem Spezialfall ist nun jedenfalls unsere Reise in die Welt der Normalformen beendet.
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5. Die Klassifikation endlich erzeugter abelscher Gruppen

Der Elementarteilersatz und Korollar 3.183.18 liefern auch noch andere Anwendungen: Zum
Beispiel erlauben sie es uns alle endlich erzeugten Moduln über einem euklidischen Ring (oder
nach der Diskussion am Ende des vorigen Abschnitts sogar über einem Hauptidealbereich oder
sogar Hauptidealring) zu klassifizieren. Das Ergebnis ist:

5.1. Theorem Sei R ein euklidischer Ring (oder allgemeiner ein Hauptidealbereich) und M ein
endlich erzeugter R-Modul. Dann gibt es l P N und Nichteinheiten a1, . . . , ak P Rzt0u mit ai | ai�1

für 1 ¤ i   k, sodass
M � R{a1 � � � � �R{ak �Rl.

Weiterhin sind l und k eindeutig bestimmt und die ai bis auf Assoziiertheit.

Damit erhalten wir insbesondere ein Analog des Existenzsatzes für Basen über Körpern:

5.2. Korollar Sei R ein euklidischer Ring (oder allgemeiner ein Hauptidealbereich) und M ein
endlich erzeugter R-Modul. Dann besitzt M eine Basis über R genau dann, wenn M torsionsfrei
ist. Jede Basis von M ist dann endlich.

Dieser Satz gilt weder für nicht-endlich erzeugt Moduln noch für allgemeine kommutative
Ringe: Q ist als Z-Modul ein Gegenbeispiel im ersten Fall, und tF P ZrT s | F p0q ist geradeu
als ZrT s-Modul im zweiten; in beiden Fällen sind je zwei Elemente linear abhängig, eine Basis
müsste also aus einem Element bestehen, aber die Moduln lassen sich nicht von einem Element
erzeugen (im zweiten Falle war das eine Übungsaufgabe auf Zettel 4). Er braucht auch wirklich
die Annahme, dass R ein Integritätsbereich ist: Der Z{4-Modul Z{2 ist torsionsfrei.

5.3. Korollar Ist M eine endliche abelsche Gruppe, so gibt es eindeutige n1, . . . ,nk P N mit
ni | ni�1 für alle 1 ¤ i   k und n1 ¡ 1 mit

M � Z{n1 � � � � � Z{nk,
und insbesondere gilt m � |M | � 0 für alle m PM .

Der Zusatz gilt tatsächlich für alle endlichen Gruppe, nicht nur die abelschen, dies ist als Satz
von Lagrange bekannt, bedarf dann aber eine völlig anderen Beweisstrategie.

Beweis. Man wende obigen Satz für R � Z an und beobachte, dass l � 0 gelten muss wenn
M endlich ist. □

Nun zum Beweis von Theorem 5.15.1. Wir wollen hierzu M als Kokern eine Matrix über R real-
isieren und dann den Elementarteilersatz anwenden. Sei also m1, . . . ,mn ein Erzeugendensystem
von M . Es induziert eine eindeutige lineare Abbildung

Lm : Rn ÝÑM , ei ÞÝÑ mi.

Sie ist offenbar surjektiv und ich behaupte ihr Kern ist wieder endlich erzeugt. Dazu haben wir:

5.4. Lemma Ist R ein Ring und M ein R-Modul und N � M ein R-Untermodul, derart, dass
jeder R-Untermodul von sowohl N und M{N endlich erzeugt ist. Dann ist auch jeder Untermodul
von M endlich erzeugt.

Ist insbesondere jeder Untermodul von R endlich erzeugt, so auch jeder Untermodul von Rn

für jedes n P N.
Da in Hauptidealringen (per Definition) und damit insbesondere in euklidischen Ringen jeder

R-Untermodul von R sogar von einem Element erzeugt ist, ist also insbesondere jeder Untermodul
von Rn endlich erzeugt.

Ein R-Modul, in dem jeder R-Untermodul endlich erzeugt ist, heißt übrigends noethersch
(noetherian) nach der deutschen Mathematikerin Emmy Noether (1882 - 1935), der wohl ersten
Frau, der wir auf unserer Reise durch die Grundlagen der Mathematik begegnen (!), und sie ist
tatsächlich die erste Frau die jemals in Deutschland eine Professur innehatte (obwohl sie nicht
in den Beamtenstatus erhoben wurde). Als Jüdin wurde sie 1933 von den Nationalsozialisten
vertrieben und starb kurze Zeit später in den USA. Ihre Rolle in der Begründung der modernen
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Algebra kann man wohl nicht genug hervorheben, und die widrigen Umstände, mit denen sie als
Frau auch schon vor dem Aufstieg der Nationalsozialisten konfrontiert war, machen das umso
beeindruckender; ihre Arbeit ”Idealtheorie in Ringbereichen”, eines der Urwerke des gesamten
Gebiets endet übrigends mit einem Kapitel über ”Beispiel aus der Elementarteilertheorie”.

Bevor wir das Lemma beweisen schließen wir also ab:

Beweis von Theorem 5.15.1. Wie gerade besprochen, finden wir eine R-lineare Surjektion
a : Rn ÑM und nach Lemma 5.45.4 ist ihr Kern wieder endlich erzeugt. Es gibt also mit dem gleichen
Argument eine Surjektion b : Rp Ñ kerpLq und ist c : Rp Ñ Rn erhalten wir einen Isomorphismus

cokerpRp cÝÑ Rnq aÝÑM .

Jetzt wende den Elementarteilersatz auf die darstellende Matrix von c an. Die Existenzbehauptung
folgt jetzt aus Beispiel 2.122.12 und die Eindeutigkeit ist genau Korollar 3.113.11. □

Beweis von Lemma 5.45.4. Sei also U � M ein Untermodul. Dann sind per Annahme U X
N � N und das Bild V � M{N von U endlich erzeugt, etwa von n1, . . . ,nl P U X N und
rm1s, . . . , rmks P V mit allen mi P U . Dann behaupte ich, dass n1, . . . ,nl,m1, . . . ,mk P U ein
Erzeugendensystem sind. Ist nämlich u P U gegeben, so gilt

rus �
ķ

i�1

rmis � ri �
ķ

i�1

rmi � ris

für irgendwelche ri P R und damit�
u�

ķ

i�1

mi � ri
�
� r0s PM{N

oder mit anderen Worten u�°k
i�1mi � ri P N X U . Aber dann gilt

u�
ķ

i�1

mi � ri �
ļ

j�1

ni � si,

für irgendwelche sj und damit

u �
ķ

i�1

mi � ri �
ļ

j�1

ni � si

wie behauptet. □

Hier ist noch eine Anwendung von Lemma 5.45.4 und dem Elementarteilersatz:

5.5. Korollar Ist R euklidisch (oder allgemeiner ein Hauptidealbereich) und U � Rn ein Unter-
modul, so gibt es eine Basis b1, . . . , bn von Rn und r1, . . . , rn P R mit ri | ri�1 sodass b1�r1, . . . , bk�rk
eine Basis von U ist. Bis auf Assoziiertheit sind die ri, nicht aber die Basis, eindeutig bestimmt.

Mit anderen Worten: Bis auf Basiswechsel ist jeder Untermodul von Rn von der Form

xr1yR � � � � � xrkyR � t0u � Rn

für jeden Hauptidealbereich R. In dieser Form stimmt die Aussage auch für allgemeine Hauptide-
alringe, der Beweis unten kann leicht adaptiert werden.

Wieder ist tF P ZrT s | F p0q ist geradeu � ZrT s als ZrT s-Modul ein Untermodul von echt
anderem Typ.

Beweis. Nach Lemma 5.45.4 ist U endlich erzeugt und besitzt dann nach Korollar 5.25.2 eine
endliche Basis. Nach dem Elementarteilersatz gibt es dann Basen c von U und b von Rn derart,
dass die Inklusion U Ñ Rn durch eine Matrix in Elementarteilerform gegeben ist. So ein b leistet
das gewünschte. Die Eindeutigkeit folgt wieder direkt aus Korollar 3.113.11. □
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Diese Sätze bilden nun also eine Grundlage für lineare Algebra über euklidischen Ringen, ana-
log zu den Basisexistenz- und Ergänzungsätzen für Vektorräume über (Schief-)Körpern aus den er-
sten Kapiteln. Dies ist also der Startpunkt für das Studium linearer Abbildungen etwa über Z. So
ein Studium werden wir natürlich im Rahmen dieser Vorlesung nicht mehr durchführen und es ist
wirklich signifkant komplizierter als das Analog über Q, allein schon weil man nicht alle Polynome
normieren kann, ohne Information über ihre Faktorisierung zu verlieren, und ZrT s kein Hauptide-
albereich ist: Etwa gibt es für Matrizen in Matpn,m,Zq im allgemeinen keine Minimalpolynome.

Die Klassifikation von Ähnlichkeitsklassen von ganzzahligen Matrizen mit gegebenem charakteris-
tischen Polynom ist im Groben von den Amerikanern Claiborne Latimer (1893 - 1960) und Cyrus
MacDuffee (1895 - 1961) im Jahre 1933 geklärt worden und bedarf Methoden der Zahlentheorie
die weit über die Inhalte dieser Vorlesung hinaus gehen.

Ich will zum Schluss noch eine zweite Art angegeben, die Summanden im Klassifikationssatz
5.15.1 anzugeben, der die Primärzerlegung in Theorem 4.114.11 verallgemeinert. Zunächst beobachten
wir, dass für a � pn1

1 �pnkk die Primfaktorzerlegung von einer Nichteinheit a P Rzt0u durch iterierte
Anwendung des Satzes von Sunzi

R{a � R{pn1
1 � � � � �R{pnkk

folgt. Wir erhalten damit den Existenzteil von folgernder Aussage, und der Existenzteil folgt aus
??:

5.6. Korollar Ist R ein euklidischer Ring (oder allgemeiner ein Hauptidealring), dann ist jeder
endlich erzeugte R-Torsionsmodul isomorph zu einem Produkt von Moduln der Form R{pi für
i P N und p P R irreduzibel. Hierbei sind die auftretenden Vielfachheiten der Faktoren dieser
Form ist eindeutig bestimmt.

Wo eine Aufspaltung in zyklische Summanden wie in den bisherigen Klassifikationssätzen
nicht eindeutig ist (nur der Typ und die Anzahl der auftretenden Faktoren!), ist die Aufspaltung
in verschieden Primanteile das schon. Hierzu ein letzter Begriff.

5.7. Definition Ist R ein euklidischer Ring (oder ein Hauptidealring) und p P R irreduzibel.
Dann definiere für einen R-Modul M

TorsppMq � tm PM | m � pi � 0 für ein i ¥ 1u
den p-primären Torsionsmodul (p-primary torsion module) von M .

Es gilt offenbar TorsppMq � TorspMq.
5.8. Beispiel (1) Diese Definition verallgemeinert die primären Untervektorräume eines En-

domorphismus φ : V Ñ V eines K-Vektorraums V in dass

PrmP pφq � TorsP pVφq
für jedes irreduzible P P KrT s gilt.

(2) Ist a � pi � q mit q teilerfremd zu p, so ist TorsppR{aq der von rqs erzeugte Untermodul,
insbesondere ist

� � q : R{pi ÝÑ TorsppR{aq
ein Isomorphismus.

(3) Es gilt
TorsppM �Nq � TorsppMq � TorsppNq

für je zwei R-Moduln M und N und TorsppMq � Torsp1pMq wann immer p und p1

assoziiert sind.

Mit beinahe gleichem Beweis wie von Theorem 4.114.11 erhält man nur die allgemeine Primärzerlegung:

5.9. Satz (Primärzerlegung) Ist R ein euklidischer Ring (oder auch nur ein Hauptidealring) und
M ein R-Modul, so gilt

TorspMq �à
rps

TorsppMq
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wo rps die Assoziiertheitsklassen von irreduziblen Elemente p in R durchläuft.

Man beachte, dass das aufgrund des obigen Beispiels insbesondere noch einmal den Satz von
Sunzi enthält.

Beweis. Zunächst einmal zeigen wir, dass die linke Seite die Summe der primären Torsion-
smoduln ist. Wir zeigen per Induktion, dass alle m P M die von einem Element r P R, dessen
Primfaktorzerlegung höchstens k Faktoren enthält schon in der Summe der linken Seite liegt. Sei
also m � r � 0. Ist dann k � 1, so folgt r � u � pi für ein irreduzibles p und eine Einheit u P R
und es gilt m P TorsppMq. Und gilt und r � u � pn1

1 � pnkk � pnk�1

k�1 die Primfaktorzerlegung von r, so

setze q � u � pn1
1 � pnkk , was teilerfremd zu p

nk�1

k�1 ist. Es gilt nach Bézout’s Lemma also s, t P R mit

1 � s � q � t � pnk�1

k�1 , und damit gilt

m � m � s � q �m � t � pnk�1

k�1

und der linke Summand liegt in Torspk�1
pMq und das linke wird von q annihiliert, was k Prim-

faktoren hat, also nach Induktionsannahme in der Summe der linken Seite liegt.
Um zu zeigen, dass die Summe direkt ist, zeigen wir noch t0u � TorsppMqX

°
rqs�rps TorsqpMq.

Wieder bietet sich ein Induktion an: Sei m ein Element des Durchschnitts, dessen Darstellung im
rechten Teil höchsten k Summanden involviert, dann zeigen wir dass m � 0 gilt. Für k � 0 ist
das trivial. Und gilt m � pj � 0 und m � m1 � � � � �mk�1 mit mi � qnii � 0 für unterschiedliche
rqis � rps, so finden wir s, t P R mit 1 � s � pi � t � qnk�1

k�1 und damit

m � m � rpi �m � sqnk�1

k�1 � m1 � sqnk�1

k�1 � � � � �mk � sqnk�1

k�1 ,

sodass die Induktionsvoraussetzung zuschlägt. □

5.10. Beispiel In M � Z{12� Z{14 gilt

Tors2pMq � 3Z{12� 7Z{14, Tors3pMq � 4Z{12� t0u, und Tors7pMq � t0u � 2Z{14
und TorsppMq � t0u für alle anderen Primzahlen p P N. Wir haben dann die eindeutige (!)
Zerlegung

pa, bq � p�3a, 7bq � p4a, 0q � p0,�6bq
von jedem Element pa, bq PM in seine drei Torsionskomponenten.

Weiterhin gilt

Tors2pMq � Z{4� Z{2, Tors3pMq � Z{3, und Tors7pMq � Z{7
und damit

Z{12� Z{14 � Z{2� Z{4� Z{3� Z{7
als Zerlegung in zyklische Primärtorsionsmoduln, und

Z{12� Z{14 � Z{2� Z{84
als Elementarteilerzerlegung. Im Gegensatz zur direkten Zerlegung in die Torsionskomponenten ist
hier zwar die Form die rechten Seiten eindeutig durch M bestimmt, nicht aber der Isomorphismus
(oder auch nur die Bilder der zyklischen Summanden, im Falle der 2-primären Torsion).

6. Die Klassifikation endlicher Körper

Die Klassifikation endlicher abelscher Gruppen kann man benutzen um endliche Körper besser
zu verstehen. Der entscheidenden Schritt ist folgender:

6.1. Satz Ist K ein Körper und A � Kzt0u eine endliche Untergruppe (bezüglich der Multiplika-
tion in K). Dann ist A zyklisch und besteht genau aus den |A|-ten Einheitswurzeln von K.

Proof. Gemäß Korollar 5.35.3 gilt A � Z{n1�� � ��Z{nk für eine Teilerkette ni P N mit n1 ¡ 1.
Insbesondere folgt dann ank � 1 für alle a P A und damit, dass alle Elemente von A Nullstellen
von Tnk � 1 sind und damit nk-te Einheitswurzeln. Aber hiervon kann es nur nk Stück geben,
sodass nk ¤ |A| � n1 � � � � � nk gilt, was k � 1 und |A| � nk erzwingt. □
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6.2. Beispiel In Q und R sind t1u und t�1, 1u also die einzigen endlichen Untergruppen. In C

gibt es zu jedem n P N genau eine Untergruppe Wn von Czt0u mit n Elementen und

Z{n ÝÑWn, rks ÞÝÑ cos
�
2kπ
n

�� i � sin � 2kπn �
ist ein Isomorphimus.

Im allgemeinen sagt uns Satz 6.16.1 zwar, dass jede endliche Untergruppe A � Kzt0u zyklisch
ist, aber gibt keinen Hinweis, wie man einen Erzeuger findet. Insbesondere ist bis heute nicht
bekannt wie man einen Isomorphismus�

Z{pp� 1q,�� ÝÑ �pZ{pqzt0u, ��
allgemein findet. In jedem endlichen Körper K lernen wir aber trotzdem, dass jedes 0 � a P K
eine p|K|�1q-te Einheitswurzel ist. Insbesondere erhalten wir, dass das Polynom T |K|�T P KrT s
jedes Element aus K als Nullstelle hat. Das bedeutet:

6.3. Korollar Ist K ein endlicher Körper, so gilt
±
aPK T � a � T |K| � T , und dies ist der

Erzeuger von kerpapf : KrT s Ñ FpK,Kqq als KrT s-Modul.

Für K � Z{p hatten wir das schon in der Diskussion nach Theorem 2.42.4 gesehen und daraus
den Satz von Wilson hergeleitet, dass pp� 1q! �p p� 1 für jede Primzahl p gilt.

Mittels 6.16.1 können nun auch Wurzeln in endlichen Körpern allgemeiner studieren, was wir
selbst für K � Z{p bisher nicht konnten. Zur Vorbereitung:

6.4. Beobachtung Besitzt irgendein Element in Kzt0u genau l k-te Wurzeln, so besitzt jedes
Element aus Kzt0u entweder keine oder genau l k-te Wurzeln. Das folgt direkt indem man
Beobachtung 3.103.10 auf den Homomorphismus p�qk : Kzt0u Ñ Kzt0u anwendet.

Wir erhalten dann insgesamt:

6.5. Satz Ist K ein endlicher Körper und k P N, so gibt es genau ggTpk, |K| � 1q k-te Ein-

heitswurzeln in K. Weiterhin haben genau |K|�1
ggTpk,|K|�1q Elemente von Kzt0u k-te Wurzeln und

dies sind genau die |K|�1
ggTpk,|K|�1q -ten Einheitswurzeln in K.

Den Spezialfall k � 2 hatten wir in Lemma 4.84.8 und Satz 4.104.10 schon analysiert.

Beweis. Vermöge Satz 6.16.1 haben wir

|tx P Kzt0u | xk � 1u| � |tx P Z{p|K| � 1q | x � k � 0u|,
nennen wir diese Zahl einmal m und setzen n � |K| � 1. Die rechte Seite bildet eine Untergruppe
von Z{n. Aber die Untergruppen von Z{n entsprechen offenbar den Untergruppen von Z die
n enthalten, und diese sind nach Satz 3.103.10 gegeben durch dZ für die Teiler d von n. Und die
Untergruppe dZ{nZ � Z{pn{dq hat n{d-Elemente. Insbesondere folgt also, dass m ein Teiler von
n ist.

Weiterhin ist also jede Untergruppe U � Z{n mit m Elementen zyklisch, also selbst isomorph
zu Z{m. Und wird jedes Element in U von k annihiliert, so muss also m ein Teiler von k sein, und
damit ist m ein gemeinsamer Teiler von k und n und damit m ¤ ggtpk,nq. Aber die Untergruppe

n
ggtpk,nqZ

nZ
� Z

nZ

hat auch wirklich ggtpk,nq Elemente und offenbar gilt für jedes l P N
n

ggtpk,nq � l � k �n 0,

sodass sie in tx P Z{n | x � k � 0u enthalten ist, und daher folgt m � ggTpk,nq und (sogar
Gleichheit dieser beiden Untergruppen).

Das beweist die erste Behauptung, und die anderen beiden folgen genau wie im Spezialfall
k � 2 und ich überlasse sie einmal dem Leser. □

6.6. Beispiel (1) In Z{19 beispielsweise, lernen wir zum Beispiel, dass es
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 2 quadratische Einheitswurzeln gibt, und 10 Elemente eine Quadratwurzel haben,
0 und die 9-ten Einheitswurzeln.

 3 kubische Einheitswurzeln gibt, und 7 Elemente ein Kubikwurzel haben, 0 und die
6-ten Einheitswurzeln.

 2 4-te Einheitswurzeln gibt, und wieder 10 Elemente eine 4-te wurzel haben, nämlich
genau die die schon eine Quadratwurzel haben,

 1 5-te Einheitswurzel gibt, und jedes Element genau eine 5-te Wurzel hat,
 6 6-te Einheitswurzeln gibt, und 4 Elemente eine 6-te Wurzel haben, nämlich 0 und
die 3-ten Einheitswurzeln.

 1 7-te Einheitswurzel gibt, und jedes Element genau eine 7-te Wurzel hat,
 2 8-te Einheitswurzeln gibt, und 10 Elemente eine Quadratwurzel haben, nämlich
genau die die schon eine Quadratwurzel haben,

 9 9-te Einheitswurzeln gibt, und 3 Elemente eine 9-te Wurzel haben, nämlich 0 und
die quadratischen Einheitswurzeln.

und so weiter.
(2) Für quartische Wurzeln gibt es drei Möglichkeiten:

 Falls 4 | p� 1 so besitzt Z{p genau 4 4-te Einheitswurzeln, genau p�3
4 Elemente von

Z{p besitzen vierte Wurzeln, und außer 0 P Z{p besitzen diese jeweils 4 davon
 falls 2 | p� 1, aber 4 ∤ p� 1, so besitzt Z{p genau 2 4-te Einheitswurzeln, genau p�1

2
Elemente von Z{p besitzen vierte Wurzeln und und außer 0 P Z{p besitzen diese
jeweils 2 davon, oder

 falls 2 ∤ p� 1, so besitzt jedes Element von Z{p genau eine 4-te Wurzel.

Wir können endliche Körper mit Hilfe von 6.16.1 sogar vollständig klassifizieren. Ich erinnere
daran, dass wir uns schon in Theorem 6.16.1 überlegt hatten, dass die Ordnung eines endlichen
Körpers immer eine Primzahlpotenz ist.

6.7. Theorem (Satz von Moore) Zu jeder Zahl pn mit p P N prim und 0 � n P N gibt es einen
Körper K mit |K| � pn. Und gilt noch |K 1| � pn so gibt es genau n Körperisomorphismen
K Ñ K 1.

Insbesondere sind je zwei endliche Körper mit gleich vielen Elementen isomorph.

Die Eindeutigkeit ist nun einfach: Es sei K ein Körper mit pn Elementen. Nach Satz 6.16.1
ist Kzt0u eine zyklische Gruppe. Sei etwa 0 � x P K ein Erzeuger und minx P Z{prT s das
Minimalpolynom von x P K, wobei wir K wie schon in Satz 6.36.3 als Z{p-Algebra auffassen. Wir
erhalten dann aus einer Aufgabe auf dem vierten Zettel einen injektiven Ringhomomorphismus

pZ{prT sq{minx ÝÑ K, F ÞÝÑ F pxq.
Aber da jedes Element von Kzt0u nach Annahme eine Potenz von von x ist, ist dieser auch sur-
jektiv, und damit gilt nach Korollar 5.185.18 degpminxq � n. Um einen Isomorphismus K Ñ K 1

anzugeben, reicht es also einen Ringhomomorphismus Z{prT s{minx Ñ K 1 anzugeben: Dieser ist
als Homomorphismus zwischen Körpern automatisch injektiv und da Ziel und Quelle gleich viele
Elemente haben automatisch auch surjektiv. Wir behaupten es gibt genau n solche Homomor-
phismen. Gemäß der gleichen Aufgabe vom vierten Zettel entsprechen sie nämlich den Nullstellen
des Polynoms minx in K 1, womit es schonmal höchsten n geben kann. Aber nach Korollar 6.36.3 ist
x eine Nullstelle von T p

n�T P Z{prT s, sodass minx | T pn�T . Aber das Polynom T p
n�T zerfällt

über K 1 ebenfalls nach 6.36.3 in einfache Linearfaktoren, sodass jeder Teiler F von T p
n � T P K 1rT s

genau degpF q Nullstellen in K 1 besitzt. Wenden wir das auf F � minx an folgt die Behauptung.

6.8. Beobachtung (1) Das Argument zeigt insbesondere, dass jeder endliche Körper zu
einem der Körper Z{prT s{P für ein irreduzibles Polynom P P Z{prT s isomorph ist.

(2) Ist K ein endlicher Körper mit pn Elementen, so kennen wir den Automorphismus
Frobp : K Ñ K,x ÞÑ xp und nach Korollar 6.36.3 gilt Frobnp � idK . In der Tat sind die

Frobkp für 0 ¤ k   n genau die n Automorphismen, die der Satz von Moore garantiert:
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Wir haben eine Abbildung

Z{n ÝÑ FpK,Kq, i ÞÝÑ Frobip

und um sie als injektiv nachzuweisen, beobachten wir, dass Frobip � idK impliziert, dass

xp
i � x für alle x P K gilt, aber T p

i � T hat höchstens pi Nullstellen, sodass dann i ¥ n
gelten muss.

(3) Man prüft nun leicht, dass tx P K | xpi � xu für jedes 1 ¤ i ¤ n wirklich einen Teilkörper
mit pi Elementen bildet, wenn i | n: Schreiben wir n � id so gilt nach der geometrischen
Summenformel

pn � 1 � ppiqd � 1 � ppi � 1q �
�
d�1̧

j�0

pij

�
,

und wenn wir den rechten Faktor q nennen erhalten wir nochmal nach der geometrischen
Summenformel

T p
n�1 � 1 � pT pi�1qq � 1 � pT pi�1 � 1q �

�
q�1̧

j�0

T jp
i�j
�

woraus T p
i � T | T pn � T folgt, was zusammen mit 6.36.3 impliziert, dass T p

i � T wirklich
pi Nullstellen hat.

Insbesondere enthält K einen endlichen Körper mit pi Elementen, wenn i | n, dieser
ist nach 6.36.3 eindeutig bestimmt, und wenn K 1 � K ein Körper mit pi Elementen ist,
dann besitzt K eine Basis als K 1-Vektorraum, sagen wir aus d Elementen und es folgt
pn � |K| � |K 1|d � pid, sodass auch i | n folgt.

Insbesondere enthält zum Beispiel etwa kein Körper mit p3 Elementen einen mit p2 Elementen,
aber jeder Körper mit p6 Elementen enthält jeweils genau einen mit p3 und p2 Elementen.

Es bleibt also noch zu zeigen, dass es wirklich für jede Zahl pn einen Körper mit pn Elementen
gibt. Dafür reicht es zu zeigen, dass es über Z{p ein irreduzibles Polynom vom Grad n gibt.

Das folgt aus folgender Verallgemeinerung von Korollar 6.36.3:

6.9. Satz Ist K ein endlicher Körper mit pn Elementen. Dann besteht für jedes 0 � i P N die

Primfaktorzerlegung von T p
ni � T P KrT s aus allen irreduziblen, normierten Polynomen in KrT s

deren Grad i teilt, und jedes ist ein einfacher Faktor.

Beweis. Dass jeder ein Primfaktor von T p
ni�T einfach ist, folgt aus dpT pni�T q � �1, denn

es gilt dpF �G2q � pdF q �G� 2F � pdGq �G, was nie teilerfremd zu G ist.
Sei nun P P KrT s irreduzibel. Wir zeigen dann, dass degpP q | i genau dann gilt, wenn

P | T pni � T .
Hierzu betrachte K 1 � KrSs{P pSq und setze s � rSs. Dann ist P das Minimalpolynom

von s über K. Da P irreduzibel ist, gilt P | T pni � T in KrT s wegen der Eindeutigkeit von

Primfaktorzerlegungen genau dann, wenn P | T pni �T in K 1rT s gilt, und das stimmt genau dann,

wenn s eine Nullstelle von T p
ni �T ist und damit genau dann, wenn Frobnip psq � s. Aber da jedes

Element x P K 1 von der Form x � F psq für ein Polynom F P KrT s ist, und Frobnp : K Ñ K die
Identität ist passiert das genau dann, wenn

id � Frobnip : K 1 Ñ K 1.

Aber wie wir uns in der obigen Beobachtung überlegt haben, ist das wegen K 1 � pndegpP q,
äquivalent zu ndegpP q | ni. □

Beweis des Satzes von Moore. Es bleibt nur noch die Existenzaussage für einen Körper
mit pi Elementen zu zeigen. Nehmen wir etwa an es gäbe kein irreduzibles Polynom vom Grad

i über Z{p. Dann hätte die Primfaktorzerlegung von T p
i � T P Z{prT s nach obigen Satz einzig
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Faktoren vom Grad weniger als i. Es würde also nach einer weiteren Anwendung von des Satzes

für jeden Primfaktor P P Z{prT s von T pi � T schon

P |
i�1¹
k�0

T p
k � T

teilen (man bräuchte in dieser Summe sogar nur die Faktoren von i berücksichtigen). Da alle

Faktoren von T p
i � T einfach sind, folgt hieraus

T p
i � T |

i�1¹
k�0

T p
k � T

aber es gilt

deg

�
i�1¹
k�0

T p
k � T

�
�

i�1̧

k�0

pk � pi � 1

p� 1

nach der geometrischen Summenformel, was sicherlich kleiner als pi � degpT pi � T q ist. □

Man kann Satz 6.96.9 übrigends auch noch benutzen um die genaue Anzahl der irreduziblen
Polynome eines gegebenen Grads i über einem endlichen Körper zu bestimmen. Aber irgendetwas
muss ja auch noch für die späteren Vorlesungen bleiben.
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