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1.2 Etwas iiber die Formale Struktur der Mathematik
e Definitionen: Begriffe oder Schreibweisen werden festgelegt.
Zum Beispiel kommt die folgende Schreibweise iiberall in der linearen Algebra vor:

Definition 1. >} 1 a; = a1 +as + -+ an.

(dh. etwa: 327 i =1+2+3)
Bemerkung. es gilt 2?21 a; = 0.

e Behauptungen: (Lemmata, Sitze, Korollare) sind Aussagen, die—mehr oder weniger—mit Hilfe der
vorher festgelegten Definitionen bewiesen werden miissen.

e Beweise: Es gibt im allgemeinen drei Beweismethoden:
— direkte Beweise,

— indirekte Beweise (durch Widerspruch), und

— induktive Beweise.

e Beispiel fiir einen direkten Beweis:

. . n . n(n+1
Satz 1.1 (Gau83 als Schulkind. ca. 1787). Es gilt ), i = %

Beweis. Es gilt:

n

Y i=142+4---+n,

=1



Daher

(iz)—i— (iz) = 14+n)+Q2+Mn—-1)+---+(n+1)

= n+)+Mn+1)+--+(n+1)

n — mal
= n(n+1)

e Beispiel fiir einen indirekten Beweis:

Satz 1.2. /2 ist irrational.

Beweis. Angenommen, v/2 ist doch rational, so dafl v/2 = a/b, mit @ und b > 0 Integerzahlen (wir kénnen
natiirlich annehmen, da8 b # 0). Seien a, b die kleinsten Integerzahlen mit /2 = a/b. Es gilt:

var=2=(3) =%

= 2h% = a?

= a? ist eine gerade Zahl
= a ist eine gerade Zahl

Wir kénnen daher schreiben a = 2¢, wobei ¢ # 0 auch eine Integerzahl ist. D.h.:
20% = (2¢)? = 4¢?
= b? = 2¢2

Das heif}t, b ist eine gerade Zahl, etwa b = 2d, und sicherlich ist d < b. Es gilt

a 2c c
2 = —- = — = —
V2 b 2d d’

wobei ¢ und d Integerzahlen sind, die kleiner sind als a und b. Widerspruch. Folglich ist unsere Annahme
falsch: d.h. es existieren keine Integerzahlen a und b mit v/2 = a/b. |

e Beispiel fiir einen Beweis mittels (vollstindiger) Induktion !:
Satz 1.3. Es gilt > " ;i = @ fiir alle n > 0.

Beweis. (durch Induktion nach n).

1. Induktionsanfang (n = 0).

2. 0x (041)
>izp= )
=1 2

2. Induktionsschritt (n — n+1).

. . 1 - .
Sei i i= 2t Wir miissen nun zeigen, daf

2
ni:li_ (n+1) x (n+2)
B 2
=1

IFrither hat man ‘Beweise’ auch durch nicht-vollstéindige Induktion gefiihrt, indem man einige Beispiele einfach ausgerechnet
hat. Beispiel: S1_, i =1, >)7_,i =3, 3% | i = 6. Ah-Ha! Es scheint zu stimmen! QED(?)



Aber hierfiir gilt

n+1 n
. . 1
z( z>+(n+1) = §n(n+1)+(n+l)
i=1 i=1
= 1( +1)n+ 1( +1)2
= 3 n n > n
1
O
Im allgemeinen geht es hier darum, eine Aussage A(n) zu beweisen, wobei n = 1,2,3,.... (D.h. es gibt

eigentlich unendlich viele verschiedene Aussagen: A(1), A(2), uw.s.w.) Um A(n) ganz allgemein zu beweisen
(etwa fiir alle n > ng, wobei ng eine vorgegebene Integerzahl ist), geniigt es, nur zwei bestimmte Aussagen
zu beweisen, ndmlich:

(I) A(ng) ist richtig. (Induktionsanfang)
(IT) Fiir beliebige n > ng gilt: Falls A(n) richtig ist, dann ist auch A(n 4 1) richtig.

Die Beweismethode der vollstdndigen Induktion mag zunéchst neu erscheinen, aber alle, die Erfahrung mit
der Computerprogrammierung haben, werden feststellen, dafl diese Methode nichts anderes ist, als die Idee der
rekursiven Programmierung:

function summiere (n : integer) : integer;
begin
if n <= 0 then summiere := 0
else summiere := summiere(n-1) + n
end;

Manchmal ist es zweckmifBig, einen Beweis in kleinere Abschnitte zu zerlegen. Zum Beispiel:
Satz 1.4. Jede positive Integerzahl besitzt eine eindeutige Primfaktorzerlegung.
Wir benutzen hierbei die iibliche Definition

Definition 2. Sei N = {1,2,3,...} die Menge der ‘natiirlichen’ Zahlen. Eine positive Integerzahl p heifit prim,
falls kein ¢ € N existiert mit 1 < ¢ < p und p = qr, wobei auch r € N.

Um den Satz zu beweisen, werden wir zunéchst einige Hilfssdtze beweisen. Wir brauchen auch eine weitere
Definition.?

Definition 3. Seien a,b € N. a heifit Teiler von b, geschrieben a|b, falls 3¢ € N mit ac = b. Seien n,m € N.
Die Zahl a € N heifit grofiter gemeinsamer Teiler (ggt(n,m)), falls aln und a|m, und 3 kein b € N mit a < b,
aber b teilt sowohl n als auch m.

Zwei besondere Fille:

e Falls n = m, dann ist ggt(n,m) =n = m.

e Es gilt immer 1|a, fiir alle a € N. Falls ggt(n,m) = 1, dann heiflen m und n relativ prim zueinander.
Insbesondere ist eine Primzahl p zu allen Zahlen, die kleiner als p sind, relativ prim.

Lemma. Seien m, n relativ prim. = 3 Integerzahlen a,b mit
am +bn = 1.

Beweis. Falls m = 1 oder n = 1, dann ist das Ergebnis trivial. Falls m = n > 1, dann sind m und n nicht
zueinander relativ prim. Sei daher etwa 1 < m < n. Wir benutzen Induktion iiber n.

Fiir m =2, n=3gilt 1 = (—1) x 2+ 1 x 3. Sei daher 1 < m < n gegeben mit n > 3, und sei das Lemma
wahr fiir alle relativ prim Paare, die kleiner als (m,n) sind. Wir schreiben

n=rm-+y

wobei 2,y € N U{0}, y < m. Es gilt 0 < y, da sonst m|n wire, was der Voraussetzung m, n relativ prim
widersprechen wiirde.

2Bemerken Sie, da8 3 heifit ‘es existiert’ und V heifit ‘fiir alle’.
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Aber y, m sind zueinander auch relativ prim. Warum? Sonst wiirde ein z € N existieren, z > 1, mit z|y und
z|lm.
= z|n, wobei n = xm +y.

Das heif3t, z wiirde sowohl m als auch n teilen. Widerspruch, da m und n doch zueinander relativ prim sind.
Nun, das Paar (y, m) ist kleiner als das Paar (m, n). Folglich kénnen wir die induktive Hypothese in Anspruch
nehmen, um auf die Existenz von zwei weiteren Zahlen ¢ und d zu schlieen mit der Eigenschaft, dal 1 = cy+dm.
Aber dann gilt
1 = cy+dm
= c¢(n—xm)+dm
= (d—cx)m+ecn

Das heif3t, wir kénnen einfach a = d — cx und b = ¢ nehmen. O
Korollar 1.4.1. Angenommen p,a,b € N, mit p eine Primzahl und p|ab. Dann gilt entweder pla oder plb.

Beweis. Falls nicht p|la, dann sind p und a relativ prim. = Jz,y mit
1 =2zp+ ya.

= b= xpb + yab.
Aber da plab = plb. O

Beweis des Satzes iiber Primfaktorzerlegung.

Offensichtlich existieren immer Primfaktorzerlegungen fiir beliebige positive Integerzahlen. Wir miissen nur
beweisen, dafl diese Zerlegungen eindeutig sind. Um einen Widerspruch zu finden, sei angenommen, dafl der
Satz doch nicht richtig sei. Das wiirde heiflen, dal eine Zahl n € N existieren wiirde mit zwei verschiedenen
Primfaktorzerlegungen, etwa

n=pip2...-Pn =4dq192 ...49m.

Sei n die kleinste Zahl in N, die zwei verschiedene Primfaktorzerlegungen besitzt. Kann es sein, dafl p; = ¢; fiir
irgendwelche i, j7 Nein, sonst wére

pl .. -Pi—le‘-ﬁ-l .. pn = Q1 .. .Qj_1Qj+1 e qm
ein kleineres Beispiel. Es gilt nun
pin=q1...q¢m =qi(q2- - qm)

Aber p; ist sicherlich kein Teiler von ¢1, da ¢; doch prim ist. Folglich (nach unserem Korollar) mufl p1|gz . . . gpm.
Und so weiter. . . ! Letzten Endes miissen wir schliefen, da8 p;|g,,, was wiederum unméglich ist. Insgesamt haben
wir einen Widerspruch.

1.3 Etwas iiber die Logik

Ich habe das gewthnliche mathematische Zeichen ‘=’ in diesen Beweisen benutzt. A = B heifit ‘aus A folgt B’
oder ‘A impliziert B’. Logiker versuchen, diese Idee noch genauer zu beschreiben, indem sie eine ‘Wahrheitsta-
belle’ aufstellen.

=3 || wahr | falsch

wahr || wahr | falsch
falsch || wahr | wahr

Das heifit z.B., da} die gesamte Aussage ‘A = B’ wahr ist, falls etwa A und B beide wahr sind. Aber nach
dieser Vereinbarung gilt auch ‘A = B’ ist wahr, falls A falsch und B wahr! Ich will nicht viel iiber diese logische
Beziehungen reden. In Wirklichkeit 1lduft auch alles in der Mathematik iiber den ‘gesunden Menschenverstand’.
Viel einfacher ist die Beziehung A < B. Das heifit, A ist wahr genau dann, wenn B auch wahr ist.

= || wahr | falsch

wahr wahr | falsch
falsch || falsch | wahr
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Sie sollten sich auf jeden Fall (entweder mittels Wahrheitstabellen oder durch ‘Verstehen’) die folgenden
logischen Beziehungen durch den Kopf gehen lassen.

(AeB) & (A= Bund B=A)

(A= B) < (nicht B = nicht A)
(nicht (nicht 4)) < A
(A= (nicht B)) < (B = (nicht A))

und so weiter... Zum Beispiel:
Yn>0, dn>n

ist sicherlich wahr fiir geeignete Integerzahlen n und m.

)

Hier ist eine kleine zusitzliche Ubung zur allgemeinen Uberlegung: Sei ‘A’ irgendeine logische Aussage, die die
‘3" und YV’ Zeichen enthélt (und vielleicht auch ‘=’, ‘<=’ ‘=’ und ‘nicht’). Was ist dann die logische Aussage
‘nicht A’?7 Zum Beispiel gilt nach dem ‘gesunden Menschenverstand’ sicherlich:

(nicht (Vn > 0,3m so dal m > n))
< (3n > 0 so daB nicht m > n,Vm).

Gibt es eine formale Regel fiir diese logische Umkehrung?

1.4 Was ist lineare Algebra?

Antwort: Lineare Algebra ist das Studium von Algebra und Geometrie. (Zumindest heifit es so in der Priifung!) In
der linearen Algebra werden wir uns jedenfalls mit der ‘traditionellen’ Hilfte der Mathematik auseinandersetzen.
(Die Analysis hingegen ist erst in den letzten 300 Jahren entstanden.) Dabei geht es zuerst darum, zu iiberlegen,
was die Mathematik iiberhaupt ist.

Beispiel (aus der Schulmathematik):

B

Satz 1.5 (Pythagoras). Fir das rechtwinklige Dreieck im Bild gilt

A%+ B? = C°.
y
X
Beweis.
Wie man sieht, gilt: Fliacheninhalt des Quadrats x gleich Flidcheninhalt des Rechtecks y. u.s.w. O
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Frage: ist dies ein Beweis? Was sind die Annahmen? Was wird iiberhaupt bewiesen? Laut Plato’s ‘Meno’
Dialog kennt jeder schon im voraus alle Wahrheiten. Nach dieser Auffassung wire es meine Aufgabe, Sie an
diese Wahrheiten einfach zu erinnern, so dafl Sie die mathematischen Beweise ‘wieder’ sehen. Aber wir in der
modernen Welt kennen viele bizarre Ideen, die zu Zweifel an Plato’s einfacher Auffassung von “Wahrheit’ fithren.
Zum Beispiel:

Definition 4. (Nach Plato) Zwei geometrische Objekte sind gleich grof}, falls sie ‘zerlegungsgleich’ sind, wo-
bei X und Y zerlegungsgleich sind, falls disjunkte Zerlegungen von X und Y in gleich viele Teile existieren
({Xq1,...,Xn} und {Y1,...,Y,}), mit der Eigenschaft, daf§ fiir jedes i die Teile X; und Y; sich so bewegen
lassen, daf} sie miteinander iibereinstimmen.

Fiir Plato war dies praktisch das elementarste Prinzip iiberhaupt, und es diente als Grundlage fiir die
Erforschung vieler anderer Wahrheiten. Aber es gilt:

Satz 1.6 (Banach, Tarski - 1924). Sei B C R3 die Einheitskugel. Dann gibt es eine disjunkte Zerlegung in
zwei Teile B = By U Bs, so daf$ alle drei Mengen B1, By und B zerlequngsgleich sind!

Das heifit, nach dieser Auffassung wire die 3-Kugel 2-mal so grofl wie sie selbst! So etwas ist offensichtlich
absurd, und es ist klar, dafl wir eine einfachere, ‘verniinftigere’ Definition als die von Plato suchen miissen.
Insgesamt miissen wir viel vorsichtiger mit ‘Geometrie’ umgehen als Sie es von der Schule her gewdéhnt sind!
Deswegen ist es notig, dafl wir uns schon jetzt mit einigen scheinbar langen, abstrakten und unmotivierten
Definitionen auseinandersetzen.



Kapitel 2

Zahlensysteme, Korper, Vektorriume

2.1 Die Zahlen

Die ‘iiblichen’ Zahlensysteme sind:

e die natiirlichen Zahlen: N = {1,2,3,...}

die Integerzahlen: Z = {...,—2,-1,0,1,2,...}
e die rationalen Zahlen: Q = {¢ : a € Z,b € N}

die reellen Zahlen: R, Z.B 1/2, , sin(e‘/i), u.S.w.
e die komplexen Zahlen: C = {& + yi : z,y € R,i =+/—1}

Die Zahlensysteme N, Z und Q sind natiirlich allgemein bekannt; die reellen Zahlen sind komplizierter. Es
gilt, daB N € Z ¢ Q C R C C). Alle reellen Zahlen lassen sich als Dezimalbruchzahlen ausdriicken. Zum
Beispiel

1
2 + %

2
+2+2+1.A.

V2=1,41421---=1+

(Der dritte Ausdruck hier ist eine Kettenbruchzahl. Moglicherweise (nach Plato’s ‘Parmedides’ Dialog) war
dies der eigentliche Gegenstand der griechischen Mathematik.) Eine weitere géngige reelle Zahl ist

m=3,14159...
Die folgende interessante Beziehung (mit Kettenbruchzahlen) hat Brouncker (1654) entdeckt:

™ 1
471+ —1—
2+ —32
24 572
2+ 5

Auf jeden Fall gilt: eine reelle Zahl x € R ist auch rational < die entsprechende Dezimalbruchzahl periodisch
ist. (Auch < die entsprechende Kettenbruchentwicklung endlich ist.) Zum Beispiel:

4
3= 1,33333333. ..

2.2 Die moderne Auffassung von Geometrie

Statt wie die alten Griechen mit Zirkel und Lineal zu arbeiten, wird die Geometrie in der modernen Mathematik
nach der Methode von Descartes (1596-1650) definiert.

Definition 5. Die kartesische Ebene ist die Menge R?, bestehend aus Zahlenpaaren (z,y), wobei sowohl x als
auch y reelle Zahlen sind. Das heifit:
R? = {(z,y) : v,y € R}

Allgemeiner:

Definition 6. Seien X1, X5, ..., X, beliebige Mengen. Das kartesische Produkt ist die Menge

X1XXQX---XXnE{(l‘l,ZCQ,...,LEn)Z$1€X1,...,$n€Xn}.



Falls X; = Xo =--- = X, = X etwa, dann schreibt man auch
XixXox---xX,=X"
Definition 7. Der n-dimensionale Euklidische Raum (n € N) ist die Menge
R" = {(z1,22,...,2,) 2, e R, Vi=1,...,n}

Mit Hilfe dieser Definition ist es moglich, R&ume mit beliebig hohen Dimensionen zu untersuchen. Aber
fiir uns ist im Augenblick wichtig, die Tatsache festzuhalten, dal wir dadurch das Studium der Geometrie auf
das Studium von Zahlen reduziert haben. Es ist daher verniinftig, eine genaue Definition des Zahlenbegriffs zu
haben. Zuerst aber noch einige Bemerkungen {iber die Vorteile dieser kartesischen Vorstellung gegeniiber der
klassischen griechischen Vorstellung.

e Die Kartesische Geometrie fithrt (iiber die moderne Algebra) zu Losungen der klassischen Fragen (die
Unméoglichkeit der Quadratur des Kreises, u.s.w.).

o Kartesische Geometrie 1483t eine Beschreibung durch mathematische Formeln zu. Z.B. beschreiben Formeln
in der Physik die Bewegungen von Objekten im Raum.

e Andererseits konnen wir jetzt geometrische Vorstellungen benutzen, um algebraische Fragen (etwa beziiglich
Systeme von linearer Gleichungen) zu l6sen.

2.3 Zahlen im allgemeinen: Ko6rper

Was ist ein Zahlensystem? Zuerst braucht man eine Menge (nennen wir diese Menge M) von ‘Zahlen’: dann
miissen auf dieser Zahlenmenge die Operationen (+,—, X, /) definiert werden. Zum Beispiel 2 + 3 = 5 oder
2 x 3 = 6. Abstrakt gesehen ist etwa ‘+’ eine Operation, die jedem Zahlenpaar (z,y) eine weitere Zahl (némlich
2 4 y) zuordnet. Das heifit, ‘+’ ist eine Abbildung (wir sagen auch ‘Funktion’)

+:Mx M — M.

Die Vorstellung von Abbildungen zwischen Mengen ist sicherlich die wichtigste Idee der ganzen modernen
Mathematik!

Definition 8. Seien X und Y zwei vorgegebene Mengen. Sei f eine Vorschrift, die jedem Element x € X genau
ein Element aus Y zuordnet. Dann heifit f eine ‘Abbildung’ von X nach Y. Man schreibt

f: X-=Y.

Sei x € X, dann ist f(z) € Y das entsprechende Element in Y. Falls die Menge Y ein ‘Zahlensystem’ ist, dann
heifit f auch Funktion.

Beispiele:

(i) sin: R — R — die Sinusfunktion — z.B. sin(7/2) =1 u.s.w.

(ii) |-|: R — R — die Absolutbetragfunktion — z.B.
|2| = 2, wihrend
| —2| =2.

(iii) +: R x R — R — die Plusfunktion — 2+ 3 = 5 u.s.w.

(iv) trunc : R — Z — ‘Truncate’ (diese Funktion wird in den meisten Computersprachen angeboten) —
trunc(x) ist die grofite Integerzahl n, mit n < z.

Jetzt kommt unsere Hauptdefinition: ndmlich die von ‘Korpern’ (d.h. ‘Zahlensystemen’). Die iiblichen Zah-
lensysteme Q, R und C sind Korper. (Aber die Systeme N und Z sind keine Kérper. — Mehr davon spiter!)

Definition 9. Sei F' eine Menge, versehen mit zwei Abbildungen:
‘+7: FxF—F und
P FxXF—F,

genannt Addition und Multiplikation. F heifit Korper, falls die folgenden Axiome erfiillt sind.

8



(F1) a+b=0b+a,Va,be F (Kommutativitit der Addition)
(F2) a+(b+c¢)=(a+b)+c, Va,b,c € F (Assoziativitit der Addition)

(F3) 3 ein eindeutig bestimmtes Element, genannt 0 € F, mit a + 0 = a, Va € F (Identitdtselement unter
Addition)

(F4) Ya € F, 3 ein eindeutig bestimmtes Element, genannt —a € F', mit a + (—a) = 0 (additives Inverses: man
schreibt auch statt a + (—b) einfach a — b.)

(F5) a-b=b-a,Va,b e F (man schreibt auch statt a - b einfach ab)
(F6) a-(b-¢c)=(a-b)-¢c,Va,bjce F

(F7) 3 ein eindeutig bestimmtes Element 1 € F, mit 1 # 0 und a-1 = a, Va € F. (Identitéitselement unter
Multiplikation)

(F8) Va € F mit a # 0, 3 ein eindeutig bestimmtes Element =1 € F mit a-(a™!) = 1 (multiplikatives Inverses)
(F9) a-(b+c¢)=a-b+a-c, Va,b,c € F (Distributivititsgesetz)

Es ist leicht nachzupriifen, daff Q und R Kérper sind, aber nicht N und Z. (Bei Z fehlt nur (F8), bei N
werden sowohl (F3), (F4), als auch (F8) verletzt.) Z ist kein Korper, da (F8) fehlt. Zahlensysteme wie Z, wo
nur Axiom (F8), fehlt heiflen (kommutative) ‘Ringe’ (mit eins).

Definition 10. Sei G eine Menge mit einer Operation ‘-’ : G x G — G. Die Menge G, versehen mit dieser
Operation, heifit Gruppe, falls die Axiome (F6), (F7) — (aber ohne Erwéhnung der ‘0’) — und (F8) gelten fiir
das Paar (G, ‘-’). Falls auch (F5) gilt, dann heifit die Gruppe G abelsch.

Man koénnte dann sagen, dafl ein Korper F eigentlich (fast) in zweifacher Weise eine Gruppe ist: Das Paar
(F,“+") ist eine (abelsche) Gruppe. Aber auch das Paar (F \ {0},¢-’) ist eine (abelsche) Gruppe.

Beispiele:

(i) (Der einfachste mogliche Korper)

F = {0,1}. Man kann sich jetzt iiberlegen, dafl die Operationen ‘+’ und ‘-’ schon gezwungenermafien
festgelegt sind, ndmlich:

4+ o]t “ o
0 01 0Jo
T [[1]0 101

(ii) Q(\/i) — némlich die rationalen Zahlen, ‘erweitert’ durch die irrationale Zahl \/5 Hier ist
Q(V2) ={a+V2b:a,b€Q}.

Seien a1 + v/2b; und as + v/2bs zwei Elemente von Q(\/i) Dann sind die Additions- und Multiplikations-
operationen durch die folgende Regel definiert:

(a1 + \/§b1) + (ag + \/51)2) = (a1 +az) + \/5(1)1 + b9)

(a1 + V2b1) - (az + V2b2) = (a1 - az + 2by - ba) + V2(ay - by + as - by)
Es ist eine einfache Ubung, die Axiome nachzupriifen.
Z.B. (F8):
Sei a +V2b € Q(ﬁ) mit a+\/§b7é0 (= O+\/§~O). Dann ist

(a+v2b) ' = (ﬁ) +V2 (az_ibgbz)

(Bemerkung: Fiir a,b € Q gilt a®> — 20> =0 = a = b = 0, da sonst /2 = a/b wiire!)
Wir wollen jetzt, einige Sétze iiber Korper beweisen.

Satz 2.1. Sei F' ein Korper. Fir alle a,b € F gilt:

(i) 0-a=a-0=0



(ii) a-(=b) = —(a-b) = (a) - b
(iii) —(—a) = a
(iv) (=)' = a, falls a #0
(v) (~1)-a=—a
(vi) (—a)-(=b)=a-b
(vii) a-b=0 = a=0 oder b=0

Beweis. (i)

0-a = (0+0)-a (F3)
= 0-a+0-a (F9)
= 0 = 0-a+(—(0-a)) (F4
= (0+0)-a+(—(0-a)) (oben)
= 0-a+((0-a)+(—(0-a)) (F2)
~ 0-a (F4) + (F3)
Aber auch 0-a = a-0 (F5)
(i)
(a-(=b)+a-b = a-((-b)+b) (F9)
= a-0 (F4)
= 0 (oben)

= a-(-b) = —(a-b)

Die andere Hilfte von (ii) ist dhnlich. u.s.w... Ich werde auch (vii) beweisen:
(vii) Sei a-b= 0. Angenommen, a # 0.

= dJal€Fmitala = 1 (F'7)

= 0 = (a71)-

O

Wir haben gesehen, dafl Z ein Ring ist. Noch ein weiteres System, das alle Kérperaxiome aufler (F8) erfiillt,
ist das System der Polynome, ndmlich:

Sei T ein beliebiger Ring.
T[z] = {Zaixi ra; €T, ne NO}
i=1

ist die Menge der Polynome iiber einer Unbekannten = mit Koeffizienten in T'. (Hierbei ist Ny = N U {0}.)
Dann ist T'[z] auch ein Ring. Zum Beispiel sind Z[z] oder Q[z] géngige Ringe, die eine wichtige Rolle in der
Computeralgebra spielen.

Warum haben Polynome keine multiplikativen Inversen? Man kénnte etwa versuchen,

1
Q-—z)'=——=1ta+22+23+...
1—=x
zu schreiben.! Aber wir wollen uns lieber damit abfinden, dal Polynome im allgemeinen keine multiplikativen
Inversen besitzen.

IFiir jedes n € N gilt:
1—gntl 2 n
=l+xz+z°+---+z".

11—z
Euler hat sich in dieser Richtung viele Gedanken im 18.ten Jahrhundert gemacht. Solche Gedanken fithren in der Tat zum Begriff
der ‘p-adischen’ Zahlen.
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Polynome haben in der historischen Entwicklung der Mathematik eine sehr grofle Rolle gespielt. Die moderne
Algebra beschiftigt sich auch mit Fragen, die mit der Arithmetik von Polynomen zu tun haben. Fiir uns sind
Polynome wichtig, da wir spéter (gegen Ende des Semesters) die charakteristischen Polynome von Matrizen
untersuchen werden. Eine entscheidende Tatsache ist, dafl Polynome mit Koeffizienten aus den reellen Zahlen
im allgemeinen nicht faktorisierbar sind in lineare Faktoren mit reellen Koeffizienten. Zum Beispiel das folgende
Polynom ist faktorisierbar:

202 +7x +3 = 2z + 1)(z + 3).

Das heiBt, 222 + Tz + 3 ist faktorisierbar innerhalb des Polynomrings R[z]. Andererseits gibt es keine reellen
Zahlen a, b, ¢ und d mit der Eigenschaft, daf3
2?4+ 1= (ax +b)(cx + d).

Man sagt deshalb, dal das Zahlensystem R nicht ‘algebraisch abgeschlossen’ ist.

Wenn wir aber Polynome mit komplexen Zahlen als Koeffizienten nehmen (d.h. den Ring Clz]), dann ist es
doch immer moglich, eine Faktorisierung in lineare Faktoren zu erhalten. Diese Feststellung ist der ‘Hauptsatz
der Algebra’, und wie wir sehen werden, spielt sie eine grosse Rolle in der linearen Algebra.

2.4 Vektorriaume

Einige Vektoren in R?

Nachdem wir jetzt eine allgemeine Definition von ‘Zahlen’ haben, geht es nun darum, auch eine allgemeine
Definition von ‘Geometrie’ zu finden. Die alte Schulgeometrie fithrt zu verschiedenen mehr oder weniger obskuren
Gedanken — zum Beispiel die nicht-Euklidische Geometrie der hyperbolischen Ebene. Aber fiir uns ist die Idee
des Vektorraumes doch die einfachste Art, eine Geometrie zu beschreiben. R™ heif3t in der modernen Mathematik
der n-dimensionale Euklidische Raum. Die Definition ist vielleicht zunéchst etwas abstrakt, aber sie ist gewéhlt
worden, um die spétere Arbeit so einfach wie moglich zu gestalten.

Das Wort ‘Geometrie’ hat etwas mit Abstinden zu tun. Man sieht daher, dafl es wichtig ist in der Geometrie,
verschiedenen Punkten Absténde zuzuordnen.

Definition 11. Sei a = (a1,...,ay), b = (b1,...,b,) € R™. Der Abstand zwischen a und b ist die (nicht-
negative) reelle Zahl

d(a,b) = /(a1 —b1)> + - + (an — bn)?.

Bemerkung. Andere Definitionen sind auch moglich. Zum Beispiel die Abstandsfunktion gegeben durch

di(a,b) = Z la; — bi
1=1

gibt eine etwas andersartige Geometrie. Solche Gedanken fithren zum Studium der ‘Topologie’. Aber unser
Interesse soll auf Vektorrdume beschréankt bleiben.

Was sind Vektoren?

e ‘Vektoren’ sind wie Pfeile — mit ‘Schwanz’ im Nullpunkt.

e Vektoren haben eine Richtung und eine Ldinge.
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e Zwei Vektoren konnen ‘addiert” werden.

e Sei k € R ein Element des Korpers R und o € R"™ ein Vektor. Dann ist k-« auch ein Vektor; ndmlich der
Vektor mit derselben Richtung wie «, aber die Lénge geéndert durch den Faktor k.

e Die ‘Vektoren’ entsprechen auch den ‘Punkten’ in R”; indem man ndmlich einen Vektor mit dem Punkt
auf seiner Spitze identifiziert.

Definition 12. (Vektorrdume) Sei F' ein Korper und V eine nicht-leere Menge (V' # ). Die Menge V ist ein
Vektorraum iiber F, falls folgende Axiome erfiillt sind.

(i) Es gibt eine Addition auf V' (d.h. ‘4:V x V — V) mit

V1) a+ 8=+, Va,f €V

V2) a+(B+7) = (a+pB)+7

V3) 3 ein eindeutig bestimmtes Element (genannt der Nullvektor), 0 € V mit a + 0=, Va € V
V4) Ya € V, 3 ein eindeutig bestimmtes Element (—«) € V mit a + (—a) =0

(
(
(
(

(ii) Es gibt eine skalare Multiplikation von Elementen (Skalaren) aus F mit Elementen (Vektoren) aus V
(“F xV — V), so dal

(V) a-(a+B8)=(a-a)+(a-0),VaeF,a,8€V
(V6) (a+b)-a=(a-a)+ (b-a)

(V7) (a-b)-a=a-(b-a)

(V8) 1-a=a,VaeV

Beispiele fiir Vektorridume

(i) R™ ist ein Vektorraum iiber R, fiir alle n € N. (Der ‘normale’ n-dimensionale Vektorraum.)

12



(i)

(iii)

Jeder Korper ist ein Vektorraum iiber sich selbst. Man nehme einfach die Additions- und Multiplikations-
operationen des Korpers!

Losungen von homogenen linearen Gleichungssystemen.

Zuerst ein einfaches Beispiel: Seien a,b € R. Wir betrachten die Gleichung
ax + by = 0.

Sei
L={(z,y) € R*:azx +by =0}

die Menge der Losungen. Dann ist L ein Vektorraum iiber R. Z.B. seien (z1,y1), (22,y2) € L zwei
Losungen. Dann gilt
ary+by; =0

axo + bys = 0.
Aber auch (z1,y1) + (22, y2) = (21 + z2,y1 + y2) € L. Dies gilt, da

a(xy + x2) + b(yr + y2) = (ax1 + by1) + (axe + by2) =0+ 0= 0.

Skalare Multiplikation: Sei r € R beliebig. Dann ist r(z,y) = (rz,ry) € L, da arx + bry = r(az + by) =
r-0=0.

Allgemeiner, seien m Gleichungen in n Unbekannten gegeben, etwa:

a1171 + a2 + -+ apr, = 0
a2171 + ag2x2 + -+ agpr, = 0
Am121 + Gm2T2 + - - + ATy = 0

oder kiirzer geschrieben
n
E ajizi:(), j:1,7m
i=1

Sei jetzt

L:{(l‘l,...,l‘n)GRnZ Zajixi:(),jzl,...,m}

i=1
die Losungsmenge. Dann ist L wieder ein Vektorraum iiber R.

Bemerkung. Z?:l aj;x; =0, =1,...,m heifit homogenes reelles lineares Gleichungssystem. Allgemeiner
kann man etwa das folgende System nehmen.

n
Zaﬂzi:bj, jil,...,m,
i=1
mit b; € R, Vj, wobei mindestens ein b; nicht null ist. Dies ist dann ein inhomogenes System. Es ist wichtig

zu wissen, dafl die Losungsmenge eines inhomogenen Systems keinen Vektorraum bildet!

Sei F' ein Korper und F[z] die Menge der Polynome mit Koeffizienten in F'. Ein Polynom

P(x) = i a;z’
i=1

mit a, # 0 hat den Grad n. Sei F,[z] C F[z] die Menge der Polynome mit Grad < n. Dann ist F,[z] ein
Vektorraum iiber F'.

— Addition: Seien P(z) = Y7 | a;z*, Q(z) = Y., bz’ gegeben. Dann ist

n

(P+Q)(@) =Y (ai +b)a’

i=1
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— Skalare Multiplikation: Sei a € F'. Dann ist

n

(a-P)(x) = Z(a -a;)xt.

i=1

(v) Allgemeiner als nur Polynome: Sei X eine beliebige Menge und F ein Koérper. Sei V' die Menge aller
Abbildungen X — F. Dann ist auch V ein Vektorraum iiber F'.

— Addition: Seien f,g: X — F gegeben. Dann ist

(f +9)(x) = fz) + g(x),
fir alle x € X.
— Skalare Multiplikation: Sei a € F'. Dann ist
(@ fllz)=a- f(z),
fiir alle z € X.

Dieses letzte Beispiel ist sehr allgemein. Der Vektorraum V enthélt alle Abbildungen von X nach F', ob stetig
oder nicht. (Der Stetigkeitsbegriff aus der Analysis ist natiirlich nur sinnvoll bzgl. speziellen Kérpern wie etwa
R.) Welche ‘Dimensionen’ haben diese Vektorrdume? Wir werden die formale Definition von Dimension in den
néchsten Stunden besprechen. Zunéchst aber will ich nur sagen, dafl die Beispiele (i) und (iv) Vektorrdume von
Dimension n sind. ((ii) hat natiirlich die Dimension 1.) Wir werden spéter viel iiber die Dimension des Raumes
(iil) sprechen; sie ist jedenfalls auch endlich. Beispiel (v) hingegen ist ein Vektorraum, der im allgemeinen keine
endliche Dimension hat. Man konnte sagen, dafl V' ‘unendlich-dimensional’ sei. Auf jeden Fall sollten Sie daran
denken, dafl mehrere Siitze, die wir gleich besprechen werden (die Sitze, die durch Induktion iiber n bewiesen
werden), ungiiltig sind fiir unendlich-dimensionale Vektorrdume wie V.

Der folgende Satz ist aber fiir alle Vektorrdume giiltig.

Satz 2.2. Sei V ein Vektorraum tber dem Korper F', und seien o, 8 € V, a € F. Dann gilt:
(i) 0-a=0=a-0

(i) a-a=0 = a=0odera=0

(iii) (—a) - a=a-(—a)=—(a-a)

Beweis. Eine leichte Ubung in der Art von Satz 2.1. (]

2.5 Unterrdume, Unterkorper, Untergruppen

Zum Beispiel Q C R C C sind jeweils Unterkorper.

Definition 13. Sei F' ein Kérper und E C F eine Teilmenge. Falls E auch ein Kérper ist (mit Addition und
Multiplikation aus F'), dann heifit E Unterkorper von F.

— dhnlich fiir Gruppen, Ringe, u.s.w.

Definition 14. Sei V ein Vektorraum iiber einem Koérper F' und W C V eine Teilmenge. Falls W auch ein
Vektorraum iiber F ist (mit Addition und Multiplikation aus V'), dann heifit W Unterraum von V.

Satz 2.3. Seien W C V und F wie in der Definition. Dann gilt
a-a+b-geWw,
Va,B € W und a,b € FF < W ist Unterraum von V.

Beweis. ‘<=’ ist klar; es ist daher nur nétig ‘=" zu beweisen. D.h. falls ac + b5 € W, Vo, 5 € W und a,b € F,
dann miissen wir zeigen, dafl die Axiome fiir Vektorrdume gelten bzgl. W und F.
Ist ‘"W x W — W und “:F x W — W? Seien «, 3 € W beliebige Elemente aus W. Es gilt:

l-a+l-8 = a+p (V8)
e W (Voraussetzung des Satzes)
aucha-a+0- = a-a+0 (Satz2.2)
= a-« (V3)
e W (Voraussetzung)

Das heifit, W ist abgeschlossen unter Addition und skalarer Multiplikation. Wir miissen jetzt die Axiome (V1)
— (V8) nachpriifen fur W. (V1) und (V2) sind offensichtlich klar.
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0-a+0-8 = 0+0 (Satz22)
=0 (V3 im Raum V)
S (Voraussetzung)

(V4) Sei o € W gegeben. Dann ist

a+(-1)-a = 1l-a+(-1) -«
= (1+(=1))-a (V6),(V8)
= 0-a (F4)
=0 (Satz 2.2)
e W
= (-1)a = -«
Schlieflich sind die Axiome (V5) — (V8) klar. O

Wie ist die Situation fiir Gruppen? Zur Erinnerung: eine Gruppe G ist eine Menge mit einer binédren Ope-
ration ‘:G X G — G, wobei:

(i) a-beG, VabeG

(i) a-(b-c)=(a-b)-c

(iii) de€ Gmite-a=a-e=a, VaeG

(iv) Vae G,3a ' € Gmita-a~! =e.

Korollar 2.3.1. Sei H C G eine Teilmenge einer Gruppe. H ist eine Untergruppe < a-b~' € H, Va,b € H.

Beweis. ‘=": Klar.

‘<" Seia € H=a-a!=ec€ H.Daheriste-a™' =a"' € H.Seiena,be H= (b"')"'=be H=abe H.
O

Beispiele fiir Unterrdume:

(a) R C R? als Vektorrdume iiber R.

(b) Sei wieder V = R? (wir identifizieren Punkte in R? mit Vektoren in V).
W ={(s,t) € V:s=k-t, fiir ein festes k € R}

ist auch ein Unterraum.

(Dieses zweite Beispiel ist eigentlich identisch mit dem ersten. Bemerken Sie, dafi der Nullvektor enthalten
sein muf in jedem Unterraum.)

(c) Sei V die Menge aller Abbildungen f : R — R und sei Vy C V die Menge der Polynomabbildungen. Dann
ist Vy ein Unterraum von V.

Satz 2.4. Sei V ein Vektorraum iiber F und seien X, Y Unterriume von V. Dann ist XNY auch ein Unterraum
von V.

Beweis. Seien o, € X NY, a,be F.
= aa+bf € X (Satz 2.3), da X Unterraum ist; auch aa + b8 € Y
= aa+bfeXNY
= X NY ist Unterraum (Satz 2.3). O
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Kapitel 3

Lineare Unabhangigkeit, Basen,
Dimension

3.1 Lineare Unabhingigkeit

Der Begriff ‘lineare Unabhingigkeit’ spielt eine sehr entscheidende Rolle in der Theorie. Warum? Dadurch
werden Basen fiir Vektorrdume charakterisiert. Sie geben uns eine einfache und systematische Methode, um
(endlich dimensionale) Vektorrdume zu beschreiben.

Sei V' ein Vektorraum iiber F', und sei U = {aq, aa,...,a,} CV eine endliche Teilmenge von V. Die Frage
ist nun: Gibt es n Zahlen (‘Skalaren’) a1, as,...,a, € F, so da8
n
Z a; ¢y = 0o 7
i=1
Eine triviale Losung: Man nehme einfach a1 = ag = --- = a,, = 0. Gibt es andere, nicht triviale Losungen? Falls

ja, dann ist die Menge U C V linear abhdngig.
Definition 15. Seien U C V, und F wie oben. Die Menge U heif3t linear unabhingig, falls

n
» aiai=0 = a;=0,Vi=1,..,n.
=1

Beispiele

e Sei U = {a1,a2,a3}, wobei a1 = (1,0), az = (0,1) und a3 = (1,1). Die Menge U C R? ist nicht linear
unabhéngig, da as = a3 + as. D.h.

041+0427043:1‘0&14’1'0&24’(71)'0&310.

e Sei Ry[z] die Menge der Polynome vom Grad hochstens zwei mit reellen Koeffizienten. Sei U = {x, 22} C
Ro[z]. Dann ist U linear unabhéngig, da

azx +bz? =0 (als Polynome!)
=a=b=0.
Definition 16. Sei S = {a1,aq,...,a,} C V eine endliche Teilmenge. Jeden Vektor der Gestalt
a= Zaiai, wobei a; € F, V1
i=1

nennt man eine Linearkombination der Vektoren in S. Sei [S] C V die Menge aller moglichen Linearkombina-
tionen der Vektoren in S. [S] heifit die lineare Hiille von S.

Satz 3.1. [S] ist ein Unterraum von V.

Beweis. Seien a,b € F, a, 3 € [S] beliebig. Dann gibt es Skalare ¢;, d;, so dafl

n
a= E ciu;,
1=1
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Dabher ist

a-a+b-0

I
S
.
iygh
S
£
N———
_|_
=
.
iagh
&
£
N———

= (Z(a : ci)ai> + (Z(b : di)az) (V5), (V7)

O

Allgemeiner, sei T' C V eine beliebige Teilmenge (nicht notwendig endlich!) Wir bezeichnen mit 7. C T
irgendeine beliebige endliche Teilmenge von T'. Sei

[T] = U [T.] : die lineare Hiille von T'
alle T,
Korollar 3.1.1. Auch wenn T unendlich ist, ist [T] C V immer noch ein Unterraum.
Beispiele

e Sei Q[x] die Menge aller Polynome iiber x mit rationalen Zahlen als Koeffizienten; betrachtet als Vektor-
raum {iber Q. Ein typischer Vektor in Q[z] ist dann einfach ein Polynom

n
E a; ' =ag+arx+ - +apx”, a; € Q,Vi.
i=0

T C V sei die Menge aller solcher Polynome mit Grad 2 oder weniger. (D.h. n < 2 hier.) Dann ist auch T
ein Untervektorraum von V.

e Andererseits ist die Menge Z[z] aller Polynome iiber x mit Integer Koeffizienten kein Unterraum von Q[z].
Z.B.1+xz € Z[z] und § € Q, aber - (1 +2) € Z[z].

Definition 17. T C V wie oben. T heifit Erzeugendensystem von [T]. Falls [T] = V, dann heiit T ein
Erzeugendensystem des Raumes V. V heifit endlich erzeugt, falls ein endliches Erzeugendensystem existiert.

Beispiel
e R" ist endlich erzeugt, und zwar sei S = {e1, ..., €, }, wobei
e1 = (1,0,0,...,0)
e =(0,1,0,...,0)

en = (0,0,0,...,1)
Es ist jetzt offensichtlich, da§ R™ = [S].
Der folgende Satz beschreibt die Beziehung zwischen ‘linearer Unabhéngigkeit’ und ‘Erzeugendensystemen’.

Satz 3.2. Seia =Y. | a;c; eine Linearkombination der Vektoren in S = {a1,...,an}. Diese Darstellung von
a in'V durch Vektoren aus S ist eindeutig < S ist linear unabhdingig.

- . n .
Beweis. ‘=’: Sei a =), a;a;. Dann ist

a=a+0 = iaiai +zn:biai
i=1 i=1

i=1

Aber falls irgendein b; # 0, dann wiire die Darstellung von « nicht eindeutig.*

1Falls a; +b; =a; = (70,2') +a; +b; = (70,7;) +a; = b;=0.
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‘<=’ Um einen Widerspruch zu erzeugen, sei

n n
a=> a;=» cia,
i=1 i=1

mit a; # ¢; fiir mindestens ein i.

=- S ist nicht linear unabhéngig; ein Widerspruch!

Definition 18. Sei S C V linear unabhéngig mit [S] = V. Dann heifit S eine Basis fiir V.
Beispiel

e Der Korper

Q(W2)={a+bvV2:a,bc Q}
kann als Vektorraum iiber Q aufgefalt werden. Eine Basis ist
S ={1,V2}.

Ist S tatséichlich linear unabhingig? Sei a- 14 b- /2 = 0. Falls b # 0 dann wére -7 = V2, mit a,b € Q.
Unmoglich. = b =0 = a = 0 auch.

Lemma. Sei S = {a1,...,a,} linear abhingig. = 3j € {1,...,n} unda;, € F,i=1,...,5—1,j+1,...,n

mat
Oéj = Z a; ;.
i#£]
Beweis. S linear abhéngig = 3b; € F,i=1,...,n mit

i biOéi =0
i=1

und b; # 0 fiir mindestens ein j € {1,...,n}.

= bja; = —Y b
i
b;
= ;= Z 7b— (a7}
i#j J

Korollar 3.2.1. (S und V wie oben): Sei
S'={a1,...,qj_1,Qj11,...,0n, }.

Dann ist [S] = [97].

Satz 3.3. Sei V' endlich erzeugt. = 3 eine endliche Basis fiir V.

Beweis. Endlich erzeugt = 3 eine endliche Teilmenge S C V mit [S] = V. Unter allen solchen S gibt es sicherlich
welche mit einer minimalen Anzahl von Elementen. Wir nehmen an, dal S minimal ist in diesem Sinne. Falls S
linear unabhingig ist, dann sind wir fertig. Andernfalls ist .S linear abhéngig und nach unserem Korollar mufl
eine kleinere Menge S’ C S existieren mit [S’] = [S] = V; ein Widerspruch. O

Bemerkungen:

e Sei S C V eine endliche Teilmenge. Um die bisherigen Ergebnisse zusammenzufassen: S ist eine Basis fiir
V & S ist eine mazimale linear unabhéngige Teilmenge < S ist ein minimales Erzeugendensystem fiir V.

e [S] wird oft auch ‘Span(S)’ genannt.
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Lemma. (Steinitz Austauschlemma): Sei S = {au,...,an} eine Basis fir V, und sei f =Y ;| a;o; mit 3 # 0.
Dann ezistiert ein j € {1,...,n} so daf

/!
S’ = {al,. .. ,aj_l,ﬁ,aj+1,.. .,an}
auch eine Basis fiir V ist.

Beweis. Da $#0,31<j <nmita; #0.

— a;
= aa‘=%1'5+2(_5)'a’
J

i#]
Sei nun vy = Y_" ; b;a; € [S] =V ein beliebiger Vektor.

= v = Zbiai—i—bj- a]-_lﬁ—l—Z(—Z—;)-ai

i#£j i#£]
bj bja;

= . b; — -2 CQ;
v () o

i#]
= v € [9']. Da aber v beliebig war, gilt V C [S’]. D.h. V = [5"].

Ist S’ linear unabhiingig? Sei

0 = bﬁ =+ Z b
i#]
= b- (i aiai> + Z biai
i=1 %]
= Z(bai +b;) -y (wobei b; = 0)
i=1

Aber S ist linear unabhangig. = ba; + b; = 0, Vi = 1,...,n. Insbesondere gilt ba; + b; = 0. Aber a; # 0. =
b=0= b =0, Vi O

Satz 3.4 (Austauschsatz). Sei S = {«a1,...,a,} eine Basis fir V. Sei weiter T = {f1,...,08m} CV linear
unabhingig. Dann ist m < n. Es ist mdglich, durch Umnumerierung der Elemente aus S zu erreichen, dafs

U={61,. -, 0m, @mt1,--+,Qn}
eine Basis fir V ist.
Beweis. Induktion nach m.
1. Fall: m = 0: Dabei ist T = () und U = S; daher ist nichts zu beweisen.

2. Fall: Angenommen, der Satz sei wahr fiir den Fall m — 1 (mit m > 1). Wir zeigen, daf§ er dann auch wahr
ist fiir den Fall m. Nun, 7" = {01, ..., Bm—1} ist linear unabhéngig, da T linear unabhéngig ist. Daher ist
(laut induktiver Hypothese und nach moglicher Umnumerierung)

U/:{ﬂlv"'vﬂmflvama"'van}

eine Basis fiir V. Kann es sein, dal n = m — 1? D.h. dafl T’ auch eine Basis fiir V ist? Falls ja, dann wiire

insbesondere .
B = > bifi.
i=1

D.h. T wére nicht linear unabhéingig. Widerspruch. Daher mufl n > m.
U’ ist aber eine Basis fiir V. Folglich gibt es

bl,...,bm,l,am,...,an cF
mit
6m = blﬂl +o +bmflﬂmfl + amQm + - + ana,.

Kann es sein, dafl a,,, = - - - = a,, = 07 Nein, sonst wére T linear abhéngig. Durch moégliche Umnumerierung
kénnen wir annehmen, dafl a,, # 0. Jetzt brauchen wir nur Steinitz’ Austauschlemma zu beriicksichtigen.
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O

Korollar 3.4.1 (Basiserginzungssatz). SeiV endlich erzeugt und S C V eine linear unabhingige Teilmenge.
= 3 eine Basis BCV mit S C B.

Beweis. Sei [S] # V. Da V endlich erzeugt ist, existiert eine Basis bestehend (etwa) aus n Vektoren. Dann
Ja eV —[S]und S’ = SU{a} ist linear unabhingig. Ist [S’] # V? Falls nein, dann 3o’ € V — S’ und S’ kann
ebenfalls ergédnzt werden. Nach hochstens n solchen Ergénzungen ist man fertig. O

Korollar 3.4.2. Sei V endlich erzeugt und U C V' ein Unterraum. Dann ist U auch endlich erzeugt, und zwar
durch héchstens so viele Vektoren wie nétig sind, um V' zu erzeugen.

Satz 3.5. Angenommen, V besitzt eine Basis mit n Elementen. Dann hat jede Basis genau n Elemente.
Beweis. Seien {a1,...,an}, {61,...,0m} Basen. Nach Satz 3.4 gilt sowohl m < n als auch m > n. O

Definition 19. n heifit die Dimension von V, geschrieben dim(V'). Falls V' endlich erzeugt ist, dann heifit V'
endlich dimensional.

Definition 20. Sei V ein Vektorraum und X, Y Unterrdume. X +Y = [X UY] heifit die Summe von X und
Y. Falls X NY = {0} und X +Y =V dann schreibt man auch X @Y =V, die direkte Summe.

Satz 3.6 (Dimensionsformel). ? Seien X,Y C V Unterrdume, wobei V endlich dimensional ist. = dim(X +
Y) = dim(X) + dim(Y) — dim(X NY).

Beweis. Sei S = {aq,...,an} eine Basis fir X NY. (Korollar zu Satz 3.4) Nach dem Basisergénzungssatz
existieren T' = {f1,...,08m} und U = {71,...,7p} mit SUT eine Basis fiir X und S U U eine Basis fiir Y.
Behauptung: SUT UU ist eine Basis fiir X + Y.

Nun, X +Y = [SUT UU] ist klar. Wie ist es mit der linearen Unabhéngigkeit? Sei

n m p
T SUTIRS SRS oLt
i=1 j=1 k=1
= a+p+vy etwa, wobeioy €5,8;, €T,v, €U.

= v = —a—-fB= Z(_ai)ai + Z(—bj)ﬁj €eX
i=1 j=1

Aber auch y € Y. D.h. y € X NY. Da aber SUT eine Basis fiir X ist, ist die Darstellung von « eindeutig. =
b; = 0, Vj. Durch symmetrische Argumentation gilt auch ¢, = 0, Vk. Aber S ist linear unabhéngig. = a; =0,
Vi. D.h. SUT UU ist insgesamt linear unabhéngig.

Nun, dim(X) =n+m, dim(Y) =n+p, dim(X NY) =n.

= dim(X+Y)=n+m+p=dim(X)+dim() - dim(X NY).

Korollar 3.6.1. dim(X &Y) = dim(X) + dim(Y).

Satz 3.7. Sei X C V Unterraum eines endlich dimensionalen Vektorraums. = 3 ein Unterraum Y C V mit
XY =V.

Beweis. triviale Folgerung aus dem Basisergédnzungssatz und der Definition von ‘@’. O

3.2 Eine andere mogliche Definitionen von ‘Dimension’

Sei M eine Menge mit einer ‘Topologie’. D.h. insbesondere, es ist sinnvoll zu sagen, wann Gebiete in M ‘zusam-
menhéngend’ sind. Um die Idee der Dimension hier zu definieren, gibt es die Méglichkeit, wie folgt vorzugehen.

(0) Ein isolierter Punkt P ist O-dimensional. etwa: My = { P}

(1) Eine ‘zusammenhingende’ Menge M; ist 1-dimensional, falls M; — My nicht mehr zusammenhéingend ist,
fiir eine O-dimensionale Teilmenge My C M.

(n) Eine ‘zusammenhingende’ Menge M, ist n-dimensional, falls M,, — M,,_1 nicht mehr zusammenhéngend
ist, fiir eine (n — 1)-dimensionale Teilmenge M,, C M,,_1. u.s.w...

2Es gibt noch eine zweite Dimensionsformel, die etwas spiter vorkommen wird.
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Kapitel 4

Mengen, Abbildungen, Linearitat

4.1 Etwas iiber die Mengentheorie

In der modernen Mathematik wird oft iiber ‘Abbildungen’ gesprochen. Z.B. ‘Matrizen’—d.h. Sammlungen von
Zahlen, angeordnet in Zeilen und Spalten—spielen eine grofie Rolle in der linearen Algebra. Aber es wére
sicherlich falsch zu behaupten, dafl solche rechteckige Zahlenmuster im Mittelpunkt der Mathematik stehen.
Fiir uns sind Matrizen nur interessant, weil sie eine besonders einfache Beschreibung einer bestimmten Klasse
von Abbildungen (lineare Abbildungen) ermoglichen.

Es ist daher angebracht, zu fragen, warum Abbildungen wichtig sind; wére es nicht sinnvoller, die mathe-
matischen Objekte an sich zu studieren, statt nur die Abbildungen von Objekten untereinander zu betrachten?
Aber diese Frage ist ganz leicht zu beantworten! Sie haben beispielsweise in der Grundschule schon gelernt, dafl

2+2=4.

Was bedeutet das? Heifit es etwa, daBl zwei Apfel plus zwei Apfel gleich vier Apfel sind? oder Birnen? oder
was? Was sind zwei Apfel plus zwei Birnen? Kann man sagen, daB vier von irgendetwas entsteht? u.s.w. Wie
Sie sehen, hat die Mathematik eher etwas mit allgemeinen Eigenschaften von Objekten zu tun. Wenn man
2 + 2 = 4 sagt, dann wird stillschweigend angenommen, dafl es sich um wesentlich gleiche Objekte handelt.
Oder anders gesagt, es ist uns egal, ob Apfel oder Birnen gerade betrachtet werden, da fiir die Mathematik, die
zwei Fille im wesentlichlichen gleich sind; es gibt ndmlich eine Abbildung dazwischen, die die mathematischen
Eigenschaften, die wir gerade betrachten, unverdndert 1it. Es ist daher verniinftig, zu fragen: wann sind zwei
Objekte eigentlich ‘wesentlich gleich’?

Beispiele:

e Nehmen wir als erstes Beispiel den Korper mit zwei Elementen: {0,1}. Ich kann mir aber auch einen
weiteren Korper mit zwei Elementen vorstellen, ndmlich {a,b}, wobei das, was mit ‘a’ bezeichnet wird,
das Identitdtselement der Addition ist, und ‘b’ ist das Identitétselement der Multiplikation. Sind diese zwei
Korper dann wirklich verschieden? Eigentlich nicht. Ich habe nur verschiedene Zeichen benutzt, um eine
einzige Sache zu beschreiben. Es gibt daher eine Struktur-erhaltende Abbildung zwischen den Koérpern

{0,1} < {a,b}.

e Der Vektorraum R? mit Basis ¢ = (1,0), e2 = (0,1). Wir haben gesehen, daf ein beliebiger Vektor
in R? eindeutig darstellbar ist als xe; + yes. Wir kénnen noch eine andere Basis fiir R? nehmen, etwa
v = (1,0), vo = (1,1). Dann ist fiir jedes Paar von reellen Zahlen (x,y) auch zv; + yvs ein Vektor in
R2. Im Gedanken bedeutet ‘(z,y) € R?’ zuerst ein bestimmter Vektor im ‘e’-System, danach ist vielleicht
‘(z,y)’ in der Vorstellung doch ein Vektor im ‘v’-System. Aber im wesentlichen handelt es sich immer um
einen einzigen Vektorraum!

Definition 21. Seien X, Y zwei Mengen und sei f : X — Y eine Abbildung.
(i) Falls f(z) # f(a') fiir alle z # 2’ in X, dann heifit f eine Injektion.
(i) Falls f(X)=Y;dh. Vy €Y, 3z € X mit f(x) =y, dann heifit f eine Surjektion.
(iii) Falls f injektiv und surjektiv ist, dann heiit f eine Bijektion.

Bemerkung. Gegeben f: X — Y, und U C X, V CY jeweils Teilmengen, dann heifit die Menge
fU)={y €Y :3z €U mit f(z) =y}
das Bild von U unter f. Weiter heif3t
V) ={z e X: fx) eV}
das Urbild von V.
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Satz 4.1. Sei f : X — Y eine Bijektion. Dann existiert eine Abbildung g : Y — X mit g(f(z)) = x und
flgly)) =y firalex e X undy €Y.

Beweis. g wird durch die folgende Regel gegeben. Sei y € Y ein beliebiges Element. Da f : X — Y surjektiv
ist, 3z € X mit f(z) = y. Da f auch injektiv ist, gibt es nur ein einziges solches x. Die Regel lautet daher:

9(y) = =. O

Bemerkung: Man schreibt eigentlich f~! statt g.

‘Gleichheit’ Seien X und Y zwei Mengen. Im Rahmen der Mengentheorie sind X und Y im wesentlichen
gleich, falls eine Bijektion f : X — Y existiert.

Nach dieser Auffassung sind dann etwa die zwei Mengen
{Hund, Katze} und {Salz, Pfeffer}

im wesentlichen gleich. Nun, im Gegensatz zu Koérpern oder Vektorrdumen, haben Mengen praktisch keine
Struktur. Die Gleichheit unter Mengen wird nur durch die Anzahl der Elemente bestimmt. Diese Idee ist vor
etwa 100 Jahren von Georg Cantor weiter entwickelt worden.

Nach seiner Auffassung ist es auch sinnvoll zu sagen, dafl die Menge X mindestens soviele Elemente wie die
Menge Y hat, falls eine Surjektion f: X — Y existiert.

Zum Beispiel ist unser f : {0,1} — {a, b} auch eine Surjektion. Daher hat (nach der Cantor’schen Philoso-
phie) die Menge {0, 1} mindestens soviele Elemente wie die Menge {a,b}. Andererseits gibt es sicherlich keine
Surjektion f: {0} — {0,1}. D.h. die Menge {0} ist echt kleiner als die Menge {0, 1}.

Falls wir zwei Mengen X und Y haben, und wir wissen, daf} keine Surjektion f : X — Y existiert, dann
werden wir sagen, da8 X weniger Elemente als Y hat. Man sagt auch, ‘card(X) < card(Y)’. D.h. die Kardinalitit
von X ist kleiner als die Kardinalitidt von Y. Falls eine Bijektion f : X — Y existiert, dann ist card(X) =
card(Y).

Satz 4.2. Seien X, Y Mengen. Es ezistiert eine Surjektion f : X — Y dann und nur dann wenn eine Injektion
g:Y — X existiert.

Beweis. ‘=’ Sei f: X — Y surjektiv. Yy € Y, 3z € X mit f(z) = y. Nehme irgendein bestimmtes solches x.
Definiere g(y) = x. Offensichtlich ist g : ¥ — X dann ein Injektion.

‘=’ Sei g : Y — X eine Injektion. Sei yp € Y ein beliebiges — aber dann festgelegtes — Element. Fiir alle

x € X sei
@) = das Element y € Y, mit g(y) = z, falls z € g(Y);
" | o sonst.

O

Satz 4.3 (Bernstein). Seien X, Y zwei Mengen. Falls eine Injektion f : X — Y, und eine Surjektion
g: X — Y existieren, dann existiert auch eine Bijektion h: X — Y.

Beispiele:
(i) Fiir endliche Mengen ist die Sache klar; alles héingt von der Anzahl der Elemente ab.
(ii) Die Mengen N und Z (die natiirlichen und die Integerzahlen). Es gilt card(N) = card(Z). Warum? Weil

2n, falls n € N;
fn) =
—2n—+1 sonst.

eine Bijektion f : Z — N ist.
(iii) Wie ist es mit N und Q?

— Natiirlich gibt es eine Injektion f : N — Q. Man nehme einfach f(n) = n, Vn € N. (die Iden-
titétsabbildung)

— Gibt es eine Surjektion g : N — Q? Ja. Sie brauchen nur den Pfeilen in der Tabelle zu folgen:
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—4 —3 —2 —1 0 1 2 3
T < T T < T T — 1 I — 1
N\ AN N AN / /! /
=4 =3 =2 =1 0 1 2 3
2 2 2 2 2 2 2 2
N AN N / /
=4 =3 =2 =1 0 1 2 3
3 3 3 3 3 3 3 3
N\ AN /
=4 =3 =2 =1 0 1 2 3
4 4 4 4 4 4 4 4

Das heifit auch card(N)=card(Q).

Kann es sein, dafl alle unendlich grofien Mengen gleich grof8 sind?
Nein!

(iv) Es gilt card(N) < card(R)).

Sie haben dieses letzte Ergebnis bestimmt in der Schule gesehen. Hier nur eine Skizze: Angenommen es gilt
doch card(N) > card(R). Das wiirde heiflen, daf} eine Surjektion N — R existieren wiirde. Mit anderen
Worten, es wire moglich, die reellen Zahlen vollstéindig ‘aufzuzéhlen’:

R= {T1,7’2,7’3,...}.

Fiir jedes ¢ € N sei
T = dindin—1...di1, Ti1Ti2%43 - - .,

geschrieben als Dezimalbruchzahl. (Zum Beispiel 7 = 3,14159 ... D.h. wenn 7 etwa die fiinfte reelle Zahl
wire, dann wire n = 1, dsy = 3, w51 = 1, 52 = 4, @53 = 1, 54 = 5, w55 = 9, u.s.w.) Aber es gibt viele
Zahlen, die nicht in dieses Schema passen. Z.B. die Zahl 0, y1y2ys . .., wobei y; # x;;, Vj € N. Dies zeigt,
daB eine solche Surjektion N — R unmoglich ist.

Definition 22. Sei X irgendeine Menge. p(X) ist die Menge aller Teilmengen von X (genannt Potenzmenge).
Satz 4.4. Sei X # 0. Dann ist card(p(X)) > card(X).

Beweis. Andernfalls wire card(p(X)) < card(X). D.h. es wiirde eine Surjektion f : X — p(X) existieren. Was
wiirde dies bedeuten?

Fiir jedes Element x € X, wire f(z) dann eine Teilmenge von X. Wir wollen jetzt eine besonders boshafte
Teilmenge B C X betrachten.

B={zeX:z ¢ f(x)}.

Nun, da f eine Surjektion ist, 3 y € X mit f(y) = B. Ist y € B? Nein! Denn das stiinde in Widerspruch zur
Definition von B. Ist y ¢ B? Auch nein! Widerspruch. = card(p(X)) > card(X). O

Dieser Beweis ist eigentlich sehr heikel, aber er ist doch (immer noch) in Ordnung. Wir bewegen uns hier
am Rande des logischen Chaos, wie das folgende Ergebnis zeigt.

Definition 23. Eine Menge X heifit gut, falls X ¢ X. Sonst ist X schlecht.

Beispiel: Sei U = die Menge aller Mengen. Dann ist U offensichtlich schlecht!

Russel’s Paradoxon Seien G die Menge aller guten Mengen und S die Menge aller schlechten Mengen. Daher
ist U =GUS. Frage: ist G gut oder schlecht?

Antwort:
Angenommen G sei gut. = G € G = G ist schlecht. Widerspruch.
Angenommen G sei schlecht. = G € G = G ist gut. Widerspruch.
Das heifit, alles fithrt zum Widerspruch!

Schluf3folgerung Vermeiden Sie die Redewendungen: ‘die Menge aller Mengen mit der Eigenschaft... u.s.w.’.
Als allgemeine Regel kénnte man Folgendes sagen. Die ‘konkreten’ mathematischen Objekte, wie R, N, R",
u.s.w. sind Mengen. Sei M eine Menge. Dann sind sicherlich alle Teilmengen von M auch Mengen. Auch die
Menge aller Teilmengen von M ist eine Menge. FEs ist andererseits heikel zu sagen: ‘Sei M die ‘Menge’ aller
Mengen mit der Eigenschaft ©’, fiir eine bestimmte allgemeine Eigenschaft .
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4.2 Mengen mit Struktur

(Z.B. Korper, Vektorrdume, u.s.w.)

Definition 24. Sei M eine Menge. Eine Relation auf M ist eine Teilmenge K C M x M. Sei etwa (a,b) € K.
Man schreibt dazu aKb.

Beispiele:
e Die Relation ‘=" (Gleichheit) ist: {(a,a) :a € M} C M x M.
e '~ CRx R, wobei x ~y & x—y € Z ist auch eine Relation.
Eine Relation heif3t
(i) reflexiv, falls aKa, Va € M
(ii) symmetrisch, falls aKb = bKa
(iii) transitiv, falls a Kb und bKc = aKc

Falls eine Relation K auf M die Bedingungen (i) — (iii) erfiillt, dann heiBt K eine Aquivalenzrelation auf
M. Sei nun
[a] ={be M : (a,b) € K}

Die Menge [a] heiBt die Aquivalenzklasse von a in M.
Satz 4.5. Sei K eine Aquivalenzrelation auf M und seien a,b € M. Dann ist entweder [a] = [b] oder [a]N[b] = 0.

Beweis. Angenommen [a] N [b] # 0. Sei ¢ € [a] N [b] und sei x ein beliebiges Element von [a]. = xKa und aKc
und ¢cKb = xKcund cKb = Kb = x € [b] = [a] C [b]. Durch symmetrische Argumentation kénnen wir auch
zeigen, daB [b] C [a]. O

Seien nun X und Y Mengen mit &hnlichen Strukturen. X und Y sind ‘gleich’, falls eine Bijektion f: X — Y
existiert, die die Struktur der Mengen erhélt.
Nehmen wir als Beispiel die Gruppen. Seien X, Y Gruppen.

Definition 25. Eine Abbildung f : X — Y heifit Homomorphismus, falls f(a-b) = f(a) - f(b), V a,b € X.

Sei jetzt f ein Homomorphismus. Man sagt f sei:

injektiv <  Monomorphismus
surjektiv <« Epimorphismus
bijektiv < Isomorphismus

Falls X =Y, dann heifit f ein Endomorphismus. Falls f gleichzeitig Isomorphismus und Endomorphismus ist,
dann heifit f ein Automorphismus.

Zwei Gruppen sind ‘gleich’, falls ein Isomorphismus zwischen den Gruppen existiert. Man sagt auch, daf sie
zueinander isomorph sind.

Satz 4.6. Seien X und Y Gruppen und f : X — Y ein Homomorphismus. Dann ist f(1) = 1 und f(a™') =
(f(a))™", fir alle a € X.

Beweis. Seiae X = 1-a=a

= fla) = f(1)-f(a)
Sei y = (f(a))teY
= 1=f(a)-y = (f(1)-f(a) y
= f()-(f@)- fla)™)
= f()-1=/Q)

Weiter gilt 1 =a-a~! in X.

O

Diese Begriffe lassen sich auch leicht auf Kérper und Vektorrdume iibertragen. (Man braucht nur daran zu
denken, daf} solche Mengen sich (fast) wie Gruppen verhalten unter ‘+’ und ‘-.)
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Definition 26. Seien X und Y Korper. Eine Abbildung f : X — Y heiit Homomorphismus, falls fiir alle
a,be X gilt:
fla+b) = fla)+ f(b)
und  f(a-b) = f(a)- f(b).
Seien U und V' Vektorrdume iiber einem Koérper F. f: U — V heiffit Homomorphismus, falls gilt
fla+p)=f(e)+ f(B) md fla-a)=a- f(e)

fiir alle o, 8 € X, a € F. Eine solche Abbildung f : U — V zwischen Vektorrdumen heifit F-linear (oder einfach
eine lineare Abbildung).

Korollar 4.6.1. Fiir lineare Abbildungen gilt
F0)=0 und f(—a) = —f(a).

Satz 4.7. Seien X und Y Vektorrdume tiber einem Korper F und sei f: X — Y eine lineare Abbildung. Sei
ferner eine endliche Teilmenge S C X gegeben. Es gilt: f(S) ist linear unabhdingig = S ist linear unabhingig in
X. Seien weiter U C X,V CY jeweils Unterrdume. Dann sind f(U) CY und f~*(V) C X auch Unterrdume.!

Beweis. Sei 0= >"" | a;a;, wobei a; € F, a; € S, Vi.
= 0 = f£(0) (aus Satz 4.6)

= f(z a;a;)
= Zf(w)

= zn:aif(ai), wobei f(a;) € f(9), Vi.
i=1

= a; = 0, Vi, da f(5) linear unabhéngig.

Sei jetzt a,be F, o, € U.
Dann ist ace + b3 € U. (Satz 2.3.) Folglich

af(a) +bf(8) = flaa +bp) € f(U).
= f(U) ist ein Unterraum von Y. (Wieder Satz 2.3.)

Umgekehrt, seien v,d € f~1(V).

= [flay+08) =af(y) +bf(8) €V,
da f(v), f(6) € V und V ein Unterraum von Y ist.

= ay+bie fHV)
= f74(V) ist ein Unterraum. (Satz 2.3.)
(]

Satz 4.8. Sei f : X — Y ein Isomorphismus zwischen Vektorriumen. Dann ist f~!' :' Y — X auch ein
Homomorphismus.

Beweis. Seien o, 8 € Y. Dann sind f~!(a), f~1(8) eindeutig vorgegebene Elemente aus X. Auch f~!(a) +
F71(B) ist ein bestimmtes Element in X. Es gilt

fUF )+ £71B) f(f~Ya) + f(f71(B)) (da f Homomorphismus)
= a+p

D.h. f~Ha+B) = f~Ha) + f~1(B). Auch
fla- fH(e))

I
S
=
~

L
—
R
~—
~—

Il
S
Q

= [THaa) = a f7Ha)

1Gegeben eine Abbildung g : A — B und C C B eine Teilmenge, dann ist
g7H(C) = {ac A: g(a) € C}.
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Bemerkung f~! heifit die zu f inverse Abbildung.

Definition 27. Seien X und Y Vektorrdume iiber einem Koérper F. X und Y heiflen zueinander isomorph, falls
ein Isomorphismus

f:X->Y
existiert. Man schreibt dazu X Y.

(D.h. X und Y sind #m wesentlichen gleich.)
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Kapitel 5

Lineare Abbildungen

Wir haben gesehen, dafl es moglich ist, die endlichen Mengen vollstédndig zu ‘klassifizieren’: zwei endliche Mengen
sind ‘gleich’ genau dann, wenn sie dieselbe Anzahl von Elementen enthalten. Der folgende Satz gibt eine &hnlich
einfache Klassifizierung von endlich dimensionalen Vektorridumen.

Satz 5.1. Seien X und Y endlich erzeugte Vektorriume tber F. Es gilt X 2Y < dim(X ) = dim(Y ).
Beweis. “=” Sei f: X — Y ein Isomorphismus und sei B = {aq,...,a,} eine Basis fiir Y. Dann ist
7B =) [ o)}

eine Basis fiir X, da

1. f~Y(B) ist linear unabhiingig, wegen Satz 4.8.

2. [f7Y(B)] =X, da

(B (f~! ist ein Homomorphismus)

= YY) (B ist eine Basis von Y)
X

ist eine Bijektion.)

[f=(B)]

Folglich ist dim(X) = dim(Y"). (Satz 3.5)
“<” Sei dim(X) = dim(Y). Daher 3 Basen
A:{al,...,an} cC X,

B:{ﬁlaaﬁn}cy

Definiere f : A — B durch die Regel f(«;) = (;, Vi. Die Abbildung f kann erweitert werden zu einer Abbildung
[ : X —Y wie folgt. Sei @ € X beliebig, mit der Darstellung oo = Y. ;| a;a;. Wir definieren f(«) dann als den
Vektor f(a) =1, a; - f(a;). Ist die dadurch definierte Abbildung f : X — Y ein Isomorphismus?

1. f ist ein Homomorphismus. (Dies ist eine triviale Folgerung der Definition von f.)

2. f ist eine Bijektion. (Nach Satz 3.2 (Eindeutigkeit der Darstellung) ist f eine Injektion. Aus f(A) = B
und [B] =Y folgt, dal f eine Surjektion ist.)

O

Insbesondere ist fiir jeden Korper F' das Kartesische-Produkt F™ ein n-dimensionaler Vektorraum iiber F'.
Eine Basis fiir F™ ist {e1,...,€,}, wobei

& =(0,...,0,1,0,...,0).

D.h. die i-te Komponente von ¢; ist 1, sonst sind alle Komponenten Null.
Seien o = (o, ...,an) und B = (B1,...,0n) € F™, und a € F. Vektoraddition und skalare Multiplikation
werden auf folgende Weise festgelegt.

a+ﬁ: (041 +ﬁ15"'7an+ﬁn)a
a-a=(a-ay,...,a ap)
Korollar 5.1.1. Alle n-dimensionalen Vektorrdume diber F sind zu F™ isomorph.

Das heif3t, F'™ ist im wesentlichen der einzige n-dimensionale F-Vektorraum. Man sagt, dal F'™* der kanonische
n-dimensionale F'-Vektorraum ist. Die Basis

e =1(0,...,0,1,0,...,0)
ist die kanonische Basis fiir diesen Raum.
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5.1 Allgemeine Eigenschaften von linearen Abbildungen

Definition 28. Sei f: V — W eine lineare Abbildung.

ker(f)={aeV: f(a) =0}

heifit der Kern von f.
im(f)={BeW:3a eV mit f(a) =0}

heiBt das Bild von f.
D.h. ker(f) = f~1({0}) und im(f) = f(V).
Satz 5.2. ker(f) C V und im(f) C W sind beide Unterriume.
Beweis. Seien a,b € F, a, 8 € ker(f) beliebig.
= flaa+b8) = af(e)+bf(B)

a-04+b-0
= 04+0=0

= aa+bp € ker(f) = ker(f) ist Unterraum.
Seien jetzt 7,6 € im(f) beliebig.
= Ja,f €V mit f(a) =7, f(B)=29.

= flaa+0b8) = af(a)+bf(B)
ay + bé € im(f)

= ¢m(f) ist auch ein Unterraum. O
Satz 5.3. f:V — W ist ein Monomorphismus < ker(f) = {0}.

Beweis. “=7 Sei a € ker(f). D.h. f(a) = 0. Aber nach Proposition 4 ist f(0) = 0. D.h. f(«) = f(0). Da f eine
Injektion ist = a = 0.
“<” Angenommen f(a) = f(8) in V. Dann gilt

fla)=f(B) = [fla)=f(B)=0

R

Folglich ist f ein Monomorphismus. O
Korollar 5.3.1. Der Satz gilt allgemeiner fiir Monomorphismen bei Gruppen.

Wann sind Abbildungen zwischen Vektorrdumen linear? Der folgende Satz gibt eine Bedingung dhnlich wie
die Bedingung in Satz 2.3.

Satz 5.4. Sei f : V — W eine Abbildung. Dann gilt: [ ist linear & f(aa + b3) = af(a) + bf(8), fir alle
mdglichen a,b € F und o, 3 € V.

Beweis. “=” f(aa+bB) = f(aa) + f(b8) = af() + bf(B).

“" Zu zeigen:

o fla+p)=f(a)+ f(B).
e f(aa) = af(a).

Aber es gilt (i):

fla+B) = f(l-a+1-5)
= 1-f(@)+1-f(B) = fla) + f(B)
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und auch (ii):

= flaa+0-0)

i
ISEENS]
&h &h
—~
SRS
S~—
+ +
o O

s

—~

O

Satz 5.5. Seien V., W Vektorriume iber F und B = {a1,...a,} eine Basis fiir V. Sei weiter S = {(1,...0n}
eine beliebige Menge von n Vektoren (n = dim(V')) in W. Dann 3 eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
f:V = W mit der Figenschaft, daff f(a;) = Bi, Vi.

Beweis. f wird wie folgt definiert. Sei a = > ; a;o; € V ein beliebiger Vektor. Dann ist f(a) = Y. aif3;.
Ist f(o;) = Bi, Vi mit dieser Definition? Ja, da die Darstellung von Vektoren durch eine Basis eindeutig ist.
Ist f linear? Seien 7, € V und a,b € F' beliebig.

= flay+bd) = ( Zczaﬁb de)

flir geeignete ¢;,d; € F.

i=1

= i (ac; + bd;)

3

(s

a- f(y)+0b-f(9).

Ist f eindeutig bestimmt?
Sei auch g : V' — W eine lineare Abbildung mit g(a;) = 3;, Vi. Sei a = Y- | a;a; € V beliebig.

= gla) = ¢ (Z amq) (Definition von «)
i=1
= Z a;ig(ay) (Linearitdt von g)

n
= Z a;f; (Voraussetzung)

= fla) (Definition von f)

Beispiele: Automorphismen f : R — R2.
Sei B = {(1,0),(0,1)} = {e1, €2} die kanonische Basis fiir R2.

1. (Spiegelungen): Sei f : R? — R? gegeben durch: f(e1) = €1, f(€2) = —ea. Die Abbildung f ist dann eine
‘Spiegelung’ der Euklidischen Ebene an die z-Achse.

2. (Drehungen): Jetzt sei 6 € [0,27) und f gegeben durch!
fler) = (cos@,sind),
flea) = (cos(0+7/2),sin(0 + 7/2))

= (—sind,cosb)

IEs gilt:
cos(0 + ¢) = cos O cos ¢ — sinfsin ¢
sin(0 4+ ¢) = sin 6 cos ¢ + cos € sin ¢
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Sei jetzt o = (a1,az) ein beliebiger Vektor in R2. Behauptung: f(«) ist ein Vektor mit derselben Linge
wie «, dessen Richtung um einen Winkel # vom urspriinglichen Vektor o gedreht ist.

Wir betrachten die zwei Fille a; = 0 und ay # 0 getrennt.

a1:0:

ai # 0:

Dann ist a« = (0,a2) und f(a) = (—azsinf, ag cosd). Die Linge von f(«) ist

V/ (—azsin0)2 + (az cos0)2 = |as|

und dies ist die Linge von «. Daf es sich um eine Drehung handelt, folgt aus der iiblichen geometri-
schen Definition der trigonometrischen Funktionen.

Das heifit @ # 0. Seien ¢ = arctan(az/a1) und r = (af + a%)l/z. Dann ist a = (7 - cos @, r - sin ¢).
Warum?

a a
a;=r-cos¢ und az =7r-sing < —Q:tanqﬁ & ¢arctan<—2>.
aq ax

Nun, es gilt sin? 9 + cos? 9 = 1, V0.

= aj+a3 = ricos’¢+risine
= 1% (cos® ¢ + sin”® ¢)
2
2., 2\3
=r = (al + a2) 2

Was ist eine Drehung von o um den Winkel 67
a = (a1,a2) = ar€1 + azea = (rcos ¢, rsin @).
Eine Drehung um 6 ist dann:

fla) (rcos(¢ + 0),7sin(¢ + 0))

(r(cos ¢ cos § — sin ¢ sin B), r(sin ¢ cos § + cos ¢ sin 9))

((r cos @) cos O — (rsin @) sin b, (r cos @) sin 6 + (rsin @) cos 6)
(

ay cos @ — azsinf, ay sin 6 + az cos h)

a1(cosf,sinf) + az(—sind, cos )

= aif(e) +azf(e)
Das heifit, die lineare Abbildung f gibt tatsichlich eine Drehung? von o um den Winkel 6.

3. (Dehnungen) Seien ¢, d € R vorgegeben. f : R? — R? wird jetzt gegeben durch f(e1) = c-€1, f(e2) = d-ea.

D.h.

wenn « = (a1, a2), dann ist f(a) = (cay, das).

Bemerkungen:

1. Dehnungen &ndern die Langen von Vektoren; Spiegelungen und Drehungen dndern diese Langen nicht.

2. Bei Dehnungen und Spiegelungen gibt es Vektoren o # 0, die einfach in sich selbst abgebildet werden,
vielleicht mit geéinderter Liange (f(«) = k-a.) Bei Drehungen gibt es im allgemeinen solche “Eigenvektoren”
nicht.

3. Alle diese linearen Abbildungen kénnen auch analog im n-dimensionalen Raum R™ definiert werden.

5.2 Die Darstellung von linearen Abbildungen durch Matrizen

Seien V und W zwei F-Vektorrdume. Angenommen dim(V) = n, dim(W) = m und f : V — W sei linear. Sei
{a1,...,a,} eine vorgegebene Basis fiir V, und {71,...,7m} sei eine vorgegebene Basis fiir W.

(‘Normalerweise’ ist V' = F™ und W = F™ und die vorgegebenen Basen sind einfach die kanonischen Basen.)

2Die Menge der (2-dimensionalen) Drehungen bildet eine Gruppe—die (spezielle) orthogonale Gruppe, SO(2). (Man schreibt
auch SO(2;R), um zu zeigen, dal R das zugrundeliegende Zahlensystem ist.) Seien f,g € SO(2); sei etwa f eine Drehung um den
Winkel 6 und g um den Winkel ¢. Dann ist das Produkt fg die Drehung um den Winkel 6 + ¢. Es ist wichtig zu wissen, dal SO(2)
eine abelsche Gruppe ist, aber SO(n) (die Drehungen des n-dimensionalen Raumes R"™) ist nicht abelsch, fir n > 2.
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Schreiben wir jetzt f(a;) = 8;, ¢ = 1,...,n. Dadurch sind n bestimmte Vektoren in dem m-dimensionalen
Raum W gegeben. Nach Satz 5.5 ist f durch Kenntnis der n Vektoren {f1,...,8,} eindeutig bestimmt. Fiir

jedes i sei
m
Bi = E a7y
j=1

Dies ergibt eine m x n Matrix von Elementen aus dem Korper F':

a1 a2 - Q1n

a21 Q22 - A2
A=

Am1 Am?2 Tt Amn

Korollar 5.5.1. Die Matriz A wird eindeutig bestimmt durch die Abbildung f : V — W (bei vorgegebenen
Basen) und umgekehrt.

Sei jetzt o« = Y1, bijow; € V ein beliebiger Vektor. Dann ist

fla) = Zbif(ai)

= Zzﬂz Zb >4
j=1

=1
n m

= DD biasi | e
i=1 \j=1

Nun, V ist ‘eigentlich’ nichts anderes als F™, und W ist im wesentlichen F™. Es ist daher verniinftig, zu
sagen, daf die vorgegebenen Basen {ay,...,a,} und {71,...,vm} eigentlich auch als die kanonischen Basen fiir
F™ und F™ dargestellt werden konnen. Diese kanonischen Basisvektorn kénnen als ‘Spaltenvektoren’ dargestellt
werden.

1 0 0
0 1 0
ap=|:|, o= 0 yeeey, Q= | -
0 ; 0
0 0 1
Mit dieser Art der Darstellung folgt, dafl

b1

ba

a=| .

bn

Was ist f(«)? Nichts anderes als

aiy  aiz - Qip by €1
azr Qg2 - A2p b2 C2
Gm1 Am2 - Amn bn Cm

wobei f(a) =", ¢;f; und
cj:Zaﬂbi, ]:17,m
i=1

So wird die Matrizenmultiplikation erklért.

Definition 29. Seien A = (a;5), B = (bjx) und C = (cst) Matrizen, wobei 1 <i<n,1<j<m, 1<k <p,
1<s<nund1<t<p Esgilt A-B=C mit cyy = Zum:1 gy byt fir alle s und ¢.
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Um zu sehen, daf§ alles richtig stimmt, wollen wir jetzt eine Verkniipfung von zwei Abbildungen betrachten.
Und zwar seien U, V und W Vektorrdume iiber einem Korper F' mit Basen {as,...,an}, {01,...,0m} und
{71,...,7p}. Gegeben seien lineare Abbildungen

v-Lv-Lw

Diese Abbildungen koénnen einzeln dargestellt werden: Seien A = (a;;) und B = (by;) die Matrizen, die die
Abbildung f bzw. g darstellen bzgl. der vorgegebenen Basen. Sei nun

T
n .TQ
§= E Ty =
i=1
Tn

ein beliebiger Vektor in U. Dann ist

g(f<5>>g<f <inai>>g DD ajmify | =

i=1 j=1 i

m
Z Z brjajiiVe-

n
=1 j=1k=1

Dies 148t sich alles viel einfacher schreiben, wenn man die Matrizenschreibweise benutzt. Es gilt néamlich:

f(g9(§))=B-A-& D.h.

bir - bim aip - Q1n Z1

bpl e bpm am1 " Amn T
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Kapitel 6
Matrizenumformungen

Sei

air -+ Qin
A=

am1 e Qmn,
eine m x n Matrix mit Elementen aus einem Koérper F. Wir haben gesehen, dal A als eine lineare Abbildung
f+ F™ — F"™ aufgefafit werden kann. Es ist auch moglich, A auf eine ganz andere—einfachere—Weise zu sehen.
Man kénnte sagen, dafl A eigentlich nichts anderes ist, als eine Sammlung von m Zeilen, die jeweils n Elemente
enthalten. Oder man kénnte auch sagen, dafl A nichts anderes ist, als eine Sammlung von n Spalten, die jeweils
m Elemente enthalten. D.h.

a1 - Qin (a11,...,a1n) ann a1n

Am1 *°°  Qmn (amla cee aamn) am1 Amn

Nun, wir kénnen die einzelnen Zeilen und Spalten fiir sich alleine betrachten. Zum Beispiel ist die i-te Zeile
(@i1, - -, ain). D.h. die i-te Zeile ist eigentlich ein Punkt (d.h. ein Vektor) in F™. So betrachtet ist die ganze
Matrix A nichts anderes als eine Sammlung von m Zeilenvektoren aus F™. Und wenn wir uns auf die Spalten
konzentrieren, dann sehen wir, dafl A eigentlich auch eine Sammlung von n Spaltenvektoren ist. Jeder solcher
Spaltenvektor ist ein Vektor des Raumes F™. Wir werden zunéchst die Zeilenvektoren betrachten und dann
spéter die Spaltenvektoren heranziehen.

6.1 Zeilenvektoren

Fiir jedes i zwischen 1 und m sei «; = (a;1,...,ain). D.h. die Matrix A ist die (geordnete) Menge S =
{ai,...,an} C F™. Die lineare Hiille [S] C F™ heifit der Zeilenraum von A.

Es ist wichtig, immer daran zu denken, dafl die Menge S geordnet ist. Seien ¢ # j zwei verschiedene Integer-
zahlen zwischen 1 und m. Sei etwa i < j. Dann wére

S:{al,...,ai,...,aj...,am}.
Durch einfaches Vertauschen der Elemente o; und o erhalten wir eine neue geordnete Menge
Sij = {al,...,aj,...,ai...,am}.

Das heifit, die Matrix A wird durch eine elementare Zeilenoperation umgeformt:

[ 5 A1n ai;r - A1n
(075 I Qijn aj1 - Qjn
—
a1 -0 Gjn a1 0 Qin
Am1 tee Amn Am1 et Amn

Es gibt zwei weitere elementare Zeilenoperationen:
Si(a) ={a1,..., 1,0 0, i1, . }
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D.h.

aiz - Qin ail e A1n
@ir o Qi | = | acain oo A ain
am1 - Gmn Gm1 o Amn
und
Sij(C) = {Oél, ey Q1,04 +c- aj,oéiJrl, e 7Oém}
D.h.
air -+ Gin ar T ain
ain o Gip | — @i F+cCc-a; 0 Qi+ CGyp
am1 T Amn am1 e Umn

Definition 30. Sei A eine m x n Matrix. Die drei elementaren Zeilenoperationen sind S;;, S;(a) und S;;(c). Sij
ist das Vertauschen der Zeilen i # j von S. S;(a) ist die Multiplikation der i-ten Zeile mit dem Skalar (a # 0).
SchlieBlich ist S;;(c) die Addition von c-mal der j-ten Zeile zur i-ten Zeile (i # j und ¢ # 0).

Satz 6.1. (I) [S] = [S;] = [Si(a)] = [Sij(c)].
(II) Die vier Mengen S, S;j, Si(a) und S;;(c) sind entweder alle linear unabhingig, oder alle linear abhdingig.
Beweis.  (I) 1. [S] = [Sy] ist trivial.
2. [S] = [Si(a)]: Sei 8 = 2?21 bja; € [S]. Aber

b;
5= Sy )+ (%)@ a € s
J#i
= [S] C [Si(a)]. Die andere Richtung ist auch klar.
3. [S] = [Si;(c)]: Sei B wie oben.

B= D B | + (b —bic)B; +bi(Bi + cB;) € [Si;(0)]
= [S] C [Sij(c)]. Auch [S] = [Si;(c)].

(IT) Sei dim([S]) = d = dim([S;;]) = dim([S;(a)]) = dim([S;;(c)]). Aber jede Menge hat genau n Elemente.
Falls d = n, dann ist jede Menge linear unabhiingig (sonst giibe es eine Basis mit weniger als d Elementen).
Falls d < n, dann ist jede Menge linear abhéngig.

O
Definition 31. Die m x n Matrix A = (a;;) ist in Zeilenstufenform, falls 30 <r <mund 1 < j; < jo <--- <
Jr<mmit a;;;, =1,Vi=1,...,r, und agy =0, Vs,t mit ¢ < js oder s > j,.
..1 a1]1+1 DY DY aln
0 1 a2 j,4+1 a2n
0 0 1 as jz+1 asn
A =
0 0 1 arjoy1 - G
0 0 0

Zum Beispiel die folgende Matrix A; ist in Zeilenstufenform, wiahrend As nicht in Zeilenstufenform ist.
1 2 3 1 2 3
Ai=10 1 0], As=10 1 0
0 00 1 00
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Satz 6.2. Sei A = (a;;) eine mxn Matriz. Dann gibt es eine mxn Matriz B in Zeilenstufenform, die denselben
Zeilenraum hat wie A.

Beweis. Induktion nach m.

(1)

(i)

m = 1. Sei 81 = (a11,-..,a1,) der (einzige) Zeilenvekter. Falls alle aq; null sind, dann ist A sicherlich
schon in Zeilenstufenform. Sei daher j; die erste nicht-null Stelle. Was ist ay;, 7 Falls a1;, = 1, dann sind
wir fertig, sonst fiihre die Zeilenoperation S; (afjl1 ) aus.

Falls m > 1, dann koénnen wir annehmen, daf3 die ersten m — 1 Zeilen schon in Zeilenstufenform sind,
wihrend die letzte Zeile 3, = (ama,- .-, @mn) beliebig ist. Falls a,,7 # 0 und 77 > 1, dann fiithre die
Zeilenoperationen Sm(a;él) und Si,,, aus. Nachher ist A sicherlich in eine Matrix in Zeilenstufenform
transformiert worden. Falls a,,; # 0 und j; = 1, dann fiithre die Zeilenoperation Sml(afnll) aus. Jetzt
haben wir auf jeden Fall erreicht, dafl das erste Element des letzten Zeilenvektors Null ist. Versuche nun
so weit wie moglich nach diesem Verfahren—von links nach rechts—die Elemente des letzten Zeilenvektors
auf Null zu bringen durch Zeilenoperationen der Art S,,s(a..}). Zum Schlu wird Zeilenstufenform erreicht
durch eine S, (a;,,}) Zeilenoperation, moglicherweise gefolgt von einer S,,s Zeilenoperation.

O

Satz 6.3. Sei A in Zeilenstufenform. Dann bilden die nicht-null Zeilen eine Basis des Zeilenraums.

Beweis. Wir brauchen nur die lineare Unabhéngigkeit nach zu priifen. Seien daher {81,...,5,} die nicht-null
Vektoren, wobei

ﬂi:(O,...,O,l,...,am)EF", VZ,

wobei die ersten j;-ten Elemente Null sind, und js < j;, fiir s < ¢. Sei

=1

wobei mindestens ein b; # 0. Sei etwa b;(1) der erste nicht-null Koeffizient. Dann ist

bz‘(l)ﬁi(l) = - Z bjﬁj-

J>i(1)

Aber dies ist unmdéglich, da f;1y = (0,...,0,1,...,a;71),), wobei das erste nicht-null Element an der i(1)-ten
Stelle kommt, wahrend fir alle j > (1) alle Stellen in 8; = (0,...,0,1,...,a;j,) Null bis hinter der ¢(1)-ten
Stelle sind. O

6.2 Spaltenvektoren

Wir wollen uns nun die alternative Beschreibung einer Matrix A durch Spaltenvektoren anschauen.

ai; - A1n a11 A1n
Am1 e Amn am1 Amn
ai;
Sei T'={71,...,Vn} mit v; = : e F™firi=1,...,n.
Qmi

Definition 32. [T] C F™ heifit der Spaltenraum der Matrix A.

Satz 6.4. Sei A eine m x n Matriz und T = {y1,...,v} die Menge der Spaltenvektoren. Sei A durch eine
elementare Zeilenoperation in eine neue Matriz A — A’ transformiert. Dadurch werden die Spaltenvektoren
auch gedndert: v; — .. Insgesamt dndert sich die Menge der Spaltenvektoren: Y — Y'. Es gilt: Y ist linear
unabhingig < Y’ ist linear unabhdngig.

a1k

Beweis. (fiir die Zeilenoperation S;;) Wir haben v = : fiir alle k. Es gilt daher:

Amk

n n
0:ch7k & chapk:(), Vp=1,....m
k=1 k=1

n
& ch'y,'c =0
k=1
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Die Beweise fiir die anderen elementaren Zeilenoperationen S;(a) und S;;(c) sind &hnlich. O

Definition 33. (Mit S als Menge der Zeilenvektoren) dim([S]) heifit der Zeilenrang der Matrix A. dim([T)
heifit der Spaltenrang von A.

Satz 6.5. Sei A eine m x n Matriz. Es gilt: Zeilenrang = Spaltenrang. Diese gemeinsame Zahl heifit der Rang
von A: Rang(A).

Beweis. Nach Satz 6.1 wird der Zeilenrang nicht gedndert durch elementare Zeilenoperationen. Nach Satz 6.5
gilt dasselbe fiir den Spaltenrang. Wir kénnen daher annehmen, dafl die Matrix A in Zeilenstufenform ist. Nach
Satz 6.3 ist der Zeilenrang gleich der Anzahl der Stufen. Dies ist offensichtlich auch der Spaltenrang. O

Definition 34. Sei A eine quadratische Matrix (etwa n x n). A heifit reguldr, falls Rang(A) = n, sonst singuldr.
Satz 6.6. A ist requlir < 3 ein Isomorphismus f : F™ — F™ mit zugehoriger Matriz A.

Beweis. ‘=’ Sei A regulér. = Spaltenrang = n. Sei {ey,...,€,} die kanonische Basis fiir F™. Eine Abbildung
f: F™ — F™ wird definiert durch die Regel f(e;) = v, Vi = 1,...,n, wobei v; die i-te Spalte von A ist.
Da [{y1,...,7n}] = F™, ist f eine Surjektion. Aber die Menge {~1,...,7»} mufl auch linear unabhéngig
sein; folglich ist f eine Injektion.

‘<’ Sei f : F™ — F™ ein Isomorphismus. Dann ist die Menge von Vektoren T' = {f(¢;) : ¢ = 1,...,n}
linear unabhiingig. D.h. dim(7T") = n. Sei v; = f(¢;) fiir alle ¢, geschrieben als Spaltenvektoren. Dann gibt
{71,..-,7n} eine Matrix, die wir A nennen kénnen, und A ist regulir.

O
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Kapitel 7

Lineare GGleichungssysteme

Sei F' ein Kérper und

a1171 + 6122 + - + a1,Tn = b1
2121 + a22%2 + - -+ a2 Ty, = b
Am1%1 + Gm2T2 + - - + ATy = bm
ein System von m linearen Gleichungen in n Unbekannten zi,...,z,, wobei a;;,b; € F, fiir alle relevanten ¢

und j. Wir haben schon gesehen, dafl es moglich ist, dieses System als eine lineare Abbildung f : F™ — F™ zu
betrachten: f(#) = b. D.h. in der Matrizenschreibweise: A - z = b.

Wir wollen jetzt etwas praktischer sein und fragen, gibt es Losungen zu diesem Gleichungssystem? Falls ja,
wie konnen wir alle Lésungen finden?

Definition 35. Sei Az = b das lineare Gleichungssystem oben. A ist die m x n Matrix A = (a;;). Die mx (n+1)
Matrix

a1 a2 ... G, by
A/ a1 ao9 e agn b2
Aml Am2  --.  Qmn  bm

heifit die erweiterte Matrix.

Wir betrachten jetzt die drei elementaren Zeilenoperationen, angewandt auf A’. Z.B. wenn wir zwei Zeilen
miteinander vertauschen (5;;), dann ist das System von linearen Gleichungen ‘eigentlich’ dasselbe. Genauer
gesagt, die Losungsmenge

L={(z1,...,2n) € F": A-z =}

ist gleich fiir die erweiterte Matrix A’ und die transformierte Matrix S;;(A’). Es ist #hnlich leicht einzusehen,
daf diese Losungsmenge auch unter den elementaren Zeilenoperationen S;(a) und S;;(c) unveréndert bleibt.
Daher brauchen wir nur die Sétze 21 und 23 zu beriicksichtigen, um zu sehen, dal wir annehmen kénnen, dafl
A’ in Zeilenstufenform ist.

Durch mégliche Umnumerierung der Variablen {z1, ..., x,} kénnen wir weiter annehmen, daf} die erweiterte
Matrix die einfache Zeilenstufenform

1 a2 -+ - air41 -+ aip b1
0 1 a23

A=10 .. 0 1 awsr - am b
0O --- 0 0 0 o 0 b
0O --- 0 0 0 e 0 by

hat. (Das heifit, das obere linke Quadrat ist eine Dreiecksmatrix.)
Aber jetzt haben wir die Moglichkeit, eine systematische Beschreibung der Losungsmenge zu geben, nimlich:

1. Falls 3 ein j (zwischen 7 + 1 und n) mit b; # 0, dann hat das Gleichungssystem Az = b offensichtlich
keine Losungen.
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2. Falls r = n (und Fall 1 nicht zutrifft), dann gibt es genau eine Lésung, die wir erhalten konnen durch
sukzessives Einsetzen der Losungen fir x,,, dann x,,_1, u.s.w.

3. Falls r < n, dann ist fir gewisse z7, ..., 3 der Vektor
a7
'*
T = Ir
dr+1
dn

wobei d; € F', j =r+1,...,n beliebig sind, eine Lésung des Systems Az = b.

Warum? Die r-te Gleichung lautet dann
1. T, + arr-i—ldr-l—l + -+ arndn = b’!"
D.h. setze

n

.T: = bT - Z a”-di
1=r+1
und die r-te Gleichung ist erfiillt. Man findet ebenso Zahlen z)_;, z}_,,...,2] die den ersten r — 1
Gleichungen geniigen.

Zusammengefafit konnen wir sagen:

Satz 7.1. Sei Ax = b und A’ die dazugehdirige erweiterte Matriz. Sei L die Menge der Ldsungen. Dann gilt
L # 0 < Rang(A) = Rang(A’).
Im Falle Az = 0, (d.h. im Falle eines homogenen linearen Gleichungssystems), folgt:

Satz 7.2. Sei L die Menge der Lisungen von Ax = 0. Dann ist L ein Unterraum von F™ und dim(L) +
Rang(A') = n. (Wobei Ax = 0 eigentlich m Gleichungen in n Unbekannten sind.)

Beweis. Fall (1) kann nicht zutreffen. (2) ist klar. Nach Fall (3) ist dim(L) = n—r. Aber Rang(A) = r (Satz 6.3).
(Wir haben schon gesehen, dafl die Losungsmenge eines Systems von homogenen linearen Gleichungen, ein
Unterraum von F™ sein muf.) O

7.1 Ein Beispiel

r+2y+3z = 1
dx +5y+6z = 2
Tr+8y+9z =
Die erweiterte Matrix ist daher
1 2 3 1
4 5 6 2
7 8 9 3
Diese Matrix muf} jetzt in Zeilenstufenform gebracht werden:
12315(74)12315(77)123 1
4 5 6 2|°* 0 -3 —6 —2| 25”0 -3 —6 -2
7 8 9 3 7T 8 9 3 0 -6 —-12 —4
R 1 2 3 LY ¢ 1 1 2 3 1
2CP 00 -3 —6 —2| = (o1 2 2
o 0 0 0 0 0 0 O

Offensichtlich haben wir Fall (3). D.h. hier ist » = 2, n = 3. Nach der Theorie, kann zy € R beliebig gew&hlt
werden, dann ist (2%, y*, z9) € R? eine Losung, wobei

= - —2z
Yy 3 0

und daher .
x* :1—2y*—320:—§—7zo.
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7.2 Ein entsprechendes Computerprogramm

program LineareGleichungen (input, output);
const
Anzahl_der_Gleichungen
Anzahl_der_Unbekannten
type
matrix =
array[1..Anzahl_der_Gleichungen,l1..Anzahl_ der_Unbekannten]
of real;
var
matrixl, matrix2 : matrix;

3; { Wieviele lineare Gleichungen? }
4; { Koeffizienten und Konstanten }

procedure Lese_Gleichungen (var m : matrix);

var
i, j : integer;

begin
for i := 1 to Anzahl_der_Gleichungen do

for j := 1 to Anzahl_der_Unbekannten do read (m[i,jl);
end; { LeseGleichungen }

procedure Schreibe_Gleichungen (m : matrix);
var
i, j : integer;
begin
for i := 1 to Anzahl_der_Gleichungen do begin
for j := 1 to Anzahl_der_Unbekannten-1 do
begin
write (m[i,j]:3); write(’ x_’);
write(j:1); write(’ )
end;
write(’ = ’); writeln(m[i,Anzahl_der_Unbekannten]:3);
end;
end; { SchreibeGleichungen }

{ ELEMENTARE ZEILENOPERATIONEN }
procedure tausch_ij (i, j : integer; var m : matrix);
{ Die Zeilen i und j werden vertauscht }
var
s : integer; temp : real;
begin
for s := 1 to Anzahl_der_Unbekannten do begin
temp := m[i,s];
m[i,s] := m[j,s];
m[j,s] := temp;
end;
end; { tausch_ij }

procedure mult_ia (i : integer; a : real; var m : matrix);
{ Zeile i mit a multipliziert }

var
s : integer;
begin
for s := 1 to Anzahl_der_Unbekannten do begin
m[i,s] := a * m[i,s];
end;

end; { mult_ia }

procedure addzeil (i, j : integer; c : real; var m : matrix);
{ Zeile j multipliziert mit c¢ wird zu Zeile i addiert }
var

s : integer; temp : real;
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begin
for s := 1 to Anzahl_der_Unbekannten do begin
ml[i,s] := m[i,s] + ¢ * m[j,s];
end;
end; { addzeil }

{ HAUPTPROZEDUR }

procedure Gauss_Elimination (eingegebenematrix : matrix;
var m : matrix);

var

i, j, k, z, min : integer;
begin

{ setzte zunaechst varible m gleich eingegebenematrix }

for i := 1 to Anzahl_der_Gleichungen do

for j := 1 to Anzahl_der_Unbekannten do
m[i,j] := eingegebenematrix [i,j];

{ Zeilenoperationen, um m in die
obere Dreiecksform zu bringen }

i:=1;
if Anzahl_der_Unbekannten-1 < Anzahl_der_Gleichungen then
min := Anzahl_der_Gleichungen
else min := Anzahl_der_Unbekannten-1;
for j := 1 to min do begin
z = 1;
while (m[z,j] = 0) and (z <= Anzahl_der_Gleichungen) do
z = z+l;
if z <= Anzahl_der_Gleichungen then
begin

tausch_ij (i, z, m);
mult_ia (i, 1/m[i,j], m);
for z := i+l to Anzahl_der_Gleichungen do
if m[z,j] <> O then addzeil (z, i, -m[z,j], m);

end;

i = i+1;

writeln; Schreibe_Gleichungen(m); writeln;
end;

end; { Gauss_Elimination }

procedure Finde_Loesung (m : matrix);

var i, j : 1integer;
begin
writeln (’Die Loesung ist :’);
for i := Anzahl_der_Gleichungen downto 2 do
for j := (i - 1) downto 1 do

addzeil (j, i, -m[j,i], m);
for i := 1 to Anzahl_der_Gleichungen do

begin
write (’x_?); write (i:1); write (° = ?);
writeln (m[i,Anzahl_der_Unbekannten]) ;
end;

end; { Finde_Loesung }

procedure Dimension_der_LoesungsMenge (m : matrix);
var

i, j : integer;
keineloesungen, nullzeile : boolean;
begin
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keineloesungen := false;

nullzeile := true;
i := Anzahl_der_Gleichungen;
while nullzeile and (i >= 1) do begin
for j := 1 to Anzahl_der_Unbekannten-1 do
if m[i,j] <> O then nullzeile := false;
if nullzeile and (m[i,Anzahl_der_Unbekannten] <> 0) then
keineloesungen := true;
if nullzeile then i := i-1;
end;
if keineLoesungen then writeln (’keine Loesungen!’)
else
begin

write (’Die Dimension des Loesungsraumes ist ’);
write ((Anzahl_der_Unbekannten - 1) - i: 1);
writeln (’.°);
end;
if Anzahl_der_Unbekannten - 1 - i =0
then Finde_Loesung (m);
end; { Dimension_der_LoesungsMenge }

begin
Lese_Gleichungen (matrixl);
Gauss_Elimination (matrixl,matrix2);
Dimension_der_LoesungsMenge (matrix2);
end.
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Kapitel 8

Mehr iiber lineare Abbildungen

Im Kapitel 5 haben wir die folgende Beschreibung von linearen Abbildungen gesehen. Seien X und Y (endlich
dimensionale) Vektorrdume iiber einem Korper F und sei f : X — Y eine lineare Abbildung. Wir wéhlen die
Basen S ={ai,...,a,} und T = {f1,...,Bm} fir X bzw. Y. Dann gilt

flaw) =) a;b;
j=1

fiir gewisse aj; € F'.
Definition 36. Die Matrix A = (a;;) heiit die zu f gehorige Matrix beziiglich der Basen S und 7.

Sei o = 2?21 x;c; ein beliebiger Vektor in X. Wenn « als Spaltenvektor dargestellt wird, entsteht durch
Matrizenmultiplikation ein weiterer Spaltenvektor, ndmlich A - o = f(«), der entsprechende Vektor im Vektor-
raum Y. Nach Satz 5.2 ist f(X) ein Unterraum von Y. Die Dimension dieses Unterraums ist sicherlich nicht
grofler als die Dimension des Raumes Y.

Definition 37. Sei f : X — Y eine lineare Abbildung. Der Rang von f ist Rang(f) = dim(im(f)).

Satz 8.1. Seien f: X =Y, S und T wie oben und sei A = (aj;) die zu f gehorige Matriz beziiglich S und T'.
Dann st
Rang(f) = Rang(A).

Beweis. Rang(A) = Spaltenrang von A (Satz 6.5). Aber wie wir gesehen haben, kann die Matrix A als eine
Sammlung von n Spaltenvektoren in F' betrachtet werden. Wenn wir $; mit dem j-ten kanonischen Spalten-

0
: a1
vektor identifizieren: §; = | 1| fur j =1,...,n, dann ist f(a;) = |, Vi. Aber die Vektoren f(a;) bilden
: Umi
0

ein Erzeugendensystem fiir f(X) in Y. D.h. f(X) = [{f(«),..., f(an)}]. Wenn wir diese Vektoren in Y be-
trachten, dann erzeugen sie f(X). Betrachtet in F, erzeugen sie den Spaltenraum von A. Aber es handelt sich
‘eigentlich’ um einen einzigen Vektorraum. (D.h. f(X) und der Spaltenraum von A sind zu einander isomorph.)
Die Dimension dieses Raums ist Rang(f) = Rang(A). O

In diesem Beweis war eine Basis 7T fiir den Vektorraum Y vorgegeben. Wir haben dann gesagt, daf} es moglich
ist, diese Basis mit der kanonischen Basis fiir F'™ zu identifizieren, wobei das Korollar zu Satz 5.1 (Y & F™)
benutzt wird. Es ist aber auch méglich, andere Basen S’ und T” fiir X bzw. Y zu wihlen.

Korollar 8.1.1. Seien S’, T’ zwei andere Basen und sei A’ die zu f gehérige Matriz bzgl. S" und T'. Dann ist
auch Rang(f) = Rang(A’). Insbesondere ist Rang(A) = Rang(A’).

Satz 8.2. Sei f: X — Y eine lineare Abbildung. Dann ist
dim(ker(f)) + dim(im(f)) = dim(X).

Beweis. ker(f) ist ein Unterraum von X. Sei daher {aq,...,a,} C X eine Basis fiir ker(f). Nach dem Basi-
sergénzungssatz kénnen wir eine Basis {1, ..., ap py1, ..., a,} fir X finden, wobei n = dim(X). Wir miissen
daher zeigen, dal dim(im(f)) = n — p. Es geniigt zu zeigen, dafl

U={f(opt1),.--, flan)}
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eine Basis fiir im(f) ist.

Nun, {f(a1),..., f(an)} ist sicherlich ein Erzeugendensystem fiir f(X). Aber die ersten p Vektoren sind
jeweils einfach der Null-Vektor in Y. (Dies ist die Definition von ker(f)!) Daher kénnen diese Vektoren wegge-
lassen werden, und es folgt dafl auch U allein ein Erzeugendensystem fiir im(f) ist. Wir brauchen daher nur zu
zeigen, dafl die Menge U linear unabhéngig ist. Sei

0= > bif(ay)=f| D bjey

Jj=p+1 Jj=p+1

= Z bja; € ker(f).

Jj=p+1
Das heifit
n P
E bjaj:E a;o;  etwa.
j=p+1 i=1
p n
oder O:E a;o; — E bja;
i=1 Jj=p+1

Es folgt, dal a; =0 =b;, Vi,7, da {a1,...,an} eine Basis fiir X ist (und daher linear unabhéngig). Das heif}t,
die Menge U = {f(ap+1), .., f(an)} ist linear unabhéngig. O

Korollar 8.2.1. Rang(f) + dim(ker(f)) = dim(X).

In Satz 6.6 haben wir eine besondere Klasse von Matrizen—die regulédren Matrizen—gesehen. Diese Ma-
trizen entsprechen Isomorphismen zwischen Vektorrdumen. Nun, eine ganz besondere n x n Matrix ist die
Identitatsmatrix

0 1 0
I, =
00 - 1

Satz 8.3. Angenommen die n x n Matriz A sei regulir. Dann existiert eine n X n Matrix B mit A- B = I,,.

Beweis. Die Matrix A ist die Darstellung einer linearen Abbildung f : F* — F™, wobei f(e;) die i-te Zeile von A
ist. (e; ist der i-te kanonische Basisvektor von F™.) Laut Satz 6.6 ist f ein Isomorphismus. D.h. f=1: F* — F"
ist auch eine lineare Abbildung, und natiirlich ist f~1(f(e;)) = id(e;) = €;, Vi. Sei B die zu f~! gehorige Matrix
beziiglich der kanonischen Basisvektoren. Dann ist das Produkt BA die zur Identitéitsabbildung gehorige Matrix
beziiglich der kanonischen Basisvektoren. Aber dies ist offensichtlich I,,. Nun, die Komposition fo f~! = id gilt
auch. Daher ist AB = I,,. O

Definition 38. Sei die Matrix A regulir. Dann heiit A invertierbar. Die Matrix A=! mit A - A=! = I, heifit
die zu A inverse Matrix.! Die Menge aller invertierbaren n x n Matrizen mit Elementen aus dem Koérper F wird
mit GL(n; F) bezeichnet.?

Satz 8.4. GL(n; F) ist eine Gruppe (mit Matrizenmultiplikation,).

Beweis. Trivialerweiseist A-I, = I,-A = A,V A € GL(n; F). Daher ist I,, das Identitéitselement in der Gruppe.
Nach der Definition existiert ein A=! € GL(n; F), VA € GL(n; F). Die Assoziativitit ist eine allgemeingiiltige
Eigenschaft bei Matrizenmultiplikation.

Es bleibt nur zu zeigen, dal GL(n; F) abgeschlossen unter Matrizenmultiplikation ist. Seien daher A, B €
GL(n; F). Es existieren dann weitere n x n Matrizen A~! und B~!. Aber

(AB) - (B™'A™ Y)Y =(A- (BB ') -A'=(A-1,)- At =447 =1,.
Das heift, (AB)™t = B=1. A7L. O

Zusammengefafit: Sei f : X — Y eine lineare Abbildung und A die zu f gehorige Matrix beziiglich Basen
{aq,...,a,} fiir X und {f1,...,0m} fiir Y. Es gilt: A ist invertierbar < A ist regulir & A € GL(n; F) & f
ist ein Isomorphismus. < die Menge

{flar),..., flan)} CY

ist eine Basis fiir Y.

1A= ist eindeutig, da AB = I, und AC = I, = (CA)B=CI, = I,B=C= B=C.
2GL heift die ‘general linear’ Gruppe der Ordnung n iiber F.
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Definition 39. Eine m x n Matrix A ist in oberer Diagonalform, falls A = (a;;), wobei 3p < m und n, und

)1, fallsi=j<p,
%i =Y 0  sonst.

10 0 ... 0(0 O
0 1 0(0 O
00 1 ... 0(0 O
00 0 ... 110 0
00 0 ... 00 O

Satz 8.5. Sei A irgendeine m x n Matriz. Dann existieren zwei invertierbare Matrizen E € GL(m,F) und
D € GL(n, F) so, daf das Produkt A’ = EAD~! in oberer Diagonalform ist.

Beweis. A stellt eine lineare Abbildung f : V. — W dar, wobei dim(V) = n, dim(W) = m. A ist die Dar-
stellung von f bzgl. den kanonischen Basen fiir F™, bzw. F™. (D.h. die vorgegebenen Basen {vi,...,vn}
bzw. {61,...,0m} fir V und W entsprechen hier den kanonischen Basen in F™ und F™.) Sei nun p = n —
dim(ker(f)) und sei {apt1,...,an} CV eine Basis fiir ker(f). Mittels Basiserginzungssatz, erhalten wir eine
Basis {a1,...,ap, 0pt1,. .., 0} fir V. Insbesondere ist {f(a1),..., f(ap)} C W linear unabhéngig.

Dies folgt, da
P P
0 = Zaif(ai) = 0=f (Z%‘%‘)
i=1 i=1
P
= a:Zaiai € ker(f)
i=1

n
= bprr,.., by mita= > bjay

Jj=p+1
4 n
= 0= Zaiai — Z bjOéj
i=1 j=p+1
= a;,b; =0, da {o1,...,a,} eine Basis ist.

Setze §; = f(ay), i = 1,...,p. Nach dem Basisergéinzungssatz 3 Bp11, ..., 0m so daB {f1, ..., Bp, Bpt+1s- -+ Bm }
eine Basis fiir W ist. Seien jetzt g : V — V und h : W — W Automorphismen, wobei g(«;) = ~; und h(8;) = 6;,
Vi,j. Dannist h- f-¢g~':V — W die Abbildung

_ . o h(ﬁz) = 51’7 falls < S p,
hef g7 i) =h floa) = { Rh(0) =0, sonst. (i>p)

Sei daher D € GL(n, F) die Matrizendarstellung von g bzgl. der Basis {y1,...,7} von V und E € GL(m, F) die
Darstellung von h bzg. der Basis {d1, .. .,d,,} von W. Dann ist die Matrix A’ = EAD ™! in oberer Diagonalform.
O
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Kapitel 9

Ahnlichkeit von Matrizen, elementare
Matrizen, invariante Unterriume

Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum iiber einem Korper F. Seien {a1,...,a,} und {f1,..., O, } zwei Basen
fir V. Es gilt etwa

n
o; = E ajzﬂj und
j=1

6]' = Zbijai.
i=1

Das heif3t
n n n n n
j=1 j=1 k=1 =1 \j=1
Da {aq,...,a,} eine Basis ist =

1, falls i=k,

n
Zbkjaji - { 0, sonst.
j=1 ’

D.h. B- A =1, wobei A = (a;j) und B = (by;). Oder B = A~1.
Sei jetzt a = Y .| ;v ein beliebiger Vektor in V. Was ist a bzgl. {81,...,3,}7 Es gilt

n n n n n
a= E Ty = E z; E ajif; | = E E aji®i | Bj.
i=1 =1 \j=1

j=1 \i=1

Wir kénnen nun—wie in fritheren Kapiteln—die Matrix A als eine Darstellung einer linearen Abbildung V' — V
betrachten. Dann ist A-a auch ein Vektor in V', dargestellt als Linearkombination der Basisvektoren {(1, ..., .}

Satz 9.1. Sei f : V — V eine lineare Abbildung eines Vektorraumes in sich selbst. {a1, ..., an} und {B1,...,0n}
seien zwei Basen fiir V. Seien C die zu f gehérige Matriz bzgl. der Basis {aq,...,an} und C' die zu f gehorige
Matriz bzgl. der Basis {f1,...,0n}. Dann ist C' = ACA™! (= ACB mit B= A~') wobei A = (a;j), B = (bij),
und a; = Z?:l ajiﬁj, V’L,j

Beweis. Sei i € {1,...,n} beliebig. Da C’ die zu f gehorige Matrix bzgl. {31,..., 0,} ist, gilt

FB:) =
j=1
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Andererseits gilt
fB) = f ijiaj (wobei B = A1)
j=1
= Z bri f (k)
k=1

= Z bki ( clkal> (f bzgl. {041, ceey an})
k=1 1

=

n
> kb |
k=1 \I=1
n
Ciibri Zajzﬁj
i=1
n (
Jj=1

Z ajlclkbk:i> B
k=1

Da aber {f1, ..., O, } linear unabhiingig ist (und daher die Darstellung von f(3;) eindeutig ist bzgl. dieser Basis),

gilt

I I
(= 10
M=

=~
Il
-
<
Il
N

-

n n

/ .o
Cjizg g ajiCikbri, Vj,i.

1=1 k=1
D.h. C' = ACA™L. O

Korollar 9.1.1. Es gilt die Umkehrung. D.h. gegeben eine n xn Matrixz C, dann existiert eine lineare Abbildung
f:V =V, wobei dim(V) = n, so dafy C die zu [ gehérige Matriz ist bzgl. einer Basis {aq,...,an}. Sei
A € GL(n, F) beliebig. Dann ist C' = ACA™! die zu f gehérige Matriz bzgl. einer anderen Basis {31,...,[n}-

(Die Basisvektoren werden durch die Regel 3; = >/’ bijc; gegeben, wobei (b;;) = B = A~L)

Definition 40. Seien C’, und C zwei n x n Matrizen. C' und C' sind zueinander dhnlich, falls eine A € GL(n, F)
existiert, mit

C' = ACA™1.
9.1 Die elementaren Matrizen

Sei S;(a), a # 0, die folgende n x n Matrix:

1 0 0
0
1
Si(a): a
1
0 0 1

D.h. alles ist Null auler der Hauptdiagonalen der Matrix. Dort stehen lauter Einsen aufer an der i-ten Stelle, wo
ein a steht. Es ist eine leichte Ubung nachzupriifen, dafi die elementare Matrizenumformung S;(a) gegeben ist
durch Matrizenmultiplikation mit der elementaren Matrix S;(a). D.h. sei A eine n x m Matrix. Was ist S;(a)- A?

! o 0 ail ce A1m
ai1 e A1m
a ey ot =laan o acain
anl Anm, :
0 1 anl Anm
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Die elementare Matrix S;(a) ist invertierbar, und zwar:

1 O 0
0
1
57 a) = = Si(a™)
1
0 0 1

Es gibt auch elementare n x n Matrizen S;; und S;;(c), die die entsprechenden elementaren Zeilenoperationen
durch Matrizenmultiplikation realisieren, ndmlich:

1
0 0
1
0 — 1
1
Szg = 0 ! 7 0 )
1
1 — 0
1
0 0
1
1, falls k =1(#1 oder j),
D.h S;; = (sk1), wobei sy =< 1, fallsk=4,l=joder k=j,l=1,
0, sonst.
1
0
1
1 — c
1
Sij(e) = 1
1
1
1
0
1
1, fallsk =1,
D.h S;j(c) = (twi), wobei tyy =< ¢, fallsk=4dund!=j,
0, sonst.

Es ist nicht schwer zu sehen, daf (S;;)~" = Si; und (Si;(c)))"" = Sij(—c). D.h. Sij, Si(a) und S;;(c) €
GL(n, F), fiir alle relevante 4, j, a, c. Es gilt noch viel mehr:

Satz 9.2. GL(n, F) wird von den elementaren Matrizen erzeugt.
wobei

Definition 41. Sei G eine Gruppe und H C G eine Teilmenge. G wird von H erzeugt, fallsVg € G, 3h1,..., hy €
Hmitg="hy-ho-hp,.

Zunichst aber sei die invertierbare n x n Matrix B = (b;;) in Zeilenstufenform. Da B invertierbar ist, ist die
Anzahl der Stufen auch n. Wir werden sagen, dafl eine solche Matrix in der ‘oberen Dreiecksform’ ist.

1 b12 b13 e bln

0 1 bag ... ban
B=|: :

0 0 ... 1 bim1)m

0 0 1
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Lemma. Sei die invertierbare n x n Matriz B = (b;;) in der oberen Dreiecksform. Dann existieren elementare
Zeilenoperationen, die B zur Einheitsmatriz transformieren.

Beweis. Induktion iiber n. Fiir n = 1ist by; # 0. Man multipliziere nun mit bl_ll; dies entspricht einer elementaren
Zeilenoperation.

Fiir n > 1 gilt, laut Induktionshypothese, dafl die Aussage des Lemmas wahr ist fiir Matrizen mit n—1xn—1
Elementen. Insbesondere kann B durch elementare Zeilenoperationen in die folgende Form gebracht werden

[bin bia bz ... b
0 1 0O ... 0
0 0 1 ... 0
0 0 o ... 1

Aber durch Operationen des Types S1,(—b1;) konnen alle by, auf 0 gebracht werden (j > 1). Zum Schluf§ wird
eine Operation vom Typ Sl(bl_ll) benutzt, um die Matrix in eine n x n Einheitsmatrix zu verwandeln. O

Beweis des Satzes: Sei A € GL(n, F). Behauptung: 3 elementare Matrizen Si,...,S, mit Sp---S1- A = I,
die n x n Einheitsmatrix. Warum? Jede elementare Zeilenoperation entspricht einer elementaren Matrix. Nach
Satz 6.2 kann A durch endlich viele elementare Zeilenoperationen in die obere Dreiecksform gebracht werden,
etwa Si,...,S5;. D.h. die Matrix S ---5; - A ist in der oberen Dreiecksform. Aber nach dem Lemma existieren
weitere elementare Matrizen Sgy1,...,Sp so, daf

Sp - Sq+1 - (Sq---S1 - A) = I = Einheitsmatrix.
D.h. (S Sge1- Sy 81) - A= I, oder
A=(S,---S1) =8-St 8

Wie wir gesehen haben, ist jedes S’Z-_l eine elementare Matrix. Da A beliebig in GL(n, F') war, ist der Satz
bewiesen. QED

9.2 Die elementaren Spaltenoperationen

Sei S eine elementare n x n Matrix und sei A eine n x m Matrix. Dann ist S+ A die Matrix A, abgeéindert durch
die entsprechende Zeilenoperation S. Was aber ist A - S? Wenn wir von rechts multiplizieren, dann bekommen
wir ein vollig anderes Ergebnis, ndmlich die Matrix A multipliziert mit einer entsprechenden Spaltenoperation.
(Voraussetzung fiir eine sinnvolle Multiplikation ist, daf A jetzt eine m x n Matrix ist—d.h. A hat n Spalten.)

1. A-S;; ist das Vertauschen der Spalten i und j.
2. Bei A - S;(a) wird die i-te Spalte mit der Zahl a/not = 0 multipliziert.
3. Bei A- S;j(c) wird die j-te Spalte mit der Zahl ¢/not = 0 multipliziert und zur i-ten Spalte addiert.

Wir kénnen nun die ganze Theorie der elementaren Zeilenoperationen nochmal anschauen und uns vorstellen,
dafl die Matrizen transponiert werden, so dafl Zeilen plotzlich Spalten und Spalten plotzlich Zeilen sind. Es ist
daher klar, daf} es moglich ist, Matrizen umzuformen durch elementare Spaltenoperationen auf &hnlicher Weise,
wie wir dies getan haben durch elementare Zeilenoperationen. Insbesondere:

e Sei die Matrix A durch eine elementare Spaltenoperation umgeformt. Dann bleibt der Spaltenraum in-
variant unter dieser Operation, aber der Zeilenraum wird im allgemeinen geéindert. Der Zeilenrang (=
Spaltenrang) bleibt jedoch unveréindert.

e FEsist moglich, durch elementare Spaltenoperationen eine Matrix A umzuformen in eine Matrix in Spalten-
stufenform. Falls A € GL(n, F'), dann kann A durch elementare Spaltenoperationen in die Identitédtsmatrix
umgeformt werden.

9.3 Invariante Unterrdume, Eigenvektoren, usw.

Definition 42. Sei f : V — V eine lineare Abbildung, U C V ein Unterraum. U heif3t invariant beziiglich f,
falls f(U) C U.
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Satz 9.3. Sei U invariant beziiglich f : V. — V. Sei A die zu f gehdrige Matriz beziiglich einer Basis
{aq,...,an} von V. Dann ezistiert eine Matriz C € GL(n,F) mit B = CAC™! (B = (b;j)), und einr € N
mit 0 <1 < n, wobei bj; =0, falls i >r und j < r. D.h.

by ... by, birst) - bin
o b o by brirss) - bm
biri1yr+1) -+ bagi)n
0 :
bn(r+1) oo bnn
Beweis. Sei {f1,...,0:} eine Basis fiir U. Nach dem Basisergénzungssatz, sei

{ﬁl;' .. aﬁT7ﬁ’r+17" 7571}

eine Basis fiir V. Dann ist die zu f gehérige Matrix beziiglich {31, ..., 5,} wie oben. (Vektoren sind Spalten!)
Die Matrix C ist dann die Matrix, die den Basiswechsel {a;} — {3;} darstellt (nach Satz 9.1). O

Definition 43. Die n x n Matrix A = (ai;) ist in Kdstchenform, falls p Zahlen rq,...,r, existieren, wobei
a;; = 0, falls kein k existiert, mit v, <4,5 <rg—; — 1. D.h.

Ay 0 0
0 A, O
A= 0 0 :

0 Ax1 O

0 0 Ay

A(ry)(ri) A(r;)(rip1—1)
und A; = ,i=1,...,k.
O(ripi=1)(ri) - O(rip =D (rip1—1)

Korollar 9.3.1. Sei f:V — V und A die zu | gehirige Matrixz beziiglich einer Basis {aq,...,a,}. Angenom-
men, es existieren Unterrdume Uy, ..., U, C V, die invariant sind beziiglich f, und Uy @Us @ --- U = V.
Dann existiert eine Matriz C € GL(n, F) mit CAC~! in Kdistchenform.

Ein Hauptziel in der linearen Algebra ist es, ‘gute’ Basen fiir die Darstellung von vorgegebenen linearen
Abbildungen f : F™ — F™ zu finden. Das heifit, gegeben eine beliebige n x n Matrix A, versuche irgendeine
weitere Matrix C' € GL(n, F) zu finden, so da8 die dquivalente Matrix CAC~! so ‘einfach wie moglich’ ist.

9.4 Ein Spezialfall

Definition 44. Sei f: V — V und sei « € V (a # 0) mit f(a) = A «, A € F. Dann heifit o ein Eigenvektor
von f mit Eigenwert \. Allgemeiner, sei A € F' gegeben.

E)\={aeV]|f(a) =Aa}

heifit der zu f gehorige Figenraum.

Bemerkung. Eyx C V ist ein Unterraum.
Beweis. Seien 3,7 € Ey, b,c € F. Dann ist
fOB+cy) = bf(B)+cf(v)

= b(AB) +c(\y)
= AbB+cy)

Die Dimension des Eigenraums, dim(FE) ), heiit die geometrische Vielfachheit von .
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Satz 9.4. Sei f : V — V linear mit Figenvektoren &1, ...,&, und entsprechenden FEigenwerten Ai,..., Ap.
Angenommen, die Eigenwerte sind paarweise verschieden (A; = A;, fir i = j), dann ist die Menge {&1,...,&mn}
linear unabhdngig.

Beweis. Falls nicht, dann wiirden z1, ..., z,, € F existieren, nicht alle null, mit 0 = Z?:l zi&;.

Die §; mit z; = 0 sind uninteressant. Entferne daher alle solche &;, so dafl wir annehmen kénnen, daf} z; # 0,
Vi. Weiter konnen wir annehmen, daf§ die Darstellung des Nullvektors Zzl z;&; die kiirzeste mogliche nicht-
triviale Darstellung ist. Wir haben sicherlich m > 2 (sonst wire 0 # z1£1, aber da z1 # 0 = & = 0; ein
Widerspruch). Dann gilt einerseits:

0=A1-0=2Ar- <izz§z> :izi')\léi-

=1 i=1

Andererseits gilt:

0=/(0)=f <Z Zi§i> =Y zf&) =) whée
i=1 i=1 i=1
= 0= =Y s = M)&E =)z — M)E
i=1 i=2
(da Ay — A1 = 0) Dies ist jedoch eine kiirzere nicht-triviale Darstellung des Nullvektors (da (A; — Ay # 0,Vi > 2);
Widerspruch. O
Korollar 9.4.1. 1. Sei V' ein n-dimensionaler Raum, und sei f : V. — V linear. Dann gibt es hichstens n

verschiedene FEigenwerte zu f.

2. Falls n verschiedene Eigenwerte existieren, dann hat jeder Figenwert die geometrische Vielfachheit 1, und
es existiert eine Basis fiir V', bestehend aus lauter FEigenvektoren von f. Sei A die Matriz, die f darstellt,
beziiglich irgendeiner Basis von V. Dann ist A zu einer diagonalen Matriz dhnlich. Wobei...

Definition 45. Die n x n Matrix A = (a;;) heiBit diagonal, falls

Qi = 0, Vi %]
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Kapitel 10

Determinanten

Sei f: R™ — R" eine lineare Abbildung des n-dimensionalen Euklidischen Raumes in sich selbst. Wir haben
schon gesehen, dafl solche Abbildungen im allgemeinen Drehungen und Verzerrungen nach sich ziehen. Inwieweit
wird der Raum eigentlich verzerrt unter der Abbildung f7 Ein grobes Maf fiir die Verzerrung kann wie folgt
definiert werden.

Betrachten wir zunéchst den iiblichen Einheitswiirfel

Wi ={(x1,...,2,) € R" : z; € [0, 1], Vi}.

Nach einer Standardrechnung ist vol(W7) = 1, d.h. 1 x---x 1 = 1. Nun, das Bild von W7 unter f, nidmlich

n-mal
f(Wy), ist im allgemeinen ein (schriges) Parallelogramm. Was ist das (n-dimensionale) Volumen von f(W7),
d.h. vol(f(W1))? Die Antwort:
vol(f(Wh))
vol (Wh)

wobei A die n x n Matrix ist, die f darstellt. D.h. die ‘Determinante’ der darstellenden Matrix A von f ist ein
‘MaB’ fiir die Verzerrung des Volumens von Wiirfeln.!

=vol(f(W1)) = det(A),

Bemerkung. Es kann sein, daf f eine orientierungsverkehrende Abbildung ist (z.B. eine Spiegelung). Dann ist
det(A) eine negative Zahl—sozusagen, ein ‘negatives Volumen’.

10.1 Drei besondere Eigenschaften

Die Idee, dafl det(A) etwas mit Volumen von Wiirfeln zu tun hat gibt uns noch keine verniinftige Definition.
Die iibliche Definition ist wie folgt. (Und dies ist natiirlich unsere ‘offizielle’ Definition!)

Definition 46. Sei M(n x n,F) die Menge der n x n Matrizen mit Elementen aus einem Kérper F. Eine
Abbildung det : M(n x n,F) — F heifit eine Determinantenfunktion, falls die folgenden drei Eigenschaften
gelten.

1. Sei I,, die Einheitsmatrix. Dann ist det(I,) = 1.

2. Sei A={v,...,7} € M(nxn,F), wobei y1,...,7, die Spaltenvektoren von A (in der richtigen Reihen-
folge) sind, und sei ¢ € {1,...,n}. Sei weiter a € F beliebig. Dann ist det(A’) = a - det(A), wobei

AI = {’71)' c e Vi1, @ Yis Vit - 57"}

D.h. wenn wir die i-te Spalte mit dem Faktor a multiplizieren, dann &ndert sich der Wert der Determi-
nantenfunktion ebenfalls um den Faktor a.

3. Sei wieder A € M(n x n, F') und seien i # j zwei Zahlen zwischen 1 und n. Nehmen wir diesesmal
A* = {717 ey Vi1, +’Yj5’yi+la e 777’1}

Das heifit, A* entsteht indem man die j-te Spalte von A nimmt und diese zur i-ten Spalte addiert. Dann
gilt det(A*) = det(A).

I'Wenn Sie spiiter die MaBtheorie studieren, dann werden Sie sehen, daf8 die Volumen von allen méglichen geometrischen Objekten
im Raum durch approximierende Wiirfel definiert werden. Daher mifit die Determinante einer Abbildung f : R" — R"™ die
Verzererung der Volumen von beliebigen geometrischen Objekten in R™.
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Nun, die Einheitsmatrix ist die zur Identitdtsabbildung gehorige Abbildungsmatrix. Im n-dimensionalen
Euklidischen Raum (d.h. wenn F' = R) ist das Bild des Einheitswiirfels unter der Identitétsabbildung natiirlich
der Einheitswiirfel selbst, mit Volumen 1. Dies entspricht der ersten Eigenschaft einer Determinantenfunktion..

Betrachten wir jetzt die zweite Eigenschaft (wieder mit F' = R). Nach unserer altbekannten Regel entspricht
dem i-ten Spaltenvektor in A das Bild des kanonischen Basisvektors €; € R™ unter der Abbildung f. Nun, diese
kanonischen Basisvektoren laufen (ausgehend von der Ecke in 0 € R™) entlang verschiedenen Kanten von Wj.
D.h. jeder Spaltenvektor von A ist eine Kante von f(WW;). Was passiert, wenn die i-te Kante mit dem Faktor
a € R multipliziert wird? Antwort: der Wiirfel f(7;) wird in dieser ‘Dimension’ durch den Faktor a ‘verlédngert’.
Insgesamt wird das Volumen der Wiirfel f(W;) um den Faktor a gedindert.

Betrachten wir schliellich die dritte Eigenschaft. Wenn die j-te Spalte zur i-ten Spalte addiert wird, dann
ist die geometrische Bedeutung, daf die i-te Kante von f(W7) ‘schrig’ gestellt wird in Richtung ¢;. Es ist aber
ein Standardergebnis der Schulgeometrie, dafl solche schriggestellten Wiirfel dasselbe Volumen haben wie die
urspriinglichen nicht-schréiggestellten Wiirfel.

10.2 Einfache Konsequenzen dieser Definition

1. Sei S;(a) die elementare Spaltenoperation, die die j-te Spalte mit dem Skalaren a multipliziert. D.h. wenn
S;(a) die entsprechende elementare Matrix ist, dann wird diese Spaltenoperation durch Matrizenmultipli-
kation von rechts A — A - S;(a) realisiert. Es gilt dann

det(A- S;j(a)) =det(Yi, .- Yj=1,a " Yj, Vit1s- - n) = a - det(A).
Dies ist die Eigenschaft 2 unserer Definition.

2. Als besonderer Fall sei angenommen, dafl die Matrix A eine Nullspalte (bestehend aus lauter Nullen)
besitzt. Dann ist det(A) = 0. Warum? Sei etwa die jo-te Spalte Null (wobei 1 < jo < n). D.h. A = (a;;),
1,7 =1,...,n, und a5, = 0, Vi. Sei jetzt a € F' irgendein Element des Kérpers — z.B. a = 0. Dann ist,
laut Eigenschaft 2, det(A) = a - det(A) =0 - det(A) = 0.

3. Sei S;; die elementare Spaltenoperation, die die Zeilen ¢ und j miteinander vertauscht. Dann ist det(A) =
—det(A- Si;). D.h. das Vertauschen von Spalten bewirkt, da§ das Vorzeichen der Determinantenfunktion
sich dndert. Denn

det(A) = det(y1,- s Yise s Vs Vn)
= det(yi, o, ViF Vi Voo V)
= det(yr, Y+ Yo% — (VT )i )
= det(Y1,- s YiHVireeos—Vise -y Yn)
= det(Y1y ooy Vi Y — Visewor—Vis--sVn)
= det(Yi, Vs e or—Yire s Vn)
= —det(Yi, . s Vjye s Yire e s Vn)
= —det(A-S;)

4. Angenommen, zwei Spalten von A seien identisch. Dann ist det(A) = 0. Dies folgt, weil das Vertauschen
von zwei identischen Spalten die Matrix gar nicht &ndern kann. Daher ist det(A) = —det(A) = det(A) = 0.

5. Sei S;;(c), wobei ¢ # 0, die elementare Spaltenoperation, die die j-te Spalte, multipliziert mit dem Skalaren
¢, zur i-ten Spalte addiert. Dann bleibt die Determinantenfunktion unveréndert. D.h. es gilt det(A) =
det(A - S;;(c)). Dies folgt, da

det(A) = det(y1,- oy Vis- oy Vis---sTn)

= chodet(Y, e Vi C Yy ey Yn)
Tl det(Y1y o Wi C Yy C Yy Tn)
= det(yi,..., Vit C Y, Ve sYn)

6. Beliebige Kombinationen von Spaltenoperationen kénnen auf die Matrix A angewandt werden, aber nach
dem Vorangegangenen gibt es fiir jede solche Operation eine eindeutige Auswirkung auf die Determinan-
tenfunktion. Insbesondere ist es moglich, eine singuldre Matrix A durch elementare Spaltenoperationen so
umzuformen, dafl eine Spalte von A null wird. Daher gilt: A ist singulir = det(A) = 0.
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7. Andererseits, falls A regulér ist, dann ist es moglich, A so umzuformen, dafl A zur Einheitsmatrix I,, wird.
Da det(I,) = 1 und da keine elementare Spaltenoperation eine Matrix mit Determinantenfunktion null in
eine Matrix mit Determinantenfunktion ungleich null umwandeln kann, folgt: A ist regulér = det(A) # 0.
Wenn wir dies mit dem Vorherigen kombinieren, dann haben wir sogar: A ist regulir < det(A) # 0.

8. Schliefflich kénnen wir noch mehr sagen. Falls A regulér ist, dann ist es moglich, durch elementare Spal-
tenoperationen A umzuformen in die Einheitsmatrix I,,. Da wir wissen, was det([,,) ist (némlich 1), und
da die Auswirkungen der elementaren Spaltenoperationen auf die Determinantenfunktion eindeutig sind,
folgt, daB det(A) auch eindeutig festgelegt sein musf.

Insgesamt gilt also

Satz 10.1. Falls eine Determinantenfunktion existiert, dann ist sie eindeutig und wird durch das gerade be-
schriebene Verfahren gegeben. Die Determinante hat den Wert Null genau dann, wenn die dargestellte lineare
Abbildung singuldr ist.

10.3 Noch ein Computerprogram
program matrix_invers (input, output);

const

grosse = 3;

{ D.h. 3x3 Matrizen. Sie konnen auch andere Zahlen nehmen }
type

matrix = array [1..grosse, 1..grosse] of real;
var

mat, mat_inv : matrix;

invertierbar : boolean;

procedure lese_matrix (var m : matrix);

var
i, j : integer;
begin
for i := 1 to grosse do
for j := 1 to grosse do read (ml[i,jl);
end;

procedure schreibe_matrix (m : matrix);
var
i, j : integer;
begin
for i := 1 to grosse do begin
for j := 1 to grosse do write (m[i,jl);
writeln;
end;
end;

{ ##tas##u### ELEMENTARE ZEILENOPERATIONEN ############44##44# }

procedure tausch_ij (i, j : integer; var m : matrix);
{ Die Zeilen i und j werden vertauscht }

var
s : integer; temp : real;
begin
for s := 1 to grosse do begin
temp := m[i,s];
ml[i,s] := m[j,s];
m[j,s] := temp;
end;
end;

procedure mult_ia (i : integer; a : real; var m : matrix);
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{ Zeil i mit a multipliziert }

var
s : integer;
begin
for s := 1 to grosse do m[i,s] := a * m[i,s];
end;

procedure add_zeil (i, j : integer; c : real; var m : matrix);
{ Zeil j multipliziert mit c wird zum Zeil i addiert }
var

s : integer; temp : real;
begin

for s := 1 to grosse do

m[i,s] := m[i,s] + ¢ * m[j,s];

end;

{ #tasddnaa#yt HAUPTPROZEDUR #####################E T

procedure inverse ( m : matrix;
var m_inv : matrix;
var regulaer : boolean);
label 1;
var
z, i, j : integer; temp : real;
begin
regulaer := true;

{ initializiere m_inv als Einheitsmatrix }

for z := 1 to grosse do
for i := 1 to grosse do if z =1
then m_inv[z,i] := 1 else m_inv([z,i] := O;

{ Zeilenoperationen, um m in die obere Dreiecksform zu bringen }
for z := 1 to grosse do begin

i = z;

while (m[i,z] = 0) and (i <= grosse) do i := i+1;

{ pruefe, ob die Matrix regulaer ist }
if 1 > grosse then begin regulaer := false; goto 1; end;

{ bis jetzt regulaer ... daher weitermachen }
if i > z then begin
tausch_ij (i, z, m);
tausch_ij (i, z, m_inv);
end;
for i := z+1 to grosse do
if m[i,z] <> O then begin
temp := m[i,z] / m[z,z];
add_zeil (i, z, -temp, m);
add_zeil (i, z, -temp, m_inv);
end;
end;

{ m in obere Dreiecksform -> jetzt Diagonalform }
for i := grosse downto 2 do begin
for j := i-1 downto 1 do begin
temp := m[j,i] / m[i,i];
add_zeil (j, i, -temp, m);
add_zeil (j, i, -temp, m_inv);
end;
end;
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{ m in Diagonalform -> jetzt normierung zur Einheitsmatrix }
for z := 1 to grosse do begin
temp := 1 / mlz,z];
mult_ia (z, temp, m);
mult_ia (z, temp, m_inv);
end;
1: end;
L ssrsrotokokokokskskoskok ook skoskosk ook skskokokokskskokkokskskok ok skskok ko skskokokokskskokokokokskokok ok 1

{ EINE EINFACHE DETERMINANTEN FUNKTION KANN NUN WIE FOLGT FORMULIERT WERDEN }

function det (m : matrix) : real;
label 1;
var
z, i : integer;
determinant, temp : real;

begin
determinant := 1;

{ m WIRD IN DIE OBERE DREIECKSFORM GEBRACHT }
for z := 1 to grosse do begin
i := z;
while (m[i,z] = 0) and (i <= grosse) do i := i+1;

{ PRUEFE 0B DIE MATRIX REGULAER IST }
if 1 > grosse then begin det := 0; goto 1; end;

{ BIS JETZT REGULAER ... DAHER WEITERMACHEN }
if i > z then begin
tausch_ij (i, z, m);
determinant := - determinant;
end;
for i := z+1 to grosse do
if m[i,z] <> O then begin
temp := m[i,z] / m[z,z];
add_zeil (i, z, -temp, m);
end;
end;

{ m IST IN OBERE DREIECKSFORM ->
DETERMINANT IST PRODUKT DER DIAGONALEN ELEMENTEN }
for z := 1 to grosse do
determinant := determinant * m[z,z];
det := determinant;
1: end;
{0 sokokokokoskok sk ok ok ok ook kK ok ok kK K ok ok K ok ok ok K ok ok kR ok ok ko Kok ok Rk kK kR ok kK Rk ok F

begin
writeln (°Die Matrix?’);
lese_matrix (mat);
inverse (mat, mat_inv, invertierbar);
if invertierbar
then
begin
writeln (’Das Inverse ist :’);
schreibe_matrix (mat_inv);
end
else writeln (’nicht invertierbar’);
writeln;
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write (’Die Determinante ist
writeln (det (mat));

end.

));
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Kapitel 11

Die Existenz von
Determinantenfunktionen

Unser Computerprogramm ‘matrix_invers’ beinhaltet die Funktion ‘det’, die die Eigenschaften (1) - (3) einer
Determinantenfunktion erfiillt. Aber wie konnen wir dies beweisen? Ein Computerprogramm ist doch nicht
besonders geeignet als Ausgangspunkt fiir rationale menschliche Gedanken!

Ich werde daher eine andere Beschreibung dieser Determinantenfunktion geben, in der Hoffnung, dafl Sie
diese Funktion dadurch gut begreifen werden. Auch diese Beschreibung ist nicht ganz einfach, aber Sie werden
diese Beschreibung in allen iiblichen Lehrbiichern iiber die lineare Algebra finden. (Eine mehr computergerechte
Beschreibung fehlt meistens.) Zunéchst sollten wir daran denken, daf} fiir jedes n € N (und fiir jeden Korper
F) eine andere Determinantenfunktion gesucht wird. Es ist daher naheliegend, diese Funktionen rekursiv zu
definieren. D.h. zuerst wird der Fall n = 1 behandelt. Dann wird fiir jedes n > 1 zunéchst angenommen, dafl die
Determinantenfunktion schon festgelegt ist fiir alle Zahlen m zwischen 1 und n — 1. Anhand dieser Festlegungen
wird die Determinantenfunktion dann fiir den Fall n definiert.

Nun, der Fall n = 1 ist sehr einfach. Sei A € M (1 x 1, F). D.h. A = (a), eine Matrix, bestehend aus einer
einzigen Zahl a. Falls a = 0, dann muf} (nach Eigenschaft (2)) det(A) = 0 gelten. Falls a # 0 ist (wieder nach
Eigenschaft (2)) det(A) = a-det(I;) = a-1 = a, wobei I; die 1 x 1 Einheitsmatrix, bestehend aus der einzigen
Zahl 1 ist. Auf jeden Fall gilt dann det(A) = det((a)) = a.

Wie ist es, wenn n > 17 Sei A € M(n x n; F), etwa

ail a2 a1(n—1) A1n

az1 az2 a2(n—1) A2n
A(n-1)1 Q(n—-1)2 A(n-1)(n—1) OG(n-1)n

anl an2 An(n—1) Ann

Wir bezeichnen mit A;; dann die (n — 1) x (n — 1) Matrix, die entsteht, wenn man die i-te Zeile und die j-te
Spalte von A wegstreicht. (Nennen wir dies die i, j-te Untermatriz von A.)

a1 a1(5—-1) aij A1(5+41) A1n
Ai-1)1 AGi-1)(G-1) | Yi=1)j | Wi=1)(j+1) A(i-1)n
A= a1 ai(j—1) aij Ai(j+1) Qin
Ai+1)1 AG+1)(G-1) | AE+1j | CE+1)(E+1) A(i+1)n
an1 An(j—1) Qnj An(541) Qpn
ail a1(5—-1) A1(5+4+1) QA1n
— Ay = Agi-1)1 -1 (G=1) | A1) (G+1) A(i-1)n
A(i+1)1 AGi+1)(i—1) | AE+1)(G+1) Q(i+1)n
Qan1 QAn(j-1) QAn(j+1) Qnn
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Unsere Definition fiir det : M (n x n; F') — F lautet jetzt: Sei A eine beliebige Matrix in M (n x n; F). Dann
ist

det(A) = i(—l)”‘jam det(Ap;).

j=1
Satz 11.1. Die so definierte Funktion ist eine Determinantenfunktion.
Um diesen Satz zu beweisen, brauchen wir aber zunéchst zwei andere Ergebnisse.

Lemma. Sei A =71,...,7, eine n x n Matriz, ausgedriickt durch Spalten, und sei det : M(n x n; F) — F eine
Determinantenfunktion. Seien &, ¢ irgendwelche Spaltenvektoren in F™. Sei A" = 1, ..., Yi—1,E+C, Yit1y- -+ Vn-
Dann ist det(A’) = det(Ag) + det(Ac), wobei

A£:’71)"%71'—1)&7’71'4—1’--'5771 und

AC :717'--77i717§57i+1a"'57n'

Beweis. Die Menge {&,(, V1, .-, Yie1, Yit1s - - - » Tn | enthilt n+1 Spaltenvektoren aus F™. Sie ist daher zwangsliufig
linear abhéngig. Seien z, z,c; € F, nicht alle null, mit

0=a&+20+ Y ¢
j=i
Falls sowohl z = 0 als auch z = 0, dann ist die Menge
{'Yl, sy Vi1, Vil - - - avn}

linear abhéngig, und folglich (laut Eigenschaft 6 des letzten Kapitels) ist det(A’) = det(A¢) = det(A¢) = 0, und
das Lemma ist wahr. Nehmen wir daher an, dafi  # 0 (der Fall z # 0 ist dhnlich). Es gilt insbesondere, da8

(3 2 )

j/not=i
Nach Eigenschaft 5 des letzten Kapitels ist dann
det(Af) = det(’yl’" "77;—1’6)71'-‘1-1)' 3’771)
i —c
= det(’yl, ey Yi—1, (?) C + Z (TJ) Yis Vi1, ,’yn)
j/mot=i

—Z
= dEt(rYlv"'vryiflv (?) <77i+17"'77n>

—Z
B (?) det(’}/la--'a’Yi—l’C7/yi+1""’/7n)

= (;) det(A¢)

Es gilt aber auch

det(Al) = det(’ylﬂ"')7i-13£+§7’7i+13"'3’7n)
—z —Ci
= det(m, e ;'Yi—laC + (7) C + Z (TJ) ’7]‘,’}/1'4_1, e ,’yn)
j/mot=1

—Z
= det(y1,...,%i-1,C+ (7) CYitds-++5Vn)
z
= (17;) det('}/la'"a’Vi*lan’YiJrlv'-'v’Yn)

- (1 - g) det(A¢)
= det(Ac) + det(Ae)
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Um das zweite Ergebnis zu beschreiben, wird ein bestimmter Begriff—der spéter 6fters auftauchen wird—
benstigt.

Definition 47. Sei o : {1,...,n} — {1,...,n} eine Bijektion der ersten n Integerzahlen. Dann heifit o eine
Permutation dieser Zahlen. Die Menge aller Permutationen der ersten n Integerzahlen ist eine Gruppe, genannt
Sy (die symmetrische Gruppe der n-ten Ordnung). Sei ¢ eine Permutation der Zahlen {1,...,n}. Sei s(o) die
Anzahl der Zahlenpaare (4, j) mit 1 <4 < j <n und o(i) > o(j). Das Signum von ¢ ist dann
sign(o) = (1)),

Eine besondere Klasse von Permutationen ist die Menge der Transpositionen. Eine Transposition 7 € S, ver-
tauscht einfach zwei verschiedene Zahlen miteinander. Alle {ibrigen Zahlen in {1,...,n} bleiben bei der Trans-
position unveriandert.

Satz 11.2. Jede Transposition T hat sign(t) = —1.

Beweis. Sei T eine Transposition von {1,...,n}. Das heifit, 7 vertauscht etwa die zwei Zahlen ¢ und j (wir
nehmen i < j). Sei k = j — i. Falls K = 1 dann ist offensichtlich s(7) = 1, daher sign(7) = —1. Fiir k > 1 gibt
es k — 1 Zahlen zwischen ¢ und j. Fiir jede dieser Zahlen—etwa die Zahl [—zwischen ¢ und j gilt sowohl ¢ < {
mit 7(¢) > 7(l) =1 als auch [ < j mit | = 7(I) > 7(j). Aber auch 7(i) > 7(j). Zusammen haben wir also 2k 4 1
solcher ‘Fehlstinde’. Folglich ist sign(r) = (—1)%¢*! = —1. O

Satz 11.3. Sei o, 7 € Sy, wobei T eine Transposition ist. Dann gilt sign(t - o) = —sign(o).

Beweis. Fast identisch wie der Beweis von Satz 11.2. Angenommen, 7 vertauscht die zwei Zahlen 7 und j, wobei
i < j. Fir die k = j — ¢ Zahlen dazwischen gilt folgendes: Sei i < [ < j. Falls unter o die Zahlen an den Stellen
i und [ einen Fehlstand ergeben (d.h. falls 0=1(i) > 0~%(I)), dann ist nach der Transposition 7 kein Fehlstand
mehr zwischen die Zahlen an den Stellen [ und j. Dies ist doch klar, da die Zahl an der Stelle ¢ durch 7 an die
Stelle j transportiert wird.

Andererseits, falls unter o kein Fehlstand zwischen den Zahlen an die Stellen ¢ und [ steht, dann entsteht
ein neuer Fehlstand zwischen [ und j, nachdem die Transposition 7 ausgefithrt wird. Auf jeden Fall dndert
sich das Vorzeichen fiir das Signum der Permutation. Die k — 1 Zahlen [ zwischen i und j ergeben also k — 1
Vorzeichenwechseln. Aber auch zwischen [ und j gibt es k — 1 Vorzeichenwechseln. Schliesslich #ndert sich das
Vorzeichen noch einmal in dem Vertausch von ¢ und j. Dies gibt insgesamt 2k + 1 Vorzeichenwechseln gegeniiber
der Ursprunglichen Situation bei o. Da 2k + 1 ungerade ist, folgt das Ergebnis. O

(123 4\
7=\4 31 2)°
dann sind die Paare (4,3), (4,1), (4,2), (3,1) und (3,2) Fehlstéinde unter o. Also ist sign(o) = —1. Sei jetzt
(12 3 4
T3 214 )
D.h. 7 vertauscht die Zahlen 1 und 3. Dann ist

(12 3 4
7=\ 4 1 3 2 )

und die Fehlsténde sind jetzt (4,1), (4,3), (4,2) und (3,2). Also ist sign(ro) = +1.

Beispiel:

Satz 11.4. Jede Permutation o kann als Produkt von endlich vielen Transpositionen o = Ty - To - - - T4 realisiert
werden. Es gilt dann sign(o) = (—1)9.

Beweis. Sei p die Anzahl der Elemente in der Menge

(e fl,...,n}:i# o))

Falls p = 0, dann brauchen wir keine Transpositionen. Sei daher p > 0. Der Fall p = 1 kann offensichtlich
nicht vorkommen. Falls p = 2, dann haben wir es schon mit einer Transposition zu tun. Der interessante Fall
ist p > 2. Sei dann ig € {1,...,n} die kleinste Zahl mit ig # o(ip). Sei jo = 0~ 1(ip) — d.h. o(jo) = io. Als
néchstes fithren wir die Transposition 7y aus, die die Zahlen iy und jo miteinander vertauscht. Dann ist o - 7
eine neue Permutation, aber die Zahl p ist hier kleiner. (Dies folgt, da jetzt o -9 (i9) = 4. Ausserdem war schon
o(jo) # jo. Fiir alle andere Zahlen k # ig oder jo gilt o(k) = o - 7(k).) Nach der induktiven Hypothese ist dann
O -To=Ti:"*Tm, fur entsprechende Transpositionen 71, ..., 7,. Folglich ist ¢ = 71 -+ - 7, - 79. Die Aussage iiber
sign(o) folgt aus Satz 11.3. O
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Korollar 11.4.1. Seien 01,09 € S,,. Dann ist
sign(oy - 02) = sign(o1) - sign(oz).

Definition 48. Eine Permutation ¢ heiflt gerade oder ungerade je nachdem, ob eine gerade oder eine ungerade
Anzahl von Transpositionen nétig sind, um o darzustellen. Die Menge der geraden Permutationen ist eine
Untergruppe A, C S, genannt die alternierende Gruppe der Ordnung n.

Lemma. Seien A = (a;;) und A" = (aj;) 2wei n x n Matrizen, wobei A" sich von A nur durch Umordnung
einiger Spalten unterscheidet. D.h. 3 eine Permutation o € S, mit aj; = aq(;);, Vi,j. Dann gilt det(A") =
sign(o) det(A).

Beweis. Nach der Konsequenz 3 des letzten Kapitels gilt fiir beliebige Spaltenvertauschungsoperationen S;; die
Gleichung
d@t(A) = —det(A . Sij)-

o kann als Produkt von Transpositionen—d.h. Spaltenvertauschungen—dargestellt werden. Nach dem ersten
Korollar ist dann sign(c) = (—1)™ wobei m die Anzahl dieser Vertauschungen ist. O

Beweis des Satzes 11.1: Wir miissen die drei Eigenschaften nachpriifen.

1. det(I,) = 1. Nun, es gilt I,, = (J;;), wobei

s 1 fallsi=
71 0, sonst.

Da alle Elemente der letzten Zeile Null sind, aufler des letzten, und auch die n,n-te Untermatrix von I,
nichts anderes als I,,_; ist, gilt

n

det(IL,) = Y (=1)"7,; det((In)n;)

j=1
= (=1)"" " x1xdet(l,-1)
= det([n_l) =1.

Der letzte Schritt (det(I,,—1) = 1) folgt wegen der induktiven Hypothese.

2. Sei A € M(n xn; F) und a € F mit a # 0. Angenommen, A" = (aj;) sei die Matrix, die entsteht, wenn
die k-te Spalte von A mit dem Faktor a multipliziert wird. Zu zeigen:

det(A") = a - det(A).

Nun, es ist sicherlich so, dal dann in jeder Untermatrix A’ij von A’, mit j # k, auch eine Spalte mit dem
Faktor a multiplizipiert wird. Daher gilt, jeweils nach der induktiven Hypothese, det(A;;) = a - det(A;;).
Aber auch af;, = a- a;, da af;, sich doch in der k-ten Spalte befindet. Daher gilt

n

det(A') = Y (=1)"a},; det(A},;)

j=1
= (=1)"Fa-ajdet(An) + > (—1)" T an,; det(Al,;)
J#k
= a-(=1)" e det(Ank) +a- Y (=1)" T an; det(An;)
i#k

a- Z(—l)”‘janj det(Anj)
j=1

a - det(A).

3. Sei A € M(n x n; F). Angenommen, A" = (a;j;) sei die Matrix, die entsteht, wenn die k-te Spalte von A
zur [-ten Spalte addiert wird (k # [). Zu zeigen: det(A’) = det(A). Nun, es gilt sicherlich, dafl A, = A,,.
(Die I-te Spalte—die anders ist bei A’ im Vergleich zu A—ist ja gerade, was fehlt bei A!,.) Fir j # k,1
gilt aber, dafl A;j aus der Untermatrix A,; entsteht, indem eine Spalte von A,,; zu einer anderen Spalte
addiert wird. Daher ist (nach der induktiven Hypothese und der dritten Eigenschaft in der Definition einer
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Determinantenfunktion) det(A7,;) = det(An;) fiir j # k. Wir wissen auch, daf§ die Elemente a;,; = a,;,
falls j # [, und a},; = an; + ank. Daher gilt

det(A) — det(A") =
- Z(q)nﬂ‘anj det(An;) — Z(q)”—ja;j det(A,,;)
= (=1)""an det(An) — (an + any) det(AL)]
+ (=) *a, [det(Anr) — det(ALL)]

= (=1)"[—anp det(An)] + (—1)" Fa,p[det(Any) — det(AL)]

= anp(—1)"" {—det(An) + (—1)"F(det(Anr) — det(AL;))}

Wir brauchen daher nur zu zeigen, daf}
—det(An) + (—1)7F (det(A,r) — det(AL,)) = 0.

D.h. det(A!,) = det(Ank)+(—1)""%"1det(A). Sei B die Matrix, die entsteht, wenn wir die [-te Spalte (in
der urspriinglichen Matrix A) entfernen aus der Matrix A, und diese Spaltee ersetzen mit der entspre-
chenden k-ten Spaltee. Nach dem ersten Lemma ist dann det(A] ) = det(A,x) + det(B). Aber die Matrix
B hat jetzt genau dieselben Spalten wie A,;, nur in einer anderen Reihenfolge. Welche Reihenfolge? Um
von der Matrix B zur Matrix A,; zu gelangen, braucht man nur die I-te Spalte (immer gezihlt in der
urspriinglichen Matrix A) zu entfernen, dann miissen alle Spalten zwischen der I-ten und der k-ten Spalte
um eine Stelle verschoben werden, um Platz an der k-ten Stelle zu schaffen. (Es sind |l — k| — 1 solche
Spalten.) Dort wird dann die herausgenommene Spalte wieder eingefiigt. Diese Operation kann als eine
Folge von Transpositionen realisiert werden. Jedesmal wird die Spalte, die urspriinglich an der I-ten Stelle
war, an einer der dazwischenliegenden Spalten vorbeigeschoben. Nach unserem zweiten Lemma ist dann

det(B) = (—=1)""F"1det(A,;). QED
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Kapitel 12

Weitere Eigenschaften der
Determinantenfunktion

12.1 Zweil besondere Fille

Sei A = (ai;) eine n x n Matrix mit Elementen aus einem Kérper F. Wir haben im letzten Kapitel gesehen, dafl

n

det(A) = Z(—l)"‘janjdet(Anj).

j=1

Diese Formel ist vielleicht schon anzuschauen, aber sie ist natiirlich vollig ungeeignet fiir den praktischen Ge-
brauch.! Uberlegen wir uns, wieviele Schritte nétig sind fiir die Ausrechnung von det(A). Falls n = 1, dann gibt
es nur einen Schritt. Falls A eine 2 x 2 Matrix ist, dann haben wir eine Summe von zwei Termen, die jeweils eine
Multiplikation enthalten. Bei einer 3 x 3 Matrix A, haben wir drei Terme, die jeweils eine Multiplikation und
auch die Ausrechnung einer 2 x 2 Determinante enthalten. Es ist nicht schwer einzusehen, daf§ die Rechnung fiir
eine n x n Matrix mindestens n! Schritte bendtigt—und dies ist viel mehr als bei unserem Computerprogramm.
Trotzdem werden die besonderen Félle n = 2 und n = 3 immer getrennt behandelt, da die Rechnung dann doch
noch einfach ist.
det (an a12> = (=1 tagia1z + (—1)*Pagai1 = a11a22 — ar2az1.
a21 Q22
Sie haben diese Formel schon in einer fritheren Ubung gepriift (es ging um den Fliicheninhalt von 2-dimensionalen
Parallelogrammen).
Der Fall n = 3 ist etwas komplizierter.

ail aiz2 ais
det a21 a22 Aa23 = agldet(Agl) — a32det(A32) + a33det(A33) =
asyp ag2 ass
= (31012023 — (31013022 — 032011023 + 432013021 + A33011G22 — 33012021 .

Dies heifit die ‘Regel von Sarrus’. Das Rechenschema fiir 3 x 3 Matrizen wird oft wie folgt dargestellt:

ail a2 a3 ail ai2
N o
N N\ N\ /
a21 a22 a23 a21 a22
N N
v N\ N\ N
asi asz2 ass asi a32

12.2 Andere Ergebnisse

ailr -+ Oln

Sei A=1| : . eine n x n Matrix. Wir schreiben det(A) fiir den Wert der Determinantenfunktion,

ap1 - Ann
angewandt auf die Matrix A. Traditionellerweise wird manchmal die Matrix zwischen Absolutbetragzeichen

n dieser Formel wird iiber die Elemente an; der letzten Zeile summiert. Es ist auch mdoglich, jede andere Zeile zu nehmen. Sei
i eine Zahl zwischen 1 und n. Dann gilt auch det(A) = Z?zl(—l)”jaij det(A;j). Der Beweis ist praktisch identisch mit dem fiir
die n-te Zeile.
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@11 -t Qln

gesetzt, um diese Determinante anzudeuten. D.h. det(A4) =
an1 e Ann

Satz 12.1. Seien A, B zwei n X n Matrizen iber einem Korper F. Dann ist
det(A - B) = det(A) - det(B).

Beweis. Es gibt zwei Félle: (i) A- B ist singulér, und (ii) A- B ist regulér. Sei f : V' — V die lineare Abbildung,
mit zugehoriger Matrix A, und sei g : V' — V die entsprechende lineare Abbildung fiir die Matrix B. Dann ist
A- B die zu f - g gehorige Matrix bzgl. der vorgegebenen Basis fiir V. Es gilt det(A- B) =0 < A- B ist singulér
< dim(f(g(V)) <n < dim(f(V)) <n oder dim(g(V)) < n < det(A) = 0 oder det(B) = 0. D.h. im Falle (i)
ist det(A - B) = 0, und wir haben det(A) = 0 oder det(B) = 0, so dafl det(A - B) = det(A) - det(B).

Fall (ii) ist auch relativ einfach. Es gilt A - B ist regulir < dim(f(g(V)) = n < dim(f(V)) = n und
dim(g(V)) =n < A, Be GL(n; F) < 351,...,5p, Sp+1,--.,5, elementare Matrizen, mit A = S ---S, und
B =545, Dh. A-B = 5;---5,, ein Produkt von elementaren Matrizen. Um den Beweis zu Ende zu
fiihren, brauchen wir offensichtlich nur das folgende Lemma zu beweisen. o

Lemma. Seien S, D zwei n x n Matrizen, wobei S eine elementare Matriz ist. Dann ist det(D - S) = det(D) -
det(S).

Beweis. Es gibt drei Fille.

1. S = S;; vertauscht die Spalten ¢ und j von D. Dann ist (nach Konsequenz 3) det(D - S) = —det(D). Aber
(wieder Konsequenz 3) auch det(S;;) = —1.

2. S = S;(a), ndmlich die i-te Spalte von D wird mit dem Faktor a multipliziert. Dann gilt (Konsequenz 2)
det(D - S) = a-det(D). Aber auch det(S;(a)) = a.

3. § = Si;(c). Dann gilt (Konsequenz 5) det(D - S) = det(D). Aber (wieder Konsequenz 5) es gilt auch
det(S;j(c)) = 1. (Die elementare Matrix S;; entsteht aus der Identitdtsmatrix, durch eine entsprechende
Spaltenoperation.)

O
Korollar 12.1.1. Sei A € GL(n; F). Dann ist det(A™1) = (det(A))~!.
Daraus folgt:

Korollar 12.1.2. Sei A eine nxn Matriz, und sei A’ dhnlich wie A. (D.h. 3C € GL(n; F) mit A’ = C-A-C™1.)
Dann ist det(A) = det(A’).

Definition 49. SL(n,F) = {A € M(nxn; F) : det(A) = 1} heifit die spezielle lineare Gruppe der Ordnung
n.

Korollar 12.1.3. SL(n; F) ist eine Gruppe.

Wir haben die Determinantenfunktion mittels Spaltenoperationen definiert. Es wire auch méglich, die ent-
sprechenden Zeilenoperationen zu nehmen, um die Determinantenfunktion zu definieren. Wir wiirden trotzdem
genau dieselbe Funktion M (n x n; F) — F erhalten.

Satz 12.2. Sei A € M(n X n; F) transformiert in eine andere Matrix A — A’ durch elementare Spalten-
operationen: A — A’ = A- Sy ---S,. Andererseits kinnen wir auch A transformieren durch die entsprechenden
Zeilenoperationen: A — A* = S, --- S1-A. Dann gilt det(A") = det(A*). Insbesondere seidets : M(nxn; F) — F
die Determinantenfunktion, definiert nach Spaltenoperationen, und dety : M(n X n; F) — F die Determinan-
tenfunktion, definiert nach Zeilenoperationen. Dann gilt dets = detz.

Beweis. Dies folgt, da det(S - D) = det(S) - det(D) = det(D) - det(S) = det(D - S), fiir Matrizen S und D. O
Satz 12.3. Sei A = (a;;) eine n x n Matriz. Dann gilt
det(A) = Z 5ign(0)ax(1)1 * Ao(2)2 ** * o (n) n-
o€Sy,
Beweis. Es geniigt, zu zeigen, daf} die so definierte Funktion unsere drei Eigenschaften erfiillt.

L det(In) = 3, cs, 5197(0) [Tin1 0oi)i = 2ogeiq Sign(o) [Ti=; 1 = 1. Die zweite Gleichung folgt, da d; o(;) =
0 fiir irgendein i, falls o # id (die Identitétsabbildung).

63



2. Seia € Fund A" = {71,...

Dann ist

det(A") =

s Yie1s @ ViyYitls---sYn}, Wwobei A = {v1,...,7,} die Spalten von A sind.

Z Sign(a)a’;(l) 177 a;(n)n
ocES,
Z Sign(U)aa(l) 17" 8g(i—-1)i—-10 " Qg (i) iQo(i+1) i+1 """ Qo(n)n
ocES,
a- Z Sign(U)aau) 105(2)2 """ Gg(n)n
oeS,
a - det(A).

3. Sei A* = {y1,...,%i-1,% + 7V, Yi+1,-- -, Vn}. Dann ist

det(A*) =

Z Sign(o—)a:(l) 177 a:(n)n
gESy

E Sign(U)aa(l) 17" Qg(i—1)i—1"
gESy
(o(iyi + Ao(5) ) o(i+1) i+1 " Qo(n)n

Z 5ign(0)Ax(1)1 " * * Qo (i—1) i—100 (i) iG (i+1) i+1 " Go(n) n
g€eSy

+ Z $igN(0) A (1)1 * Ao (i=1) i—100(j) j0a(i+1) i+1 """ Go(n) n
oceS,

Z 5igN(0) A (1)1 * * Qo (i—1) i—100 (i) iGo (i+1) i+1 " Qo (n) n
g€eSy
+0

det(A).

Die vorletzte Gleichung folgt, da die Terme a,(;); immer zweimal vorkommen, und es wird iiber alle
Permutationen summiert. Aber die zwei Stellen, wo die Terme vorkommen, unterscheiden sich durch eine
Transposition. Daher ist das Vorzeichen einmal plus und einmal minus (siehe Satz 11.3), und sie summieren

sich auf Null.

Es ist iiblich, diese Formel etwas anders zu schreiben.

O

Lemma. Seio € S, und sei P, = {(0(4),7) : 1 <i < n} die Menge der Paare, die in der Formel von Satz 12.8
vorkommen. Sei Py = {(i,07(i)) : 1 <i < n}. Dann ist P, = P,.

Beweis. Seii € {1,...,n}. Dannist (0(i),1) ein typisches Element von P;.Ist (0(3),i) € P,? D.h. 35 € {1,...,n}
mit i = o71(j) und o(i) = j? Ja, da j = o(i) = o7 (j) = 07 (0(i)) =i = P, C P,. Aber ein dhnliches
Argument zeigt, dafl P, C P;. Daher P = Ps.

Korollar 12.3.1. (Darstellung der Determinantenfunktion nach Leibniz) Es gilt

Beweis. Nach Satz 12.3 ist

det(A)

det(A) = Z 5ign(0)01 5(1)025(2) - - - On o (n)-

gESy

= Y sign(0)ag)1 - Ao(2)2 " donyn

gESy

= Z sign(a_l)al o-1(1) " 025-1(2) * Apo—1(n)

oc-tes,

= ) sign(0)a1o1)026(2) - - Gno(n):

ocES,

O

Die vorletzte Gleichung gilt wegen des Lemmas, und auch wegen sign(c~1) = sign(o). (Dies ist eine triviale
Folgerung des Korollars zu Satz 12.1.) Die letzte Gleichung gilt, da die Abbildung f : S,, — Sy, gegeben durch
flo) =071, Yo € S, eine Bijektion ist.
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Nun, wenn es um die ‘praktische’ Mathematik geht, dann ist Leibniz’ Formel genauso absurd wie unsere
rekursive Formel (Satz 11.1). Man sagt, dafl ein Rechenverfahren (die von n Eingabeparametern bestimmt wird,
fiir verschiedene n € N) in ‘Polynomzeit’ lduft, falls ein Polynom P(n) existiert mit der Eigenschaft, daf§ die
Rechnung fiir den Fall n € N mit Sicherheit beendet ist nach héchstens P(n) Schritten. Unser Computer-
programm l4uft tatséchlich in Polynomzeit. Ein ‘schlechtes’ Rechenverfahren (typischerweise verursacht durch
eine Rekursion) braucht normalerweise ‘Exponentialzeit’. Aber Leibniz’ Verfahren braucht mehr als n! Rechen-
schritte, um det(A) fiir eine n x n Matrix auszurechnen. Dies ist noch viel schlechter als Exponentialzeit, da
lim,, 00 €F7 /n! =0, fiir alle moglichen Zahlen k > 0. Trotzdem ist die Formel fiir theoretische Zwecke oft sehr
niitzlich. Z.B.

Satz 12.4. Sei A = (ai;) eine n x n Matriz, und sei A* = (af;) die zu A transponierte Matriz. (D.h. a}; = aji
fiir alle i und j.) Dann ist det(A) = det(A?).

Beweis. Wir haben gerade gesehen, dafl
det(A) = Z sign(0)ag(1)1 " Go(2) 2 * Go(n)n
oESy

= Z Sign(g)al a(1)A245(2) - - - Ano(n)
oESy

= Z sign(a)az(l) 1 GZ(Q) 2" 'af;'(n)n
ogE€Sn

= det(A").

12.3 Zwei weitere spezielle Fille

Auch in héheren Dimensionen gibt es zwei Félle, wo die Berechnung der Determinantenfunktion relativ einfach
ist.

e Obere Dreiecksform: Angenommen,

ai1 a2 N A1n
0 asy ... a9on
A=
0 0
0 0 ann

Dan ist det(A) = ay1 - ags - - - apy. Der Beweis folgt durch Induktion iiber n. Der Fall n = 1 ist trivial. Sei
daher n > 1. Es gilt

det(A) = zn:(*l)nfjanjdet(/lnj)a

j=1

aber in diesem Fall ist a,; = 0 fiir j # n. D.h.
det(A) = (—=1)" "apndet(Ann) = (+1) - apn - (@11 G—1n—1)-
Die letzte Gleichung ist die induktive Hypothese fiir den Fall n — 1.

e Kistchenform: Angenommen, die Matrix A sei in Késtchenform (siehe Kapitel 10). D.h.

Ay 0 0
0 Ay O
A= 0 0 :

0 Ap_1 O

0 0 Ay

Qr;r; s Aririp1—1
wobei A; = : : ,i=1,...,k. Dann ist det(A) = []\_, det(A;). Hierbei ist
Ariy1—1r; -+ Qryy—1r;q—1

der Fall £ = 1 genauso trivial wie vorher. Sei daher k& > 1 und fiir jedes 1 < ¢ < k sei die n x n Matrix A}
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gegeben als:

10 0
0
1
A = A,
1
.0
0 0 1

D.h. der Block A; bleibt unverédndert, aber um die urspriingliche Matrix A in A} zu verwandeln, werden alle
anderen Blocke in die entsprechenden Einheitsmatrixblocke umgewandelt. Es gilt det(A}) = det(A4;), fir

jedes i. (Eine leichte Ubung.) Aber es gilt auch A = Hle A;. Folglich (Satz 12.1) det(A) = Hle det(A;).

12.4 Noch eine Formel

Es gibt unzihlige, mehr oder weniger elegante Formeln, die man beweisen kann {iber die Algebra der Determi-
nantenfunktion und die Darstellung einer inversen Matrix. Aber irgendwann ist unsere Geduld zu Ende, und
daher mochte ich nur noch die Cramersche Regel beschreiben.

Sei A € M(n x n; F) eine Matrix. Unsere urspriingliche Regel war

n

det(A) = (=1)"anjdet(An;).

Jj=1

Was passiert, wenn die Zahlen a,; in dieser Formel ersetzt werden durch ay;, fiir irgendeine andere Zahl £ < n?
Dann haben wir 37, (—1)"/ax;jdet(A,;) = 0. Warum? Es ist am einfachsten, dies einzusehen, wenn man die
Matrix A’ betrachtet, die (fast) identisch ist mit A. Um von A nach A" zu gelangen, braucht man nur die letzte
Zeile aus A zu entfernen und stattdessen wird eine Kopie der k-ten Zeile anstelle der n-ten Zeile eingefiigt. Da
A" zwei identische Zeilen besitzt, gilt offensichtlich det(A’) = 0. Aber es gilt auch, daf det(A,;) = det(A7,;), fiir
alle j. (Die letzte Zeile fehlt ja in der Untermatrix A,;.) Folglich ist

n n

Z(—l)"ijakjdet(Anj) = Z(—l)”fja;jdet(/l;j) =det(A") = 0.

j=1 j=1

Es ist auch moglich, die Determinantenfunktion als Summe entlang jeder anderen Zeile auszudriicken. Sei
etwa i < n. Dann gilt?

n
det(A) =Y (1) a;;det(Ay).
j=1
Dies folgt, wenn man sich iiberlegt, dafl es moglich ist, zunéichst die Zeilen ¢ und n zu vertauschen, dann die
Determinante auszurechnen mit unserer bekannten Formel, und schliefflich zu iiberlegen, dafl der Wert der
Determinantenfunktion fiir die vertauschte Matrix jeweils das Negative des Werts fiir die urspriingliche Matrix
ist.
Wir kénnen daher auch sagen, daf3

> (1) ajdet(Ag;) =0, Vi k.
j=1

Satz 12.5. Sei A € GL(n; F) und sei A" = (aj;) = A~'. Dann ist

/

1
Q..

W det(A) (—1)"*det(Ajq).

Beweis. Wir miissen zeigen, dafl A- A’ = I,,. D.h.

= 1, fallsi=j
Zailaij = (Sij, Vi,j, WObei7 (Sij = { 07 sonst B
1=1 ’ '

2Es gilt (—1)"1 = (=1)?~7. Dies folgt, da 2j =0mod 2 = j = —jmod 2 = i+ j =i — j (mod 2).
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Aber fiir ¢ # j gilt

Y aaa; = ) aa Jei(A) (1) det(Az)
=1 =1

det {Zazl 1) det(4; )}
0

(Die letzte Gleichung ist doch nur die Formel, die wir gerade vorher bewiesen haben.)
Falls i = j, dann ist die Formel

Zaﬂa;i = Zailm(—l)“_zd@t(Aﬂ)
=1 =1

1 l+z
det(A) {Z“” det(A; )}

1
= Gl {det(A)}
= 1.

Bemerkung. Die Matrix A = (a;;) mit a; = (—1)"det(A;;) (so daB A - A = det(A) -

komplementére Matrix.
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Kapitel 13

Komplexe Zahlen

Sei C ={a+bi:a,be R} und i = +/—1. Die Addition wird durch
(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i

und die Multiplikation durch

(a+bi)- (c+di) = (ac—bd) + (ad + bc)i
festgelegt. Bekanntlich ist C damit ein Korper. Insbesondere ist 0 + 07 das Nullelement, und 1 4 0¢ ist das
Einselement.

Die komplexen Zahlen werden oft als Vektoren im 2-dimensionalen reellen Raum dargestellt. Die zwei kano-
nischen Basisvektoren ((1)) und ((1)) werden mit den Zahlen 1+ 07 und 0 + 1¢ identifiziert. Seien v = a + bi und
v = ¢+ di zwei beliebige komplexe Zahlen. Dann ist die Vektorsumme u + v (in dem reellen Vektorraum R?)
gleich die Summe der komplexen Zahlen u + v € C.

Es ist manchmal niitzlich, komplexe Zahlen durch Polarkoordinaten darzustellen. Sei a = (z,y) € R?
beliebig. Dann gibt es zwei reelle Zahlen » > 0 und 0 € [0, 27) mit

xr=r-cosf, und y=r-sinf,

und die entsprechende komplexe Zahl z € C ist

z=x+yi=rcosd+i-rsind=r-e?.

Seien jetzt z; =11 cosf; +i-rysinfy und zo = rocosfs + i - rosinfy. Was ist der Vektor 2z - z9 € C? Es gilt

z1-22 = (rpcosby +i-rysinfy)- (rocosbs +i-rysinby)
= r1ro{(cosby - cosfy — sin by - sinby) +
(cosfy - sinfy + sin 6y - cosby) - i}

= rira(cos(fy + 63) + i -sin(61 + 62))

(Die letzte Gleichung ist eine Standardformel der Trigonometrie.)
Es gibt eine besondere Vorlesung iiber die ‘Funktionentheorie’, wo die Analysis der komplexen Zahlen behan-

delt wird. Die klassischen Ergebnisse sind im 19.ten Jahrhundert entstanden, und dieses Gebiet ist ein zentraler
Teil der heutigen Mathematik. Auch in der Linearen Algebra spielt das Rechnen mit komplexen Zahlen eine

grofle Rolle. Insbesondere ist die Tatsache fiir uns interessant, daf§ C ein ‘algebraisch abgeschlossener Korper’
ist. D.h. insbesondere, daf} jede Polynomgleichung in C eine Nullstelle besitzt.

Definition 50. Sei P € K|[z] ein Polynom iiber einer Unbestimmten = mit Koeffizienten in einem Korper F.
Sei k € F. Falls P(k) =0, dann heifit k eine Nullstelle (oder Wurzel) des Polynoms P.

Z.B. sei P € C[z], wobei C = die komplexen Zahlen und

P(z)=2% - 1.
Dann gibt es drei Wurzeln: ndmlich
r = 1,
1 3
r = —3 + %i, und
1 V3,
r = —=— —1i.
2 2

Der Fundamentalsatz der Algebra lautet:
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Satz 13.1. Sei P € Clx] ein Polynom mit grad(P) > 0. Dann ezistiert eine Wurzel z € C fiir P.

Dieser Satz ist von entscheidender Bedeutung in der linearen Algebra. Leider sind aber die Beweise doch
etwas kompliziert. Es ist daher iiblich, in den Vorlesungen fiir Anféinger viel Wert auf diesen Satz zu legen, aber
keinen Beweis zu geben; Studenten sollten einfach ‘glauben’, dafl alles so stimmt. Diese Vorgehensweise scheint
mir aber doch sehr unbefriedigend. Daher werde ich hier einen ‘elementaren’ Beweis des Satzes beschreiben.

Nun, solche Mathematiker wie Cauchy und Lagrange im 18.ten Jahrhundert haben den Fundamentalsatz —
eigentlich nur als ‘Vermutung’ — gekannt und ihn geglaubt, aber ihre Ideen iiber die komplexen Zahlen (und
iiberhaupt iiber die strenge Fiihrung eines mathematischen Beweises) lieflen aus moderner Sicht viel zu wiinschen
iibrig. In den meisten Biichern steht, dafl Gaufl der erste strenge Beweis des Satzes im Jahre 1799 gelang. Dies
stimmt aber nicht. In Wahrheit enthielt sein ver6ffentlichter Beweis eine bestimmte Liicke. Wahrscheinlich aus
diesem Grunde versuchte er es nochmal im Jahre 1814, aber sein zweiter Beweis war auch liickenhaft. Sein dritter
Versuch im Jahre 1816 war doch glaubwiirdiger, und er benutzte im wesentlichen den Cauchy Integralsatz.!
(Es muf aber gesagt werden, dafi Gaufl fiir diesen Beweis die vereinfachende Annahme gemacht hat, daf§ nur
P € R[z].) In seinem vierten Beweis am Ende seines Lebens (1848) versuchte er diesen Mangel aufzuheben.

Sie sehen daher, dafl auch ein Mann von der Grofle eines Gaufl sehr viel Miihe mit diesem wirklich funda-
mentalen Satz gehabt hat. Aber alles schreitet voran, und wir in der modernen Welt kénnen den Satz doch
mit Leichtigkeit bewiltigen. In dem Beweis, den ich jetzt beschreiben werde, werden einige Ideen aus den
Analysis I und II Vorlesungen benutzt — und gerade diese Ideen fehlten den Mathematikern am Anfang des
19.ten Jahrhunderts. (Die Ergebnisse werden hier nur zittiert; die Beweise finden Sie in der ‘anderen Hilfte’ der
Anféngervorlesungen.)

Definition 51. Sei z € C und n € N. Eine n-te Wurzel von z ist eine Nullstelle des Polynoms 2™ — z.

Bemerkung. Die Zahlen 1, —% + ‘/751', und —% — ‘/751 sind alle 3.te Wurzeln von 1.

Lemma (A). Seiz # 0. Dann gibt es genau n verschiedene n-te Wurzeln von z in C.

Beweis. Sei z = rge*®0. Dann sind die n Zahlen

i(©g+27j)
n

w; = {J/To - €

alle verschieden, und auch sind sie alle Wurzeln von =" — z, fiir j = 1,...,n. Warum?

i(© 7))\ T
(,wj)n = ("7’0'6 OIQJ)

i(©g+2m5) \ ™
= (v/ro)"- (e . )
= ro- e (@0+277)
= ry- €90 (i2m)
= 1r9° e'®0 = 2.
(Die vorletzte Gleichung folgt, da stets e??™ = 1.) Aber fiir j # k (und beide < n) ist

2mg 2
RlE} * 2k (mod 27).
n

n

Folglich ist

i(©p+27j) i(©pg+27k) )
n

w; — W = /7o (6 n —e
i9g i(275) i(2mk)
= 1"/740 e n e n —e n

#0

# 0.
Kann es sein, daf das Polynom z™ — z mehr als n verschiedene Nullstellen hat? Nein! Es gilt namlich
2t —z=(r—wy) - (z—w,) =0.
Falls etwa wg noch eine andere Wurzel wire, dann wére wo —w; # 0 fir alle j =1,...,n und
(wop —wy) -+ (wp —wy) =0,

—— ——
#0 #0

was unmoglich ist, da C ein Korper ist. O

IDiejenigen, die spater die Vorlesung iiber ‘Funktionentheorie’ hohren, werden diesen ‘Standardbeweis’ kennenlernen.
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Definition 52. Die Binomialkoeffizienten sind

() = =y

fiir n > m in N. (Man schreibt auch (f;) = 1, wobei nach der iiblichen Vereinbarung 0! =1 gilt.)
Satz 13.2 (Binomialsatz). Es gilt (u+v)" = > _, (})u" "ok,

Beweis. Induktion iiber n. Fiir n = 1 ist die Sache klar. Sei daher n > 1, und sei

n—1 = n—1 n—k—1,k
(u+ov)" " = Z p U v®.
k=0

= (u+0)"”

Il
=
+
=
-\
™M
o -
7 N
3
|
—_
N———
il
El
L
e
E
N—————

Wir haben hier die Tatsache benutzt, daf

n\ (n-—1 " n—1

k) k k—-1)
Dies ist offensichtlich wahr nach der Methode des Pascalschen Dreiecks fiir die Berechnung der Binomialkoeffi-
zienten.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 ) 10 10 5 1
u.S.W. n

(Im folgenden werden wir die iibliche Absolutbetragskonvention im Rahmen der komplexen Zahlen benutzen:
falls etwa z = a + bi, dann ist ||z]| = Va? + b2.)

Lemma (B). Seien u,v € C. Dann gilt ||u|| — ||v]| < ||Ju+v].

Beweis. Wir haben die Dreiecksungleichung: ||a + b|| < ||a|| + ||b|| fiir alle a,b € C. Setze jetzt nur a = u + v
und b = —v so daB ||b|| = ||v||. O

Korollar 13.2.1. Seien wy,...,w, € C. Dann gilt

P

Jewoll = ffunl = - = lleop | < [ w5

Jj=0

Beweis. Induktion iiber p. Der Fall p = 1 ist Lemma B. Sei daher etwa v = wg + -+ + wp_1. Es gilt dann

=gl < Ity | = || 8wy
-1
|22 i = =

Definition 53. Sei f : C — R eine Funktion. Wir schreiben

. Aber nach der induktiven Hypothese ist doch ||wo||—||w1||—- - = [Jwp-1]] <

A, T 2) = o0

falls Folgendes gilt. Fiir alle natiirliche Zahlen n € N gibt es ein rg > 0, rg € R, so daf f(z) > n, falls ||z|| > ro.
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Lemma (C). . Sei P € Clz] von der Gestalt
P(z)=z2"+ Um12™ V-t a1z +ay, m>1.
Dann ist lim .| || P(2)]| = co.

Beweis. Sei n € N gegeben. Wir miissen ein r9 > 0 finden, so daf} || P(z)|| > n, fiir alle ||z|| > ro. Wir definieren
daher m Zahlen s;, j =0,...,m — 1 wie folgt.

6 — { 2||azll, falls [[a;]| # 0,
=

0, sonst.
Sei nun ro = max{so, ..., Sm—1,2n, 1}, und wihle ein beliebiges zg € C mit ||zo| > ro. Es gilt
m Am—1 ap
1Pl = [l H” )
20 z)
> gl (1- 42t - L)) wenmany
20
>
VA -
= N > l| o]l (da |20l > 10 >1)
2 2
2n
> - = n
-2

Korollar 13.2.2. Lemma C gilt auch fiir beliebige P € C[z] mit
grad(P) > 1.

Beweis. Sei P(z) =Y a;2/ mit a,, # 0. Dann ist a,,;! - P(z) wie im obigen Beweis. Wihle daher ro wie oben,
jedoch multipliziert mit dem Faktor ||a;,!]. O

Nun, alles was wir bisher gemacht haben, war Gauf} sicherlich wohl bekannt. Zu seiner Zeit fehlte jedoch
unsere moderne Auffassung von der Analysis. Wir brauchen nur einige ganz elementare Ergebnisse aus den
Anféingervorlesungen.

Definition 54. Sei M eine Menge und F': M — R eine reellwertige Funktion. Eine Zahl £ € R heifit eine obere
Schranke fir f, falls f(m) <k, Ym € M. Ebenso heifit g € R untere Schranke fiir f, falls f(m) > g, Vm € M.
Die Zahl kg ist die kleinste obere Schranke, falls kg eine obere Schranke ist und kg < k fiir alle anderen oberen
Schranken k. Ahnlich ist die grifte untere Schranke definiert. Man schreibt

lub(f), —‘least upper bound’
glb(f), —‘greatest lower bound’

Satz 13.3 (iiber kompakte Mengen). Sei M eine kompakte Menge und sei f : M — R stetig. Dann gibt
es s,t € M mit f(s) = glb(f) und f(t) = lub(f).

Die folgenden Beispiele sind fiir uns wichtig.

1. Sei P € C[z] ein Polynom. Dann ist P : C — C stetig. Auch die Funktion ||P| : C — R, gegeben durch
z — |[|[P(2)|], ist stetig.

2. Die folgenden zwei Mengen sind kompakt.

(a) D(r,0) ={z € C: |z|| < r}; die Scheibe mit Radius  um den Nullpunkt in C ist kompakt.
(b) [0,1] C R, (das Einheitsintervall in R) ist auch kompakt.

Lemma (D). Sei f : M — R eine Abbildung, die eine untere Schranke, etwa u € R besitzt, wobei M # (.
Dann 3 eine glb fiir f.

Beweis. Sei m € M. Dann ist f(m) € R, und alle unteren Schranken sind < f(m). Sei ug = u, vo = f(m). Wir
definieren zwei Sequenzen (ug), (vg), k =0,1,... wobei ur < vg, Vk. Dabei ist (uy) ist eine steigende Sequenz,
(vk) ist eine fallende Sequenz, limy_, oo |Uk — ur| = 0, und zwar so, dafl uy stets eine untere Schranke fiir f ist,
aber v > alle moglichen unteren Schranken. Diese Aussagen treffen zu zumindestens fiir die Zahlen ug und vg.
Nach einem induktiven Verfahren sei angenommen, daf} sie auch zutreffen fiir v und vg. Wir definieren w41
und vi41 dann wie folgt. Sei x = ﬂ%& Ist x eine untere Schranke fiir f7 Falls ja, dann sei ugy; = x und
Vg+1 = vg. Falls nein, dann sei ug+1 = ur und vgr1 = x. Dann ist glb(f) = limg— oo ug. O
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Jetzt haben wir genug Informationen, um den Fundamentalsatz der Algebra zu beweisen.

Beweis des Fundamentalsatzes: Sei P = Z;-n:o cjz? € Clz] unser vorgegebenes Polynom. Da natiirlich
|P(2)|| = 0, Vz, muB die Zahl 0 eine untere Schranke fiir ||P|| sein. Nach Lemma D existiert dann eine glb fiir
[IP]|. Sei daher

a=glb{||P(z)] : z € C}.

Nach Lemma C muf} ein 79 > 0 existieren mit ||P(z)| > « + 1, fiir alle z € C mit ||z|| > 7. Dann ist sicherlich
auch

a = glb{||P(2)|| : z € D(r9,0)}.

Aber nach Beispiel 2(a) ist die Menge D(rg,0) kompakt, und daher mufl nach dem Satz iiber kompakte Mengen
ein zo € D(rg,0) existieren mit
1P (z0)[| =

Behauptung: Tatséichlich ist & = 0, so daf} || P(zo)|| = 0; d.h. P(z9) = 0; d.h. zg ist die gesuchte Wurzel von P.

Um dies zu zeigen, sei u € C irgendeine willkiirlich gew#hlte komplexe Zahl. Dann ist

3

P(zp+u) = ch (20 +u)?
3=0
m g . )
= ch (Z (2)23_1%’“) (Binomialsatz)
3=0 k=0
m 7 . .
= ¢ (Zg) +> <2> zgkuk>
j=0 k=1
- g k
= P(ZO) + ch (Z (k) é_ k)
7=0 k=1
= P(zo)—i—Zbku , etwa.
k=1
Kann es sein, dal by = by = -+ = b, = 0?7 Falls ja, dann wire P(zg + u) eine konstante Funktion, d.h.

grad(P) < 1, ein Widerspruch.
Sei daher ¢ € {1,...,m} die kleinste Zahl mit b; # 0. Wir nennen diese Zahl einfach b = b;. Dann kénnen
wir schreiben

P(z0 +u) = P(20) + bu’ + Q(u) - u'™,

wobei @ € CJz] auch ein Polynom ist.
Unser Ziel ist zu zeigen, dal P(zp) = 0. Um einen Widerspruch zu erzeugen, nehmen wir an, dafl doch
P(zy) # 0. Dann wére auch —@ # 0. Sei nun v eine t-te Wurzel von — P(bzo). (siche Lemma A) D.h.

P(z0)
t_ .
YT
oder bvt = —P(2p). Wir haben jetzt zwei feste komplexe Zahlen, némlich zg und v. Wir betrachten

P(zg+s-v), wobei se€l0,1] CR.
Es gilt

P(zo+s-v) = P(z)+b-(s-v)+Q(s-v) - (s-v)T?
=—P(z0)-st

= Plz)(1—5")+ (s v)"'Q(sv).

Bei festem v ist v'T1Q(s-v) ein Polynom in s; daher stetig (Beispiel 1). Aber s € [0, 1], eine kompakte Menge
(Beispiel 2(b)). Daher existiert nach dem Satz iiber kompakte Mengen eine obere Schranke, etwa die Zahl A
(wobei wir auch annehmen werden, daf§ A die Bedingung A > || P(z)|| > 0 erfiillt. D.h.

[0 Q(s - v)|| < A, Vs € [0,1].
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Wir nehmen jetzt sg = %. Dann gilt

|P(z0 + sov)|| = HP(ZO)(I —s5) 4 (s0 - v)1Q(s0 U)H
< P(20)lI(1 = sp) + 557 - A
_ PG

1P (z0) | + s5(s0 JA.

A

eine negative Zahl

Folglich ist || P(zo + sov)|| < |[|P(20)||; ein Widerspruch, da
[P(20)ll = a = glb(||P]}).  QED
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Kapitel 14

Das charakteristische Polynom

14.1 Das charakteristische Polynom

Seien A,B € M(n x n; F) zwei beliebige n x n Matrizen. Die Summe A + B ist die Matrix A + B = (c¢;;)
mit ¢;; = a;5 + by, fiir alle ¢ und j. D.h. die entsprechenden Elemente werden einfach zusammen addiert. Ein
besonderer Fall ist die Matrix A — x - I,,. D.h. wenn

ailr a2 A1n
az1 @22 Qa2n .
A= . ) . , dann ist
anl an2 Ann
ay] — & a12 e QA1n
a21 a22 — X a2n
A—x-1I, =
Qan1 an2 . Apn — T

Definition 55. Das charakterische Polynom von A, genannt y 4(z), ist det(A — x - I,).

Beispiel: A = ( 3 4 3 4

! 2>.DannistAx~Ig<1I Eaj).Folglichist
det(A—z-I) = (1—2)-(4—2)—2-3

= 22 -5x—2
B 5+ /33 5— /33
= $—72 . ,1:—72 .

Das heifit, das charakterische Polynom in diesem Beispiel ist 2 —52—2, und dieses Polynom hat zwei verschiedene
reelle Wurzeln, ndmlich 5*;/5 und 5*5/5. Daraus konnen wir schliefen, dafl die lineare Abbildung f: V — V|
die durch A dargestellt ist, zwei verschiedene Eigenwerte besitzt, daher zwei verschiedene Eigenvektoren. Aber
dim(V') = 2. Folglich gibt es eine Basis fiir V, bestehend aus lauter Eigenvektoren von f. D.h. es ist moglich,
eine diagonale Matrix A’ zu finden, die &hnlich ist zu A. Die Theorie, die wir jetzt besprechen werden, erlaubt
uns alle diese Schliisse zu ziehen.

Satz 14.1. Sei f : V — V eine lineare Abbildung mit zugehdoriger Matriz A bzgl. einer Basis {aq,...,an} fir
V. Die Zahl X € F ist ein Figenwert fiir f < det(A—X-1I,) = xa(A\) =0.

Beweis. Angenommen, A ist ein Eigenwert fiir f. Dann existiert ein y/not = 0 in V mit f(y) = X - . Nun,
Aid : V. — V,  wobei A-id(§) = A- £, VE € V, ist ebenfalls eine lineare Abbildung. Eine Summe von linearen
Abbildungen—etwa f — X -id : V — V—ist wieder eine lineare Abbildung. Nun, f — X - id ist auf jeden Fall
singulér, da f — X -id(vy) = 0. Aber die zu f — X - id gehorige Matrix bzgl. der Basis {a1,...,an} ist A—X-I,,.
Da diese Abbildung singulir ist, gilt det(A — - I,,) = 0.

Es ist auch moglich, diesen Beweis umzukehren. Sei det(A — A-I,) = 0. = f — \-id ist singuldr. = Iy € V
(y=0) mit f—X-id(y) =0. = f(y) = A-~v. = X ist ein Eigenvektor fiir f. O

Korollar 14.1.1. Seien A und A’ dhnliche Matrizen. Dann sind die Wurzeln der jeweiligen charakteristischen
Polynome identisch.
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(Dies folgt, da dhnliche Matrizen ja nur alternative Beschreibungen einer einzigen linearen Abbildung sind.)
Es gilt noch mehr:

Satz 14.2. Seien A und A’ dhnliche Matrizen. Dann sind die zugehérigen charakteristischen Polynome iden-
tisch.

Beweis. Sei A’ =C-A-C~! mit C € GL(n; F). Dann ist (nach Satz 12.1 (und dem Korollar dazu))

det(A) = det(C-A-C™1)
= det(C) - det(A) - det(C™1)

= det(C) - det(A) - det(C)™*
= det(A).
Daher ist
xar(z) =det(A —x-1,) = det(C-A-C'—z-C-I,-C")

(
= det(C-(A—z-1,)-CY)

= det(C) - det(A —x - I,) - det(C™1)
= det(A—z-1I,) = xa(z).

O

Betrachten wir das characteristische Polynom einer vorgegebenen Matrix A etwas genauer. Wir kénnen es
so schreiben:

xa(z) = cpa™ + Cn1 2" N4+t 1z + cp.

Was sind die Koeffizienten ¢;, fiir verschiedene ¢? Schauen wir uns Leibniz’ Formel fiir det(A—2x1,,) an. Es handelt
sich um eine Summe iiber alle moglichen Permutationen in S,,. Nun, es gibt eine ganz besondere Permutation,
némlich die Identitdtsabbildung id : {1,...,n} — {1,...,n}. Um diesen Term besonders zu behandeln, kénnen
wir x a(z) wie folgt schreiben.

XA(‘T) = (all - 'T)(GJQQ - I) e (ann - I)
+ Z sign(o) H {@ioty =2 b0}
oc€ESy =1
o#id

Das Bemerkenswerte an dieser Formel ist, dafl alle Terme in der Summe {iiber die Permutationen o # id Polynome
in z sind vom Grad < n — 2. Warum? Dies folgt, da fiir jede Permutation o # id, 3i € {1,...,n} mit o(i) # 1.
Sei etwa o(i) = j. Dann ist sicherlich auch o(j) # j. Folglich sind mindestens zwei nicht-diagonale Elemente
aus der Matrix A — z - I,, im o-Term, und der Grad dieses Terms ist < n — 2.

Dies bedeutet; wenn es darum geht, die Koeffizienten ¢,, und ¢,,—1 zu berechnen, dann brauchen wir nur den
Term

(a11 — ) (aza — @) -+ (App —2) = (—2)"
— (ann+ax+- -+ apm)z"

+  u.s.w.

-1

zu betrachten. Das Ergebnis ist:

[ 1, falls n gerade,
S B | sonst,

Cn—1 = — Z i
i=1
Nun, die Zahl ¢, ist—wie man sieht—trivial zu berechnen. Aber ¢, _1 ist doch interessant.
Definition 56. Sei A = (a;;) € M(n x n; F). Die Zahl 3" | a;; heifit die Spur von A.
Korollar 14.2.1. Seinen A und A’ dhnlich. Dann ist

Spur(A) = Spur(A’).
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Kapitel 15

Innere Produkte, Normen

Es ist sicherlich so, daf3 die Idee von ‘Linge’ sehr wichtig in der Beschreibung einer Geometrie ist. Dafiir

brauchen wir orthonormale Basen fiir unsere Vektorrdume. Eine solche Basis {aq, . . ., @, } hat die zwei allgemeine
Eigenschaften
e Die ‘Léinge’ von «; ist eins, Vi = 1,...,n.

e «; ist ‘senkrecht zu’ o, fiir i # j.

Was sind diese Begriffe: ‘Lénge’ und ‘senkrecht zu’? Nun, in dem ‘normalen’ reellen n-dimensionalen Raum R"™
— mit der kanonischen Basis — ist ein typischer Vekter etwa v = (v1,...,v,). Die ‘Lénge’ von v wird hier
einfach als die (nicht-negative) reelle Zahl

ol = /v + - + 02

festgelegt.

Wann sind zwei Vektoren in R™ zueinander ‘senkrecht’?. Einfachheitshalber, betrachten wir zunéchst die
ebene Geometrie R2. Seien ¢ = (r - cos®,r -sinf) und ¢ = (s - cos @, s - sin @) zwei beliebige Vektoren in R?,
dargestellt durch Polarkoordinaten bzgl. der kanonischen Basis. Nun, die folgende Formel ist in der Trigonometrie
wohlbekannt:

cos 6 cos ¢ + sin O sin ¢ = cos(d — ¢).

Was bedeutet es, wenn man sagt, daf§ £ und ¢ zueinander senkrecht sind? Nichts anderes als dafl 0 — ¢ = +7;
d.h. cos(f — ¢) = 0. Aber dies gilt genau dann, wenn
E-(=rcosf-scosgp+rsinf-ssing = 0.
D.h. sei &€ = (z1,22) und ¢ = (21, 22). Dann ist £ zu ¢ senkrecht genau dann, wenn
E-(=x121 + 2220 = 0.

Nun, es gilt

€l =v¢-& Kl =+v¢-¢
£-¢

cosd = ———,
€11 1€l
wobei ® der Winkel zwischen £ und ( ist. Das ‘innere Produkt’ £ - ¢ gibt uns daher genug Informationen, um
sowohl die Lénge eines Vekors, als auch den Winkel zwischen beliebig vorgegebenen Paaren von Vektoren zu

berechnen.

und auch

Satz 15.1. Seien v = (v1,--- ,vp) und w = (w1, -+ ,wy,) zwei Vektoren in R™ (bzgl. des kanonischen Koordi-
natensystems). Die Abbildung
s:R"xR" - R

wird wie folgt definiert:

n

s(v,w) EU%;JEZviwi

=1

Dann gilt
L v (w+8=v-wt+v-§ R
76



2. (wH+& v=w-v+&- v,
3 z(v-w)=(2v) w=v-(2w), VreR.

Beweis. trivial. (]
Allgemeiner:

Definition 57. Sei F' ein Korper und V', W Vektorrdume iiber F. Eine Abbildung s : V X W — F heifit
Bilinearform, falls die folgenden Eigenschaften fiir beliebige &,&1,& € V, (,(1,( € W und a € F gelten:

(BFl) 8(51 + 525 C) = 8(51, g) + S(§2a g)
s(ag, ¢) = as(§, C),

(BF2:) s(§, ¢+ C2) = s(§,¢1) +5(€,¢2)
s(€, aC) = as(§, Q),

Die Abbildung s heifit symmetrisch, falls V' =W und falls gilt:
(SBF:) s(£,¢) = s(¢,€), V&, (€ V.

Sei nun s: V x W — F eine Bilinearform. s heifit nicht ausgeartet, falls gilt:!
(DP1:) aus s(§,¢) =0, V¢ € W folgt stets £ =0,
(DP2:) aus s(£,¢) =0, V¢ € V folgt stets ¢ = 0.

Sonst ist s ausgeartet.

Falls F' der besondere Korper C (die komplexen Zahlen) ist, dann gibt es weitere Moglichkeiten fiir die Festlegung
von technischen Begriffen. Sei f : V. — W eine Abbildung zwischen zwei Vektorrdumen iiber C. f heifit
semilinear, falls fiir beliebige &,&1,&2 € V und z € C gilt:

(SLL:) f(& +&2) = f(&) + f(&2),
(SL2:) f(28) =Zf (&)

Sei f: V — W eine semilineare Bijektion. Dann heif3t f ein semi-Isomorphismus. Sei s : V x W — C eine
Abbildung, wobei V und W Vektorrdume iiber C sind. s heifit Sesquilinearform, falls gilt:

(SF1:) Die Abbildung s(-,¢) : V — C, definiert durch die Regel £ — s(&, (), ist fiir jedes ¢ semilinear,
(SF2:) Die Abbildung s(&,-) : W — C, definiert durch die Regel ¢ — s(&, €), ist fiir jedes ¢ eine lineare Abbildung.

Sei jetzt s: V x V — C eine Sesquilinearform. s heifit Hermitesche Form, falls gilt:

(HF:) s(¢,0) = s(C,€), V&, C e V.

Bemerkung. Sei s: V x V — C eine Hermitesche Form. Dann ist

s(§,€) = s(¢,6)
(nach Eigenschaft HF). Folglich ist s(£,€) € R. Sei daher

s:V xV — {entweder C(oderR)}

eine Hermitesche (bzw. symmetrische) Form. s heifit positiv definit, falls s(£,£) > 0, V&/not = 0.

Definition 58. Sei s : V x V — F eine positiv definite Form (wobei F' = entweder R oder C und V ein F
Vektorraum ist) so, dafi s entweder symmetrisch oder Hermitesch ist (je nachdem, ob F' = R oder C). Dann
heifit s ein Skalarprodukt in V. Man schreibt (,) : V x V — F. D.h. s(§,¢) = (&, ().

Beispiele:
1. v=(v1,...,0n), w = (wy,...,w,) € R™.
w1
t w2 -
(V,w) =v" - w = (v1,v2,...,0p) " ) :Zijj
: =
wy,

IDP = ‘dual pairing’
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2. Fiir den Hermiteschen Fall, seien v = (v1,...,v,), und w = (w1, ...,w,) in C™. Dann ist

w1
wa n
(W) =" w= L0, T) | . | =D T,
j=1
W,

Dies sind die kanonischen Skalarprodukte in R™ bzw. C™.

Definition 59. Sei V ein Vektorraum iiber R mit Skalarprodukt (, ). Dann heifit V ein Euklidischer Vektorraum.
Falls V' ein Vektorraum iiber C ist, mit Skalarprodukt (,), dann heifit V' ein unitdrer Vektorraum.

Warum nehmen wir diese ‘semilineare’ Regel fiir Skalarprodukte in dem komplexen Fall, statt die einfachere
‘bilineare’ Regel? Die Antwort ist, dal wir Skalarprodukte eigentlich nur definiert haben, um die ‘Lange’ von
Vektoren zu definieren. Die Lénge eines Vektors £ ist nédmlich [|€]] = /(§,€). In R™ sei £ = (21,...,2y,). Dann
ist

n

1€l = V(€€ = | D a2 =D |zl
1=1

i=1

Fiir alle reellen Zahlen x € R gilt natiirlich stets 22 = |z|?; d.h. das Absolutbetragzeichen kann einfach ignoriert
werden. Diese Bequemlichkeit gibt es bei den komplexen aber Zahlen nicht! Nehmen wir z.B. die ‘einfachste’
imagindre Zahl i (= v/—1). In der Darstellung der komplexen Zahlen in R? mittels Polarkoordinaten haben
wir ¢ = (0,1) = (1-cos(n/2),1-sin(r/2)). D.h. die Lénge des ‘Vektors’ ¢ ist ||i]| = 1, und der Winkel zur reellen
Achse ist 7/2. Aber i2 = (v/—1)2 = —1 = —||i||?. Im allgemeinen gilt ||z||?> = Z - 2 fiir alle z € C. Daher ist die
Lénge eines Vektors ¢ = (z1,...,2,) im komplexen Raum (d.h. z; € C, Vi =1,...,n, oder ¢ € C") einfach

1K= | D lzll2= | D 7z = V(0.
i=1 =1

Nun, wir haben das Wort ‘Lénge’ immer wieder benutzt. Der mathematische Fachbegriff heifit ‘Norm’.

Definition 60. Sei F' = R oder C und sei || - || : F — R der Absolutbetragsfunktion in F. Wir betrachten ein
Vektorraum V iiber F. Eine Abbildung || - || : V' — R heifit eine Norm auf V, falls gilt:

(N1:) |lav|| = |lal| - ||v]], fir alle a € F und v € V,

(N2) |lv+w| <|v|]| + ||lw| (die Dreiecksungleichung),

(N3:) |lv|=0<v=0.

V' versehen mit der Norm || - || heifit ein normierter Vektorraum.

Satz 15.2 (Cauchy-Schwarz Ungleichung). Sei V' ein Euklidischer (bzw. unitirer) Vektorraum. Sei || - || :
V — R definiert durch die Regel ||[v|| = \/{v,v), fiir allev € V. Dann gilt | (v, w)|| < ||v||- |||, fir alle v,w € V.

Insbesondere gilt ||[{v,w)|| = ||v| - ||lw| & v, w linear abhdingig sind.

Beweis. Da die Quadratwurzelfunktion monoton ist, brauchen wir nur zu zeigen, daf} ||{(v,w)||? < (v, v) - (w,w).
Nun, falls w = 0, dann ist (v,w) = (w,w) = 0, da (-) bilinear (bzw. semilinear) ist. Dann ist sicherlich 0 < 0 =
(v,v) - 0. Sei daher angenommen, dafl w # 0. Folglich ist (w,w) # 0, da ein Skalarprodukt positiv definit ist.
Nehme jetzt

€eR (bzw. C).

Dann gilt
(v —aw,v — aw) (da positiv definit)
= (v,v—aw) + {(—aw,v — aw)
(
(

v, V) + (v, —aw) + (—aw, V) + {(—aw, —aw)

= (v,v) — alv,w) — alv,w) + aa{w,w)
—— —— ——
(v,w)-(v,w) (v,w) - (v,w) (v,w) - (v,w)
(w,w) (w,w) (w,w)
=0
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Daher
0< <U3U> ' <waw> - <U7w> : <U7w> .
—_———
lI(v,w)lI?
Wann gilt die Gleichheit? Falls w = 0, dann gilt sie. Aber falls w # 0, dann gilt die Gleichheit, falls

0 = (v—aw,v—aw)
& v—aw=0 (da Skalarprodukte positiv definit sind)
S v=aw
S v,w linear abhéngig
(]
Korollar 15.2.1. Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann besitzt V' eine Norm, ndmlich || - || : V — R,
gegeben durch ||v|| = \/(v,v), fiir beliebige v € V.
Beweis. ||v+ w|| < ||v|| + ||w]| folgt aus der Cauchy-Schwarz Ungleichung, und zwar:
lv+w|? = W4wv+w)
= (0,0) + (VW) + (W) + (w,w)
< (w0 + [{v, ) + [, )| + {w,w)
= (v,0) +2[(v,W)[ + (w,w)
< (w0 + 2|y - lw] + {w, w) (Cauchy-Schwarz Ungleichung)
= (vl + llwl)*.
Die erste Ungleichung hier folgt, da (v, w) + (w,v) eine reelle Zahl sein muf.
Nun, |lav| = |la| - ||v]|, fir @ € F ist klar. Fiir die positiv Definitheit gilt:
v =0< v/ {v,v) =0< (v,v) =0 v=0.
O

15.1 Beispiele fiir Normen

Die Standardbeispiele sind natiirlich unsere gewohnlichen Vektorrdume R™ und C™, versehen mit Normfunktio-
nen, die den Langen von Vektoren entsprechen. Es gibt aber auch einige andere Normen, die in der Mathematik
immer wieder vorkommen. Insgesamt spielt dieser Begriff eine aulerordentlich wichtige Rolle in der gesamten
modernen Analysis.

1. Seietwa F[g 1) die Menge der beschrdinkten Funktionen vom Standard-Einheitsintervall in die reellen Zahlen.
(Beschrankt heifit, daf die Menge {|f(z)| : = € [0,1]} (fiir jedes f € Fjo 1)) eine obere Schranke besitzt.
Wir definieren

[fllo = lub{[f ()] : = € [0,1]}.
Dann ist || - [lo : Fjo,1] — R eine Norm. Denn (N1) und (N3) sind trivialerweise erfiillt. Fiir (N2) seien
f, g < ]:[071]. Dann ist
1 + gllo = lub{[f () + g(z)| - x € [0, 1]}.
Um einen Widerspruch zu erzeugen, sei angenommen, da8 ||f + gllo > [|fllo + |lgllo- D-h. 3 2o € [0,1]
mit |f(zo) + g(zo)| > || fllo + |lgllo- D-h. fiir alle moglichen Zahlen a,b € [0, 1] wére |f(zo) + g(zo)| >

|f(a)|+|g(b)|. Dies stimmt aber nicht, da |f(xzo) 4+ g(zo)| < |f(x0)| + |g(z0)| nach der Dreiecksungleichung
fiir reelle Zahlen.

2. |I'llm : R™ — R wird auf R™ wie folgt definiert. Fiir jedes £ = (1, ..., xy) sel ||£]|m = maz{|z1],...,|za|}.
Wieder sind (N1) und (N3) trivialerweise erfiillt. Fiir (N2) seien v,w € R™. Es gilt

lv+wl

maz{|vy +wil,. .., |vn +wn|}

maz{[vi| + [wil,. .. [on] + [wn[}

IAIA

max{|vil, ..., |vn|} + maz{|wi], ..., |wn|}

= vl + llwllm
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Zum Schlufl noch einen weiteren Begriff, der auch sehr wichtig in der Analysis ist, ndmlich metrische Rdume:
Definition 61. Sei M irgendeine Menge. Eine Abbildung

d:MxM—R

heifit eine Metrik, falls gilt:
1. d(z,y) =0 z=y, Vr,ye M,
2. d(z,y) =d(y,z), Vx,ye M,
3. d(x,z) < d(z,y) +d(y,z), Vz,y,z€ M.
Eine Menge, die versehen ist mit einer Metrik, heifit ein metrischer Raum.
Satz 15.3. Jeder normierte Vektorraum V|| - || ist ein metrischer Raum mit Metrik d(z,y) = ||z — y||.
Beweis. (i) und (ii) sind trivial. Zu (iii).
d(z,2) = [lz -zl = |z —y)+(y—2)
< lz—yll+1lly -l (Cauchy-Schwarz)
= d(z,y) +d(y, 2)

O

Aber der Begriff ‘Metrik’ ist sehr viel allgemeiner als der Begriff ‘Norm’. Nehmen wir z.B. die sphérische
Geometrie. Die n-dimensionale Sphire ist

St={xe R lz]| = 1}.

Nun, S™ ist offensichtlich kein Vektorraum. (Z.B. S™ ist kompakt, aber jeder nicht-triviale Vektorraum iiber
R ist nicht kompakt.) Andererseits ist jede S™ ein metrischer Raum. Der ‘Abstand’ zwischen zwei Punkten
x,y € S™ ist die Lénge (einer) der kiirzesten Verbindungsstrecken entlang einem ‘Grofikreis’ von x nach y.

Der ‘Abstandsbegriff’ wird noch weiter verallgemeinert, wenn es darum geht, ‘topologische Rdume’ zu defi-
nieren. Jede Metrik ist eine “Topologie’, aber nicht umgekehrt. Dies ist der iibliche Grad der Verallgemeinerungen
in der modernen Mathematik, wenn es darum geht, {iber ‘Geometrien’ zu sprechen. Diejenigen, die Lust haben,
solche Ideen weiter zu verfolgen, konnen die Vorlesung ‘Topologie’ in den nichsten Semestern hohren.
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Kapitel 16

Symmetrische und Unitare Matrizen;
Orthonormalbasen

Definition 62. Sei A = (a;;) € M(n x n;R) eine n x n Matrix von reellen Zahlen. A heiit symmetrisch, falls
A = A" dh. ai; = aj, Vi,j € {1,...,n}. Andererseits, sei B = (b;;) € M(n x n;C) eine n x n Matrix von
komplexen Zahlen. B heifit Hermitesch, falls B = Et; d.h. by = bji, Vi, j € {1,...,n}.

Bemerkung. Wegen R C C gilt M(n x n;R) C M(n x n; C). D.h. eine reelle Matrix ist auch eine komplexe
Matrix. Daher gilt fiir A € M (n x n; R) =: falls A symmetrisch, dann ist A auch Hermitesch.

Satz 16.1. Sei s: R™ x R™ — R eine symmetrische Bilinearform auf R™ und sei {e1,...,€e,} die kanonische
Basis fir R™. Die Matrix A € M(n x n;R) wird wie folgt definiert: A = (a;;), wobei a;; = s(€;,€;), Vi, 7.
Dann ist A symmetrisch. Umgekehrt sei A irgendeine symmetrische Matriz in M (n x n;R). Die Bilinearform
s: R"xR"™ — R, definiert durch die Regel s(€;,€;) = a;j Vi, j, ist symmetrisch. (D.h. es existiert eine Bijektion
zwischen der Menge der symmetrischen n x n Matrizen und der Menge der symmetrischen Bilinearformen auf
R™.)

Beweis. s: R x R™ — R ist symmetrisch

< Qi = S(Ei,6j> = s(ej,ei) = ajj

& A ist symmetrisch.

O

Korollar 16.1.1. (i) Der Satz gilt auch fiir symmetrische Matrizen iber Korpern im allgemeinen. (ii) Fir den
besonderen Korper C gilt ein analoger Satz iber Hermitesche Matrizen und Hermitesche Formen.

Bisher haben wir stets die kanonische Basis fiir unsere Argumente genommen. Es ist aber wichtig, eine
Methode zu finden, um auch andere Basen einzubeziehen, um letzten Endes die geometrischen Ideen von ‘Langen’
und ‘Winkeln’ festzulegen, unabhéngig von irgendeiner bestimmten Basis.

Definition 63. Sei V ein (endlich dimensionaler) Vektorraum iiber dem Koérper F' (F' = R oder C). Sei
A = {a1,...,a,} eine Basis fiir V und sei s : V x V — F eine symmetrische (bzw. Hermitesche) Form. Die
darstellende Matriz fiir s bzgl. der Basis A ist Ma(s) = (myj), 3,5 € {1,...,n}, wobel m;; = s(a, oj).

Seien jetzt £,¢ € V beliebige Vektoren. Was ist dann s(&,()? Sei € = x1a1 + -+ + zpa, und ¢ = z10q +
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<o+ zpay. Es gilt

s(£,¢)

n n
s wici, Y zio)
i=1 i=1
n n
= Z Z s(xioy, zjaj)

i=1 j=1
n n
= Zzgcis(ai,aj)zj
i=1 j=1
n n
- XS
i=1 j=1
Z1
Zn

Matrizenmultiplikation

Satz 16.2 (Transformationsformel). Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum dber dem Korper F. Sei
s eine symetrische Bilinearform auf V' und seien A und B zwei Basen fiir V. Sei weiterhin S € GL(n, F) die
Matriz des Basiswechsels. (d.h. sei A = (a1,...,an) und B = (51,...,0n). Fin Vektor & hat die Koordinaten

ry
(x§,...,x%) bzgl. des A Systems und die Koordinaten (sc?, o, @) bzgl. des B Systems. Dann ist S - : =
Ty
«f
:|.) Sei auch A= Mu(s), B = Mg(s). Dann gilt A=S"-B-S.
@y,
Beweis. Seien 4, j beliebig in {1,...,n} und fiir jedes i sei ¢; die n x 1 Matrix
0
0
€ = 1 +— i.te Stelle .
0
0
Dann ist
s(ai,a5) = ij-te Komponente der Matrix A
= €. A. €

(S )t -B-(S-¢;)
€(S'-B-S) ¢
= ij-te Komponente der Matrix S*- B - S.

O

Korollar 16.2.1. Die Bedingungen seien wie im Satz 16.2, jedoch F' = C und ‘Hermitesch’ statt ‘symmetrisch’.
Dann giltAz?t -B-S.

Korollar 16.2.2. Seien V., W Vektorrdume iber F' und s : V. x W — F' eine Bilinearform. Seien A1 und As
zwei Basen fiir V- und By und By zwei Basen fiir W, mit Matrizen S und T, die die Basiswechsel A1 — Aa,
bzw. By — B¢ darstellen. Sei A die darstellende Matrix fiir s bzgl. Ay und By und sei B die darstellende Matriz
fiir s bzgl. Ay und Bs. Dann ist B=S'-A-T.

Definition 64. Sei s : V x V — F eine symmetrische (bzw. Hermitesche) Bilinearform. Sei die Abbildung
gs : V — F definiert durch die Regel ¢4(&) = s(,£). Diese Abbildung heiit die zu s zugeordnete quadratische
Form. Die Vektoren £ € V mit ¢5(£) = 0 heilen isotrop.
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Warum die Bezeichnung ‘quadratische Form’? Dies ist offensichtlich, nach der Darstellung s(&,£) = >°1 | 7.

Warum ‘isotrop’? Nun, das Wort kommt eigentlich gar nicht vor im alltdglichen Gebrauch. Auch im Rahmen der
Mathematik ist unsere ‘gewohnliche’ Geometrie R3, und hier (wenn wir die iibliche Bilinearform nehmen) gibt
es keine nicht-trivialen isotropen Vektoren. Aber laut Relativitéitstheorie ist die eigentliche Geometrie unserer
wirklichen Welt nicht R?, sondern M* — der 4-dimensionaler ‘Minkowski-Raum. Dies ist ein Vektorraum mit
‘kanonischer Basis’ {£, ¢, ¢, 7}, ndmlich die z- y- und 2-‘Achsen’ der ‘rdumlichen’ Dimensionen und die ¢-‘ Achse’
der ‘Zeit’. Seien v1 = (x1,y1, 21, t1) und ve = (x2,ys, 22,t2) zwei Punkte in unserer eigentlichen, reellen Welt.
Der ‘Abstand’ zwischen v; und vy ist dann!

[or —vofl = Vgs(v1 —v2)
= V(i —t2)? = (31 — 22)2 — (1 — y2)> — (21 — 22)2.
Man sieht sofort, daf ||u1 — v2]] = 0 & v = va. Im Gegenteil, ||v; — v2]| = 0 bedeutet, dal es moglich wére, vy

und vg durch einen Lichtstrahl zu verbinden.

16.1 Orthonormale Basen

Sei V ein Vektorraum iiber dem Korper F (F = R oder C) mit Skalarprodukt s : V x V — F, und sei
A = {ay,...,a,} eine Basis fiir V. Seien & = (21,...,2,) und ¢ = (z1,...,2n) zwei Vektoren in V mit
gegebenen Koordinaten bzgl. der Basis A. Welche Bedingungen muf} die Basis A erfiillen, so dafl wir einfach

(& ¢) = Z%‘%’
i=1

schreiben konnen? Die Antwort: A muf} eine Orthonormalbasis sein.
Definition 65. Sei V ein Euklidischer (bzw. unitéirer) Vektorraum.

1. Seien v und w in V. Falls (v,w) = 0, dann sind die zwei Vektoren zueinander orthogonal. Man schreibt
dann v 1 w.

2. Falls U,W C V lineare Unterrdume sind mit v | w, fiir alle v € U und w € W, dann heiflen U und W
zueinander orthogonal; U L W.

3. Sei U C V ein linearer Unterraum. Die Menge
Ut={weV:wlvVoelU}

heiit das orthogonale Komplement zu U. Trivialerweise gilt: U+ C V ist ein linearer Unterraum und
Ut LU.

Sei X C V irgendeine Teilmenge. X heifit orthogonal, falls 21 L a9, Va1, 29 € X (21 # 22).
Sei X C V orthogonal. Falls zusétzlich gilt ||z]| = 1,Vz € X, dann heiit X orthonormal.

Falls die orthonormale Menge X C V eine Basis fiir V ist, dann heiffit X eine Orthonormalbasis.

NS e

Seien Vi,...,Vi; C V lineare Unterrdume. V heifit die orthogonale Summe von Vi,... Vy, falls V =
Vig-@Viund Vi LV, Vi# .

Sei nun {aq,...,a,} C V eine Orthonormalbasis und seien £ = (z1,...,z,) und ¢ = (z1,...,2,) zwei
beliebige Vektoren in V. Dann ist

(€, ¢

(Tran + -+ + Tpoy, 21000 + -+ + Zp00y)

n n

= > zizj(ai, aj)
1

i=1 \j=

n
= > mizila, o)
i=1

n
= E Tizi
i=1

1Djes ist eine ‘normale’ reelle Zahl, falls v1 in der Zeit ‘iiber’ oder ‘unter’ vo steht. Fiir ‘normale’ raumartige Absténde ist diese
Quadratwurzel aber eine imaginére Zahl. Diejenigen, die diese Ideen weiter verfolgen wollen, sollten Physik studieren!
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Die vorletzte Gleichung folgt, da «; und «; zueinander orthogonal sind, fiir ¢ # j. Die letzte Gleichung folgt,
da stets (a;, ;) = 1. Man sieht dann, dafl gerade die Orthonomalbasen geeignet sind zur Berechnung von
Skalarprodukten. Gibt es immer solche Basen?

Satz 16.3. Sei {a1,...,q,} CV orthogonal (mit a; # 0, fiir alle i). Dann ist {aq, ..., an} linear unabhingig.

Beweis. Wir kénnen auch annehmen, dafl die Menge orthonormal ist. Falls m = 1, dann ist der Satz trivial. Sei
daher m > 1 und @107 + - -+ + @, = 0. Fiir jedes i € {1,...,m} gilt dann

0="{(a;,0) = (,aa1+ -+ amam)
= a10++az_10+a11+a1+10++am0
= a/i

O

Satz 16.4 (Schmidt’sches Orthogonalisierungsverfahren). Sei V ein endlich dimensionaler Euklidi-
scher (bzw. unitirer) Vektorraum und sei W C V' ein linearer Unterraum. Gegeben eine Orthonormalbasis
{wiy ..., wm} fiir W, dann ezistiert auch eine Orthonormalbasis {vy,...,vn} fir V mit v, = w; firi=1,...,m.

Beweis. Durch vollstdndige Induktion iiber die Zahl n—m. Nun, m ist die Dimension von W, n ist die Dimension
von V. Falls n —m = 0 dann ist m = n und W = V; wir sind schon fertig!
Sei daher m < n. Folglich ist W C V' (mit W # V'), und es existiert ein Vektor v € V' — W. Der Vektor

~:Z<Uw

i=1

heifit die senkrechte Projektion von v auf W. Insbesondere ist © € W. Sei jetzt w = v — 0. w # 0, da sonst
v € W wiire. Folglich ist ||w|| > 0. Sei w41 = |Jw| ™! - w. Dann ist

lwmtill = [l wll = lw] 7 - [lw]l = 1.
D.h. wy,41 ist normiert. Aber fiir ¢ < m in N gilt auch

(lwll - wmir,wi) = {v—

I
=
&

INgE
<
&
€
<
&

= (v,w;)— (v,w;) = 0.

Daher ist die Menge {w1,...,wWm,wmn+1} auch orthogonal (und folglich linear unabhéngig). Sei W’ C V der
lineare Unterraum, aufgespannt durch die Vektoren {w1, ..., wm,wm+1}. Wir haben dim(W') = m + 1, und die
Menge {w1, . - . ,Wm, Wm+1} ist eine Orthonormalbasis fiir W’. D.h. die Bedingungen des Satzes gelten fiir W’ und
V, jedoch mit n — (m+1) kleiner als n —m. Nach der induktiven Hypothese gibt es dann eine Orthonormalbasis
fiir V, die unsere Menge {w1,...,wm,wm+1} enthélt. Daher auch {wy,...,wmn}. O

Korollar 16.4.1. Jeder Fuklidische (bzw. unitire) Raum besitzt eine Orthonormalbasis. (Nehme einfach W =

0.)

Korollar 16.4.2. Sei W C V ein linearer Unterraum. (V Euklidisch oder unitdr.) Dann gilt V. = W & W+
(die orthogonale Summe).

Beweis. Sei B = {w1,...,wn} eine Orthonormalbasis fiir W. (m = 0, falls W = ().) Durch ein Basisergéinzungsverfahren
sel {w1, ..+, Wm, Wmt1, - - - ,wp t eine Orthonormalbasis fiir V. Wir miissen zeigen, dal B’ = {w.,41,...,wn} eine
Orthonormalbasis fiir W+ ist. Aber B’ ist schon orthonormal. D.h. es geniigt, zu zeigen, da8 B’ eine Basis fiir
W ist

Dazu sei zunéichst o = >0 1)
o= Z] 1 Sjw; schreiben, mit s; = 0 fiir j < m. Sei nun 8 = Y"; tywy € W ein beliebiger Vektor in W. Wir

kénnen wiederum [ = Zk:l tiywy schreiben, mit ¢, = 0 fiir £ > m. Folglich ist

n n
Zgjtk wj,wk = ZE

1 k=1

sjw; eine beliebige Linearkombination der Vektoren in B’. Wir kénnen auch

n
Jj=
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Die vorletzte Gleichung folgt, da (w;,ws) = 0, falls j # k, sonst ist (w;,w;) = 1. Die letzte Gleichung folgt nach
der Definition von den s; und #;. Folglich ist tatséchlich o« € W+,

Andererseits, sei @ € W+ beliebig. Da {wy, ..., w,} eine Basis fiir V ist, kénnen wir a als Linearkombination
o= 2?21 ajw; schreiben. Kann es sein, dafl a;, # 0 fiir irgendein jo < m? Falls ja, dann wére w;, € W und

(Wior @) = Y aj(wjo,ws) = ajy - 1#0.
j=1

D.h. a ¢ W+; ein Widerspruch. O

Beispiel fiir eine orthogonale Menge in einem unendlich-dimensionalen Raum

Sei F|_r,x) die Menge der stetigen Abbildungen von dem halb-offenen, halb-abgeschlossenen Intervall [—, )
in die reellen Zahlen R. Ein Skalarprodukt wird auf F|_ ) durch

gy = [ et

—T

fir f,g € Fi_r ) definiert. Mit dieser Definition (und f, g, f1, f2 € F—r.), € R) gilt:

L (axf,g) = [ (- f(t)gt)dt =z [T f(t)g(t)dt = z(f,g).
Auch (f,zg) = ([, g)-

2. (fi+ f2,9) = [T (f1+ f2)()g(t)dt
= [T _fgt)dt+ [T fa(t)g(t)dt = (f1,9) + (f2, ).

3.0 ) =0« [T _fAt)dt =0« f2(t)=0,Vt € [-m,m) & f(t) = 0,VL.

Sei jetzt Fo die folgende Menge von ‘cos’ und ‘sin’ Funktionen: Fg = {cosmt,sinmt : m = 0,1,2,...}.
Dann ist die Menge Fgo orthogonal, da ffw fg(t) =0, Vf # g in Fo. Warum? Fangen wir mit dem Fall
f(t) = sinmt, g(t) = cosnt, (beliebige m, n) an. Nun, cos ist eine gerade Funktion, wihrend sin ungerade ist.
D.h. cos(f) = cos(—0) und sin(f) = — sin(—0). Folglich ist cos(mt) sin(nt) = — cos(—mt) sin(—nt). D.h.

0 T
/ cos(mt) sin(nt)dt = 7/0 cos(mt) sin(nt)dt

—T

™ 0 ™
= / cos(mt) sm(nt)dt:/ cos(mt) sm(nt)dt—i—/o cos(mt) sin(nt)dt = 0.

—T -7

Wie ist der Fall f(t) = sinmt, g(t) = sinnt? Es gilt im allgemeinen:

cos(a — 3) — cos(a + )
5 :

sinq -sin 8 =

Folglich ist |
/77r sin(mt) sin(nt)dt =
_! {/ " cos((m — n)t)dt — / ’ COS((m+n)t)dt} Coio—o

2 -7 -7

(Die vorletzte Gleichung folgt, da cos eine ungerade Funktion ist.) Der Fall f(¢) = cosmt, g(t) = cosnt ist
ghnlich.
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Kapitel 17

Orthogonale und Unitire Abbildungen

Definition 66. Sei V ein Euklidischer (bzw. ein unitirer) Vektorraum und sei f : V' — V eine lineare Abbildung.
f heifit orthogonal (bzw. unitdr), falls

(f(), f(B) = (@, B), Va,BeV.

D.h. unter einer Euklidischen (unitéren) Abbildung bleibt das Skalarprodukt—und folglich die ‘Geometrie’—
unverédndert. Was sind Beispiele fiir solche Abbildungen? Nehmen wir zunéichst den Euklidischen Fall. Sei f :
R?> — R? eine orthogonale Abbildung. Nun, f mufl doch eine ‘starre’ Abbildung sein, die die Lingen von
Vektoren und die Winkel zwischen Vektorpaaren nicht veréindert.! Aber dafiir gibt es nur die zwei Moglichkeiten:

e f ist eine ‘Drehung’ und/oder
e f ist eine ‘Spiegelung’.

Beide Moglichkeiten haben wir schon behandelt. Wie ist es in hoheren Dimensionen? Sei f : R™ — R wieder
eine orthogonale Abbildung. Wie wir gleich sehen werden, gibt es auch hier eigentlich nur die zwei Moglichkeiten:
Drehungen und/oder Spiegelungen. Aber wer kann sich schon eine Drehung oder Spiegelung in mehr als zwei
Dimensionen vorstellen? Wir werden beweisen, dafl jede mogliche orthogonale Abbildung in R™ (n > 2) als eine
einfache Zusammensetzung von 2-dimensionalen Drehungen oder Spiegelungen verstanden werden kann.

Satz 17.1. Sei V ein endlich-dimensionaler Euklidischer oder unitdrer Vektorraum und sei f :' V — V ortho-
gonal, bzw. unitir. Dann ist f ein Automorphismus und f~1 ist auch orthogonal (bzw. unitdr).

Beweis. Fiir den ersten Teil brauchen wir nur zu beweisen, daf ker(f) = {0}. Sei daher a € V mit f(a) = 0.
D.h.
0=0,0) = {(f(@), f(a)) = (@, ) = a = 0.

Der letzte Schritt folgt, da (-, -) positiv definit ist.
Ist nun f~! tatsiichlich orthogonal, bzw. unitéir? Seien «, 3 € V beliebig. Dann sind f~1(a) und f~1(3)
eindeutige Vektoren in V. Da f schon orthogonal ist, gilt:

(f7H @), f718)) = (F(F 1)), F(FHB))) = (o, B).
O

Um festzustellen, ob eine vorgegebene Abbildung orthogonal ist, miissen wir, nach der Definition, alle
moglichen Paare («, 8) testen. Dies ist aber nicht nétig, wie das folgende Ergebnis zeigt.

Satz 17.2. Sei die lineare Abbildung f :V — V so, daf

(f(a), f(a)) = (o, ),
fiir alle « in V.. Dann ist f orthogonal (oder unitir).

Beweis. Seien (3, v beliebige Vektoren in V. Dann ist

B+vB8+7) = (B,6)+(B,7)+ V.08 + {7
= (fB+7), f(B+)
(£(B), £(B)) + (f£(B), f() + {f (), £(B)) + {f(7), (7))

IDies folgt, da das innere Produkt nach der Abbildung f unverdndert bleibt.
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Aber es gilt doch (f(8), f(B)) = (8, 8), u.s.w. Folglich ist

Wir hétten aber auch mit o — 8 statt a + 8 anfangen kénnen. Dann hitten wir die Gleichung 2im((3,v)) =
2im((f(8), f(v)) erhalten. D.h. die zwei Zahlen (3, ) und (f(8), f(v)) sind identisch, sowohl im reellen als auch
im imagindren Teil. Folglich sind sie identisch als komplexe Zahlen. (Wir haben den Beweis im unitéiren Fall
bewiesen. Der reelle Fall folgt natiirlich als einfache Konsequenz.) (]

Wie sieht es aus, wenn wir die entsprechenden Matrizen untersuchen? D.h. gegeben eine orthogonale (unitére)
Abbildung f:V — V, dann entspricht dieser Abbildung eine Matrix A € GL(n; F)? (F = R oder C).

Definition 67. Angenommen A= A~' dann heit A eine orthogonale (bzw. im komplexen Fall unitdre)
Matrix.

Was kénnen wir iiber solche Matrizen sagen? Es ist einfach zu zeigen, daf§ |det(A)| = 1. Denn A=4"1 =
A A=T , die Identitdtsmatrix.

= 1=det(I) = det(A -A)
= det(A") - det(A)
= det(A) - det(A)
= det(A) - det(A)
= |det(A)*
= |det(4)] = 1

Definition 68. Die Menge der orthogonalen n x n Matrizen heiit O(n). Die Menge der unitéren n x n Matrizen
heifit U(n). Fiir orthogonale Matrizen A gibt es nur zwei Moglichkeiten: det(A) = +1. Die Teilmenge der
Matrizen mit det(A) = +1 heiit SO(n) C O(n) (die ‘speziellen’ orthogonalen Matrizen). Analog ist SU(n) die
Menge der komplexen Matrizen A € U(n) mit det(A) = +1.

Bemerkung. Alle Mengen (O(n), SO(n), U(n) und SU(n)) sind Gruppen unter Matrizenmultiplikation.

(1) (1) > Dann ist A~! = A = A* = A". D.h. A ist sicherlich
orthogonal. Aber ist A € SO(2)? Nein! da det(A) = —1. Wir wissen schon, daf alle orthogonalen Abbildungen
eigentlich nur Drehungen oder Spiegelungen sind. Nun, es ist nicht schwer einzusehen, dafl Drehungen immer in
SO(n) sind. Folglich mufl A eine Spiegelung sein.

Als Beispiel nehmen wir die Matrix A =

Satz 17.3. Sei f : V — V eine lineare Abbildung; B = {a1,...,a,} sei eine Orthonormalbasis fiir V. Dann ist
f orthogonal (unitir) < Mp(f) orthogonal (unitir). (wobei Mp(f) die Matriz ist, die [ darstellt bzgl. B.)

Beweis. (Fiir den unitdren Fall) Es gilt: f unitir < (f(0), f(k)) = (8, k), fir alle 8, k € V. Sei 8 = biaq +
<o+ buo, und K = ciaq + - - + ¢, Dann ist

<ﬁa H> = ZEZ Gy
i=1

b1 C1
Wenn wir § und x als Spaltenvektoren darstellen: 3 = : und K = : , dann ist (3, k) = 3" - k. (Dies

by Cn

2 A muB invertierbar sein, da f ein Isomorphismus ist.
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folgt, da B eine Orthonormalbasis ist.) Aber auch

(f(B),f() = [f(B) - f(x)

Um diesen Beweis zu Ende zu fithren, brauchen wir nun das folgende Ergebnis.

Lemma. Sei M = (m;;) eine beliebige n x n Matriz. Angenommen, 3'-r = 3'- M -k, fiir alle mdglichen n x 1
Spaltenmatrizen 8 und k, dann ist M = I, die Identitdtsmatriz.

0
0
Beweis. Sei i € {1,...,n} und wihle § = k = 1 « i-te Stelle. Dann ist 8¢ -k = 1 = my. D.h. die
0
0
Hauptdiagonale von M besteht aus lauter 1-sen. Wir nehmen jetzt i # j und
0 0
0 0
8= 1 | « i-te Stelle, withrend K = | 1 | « j-te Stelle. Dann ist 5 - K = 0 = m;;. D.h. alle Matrizenele-
0 0
0 0
mente, die nicht auf der Hauptdiagonalen liegen, sind 0. O

Im Beweis des Satzes ist daher Mg(f)t - Mp(f) = I genau dann, wenn (83, k) = (f(8), f(k)), und dies ist
genau dann der Fall, wenn Mp(f) unitér ist.

Obwohl die komplexen Zahlen komplizierter sind als die reellen Zahlen, sind unitére Abbildungen und Matri-
zen doch sehr viel einfacher als die entsprechenden orthogonalen Abbildungen und Matrizen. Es ist ndmlich so,
daf fiir jede unitédre Abbildung f : V — V eine Basis B fiir V existiert, bestehend aus lauter Eigenvektoren von
f. D.h. (wenn wir uns an die Theorie vom letzten Semester erinnern) jede unitére Matrix ist diagonalisierbar.
Dies ist leider nicht der Fall bei orthogonalen Abbildungen. Z.B. eine Drehung des 2-dimensionalen Raumes
R? in sich um den Winkel © hat keine Eigenvektoren, es sei denn, ©® = 0 (mod 7). Wir werden diese eher
komplizierten orthogonalen Abbildungen etwas spéter behandeln. Zunéchst aber den einfachen unitéren Fall.

Satz 17.4. Seien V ein unitdrer Vektorraum und f : V — V eine unitire Abbildung. Dann ezistiert eine Basis
B={ai,...,a,} firV, bestehend aus Eigenvektoren von f. (D.h. f(a;) = Moy, wobei Ay,..., A, € C.)

Beweis. Sei dim (V) =n. Wir benutzen vollstdndige Induktion iiber die Zahl n. Falls n = 1, dann ist alles ganz
trivial. Wir kénnen daher annehmen, dal n > 1 und dafl der Satz stimmt fiir Vektorrdume mit niedrigeren
Dimensionen.

Sei Pf(z) € Clz] das charakteristische Polynom von f. Nach der Theorie des letzten Semesters ist A € C
ein Eigenwert fiir f genau dann, wenn Py(A) = 0. Aber nach dem Fundamentalsatz der Algebra mufl doch ein
Eigenwert, etwa A; existieren. (Es gilt grad(P;) = n > 1.) Zu diesem Eigenwert gibt es einen entsprechenden
Eigenvektor, etwa ay € V. D.h. @3 = 0 und f(a1) = Aoy Falls |Jaq|| # 1, dann kénnen wir %4 nehmen, und

el
es gilt
leY 1 o
f (_1) =L e = a0
[[cua ] ([e%1| [[cua ]

D.h. Hg—ill ist auch ein Eigenvektor mit Eigenwert A;. Wir werden daher einfach annehmen, da$ ||a;]] = 1.
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Nun, es gilt A; # 0, da f sonst kein Isomorphismus wire. Aber wir kénnen noch viel mehr sagen.

laall = Va1, a1)

(flen), flen))
(Mai, \aq)

= VMl llaall = - flaa

Sei nun W = {a1}+ = {y € V : (y,a1) = 0}. Sei v € W beliebig. Dann ist auch

M(f(),a1) = (f(v),Mar) = (f(7), flaw))
- <’75a1> = 0

Folglich ist f(y) € W; d.h. f(W) C W.
Behauptung: W+ wird durch den Vektor {a;} erzeugt (d.h. W+ ist ein 1-dimensionaler Unterraum von
V). Warum? Sei etwa B* = {a1,a3,...,ak} eine Orthonormalbasis fiir V', beginnend mit dem vorhandenen
Eigenvektor «;. (Siehe Satz 16.4: das Schmidt’sche Orthonormierungsverfahren.) Sei 3 € W+ beliebig, etwa
8 =biag + 2?22 bia}. Kann es sein, dafl ein b; # 0 fiir ¢ > 1?7 Falls etwa b;, # 0, iy > 1, dann ist sicherlich
(a1, ;,) = 0, so daB ay, € W. Aber (3, a;,) = bi, # 0, und wir haben 8 ¢ W=. D.h. unser beliebiger Vektor
B € W ist einfach 3 = byay, und folglich ist dim(W=) = 1.

Nach dem zweiten Korollar zu Satz 16.4 ist dann V = W & W+ und dim(W) =n — 1. Aber flw : W — W
(die Einschriankung von f auf die Teilmenge W C V) ist eine unitéire Abbildung, und nach der induktiven

Hypothese muf} eine Orthonormalbasis, etwa {«aa, . .., a, }, fiir W existieren, bestehend aus lauter Eigenvektoren
bzgl. flw, d.h. bzgl. f. Wir brauchen jetzt nur den ersten Eigenvektor hinzuzunehmen, und wir erhalten die
Orthonormalbasis B = {aq, ..., ay,} fir V. O

Korollar 17.4.1. Jeder unitire Matriz A ist zu einer diagonalen Matrixz dhnlich. D.h. 3 eine invertierbare
Matriz S € GL(n;C) mit S~1 - A- S diagonal. Die Diagonalelemente sind die Eigenwerte zu einer unitdren
Abbildung, die A darstellt.
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Kapitel 18

Diagonalisierung und Trigonalisierung

Alle unitidren Matrizen sind diagonalisierbar. D.h. sie sind &hnlich zu diagonalen Matrizen. Es liegt (zum Teil)
daran, dafl die komplexen Zahlen algebraisch abgeschlossen sind. In diesem Kapitel wollen wir die Sache etwas
genauer betrachten, und einen Satz beweisen iiber die genauen Bedingungen, die nétig sind, um diese Diagonali-
sierbarkeit von Matrizen zu garantieren. Fiir diese Untersuchung brauchen wir nicht vorauszusetzen, dafl unsere
Vektorrdume Skalarprodukte haben. Im Gegenteil, wir nehmen irgendeinen endlich dimensionalen Vektorraum
V iiber einem Korper F. Sei f : V — V eine lineare Abbildung mit darstellender Matrix M4 € M(n x n; F)
bzgl. einer Basis A = {a1, ..., a,}. Die Frage ist dann, wann gibt es eine Matrix S € GL(n; F) mit S=1- M4 - S
diagonal?

Nach unserer fritheren Theorie konnen wir auf jeden Fall sagen, daB, falls A diagonalisierbar ist, eine Basis
A" ={0,...,Bn} existiert, bestehend aus Eigenvektoren zu f. Die Matrix S ist die Darstellung des Basiswechsels
A— A

Allgemeiner, sei A € F' ein Eigenwert zu f. Dann ist

Eig(f; ) ={B eV : f(B) =B}

der entsprechende Eigenraum. Wir wissen, dal Eig(f; \) C V ein Unterraum von V ist. Andererseits, da A ein
Eigenwert ist, gilt Pf(A\) = 0, wobei Py das charakteristische Polynom ist. X ist eine Nullstelle von Py. Sei daher
nyx € N die groBite Zahl mit Pr(x) = (x — X)™ - Q(z), wobei Q(z) € F|x].

Definition 69. n) heifit die algebraische Vielfachheit und dim(Eig(f; X)) heifit die geometrische Vielfachheit
des Eigenwertes .

Satz 18.1. ny > dim(Eig(f; ).

Beweis. Sei Eig(f;\) =W C V und sei {01,...,Om} eine Basis fiir W. Jedes (; ist dann ein Eigenvektor fiir
f mit Eigenwert A\. Nun sei (mittels Basiserginzungssatz) B = {01, ..., Bm, Bm+1, - - -, On} eine Basis fiir V. Die
Matrix, die f darstellt bzgl. dieser Basis, ist

MB: 0 A ;

0 A

wobei der linke obere Block eine ny x ny Untermatrix ist. Wir haben schon gesehen, dafl das charakteristische
Polynom fiir solche Matrizen die Gestalt

Pr(x) =(A—x)™ -det(A — L,—n»)
hat. Nun, Mg ist dhnlich wie M 4; folglich sind die charakteristischen Polynome identisch. O
Satz 18.2. Fs gilt
1. f:V =V ist diagonalisierbar <

2. Das charakteristische Polynom zerfdillt in lineare Faktoren und ny = dim(FEig(f;\)) fiir alle Eigenwerte
A&

3. V=Fig(f;\1)® - Eig(f; \m), wobei A1, ..., Ay die verschiedene Figenwerte sind.

90



Beweis. Wir werden die Kette (i) = (i7) = (i9i) = (i) beweisen.

Sei f diagonalisierbar. = 3 eine Basis B = {f1, ..., 8.} bestehend aus Eigenvektoren, mit
A1 0 0
0 A1
Mp(f) =
Am 0
0 0 Am

= das charakteristische Polynom fiir f hat die Gestalt
Pp(x) = (A =)™ - (A — )"

wobei die algebraischen und geometrischen Vielfachheiten fiir \; identisch sind, fiir alle i = V = Fig(f; A1) @
< EBig(f; Am), danx, +---+ny,, =n=dim(V) = f ist diagonalisierbar, und zwar erhilt man eine Basis aus
Eigenvektoren, wenn man jeweils Basen zu den einzelnen Eigenrdumen Fig(f; \;) wéhlt. O

Beispiel: Sei f : R?> — R? eine Drehung des 2-dimensionalen Raumes mit darstellender Matrix
cosf —sinf
sinf  cosf

bzgl. der kanonischen Basis, wobei 6 # 0 mod 7. Dann ist das charakteristische Polynom

Py(z) = (cosf — x)* + (sin#)? = (cos® § + sin® §) — 2z cosf + 22

=22 —2xcosh +1,

wobei cos? 0 < 1. Nach der bekannten Formel

T =cosf £ +/cos20 —1

hat dieses Polynom offensichtlich keine Nullstellen in R; folglich ist die Drehung nicht diagonalisierbar.

Es ist jetzt klar, daf viele Matrizen nicht diagonalisierbar sind. Man fragt sich dann, ob wenigstens Trigona-
lisierbarkeit erreichbar ist. D.h. gegeben eine n x n Matrix A, gibt es eine invertierbare Matrix S € GL(n; F') mit
S~1.A.S in der oberen Dreiecksform? Aber sogar die Trigonalisierbarkeit ist nur unter speziellen Umstinden
gewihrleistet. (Und orthogonale Matrizen sind im allgemeinen auch nicht trigonalisierbar!) Trotzdem ist die
Frage nach der Trigonalisierbarkeit eine sehr verniinftige Frage, wegen der folgenden einfachen algebraischen
Aussage.

Satz 18.3. Fine Matriz A € M(n x n; F) ist genau dann trigonalisierbar, wenn das entsprechende charakteri-
stische Polynom in lineare Faktoren zerfillt:

det(A—2xl)= (M —z)- - (A — 2).

Einfache Folgerung: Nach dem Fundamentalsatz der Algebra ist jede quadratische Matrix iiber C trigonali-
sierbar. Es gilt aber viel mehr. Wir werden spéter sehen, daf} jede solche Matrix zu einer Matrix in der besonders
einfachen ‘Jordan Normalform’ dhnlich ist.

Beweis. (des Satzes 18.3) Angenommen, A sei trigonalisierbar. Folglich hat A dasselbe charakteristische Po-
lynom wie eine Dreiecksmatrix, etwa D. Dann ist auch D — xI eine Dreiecksmatrix und det(D — zI) ist das
Produkt der Elemente entlang der Hauptdiagonalen. D.h. das charakteristische Polynom ist ein Produkt von
linearen Faktoren der Art (d;; — x).

Umgekehrt, sei angenommen, daf das charakterische Polynom det(A — zI) in lineare Faktoren zerfillt, etwa

det(A—zl)= (A —x) - (A — ).

Wir benutzen Induktion iiber die Zahl n. Falls n = 1, dann ist alles trivial. Sei daher n > 1. Wir wissen,
dafBl A\; ein Eigenwert zur zugrundeliegenden linearen Abbildung f : V' — V ist (wobei V ein n-dimensionaler
Vektorraum iiber F' ist). Sei oy ein nicht-trivialer Vektor im Eigenraum Eig(A1; f). Sei B = {a1,52,...,0n}
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eine Basis fiir V, die a; enthilt (Basisergiinzungssatz). Wie sieht die Matrix aus, die die Abbildung f bzgl. der
Basis B darstellt? Es gilt

A x e .
0 b11 b1 (n—1)

Mp(f)=1] . . ;
0 b(n—l) 1 e b(n—l) (n—1)

wobei B = (b;;) eine (n—1) x (n—1) Matrix tiber F ist, und ‘’ ist vielleicht 0, aber vielleicht auch nicht 0. Warum
hat Mg(f) diese Gestalt? Einfach weil die Spaltenvektoren aus den Koordinaten der Vektoren f(ay) bzw. f(5;)
(¢ > 1) in der Basis B gebildet sind. Nun, wir wissen eigentlich nichts iiber die Koordinaten von f(/3;)—daher sind
alle Spaltenvektoren in Mp(f) aufler den ersten ziemlich beliebig. Aber zumindest hat der erste Spaltenvektor
eine besondere Form; némlich alle Koordinaten sind Null auler den ersten. Was ist det(Mg(f)—=I) fiir Matrizen
mit solchen ersten Spaltenvektoren? Nach unserer Theorie ist das charakteristische Polynom (A; —2)Q(z), wobei
Q(z) das charakteristische Polynom zur Matrix B ist. Aber Q(z) 148t sich auch in Linearfaktoren zerlegen. Eine
einfache Induktion bringt uns dann zum Schluf}, und zwar sei Vi, C V' der Unterraum, erzeugt durch die Vektoren
{Bay...,Bn}, und sei fy : Vi — Vi die folgende lineare Abbildung. Sei 8 = Y., b;3; ein beliebiger Vektor in V.
Aber auch 8 € V. Was ist f(3)? Es gibt irgendeine Darstellung in unserer Basis B, etwa f(3) = a1a1+Y ., ¢ 5;.
Dann wird f.(3) definiert als f(3) = >, ¢;3;. Offensichtlich ist die darstellende Matrix Mg, (f+) = B, wobei
B. = {f2,...,0n}. Nach der induktiven Hyphothese existiert eine neue Basis A. = {ag,...,a,} mit M4, (fs)
in der oberen Dreiecksform. Dann ist sicherlich M 4(f) in der oberen Dreiecksform, wobei A = {aq,...,a,}. O

Die Basis A dieses Beweises ist im allgemeinen keine Basis von Eigenvektoren. Trotzdem ist die Gestalt von
A von einer ganz besonderen Art, und wir machen daher eine Definition dazu.

Definition 70. Sei Vo C V3 C -+ C V,,—1 C V,, = V eine Kette von Unterrdumen mit dim(V;) = i fiir jedes
i. Jede solche Kette heifit eine Fahne. Sei f : V — V eine lineare Abbildung. Die Fahne heifit f-invariant, falls
f(Vi) C V;, fiir alle 4.

Offensichtlich ist f trigonalisierbar genau dann, wenn es eine f-invariante Fahne gibt.
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Kapitel 19

Mehr iiber Orthogonale Abbildungen

Im vorletzten Kapitel haben wir gesehen, dafl jede unitéire Abbildung f : V' — V ‘diagonalisierbar’ ist; d.h. es
existiert eine Basis B fiir V, bestehend aus lauter Eigenvektoren unter f.! Dies gilt aber nicht fiir orthogonale
Abbildungen. Eine orthogonale Abbildung ist eine Abbildung des reellen Raumes in sich selbst, die die ‘Geome-
trie’ (d.h. die Langen und Winkel zwischen Vektoren) unveréndert 14t. Unsere normale Anschauung lehrt uns,
dafB die einfachen Drehungen des 2-dimensionalen Raumes R? im allgemeinen keine Eigenvektoren besitzen. Wir
konnen trotzdem sehr viel iiber die orthogonalen Abbildungen sagen. Als erstes brauchen wir noch ein weiteres
Ergebnis iiber die Algebra der Polynome.

Satz 19.1. Sei P(z) € R[z] ein Polynom mit reellen Koeffizienten. Dann ist P(x) = Xo- (A1 —x) -+ (As — ) -
Q1(z) -+~ Q(z), wobei N\; € R fiir alle 0 < i < s und Qj(x) = 2% + ajz + b; fir alle 1 < j < t, wobei a; und
bj eR.

Um diesen Satz zu beweisen, brauchen wir zuerst einige andere Ergebnisse.

Lemma (A). Sei A € C eine komplexe Zahl, die eine Nullstelle des Polynoms P(x) € R[z] ist. (D.h. P(X\) =0.)
Dann st auch \ eine Nullstelle des Polynoms.

Beweis. Sei P(z) = Y. a;z'. Da X eine Nullstelle ist, gilt > ja;A\* = 0. Aber die Zahl Null ist eine reelle
Zahl. Daher ist . .
0=0=PN) =Y @ XN=Y a X =P,
i=0 =0

Dies folgt, da @; = a4, fiir a; € R, und N=X gilt fiir alle komplexen Zahlen. O

Lemma (B). Sei A € C — R eine Nulistelle von P(z) € R[z]. (D.h. X\ ist definitiv nicht reell.) Dann ist
P(x) = Q(z) - T(x), wobei Q(x) = x? + ax + b € R[z] und T'(z) € Rlz] mit grad(T) = grad(P) — 2.

Beweis. Da sowohl ) als auch A Nullstellen sind und A # X\, gilt P(z) = (A—z)- (A —x)-T(x). (sieche Kapitel 13
iiber den Fundamentalsatz der Algebra) Es geniigt daher zu zeigen, daf§

A—z)- A—2)=2*+ax+b
mit a, b € R. Sei nun etwa A = ¢+ di, mit ¢, d € R. Es gilt
(=N -(x—=X) = (x —c—di)(x —c+di) = x> = 2cx + (* + d*).
Setze daher a = —2c und b = ¢? + d?. O

Beweis. (Satz 19.1) Folgt durch Induktion iiber grad(P). Falls grad(P) < 1, dann ist die Aussage trivial. Da
nun P € R[z] C Clz], gilt der Fundamentalsatz der Algebra, und es existiert eine Nullstelle A € C. Falls A ¢ R,
dann ist, nach Lemma B, P(z) = Q(z) - T(z), wobei Q(z) = 22 + az + b € R[z], und wir brauchen daher die
induktive Hypothese nur auf T'(z) anzuwenden. Falls A € R, dann ist P(x) = (A —x) - T'(z), wobei T'(x) € R[x]
und grad(T) = grad(P) — 1. Eine einfache Induktion bringt uns wieder zum Schlu8. O

0o C
BeM(rxnrF),CeM(sxs;F),n=r+sund X € M(r x s; F) beliebig. Dieses relativ triviale Ergebnis habe ich im Skript
nicht explizit bewiesen. Dafiir braucht man aber nur zu bemerken, dafl sowohl B als auch C' durch elementare Spaltenoperationen
in Dreiecksmatrizen umgeformt werden kénnen. Danach werden die Determinanten bestimmt durch Multiplikation der Elemente
entlang der Hauptdiagonalen. Aber die besondere Form der (r+s) X (r+s) Matrix A erlaubt eine Umformung in eine Dreiecksmatrix
mittels der genau entsprechenden (r + s)-Spaltenoperationen.

Tch habe dort die Tatsache benutzt, daB det(A) = det(B) x det(C), falls A € M(n x n; F) ist, wobei A = (B X), fiir
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19.1 Der Satz von Cayley-Hamilton

Um weiter zu kommen, miissen wir noch ein weiteres Standardergebnis behandeln.

Satz 19.2. Sei V ein (endlich-dimensionaler) Vektorraum tber F, wobei F = R oder C. Sei f : V — V
irgendeine lineare Abbildung und sei Pr(x) das entsprechende charakteristische Polynom. Dann ist P¢(f) : V —
V' die triviale Abbildung, die alle Vektoren auf den Nullvektor abbildet. D.h. (sozusagen) Pr(f) = 0.

Beispiel f : R* — R? gegeben durch f((x1,22)) = (1 +2, 22), fiir alle (x1,22) € R?. Dann ist bekannterweise

die Matrix ((1) 1) die darstellende Matrix fiir diese Abbildung. Folglich ist P¢(x) = (1 — z)? = 22 — 2z + 1.

Was ist dann Py(f)? Nichts anderes als die lineare Abbildung f? — 2f +id : V. — V (Die lineare Abbildung
id : V — V ist die Identitéitsabbildung.) Aber

(f? = 2f +id)(x1,29)
= f2((z1,22)) = 2f (21, 22)) + id(x1, 22)
= f((z1 + 22, 22)) — 2(z1 + 32, 22) + (21, 72)
= ((x1 + 22) + 72, 2) — (2(1 + T2), 222) + (21, T2)
= ((x1 + 22 + @2 — 2(x1 + 22) + 21,22 — 222 + T2)
=(0,0) =0 € R?,

fiir beliebige (z1,2) € R2. Daher stimmt der Satz von Cayley-Hamilton, zumindest in diesem Beispiel.

Beweis. (Satz 19.2) Falls FF = C, dann ist Pf(z) € Clz], und nach dem Fundamentalsatz der Algebra ist
Pi(xz) = (M —x)--- (A — ), wobel A1,..., A, € C. Wir benutzen Induktion iiber die Zahl n. Falls n = 1,
dann ist alles klar (jeder Vektor o € V ist dann ein Eigenvektor (f(a) = A1), und der Satz von Cayley-
Hamilton ist einfach die Aussage Pr(f)(a) = (M — f)(a) = Mia — f(«) = 0.) Falls n > 1, dann ist die Sache
etwas komplizierter. Nach unserem Satz iiber die Trigonalisierung muf} eine Basis B = {aq,...,a,} fir V
existieren, mit der Eigenschaft, dal Mp(f) (die Matrix, die f darstellt, mittels B) eine Dreiecksmatrix ist. Sei
nun § = Y1 | bjoy; € V beliebig. Wir miissen zeigen, dafl

Pr(f)(B) = Pf(f)(z bio;) = Zbipf(f)(ai) —0.

(Die zweite Gleichung folgt, da Py(f) eine lineare Abbildung ist.) Offensichtlich geniigt es, zu zeigen, daB
Pr(f)(a;) =0, fiir alle i.

Fiir jedes i sei daher V; C V der Unterraum, der erzeugt wird durch die Vektoren {a1,...,a;}. Wenn wir
die Matrix Mpg(f) anschauen, dann sehen wir sofort, dafl insbesondere f(V,,—1) C V,,—1. (Allgemeiner gilt:
Vi C---CV, =V isteine f-invariante Fahne.) D.h. f|Vn71 : Viie1 — Vi1 ist eine lineare Abbildung, und nach
der induktiven Hypothese ist Pz, (fjv,_,)(7) = 0 und folglich

Pr(f)(v) = An = f) - i = [)Xi = f) - (A = ) (),

Priv,

fir alle v € V,,—1. Da alle a; € V,,_q, fiir j < n, brauchen wir nur zu zeigen, dafi Pr(f)(a,) = 0. Aber
flay) = Apay, + Aw, wobel w € V,,—1 und A, € C. Daher ist

Py (f)(an) (A= 1) (A = f))(an)
= (M=) Quer = )Anan — flan))
= (M —=f) -1 = ) Anan — Anan — Aw)
= (=0 Qur = A

«W)
= M =1 Qe = )W)
= MPpy, (fivei)w) =0.

Soviel fiir den Fall F = C. Wie ist es, wenn F' = R? Nun, es gilt R C C; daher kénnen wir sagen, daf§ der
Vektorraum V', der eigentlich ein Vektorraum iiber R ist, auch ein Vektorraum tiber C ist. Das charakteristische
Polynom Py(z) mufl dann als Polynom mit komplexen Koeffizienten betrachtet werden (Py(z) € Clz]). Aber
gliicklicherweise ist Py(z) = det(A —zI), wobei A € M(n xn;R) C M (n x n; C); folglich ist doch Pr(z) € R(z)
ein Polynom mit nur reellen Koeffizienten. Aber wir haben gerade bewiesen, daf§ die lineare Abbildung Py(f) :
V — V die Nullabbildung ist (P;(f) = 0). Keine echten komplexen Zahlen kommen vor in Py(f), und daher ist
Ps(f) : V — V auch eine lineare Abbildung fiir V' als reellen Raum. O
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Satz 19.3. Sei V ein (endlich-dimensionaler) Vektorraum tber R und sei f : V. — V irgendeine lineare
Abbildung. Dann gibt es einen f-invarianten Unterraum W C V mit dim(W') < 2.

Beweis. Wir kénnen annehmen, da§ dim(V) > 2, da sonst alles doch trivial wire. Nach Satz 19.1 ist
Pr(@) = Ao (A =) - (As —2) - Qo(2) - Qu (),

wobei \; € R fiir alle 0 < i < s und Q;(z) = 2* + ajz + b; fiir alle 1 < j < ¢, wobei a; und b; € R. Falls s > 1,
dann ist Ay ein Eigenwert, und es existiert ein Eigenvektor ay, mit f(ay,) = Ay, . In diesem Fall sei W der
Unterraum, erzeugt durch den Vektor ay, alleine.

Falls s = 0, dann ist auf jeden Fall grad(Q;) = 2, fiir alle 4. Sei @ # 0 irgendein nicht-trivialer Vektor
in V. Dann ist Pr(f)(a) = Qu(f) - Q1(f)(a) = 0. Wir definieren ¢ Vektoren in V wie folgt. Fiir jedes ¢ ist
a; = Qi(f) - Q1(f)(). Sei nun i, die kleinste Zahl mit a;, /not = 0, jedoch a;, 11y = 0. D.-h. Q4 41(i, ) =0,
jedoch «;, # 0. Sei W der Unterraum von V', erzeugt durch die zwei Vektoren {c,, f(a;,)}. Dann ist W f-
invariant. Warum? Sei etwa Q;,+1(f) = f? + af +b. Dann ist Q;, +1(i,) = f(f(au,)) + af(a:,) + ba;, = 0.
D.h. f(f(eu,)) = +af(a.,) + ba;, € W, aber auch f(«a;,) € W. O

19.2 Zuriick zu orthogonalen Abbildungen

Satz 19.4. Sei A € M(n x n;R) eine orthogonale Matriz. Dann ist A zu einer Matriz A* dhnlich, wobei
+1

+1

A* .'. ,

Ay

cost; Fsinb;

und A; = (sin 0; =+cosb;

), 0; € [-m,m) firi=1,...,k.

Beweis. Sei f: V — V die lineare Abbildung, die durch die Matrix A dargestellt wird bzgl. einer vorgegebenen
Basis B. Angenommen, f besitzt den Eigenvektor a. Dann ist etwa f(a) = Aa. Was ist A7 Es gilt (o, ) =
(f(c), f(a)) = (A, \a) = A?(a, a). Folglich ist A2 = 1. D.h. A = £1. () ist eine reelle Zahl!) Nun, mit dieser
Erkentnis werden wir unseren Beweis mittels Induktion iiber n (= dim(V)) fithren. Falls n = 1, dann gibt es
auf jeden Fall einen Eigenvektor, und die Matrix A ist eine (1 x 1) Matrix, ndmlich A = A, = (£1). Sei daher
n > 1. Nach Satz 19.3 (und einer weiteren Sekunde Nachdenken) ist klar, dafl

V=X1®--oX;soV1® -0V ®Z1 D D Zg,

wobei alle X; und Y; 1-dimensionale Unterrdume sind, erzeugt durch Eigenvektoren mit Eigenwerten +1, bzw.
—1, und Z; jeweils 2-dimensionale f-invariante Unterriume ohne Eigenvektoren.? Sei B, eine Basis fiir f,
bestehend aus den Eigenvektoren (in der gegebenen Reihenfolge), und jeweils zwei Basisvektoren fiir jede Z;.
Dann ist die darstellende Matrix fiir f bzgl. B, von der Gestalt

+1

+1

By

By,

2Sei etwa Z C V ein f-invarianter Unterraum. Da orthogonale Abbildungen stets Isomorphismen sind, ist die Einschrinkung
fly + Z — Z selbst ein Isomorphismus. Sei Z+ ={B eV :{(xB) =0,Va € Z} der Senkrechtraum zu Z. Dann ist f‘zL czt - z+

so, daf f‘zL (Z1+) = Z+. Um dies zu sehen, sei a € Z und B € Z+. Es gilt (o, f(8)) = (f~'(a),8) = 0, da f~'(a) € Z und
B € Z+. Folglich ist auch f(8) € Z+. Daher mu8 f‘zL auch eine orthogonale Abbildung sein, aber mit dim(Z+) < dim(V). Die
Induktion folgt.
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mit jedem B; eine 2 x 2 Untermatrix, die auch orthogonal sein mufl. Wir brauchen daher nur zu zeigen, daf}

jede 2 x 2 orthogonale Matrix zu einer Matrix der Gestalt (?S 0i Fsin 91-) dhnlich ist. O

inf; =£cosb;

b

d

. a
Lemma. Sei A = (c sinf; = coséb;

) € M(2 x 2;R) orthogonal. Dann ist A = (COS Oi Fsin 91-).

Beweis. A orthogonal heifit A = A~! oder A - A* = I, die Identititsmatrix. D.h. (cl Z) : (Z 2) = ((1) (1))

Diese Matrixgleichung ist eigentlich identisch mit vier kleinen Gleichungen mit reellen Zahlen, némlich:

a? + b?
ac+ bd
ac+bd =
A4+d? =

_= o O =

Nun, die erste Gleichung kann nur gelst werden, wenn —1 < a < +1. D.h. es existiert irgendeine Zahl § € [—m, )
mit cos = a. Aber dann ist offensichtlich b = 4 sin . Ahnlich schlieft man, da8 eine Zahl ¢ € [—n, 7) existieren
mufl, mit ¢ = sing und d = +cos¢. Die mittleren Gleichungen sind dann (nach einer Standardformel der
Trigonometrie)

cos 0 sin ¢ + sin 6 cos ¢ = sin = sin(6 + ¢) = 0.

D.h. 8 + ¢ = 0 mod 7. Der Rest ist wieder elementare Trigonometrie. O
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Kapitel 20

Selbstadjungierte Abbildungen

Definition 71. Sei f : V' — V eine lineare Abbildung eines endlich-dimensionalen Raumes V' mit Skalarprodukt
(Euklidisch oder unitér) in sich selbst. Die Abbildung heifit selbstadjungiert, falls (o, f(8)) = (f(«), ), fiir alle
a,BeV.

Warum sind selbstadjungierte Abbildungen interessant? Was ist die geometrische Bedeutung dieses Begriffs?
Lassen wir zunéchst die zweite Frage beseite liegen. In diesem Kapitel werden wir beweisen, daf alle symme-
trische Matrizen in M(n x n;R) diagonalisierbar sind. Zur Erinnerung: eine n x n Matrix A = (a;;) heifit
symmetrisch, falls a;; = aj; fir alle 4,5 € {1,...,n}. (Fiir den komplexen Fall gibt es eine entsprechende De-
finition. Sei A € M(n x n;C). Die Matrix A = (ax;) heifit hermitesch, falls A = A’ D ar; = ay fir alle
k,le{1,...,n}.) Wir werden zeigen, daf fiir jede reelle symmetrische Matrix, eine weitere Matrix S € GL(n; R)
existiert, mit S~ - A- S = I eine Diagonalmatrix.

Satz 20.1. Sei V' Euklidisch oder unitir (d.h. es existiert ein Skalarprodukt) und sei B eine Orthonormalbasis
fir V. Dann gilt: f : V — V ist selbstadjungiert < Mpg(f) ist symmetrisch (bzw. hermitesch im unitiren Fall).

0
0
Beweis. Sei etwa Mp(f) = A = (ar;). Wir schreiben die Basisvektoren als Spaltenvektoren: o, = | 1| « k-te
0
Stelle. Dann ist
0
aip -0 Qin () a1k
ap1 - Qpp 0 ank
0
a1k
Das heift, (a;, f(ax)) =0 --- 1 .-+ 0)-| : | = ajx. Aber wir haben vorausgesetzt, da8 f selbst-
Jj-te Stelle Ank
adjungiert ist. D.h.
ajr = (aj, flar)) = (f(a;), ax) = (o, fa;)) = ;)
fiir alle 5,k € {1,...,n}. O

Satz 20.2. Sei f : V — V selbstadjungiert, wobei V ein unitirer Raum sei. Angenommen, X € C ist ein
Eigenwert zu f. Dann ist \ tatsdichlich eine reelle Zahl.

Beweis. Falls A ein Eigenwert ist, dann muf} ein entsprechender Eigenvektor a # 0 in V' existieren, mit f (o) =
Aa. Dann ist Mo, o) = (o, a) = (a, f(a)) = (f(a),a) = (A, ) = XNa,a). Da (-,-) positiv definit ist, ist
(a, ) # 0. Folglich ist A = A und daher A € R. O

Satz 20.3. Sei f: V — V selbstadjungiert. Dann zerfillt das charakteristische Polynom Pr(x) € Fz] (F =R
oder C) in lineare Faktoren.
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Beweis. Der Fall F' = C folgt aus unserem bekannten Hauptsatz der Algebra. Wie ist es im Falle F' = R? Nun,
bekannterweise ist R € C. D.h. wenn wir die Sache in C betrachten, dann ist P¢(z) = (A — )+ A\p — @),
wobei A; € C fiir j = 1,...n. Aber diese A\; miissen Eigenwerte fiir f sein; d.h. nach unserem Satz 20.2 gilt
A; € R fiir alle j. An dieser Stelle konnen wir die komplexen Zahlen wieder verlassen und einfach beobachten,
daf die Gleichung Py(x) = (Aq — ) - -+ Ay, — ) eine Faktorisierung in reelle Faktoren darstellt. O

Satz 20.4. Sei f : V — V selbstadjungiert. Dann existiert eine Orthonormalbasis B = {aq,...,an} von V,
bestehend aus Figenvektoren unter f.

Beweis. Induktion iiber n = dim(V). Falls n = 1, dann ist der Satz, wie immer, trivial. Sei daher n > 1 und sei
die induktive Hypothese angenommen, fiir die Fille < n. Nach Satz 20.3 zerfillt das charakteristische Polynom
P¢(x) in lineare Faktoren, und daher muf ein Eigenvektor a; # 0 existieren, etwa mit f(a;) = Ajaq. (Falls
zunéchst ||ag || # 1, dann kénnen wir, nach unserem Standardverfahren, oy ersetzen mit dem normierten Vektor
ai/||a1]]. Sei nun U C V der 1-dimensionale Unterraum, erzeugt durch den einzigen Vektor . Sei W = U+ =
{B €V :{(B,a1) =0} der Senkrechtraum zu U. Da V =U @& W und dim(U) = 1, gilt dim(W) =n — 1. Aber
auch f(W) C W. Warum? Sei § € W. Dann ist (f(5),a1) = (8, f(a1)) = (B, h1a1) = M{(B,01) = A -0=0.
D.h. f(B) € U+ = W. Wir kénnen daher die Einschrinkung von f auf den Unterraum W als eine Abbildung
Jiw © W — W betrachten. Nun, f| ist sicherlich selbstadjungiert, da f schon selbstadjungiert ist. Aber
dann erfiillt die Abbildung f|,, : W — W die Voraussetzungen des Satzes, mit dim(WW) < n. Nach Induktion
existiert daher eine Basis {aa, ..., a,}, bestehend aus Eigenvektoren unter Jiw - Aber diese Vektoren sind auch
Eigenvektoren unter f. O

Korollar 20.4.1. Sei A € M(n x n; F) (F = R oder C) symmetrisch oder Hermitesch. Dann existiert ein
S € GL(n,F) mit St - A-S € M(n x n;R) diagonal. (Bemerken Sie: auch im Falle F = C muf die

diagonalisierte Matriz reell sein, wegen Satz 20.2.)

Lemma. Sei V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt und seien B = {a1,...,an} und B' = {af,...,al} 2wei
Orthonormalbasen fiir V. Sei S = (sg1) € GL(n; F) die Matriz, die den Basiswechsel B — B’ darstellt. Dann
ist S unitdir (bzw. orthogonal).

Beweis. Seien k,l € C (bzw. R) beliebig. Dann ist

n n

(ag,ap) = (S ag, S-ap) = <Z SikQj, Zsjlaj> = Zzgiksjl<0‘ia0‘j>
i=1 j=1 i=1 j=1
75355_7 1, falls k=1,
o — R2E=0 0 sonst,
da B’ orthonormal ist. Aber . .

— —/
E SikSil = E SkiSils

i=1 i=1
fir 8" = (s},;) = S* die zu S transponierte Matrix. Insgesamt haben wir gezeigt, dafl §'.S=TIoder S =5
D.h. S ist unitér (bzw. orthogonal). O

Korollar 20.4.2. Wir kénnen annehmen, dafi die Matrixz S orthogonal, bzw. unitdr ist, so dafs

M 0
5 A8 = - . A\ ER, V)
0 An

Beweis. Wir behandeln den komplexen Fall (f unitiir). Der reelle Fall folgt dann als einfache Konsequenz.
Nun, die Korrespondenz f unitir < Mpg(f) unitir setzt voraus, dafl die Basis B orthonormal ist. Es ist daher
am einfachsten, wenn wir unsere vorgegebene unitéire Matrix A als die Darstellung einer selbstadjungierten
Abbildung f : C* — C™ bzgl. der kanonischen Basis (die automatisch orthonormal ist) von C™ betrachten.
Aber B’, nimlich die Basis von Eigenvektoren unter f, ist auch orthonormal. Wir brauchen daher nur unser
Lemma in Anspruch zu nehmen. O
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Kapitel 21

Dualriaume

Im letzten Kapitel haben wir ‘selbst-adjungierte’ lineare Abbildungen gesehen. Die Definition («, f(5)) =
(f(a), B) scheint angenehm symmetrisch zu sein. Aber was ist die algebraische oder geometrische Bedeutung
von ‘symmetrisch’ oder ‘selbst-adjungiert’? Nun, in Kapitel 16 haben wir gesehen, dafl es moglich ist, eine Bi-
linearform durch eine Matrix darzustellen. Symmetrische Bilinearformen entsprachen symmetrischen Matrizen.
Sei A € M(nxn : F) eine solche Matrix, berechnet bzgl. einer vorgegebenen Basis B = {a1, ..., ay}. Nach dem
Satz iiber die Existenz von Orthonormalbasen gibt es eine solche Basis B,. Die Matrix S € GL(n : F), die den
Basiswechsel B — B, darstellt, gibt dann — durch die Transformationsformel — eine diagonale Matrix, ndmlich
St. A-S. Diese Matrix ist die Darstellung der Bilinearform bzgl. der Orthonormalbasis B,. Andererseits haben
wir im letzten Kapitel gesehen, daf} eine selbst-adjungierte Matrix A, die eine lineare Abbildung—nicht eine
Bilinearform—darstellt, durch eine Ahnlichkeitstransformation S~ - A - S in eine diagonale Matrix umgeformt
werden kann. Diese zwei Tatsachen scheinen zuniichst gar nicht zusammen zu passen, da S~! und S* im allge-
meinen zwei ganz verschiedene Matrizen sind. Aber falls S orthogonal ist, dann gilt S=1 = S (bzw. S7! = 5"
fiir S unitdr). Um diese Zusammenhénge besser zu verstehen, werden wir jetzt Dualrdume untersuchen.

Definition 72. Seien V und W Vektorrdume iiber einem Koérper F.! Die Menge Homp(V, W) ist die Menge
aller linearen Abbildungen f:V — W.

Es ist ziemlich trivial zu beweisen, daffi Homp(V, W) ein Vektorraum iiber F ist. Die Vektoraddition ist
(¢ +9¥)(a) = ¢(a) + (o) € W fiir alle o € V. Die Skalarmultiplikation ist (a - ¢)(a) = a - ¢(«).

Nun, fiir jeden Korper F' gibt es einen ganz besonderen Vektorraum: ndmlich der Kérper F' selbst! Wir
konnen daher W = F nehmen und wir erhalten die folgende Definition.

Definition 73. V* = Homp(V, F) heifit der Dualraum zu V. Jedes Element ¢ € V* heifit eine Linearform
oder lineares Funktional auf V.

Beispiele

1. Sei B = {a1,...,a,} eine Basis fiir V. Jeder Vektor 3 in V kann als Linearkombination 8 = >"7 | b;;
geschrieben werden. Eine Linearform ¢ € V* wird dann gegeben durch die Regel ¢(3) = by, fiir alle g € V.

2. Sei Sjp,1) die Menge der stetigen reellen Funktionen f : [0,1] — R. Wir haben schon gesehen, daf Sjo 1
ein Vektorraum iiber R ist. Sei jetzt ¢ € S[T),u die folgende Abbildung. ¢(f) = f(0) fiir alle f € Sjo 1.
Ist ¢ : Spp,1) — R tatséichlich eine lineare Abbildung? Dazu seien a, b € R und f, g € Sjg1). Dann ist

p(af +bg) = af(0) +bg(0) = ag(f) + bp(g).

3. Angenommen, V besitzt ein inneres Produkt (-,-). Sei o/ € V ein fest vorgegebener Vektor in V. Dann
gibt es ein Element ¢ € V*, definiert durch die Regel ¢(5) = (o/, §) fiir alle 8 € V.

4. Sei V ein beliebiger (endlich dimensionaler) Vektorraum iiber F' mit Basis B = {aq, ..., ay}. Wir kénnen,
ghnlich wie in Beispiel 1, n verschiedene Linearformen ¢;, i = 1,...,n definieren wie folgt. Sei 3 =
> b ein beliebiger Vektor in V. Dann ist ¢,(8) = b; fiir alle j. Dadurch werden n verschiedene
Vektoren ¢1,...,¢, € V' im Dualraum zu V definiert.

Satz 21.1. Die Menge B* = {¢1,...,¢n} von Beispiel 4 ist eine Basis des Dualraumes V*. B* heifst die zu B
duale Basis von V*.

In diesem Abschnitt werden wir wieder beliebige Kérper—nicht nur R oder C—zulassen.
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Beweis. Ist V* erzeugt durch B*? Sei ¢ € V* beliebig. D.h. ¢ : V — F ist eine lineare Abbildung. Wir
kénnen zuniichst die Auswirkung von ¢, angewandt auf die Basis B = {«1, ..., a,}, untersuchen. Fiir jedes i ist
d(a;) = \; € F irgendein festes Element von F. Sei jetzt 8 = 2?21 b;cy; ein beliebiger Vektor in V. Dann ist

¢@=MZWM=ZMMM=2MM=ZMMW=@}WJ@)

Die vorletzte Gleichung folgt, da b; = ¢;(5) fiir jedes i. D.h. wir haben unsere zufillig gewihlte Linearform
¢ € V* als Linearkombination der Vektoren in B* dargestellt.

Ist B* linear unabhéingig? Sei ¢ = Y. | #;¢; irgendeine Linearkombination mit z;, # 0 fiir mindestens ein
io € {1,...,n}. Dann ist ¢(o,) = ¢iy(,) = i # 0. D.h. ¢ # 0 in V*. Folglich mufl B* linear unabhéngig
sein. o

Korollar 21.1.1. dim(V*) =n = dim(V).
Korollar 21.1.2. Gegeben V und B, dann gibt es einen eindeutigen Isomorphismus V. — V* wobei B — B*.

D.h. wir haben eine Korrespondenz B < B*, gegeben durch a; < ¢;. Es ist daher einfacher zu schreiben
af =¢;. Dh. B*={af,...,al}.

Um die ganze Sache noch interessanter zu machen, kénnen wir den Dualraum von dem Dualraum (V*)*
nehmen. Was ist dann (V*)*? Wir haben V < V* « (V*)*; daher ist sicherlich V' zu (V*)* isomorph, wobei
a; > af < (af)".

Es ist iiblich, (V*)* gleichzusetzen mit dem urspriinglichen Raum V. Warum? Nun, die Korrespondenz
V « V* hing von der Wahl der Basis B ab. Aber die Korrespondenz V' < (V*)* kann ohne Bezug zu irgendeiner
Basis definiert werden. Sei o € V beliebig. Dann ist o < o** mit a**(¢) = ¢(«a), fiir alle ¢ € V*. Die dadurch
definierte Abbildung o** : V* — F ist linear, da

a*"(ag + b)) = (ad + bip)(a) = ad(a) + b (e) = aa™"(¢) + ba™" (1)

fiir alle a, b € F und ¢, ¢ € V*. Dal a < o**, sieht man, indem auch die Basen B und B* herangezogen
werden. D.h. wenn o = Y_" | a;a;, dann ist der entsprechende Vektor in V* die Linearkombination Y ;- a;a,
und in V** haben wir Y ;" | a;a}”. Dann ist fiir beliebige ¢ € V*

(Z aﬂf) (¢) = Zaiaf*(¢) = Zai¢(ai) =¢ <Z aiai> :

21.1 Duale Abbildungen

Definition 74. Sei f : V. — W eine lineare Abbildung zwischen endlich dimensionalen Rdumen. Die Abbildung
f*: W* = V* gegeben durch f*(¢) = ¢ - f fiir alle ¢ € W*, heifit die zu f duale Abbildung.

Ist tatsédchlich f*(¢) € V*? Sei a € V. Dann ist f*(¢)(a) = ¢(f(«)) € F wohldefiniert, da doch f(a) € W.
(Dafl f*(¢) linear ist, folgt trivialerweise aus den Definitionen.)

Aber nach dem Korollar 2 zum Satz 21.1 sind die Ridume V und V* und W und W* jeweils zueinander
isomorph (d.h. im Rahmen der linearen Algebra sind sie ‘gleich’). Diese Uberlegung veranlafit uns, das folgende

Diagramm zu zeichnen.
!

Vv — W
51 17

Beide Abbildungen 7 und § sind Isomorphismen, so dal wir eigentlich frei sind, die Pfeile entweder in der
einen oder in der anderen Richtung (entsprechend etwa § oder 57 !) zu zeichnen. Nun, die Abbildung f liuft
offensichtlich von V nach W. Aber es gibt auch einen erlaubten Weg von W zuriick nach V: nédmlich die
Komposition f* =3"1.f*.7: W — V.

Definition 75. £ heifit die zu f adjungierte Abbildung.

Was heifit dann ‘selbst-adjungiert’? Wir haben diesen Begriff frither definiert als: f : V — V ist selbst-
adjungiert, falls {(«, f(8)) = (f(a),B), fir alle a, 8 € V, wobei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt ist. Es
scheint nun sinnvoll, zu erwarten, daf} eine selbst-adjungierte Abbildung identisch ist mit ihrer adjungierten
Abbildung. D.h. f = f% fiir solche Abbildungen. Stimmt diese Gleichung?

Um diese Frage zu beantworten, miissen wir die Definition von adjungierten Abbildungen einschrinken auf
den speziellen Fall von selbst-Abbildungen von Vektorrdumen mit Skalarprodukten. Sei V' ein solcher Raum
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mit Skalarprodukt (-,-) : V' x V' — F. Wir konnen dieses Skalarprodukt auch so bezeichnen: s : V. x V — F.
D.h. s(a, B8) = («, B), fiir alle o, 8 € V. Fiir jedes « € V ist dann die Abbildung 5(«) : V — F, gegeben durch
5(a)(B) = s(a, B) fiir alle 3 € V, eine lineare Abbildung, wie wir schon gesehen haben. D.h. §(a) € V* fiir alle
a € V, und folglich wird eine Abbildung §: V — V* definiert.

Satz 21.2. Seien s : VXV — F undr : W x W — F nicht ausgeartete Bilinearformen (bzw. Ses-
quilinearformen), so dafi die Abbildungen 7 und 5 Isomorphismen sind. Sei f : V. — W linear. Dann ist
s(f* (), B) = r(a, f(B)) fiir alle « € W und B € V.

Beweis. Es gilt

r(a, f(8))

~
*
—
=

Wy W
—
1
|
—_
~
*
—
i
—
Q
S—
S—
—
K

O

Nun, Skalarprodukte sind auf jeden Fall nicht ausgeartet. Daher gilt, falls eine Selbstabbildung f: V — V
‘selbst-adjungiert’ ist (und dies heift fiir uns jetzt, dal f*¢ = f), dann gilt (f%¢(a), 8) = (f(a), 8) = (o, f(B)).

Dieses Ergebnis zeigt, dafl unsere frithere Diskussion iiber selbst-adjungierte Abbildungen einen verniinftigen
theoretischen Rahmen erhilt, wenn wir die Theorie der Dualrdume benutzen. Es ging dabei um die Diagonali-
sierbarkeit von selbst-adjungierten Abbildungen. Was ist diese Bedingung im Rahmen der Dualrdume?

Definition 76. Sei f : V — V surjektiv, wobei V endlich dimensional ist; d.h. f ist ein Isomorphismus. Die
Abbildung f heiBt normal, falls f - fo¢ = fod . f.
Beispiele

1. Falls f selbst-adjungiert ist, dann ist f = f%?, und daher ist sicherlich f - f%¢ = f. f = fod. f.

2. Falls f¢ = f=! dannist f-fe = f. f 1 =id=f~' . f=f*. f und f ist wieder normal. Aber was
heit fod = 17

Satz 21.3. Sei f unitir. = fo¢ = f~1.

Beweis. f unitir = (f(«a), f(8)) = («, 8), fiir alle o, B € V. Da nun f ein Isomorphismus ist, mufl die lineare
Abbildung f~! : V — V existieren. Sei v € V so, daB§ f(y) = a. D.h. v = f~}(a). Es gilt (o, f(B)) =
(F), f(B)) = (1, 8) = (fHa),B) = (f*¥(a), B). Diese Gleichung gilt fiir beliebige o, 8 € V. Daher kénnen
wir folgern, daf fo¢ = f=1. O

Nun, wir haben bewiesen, daf alle unitdren Abbildungen diagonalisierbar sind. Wir kénnen viel mehr be-
weisen: ndmlich dafl sogar alle normalen Abbildungen diagonalisierbar sind.

Lemma (1). Sei f: V — V normal, wobei V ein Raum mit innerem Produkt ist. Dann ist ker(f) = ker(f°?).

Beweis. « € ker(f) < f(a) =0< (f(a), f(a)) = 0. Aber

0= {f(), f(a)) (f*U(f(a)),0)  (Satz 21.2)
= (f(f*a)), ) (da f normal ist.)
= {(f(f*Ya)),a)  (da0=0)
= (o, f(f*(a))
= ("), f* (@)
Folglich ist a € ker(f) & a € ker(f%4). D.h. ker(f) = ker(f?). O

Lemma (2). Die Bedingungen wie im Lemma (1). Sei o € V' ein Figenvektor unter f mit f(a) = M. Dann
ist f%(a) = Aa.
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Beweis. Sei g = f — A - id. Dann ist g = fod — (A id)*? = fod — X_~ id.? Die Abbildung ¢ ist auch normal,
dag- g = (f—X-id)- (f¢ —X-id) = f~fad—)\~_f—)\~fad+/\/\~id:g“d~g. Aber nach Lemma 1 ist
a € ker(g) & a € ker(g*) & f(a) = Aa < f4(a) = la. O

Satz 21.4. Sei f:V — V, wobei V' ein unitirer Raum ist. (Insbesondere ist V' ein Vektorraum dber den kom-
plexen Zahlen C.) Dann gilt: f ist normal < 3 eine Orthonormalbasis fiir V , bestehend aus lauter Eigenvektoren
unter f.

Beweis. “<” Sei {aq,...,a,} die Orthonormalbasis mit f(a;) = Ajay; A; € C fiir alle j. Sei jetzt j beliebig
und (o) = >4 akoy, mit jeweils a; € C. Es gilt

(aw, f*%ay)) = (feU(ey), an)

<aja f(ak)>
—— [0, fallsj#k
Ak (aj, ) = { M, falls j = k.

Was sind die a;? Wir haben

n N 0, falls J # k
ap = <ak, Zalal> == <O[k, f d(a])> = { )‘_k faHS j - k
=1 , |

= f4(a;) = \jq; fiir alle j zwischen 1 und n. = f(f*(a;)) = f(Njoy) = Njf(a;) = \jAja; = Mo, =
f(\jay) = f2(f(a;)). Daher ist die Normalititsbedingung f¢ - f = f - f2¢ giiltig, zumindest auf der Basis.
Aber wie wir langst wissen, ist eine lineare Abbildung bestimmt durch das Verhalten auf einer Basis. Folglich
muf} f normal sein.

“=” Sei n = dim(V) mit n > 1. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra existiert ein Eigenwert A € C
unter f. Sei w € V' ein entsprechender Eigenvektor mit f(a) = Aa. Sei W jetzt der Senkrechtraum: W = {8 €
V i {a,B) = 0}. Fiir alle 8 € W gilt {a, f(B)) = (f*(a),B) = (Ao, ) = Ma, ) = 0. Folglich ist f(3) € W.
D.h. f(W) C W. Aber es gilt dim(W) =n —1, und f},, : W — W mufl auch normal sein. Nach Induktion gibt

es dann eine Orthonormalbasis {as,...,a,} fiir W, bestehend aus Eigenvektoren. Aber unser « ist senkrecht
zu allen «;, j > 1, und « ist auch ein Eigenvektor. Daher mufl {1 = o, a2, . .., o } eine Orthonormalbasis sein,
bestehend aus Eigenvektoren unter f. O

Korollar 21.4.1. Sei A€ M(n xn:C). Dann gilt A - A=A Ao Aist diagonalisierbar.

Dadurch haben wir eine leicht nachpriifbare algebraische Bedingung, die genau besagt, wann eine (komplexe)
Matrix diagonalisierbar ist.

2Fiir alle linearen Abbildungen f1, fo:V — V gilt stets (f1 + f2)% = {“i + fgd, da

(i + f2)"@),8) = (o, (f1 + 2)(8)

(o, f1(B)) + (e, f2(8))

= (ffa), B) + (f$%(a), B)
((F1% + 5N (a), B)

auch

(A~ id)* (), B) (a, AB)
Me, 8))

(Aa, B))
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Kapitel 22

Jordansche Normalform

In diesem Kapitel werden wir uns hauptséichlich mit quadratischen Matrizen iiber den komplexen Zahlen
beschiiftigen; d.h. die Menge M(n x n : C). Wir haben schon gesehen, daf} alle Matrizen in M(n x n : C)
trigonalisierbar (aber nicht notwendigerweise diagonalisierbar) sind. Trotzdem ist es moglich, alle quadratischen
komplexen Matrizen so umzuformen, daf} sie doch eine sehr einfache — ‘fast diagonale’ — Gestalt haben.

Definition 77. Sei K ein Kérper und A € K. Die r x r Matrix

A1 0 --- 0

0 N 1 :
J=1- . 0 EMnxn:F)

A1

0 o0\

heifit die Jordanmatrix (der Ordnung r) zum Eigenwert \. Sei weiter
J1 0
Jo
0 Jp

eine r X r Matrix, wobei jedes J; eine Jordanmatrix ist. Dann heifit M eine Matrix in Jordan Normalform.

3 1|0

0 3]0 oder ((1) (1)) oder ((1) }) .

0 0|2
Satz 22.1 (Jordan Normalform). Sei V' ein endlich dimensionaler Vektorraum tiber einem Korper F (nicht
notwendigerweise C!) und sei f :' V. — V eine lineare Abbildung. Angenommen, das charakteristische Polynom

Ps(x) € Flz] zerfdllt in lineare Faktoren. Dann ezistiert eine Basis B fir V so, daf die darstellende Matriz
Mp(f) in Jordan Normalform ist.

Beispiele

Korollar 22.1.1. FEine Matriz ist genau dann trigonalisierbar, wenn sie dhnlich ist mit einer Matriz in Jordan
Normalform.

Der Beweis des Satzes ist doch etwas vielfiiltiger als das, woran wir bis jetzt gewohnt sind. Es wird notig
sein, zuerst einige Zwischenergebnisse zu betrachten.

Definition 78. Sei A € F ein Eigenwert zu f. Der Hauptraum zum Eigenwert A ist
H(f:\)={aeV:3se N mit (f — X-id)®(a) =0},

wobei (f — X-id)®) () = (f = X-id)--- (f — X-id)(a).

s—mal

Es ist klar, dafl
Eig(f : A) = der Eigenraum zum Eigenwert A C H(f : \).
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(Nehme einfach s = 1, um dies zu sehen.) Andererseits ist auch klar, daf
H(f: N\ =U,_ ker(f —X-id)®,

wobei

ker(f —X-id)® ={a eV :(f —X-id))(a) = 0}.

Satz 22.2. Sei Pr(x) € F[z] das charakteristische Polynom zu f, das in lineare Faktoren zerfillt. Sei A € F
ein Eigenwert mit der algebraischen Vielfachheit r € N. (D.h. Py(x) = (x — N - Q(x), wobei (x — \) JQ(x)).
Sei W = H(f : \). Dann gilt

1. dim(W) =r.
2. f(W)cCcw.
3. 3 ein linearer Unterraum U CV mit V=W @ U und f(U) C U.

Beweis. Da Py(z) in lineare Faktoren zerfillt, ist f trigonalisierbar. D.h. 3 eine Basis B = {a1,...,a,} fiir
V mit Mg(f) eine Dreiecksmatrix mit den Eigenwerten zu f als Elemente entlang der Hauptdiagonalen. Wir
konnen die Basis so wihlen, dafl zuerst r Kopien von A in der Hauptdiagonalen erscheinen. D.h.

R : _(X]C
Me =1 Al (0 D>’
0 | *

wobei ‘x” steht fiir ‘irgendetwas’ (vielleicht nicht Null) in F', und

A Ti2 Tiz - T1r
A T3 Zor
0 A Tr—1r
A
. 0, fallsi > j, . . . . .
D.h. X = (z;;) mit z;; = A fallsi— und auch die (n —r) x (n —r) Matrix D ist in Dreiecksform. (Die

Form der Matrix C ist egal.)
Wir kénnen auch X = X\ - I. + N schreiben, wobei I,. die r x r Identitdtsmatrix ist und

0 T12 T13 - T1r
0 x93 Top
N = . :
0 0 Tr—1r
0
0, falls i > 7,

D.h. N = (n;;) mit n;; = { Wir schreiben jetzt

Tij, sonst.

Ms(f) — M, = <%> 3

etwa. Nun, die Hauptdiagonale der Matrix D; enthélt sicherlich keine Nullen, da sonst A doch eine groflere

algebraische Vielfachheit als r haben wiirde. Andererseits ist auch D; eine Dreiecksmatrix. D.h. Rang(D;) =

n—r.

Behauptung 1: Fiir alle s € N gilt B® = ( ]\(]) g‘z
1

N x---x Nund D] = Dy x --- x Dj.
————— ————

), wobei C; irgendeine Matrix ist, aber N°® =

s—mal s—mal

Beweis der Behauptung. Induktion iiber s. Fiir s = 2 ist die Sache eigentlich klar. Es gilt ndmlich:

_ (N]|C N|C
pe = (o) (o)
N-N+C-0|N-C+C-Dy \ _( N*|Cy

0-N+D;-0[0-C+Dy-Dy )\ 0
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wobei C; = N - C + C - Dq. Der induktive Schritt fiir n > 1 ist jetzt auch klar.
Behauptung 2:

0 ... 0
N" = (0) = : .. :
0 ... 0
Beweis. Wir werden noch mehr beweisen: namlich fiir alle s € N sei N° = (nj;). Dann ist nj; = 0, falls

j < i+ s. Dazu benutzen wir Induktion {iber s. Falls s = 1, dann ist die Bedingung einfach die Beschreibung
des Hauptmerkmals der Matrix N. Sei daher s > 1. Dann ist

T
s __ 51
Ni; = anknkj )
k=1

[ ng =0, fir £ <4 und
wobel { ngt =0, firj<k+s—1.
Sei j <i+s. Fallsk > i, dannist k > i+ 1;dh. i <k—1oderj <i+s<k+s—1. Dh. nz;l = 0.
Andererseits, wenn k < 4, ist n;, = 0. Folglich sind alle Terme in der Summe » ;_, nian;1 null.

Nun, Rang(D1) = Rang(D3) = n —r, fir alle s € N. Aber fiir s > r gilt Rang(B®) = Rang(N°®) +
0 0

Rang(D3) = n —r. Sei jetzt a; = | 1 | «— i—te Stelle mit ¢« < . Dann ist B*-a; =0 =] 0 |. Aber
0 0

B = Mg(f) —X-I,. D.h. (f — X-id)® (a;) = 0. Folglich ist o;; € H(f; \) fiir alle i < 7. D.h. dim(H(f;\)) > 7.

Andererseits ist
dim(Im(f — X -id)®)) = Rang(B®) =n —r.
Aber wir wissen, daB dim(Ker(f — X -id)®)) > r und
dim(Im(f — X -id)®) + dim(ker(f — X - id)®)) = n.
Folglich ist dim(W) = r und (i) ist bewiesen.
Wir miissen auch zeigen, daB f(W) C W. Aber W = Ker(f — X -id)®)), fir s > r. Insbesondere ist
W =Ker(f —X-id)"1. D.h. Yw € W gilt (f — X-id)™(w) = 0.
=0 = (f=X-id)(0) = (f = A-id)(f = X-id) ") (w)
= (f=2 i) (f - r-id)(w)
= (f-Xid)(w) € Ker((f-=X-id)" =W
= f(w) — w

m

Aber \w e W, daweW. = f(w) e W.
Nun sei
U=Im((f-Xid)")={a eV :38 e Vmit(f — X id)"(3) = a}.
Es gilt dim(U) = Rang(B") = n—r. Aber UNW = {0}, und wir haben dim(W) = r. Folglich ist dim(U+W) =
dim(U) + dim(W) =n=dim(V). =V =WaU.
Schlieflich miissen wir zeigen, dal f(U) C U. Aber sei a € V. Dann ist 8 = (f — A-id)")(a) € U, und jedes
Element von U kann so beschrieben werden. Daher ist

(f =A-id)(B) = (f = A-id)((f = A-id) (@) € U.
Es folgt f(8) —AB €U und f(B8) € U. O

Korollar 22.2.1. Sei f|,, + W — W die Einschrinkung von f auf W. Es gilt Py (z) = (A — )" und
(flw — A-id)™) = 0.

Beweis. Im Beweis des Satzes ist gezeigt worden, dafl (f},, — A - id)(") (w) = 0 fiir alle w € W. Folglich ist
(fiw — A+ id)") = 0. Auch

A % %
Mp(fiy) =X = o | =P, @ =0 —n).
0 A
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Satz 22.3. Sei f : V — V mit Ps(z) = Hle(/\i —2)") wobei r; > 0, N # N\; fir i # j und Wi = H(f;\;).
Dann ist V=W, & - & Wy, mit dim(W;) = r; und W; = ker((f — X\; - id)(™)) und f(W:) C Wi, fir alle 4.

Beweis. Induktion iiber die Zahl k. Falls k = 0, dann ist 0 = grad(Ps) = dim(V). D.h. V = {0} ist der triviale
Raum. Sei daher k& > 1. Nach unserem Satz 22.2 existieren Unterrdume Wi, U C V mit V = W; & U und
dim(W1) = r; und auch f(Wq) C Wy und f(U) C U. Aber

Pr(x) = (M —x)- Qx)

und nach der Darstellung von Mp(f) im Beweis des Satzes 22.2 ist klar, daf Py, , (z ) =

Hypothese ist dann U = Wo @ - - @ W, mit dim(W;) = r;, Wi = ker((f — \i -id)"™)), f(W;) € Wi, Vi > 2.

Dies alles gilt auch fiir Wy, auBer vielleicht die Bedingung, da Wy = ker((f — Ay -id)(" ) Aber nach Satz 22.2

wissen wir, daB8 Wy = ker((f — A1 - id)(®)) fiir alle s > r1. Daher gilt auch Wy = ker((f — Ay - id)(")). O
(

Korollar 22.3.1. Sei A € M(n x n; F) so, daff P4 in lineare Faktoren zerfillt. (Pa(x) = (A —z) -+ (A — ),
wobei \; € F fiir alle i.) Dann ezistiert eine Matriz S € GL(n; F) mit S~' - A - S von der Gestalt

Q(x). Nach der induktiven

K,
Ky, 0
STl A.S=
0
K,
wobei jedes K; eine Dreiecksmatriz von der Gestalt
)‘i * *
Ki = )\z *
0 A

ist.

Beweis. A ist die Darstellung einer linearen Abbildung f : V' — V bzgl. einer vorgegebenen Basis B. Aber nach
dem Satz existiert eine ‘bessere’ Basis B’ fiir V, die zusammengesetzt ist aus Basen fiir die jeweiligen Riume
W;. Dann ist die gesuchte Matrix S die Matrix des Basiswechsels B — B’. (]

Damit sind wir einen weiten Schritt vorwérts gekommen in unserem Programm fiir den Beweis des Satzes
iiber die Jordansche Normalform. Offensichtlich brauchen wir nur noch die Hauptriaume zu untersuchen. Unser
Problem jetzt ist zu zeigen, dafl jeder Hauptraum eine Basis besitzt mit der Eigenschaft, dafi die Matrix, die
die lineare Abbildung darstellt bzgl. dieser Basis, eine Jordanmatrix ist.

Definition 79. Sei A € M(n x n; F). Falls eine Zahl p € N existiert mit
0 --- 0
Ar=0=1 1
0 --- 0
dann heifit A nilpotent. Sei auch h : V' — V eine lineare Abbildung. h heifit nilpotent, falls ein p € N existiert
mit h?) = h-h---h =0, die triviale Abbildung, die alles einfach auf den Nullvektor abbildet. D.h. A()(a) = 0,

p—mal

fiir alle « € V.
Offensichtlich gilt: & ist nilpotent < Mp(h) ist nilpotent, fiir jede beliebige Basis B von V.

Satz 22.4. Sei h: W — W eine nilpotente lmeare Abbildung mit dim(W) = r. Sei p € N die kleinste Zahl mit
hP) =0. Fir allei=1,...,p sei V; = ker(h)) = {w € W : hD(w) = 0}. Dann gilt:

1.{0}=vycVic---CV,=W.
Vic1 # Vi und h=Y(Vi_1) =V, fiir alle i.
3. Sei U C W ein linearer Unterraum mit U N'V; = {0} fir ein i > 1. Dann ist hy,, injektiv.

Beweis. 1. Die Gleichung h(0) = 0 ist wahr fiir jede lineare Abbildung. Sei nun angenommen, da§ A= (w) =
0 fiir ein i zwischen 1 und p und ein w € W. Dann ist A (w) = h(h(~Y(w)) = h(0) = 0. Da h nilpotent
ist, folgt dal V, = W.
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2. Es gilt

o € ker(h™)
D (a) =0

aeV;

U
=
B
m
T<

Sei nun angenommen, dal V;_; = V; und sei w € W mit der Eigenschaft, daB zwar h(P)(w) = 0, aber
RP=D(w) # 0. Aber h)(h(P=)(w)) = 0, und daher h?~)(w) € V; = Vi_;. D.h. RO=D(RP=D(w)) =
R(P=1(w) = 0. Ein Widerspruch.

3. Es gilt h,, ist injektiv < ker(h|,) = {0}. Sei daher v € ker(hy, ). Dann gilt: h(v) =0 = v € ker(h(D) =
VicVifiri=1,...,p.=veUNV;={0} = ker(h,) ={0}.
O

Satz 22.5. Seien h : W — W, p € N mit h?) =0 und Vo C --- C Vp wie im Satz 22.4. Dann ist W =
Ui @ - @ Uy, wobei U; jeweils ein Unterraum ist mit V; = Uy @ --- @ Uy, fir alle i > 1 und h(U;) C Ui~y und
h|Ui st ingektiv.

Beweis. Induktion iiber p. Fiir p = 1 nehme V; = U; = W und benutze Satz 22.4. Wir kénnen daher annehmen,
daBl p > 2, und wir betrachten V,_;. Mittels Basisergénzungssatz finden wir dann einen Unterraum U, mit
W = U, & V,_;. Insbesondere ist U, N V,_1 = {0}. Nach Satz 22.4 ist h=*(V,,_2) = V,,_1. D.h. es existiert kein
u € Up mit h(u) € Vg und u # 0, oder h(U,) N V,—2 = {0}. Wir benutzen wieder den Basisergénzungssatz,
um ein Up_1 D h(Up) zu finden, und V,,—1 = Up—1 @ Vp—2. Nach der induktiven Hypothese kénnen wir schreiben
Vo1 =Up_1®@---@U;. Dann ist W =U, ®Up—1 @ --- ® U;. Es gilt h(Up) C Up—1, und daB h‘U‘p injektiv ist,
folgt aus Satz 22.4, da U, NV,_1 = {0}. O

Satz 22.6. Sei h : W — W nilpotent. = es existiert eine Basis B = {w1,...,w,} von W mit entweder
h(w;) = wi—1 oder h(w;) =0 fir alle i.

Beweis. Nach Satz 22.5 ist W = U1 & --- @ Up. Sei i > 1 und sei etwa {w1,...,wy} eine Basis fur U;. Da
hy,, injektiv ist (wobei h : U; — U;_1), sind die Vektoren h(w;), j = 1,...,¢ linear unabhingig in U;_;.
Wir kénnen jetzt den Basisergdnzungssatz benutzen, um weitere Vektoren, etwa wg1,...,w; zu finden, mit
{h(w1),..., h(wyg),wg+1;--.,w} eine Basis fiir U;—;. D.h. es existiert ein System von Basisvektoren fiir die
verschiedenden U; der Art:

{ng),...,vl(:)} - U,
(b)), b)) oY = U

) lp71

{h(]nfl)(?ép))7 o h(p’l)(vl(:)), L(r—2) (ng—l)), o ,vgl) SO RN U,

e Yy

Die Basis B = {wi,...,w,} wird so definiert:
w1 = ’ng)
w9 = h(wl)
Wp = h(pfl)(wl)
Wp+1 = Uép)
Wap = Rt (wp+1)

u.S.W.
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Satz 22.7. Sei die Matrix A € M(r x r; F) in oberer Dreiecksgestalt mit A = « |- Dann gibt es

0 A
eine Matriz S € GL(r; F) mit S~ - A- S in Jordan Normalform.

Beweis. Sei A= X-1+ N, wobei N eine nilpotente Matrix ist. Nach Satz 22.6 muf} eine Matrix S existieren,
mit

0 e O 0
. 0 €2 0
- .N. =
S S 0
0 €r—1
0 0

wobei ¢;, =0 oder 1 firi =1,...,r — 1. Aber

St .A.8 STYA-T+N)S
= S7'Y\-I)S+STINS

= M- IT+S8'NS — Jordan Normalform.

Beweis des Satzes iiber Jordan Normalformen

folgt, da die Matrix S in Satz 22.7 uns eine geeignete Basis in einem vorgegebenen Hauptraum gibt. Wir
brauchen daher nur die entsprechenden Basen in den jeweiligen Hauptrdumen zusammen zu nehmen, um eine
Basis B fiir den gesamten Raum V zu erhalten mit der Eigenschaft, dafi die darstellende Matrix Mg(f) in
Jordan Normalform ist.
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