Elementare Zahlentheorie (Version 2)

(Winter Semester, 2005-6)
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. Skript zu dieser Vorlesung im Internet.

1.1 Einige bekannte Ergebnisse und Vermutungen

e Fermat’'s Grofier Satz: Es existeren keine nattuirlichen Zahlen a,b,c € N, n > 2 mit a™+b" =c".

e Goldbach’s Vermutung: Sei n > 3 eine gerade Zahl. Dann existieren zwei Primzahlen p; und p,
mit n =p1 + p2.
(Es gilt auf jeden Fall: Satz (Chen 1975): 3pi,p2,ps mit n = p; + p2 - p3, vorausgesetzt n sei
‘hinreichend grof3’.)

e Fir jedes n € N sei m(n) die Anzahl der Primzahlen nicht grofier als n. z.B.
7(20) = 8 — d.h. die Zahlen: 2,3,5,7,11,13,17,19
(1) =0, u.s.w...
Der Primzahlsatz (Hadamard und de la Vallée Poussin 1896): Es gilt

n
logn

mi(n)

d.h.

lim @:1.

n—oo ———
logn

Aber auch (Dirichlet 1837): Sei m > 1 und 0 < a < m mit ggt(a,m) = 1 (d.h. der gréfte
gemeinsame Teiler). Dann gibt es unendlich viele Primzahlen p mit p = a mod m.

e Sei m=3,14159.... Dann gibt es kein nicht-triviales Polynom mit Integerkoeffizienten
P(x) = anx™+---+ajx+ ap € Z[x]

mit P(7r) = 0. Mit anderen Worten: 7 ist transzendent (d.h. nicht algebraisch). Auch

1 1
e:1—|—1+2—!—|—§—|—~~:exp(1)
ist transzendent. (Auch e* ist transzendent, falls « algebraisch.) Aber niemand weif3, ob etwa
7t oder 2¢ oder sogar 7 + e algebraisch oder transzendent sind. (Es ist jedenfalls bekannt, daf3
etwa die Zahlen e™, e - 7, 2V2 irrational sind.)

e Sein € N. Ist n eine Primzahl? Falls nicht, wieviele Rechenschritte wiirde ein Computer brau-
chen, um einen Primfaktor p/n zu finden? Sicherlich weniger als \/n. D.h. die Anzahl der Re-

chenschritte ist O(y/n). Aber auch (Dixon 1978): ein Algorithmus existiert mit O(nVloglogn/logn)



Zur Notation:
N = die naturlichen Zahlen: 1,2,3,...
Ny = die naturlichen Zahlen, wobei auch die ‘0’ vorkommen darf.
7 = die Integerzahlen.
Q = die rationalen Zahlen.
R = die reellen Zahlen.
C = die komplexen Zahlen.

2 Die Approximation von irrationalen Zahlen durch rationalen
Zahlen

Bekanntlich ist »
T - = 3,14285714285714 . . ..

Aber T = 3,141592653589.... D.h. %—71 < 0,0013. Dies ist eine viel Kleinere Zahl als 17 =0,142857142857 . ...

Noch viel besser ist
355

nzm
t 355

Hier ist 333 — 7 < 0,0000003. Dies ist sogar eine sehr, sehr viel keinere Zahl als 1}—3! Wie findet man
solche gute Approximationen?

= 3,1415929204.. ...

Definition 2.1. Seien a,b € N. Der grofite gemeinsame Teiler von a und b, ggt(a,b) ist die grofite
Zahl ¢ € Nmit cjlaund ¢/b. (D.h. 3de€ Nmitc-d=a, u.s.w.)

Satz 1. Seiena,b € N und ¢ = ggt(a,b) = Id,e € Z mit
a-d+b-e=c.
Beweis: siehe ‘Lineare Algebra I'. Aber auch ...

Definition 2.2. Sei S C Z, wobei fur alle x,y € S gilt x+y € S und x —y € S. Dann heifit S ein
‘Modulus’. Die Zahl 0 alleine ist der triviale Modulus.

ZB.S={a-u+b-v:u,ve Z} ist offensichtlich ein Modulus fur alle a,b € N.
Satz 2. Sei S # () irgendein nicht trivialer Modulus. Dann existiert eind e NmitS ={w-d:w € Z}.

Beweis. SN N # () ist Klar. Sei daher d die kleinste Zahl in SN N. Dann ist {w-d : w € Z} C S.
Dies folgt, da d, d+d = 2d, d — 2d = —d, u.s.w. in S sind. Kann es sein, da S # {w-d : w € Z}?
SeineS—{w-d:weZ. Seietwan=q-d+r, wobei q € Z und 0 < r < d. Aber dann ist
n—qg-d=reSn{w-d:weZ} ein Widerspruch, da r < d. O

Daher sei
S={a-u+b-viuveZl={w-d:weZ}.

Dann existieren s,t € Z mit a-s + b -t = d. Behauptung: d = ggt(a, b), denn
1. dla und d|b, da a,b € S.

2. Angenommen d’ > d mit d’|a und d'|b = fir alle u, v € Z gilt d’|a- u+ b - v. D.h. insbesondere
d’|d; ein Widerspruch.

Definition 2.3. Sei n € N. Die Farey Zahlen der Ordnung n sind die Bruchzahlen § mit 0 <b <mn,
a € Z und ggt(a,b) =1.

Sei F;, die Menge aller solcher Zahlen. Z.B. die Zahlen in F5 zwischen O und 1 sind:



Satz 3. Seix € R irgendeine reelle Zahl und sein € N. Dann existiert ein

EEj:n
mit
L S
k k-n

Bewseis. (nach Dirichlet): Fuir jede reelle Zahl y € R definieren wir [y] als die grof3te Integerzahl, die
kleiner oder gleich y ist. (Z.B. [n] = 3, [3/4] = 0, u.s.w.) Sei dann auch (y) =y — [y]. Daher ist stets
(y) € [0,1) far alle y € R. Es gibt offensichtlich n 4+ 1 Zahlen der Art (0), (x), (2x), ..., (nx) in diesem
Intervall. Andererseits gibt es n Intervalle

AN EARR L
,n)n)n Yyt n)n'

Daher gibt es mindestens zwei Punkte in einem Intervall, etwa (ix) und (jx) mit 0 <1i <j <n und

. . 1
(%) — (ix)] < —.
n
Sei k=j—1i. Dann ist 0 < k < n, und es gilt
%) — (ix)| = [ix—[x] —ix + [ix]|
= |jx—ix—Hh|
= |kx—hl< l
n
wobei h = [jx] — [ix] € Z. D.h.
—-kx —h| < L
l-n
oder
L B
k k-n

O

Man sieht daher: es ist immer moglich, reelle Zahlen ‘gut’ durch Farey Zahlen zu approximieren.
Aber wie kénnen wir die bestmogliche Approximation finden?

Satz 4. Seien % und t—: zwei direkt nacheinanderfolgende Zahlen in F,,. Dann gilt
kh' —hk' =1.
Beweis. Da ggt(h,k) =1, gibt es x,y € Z mit kx — hy =1 (Satz 1). Aber
kx —hy =k(x +r1h) —h(y + k) =1
fiir alle r € Z. Wahle insbesondere r so, daf3
n—k<y+rk<n.
Seiypo =y+7rk. D.h. 0 <n—k <yp <n. Sei xg = x+ rh. Dann ist ;‘—g € Fn, daja yo < n. Wir haben

kxo — hyo = 1, daher
1 h

X0

byl
Yo k  yok k'
Folglich
X0 h
_— > J—
Yo k



in F. Ist ;‘—g der direkte Nachfolger von %? Falls nicht, sei etwa L‘— der direkte Nachfolger mit

h R _x
k "k yo
Wir haben
X0 h' . k/Xo —h/yo > 1
Yo k' yok/ ~ Yok’

(da sonst X0 = h—:). Aber auch
Yo k

Daher

Yok Yok

1 . 1
yok’  k’k
k+yo

kk"yo
n

kk'yo
1
kyo

(da:n—k<yo<n, dh. n<k+yo)
> (dan >k’

1
kyo

Insgesamt: > ﬁ ein Widerspruch.

Satz 5. Seien % L‘—:; L‘—: drei direkt nacheinander folgende Zahlen in F,,. Dann gilt

h” _h+h'
kK’ k+k
Beweis. Nach Satz 4 gilt
kh” —hk” = 1
k//h/ _ h//k/ — ‘l

Multipliziere die Gleichungen mit h’ und h, bzw. k' und k, und wir erhalten die Gleichung

h+h’ = h(k"h'—h"k’)+h'(kh” — hk")
h”(h'k — hk') + hk"h’ — h'hk”
0
auch
k+k’ = k(k"h'—h"k’)+k'(kh” —hk")
k”(h'k —hk') + k'kh” — kh"hk’
0
hen
k+k" k"

Da I #£ 7 d.h. h'k — hk/ 0.

Korollar 5.1. Seien % L‘—: direkt nacheinander folgende Zahlen in F,,. Dann ist k + k’ > n.

’
Beweis. Sonst wire tfk‘, dazwischen.




2.1 Bemerkungen iiber Kettenbruchzahlen

Eine Bruchzahl der Art :

X =aqap+

ay +
az +
as + 1

e —
an

1

mit ap € Z und a; € N fir i = 1,...,n heift eine einfache, endliche Kettenbruchzahl. Jede ra-
tionale Zahl kann als einfache endliche Kettenbruchzahl dargestellt werden (und natitirlich auch
umgekehrt). Einfachheitshalber schreibt man auch

Noch einfacher ist die Notation
x = [ap,as,...,anl.

Eine (unendliche) Kettenbruchzahl ist dann eine Zahl der Art
1

y =lap,ar,...] =ao+ 1
ar + 1
a; + 1
as +
Tt
wobei wieder ap € Z und a; € N fir 1 > 0. Zum Beispiel:
1 _
\/Z=1+—1=[1,2,2,...]:[1, ].
24—
2+ 1
24+
Sei
Yo - [(10]:(10»
ajap+1
y1 = lag,a1] =——F,
a
aajap +az + ap
y2 = lag,ar,az] = . ... w.s.w.

araj +1

Dann konvergiert die Folge y,, gegen eine irrationale Zahl y. Es gilt: fiir alle m € N ist

Y2(m-1) <VY2m <Y < Y2m4+1 <Y2(m—-1)+1-

Noch mehr: sei yn = £, etwa. Dann gilt

Y2m+1 —Yzm < .
mt m dndn+1

Insbesondere ist y,, € 7, naher als jede andere Zahl in F,, zu y. Dies folgt, da benachbarte Farey
Zahlen der Ordnug n mindestens

1 1 1 1

n—-1 n nmn-1) =

auseinander liegen. (Siehe Hardy und Wright (Kapitel X) fiir die entsprechenden Beweise.)



2.2 Der Satz von Liouville

Definition 2.4. Sei ¢ € R eine beliebige reelle Zahl. Die Zahl ¢ wird durch Bruchzahlen zur ‘Ordnung
n’ approximiert, falls eine Konstante K(({) existiert, mit

h K(C)
P
fir unendlich viele verschiedene Bruchzahlen £ mit ggt(h, k) = 1.

Bemerkung. Nach Satz 3 ldfSt sich jede irrationale Zahl durch Bruchzahlen zur Ordnung 2 approxi-
mieren.

Definition 2.5. Eine (komplexe) Zahl w € C heif3t eine ‘algebraische Zahl’ der Ordnung n, falls ein
Polynom

P(x) =anx" 4+ - +arx+ao € Q]
(a; € Q far alle i, und a,, # 0) existiert, mit P(w) = 0. Falls a; € Z fur alle i und a,, = 1, dann heif3t w
eine algebraische Integerzahl.

(Offensichtlich ist r € Q eine algebraische Integerzahl & r € Z.)
Satz 6 (Liouville 1851). Sei ¢ € R eine reelle, irrationale algebraische Zahl der Ordnung n. D.h.

P(Q)=anl"+ -+ a10+ap =0,

wobei a; € Q und a, # 0. Dann gibt es kein m > n, so daf3 { durch Bruchzahlen zur Ordnung m
approximiert werden kann.

Bewseis. Die reelle Funktion

n
f(x) = Z aixt
i=0
ist beliebig oft stetig differenzierbar. Das Intervall [(—1, {+ 1] ist kompakt. Folglich ist f'([(—1,+1]) C
R kompakt und daher gibt es eine feste Zahl 0 < M € R mit |f’(x)] < M fuir alle x € [(—1,{+ 1]. D.h.
1 1

0l M

Ein Polynom vom Grad n hat héchstens n verschiedene Nullstellen. Sei A > 0 der Abstand von
¢ zur nidchsten Nullstelle oder die Zahl 1, falls keine andere Nullstelle existiert. Sei ¢ = min{A/2, 1}.
Sei nun § eine Bruchzahl, die ¢ approximiert mit [ — (| < e. Nun, (¢ # ¢, da ( eine irrationale Zahl
ist, und folglich ist f() # 0. Es gilt sogar

a a\m™ a
RN = Jon(5) e (5) +al
o |ana™+ -+ ag ab™ ! 4+ qob™
= o
> L
2 pn

Die letzte Ungleichung gilt, da [a,a™+- - -+ ajab™ ! + agb™| eine Integerzahl ungleich Null sein mug.
Nach dem Mittelwertsatz der Analysis gibt es ein x zwischen ¢ und ¢ mit

(§)-1(3)-10-(¢-9rw
0
Folglich ist f’(x) # 0. Aber
1
Mbn’

f(5)
(x)
D.h. ¢ kann nicht zur Ordnung hoéher als n approximiert werden, da sonst unendlich viele solche
Bruchzahlen auch naher als € zu  waren. O

‘ a

5=

Bemerkung. Nach Roth (1955) gibt es keine algebraische Zahl, die zur Ordnung > 2 approximiert
werden kann.



3 Die Primzahlen

Definition 3.1. Eine Zahl p € N, p > 1 ist ‘prim’, falls fur alle a, b € N mit p|ab stets entweder pla
oder p|b gilt.
B =1{2,3,5,7,13,17,19,23,...}

ist die Menge der Primzahlen.
Satz 7. Folglich ist ggt(a,p) =1 firalleae Nmit1 <a<p €.

Beweis. Sonst wire etwa p > ggt(a,p) = b > 1. Insbesondere bjp. D.h. p = bd etwa, wobei auch
1 < d < p. Aber dann ware sowohl p /b als auch p /d. O

Satz 8. [Fundamentalsatz der Arithmetik] Sei 1 < n € N. Dann existieren py,...,pm € P mit n =
P1 - -pPm, und diese Darstellung ist eineindeutig.

Beweis. Falls n ¢ %, dann ist etwa n = ab, mit 1 < a,b < n, u.s.w.! Eine Induktion fiihrt zur
Faktorisierung in Primzahlen. Angenommen nun zwei verschiedene Primfaktorisierungen

n=prPpm=drq

existieren. Sei dann n die kleinste Zahl mit einer zweideutigen Primfaktorisierung. Offensichtlich ist
pi # q; far alle moglichen i und j. Aber

pim=aqi-(qz2---qu).

Da q; prim ist, ist p; fq1 daher p1|qz - - - qi. u.s.w. Letztendes muf p1|qy; aber dies ist auch unmoglich:
ein Widerspruch. U

Satz 9 (Euklid). P ist unendlich grofs.

Beweis. Sei sonst etwa B = {p1,...,pn}und seim =p;---pn+ 1. Dannistp; fm farallei=1,...,n
im Widerspruch zu Satz 8. O

Nicht ganz so trivial ist der folgende Satz.

Satz 10. Sei P ={p1 =2,p2 =3,p3 =5,p4 =7,p5 = 11,...} die Menge der Primzahlen. Dann ist die
Reihe

nicht konvergent.

Beweis. Fur j € N sei
Bi={p1=2,p2=3,...,p}

Fur jedes x € N sei dann N(x) die Anzahl der n < x in N mit p fn far alle p ¢ ;. (D.h. alle Primfaktoren
von n sind nicht gréfer als p;.) Wie grof3 ist N(x)?
Sein < x. Schreibe n = m - n?, wobei m quadratfrei ist. D.h.

m:ps’1pgz~~~p?i, by = 0 oder 1.

Offensichtlich gibt es héchstens 2 solche m. Auch mufi n; < /n < /x. D.h. N(x) < 2/ - /x.
Andererseits, falls }_ % konvergiert, dann sei j € N so grof3, da

>
Zp—

i=j+1

N |

1Sei etwa njcd, wobei n fc und n fd (und ¢, d > 1). Sei k = ggt(n,c). Dann ist 1 < k < nund kjn. (Warum 1 < k? Sonst
gabe es Integerzahlen x, y mit xn +yc = xcd +yc = 1. Oder xd +y = 1/c. Unmoglich, da ¢ > 1und xd +y € N.)



Sei jetzt x die besondere Zahl x = 227*2, Nehme irgendeine Primzahl p; mit i > j. Es gibt héchstens
x/pi Zahlen n, die kleiner oder gleich x sind, mit pijn. Nun, x — N(x) ist die Anzahl der Zahlen, die
kleiner oder gleich x sind, und die durch eine Primzahl grofer als p; teilbar sind. D.h.

i=j+1 bi
1
= 7% < N(x)
1 .
= —x < 2vx
Aber x = 2%+2_ D.h. 29+1 < 2. 2i+1 = 223+1; ein Widerspruch. O

Es gilt aber doch:
Satz 11 (Brun 1919). Sei Bz iinge die Menge der ‘Primzwillinge’. Dann ist die Reihe
)3 1
PEP zwillinge
kkonvergent.

Beweis. Auch relativ elementar, aber zu zeitaufwendig fir diese Vorlesung. O

3.1 Der Satz von Tschebyscheff

Sei 7t(n) die Anzahl der Primzahlen, die nicht gréfer als n sind. Der Primzahlsatz lautet dann

n—oo

logn

Dieser Satz ist erst im Jahre 1896 bewiesen worden mit einem ‘komplizierten’ Beweis. (Verschiedene
Ideen aus der Funktionentheorie werden verwendet.) Selbert (1948) hat dann einen ‘elementaren’
(aber auch ziemlich komplizierten) Beweis gefunden. Aber schon im Jahre 1852 hat Tschebyscheff
einen etwas schwacheren Satz bewiesen, den wir nachvollziehen werden.

Satz 12 (Tschebyscheff). Es existieren Konstanten C; < C, mit

' logn <mn) <Gz logn

Cy

fiir alle n € N.
Zuerst einige Vorergebnisse:

1. Welche Eigenschaften hat die log’ Funktion? Seien a, b und c positive reelle Zahlen, mit a® = c.
Dann gilt b - log a = log c. Auf3erdem gilt

n

log(H ai) = Z log(as),
iz1

i=1
wobei a; >0firi=1,...,n.

2. Seien m < n positive Integerzahlen. Dann ist

stets eine Integerzahl.



3. Fur x eine reelle Zahl, sei [x] die grofite Integerzahl, die kleiner oder gleich x ist. Sei n € N und
sei p € . Dann gibt es [7] Zahlen in der Menge {1,2,...,n}, die Vielfache von p sind. Es gibt

auch (plz} Zahlen in {1,2,...,n}, die Vielfache von p? sind, u.s.w. Folglich ist
nl = H pi(ﬂ‘P)
peP
wobei

e =y B3
PRk

4. Wir definieren nun eine Funktion wie folgt. Sei x € R, x > 0 beliebig. Dann ist:

0(x) = Z logp = log H P

p<x p<x

5. Es gilt

2n 2n)) n+1 n+2 2n
— - ) LS s
n (n!)? 1 2 n -

alle >2

6. Fur alle n € N gilt logn < 2y/n. Dies folgt, da

v Ryt In
e —Z A —1+2\/ﬁ+7+--->n.
i=0

Oder log(e?V™) = 2y/n > logn.

7. Sei k > 0 eine reelle Zahl. Dann ist
lim logkx

X— 00 \/z

0.

D.h. fir alle € > 0 existiert ein x. > 0, mit logkx//x < ¢, fiir alle x > x.. Nehme z.B. x. = 24k/e*.
Dann gilt fiir solche x > x. = 24k/e?,

X<€4X2
24k
Oder
colpe ex e
k k 2k 24k
Oder
) e?x etx?
kx:engX<1+e\/§+T+---+ 54 o= eV,

Lemma (A). 9(n) < 2nlog?2 fiir allen € N.
Beweis. Nach dem Binomialsatz ist
(a+b)* = i (k) el
A
Insbesondere, fir den speziellen Fall a=b =1 und k =2m + 1 gilt

2m+1
22mHT (1 4 q)2mEl mZ (2m+1)
L)
1=0



Nun, 2m + 1 ist ungerade; daher sind die zwei mitteleren Terme in dieser Summe gleich

(Zm—H) 2m+1)-2m)- - (m+2)
M = =
m m!

D.h. 2M < 2°™+1 oder M < 22™ oder log M < 2mlog?2.
Sei jetzt p € Pmit m+ 1 < p <2m+ 1. Dann ist sicherlich p[(2m + 1) - (2m)--- (m + 2) aber p fm!.
Insgesamt ist das Produkt
IT v

m+1<p<2m+1
Teiler von M, und folglich ist

B2m+1)—08(m+1) = > logp <logM < 2mlog?2.
m+1<p<2m+1
Das Lemma wird nun mittels Induktion tiber n bewiesen. Fiir n = 1 oder 2 ist Lemma A wahr.
Sei daher n > 2. Falls n eine gerade Zahl, dann ist offensichtlich 8(n) = 8(n — 1), und trivialerweise
gilt
fn)=0(n—1)<2(n—1)log2 < 2nlog2.
Fur n ungerade gilt etwa n =2m + 1 (mit m € N) und

On) =02m+1) 02m+1)—0(m+1)+06(m+1)

< 2mlog2+2(m+1)log2
= 2(2m+1)log2 =2nlog?2.
O
Lemma (B). Eine Konstante C, existiert mit
mi(x) < Cy - Togx’
fiir alle x > 2.
Beweis. Sei x € N. Dann gilt log x < 2y/x. Fur x > 2 ist auch log x # 0 und
2x
VX< logx’
Es gilt
0 > ) logp
Vx<p<x
> (log vx) - (m(x) — (VX))
> (logvx) - m(x) — Vx -log(v/x)).
~~
sicherlich >7t(1/x)
S o) < 0(x) + v/xlog(v/x)
o l)og(ﬁ)
X
T log(vx) | v
~20(x)
~ logx VX
4xlog?2 2x
<
log x log x
N—— ——
Lemma A von ())Pen
= (4log2+2)——
(41og2+2)g
B X
~ logx
O

10



Lemma (C). Sei

o= (3] 4[2])

wobei t,, die grofite Zahl ist, mit pt» < 2n.2 Dann gilt

2n _ k(n,p)
(%) =T
PEP

(2n)!
(n!)2

Beweis. Es gilt (*1') =

. Daher ist nach Vorergebnis 5

<2n) ::I]:pkhnpy
n

PEP

Aber fiir alle x € R gilt stets

-z = {2
D.h.
e = 3 ([3]-2[3])
b P P
< Zrows [yl

Lemma (D). Eine Zahl C; existiert, mit

110gn < T[(TL),

fiir alle hinreichend grofie n € N.

Bewseis. Es gilt

n
< = kinp),
< <n) II»

p<2n

(Die Ungleichungen folgen aus Vorergebnissen 3 bzw. 5.) Oder

nlog2 < Zk(n,p)logp

p<2n
log2n
2 { logp w gy

p<2n

IN

B log2n log2n
-2 [logpwloglw 2 [logp o

p<+v2n V2n<p<2n

Aber fur v2n < p < 2n gilt
1
5 log2n < logp < log 2n.

2D.h.
tp logp < log2n
oder log 2
tp < [—Og “w .
logp

11



D.h.

log2n 1
logp |
Daher ist log 2 log 2
og2n og2n
1 1 =
2 {logpw gt ) {logpw o8y
p<v2n V2n<p<2n
log2n
= Z [ Togp —‘ logp + Z logp
p<vV2Zn V2n<p<2n
<  V2nlog2n +46(2n).
——
da |’lc])§g2pn ‘I S lclxl;)ggzpn
D.h.

0(2n) > nlog2—+2nlog2n

7 v2log2n

Nach unserem Vorergebnis 7 gibt es ein T > 0 mit

7\/2 log 2n < ! log 2,
vn 2

flir n > T. D.h. 8(2n) > nlog2/2. Fur n gerade und ‘hinreichend grof’, ist dann

n ny 1
8(n) =0(2- 3) > (3) > log2.

D.h. 0(n) > 7 log2. Falls n ungerade, dann ist

(n—1)

omn)>0n—-1) > 7

log2 > %log 2,
falls n > 2. Sei daher C; = %log 2. Dann gilt 8(n) > C; - n fiir alle hinreichend grofie n. Aber

o(n) = Z logp < 7t(n)logn.

p<n
o(n) n
> — .
= min) =z logn 1logn
Somit ist der Satz von Tschebyscheff bewiesen. O

Satz 13. Seip, dien-te Primzahl. (p1 =2, p; =3, p3 =5, w.s.w.) Dann gibt es Konstanten C3, C4 mit
Csnlogn < pn < C4nlogn.

Beweis. Nach Satz 12 ist P
n

n=7(pn) < Cz 10g pn

oder
> llogp > llogn
Pn C, n C, .

Andererseits ist
Pn

c logpn

<7m(pn) =mn,
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d.h.

Ci < nilogpn.
Pn
Da ]
. 1ogpn
lim —— =0,
n—oo 1/pn
gilt
logpn nlogpn
<Ci <
VPn Pn

fiir hinreichend grof3e n. Insbesondere gilt hier p, < n? oder logp, < 2logn. D.h.

Cipn < nlogpn < 2nlogn.

D.h.
< inlo n
Pn i gn.
O
Satz 14. Es existiert eine Konstante Cs mit
1
> — < Csloglogn,
2<p<n p
fiir allen > 3.
Beweis. Nach Satz 13 gilt
1 1
Pn = Csnlogn’
Dabher ist
(n)
1 17 1
- <« — Z
2<p§np Cs = rlogr
RN
- C3 rlogr
r=2
- 1 1 +J’“ dt
C3z \2log2 ), tlogt
< 7+L(lo logn)
Ci2log2 | C, 088
Csloglogn.
O

4 Der Ring der arithmetischen Funktionen

Definition 4.1. Eine Abbildung f : N — C heif3t eine arithmetische Funktion. Die Menge aller arith-
metischen Funktionen wird mit .4 bezeichnet.
f € A heiSit multiplikativ, falls

e Jk € N mit f(k) # 0, und
e f(n)f(m) = f(nm), far alle n, m € N mit ggt(n,m) = 1.

Falls f(n)f(m) = f(nm) far alle n, m € N, dann heifit f vollstdndig multiplikativ.

13



Zwei abstrakte Operationen ‘+’ und ‘x’ werden definiert, und zwar:
(f+9g)(n) =f(n) +g(n), und

(fxg)n) =) f(d)g(n/d),

dn

fiir alle n € N und f, g € A. Die Operation f *x g heif3t die Faltung von f und g.

Bemerkung. Als Ubung wird gezeigt, daf3 das (Faltungs)produkt von zwei multiplikativen Funitionen
wieder multiplikativ ist.

Insbesondere werden wir die folgenden Funktionen betrachten:
0(n) =0, far alle n,

e(n) =1, fur alle n,

(n) = 1, fallsn=1
1 |0, sonst,

1, n=1
un) =< (=17, fallsn=rp;---p, und p; #p; fir i #j
0, sonst.

Die Funktionen e, 1, und p sind offensichtlich multiplikativ. Nach einer kleinen Uberlegung sieht
man auch, dafl e xu=n.

Satz 15. A ist ein kommutativer Ring mit Nullelement 0 und Einselement n. Eine Funktion f € A ist
genau dann eine Einheit, wenn f(1) # 0.

Beweis. Daf3 0 ein Nullelement ist, ist klar. Aber es gilt auch

(fxm)(n) =) f(dn(n/d) = f(nn(n/n) = f(n),

din

fir alle f € A, und n € N. Daher ist 1 das Einselement.
Man bestatigt leicht, daf3 die Distributivitat gilt:

fx(g+h)m) = > f(d)(g(n/d)+h(n/d)
dn
= ) fld)g(n/d)+ ) _f(d)h(n/d)
din din

= (f*xg)(n)+ (fxh)(n).

u.s.w.
Sei nun f € A, mit f(1) = 0. Angenommen, ein g € A existiert, mit f x g = 1. Insbesondere wéare
dann
T=n(1)=fxg(1) =) f(d)g(1/d) =F(1)g(1) =0.

an
Ein Widerspruch.
Andererseits, sei (1) # 0. Wir konstruieren ein h € A wie folgt. Erstens wird h(1) = 1/f(1) fest-

gelegt. Dadurch ist h« f(1) =1 =n(1). Sei nun angenommen, daf$ n > 1 gegeben ist, und h(j) steht
schon fest, flir 1 <j < n. Dann soll gelten:

0=n(m)=hxf(n) =Y h(d)f(d/n)= )+ Y h(d)f(n/d).
din din
d<n
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Sei daher B
h(n) = M % h(d)f(n/d).

d<n

Satz 16. Seif € A multiplikativ. Dann ist (1) = 1 und das Inverse zu f ist auch multiplikativ.

Beweis. Es existiert zumindest ein k € N, mit f(k) # 0. Da stets ggt(k,1) = 1, gilt f(k) = f(k-1) =
f(k)f(1). Folglich ist (1) = 1. Da f(1) =1 # 0, gibt es ein Inverses g € A zu f mit g« f =mn. Ist g
multiplikativ?

Dazu sei die Funktion h € A definiert wie folgt. Fiir jedes n € N sei n = p}' ---p¢r die eindeutige
Primzahlfaktorizierung. (Daher p; # p; fir i #j, und e; € N fiir jedes j.) Dann ist

.
h(n) =h(p§'--per) =] [alp;").
=1
Die Funktion h ist offensichtlich multiplikativ. Daher ist f « h (als Produkt von zwei multiplikativen
Funktionen) auch multiplikativ. Es gilt
(f+h)(p®) = (f*g)(p®) =n(p®) =0,
far p > 1 eine Primzahl und e € N. Daher ist
(f*h)(py'---py7) =n(py" -+ piT) =0,
da auch n multiplikativ ist. Insgesamt gilt f « h =n. Aber
h=nt«h=gxfxh=gxn=g.
D.h. g ist multiplikativ. O
Satz 17 (Mobius Umkehrformel). Seif c AundF =¢xf. Dannistf = puxF.

Beweis. f=nxf=puxexf=puxF. O
Oder ausgeschrieben, lautet der Formel:
Sei
Fn) =) f(d)
din
Dann gilt

Definition 4.2. Fur jedes n € N, sei ¢(n) die Anzahl der Zahlen k € {1,...,n} mit ggt(k,n) = 1.

Offensichtlich ist auch ¢ eine multiplikativ Funktion in .A. Daher ist auch e * ¢ multiplikativ,
und fiir Primzahlen p, und r € N gilt

exd(p’) =p".
Denn ¢(p") =p" —p"! (nur Vielfachen von p sind nicht dabei). Daher

exb(p) =) e P ) =T+ (p*—p )=y,
k=0 k=1

und wegen der Multiplikativitat gilt dann e x ¢$(n) = n, fur alle n. D.h. nach Satz 17:

Satz 18. Es gilt
2 ¢d=n und ¢(n)=) un/d)d

dn dn
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5 Kongruenzen

Definition 5.1. Seien n € N und a,b € Z. Falls eine weitere Zahl m € Z existiert, mit a —b = m - n,
dann heifen a und b ‘kongruent’ modulo n, geschrieben

a=bmodn

oder auch
a=Db(n).

Kongruenz modulo n ist eine Aquivalenzrelation. D.h.
e a=a(n),

e a=b(n) & b=a(n),

e a=bn)und b=cn)= a=cn).

Die Menge der Aquivalenzklassen wird normalerweise in der Zahlentheorie mit Z/nZ bezeichnet.
Aber diese Schreibweise scheint mir zu schwerfillig hier in der elementaren Zahlentheorie. Ich wer-
de stattdessen die einfachere Bezeichnung ‘Z,’ benutzen.® Die n verschiedenen Aquivalenzklassen
modulo n werden wir auch einfach durch die Menge {0, 1,...,n — 1} beschreiben. (D.h. etwa die Zahl
‘1’ ist hier stellvertretend fiir die Aquivalenzklasse

M={fm-n+1:meZ}
und so weiter.) Seien a = b(n) und ¢ = d(n). Dann gilt*
e a+c=b+ dmodn, und auch
e a-c=b-dmod n.

Wir konnen daher einfach die Aquivalenzklassen als ‘Zahlen’ betrachten: Seien etwa [a] und [b] die
Aquivalenzklassen, die a bzw. b enthalten. Dann gilt

e [a] + [b] = [a+ b] und
e [a] - [b] =[a-b].

Falls p eine Primzahl ist, dann ist ggt(a,p) = 1 fiir alle 1 < a < p. Daher existieren x, y € Z mit
xa+yp = 1. D.h. xa — 1 = yp oder anders geschrieben, xa = 1(p). Somit ist die Aquivalenzklasse
x] = ([a)~". Insgesamt ist Z,, ein Korper, falls p € ‘B.

Falls n ¢ 9B, dann existiert ein a > 1 in Z,, mit ggt(a,n) = c > 1. Kann es sein, dafl Z,, ein Kérper
ist? Nein, denn sonst gébe es ein d € Z, mit da = 1(n), daher da — mn = 1 fiir irgendein m € Z: ein
Widerspruch.

3Leider wird die Notation Z,, in der Theorie der p-addischen Zahlen fiir etwas anderes beniitzt. Sie sollten daher wissen,
gaﬁ es nicht tiblich ist, die “Restklassen modulo n” durch Z,» zu bezeichnen! (Traditionalerweise sagt man Restklasse statt
Aquivalenzklasse. u.s.w!)
4Seien etwa a —b = mynund ¢ — d = myn. Dann ist
(a+c)—(b+4d) (mp +m2)n und
ac—bd = (ac—Dbc)+ (bc—bd)
cmyn+bmyn

= (cmy +bmy)n
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5.1 Die Gruppe der Einheiten

Wir interessieren uns nun zunéchst fiir die Arithmetik von Z,,, wobei n nicht notwendigerweise eine
Primzahl ist.

Definition 5.2. Sei n € N. Eine Zahl a € Z,, heif3t eine ‘Einheit modulo n’, falls x € Z,, existiert mit
xa = 1(n). Die Menge aller Einheiten modulo n heif3t U(Z,,).

Satz 19. a € U(Z,) & ggt(a,n) =1.
Beweis. D.h. x, y € Z existieren, mit ax +ny = 1. O

Es ist tiblich in der Zahlentheorie, die Anzahl der Einheiten modulo n mit ¢(n) zu bezeichnen.
Z.B. ¢(6) =2, da U(Z¢) ={1,5}. Aber auch ¢(p) =p — 1 flr alle p € B.

Satz 20. Fiir jedesn > 1 in N ist U(Z,) eine Gruppe unter Multiplikation.

Beweis. Seien a, b € U(Z,). Dann existieren a~' € U(Z,,) und b~ € U(Z,). Daheristb~'.-a"' € Z,
auch ein Element von Z,, und wir haben

(b"a ) (a-b)=b"-(a"-a)-b=b""-b=][1.
Somit ist ab € U(Z, ). Die andere Gruppenaxiome sind auch trivialerweise erftllt. O

Satz 21. Sei G eine endliche Gruppe mit n Elementen und sei H C G eine Untergruppe mit m Elemen-
ten. Dann gilt m|n.

Beweis. Wir definieren eine Aquivalenzrelation zwischen den Elementen von G wie folgt. a ~ b &
a~'b € H. Dies ist eine Aquivalenzrelation, denn

e a~a,da a 'a=eeH (wobei e das ‘eins’ Element von G und H ist).
ea~b&b~a,da(b'a)”! =a'bund fiir jedes h € H ist auch h™! € H.
ea~bundb~cgibta~c,da(a 'b)(b"'c)=aTceH.

Diese Aquivalenzrelation spaltet G in eine Sammlung von disjunkten Aquivalenzklassen. Fiir jedes
beliebige x € G sei [x] die Aquivalenzklasse, die x enthalt. Es gibt dann eine Bijektion

f:H— [x],
wobei f(h) =x - h, fir alle h € H. D.h.
e xh~x,da (xh) " 'x=h""x"'x=h"" eH,

e Seien hy # h, € H. Dann auch xh; # xh; (denn sonst wire x 'xh; = x~'xh;; d.h. h; = hy). f ist
daher ein Monomorphismus.

e Sei y € [x] beliebig. Aber x ~ y heift x 'y € Hund y = x - (x 'y) = f(x"'y). f ist daher ein
Epimorphimus.

Nun, die Aquivalenzklassen sind alle disjunkt, mit gleich vielen Elementen (gleich viele wie H selbst).
Folglich muf3 m/n. O

Sei nun G irgendeine endliche Gruppe und sei a € G. Wir betrachten die Menge {a, a?,a3,...,a"},
fiir verschiedene n € N. Da G endlich ist, gibt es ein n € N so, day a™ = a™ fur ein m < n. Aber in
diesem Fall ist a™ ™™ =e. Sei s > 1 die kleinste Zahl mit a®* = e. Diese Zahl s heif3t die ‘Ordnung’ von
a in G. Aber die Teilmenge {a, a?,...,a® = e} C G ist sicherlich auch eine Untergruppe von G, daher
ist s auch Teiler der Gruppenordnung (die Anzahl der Elemente in G). Angenommen, G enthalt k
Elemente. Da sk, kénnen wir etwa k = s - t schreiben, fiir ein t € N. Dann gilt

a*=at=(a*)=et =e.

Insbesondere, wenn wir die Gruppe der Einheiten modulo n nehmen, dann erhalten wir:
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Satz 22. a®™) = 1(n) fiir jedes Element a € U(Z,).

Satz 23 (Fermat’s kleiner Satz). Fiir allep € f und a € N mit p fa gilt a?~' = 1(p).

Beweis. Dies folgt, da ¢(p) =p—1farp € Pund pjfa = [a] € U(Z,). O
Bemerkung. Dadurch erhalten wir einen praktischen (wenn doch nicht besonders zuverldissigen)
Test fiir Primzahlen. Sei n € N vorgegeben. Ist n eine Primzahl? Wenn n z.B. 1000 Dezimalstellen
hat, dann ist diese Frage im allgemeinen nicht so einfach zu beantworten. Andererseits gibt es die
Moéglichkeit, die Zahl 2™~' mod n auszurechnen. (Das Multiplizieren und Potenzieren von 2er Potenzen
kann—mit Hilfe von ‘Bit-verschiebungen’—in einem Computer schnell durchgefiihrt werden.) Falls n
doch keine Primzahl ist, dann ist es sehr, sehr wahrscheinlich, daf3 2"~ # 1(n). Das wiirde dann

definitiv heifien, daf3 n keine Primzahl ist. Andererseits gibt es leider auch Zahlen n, die nicht prim
sind, wobei 2™~ = 1(n) trotzdem gilt.

5.2 Die Gleichung ax =b mod n

Betrachten wir nun die Gleichung ax = b(n). Hier sind sowohl n € N als auch a,b € Z,, vorgegeben.
Gibt es dann eine Losung x € Z,?

Satz 24. Sei d = ggt(a,n). Die Gleichung ax = b(n) ist lésbar genau dann, wenn d/b. In diesem Fall
gibt es genau d verschiedene Lésungen, und zwar die (Aquivalenzklassen der) Zahlen

xo—l—k~<%), k=0,...,d—1

wobei x( irgendeine bestimmte Lésung ist.

Beweis. Zunichst sei xo eine Losung mit axp = b(n). Da axo—b = mn, fir ein m € Z, gilt b = axo—mn.
Aber d|a und dn, daher gilt d|b. Ferner ist auch

a(xo—l—k~(%)):axo—l—k~(%)nzaxozbmodn

eine Losung fir alle k € Z. (Dies gilt, da § € N.) Seien jetzt ky # kz in {1,...,d —1}. Dann ist

0 ()~ ok ()] = o v ()] <.

da 0 < k; < d — 1. Folglich ist
n n
X0 + k1 - (E) ¢xo+kz~(a) mod n.

Allgemein, sei x; eine beliebige weitere Losung, mit ax; = b(n). Dann ist

0=b—b=a(xo—x1) modn

ni|a
= nla(xo —x1) = F ’a(xO—M)-

Aber 3 und 3 haben keinen gemeinsamen Teiler (d ist doch der grofiste). Folglich ist F(xo —x;. D.h.
xp —x1 =k - % fur ein k € Z. Oder
n
X1 =Xo — k (—) .

d
Aber dann gibt es ein 0 <k’ < d — 1 mit
xo — k (%) =x0—k’ (%) mod n.
D.h. (xo —k%) — (xo —k'§) = (k—k/)§ = mn, flur ein m € Z, oder k — k' = md. Wahle nun m so, daf
k' =k—mde{0,...,d—1}.
Umgekehrt, sei d/b. Da d = ggt(a,n), gibt es zwei Zahlen, u, v € Z mit au+nv=d. Sei c = % eN.
Dann ist a(cu) = b mod n, denn

a(cu)—i—ncv:T—i-T =

D.h. eine Losung (namlich cu) existiert. O

aub mvb ( au + nv>
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5.3 Der Chinesische Restklassensatz

Satz 25. Seien my,...,my € N mit ggt(mi, m;) = 1, fiir alle i # j. Seien by, ..., by € Z beliebig. Dann
gibt es ein xy € Z mit xo = bi(my) fiir alle i. Ferner ist xo + rm auch eine Lésung, fiir alle r € 7 (wobei
m=m;-my---m), und jede Lésung hat diese Gestalt.

Beweis. Fur jedes i€ {1,...,t} sei

m

i =M M s Mgy - e = T4,
Nach dem Fundamentalsatz der Arithmetik ist dann ggt(m;,n;) = 1. Nehme jeweils 1y, s; € Z mit

Timi +sing =1
und sei l; = sin; € Z. D.h. 1; = 1(my), aber auch 1; = 0(m;) fiir j # i, da doch n; die Zahl m; als Faktor
enthélt. Die Zahl
xo =bily + -+ belg

ist dann offensichtlich eine Losung, da xo = bi(m;) far alle i. Sei nun r € Z beliebig. Dann ist auch
rm = 0(m;) fr alle i, da jeweils m;i/m. D.h. x¢ 4+ rm ist auch eine Lésung, fuar alle r € Z.

Gegeben eine beliebige Losung y € Z, dann gilt y —xo = 0(my) far alle i. D.h. m;|y —xo. Da die ver-
schiedenen m; keine gemeinsamen Teiler haben, muf3 (nach dem Fundamentalsatz der Arithmetik)
auch

m=my---miy —Xo.
Folglich ist y = xo + rm, fir ein r € Z. O

5.4 Die Struktur der Einheitengruppe
Satz 26. Seien wieder my,...,m; € N mit ggt(mi, m;) = 1, fiir allei # j und sei m = m; ---my. Dann
gilt
W(Zm) 2~ WZn,) X -+ X W(Zn,)
(das kartesische Produkt der Gruppen).

wobei
Definition 5.3. Seien Gq,..., G jeweils Gruppen. Das kartesische Produkt G = G x --- x Gy ist die
Gruppe
G={(g1,...,9¢) 1 91 € Gy, Vi}
mit Multiplikation
(g1,--+,9¢) - (h1,...,h) = (grhy,..., gchi).

Beweis. (des Satzes) Die Abbildung
f:U(Zm) = WZm,) X X W(Zm,)
sei wie folgt definiert. Fir a € U(Z,,) sei jeweils a; = a(m;). Dann ist
fla) = (ai,...,a).

Ist a; € U(Zm,)? Da a € U(Z,,), gibt es ein b € Z,, mit ab = 1(m). Da my/m, gilt auch ab = 1(m;). In

Zwm, sei by =b(m;), daher ist a;b; = 1(my). Folglich a; € W(Zmn,, ).
Ist f ein Homomorphismus? Sei a’ € U(Z,) und a{ = a’(my) far alle i. Dann ist

fla-a’) = (aa’mod my,...,aa’ mod m,)
= (aja; mod my,...,ara; mod my)
= f(a)f(a’).
Nach Satz 21 ist f eine Bijektion. O

Wir kénnen insbesondere n = p%‘ - -pt‘ schreiben, wobei die p; jeweils verschiedene Primzahlen

sind und 1; € N. Dann ist
U(Zn) = U(Zpl1 )X eee X U(Zplt ).
1 t

Welche Struktur hat dann U(Z,) fiir p € P und | € N? Wie wir spéter sehen werden, ist U(Z,,) stets
eine zyklische Gruppe, falls p > 2. (Die Situation fiir U(Z,.) ist aber doch etwas komplizierter.)
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6 Primitivwurzeln

Definition 6.1. Sei G eine endliche Gruppe mit n Elementen. G heifit ‘zyklisch’, falls ein Element
a € G existiert, mit
G={a,a-a=ad?...,a" =1L

Das Element a heif3t dann ein ‘erzeugendes Element’ fur die Gruppe. Falls U(Z,) zyklisch ist, fur
ein n € N mit einem erzeugenden Element a € U(Z,, ), dann heift a eine ‘Primitivwurzel’ modulo n.

6.1 Primitivwurzeln modulo p, fiir p eine Primzahl
Satz 27. Flirp € P prim ist U(Z,,) stets zyklisch.
Zuerst einige Vorergebnisse.
Satz 28. Flr allen € N gilt de ¢(d) =n.
Bewseis. Dies ist eigentlich ein Teil von Satz 18. O

Satz 29. Sei F ein Kérper und seien P(x), Q(x) € F[x] zwei Polynome mit n := Grad(P) = Grad(Q).
Angenommen, n + 1 verschiedene Elemente a;,...,an+1 € F existieren, mit P(a;) = Q(ay) filr alle
i=1,...,n+1. Dannist P = Q.

Beweis. Sei R(x) = P(x) — Q(x). Dann ist R ein Polynom vom Grad n mit n + 1 verschiedenen
Nullstellen. Folglich ist R = 0. (Bemerkung: fur jede Nullstelle, etwa a; gibt es die Faktorisierung
R(x) = (x — ay)T(x) mit Grad(T) kleiner als Grad(R), u.s.w. Allgemein: ein Polynom vom Grad n kann
hochstens n verschiedene Nullstellen haben.) O

Satz 30. Im Kdrper Z,, gilt die Polynomgleichung
P T —1=(x—1)(x—2)---(x—p+1) mod p.

Beweis. Nach Fermat’s kleinem Satz ist mP~! —1 = 0 mod p, fiir alle 1 < m < p — 1. Trivialerweise ist
auch m eine Nullstelle von (x — 1)(x —2)--- (x —p + 1) far alle solche m. Aber

P T —(x=1)(x—=2)---(x—p+1)

ist ein Polynom vom Grad p — 2. O
Satz 31 (Wilson’s Satz). (p —1)! = —1 mod p.
Bewseis. Betrachte den Fall x = 0 in Satz 30. O

Satz 32. Seip <€ B prim und sei d|p—1. Dann besitzt die Gleichung x¢ = 1 mod p genau d verschiedene
Lésungen. D.h. die Menge {a € Z, : a® = 1 mod p} hat genau d Elemente.

Beweis. Sei etwap —1=w-dmitw e N. D.h. (x4)¥ =xP~ .

= X1 = =D o (x24T
= (x—1)x—=2)---(x—p+1) mod p.

Folglich hat (x4 —1)(x3™~=1 +... 4+ x4 4 1) immerhin p — 1 verschiedene Nullstellen. Aber das Polynom
x4W=1) 1 ... 4 x4 + 1 mit Grad d(w — 1) hat héchstens d(w — 1) verschiedene Nullstellen. Daher gibt
es noch d weitere Nullstellen zum Polynom x9 — 1. O

Definition 6.2. Sei m € U(Z,). Nach Fermat’s kleinem Satz ist m®™) = 1 modn. Sei 1 < d < ¢(n)
die kleinste Zahl mit m¢ = 1 mod n. (Es gilt daher d|p(n).) d heit die ‘Ordnung’ von m modulo n.
Falls n = p € 8 eine Primzahl, dann ist ¢(p) = p — 1. Fur alle moglichen Zahlen 1 < d < p — 1 mit
dlp — 1 sei P (d) die Anzahl der Zahlen m € U(Z,) mit Ordnung d modulo p.
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Satz 33. Es gilt

D wpld)=p-1.

dlp—1

Beweis. Jede Zahl m zwischen 1 und p — 1 ist eine Einheit modulo p, daher einmal gez&hlt in der
Aufzahlung von 1, (d), mit d die Ordnung von m modulo p. Es gibt genau p — 1 solche Zahlen. O

Satz 34. Y, (d) < ¢(d), firp e Punddjp—1.

Beweis. Falls ¥, (d) > 0, dann sei a € U(Z,) mit Ordnung d modulo p. Die Gleichung x¢ = 1 mod p
hat Grad d und die d verschiedenen Zahlen {a, a?,...,a% = 1} sind alle Lésungen, namlich

=1 =1mod p

far alle 1 < k < d. Folglich gibt es keine anderen Lésungen und jede Zahl m € U(Z,) mit Ordnung
d modulo p ist von der Gestalt m = a¥, fiir ein k € {1, ..., d}. Andererseits, falls k|d mit etwa d = wk,
dann hat m = a* eine kleinere Ordnung als d, ndmlich

KW = a"* = a4 = 1 mod p.

Um den Satz zu beweisen, sei a* gegeben mit Ordnung d modulo p. Sei ggt(k,d) = h € N. Dann gilt

==

= (a*)* mod p.

=
Il

1=1 4

(a

Da die Ordnung von a* modulo p doch d ist, muf3 gelten h = 1. D.h. ein Element, das einmal in der
Aufzahlung von 1, (d) gezédhlt wird, wird auch gezahlt in ¢(d). O

Zusammen mit den Sitzen 28 und 33 folgt:
Satz 35. |, (d) = ¢(d).

Aber fur p € P eine ungerade Primzahl, ist ¢(p — 1) > 0 (z.B. ggt(1,p — 1) = 1). Die einzige
gerade Primzahl ist 2, mit U(Z;) = {1}—offensichtlich auch eine zyklische Gruppe. Somit ist Satz 27
vollstandig bewiesen.

Zum Schluf3, zwei (immer noch) offene Fragen in der Mathematik:

1. Fur p € P, sei g, die kleinste Primitivwurzel modulo p. Ist g, = 2 flir unendlich viele p?

2. Esist bekannt (Pillai 1944), daf} eine Konstante C > 0 existiert, wobei g, > Cloglogp fiir unend-
lich viele p. Auch (Grosswald 1981) g, < p°#°?, falls p > e¢”". Gibt es bessere Abschétzungen?

6.2 Primitivwurzeln modulo p!, fiirp >3 und 1 > 2

Die néchste Idee ist, zu zeigen, daf3 auch die Gruppe U(Z,.) stets zyklisch ist, zumindest in dem
Fall, wo p eine ungerade Primzahl ist.

Satz 36. Seip € P, 0 <j < p. Dann gilt p ‘(?) .

Beweis.
()=
j itlp —i)!
Daher
p!in—iﬂ<?>.
Nun, p|p!, aber p jj! und p f[p —j)!. O

Als triviale Folgerung des Binomialsatzes erhalten wir dann:
Satz 37. Fliralle a, b € Z,, gilt (a 4+ b)P = aP + b” mod p.

Satz 38. Angenommen, a = b mod p', fiir einl € N. Dann gilt a®? = b® mod p'*'.
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Beweis. a =b mod p' heilit a —b = cp!, fiir ein c € Z. D.h. a = b + cp' oder

a? = (b+cph)?

b¥ + (? b Tept + A

bP + (bPTeptt! + A)
wobei (cp')?|A. Insbesondere p'*1|A. O
Satz 39. Angenomunenl > 2 und p > 3. Dann gilt
(14+ap)? ~=1+ap"' modp'
fur alle a € Z.

Beweis. Induktion tber 1. Der Fall 1 = 2 ist einfach die Aussage, daf3 1+ ap =1+ ap. Sei daher 1 > 2

1-3

und (1+ap)? ~ =1+ap'?modp'~'. Nach Satz 38 ist
_ P _
((] + a.p)r)l 3) =(1+ ap)pl f = (1 + (1]91_2)]D mod p'.
Aber
(1+ap )’ =1+p-ap"2 +B,
wobei

Firi>2 (und 1 > 3) gilt 1 < (1—2)i; d.h. p'{p'=2)%. Der besondere Fall 1 =3, i = 2 ist

(Z) (ap372)2 = LPZ— ) -a?p?

und daher gilt auch

O
Satz 40. Wieder p > 3, und sei a € Z mit p Ja. Dann hat die Zahl 1 + ap die Ordnung p'~' modulo p'.

Beweis. Sei r € N die Ordnung von 1+ ap modulo p'. Nach Satz 39 ist

(1+ap)® =1+ ap' modp‘"’
und daher (1 + ap)’ ' = 1mod p'. D.h. rfp'~! und r ist eine Potenz von p. Welche Potenz? Da p fa
gilt
(T+ap)® “=1+ap" " #1modph.
Daher r =p'~'. O

Satz 41. Primitivwurzeln modulo p' existieren, fiir alle ungerade Primzahlen p und 1 € N. Sei g eine
beliebige Primitivwurzel modulo p mit g°~' # 1 mod p?. Dann ist g auch Primitivwurzel modulo p'.

Beweis. Sei g eine Primitivwurzel modulo p. Falls g°~' = 1 mod p?, sei ¢’ = g + p. Dann ist g’ =
g mod p auch Primitivwurzel modulo p und

9" ' =(g+pP " = ¢" ' +(p—1)g" *p modp’
= 1+ (p—1)g" *p mod p*
# 1mod p?,
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da p /p—1 und p JgP 2. Wir kénnen daher einfach annehmen, daf g unsere Bedingung erfiillt (g?~' #
1 mod p?).

Es bleibt nur zu zeigen, daf g auch Primitivwurzel modulo p! ist, fiir alle 1 > 2. Sei nun n € N
irgendeine Zahl mit g™ = 1 mod p'. Es gilt

¢ '=Tmodp=g" '—T=ap

far ein a € Z. Aber
g '#1modp* =p*fo" ' -1 = pfa.

Nach Satz 40 hat gP~! die Ordnung p'~' modulo p'. Aber

1= (g“)pfl = (gp—l)n mod p'.
Folglich gilt p'~'n, oder n = cp'~! mit ¢ € Z. Nach Fermat’s kleinem Satz ist g = g mod p, daher
auch 2
g =(g")’ =g¢” =gmody,
u.s.w. Insbesondere ist ng = gmod p. Da
g™ =1modp' = g™ =1mod p,
folgt auch

1-1

g"=(g” )*=¢g°=1modp.
Aber g ist Primitivwurzel modulo p. D.h. p — Tjc. Da
gatlp—1,p" 1) =1

muf gelten
oY) =(p—1p" ep' ! =mn.

D.h. g ist Primitivwurzel modulo p'. O

6.3 Der Fall 2!, fiir | > 2

Es ist kein Geheimnis, daf3 1 eine Primitivwurzel modulo 2, und 3 eine Primitivwurzel modulo 4 ist.
Satz 42. 52" ° =142 mod 2 fiir1 > 3.

Beweis. Induktion tber 1. Falls 1 = 3, dann ist dies die Gleichung 5 = 1 + 4 mod 8; offensichtlich
doch wahr. Sei nun 1 > 3 und sei 52 ' =1+ 2'"2 mod 2'~'. Nach Satz 38 gilt

5277 _ (521*4)2 — (14222

= 1 + 2. 21—2 + 221—4
B I LI PAS
= 142" mod 2,

da2l—-4>1, farl > 3. O
Satz 43. Die Ordnung von 5 modulo 2! ist 2'~2 (wobeil > 3).
Beweis. Sei n die Ordnung von 5 modulo 2'. Da

52 % =1+2" mod 2",

gilt 52 ° = 1 mod 2'. Folglich mug n|2'~2; insbesondere ist n eine Potenz von 2. Die nichstkleinste
Moglichkeit ist n = 2'-3. Aber 52~ =1+ 2" # 1 mod 2. O
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Satz 44. Flrl > 3 ist
U(Zy) ={(-1)%5° mod 2': 0 < a<1,0<b <22}

und diese Darstellung der Elemente von U(Z,.) ist eineindeutig.

Beweis. ¢(2') =2'7'. (Die Hilfte der Zahlen, namlich die ungeraden Zahlen, sind zu 2' relativ prim.)
Andererseits gibt es genau 2'~! Paare der Art (a,b) mit 0 < a < 1 und 0 < b < 2'72. Sind sie alle
verschieden? Falls

(—1)2'5°" = (—1)25° mod 2!
dann ist auf jeden Fall 5° = (1 +4)® = 1 +4b +--- = 5*" mod 4. Folglich ist (—1)¢ = (—1)* mod 4:
daher a’ = a und 5° = 5*" mod 2'. D.h. 5*"°" = 1 mod 2!, und nach Satz 43 gilt 2'"2|b — b’|. Daher
b =b’ mod 22, und wir schliefen, dag b =b’. O

Satz 45. U(Z,:) ist nicht zyklisch, falls 1 > 3.
Beweis. Denn nach Satz 43 hat jedes Element der Art (—1)¢5° die Ordnung 2'~2 modulo 2'. O

Satz 46. Die Zahlen n € N, die Primitivwurzeln, modulo n besitzen, sind genau die Zahlen 2, 4, p*
und 2p*, fiir beliebige ungerade Primzahlen p und k € N.

Beweis. Da U(Z;,,«) = U(Z,«), gibt es auch Primitivwurzeln modulo 2p¥. Andererseits, sei n > 2
nicht von dieser Gestalt. Wir kénnen dann schreiben n = m;m; mit m;, m; < n und ggt(m;, m;) =1.
D.h. U(Zn) = W(Zm, ) xU(Zmn, ), wobei U(Z;) nicht trivial ist, flir i = 1,2. Aber eine solche Gruppe kann
niemals zyklisch sein. Z.B. um einen Widerspruch zu finden, sei doch g = (v,w) € U(Z,) X UW(Zm,)
eine Primitivwurzel. Dann gibt es nur zwei Losungen der Gleichung x?> = 1 mod n, ndmlich x = 1
und x = g®™/2 mod n.® Aber alle vier Elemente (1,1), (1,—1) = (I,m, — 1), (—=1,1) = (m; — 1,1) und
(—=1,—1) = (my — 1, m, — 1) sind doch verschiedene Lésungen in U(Z, ). Ein Widerspruch. O

7 Quadratische Reziprozitit

Sei p € P eine ungerade Primzahl und sei 1 < a < p — 1. Die Gleichung, die wir in diesem Kapitel
betrachten werden, ist
x? = amod p.

Gibt es tiberhaupt eine Losung? Falls ja, und falls a # 0 mod p, dann heif3t a ein ‘quadratischer
Rest’ modulo p.

Falls a = 1, dann ist die Situation ziemlich trivial. Wir haben 12 = 1 mod p, aber auch (—1)
(p — 1)? = 1 mod p. Allgemeiner, sei u? ein quadratischer Rest modulo p. Dann ist sicherlich auch
u? = (—u)? = ((p — 1)u)? mod p. Da p ungerade ist, ist

2:

uZ (p—1)umod p.
D.h.
u—(p—Tu=2u—up # 0 mod p.

Aber die Gleichung x?> — a = 0 mod p kann héchstens zwei verschiedene Lésungen besitzen. Falls
daher x, eine Losung ist, dann gibt es nur die zwei Losungen +x,.

Satz 47. Flir p eine ungerade Primzahl gibt es % quadratische Reste modulo p, und die restlichen
% Zahlen sind infolgedessen nicht quadratische Reste modulo p.

5Die Elemente der Gruppe sind {g, ¢2,...,g",...,g?(") = 1}. Fiir welche t gilt
(g4)? =¢?t = ¢*™) = 1mod n?

Da g eine Primitivwurzel ist, gilt doch ¢(n)2t, und dies ist nur méglich, falls t = ¢(n)/2 oder t = ¢(n); d.h. g®(")/2 und
b(n) =1 d
g = 1 mod n.
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Beweis. Seien

—1
Py

Uz{],Z,...,T und V= yo.op—1hL

Falls u € U, dann ist sicherlich —u =p —u € V. Auch u? = (—u)? mod p. Und u # —u mod p. Folglich
gibt es % verschiedene Zahlen der Art

p—1\?
12,22, (——) .
) ) ) ( 2 )
Die restlichen quadratischen Reste

p—1\°
(1%, (=2)%,..., (_T)

p+1
2

geben die identische Menge. Daher gibt es keine weitere quadratische Reste. O

Definition 7.1. Sei p eine ungerade Primzahl, und sei a € Z. Das Legendre Symbol (%) wird wie
folgt definiert.

0, falls pla,
<—> =< 41, falls a ein quadratischer Rest modulo p ist,
—1, sonst.

Satz 48. Sei p eine ungerade Primzahl und sei 1 < a < p — 1. Dann gilt: a ist quadratischer Rest
modulo p genau dann, wenn

a” =1 mod p.
Beweis. Falls x?* = a mod p, dann ist
p—1
T=xP! = (xz) T = " mod p.
Umgekehrt, sei
p1
az =1modp.

Sei g eine Primitivwurzel modulo p. Sei g™ = a mod p. Dann ist

(g™) T = g(p_”% =1 mod p.

Da p—1 die Ordnung von g ist, folgt p—1|(p—1) 5. D.h. 3 ist eine ganze Zahl, und daher ist n gerade.
Folglich ist

(g%) = amod p.
O
Satz 49. p, a wie vorher. Dann gilt
(E) = ap_;] mod P
b)) = .
Beweis. Nach Fermat’s kleinem Satz ist a?P~' = 1 mod p. D.h.
r—1 2
(aT) =1mod p
und daher a®=" = £1 mod p. Nach Satz 48 ist dann a ein quadratischer Rest genau dann, wenn
(%) = 1. Falls p|a, dann ist der Satz sowieso trivial. O
Satz 50. (%) = (—1)%. Insbesondere ist —1 ein quadratischer Rest modulo p nur dann, wenn

p = 1 mod 4.
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Satz 51. Seip eine ungerade Primzahl, p fa und p fb. Dann ist

BERGECE!

Beweis. (ab)p_zl = a® > b* mod p. O

Wir betrachten jetzt verschiedene Zahlen, der Art ka mod p, fur k =1,2,.... Jede solche Zahl ka
ist entweder ‘positiv—d.h. ka = rmodp mit 1 < r < %, oder ‘negativ’ mit ka = —r’ mod p und
1<r' < %. Oder anders gesagt, die ‘positiven’ Zahlen sind

p—1
u={1,2...,—
{) ) ) 2 }

und die ‘negativen’ Zahlen sind
1
V= {%, dots,p — 1}.

Satz 52 (Gauss’s Lemma). Wieder p fa. Dann ist (%) = (—=1)", wobei p die Anzahl der ‘negativen’
Zahlen (modulo p) in der Menge® W = {q, 2aq, ..., %(p —1)a} ist.

Beweis. Kann es sein, daf3 ka = +lamod p, fur 1 <k, 1 < %? (D.h. beide Zahlen k,1 € U.) Multipli-
ziere auf beiden Seiten mit a~'. Dann haben wir k = +1; aber fir beide k,1 € U muf3 gelten k = +1.
Sei v = p? —pund sei {ry,...,r,} die Menge der ‘positiven’ Zahlen in W; dann ist {—r{,..., —rL} die
Menge der ‘negativen’ Zahlen in W. Daher muf gelten

p_

{n,...,m,r{,...,T{L}:U,Z,...,T}.
Also ist
a-2a Tp—ta = 123 Lp_na
2P 2P
= Tperpeeety s (=) (=)o ()
1
= (=1)"*1.2-3 -z(p—l)modp
und
<E) =o' = (—=1)* mod p.
P
O
Satz 53. (%) =221 = (—1)5(»*~1) mod p. Mit anderen Worten: 2 ist ein quadratischer Rest modulo

p genau dann, wennp = +1 mod 8.

Beweis. {1-2,2-2,3-2,..., (%) -2} ={2,4,6,...,p— 1} sind hier die entsprechenden Zahlen. Es gibt
demnach zwei Falle:

1. Falls % gerade ist, dann ist p = 1’4;1 und

)

2. Falls Pz;] ungerade ist, dann ist p = P%] und

%)

6Einfachheitshalber schreiben wir hier a, 2a, u.s.w. Aber gemeint ist nattirlich stets a mod p, 2a mod p, u.s.w.

(—1)]7“’_” mod p.

(—1)7®*+1) mod p.
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Es ist jetzt nur eine kleine Ubung, zu zeigen’, da in beiden Fillen

iw=-(p?>—1) mod 2.

S| —

Satz 54 (iiber die quadratische Reziprozitit). Seien p, q € P ungerade Primzahlen. Dann gilt

(B) (ﬂ> — (—n(Fe-m)Ean),
a/ \p

Wir brauchen einige weitere Ideen, bevor wir diesen Satz beweisen kénnen. Zuerst, um die For-

meln einfacher zu gestalten, sei p’ := 25 und q’ := %'. Die Berechnung von (%) benutzte die
Zahlen kq mod p. Eine andere Art, solche Zahlen darzustellen, ist die folgende.
k
kq =P ’7_q—‘ + Uk,
P
wobei 1 < u < p—Tund ux = kq mod p. Fir k =1,...,p’ durchlduft dann u, die Zahlenri,i=1,...,v

und —rj’ ,j=1,..., . Wir unterscheiden die zwei Falle:
1. Falls uy ‘positiv’ ist (d.h. 1T < uy < p’), dann schreibe u, = vy.

2. Falls uy ‘negativ’ ist (d.h. p’ < ux < p — 1), dann schreibe u, = wy; daher 1 < (p — wy) < p’ und
v/ =p — W, fir ein i zwischen 1 und p.

Sei nun
v p’
R=) =Y
i=1 k=1
(wo wir v = 0 nehmen, falls uy ‘negativ’ ist) und
i p’
R=3 =Y we
j=1 k=1
(Dieses mal ist wy = 0, falls uy ‘positiv’ ist.) Es gilt

P’ _ 2
k=1

8 8
Aber auch
p’ p’
RHR' =) vi+up—) wi
k=1 k=1
Daher
p’ p’ 1
up+ ) Vi— Y wi = g =1
k=1 k=1
Sei nun

’

P
S(a,p) =Y hﬂ

s=1

“Bemerkung: sei die ungerade Zahl p = 2n+ 1, n € N. Dann ist p? = 4n? +4n + 1 und folglich ist p? — 1 = 4(n? +n) durch
8 teilbar, egal ob n gerade oder ungerade ist.
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Dann ist

1

- £ 6]

Pl
= pS(a,p)+ ) wk
k=1

| —
<}
N
|
Y
I
7~
r ]
=~
~
o)
I
T s
~
o)

]

p’ p’
= pS(a,p)+ ) vkt Wi
k=1 k=1
Wir subtrahieren die zwei Gleichungen:

p’
(P> =N(a—1)=pS(q,p) —up +2 ) wi.
k=1

| =

Nun, 8|p? — 1, und q — 1 ist gerade. Daher ist die linke Seite dieser Gleichung gerade. Aufierdem ist
p ungerade. Daher muf gelten

Satz 55. S(q,p) = wmod 2. D.h. (g) — (1" = (—1)Slaw),

Folglich ist (%) (%) = (—1)8(a,p)+5(r.a) Um Satz 54 zu beweisen, brauchen wir nun lediglich....

Satz 56. S(q,p) +S(p,q) =p'q’.

Beweis. Seien s,t € Nmits <p’, t < q’. Dap und q prim sind, gilt ggt(p,q) =1;das <p’und t < q’,
ist $ # %. Tatsachlich ist entweder

+|n

<fdhs< Hﬂ oder

|

>Pidh. t< Hq]

Daher ist




8 Einige Diophantinische Gleichungen

Satz 57. Seip eine ungerade Primzahl und sei p jm, k. Angenommen, die Diophantinische Gleichung

x? — my? = kp ist l6sbar. Dann gilt (%) =1.

Beweis. Kann es sein, daf p|x? In diesem Fall wére auch ply, da p /m. Folglich wére p?[x*> — my?
kp; ein Widerspruch. Daher ist p /k, und dieselbe Idee gibt auch p jy. D.h. x,y € U(Z,) und x*

my? mod p, oder m = (xy~' )2 mod p; ein quadratischer Rest.

O

Satz 58 (Thue’s Satz). Sein € N keine Quadratzahl (d.h. kein m € N existiert, mit m? = n) und sei
z € Z beliebig. Dann existieren zwei Zahlen x, y € Z, nicht beide gleich null, mit |x|, ly| < vn und

xz =y mod n.
Beweis. Es gilt [\/n + 1] > n. D.h. es gibt mehr als n Paare von Zahlen (x,y) mit
T<xy<[vn+1],

aber nur n Zahlen in Z,,. Daher gibt es zwei verschiedene Paare (x1,y1) # (x2,y2) mit

X1Z — Y1 = X2z — Y2 mod n.
D.h.

(x1 —x2)z = (y1 —y2) mod n
und entweder x; —x, # 0 oder y; —y2 # 0 und

x1 —x2l, lyr —u2l < [Vn+1]1 -1 < vn.
o

Satz 59. Seip eine ungerade Primzahl. Dann existieren x und y mit p = x> + y? genau dann, wenn
p = 1 mod 4.

Beweis.

Falls p=x*+y> = x*=—y’modp

— (xy_1)2 = -1 modp
— p=1T1mod4 (Satz 50)

Andererseits, falls p = 1 mod 4, dann existiert z € U(Z,, ) mit z> = —1 mod p. Nach Thue’s Satz gibt es
x und y mit x|, ly| < /p und xz =y mod p.

— (x2)? = —x*=y’mod p
= x*+y?>=0mod p
= x> +y’ =,
dax?+y?<p+p=2p. O

Satz 60. Sei (% = 1. Dann existieren x, y, (nicht beide null) und k mit [k| < |m| und x? — my? = kp.

Beweis. Da (%) =1, gibt es ein z mit zZ = m mod p. Nach Thue’s Satz existieren dann x, y, nicht

beide null, [x], [y| < /p und zy = x mod p. D.h. my? = x? mod p und daher x* —my? = kp fir ein k € Z.
Wie gross ist k? Es gilt

[P = [kp| [x? —my?|
X2 + [mly?
p+[mlp
p(1+[mf)

= |kl < 1T+ |m| = [k] < |m].

ANVAN
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Satz 61. Seip € P eine ungerade Primzahl. Dann existieren x, y € Z mit

X =y =p
Beweis. Nehme b :

_pr _p-7

A R S
Dann ist
X —y*=(x+yllx—y) =p-1=p
O

Satz 62. Seip ungerade. Dann gilt (_Tz) =1 <= x und y existieren, mit x* + 2y? =p.
Beweis. ‘—’ Falls (%2) = 1 dann existiert ein z mit z2 = —2 mod p. Nach Thue’s Satz existieren x,

y, nicht beide null, |x|,ly| < /p und zy = x mod p. D.h.
—2y%? =x? mod p

oder
x? 4+ 2y? = 0 mod p.

Aber x? + 2y? < p + 2p = 3p. Kann es sein, daf x? + 2y? = 2p? Dann ist x gerade, etwa x = 2n. Daher
4n? 4 2y? = 2p, oder y? + 2n? = p. Dies ist auch eine Lésung.
‘=" x?>+2y> =p = x # 0 #y. Daher

—2= (xy“)2 mod p

und (‘72) =1. O

Satz 63. Seip ungerade. Dann gilt (%) =1 <= x und y existieren, mit x* — 2y? = p.

Beweis. ‘" ist wie oben. Fir ‘=", sei z? = 2 mod p. Wie immer, existieren x, y mit zy = x mod p
oder x? —2y? = kp. Was ist k? Da x? < p und y? < p, folgt k = 0 oder +1. Nun, k = 0 ist nicht méglich,
da v2 ¢ Q. Falls k = —1, dann setze

= x+2y
v = X+Vy.

— u? -2 = (x +2y)? —2(x +y)? = —x* + 2y =p.

8.1 Die Gleichung x? + y? = z2

Es ist sicherlich bekannt, daB diese Gleichung lésbar ist. Z.B. 32+42 = 52, Wir verlieren nichts, wenn
wir annehmen, daf ggt(x,y) = 1. Fur jedes n € N gilt® entweder n?> = 0 mod 4 oder n? = 1 mod 4.
Folglich ist eine der beiden Zahlen gerade, die andere ungerade. Allgemeiner gilt...

Satz 64. Jede positive Lésung von x> +y? = z? mit ggt(x,y) = 1 und 2|x ist von der Art
x =2ab, y =a?—b?, ,z=a’+b?

wobei beliebige Paare (a,b), die die Bedingungen: a > b > 0, ggt(a,b) = 1, a # bmod 2 erfiillen,
genommen werden kénnen.

8Falls n = 2m gerade, dann ist n? =4m? = 0 mod 4. Falls n = 2m + 1 ungerade, dann ist n? =4m? +4m+ 1= 1mod 4.
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Beweis. Zuerst nehme a, b beliebig mit a > b > 0 und ggt(a,b) = 1, wobei a # b mod 2. Die Gleichung

x* +y? = (2ab)? + (a® —b?)? = (a® + b?)? = 2?

ist klar. Da ggt(a,b) = 1 folgt ggt(x,y) = 1 oder 2.° Aber 2 fy = a® — b?, eine ungerade Zahl. Daher ist

ggt(x,y) =1.

Sei jetzt x? + y? = z? eine gegebene Losung (mit unseren Bedingungen), und nehme die Integer-

zahlen %Y und =¥ . Wir haben'©

z—y z+y . z—y zty z+y z-—y
= ggtly,2)
= ggtlxy) =1

und

G -5 ()

Daher sind sie beide Quadratzahlen, und wir nehmen

z+y z—Yy
— b= .
“=\V T2 V72

9 Summen von Quadratzahlen

Wir haben schon gesehen (Satz 59), daf3 alle Primzahlen der Art p = 1 mod 4 als Summe von zwei
Quadratzahlen dargestellt werden kénnen. In diesem Kapitel werden wir sehen, daf3 alle positive

Integerzahlen n als Summe
n=a?+b2+c?+d?

mit a,b, ¢, d € Z dargestellt werden kénnen. Wir benutzen hierbei die folgende, interessante Schreib-

weise.

Definition 9.1. Sei m € N. Dann ist die Menge C N die Menge aller natiirlichen Zahlen, die als

Summe von m Quadratzahlen erscheinen.

Mit dieser Schreibweise kann Satz 59 dann wie folgt formuliert werden: Falls p € P mit p

1 mod 4, dann ist p € .

Satz 65. Seiena,b € — ab € .

Beweis. Sei etwa a =x2 +y2 und b = x{ + y#. Dann ist

(x2 +Y2)(xt +Up) = (xaXb + YaUp)® + (XaUb — YaXp)?

Satz 66. Seip € P mitp =3 mod 4. Dann istp ¢ .
Beweis. Denn x? = 0 oder 1 mod 4, fiir alle mégliche Integerzahlen x € Z.

Allgemeiner gilt

9Ein gemeinsamer Teiler von x und y teilt offensichtlich auch z, da doch x? +y? = z?. Folglich teilt er sowohl y + z = 2a?

als auch z—y = 2b2. Aber ggt(2a?,2b?) = 2.

10Falls u gerade und v ungerade dann ist ggt(u,v) = ggt(w+v,u—v). Denn sei d = ggt(u+v,u—v). Es gilt

dl(u+v)+ (u—v) =2u.
Auch d|2v. Aber u + v ist ungerade. Daher dju und d|v.
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Satz 67. Sein =2%p{" ---py*, die Primfaktorzerlegung vonn. Dann gilt n € genau dann, wenn o
gerade ist, fiir alle p; mit p; = 3 mod 4.

Beweis. ‘—"Es gilt 2 ¢ , da2=1%+1%. Auch p; € , falls p; = 1 mod 4. Aber auch pf = p? +0? €

, obwohl p; = 3 mod 4. Daher ist n € nach Satz 65.

‘=’ Wir benutzen Induktion tiber n. Sei n = a?+b? und nehme ein p € P mit pjn und p = 3 mod 4.
D.h. a? + b? = 0 mod p. Falls p fa, dann ist a eine Einheit modulo p und daher existiert ein w mit
aw = 1 mod p. Daher

0=w?(a?4+b%) =1+ w?b? mod p.

Folglich ist (%) =1 und p = 1 mod 4; ein Widerspruch. Daher ist sowohl p|a als auch p|b und

p?la? +b? =n.

Seinunn =p?n;. Dan; <n,istn; € nach der induktiven Hypothese (und trivialerweise ist auch
p? €[2). Daher ist nach Satz 65 auch n €[2]. O

Satz 68. x,y €:> Xy € .

Beweis. Seien

= x2+x3+x2+xF und

Ui Y5+ 5+ i

= (x1y1 +x2Y2 +X3Y3 + xaya)?
+(x1Y2 — X2Y1 + X3Y4 — xay3)?
+(x1Y3 — X3Y1 + Xay2 — x2y4)?
+(X1Y4 — xay1 +x2Y3 — X3Y2

e € ®
I

2.

Satz 69. p ¢ fL'lr allep € P.

Beweis. Wir brauchen nur den Fall p = 3 = —1 mod 4 zu betrachten. Fur solche p’s gilt (%) =—1

(Satz 50). Sei nun 0 < b < p die kleinste Zahl mit (%) = —1. Wir haben

2)-E)- ) ) -er-n

Daher existiert x € Z, mit x> = —b mod p. Nehme insbesondere ein x € Z in mit!!

LRI S}

daher [x| < 5. Da b als kleinste solche Zahl gewahlt worden ist, gilt (ij]) =+1.Seiy? =b—1mod p
und [y| < 5. Wir haben
x> 4+y?4+1=-b+b—1+1=0modp

oder x> +y?> +1=gp fiirein 1 < g < p.

Sei M, ={1 <m < p:mp e|4]. Es gilt dann g € M,, # (. Sei h die kleinste Zahl in M,,. Es ist
unser Ziel, zu zeigen, daf3 h = 1. Um einen Widerspruch zu finden, sei angenommen, da3 h > 1.
Nun, sei

hp :X%—I—x%—l—xg—l—xﬁ
und nehme jeweils y; = x; mod h mit —% < y; < . Kann es sein, daf y; =0, fir i = 1,...,4? Dann
ware
h?[x$ +x3 + x5 + x5 = hp.

UFalls x = 241, dann ist x = 241 —p = —2-1 mod p.
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Folglich hlp; ein Widerspruch. Aber Y i, y2 = 0 mod h, daher Y ;_, y2 = kh, mit k > 1. Es gilt

1

2
_viHuituitur _4(5)
k= < =h.
h h

Behauptung: k < h, denn sonst ware y; = % fur i =1,...,4. (Insbesondere wire h gerade) und

dann
h
Xi =Yi = 5 mod h

und!?

Aber das heif3t 5
h
hpzx$+x§+x§+xﬁz4(z) =h? = 0 mod h?.

Folglich hlp; ein Widerspruch.
Nach Satz 68 gibt es vier Integerzahlen zy,...,z; mit

G+ 4+ x5+ +vi+vi+vd) =22 + 23 + 2% + 23,

mit z; = Y _, Xiyi, w.s.w. Aber Y|, x? =phund Y ;_, y? = kh. Daher

4
Z 22 = ph’k.
i=1

Es gilt

4 4
z1 = inyi = Zx% = 0 mod h.
i=1

i=1

Allgemeiner, x{y; = x;y; mod h, und so
z2 =z3 = z4 = 0mod h.

Fur jedes i =1,...,4 sei z; = u;h etwa, und dann z? = u?h?. Dann gilt

? =
4
ph’k =) ufh?
i=1
oder pk = Y {_, u? €[4} ein Widerspruch, da k < h. |
Insgesamt haben wir daher bewiesen...

Satz 70. [4]=N.

Dieser Satz ist vor langerer Zeit von Lagrange bewiesen worden. Eine verallgemeinerte Frage ist
die folgende. Fur jedes k € N sei g(k) die kleinste Zahl (falls existent), mit der Eigenschaft, daf3 fir
alle n € N existieren x1,...,xq(x) € Z mit

g
72 k
n= Xi -
i

(k)

=1
Was ist g(k)? Wir haben gerade bewiesen, dafl g(2) = 4. Im allgemeinen hat Hilbert gezeigt, daf
g(k) < oo, fur alle k.

12Sei x; = h/2+ ch =h(1/2+ ¢) mit ¢ € Z. Dann ist

1 h\? h\?
Xi_zzhz <Z+C+C2):<z) +h—2<C+C2):<E) +dh2»

wobei d € Z.
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10 Das RSA Kryptosystem

Es geht darum, einen Text zu verschliisseln und danach wieder zu entschliisseln. Z.B. etwa die
Standardnachricht in der Informationstechnologie: “Hallo Welt!”

Vielleicht ist das primitivste System, einfach den Buchstaben Zahlen zuzuordnen. Dadurch wird
‘a’zu 1, ‘b’ zu 2, u.s.w. bis ‘Z’ zu 26 zugeordnet. Unsere Standardnachricht hiefe dann

8:1:12:12:15:23:5:12:20
Dieses System ist nicht besonders sicher!
Im Allgemeinen, wird in diesem System eine Kette von Zahlen
n]anZa"' anm

gesendet.
Um die Sicherheit zu erhohen, ist man auf die Idee gekommen, irgendeine feste Zahl a zu neh-
men. Die gesendete Nachricht wird dann weiter verschliisselt, indem jeweils die Zahl

n; + a mod 26,

statt einfach n; gesendet wird.

Lange Zeit galt diese Methode als sicher genung. Trotzdem gibt es die Moglichkeit, auch solche
Systeme zu entschltisseln, ohne die Zahl a vorher zu kennen. Man braucht nur die 26 verschiedenen
moglichen a’s auszuprobieren, um zu sehen, ob etwas Verntinftiges herauskommt.

Die nachste Idee war, eine vorgegebene Folge von Zahlen

aTaQZa"'aam
zu benutzen, um dann jeweils die Zahl
n; + a; mod 26

zu senden. Dieses System ist sicherlich viel schwieriger zu entschliisseln als das einfachere Sy-
stem mit nur einem einzigen a. Das Problem ist jedoch, daf die Folge ai, ay,..., ay, vorhanden sein
muf3, sowohl far das Verschlisseln als auch flir das Entschlisseln. Eine Moglichkeit ware, z.B.
einen allgemein bekannten Text zu nehmen — etwa Shakespear’s ‘Hamlet’ — und dann wird die
Buchstabenfolge aus einer bestimmten Szene genommen, um die Folge der a; zu bestimmen. Die
Schwierigkeit hier liegt darin, daf die Moglichkeit des Verrats doch sehr grof ist.!3

Das RSA Verschliisselungssystem ist die Losung. Es wird uberall im Internet benutzt. Dabei
kann etwa ein privater PC (auch wenn er voll mit Viren, Wiirmern, Troyanern, u.s.w. ist) Nach-
richten verschliisseln, und trotzdem bleiben diese Nachrichten unlesbar fiir Auf3enseiter. Nur der
eigentliche Empfianger kann die Nachricht entschltisseln.

Wie funktioniert es?

10.1 Der Algorithmus

Die Zahlen p, ¢, e, und d
1. Wihle zwei grofe (grofer als 10'°° oder so), verschiedene Primzahlen p und q. Sei N = pq.
2. Dannist $(N)=(p—1)(q—1).

3. Wihle eine Zahl e zwischen 1 und ¢(N) mit ggt(e, d(N)) = 1. (Hier gibt es, wie bei der Wahl der
Primzahlen p und q, sehr viele Moglichkeiten!)

4. Finde die Zahl d, mit ed = 1 mod ¢(N).

Nun, “die Zentrale” (z.B. die Bank) veroffentlicht die Zahlen N und e. Die Zahlen p, g, und d bleiben
geheim im Tresor bei der Zentrale. Der folgende Algorithmus wird “6ffentlich” verwendet, um eine
Nachricht zu verschliisseln.

13Und tatsichlich fithrte dieses System zu verschiedenen, unschénen menschlichen Tragédien! Wie schon ist es, da die
Mathematik imstande ist, solche Umstande aufzulésen.
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Die Verschliisselung

Zunichst wird nicht einfach Buchstabe fiir Buchstabe verschltisselt, wie vorher. Stattdessen werden
Blocke von Buchstaben, etwa jeweils 25 Buchstaben lang, gebildet. Ein Block ist dann eine grofie
Zahl, etwa die Zahl

25
K=3) mni-100"".
i=1
Diese Zahlen werden dann eine nach der anderen verschliisselt. Und zwar ist die verschliisselte

Version von K die Zahl
C =K mod N.

Die Entschliisselung

ist ziemlich trivial. Es gilt
K = C% mod N.

Warum funktioniert es?

Daf3 heift, wir miissen zunichst zeigen, da K = C¢ = K mod N, fiir alle 0 < K < N. Nun, da
ed = 1 mod ¢(N) folgt, daf ein u € Z existiert, mit

ed =1+udp(N).

Falls K € U(Zn), gilt nach Fermat’s kleinem Satz:
Ked = KIHue(N) . (K"’“\”)u =K. 1" =K mod N.

Andererseits, falls etwa p|K, dann ist K = 0 mod p. Daher

K¢ =K =0 mod p.
Aber auch (wieder Fermat’s kleiner Satz)

Ked = KIHu(N) = kL ue(N) = kL gup-Dia-1) = g (ka=1) P = g que=1) — K mod q.
Nach dem Chinesischen Restwertsatz ist dann auch wieder
K4 = K mod N.

(Nattrlich ist der Fall /K analog.)

Warum ist die Entschliisslung schwierig fiir einen Aufienseiter?

Obwohl kein formaler Beweis existiert, da3 die Primfaktorisierung von grof3en Zahlen schwierig sein
muf, scheint es trotzdem in der Praxis unmoglich zu sein, Zahlen von der Art N = pq, wobei beide
Primzahlen p und q grof sind, zu faktorisieren. Aber alle (wahrscheinlich falschen) Versuche, N als
Primproduckt darzustellen

??
N =7piq;
werden ganz andere Zahlen
27
$ee(N) = (p1 = 1)(g1 — 1)

liefern. Daher gibt es ganz falsche Werte ftr d; Z e~ ! mod ¢+ (N). Fiir solche falsche Versuche gibt
es (fast) mit Sicherheit die Ungleichung

Ke41 % K mod N.
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11 Wie findet man grofie Primzahlen?

Sein € N eine ungerade Zahl. Falls n prim ist, dann (nach Satz 27) gibt es ein Primitivwurzel modulo
n. Sei x ein solcher Primitivwurzel. Dann ist die Ordnung von x modulo n genau n— 1. D.h.

x" ' =1modn

und
x™ # 1 mod n,

furalle 1 <m<n-1.

Es ist zwar richtig, daf3 Primzahlpotenzen auch Primitivwurzel besitzen (Satz 41). Aber ein Pri-
mitivwurzel fiir p! (wobei p eine ungerade Primzahl ist) hat die Ordnung ¢(p') =p'~'(p —1) #p' —1.
Daher gilt: eine ungerade Zahl n ist prim genau dann, wenn eine Zahl x existiert mit Ordnung n — 1
modulo n.

Sei daher n gegeben, und wir suchen eine Zahl x mit Ordnung n — 1 modulo n. Hierbei ist zu
beachten, daf3 x die Ordnung n — 1 modulo n hat genau dann, wenn

1. x™ ' =1modn, und
2. x(m=1)/P £ 1 mod n, fiir alle Primzahlen p, die n — 1 teilen.

Denn falls x™ ' = 1 mod n, jedoch die Ordnung von x Kkleiner als n — 1 ist, dann ist diese Ordnung
auf jeden Fall ein Teiler von n — 1.

Die Methode
Sei n eine etwa 100 stellige Zahl.
1. Falls n gerade ist, dann ist n nicht prim.

2. Versuche n — 1 zu faktorisieren. Es ist nicht unwahrscheinlich, daf3 viele kleine, order zumin-
dest mittelgrof3e Primfaktoren fiir n — 1 erscheinen.

3. Mit Gliuck haben wir nun eine Primzahlfaktorisierung: n — 1 =pp2 - - - pk.

4. Wir probieren, ob unsere Bedingungen (x™ ' = 1 mod n und x(™~"/Pi # 1 mod n, fir alle p,
i=1,...,k) gelten far x = 2, x = 3, u.s.w. Falls — nach einer angemessener Zeit — eine Losung
x erscheint, dann ist n prim. Falls nicht, dann versuchen wir es doch lieber mit irgendein
anderer Zahl.!4

Auf jeden Fall ist klar, daf3 ein guter Faktorisierungsalgorithmus wichtig ist, wenn es darum geht,
zu testen ob eine Zahl prim ist.

12 Die Faktorisierung von (ziemlich) grofien Zahlen

Gegeben eine ‘grof3e’ Integerzahl n, wie kénnen wir in der Praxis die Primfaktoren von n bestimmen?
Nun, es ist sicherlich so, dal Zahlen in der Grofienordnung von 200 Stellen normalerweise einfach
zu grof sind. Als Beispiel einer interessanten (aber ziemlich historischen) Faktorisierung: (IBM -
1975)

227 41 =228 1 = 50649589127497217 x 5704689200685129054721

Nattirlich sind die Mikrocomputer von heute viel schneller als die monstrose ‘Mainframes’ aus der
Vergangenheit. Ich habe gerade diese Zahl in mein Laptop Rechner eingegeben und den “factor”
Funktion in dem Program MuPAD aufgerufen. Die (richtige) Antwort ist nach etwa 8 Minuten und
50 Sekunden erschienen.

14Das Buch Seminumerical Algorithms von D. Knuth beschreibt auch weitere Ideen zu diesem Thema.
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Ein Faktorisierungsalgorithmus

Gegeben: eine positive Integerzahl n, die ziemlich grof aussieht, wo man weif3 (etwa mit Hilfe des
kleinen Satzes von Fermat), daf3 diese Zahl nicht Prim sein kann.

Finde: eine Zahl 1 < a < n mit ajn.

Verfahren: probiere zunichst die ‘kleinen’ Primzahlen. (Der Computer kénnte zunéachst einige tau-
send probieren. Falls nichts gefunden wird, dann: Versuche Zahlen 0 < x,y < n zu finden, mit

x#Y, x+y#n jedoch x? =y? mod n.
Dann gilt
x?—y? = (x+y)(x —y) =0mod n,
(d.h. (x +y)(x —y) = kn etwa, far ein k # 0.) Aber n f +y und n fx — y. Folglich muf3 entweder

ggt(n,x +y) > 1 oder ggt(n,x —y) > 1. Auf jeden Fall ist der Euklidische Algorithmus in der Lage,
einen grofiten gemeinsamen Teiler zu finden, und dies ist ein Teiler von n.

Wie findet man solche Zahlen x und y?

e (Fermat’s Methode): Gegeben n, betrachte die Zahl x? —n, fiir verschiedene x. Es ist zu hoffen,
daf x* —n = y?, eine Quadratzahl. Hierfiir ist es sehr hilfreich, zu beobachten, daf eine
mehrstellige Quadratzahl nur eine begrenzte Anzahl von letzten zwei Ziffern haben kann. Und
zwar sind die Moglichkeiten {00, g1, g4, 25, u6, g9}, wobei ‘g’ eine gerade und ‘W eine ungerade
Ziffer bedeutet.

¢ (Computer Methode): Versuche ein x zu finden mit x> = a mod n, wobei a ‘klein’ ist. Was heift
‘klein’? Sei p1,...,pm eine kleine Liste von kleinen Primzahlen z.B. 2, 3, 5, 7, 11, u.s.w. Klein’
heift dann, daf
a=p$ Pl
Angenommen, der Computer findet mehrere Loésungen

x{ = a; modn,

i=1,...,t, mit jeweils
a; = p$i1 .. .Apye“{m_
Die Zahl a; entspricht also einer Art ‘Vektor’ (e;1,...,eim), wobei die Komponenten e;; niemals ne-

gativ sind. Um trotzdem Ideen aus der linearen Algebra verwenden zu kénnen, betrachten wir diese
Zahlen in dem einfachen Korper Z;.

Falls t Losungen gefunden werden mit t > m + 1, dann gibt es in Z, irgendeine nicht-triviale
lineare Kombination

t
> kulevr,...,eum) = (0,...,0) mod 2,
v=1

wobei k, = 0 oder k, = 1 fiir alle v und nicht alle k, sind 0. Das heif3t
t
Y Kulevt,..evm) = (2¢],...,2el)
v=1

mit e/ > 0 far alle i, wobei nicht alle e/ gleich O sind. Sei nun

/ ’
€m

€1
Yy=>p; Pm.
Dann ist

<
Il
=
=
3

Il
/
x
-z
—

Il
/
x
-z
x
ke
N—
N

= x“mod n,



wobei x = x}' - x¥t.

Die Frage ist dann, wie findet man geeignete Losungen x, wobei x?> mod n ‘klein’ sind? Nun,
x? = a mod n heifit
x? —a = (kd*)n

etwa, mit k € Z quadratfrei und d € N. Wir suchen dann eine kleine Zahl
a = x? —d?(kn).

oder anders gesagt,

% ~Vkn.

Jetzt sehen wir, da3 wir zur Frage der Approximation von irrationalen Zahlen durch rationalen
Zahlen zurtickgekehrt sind. Setze irgendein ‘geeignetes’ k in diesen Ausdruck fiir v/kn ein (wiederum
enthélt das Buch von Donald Knuth mehr Details), und mit Hilfe des Kettenbruchverfahrens wird
eine best-mogliche Approximation % gefunden.

13 Etwas iiber die algebraische Zahlen

13.1 Die Zahlen i und p

Die Suche nach einem Beweis des grofien Fermat'schen Satzes (d.h. zu zeigen, daf$ a™ + b™ = c"
fur a, b, c und n € N nur méglich ist, wenn n < 2) hat Jahrhunderte gedauert. Viele Ideen sind
dabei entstanden, und manche von diesen Ideen konnten spéater auch fiir andere Zwecke verwendet
werden. Wir wollen jetzt einiges tiber die algebraischen Zahlen kennenlernen.

Eine sehr spezielle Klasse von algebraischen Zahlen ist die Klasse der ‘zyklotomischen’ Zahlen.
Dies sind (komplexwertige) Losungen der Gleichung x™ = 1. Es gibt immer n verschiedene Losungen,
und zwar alle komplexen Zahlen der Art

27mki
e n

fur k =0,1,...,n — 1. Die Zahl 1 ist immer dabei (ndmlich wenn k = 0). Falls n gerade, dann ist —1
eine Losung (k = n/2). Im tbrigen sind die Losungen als Punkte, die gleich verteilt sind um den
Einheitskreis in der komplexen Zahlenebene, vorzustellen. Sei y,, = e’t'. Dann sind diese Zahlen

{yna’}/iv‘yaa"'v’}/: = ]}

Die Zahl v,, ist jeweils eine algebraische Integerzahl.!®

Insbesondere werden wir die zwei einfachen Falle p :=y3 und i =: y4 betrachten, da die Multipli-
kation von Integerzahlen dann besonders einfach zu beschreiben ist. Bekanntlich ist i? = —1; daher
gilt fur beliebige Integerzahlen

(a+bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i.

Weiter gilt p? +p + 1 = 0, daher p? = —1 — p. Auch p? = p, (hier ist p die zu p konjugierte komplexe
Zahl), und
(a+bp)(c+dp) = ac + bdp? + (ad + be)p = (ac — bd) + (ad + bc — bd)p.

13.2 Die Gauss’schen Integerzahlen, Z]i]

Wir betrachten zunéichst die Arithmetik in Z[i] = {a + bi: a,b € Z}. Sei &« = a + bi. Die ‘Norm’ N(«)
wird als N(«) = a? + b? definiert. Mit anderen Wérten, sei & = a — bi die zu « komplexe konjugierte

15Eine algebraische Integerzahl ist eine Lésung der Gleichung
X"+ an_1x" T+ agx+ a9 =0,

wobei ay € Z fir alle k =0,...,n— 1. In unserem Fall ist vy, eine Losung der Gleichung x™ — 1 =0.
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Zahl. Dann ist N(«) = & = |2, wobei || die tibliche ‘absolut Betrag’ Funktion ist. Offensichtlich
ist N(«) € Np far alle « € Z[i]. Sei nun § = c + di. Es gilt

N(N(B) = (a®+b?)(c* +d?)
= a’c? + a?d? + b%c? 4 b2d?
= (ac—bd)? + (ad + bc)* = N(ap).
Wir werden sagen, daf3 « die Zahl f} teilt, geschrieben «|f, falls ein v = e + fi existiert, mit
oy = (a+bi)(e + fi) = (ae — bf) + (af + be)i = c + di = B.

Offensichtlich gilt €|, falls € = +1,+i, far jedes « € Z[i]. Solche Zahlen wie ¢ heien ‘Einheiten’
in Z[i]. Es ist klar, dafs N(e) = 1 fur die Einheiten, aber N(«x) > 1 fur alle nicht-Einheiten in Z[i]
(abgesehen von o = 0). Die nicht-Einheit p € Z[i] heift ‘prim’, falls p|xf = p|x oder p|f, flr alle
relevante «, § € Z[i].

Satz 71. Gegeben «, 3 € Z[i] mit  # 0, dann existieren vy, k € Z[i] mit o« = k3 +y, wobei N(y) < N(f).

Beweis. In C (der Korper der komplexen Zahlen) sei

o

= =R+ Si,

P
mit R, S € R. Seien x,y € Z mit

R—x| < ! IS | < ]

= Yl = 2

und k = x + yi; dann sei y = « — k3. Aber
N(y) = N{ax—«f)

= N(BIN{ot/B — k)
N(BIN((R—=x) + (S—y)i)
N(B)

= N(BHR—x?+ (S -y < ——

O

Definition 13.1. Seien «, $ € Z[i] nicht null. Die Zahl vy ist ein ‘grof3iter gemeinsamer Teiler’, falls
vlee und y|B, und falls fir alle anderen gemeinsamen Teiler k mit k|« und «|f gilt k|y.

Satz 72. Seien «, 3 € Z[i] nicht null. Dann existieren gréfite gemeinsame Teiler, und sie sind eindeutig,
bis auf Produkte mit Einheiten.

Beweis. Sei etwa N(f) < N(«). Sei o« = k3 +y mit N(y) < N(B). Falls y # 0, dann ist jeder Teiler von
o« und B auch ein Teiler von y. Falls y = 0, dann ist (3 ein grof3ter gemeinsamer Teiler von « und f,
und f ist dabei eindeutig bestimmt, bis auf Produkte mit Einheiten. O

Genau wie bei ‘normalen’ Zahlen (wir werden hier die Primzahlen P C N als ‘rationale Primzahlen’
bezeichnen) gilt dann...

Satz 73. Falls 1 ein grofiter gemeinsamer Teiler von o und 3 € Z[i] ist, dann existiereny, 6 € Z[i] mit
yx+86p3 =1.

Satz 74. Falls 1 ein grofiter gemeinsamer Teiler von « und 3 € Z[i] ist, und B|an, dann gilt $n.
Beweis. Sei yo+ 63 =1 mit vy, 6 € Z[i]. Dann ist yon + fn =n. Da f|an folgt fn. O
Satz 75. Falls « € Z[i] nicht prim, dann gibt es eine prim p € Z[i] mit p|«x.

Beweis. Angenommen, « ist ein kleinstes Gegenbeispiel (d.h. N(«) ist am kleinsten). Sei «|f3y, wobei
« /B und « fy. Dann ist der grof3ter gemeinsamer Teiler von « und (3 etwa &, wobei 1 < N(§&) < N(«).
Falls ¢ eine Primzahl ist, dann sind wir fertig. Anderenfalls gibt es ein Primfaktor fiir &. (Es gibt
nur endlich viele Elemente von Z[i] mit Norm Kkleiner als N(«), und N(x) war doch ein kleinstes
Gegenbeispiel.) O
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Satz 76. Falls N(p) € P eine Primzahl in Z ist, dann ist p prim in Z[i].

Beweis. Sonst (nach Satz 75) gibt es eine Primzahl y € Z[i] mit p = € - y. Daher N(p) = N(e)N(y). Da
N(p) prim ist in Z und N(y) > 1 folgt, day N(e) = 1. D.h. € ist nur eine Einheit und p ist prim in
Z[il. O

Dann folgt..

Satz 77. Die Darstellung o« = p1p2 - - pr als Produkt von Primzahlen in Zli] ist (bis auf Einheiten und
Reihenfolge) eineindeutig.

Welche Zahlen sind eigentlich prim in Z[i]?
Satz 78. Seip € Z[i] prim. Dann gibt es eine einzige rationale Primzahlp, € P C N mit p|p,.

Beweis. Es gilt pp € N. D.h. p|N(p) € N. Sei p € N die kleinste Zahl mit plp. Kann es sein, daf3 p nicht
prim (in N) ist, etwa p = nin; mit nq, n, € N? Aber dann gilt pjn; oder pln;, und zumindest eine
von diesen Zahlen muf3 eine Einheit sein. (D.h. die Zahl 1 in N.) Daher ist p eine rationale Primzahl.
Kann es sein, daf plp’ flir eine andere rationale Primzahl p’ # p? Aber dann gibt es x, y € Z mit
xp +yp’ =1 und p|1. Dies ist unmoglich, da p keine Einheit in Z[i] ist. O

Sei p = a + bi € Z[i] prim (wobei p ¢ Z). Welche Primzahl p € P C N wird von p geteilt? Zunichst
ist zu beachten, daf p = 3 mod 4 nicht méglich ist!6.

e Falls p|2, dann ist a2+ b2 =2. D.h. p = 41 +1i.

e Falls p = 1 mod 4, dann existieren (nach Satz 59) zwei Zahlen a, b € N mit p = a? + b?. Dann
ist p = (a + bi)(a — bi), und folglich ist p nicht prim in Z[i]. Andererseits ist nach Satz 76 a + bi
prim. Da die Faktorisierung in Primzahlen eindeutig in Z[i] ist, gilt auch:

Satz 79. Falls p € P und p = a? +b?, dann ist diese Darstellung eineindeutig. (D.h. falls p = a? + b% =
¢? +d? dannist a = c oder d und b = d oder c.)

Insgesamt haben wir dann:

Satz 80. Die Primzahlen in Z[i] sind (bis auf Produkte mit Einheiten):
e Die Zahlen +1 £ 1.
e Die rationalen Primzahlen p € P, wobeip = 3 mod 4.

e Die Zahlen a + bi mit a®> + b =p, fiirp € P und p = 1 mod 4.

13.3 Das Zahlensystem Z[p]

Nun, es gilt sowohl p> = 1 als auch p? + p + 1 = 0 oder p?> = —1 — p. Daher gilt: sei & = a + bp und
f =c+ dp. Dann ist
af = (a+bp)(c+dp) = (ac—bd) + (ad + bc — bd)p.

Die Norm wird hier durch N(«) = N(a + bp) = a? — ab + b? definiert. Da

—14+V3i
P72
folgt
N AWH V3bi
=la—= .
2 2
D.h. 5
2
b V3b
N = - = — | =«
() (a 2> +< > ) |«
16Falls u € Z eine gerade Zahl ist: u = 2v, dann ist u? = 4v?> = 0 mod 4. Falls u = 2v + 1 ungerade, dann ist u?> = 1 mod 4.

Daher ist a? + b? entweder O, 1 oder 2 mod4.
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Eine einfache Rechnung mit komplexen Zahlen gibt dann N(«f) = N(a)N(p) far alle «, € Zlp].
Die Einheiten in Z[p] sind wieder die Zahlen € = a + bp mit N(e) = 1. D.h.
a’? —ab+b% =1
oder
(2a —b)? +3b* =4,
Die Moglichkeiten sind
e ==£1,£p,+p* = F(1+p).

Die Definition von Primzahlen in Z[p] ist 4hnlich wie vorher. Auch der Euklidische Algorithmus
ist ahnlich:

Satz 81. Gegeben «, 3 € Z[p] mit  # 0, dann existiereny, k € Z[p] mit o« = k3 + vy wobei N(y) < N(f3).
Beweis. Sei wie vorher o/ =R+ Sp und x, y € Z mit

1

1
x| < = —yl < <.
[R X\_z, IS y\_z

Dieses mal ist
N(o/B— (x+yp)) = (R—x)* = (R=x)(S—y) + (S—y)* <

Der Beweis ist sonst dhnlich wie vorher. O

&~ w

Daher gilt wieder...
Satz 82. Der Satz tiber die eindeutige Primfaktorzerlegung von Integerzahlen gilt auch in Z|p].

Die Frage ist nun, was sind denn die Primzahlen in Z[p]? Sei T € Z[p] prim. (Insbesondere ist T
keine Einheit.) Genau wie bei Z[i] gibt es eine eindeutige rationale Primzahl p mit t|p. Was ist p?

e Falls p =3, dann ist
3=2+1

2—p—p?
(1=p)(2+p)
= (1—p)(1-p?)
(1+p)(1—p)?
—p*(1-p)*.
Aber p selbst ist eine Einheit (N(p) = 1). Wir setzen dann A = 1 —p und sehen, daf3 A der einzige
Primfaktor ist (bis auf Einheiten).

e Seip=2mod 3 und sei x = a+bp € Z[p] mit b # 0. (Bemerken Sie, da3 4p =4-2 =8 =2 mod 3.)
Unter der Annahme, daf3 p = N(«) haben wir dann

4p =4N(«) = (2a —b)? + 3b? = (2a — b)? mod 3.
Da (%) = —1, ist 4N(«) = 2 mod 3 unméglich. Folglich ist p auch eine Primzahl in Z(p).

e Seip = 1 mod 3. Dann folgt (_?3) = 1. (Ubung!) Nach Satz 60 gibt es dann x, y (nicht beide null)
und k € Z mit k| < 3 und

x? + 3y? = kp.
Seinun a =x+y und b =2y und sei « = a + bp € Z[p]. Es gilt
«/ax = N(a)=a’?—ab+b?
= (x+y)* —2(x+yy +4y°
x? 43y =kp

Nun, falls k = 1 dann ist einfach «|p. Falls k = 2, dann ist k eine Primzahl in Z[p] und « /2.
Folglich gilt afp auch hier. Schliesslich, falls k = 3 = ¢(1 — p)?, wobei ¢ eine Einheit ist, dann ist
entweder
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1 —pJx; d.h. «fp, oder
% = B etwa, wobei 3 € Z[p] und Blp. D.h. «fp.

Satz 83. Die Primzahlen in p € Z[p] sind (bis auf Produkte mit Einheiten)
e A=1—p,
e rationale Primzahlen der Artp = 2 mod 3,

e die Faktoren der rationalen Primzahlen der Artp = 1 mod 3.

13.4 Quadratische Zahlkorper

In diesem Abschnitt werden wir uns mit (komplexen) Zahlen der Art u + vi/m beschéftigen, (wobei
0 # m € Z keine Quadratzahl aufier 1 als Faktor enthalt) und u, v € Q jeweils rationale Zahlen sind.
Addition und Multiplikation sind:

o (U +viyvm)+ (U2 +v2y/m) = (w1 +uz) + (vi +v2)y/m
o (ug +viym)(uz +v2y/m) = (wuz +vivom) + (ugvz 4+ upvy )y/m.
Falls u; + vz24/m # 0 dann ist

u +Hvivm (W Fviym)(uz —vay/m)

uz +vzy/m (U2 + v2/m)(ug — va24/m)

(wiuz —vivom) + (uzv2 —ugva)ym

2_ 2
u; —vim

und u} —vim # 0, da m keine Quadratzahl ist. Wir werden die Gesamtheit aller solcher Zahlen
mit Q(y/m) vezeichnen. Dann ist Q(/m) C C ein Teilkérper der komplexen Zahlen. Dies ist ein
quadratischer ‘Erweiterungskorper’. Q wird ndmlich um die Zahl /m erweitert, und dies ist die
minimale solche Erweiterung. Q(,/m) kann als Vektorraum tiber Q betrachtet werden. Eine Basis
ist {1,/m}. Man koénnte auch sagen, dafl Q(,/m) die Menge aller Polynome in /m mit Koeffizienten
in Q ist (wobei allerdings die Beziehung ﬁz = m bertichsichtigt wird).

Alle Zahlen in Q(,/m) sind algebraische Zahlen der Ordnung 2 (oder weniger).!” Alle Zahlen der
Art a+by/m mit a, b € Z sind algebraische Integerzahlen. Es gibt allerdings auch eine weitere Klasse
von Integerzahlen, falls m = 1 mod 4.

Nun, eine algebraische Zahl & der Ordnung 2 ist eine Losung einer (normierten) Gleichung

x? 4+ arx + ao =0,
mit a;, a; € Q. Diese Gleichung ist eindeutig, denn sonst wire sowohl
4+ arE+ao=0

als auch
£2 4 b1&+bo =0,

17Zur Erinnerung: eine algebraische Zahl ist eine Lésung (Nullstelle) einer Polynomgleichung der Art

ao +ajx+---+anx™ =0,

wobei n > 0, a; € Z fir alle j, und an # 0. Falls a, = 1, dann sind die entsprechenden Nullstellen algebraische Integerzahlen.
Falls « = a + by/m dann ist
o = a’+2abym+b?
2a® +2abym + b2m— d?
2a(a+bym) +b% —a?

= 2ax+ (bPm—a?).

Daher ist « eine algebraische Zahl von der Ordnung héchstens 2.

42



wobei ap # bp und/oder a; # b;. Dann wiirde gelten
(a1 —b1)&+ (ap — bp) = 0.

Ein Widerspruch. (Sonst ware die Ordnung von & weniger als 2.)
Jede Zahl in Q(y/m) kann auch als
. +bym
c

geschrieben werden, wobei a,b € Z und c € N, und c so klein wie méglich ist. D.h.

(c& —a)? = mb?,

oder 5 5
2a a‘—mb
- —t+—F5—=0.
c c
Angenommen nun ¢ ist eine algebraische Integerzahl. Dann sind die Zahlen
2a a? — mb?
— und ———
c c

Integerzahlen. D.h. c¢|2a und c?|(a? — mb?). Falls d = ggt(c,a), dann folgt auch d/b, denn m enthalt
doch keine quadratischen Faktoren. D.h. d =1 (a, b und c haben keine nicht-triviale gemeinsame
Teiler) und daher c|2. Folglich ist ¢ = 1 oder 2. Falls ¢ = 1, dann haben wir unsere Integerzahlen
a+bym

Der Fall ¢ = 2 ist etwas komplizierter. Falls a gerade, dann ist auch b gerade, (denn 4/(a? — mb?)).
Dies widerspricht der Annahme, dafi ¢ so klein wie moglich ist. Daher ist a ungerade; folglich ist
auch b ungerade, daher a? = b? = 1 mod 4 und folglich auch m = 1 mod 4.

Eine Moglichkeit ist die Zahl T, wobei

—14+y/m
T=—".
2
Denn sei etwa m =4u + 1, mit u € Z. Dann ist

2 1-2y/m+4u+1

A 4
244 2ym
o 4 4
B 1+2u_@
o 2 2
= u—1

und u € Z. Fur dieses 7 gilt vm =1+ 21.
Sei nun & eine beliebige Zahl von der Gestalt

_c+dym

& 2

wobei ¢ und d € Z ungerade sind. Wir schreiben c =2s—1, d =2t + 1. D.h.

(2s—1)+ (2t +1)y/m
o= 2

= s+tym+rt

= s+t(1+21)+7

= (s+t)+(1+2t)t

Mit anderen Worten: Alle algebraische Integerzahlen in Q(1/m) sind Zahlen der Art a+br, fur gewisse
a, b € Z. Umgekehrt gilt:
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Proposition. Seien a, b € Z beliebig, m = 1 mod 4. Dann ist £ = a + bt eine Integerzahl in Q(,/m).

Beweis. & ist eine Integerzahl, da & die folgende normierte quadratische Polynomgleichung mit In-
tegerkoeffizienten gentigt.

£ = a’+2abrt+ b’

= a?+2abt+b*(u—r1)

= (a?+b%u) + (2ab —b?)t

(a? +b*u) — (2a% — ab) + (2a% — ab) + (2ab — b?)T
= (b*u—a’+ab)+ (2a—b)§

Insgesamt gilt dann:
Satz 84. Die Integerzahlen von Q(y/m) sind
e die Zahlen a + by/m, falls m = 2,3 mod 4
e die Zahlen a + bt = a+ $(y/m —1), falls m = 1 mod 4,
und a,b € Z beliebig.
Bemerkung. Die Zahlen Z[i] und Z[p] sind die Integerzahlen in Q[v/—1] bzw. Q[v/-3].

Definition 13.2. Fiir beliebige & = x + yy/m € Q(y/m) wird die Norm N(&) durch N(§) = x? — my?
definiert.

Fir m < 0 ist dies die tibliche Absolutbetrag-Funktion in C: N(&) = £& = [£|?. Far m > 0 kann
N(&) negativ sein. Es existieren sogar unendlich viele integerwertige Einheiten.

Es gilt N(&)N(Z) = N(&¢) fur beliebige &, ( € Q(/m). Falls & eine algebraische Integerzahl ist mit
N(&) prim (als rationale Zahl), dann ist, wie vorher, & auch prim als Integer in Q(,/m). (Falls m > 0,
dann nehme |N ()| und beachte, daf3 die Integerzahl |[N(&)| nur dann O ist, wenn & =0, und [N(&)| =1
nur dann, wenn ¢ eine Einheit ist.) Jede Integerzahl kann wieder als Produkt von Primzahlen dar-
gestellt werden. Leider ist aber diese Darstellung nicht notwendigerweise eineindeutig, fiir manche
m.

14 Die Gleichung x° + 3 = 7%,

Die Diophantinische Gleichung x* +y3 = z* hat keine nicht-triviale Losungen'®. Um dies zu bewei-
sen, brauchen wir wieder die Theorie der algebraischen Zahlen Z[p] mit p = _1%\5‘ denn...

¥ +y® = (x+y)(x+ py) (x + p?y).
(Dies folgt, da 1+ p + p? = 0.) Wir werden tatséchlich ein stirkeres Ergebnis beweisen:
Satz 85. Es gibt keine Integerzahlen «, 3, vy € Z[p] mit
o+ B3 +ey? =0,
wobei € eine Einheit (z.B. € = —1) ist und «py # 0.

Zundichst erinnern wir uns daran, daf3 die Zahl A = 1 — p eine Primzahl in Z[p] ist mit N(A) = 3.
Wir kénnen auch Kongruenzen in Z[p] betrachten.

Satz 86. Seid € Z[p] beliebig. Dann ist 6 = 0,+1 mod A.

18Ganz allgemein sei bemerkt, daf die Gleichung x™ +y™ = z" immer triviale Losungen besitzt: namlich wenn x = 0 oder
y = 0. Falls n = kL, fiir k,1 € N, dann ist (x¥)' 4 (y*)! = (z*)!. Auch wenn ggt(x,y) = d > 1, dann st (x/d)™ +(y/d)™ = (z/d)"
eine kleinere Losung. Um Fermat’'s grofien Satz zu beweisen, brauchen wir deshalb nur die Falle ggt(x,y) =1und n € P zu
behandeln.
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Beweis. Es ist nur nétig, zu zeigen, daf3 A|6 oder A6 + 1. Sei 6 = a + bp. Dann ist
d=a+bp=a+b—-b(l—p)=(a+b)—bA=a+bmodA.
Aber A|N(A) =3 und falls 3 f(a + b), dann gilt immerhin 3|(a + b) £ 1. O
Wir werden nun unseren Satz 85 in dem einfachen Fall beweisen, daf3 A fofv.

Satz 87. Es gibt keine Integerzahlen «, 3, v € Z[p] mit o> + B3 + ey3 = 0, wobei e eine Einheit ist und
Aoy # 0.

Beweis. Nach dem Satz tber die eineindeutige Primfaktorzerlegung in Z[p] folgt, daf3 A jo, A /3 und
Afy. Sei nun x € Z[p] mit x =1 mod A. D.h. x =1+ tA, fir ein t € Z[p]. Dann gilt

=1 = (x—1(x—p)x—p?)
tA

= tA((14+tA) — p)((1 +tA) — p?)
= tA((1—p) +tA) (T — p?) +tA)
W_/ H/_/
A (T+p)A
= tAA+tA)((1+ p)A + tA)
A3 (1 4+ t)(t— p?)

Aber p2 = Tmod A (denn p?2 —1 = (=1 —p) —1 = =3+ A, und A3, da N(A) = 3). Nach Satz 86 ist
t =0mod A, oder t = +£1 mod A. Daher ist A*|x®> — 1, oder anders gesagt,

x> =1 mod A*.

(Falls x = —1 mod A dann ist —x = 1 mod A und (—x)3 = 1 mod A*. D.h. x> = —1 mod A*.) Falls nun
o3 + B3 + ey® = 0 eine nicht-triviale Losung ist, dann gilt insbesondere x> # 0 mod A, fiir x = , f und
v. Daher

+14+ 14 ¢ =0mod A"

Aber [AY = 9. Die Gleichung kann folglich nur aufgehen, wenn tatsdchlich +14 14+ e = 0. Aber keine
Kombination von ‘plus’ und ‘minus’ erfillt diese Bedingung. O

Die Situation ist etwas schwieriger, wenn Alxfy. Da A prim ist (und die anderen Zahlen sind
zueinander relativ prim), muf3 A eine einzige von diesen drei Zahlen teilen. Angenommen Aly. Dann
ist y = 5A etwa, und unsere Annahme ist, da o3 + 3 + eA363 = 0.

Satz 88. Falls o® + B3 + ey = 0 mit A fxB, aber Aly, dann gilt auch A?|y.

Beweis. Da A foo und A /3, gilt
+14 1= ey® mod A%

Es gibt nur zwei Moglichkeiten: +1+1 =0 oder 1+ 1 = £2. Falls 2 = ey> mod A*, dann ist
+2 = ey® +tA* = €(8A)3 + tA?,

fiir ein t € Z[p]. D.h. A2, aber dies ist falsch (eine Primzahl wie A kann nur eine einzige rationele
Primzahl-—mamlich 3 in diesem Fall—teilen).

Falls ey® = 0 mod A*, dann ist A*|y3. Die Primfaktorzerlegung von y muf3 daher die Primzahl A
mehr als einmal enthalten. O

Satz 89. Sei o + B3 + ey = 0 mit ggt(x, ) = 1, A Jap und A?|y. Sein = Ord,(y) die gréfite Zahl mit
Aly. Dann gibt es eine weitere Lésung

af +B7 +eryi =0

mitggt(oq , [31) =1, )\XOL] 1 und Ord>\(w) < Ord;\(y).

45



Beweis. Da
(a+B)(x+ Bp)(x+ Bp?) = ey?

und A?y, folgt, daf mindestens ein Faktor auch durch A? teilbar ist. Aber p ist nur eine Einheit,
daher kann gegebenenfalls 3 durch Bp oder Bp? ersetzt werden, und folglich, ohne Beschriankung
der Allgemeinheit, kénnen wir annehmen, da3 A%/« + 3. Andererseits ist dann

Ordj (o« + Bp) = Orda((x+ B) — (1 —p)B) = Ordx((ec + ) — AB).
Kann es sein, daf A?|a + p — AB? Dann wire
AB = kA +a+ B,

far ein k € Z[p], oder
x4+

A
und folglich A|B, ein Widerspruch. Daher ist Ord,(« + Bp) = 1. Ahnlich ist

B=krA+

Ordx(«+ Bp?) = Ordx(ec+ (—1—p)B)
Orda((x+p) =3B+ (1 —p)p)
= Orda((x+B)—3B+Ap)=1.

(wobei A2 = (1 —p)? = (1 —2p + p?) = —3p3 und A?|(ec + B) — 3pB). Folglich ist
Ordj)(x + p) = 30rdx(y) — 2.

Sei jetzt m € Z[p] prim, mit m # A (bis auf eine Einheit). Kann es sein, daff auch 7l +  und
Wl + Bp? Dann wéare

(1 —p)p = AP

und folglich 71|3; daher auch 7t|(a+f)—p = «. Aber dies widerspricht unsere Annahme, daf} ggt(«, ) =
1. Daher ist
ggt(o+ B, x4+ Bp) = A

Es gilt auch ggt(« + B, « + Bp?) = A. (Denn ein gemeinsamer Teiler 7 ist auch ein Teiler von
(1=p*)p =(1—p)(1+p)p =A(1+p)B.

Nun, 1+ p ist eine Einheit, daher mug 7i|p, falls w # A.)
Schlieglich ist ggt(o + Bp, « + Bp?) = A. Dies folgt, da

(p—p?)B =p(1—p)B = pAB,

wobei p wiederum eine Einheit ist.

Sei daher
x+p = &
x+PBp = eE3A\
x+Bp? = e3E3N
oder
x+p = &3
ap+Bp? = (e2p)E3A
ap? +Bpt = (e3p?)E3N

wobei e; Einheiten, A f&; und ggt(&;,&;) = 1 fur i # j. (Daf diese Darstellung moglich ist, folgt aus
der eineindeutigen Primfaktordarstellung der Zahl y3. Die Potenz t ist dann t = 30rd,(y) — 2.
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Wir summieren diese drei Gleichungen, wobei die Tatsache, da 1+ p + p? = 0 benutzt wird.!®
Heraus kommt:
0=er&A" + (e2p) E3N+ (e3p?) E3N.
—— ——

Einheit Einheit
Multipliziere mit (e;p)~ ' und A~ ';
0 = vEINSOTHII=T) | g3 4 g3
wobei 1 und v Einheiten sind. Nun, unter der Annahme, daf3 Ord,(y) — 1 > 0 ist, erhalten wir dann
0=+1+ pmod A?,
oder u = +1 mod A?. Da [A?| =3 und |u+ 1| < 2, aber A?|u £ 1, folgt daf tatsdchlich p4 1 = 0 oder
p==+1. Falls p = —1, dann nehme —&3 statt &3. Jetzt haben wir

3
0=~ (a]A(OrdeJ) + 3483

und Ord,(y) — 1 < Ordx(y). O

Der Beweis von Satz 85 folgt nun mit der Beobachtung, daf3 Satz 87 eine vollstandige Induktion
ermoglicht.

15 7 und e sind transzendente Zahlen

Ich werde hier der Beschreibung in dem Buch von Hardy und Wright folgen, wo die Transzendenz
sowohl von e als auch von 7 als eine Einheit bewiesen wird.
Fur jedes r € No = NU{0} und x € C, sei

X Xz

I L P T

r (x) + o =elMey(x),

wobei eine weitere Zahl e,(x) dadurch auch definiert wird. Aber

2
Xl _ b=
e =14 x|+ o1 + .

Dabher ist [u,(x)| < e/* und folglich |e,(x)| < 1.
Wir werden nun eine neue Notation einfiihren. Sei etwa f(x) = ) |_, axx* irgendein Polynom in
x. Dann wird die entsprechende Zahl f(X) definiert als

n
f(N) =) arkl.
k=0
D.h. immer, wenn ein x-Potenz, etwa x¥, in f(x) vorkommt, dann wird dies mit der Zahl k! ersetzt.
Oder auch, wenn F(x1,...,%;y) ein Polynom in m Variablen ist, dann wird etwa F(x1,...,Xm—1,X)

als ein Polynom in m — 1 Variablen definiert, wobei jedes mal, wenn ein xX, vorkommt, wird dies mit
der Zahl k! ersetzt. Z.B. wenn F(x,y) = Y |_, ax(x +y)* dann ist

F(x,X) = Z ar(x + X)* = Z a.B(x, 1),
=0 =0

wobei
T T
_ T T\r—k T T |
B(x,r)—Z(k)x N —Z(k>x (r—Kk)!
k=0 k=0
OEs gilt p* = p2p?2 =(—1—p)2 =1+2p+p? =14+2p—1—p=p.Daher 1+p? +p* =1—-1—p+p=0.
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Aber vorsicht! Es ist ganz offensichtlich so, day X™NX" # X™*" D h. nach unserer Vereinbarung
wird die Identifizierung von X¥ mit k! nur gemacht nachdem alle X’s in ein Polynom zusammen
multipliziert werden.

Nun sei

d(x) = Z arx’
r=0

ein Polynom mit Koeffizienten a, € C, und sei
m
V(x) =) ares(x)x".
r=0

Mit diesen Vereinbarungen gilt
e P(X) = P(x + NX) +p(x)e™.
Um dies zu sehen, nehme irgendein 0 < r < m und betrachte den Term e*r!. Es genuigt, zu zeigen,
daf

e*rl = B(x, 1) + e™e (x)x".

Aber
T(T_” 2 7! r
Bi,m) = rhr(r— Dt S (r=2)x? 4 ox
_ 11 Xz x"
= 7l +X+Z+"'+W

= rle* —u,(x)x".

Satz 90. Angenommen m > 2, und f(x) ist ein Polynom mit Integer- Koeffizienten. Seien

mel xm

Dann sind Fy (X), F,2(X) Integerzahlen, und es gilt
Fi1(X) = f(0) mod m, F2(X)=0mod m.

Fi(x) = f(x).

Beweis. Sei

L
f(x) = Z ax!,
1=0

ai € Z fur alle 1. D.h.

L xHm—1
F =
1(%) éax(m_”,,
und mit X statt x: .
Nml l+m-—1)!
Fy (X) :Zal = 1 ;
= (m—1)! = (m—1)!
wobei . n
rm= D )it m—2)-m.
(m—1)!
Folglich ist m ein Teiler von % falls 1 > 0. Nur der Term | = 0 bleibt tibrig und wir haben

F1(X) = ag = f(0) mod m.

Fur F, erhalten wir

L
) = Y a0

1=0
und jeder Term wird durch m geteilt (auch 1 = 0). Daher

F2(X) = 0 mod m.
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Satz 91. e ist transzendent.

Bewseis. Falls nicht, sei
n
Z Ct et =0
t=0

eine Polynomgleichung mit C; € Z fur alle t, die e als Nullstelle hat. Falls Co = 0, dann wéare
es moglich, das Polynom durch e zu teilen, um ein Polynom kleineren Grads mit Nullstelle e zu
bekommen. Wir kénnen daher annehmen, da3 Cy # 0.

Sei jetzt p € P irgendeine Primzahl mit p > max{n,|Cy|}. Wir betrachten die Funktion

d(x) = =N —=2)- x—m)}?

wobei f(x) ={(x —1)(x —2)--- (x —n)}?. Nach Satz 90 gilt
G(X) =f(0) ={(=1)"nl}? = (=1)"™"(n!)® # 0 mod p.

(Die letztere Gleichung folgt, da p > n eine Primzahl ist.)
Multipliziere die Gleichung } Cie' = 0 mit ¢(X):

b(X) {Z clet} = ) Cife'o(W)}
t=0 t=0

= ) Cp(t+X)+ ) Cup(t)e’
t=0 t=0

= S1+SZ:Ov

wobei

P(t) = Z arer(t)tr
r=0

und die Koeffizienten a, identisch mit den Koeffizienten in dem Polynom ¢(x) sind.
Sei jetzt t eine Integerzahl mit 1 <t < n. Dann ist

(t+x)P!
(p—1!

Insbesondere ist ein Term der Art (x + t —t)? = xP in diesem Produkt. D.h.

dt+x) = {(x+t—1Nx+t—=2)-- - (x+t—n)}".

$(t+x) =G(x)

wobei g(x) irgendein Polynom mit Integerkoeffizienten ist. Nach Satz 90 ist
é(t+X) = G(X) =0mod p.
D.h. S; ist eine Integerzahl mit
S1=) Ced(t+X)=Cod(X) = Co(~1)""(nl)” # 0 mod p.
t=0

Daher ist |S;| > 1 ftir alle hinreichend grof3en p € P.
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Andererseits ist (von vorher) |e,(t)| < 1 far alle r. Daher

h(t) < Z larft"
r=0
P
(p—1!

Je grofier die Zahl p ist, desto kleiner ist |S;|. Insbesondere ist die Gleichung S, = —S; # 0 falsch,
wenn |S,| < 1. O

<

{t+1D)t+2)--- (t+n)}P.

Satz 92. 7 ist transzendent

Der Beweis ftir 7t ist &hnlich, aber etwas komplizierter. Wir miissen zunéchst einige Worte tiber
die symmetrischen Polynome verlieren. Sei P(xi,...,xn) ein Polynom in n Unbekannten. P heif3t
symmetrisch, falls jede moégliche Permutation der Unbekannten das Polynom unverdndert 1at. Z.B.

(x1+ D2 4+1) - (xn+1)
ist offensichtlich symmetrisch. Wir multiplizieren alles aus:
X]XZ"'XH+"'+(X] ‘I‘X2+"'+Xn)+1.

Jeder Term hier ist fir sich auch ein symmetrisches Polynom. Dies sind die ‘elementaren symme-
trischen Polynome’. Es ist leicht zu sehen (siehe etwa van der Waerden’s Algebra I, Seite 100), daf3
jedes symmetrisches Polynom als Polynom in den elementaren symmetrischen Polynomen darge-
stellt werden kann.

Diese ganze Sache kann auch anders betrachtet werden. Sei nun

P(x) =dx™+dix™ "+ +dn

ein Polynom in einer Unbekannten mit d # 0, und seien f1,..., 3 die Nullstellen von P. (D.h.
P(B;) =0, fir alle j.) Bekannterweise gibt es dann die Darstellung

P(x) = dx—B1)(x—p2) - (x—PBm)
= dX™+(B1+ A+ Bm)X™ o+ (12 Bm)).

Die elementaren Polynome—Kkonstruiert aus den {3;’s—sind also

di = dBr+-+Bm)
d, dBi1B2+BiB3+ -+ Bm—2Bm +Bm—1Bm)

dm = d(B1B2---Pm)

Falls P(x) nur Integerkoeffizienten hat (d.h. d, bzw. d; sind Integerzahlen) dann sind die sym-
metrischen Polynome auf der rechten Seite hier auch Integerzahlen, wobei jedes Polynom mit d
multipliziert wird. Andererseits, wenn wir ein beliebiges symmetrisches Polynom in

dpq,dp2,...,dBm
nehmen, dann handelt es sich um eine Integerzahl (und zwar ein Polynom in d, ds,..., dm).
Satz 93. Falls 7t eine algebraische Zahl ist, dann ist auch it algebraisch.
Beweis. Angenommen, aont™ + a;m™ ! + -+ am 17T+ amym = 0 mit a; € Z fur alle j und ap # 0. Dann
ist
(@)™ — a2 (i)™ 2 + - + am) +

i(ar (i)™ —az(im)™ 3 4+ — am_1(in)) =0.
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(Dies ist der Fall m = 0 mod 4. Die anderen Félle sind dhnlich.) Daher

. ) B )
(@o(im)™ — az(im)™ 2+ + am)” +
(a1 (i)™ " —az(im)™ 2 + - — am_1 (im)z 0
und dies ist eine Polynomgleichung mit Integer Koeffizienten. 0

Unsere Annahme ist, dap i algebraisch ist. Unser Ziel ist es, dadurch zu einem Widerspruch zu
gelangen. Sei daher
dm™ 4+ di (i)™ 4+ d =0

mit d,d; € Z fir alle j, und d # 0. Seien wy, ..., w,, die Nullstellen. Da e'™ = —1, gilt

1+eY =
far mindestens ein j. Daher ist
2m_
(1+e®)(14+e®2)---(14e®m) =14 ¥ X =0,
t=1
wobei o, x3,...,am_1 die Zahlen
Wi,...,Wm, W1 —I_wZ)w] +(,U3,...,w] +ootwm
darstellen. Vielleicht sind manche «; Null. Schreibe dann
oK1, %2,...,%,,0,0,...,0
wobei die Reihenfolge so ist, dafl o; # 0 fir j = 1,...,n. Dann ist
2m 1 n
T+ ) e =C+) e* =0,
t=1 t=1

wobei C =2™ —n. Sei p € P mit
p > ma)({d) C) ‘dnCX] e (XT‘L‘}

Sei .
P xP~1
_ p+p—1 _ e (y — P _ 1
e T e R L N e TPCES
Jedes g, ist dann ein symmetrisches Polynom in d«y, ..., do,

Es ist nun moglich, die elementaren symmetrischen Polynome in
X1y.eooy X
zu ergdnzen zu elementaren symmetrischen Polynome in
Kly ooy Xy X1y o ooy Xm 7.
Zum Beispiel, das erste Polynom, namlich
o1+t an

wird zu
X1+ Fontongr+-o-Fxamoq.

0

Das letzte Polynom ist
X102+ +* Kn
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und wird zu
(o S TR PN ol oA BRI o AT o AIED B R 063 SIS JRRSUE 6 A I

0

Daher ist jedes g, auch ein symmetrisches Polynom in wi,...,wq, und folglich ist jedes g eine
Integerzahl. D.h. ¢(X) ist auch eine Integerzahl (hier ist unser X" = r! gemeint; siehe Satz 90).
Wir haben nun
e d(N) = bloe + X + (o)™,

wobei
‘xfi] - 1
Ploy) = CESI églel(cxtﬁxt-
Daher
<C+Ze°“>¢(x)$o—l—$1+820,
t=1
wobei
So = Co(X)
S1o= ) dlo+X)
t=1
Sz = ) wl(a)e™!

1

-
Il

Nun, ¢(X) € Z, und daher ist Sy eine Integerzahl. Nach Satz 90 gilt
CPH(N) =Cad™ P (—ay) - (—an)}P # 0 mod p

da p > max{d, C,|d" o7 - - &nl}.
Was ist $1? D.h. was ist ¢(oy + NX), fir t =1,... ,n? Es gilt?°

1 n P
bl +x) = g {H(cxt Fxe ock)}
’ k=1

np—1

XP
= T Z f1,tXl
(p—N! &

wobei fy ; jeweils eine Summe von Produkten von Termen der Art d«y ist. fi ¢ ist also symmetrisch
in den Termen doy, wobei k # t. Wir nehmen nun die Summe tiber alle t

n
Fu=> fue
t=1

Dann ist F; ein symmetrisches Polynom in allen doy, folglich in den Termen wy, ..., w, und folglich
ist F; eine Integerzahl, fur alle 1. Daher

np—1

XP
Q(x) = t; dlag +x) = Tl ;) Fix!,

und nach Satz 90 ist ®(X) € Z mit
®(X) =0 mod p.

Auf jeden Fall ist Sp + S1 € Z mit Sy + S; £ 0 mod p. Insbesondere

1So +S11 > 1.

20Falls k = t dann gilt (¢ 4+ x — o ) = x. Daher hat jeder Term ein Faktor xP.
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Andererseits (da |e, ()] < 1) gilt

AP

(o)l < ] {(focel +Toca]) - - - (Joxe] + loxn )P

Dieses Produkt wird beliebig klein, je grofier p € P gewahlt wird. Daher ist So + S; + S, # 0 fur
hinreichend grof3e p; ein Widerspruch.

Bemerkung. Die Transzendenz von e und 7 ist von Hermite (1873), bzw. von Lindemann (1882)
bewiesen worden.
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