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52. Bestimmen Sie fiir jede reelle Zahl a die Anzahl der reellen Losungen der
Gleichung

53. Fiir reelle Zahlen z definiert man

) et —e " ev +e " sinh
sinhx = —5 coshx = — tanh x =

coshz
(a) Beweisen Sie die Formeln

1

cosh?z = sinh?z + 1, 1 —tanh®z = 5
cosh” x

(b) Zeigen Sie, dass sinh, cosh [jg ) und tanh stetige Umkehrfunktionen
arsinh : R — R, arcosh : [1,00) — R und artanh : (-1,1) — R
besitzen.

(c) Zeigen Sie, dass diese Umkehrfunktionen differenzierbar sind und be-
stimmen Sie ihre Ableitungen.

(d) Beweisen Sie die Formeln

arsinhy = In(y + /9% + 1), arcoshy = In(y + \/y2 — 1),

1
artanhy = §1n +y'

I—y

54. Bestimmen Sie folgende Grenzwerte mittels der Regel von de 1'Hospital
nachdem Sie ihre Anwendbarkeit untersucht haben:

(a) lim L=

z—1 arccos x’

In(sin )

(b)

z—0 In(sinh x)

55. Fiir eine Funktion f auf R und h > 0 definieren wir eine Funktion Ay f
durch

Apfx) = f(z+h) = f(z).

(a) Finden Sie Formeln fiir A2 f = Ap(Anf) und A3 f. (Koénnen Sie eine
Formel fiir A} f angeben und beweisen?)



(b) Beweisen Sie durch vollsténdige Induktion: Ist f n-mal differenzierbar,
so gibt es fiir jedes x, h und n ein ¥,, € (0,n) derart, dass

Al f(z) = ™) (z 4+ 9,h)h".
(c) Beweisen Sie: Ist f n-mal stetig differenzierbar, so gilt

o AL (@)

h—0  hn

— (@)

56.* Die Funktionen f und g seien auf [a, b] stetig, auf (a,b) differenzierbar, und
fur z € (a,b) gelte ¢'(x) # 0. Zeigen Sie, dass es ein ¢ € (a, b) gibt, so dass
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