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Vorkenntnisse

Viele Themen kamen bereits in Schule vor und werden nun von einem hoheren
Standpunkt betrachtet. Im Folgenden ist fiir einige Gegenstéinde angegeben,
wo sie im Unterrichtswerk ,, Elemente der Mathematik® von Schrédel vorkom-
men.
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1 Logik und Mengenlehre

1.1 Awussagen

Es werden nur Aussage betrachtet, die einen der beiden Wahrheitswerte
,2wahr“ oder falsch®, abgekiirzt w oder f, haben. Aus gegebenen Aussa-
gen kann man durch Verkniipfung neue Aussagen bilden. So ist die Negation
(auch Verneinung genannt) einer Aussage A, abgekiirzt —A, gegeben durch
die Wahrheitstafel

Al A
w f
f w

Die Verneinung der Aussage
,Du hast immer Zeit fiir mich“
ist die Aussage
,Du hast nicht immer Zeit fiir mich*.

Verkniipfungen von zwei Aussagen A und B sind z. B. die Konjunktion
A A B (auch Und-Verkniipfung genannt) sowie die Disjunktion AV B (auch
Oder-Verkniipfung genannt), gegeben durch die Wahrheitstafeln

A|B|AANB A|B|AVBEB
w | w w w | w w
w | f f w | f W
f|w f f|w W
f|f f f|f f

Beispiele sind die Aussagen

,Der Beschuldigte hatte ein Motiv und die Gelegenheit fiir die

Tat.*
,Dieser Neureiche hat eine Erbschaft gemacht oder im Lotto ge-

wonnen.

Man beachte, dass in der Logik das Wort ,oder® im einschliefenden Sinne

gebraucht wird.
Die Implikation (auch Subjunktion genannt) ist die Aussage A = B
(gelesen ,wenn A, dann B“), die gegeben ist durch
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- g |
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Sie driickt keine Ursache-Wirkung-Beziehung aus, z. B.:
, Wenn du diese Aufgabe l6sen kannst, dann bist du ein Genie.“

SchlieBlich haben wir noch die Aquivalenz A < B (gelesen ,,genau dann A,
wenn B“) und die Antivalenz A > B (gelesen ,entweder A oder B*) mit
den Wahrheitstafeln

A|B| A& B A|B||A>=<B
w | w W W | W f
w | f f w | f w
f|w f [ |w w
f|f w f|f f

Im téglichen Leben werden diese oft durch die Worte ,,wenn“ bzw. ,oder”
ausgedriickt, z. B.

, Wenn du mir dein Fahrrad leihst, kannst du mit meinem Ball

spielen.*
,Du gibst mir jetzt den Ball zuriick oder ich sag’ es Mutti.“

Ein logisches Gesetz ist eine Verkniipfung von Variablen, die bei jeder
Belegung der Variablen mit Aussagen zu einer wahren Aussage wird, z. B.

A= AV B, ANB= B.
Viele logische Gesetze haben die Struktur einer Aquivalenz, z. B.

—A & A, (A= B) & (-B = -A),
(A B)< (A= B)AN(B=A)).

(Die Aussage =B = —A nennt man iibrigens die Kontraposition der Impli-
kation A = B). Weitere Beispiele sind die Kommutativgesetze

AAB& BAA,  AVB& BVA,

die Assoziativgesetze

(ANAB)ANC & AN(BAC), (AVB)VC < AV (BVC(C),



die Distributivgesetze
AV(BAC)< (AVB)AN(AVC), AN(BVC)<s (AANB)V(AACQ)
sowie die de Morganschen Gesetze
-(AANB) < -AV B, -(AV B) & -~AN-B.

Um ein logisches Gesetz zu beweisen, miissen wir nachpriifen, dass es fiir
alle moglichen Wahrheitswerte der vorkommenden Variablen wahr ist. Dabei
sind die Wahrheitswerte von verschachtelten Verkniipfungen schrittweise zu
bestimmen, z. B.

A|B|A=B|B=A|(A=B)AN(B=A)
w | w w w w
w | f f W f
f|w W f f
f|f W W W

Durch Vergleich mit der Wahrheitstafel fiir die Aquivalenz A < B finden
wir, dass diese zu der Aussage

(A= B)A (B = A)

dquivalent ist.

1.2 Priadikate und Mengen

Der Wahrheitswert des Satzes ,,Ich bin ein Berliner“ héangt von der Bedeu-
tung des Wortes ,,ich“ ab. Ein Pradikat (auch Aussageform genannt) enthélt
Variablen und wird erst zu einer Aussage, wenn man diese durch Objekte
ersetzt. Wird es zu einer wahren Aussage, so sagt man, dass es fiir diese Ob-
jekte gilt. Aussageformen mit einer Variablen nennt man auch Eigenschaften,
z. B. ,,x ist ehrlich®, solche mit zwei Variablen nennt man Relationen, z. B. ,,x
ist der Vater von y“. Wir vereinbaren manchmal Abkiirzungen fiir Pradikate
in der Form P(z) oder Q(x,y) usw.

Eine Menge ist, naiv gesprochen, eine Zusammenfassungen von Objekten.
Manchmal kann man ihre Elemente aufzdhlen, wobei man sie in geschweifte
Klammern einschliefit und die Reihenfolge gleichgiiltig ist, also

{Sonne, Erde, Mond} = {Erde, Mond, Sonne}.

Wenn ein Objekt zu einer Menge gehort, nennt man es ein Element dieser
Menge. Die Relation ,,x ist ein Element von M “ wird durch x € M abgekiirzt.
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Sie wird zu einer wahren Aussage, wenn wir z. B. x durch J. F. Kennedy und
M durch die Menge der Menschen ersetzen.

Manche Préadikate ergeben nur dann einen Sinn, wenn man die Variablen
durch Elemente von bestimmten Mengen ersetzt. Wenn ein Pradikat P(x)
fiir alle Elemente einer Menge M gilt, so schreibt man

Ve e M P(z).

Wenn wenigstens ein Element der Menge M existiert, fiir das das Pradikat
P(z) gilt, so schreibt man
dx e M P(x).

Die Zeichen V und 4 nennt man Quantoren.
Im Fall einer endlichen Menge kann man solche Aussagen auch ohne
Quantoren formulieren, z. B.

Ve {a,b} P(x) < P(a)A P(b),
dx € {a,b} P(z) <—

Dies zeigt, dass die Gesetze

Vor e M P(x) < dJxze M -P(x),
-dzx e M P(z) < Vze M-P(z)

Verallgemeinerungen der de Morganschen Gesetze sind. Gesetze der Préadika-
tenlogik kann man nicht mehr durch Wahrheitstafeln nachpriifen. Man legt
einige als Axiome fest und gewinnt weitere durch sogenannte Schlussregeln,
worauf wir aber nicht eingehen werden.

Als Anwendungsbeispiel betrachten wir das Schachspiel. Das Ziel des
Spiels besteht eigentlich darin, den gegnerischen Konig zu schlagen. Wohl
wegen der Etikette verbietet man Ziige, bei denen der Antwortzug den Konig
schlagen konnte.

Definition. FEin am Zug befindlicher Spieler ist schachmatt, wenn es fir
jeden maoglichen Zug und auch beim Auslassen des Zuges einen Antwortzug
qibt, der seinen Konig schlagen wiirde.

Wir erinnern daran, dass in einer Definition ein neuer Begriff erkléart wird,
indem man ihn mit einem bekannten Begriff gleichsetzt. In diesem Fall ist
der bekannte Begriff eine Aussage mit der Struktur

Vee M3yeNQx,y).


http://de.wikipedia.org/wiki/Schach
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Abbildung 1: Weifl gewinnt in zwei Ziigen

(Genaugenommen miisste man N (x) statt N schreiben, da die Menge der
erlaubten Antwortziige vom Zug x abhéngt.)

Betrachten wir zum Beispiel eine Schachaufgabe von W. Meredith aus
dem Jahr 1886 (siche Abbildung 1). Nach der Konvention ist in solchen
Aufgaben Weil am Zug. Die Aufgabe besteht also darin, folgende Aussage
zu beweisen:

Es gibt einen Zug von Weif}; so dass es fiir jeden Antwortzug
von Schwarz wiederum einen Zug von Weif} gibt, so dass Schwarz
matt ist.

Wir wollen hier nur die einfachere Aufgabe betrachten, dass Weify in einem
Zug gewinnt, wenn Schwarz am Zug ist. Wenn Sie kein Schachbrett zur Hand
haben, konnen Sie die Ziige mit dem Applet von L. Ammeraal veranschauli-
chen, wobei Sie den “edit mode” einschalten miissen.

Die schwarzen Bauern kénnen nicht vorriicken, da weifle Figuren im Weg
stehen, und wo sie schlagen konnten, stehen keine weilen Figuren. Wiirde der
schwarze Konig auf ein freien Feld ziehen, so wiirde er von weiflen Bauern
oder dem weilen Léaufer geschlagen. Wiirde er den weiflen Bauern, Turm
oder Springer schlagen, so wiirde er vom weiflen Turm, dem anderen weiflen
Springer bzw. der weilen Dame geschlagen werden.

Schwarz kann also nur einen seiner Springer ziehen. Zieht er den vom
Feld al, so ist das Feld c¢2 nicht mehr gedeckt, und Weif3 kann seinen Springer
von e3 dorthin ziehen und dabei unter Umstéinden den schwarzen Springer
schlagen. Auf jeden Fall wird er Schach bieten, und das freigewordene Feld
e3 ist kein Ausweg fiir den schwarzen Konig, da es von der weiflen Dame

>


http://home.planet.nl/~ammeraal/queenychess.html

gedeckt ist.

Wenn Schwarz hingegen seinen Springer von d3 zieht, so kann der weifle
Turm jetzt den Schutz des Springers auf e3 {ibernehmen. Wenn der schwarze
Springer nicht auf eb gezogen wurde, kann Weifl seine Dame nach h8 ziehen
und Schach bieten. Das freigewordene Feld d3 ist kein Ausweg fiir den Konig,
weil es vom weiflen Turm gedeckt ist. Steht hingegen der schwarze Springer
auf eb, so versperrt er dem Konig die Flucht auf dieses Feld, und der freige-
setzte weile Laufer kann nach ¢b gezogen werden, wo er Schach bietet und
von einem Bauern geschiitzt ist. <

Zwischen Mengen und Prédikaten besteht ein enger Zusammenhang. Ist
ein Pradikat P(x) fiir beliebige Objekte = sinnvoll, so bezeichnet man die
Menge aller Objekte, fiir die P(z) gilt, mit

{z | P(x)}.

Umgekehrt ist fiir jede Menge M das Pradikat x € M fiir beliebige Objekte
2 sinnvoll.

Wenn zwei Pradikate fiir alle Objekte dquivalent sind, dann sind die zu-
gehorigen Mengen gleich. Also gilt fiir Mengen M und N genau dann M = N,
wenn fiir alle Objekte x gilt x € M < x € N.

Da Mengen auch wieder Objekte sind, fiithrt dieser naive Ansatz leider
schnell zu Widerspriichen. Am bekanntesten ist die Russellsche Antinomie:
Wenn die Menge

{o]o¢a}

Element ihrer selbst ist, dann ist sie es nach ihrer Definition nicht, und um-
gekehrt. Der Ausweg besteht in der axiomatischen Mengenlehre, die aber
unseren Rahmen sprengen wiirde.

Wir bleiben bei der naiven Mengenlehre und fiithren nun eine Mengenre-
lation und Mengenoperationen ein.

Definition 1. Wir sagen, dass die Menge M eine Teilmenge der Menge N
ist, abgekiirzt M C N, wenn fiir alle Objekte x gilt x € M = x € N. Wir
sagen, dass M eine echte Teilmenge von N ist, abgekirzt M C N, wenn
M C N und M # N.

Wir definieren die Schnittmenge und die Vereinigungsmenge von Mengen
M und N als

MNON={z|zeMANzeN}, MUN={z|zeMVzecN}.
Schliefslich definieren wir die Differenzmenge von M und N als

M\N={zx|zeMANx¢ N}
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sowie die Produktmenge von M und N (auch Cartesisches Produkt genannt)

als
M xN=A{(z,y) |re€e M ANy e N}

Objekte der Form (x,y) nennt man geordnete Paare. Man legt fest, dass
genau dann® (v,w) = (z,y) gilt, wenn v =x und w = y.

Aus den logischen Gesetzen folgen nun leicht die Gesetze der Mengenlehre:

Satz 1. Fiir beliebige Mengen K, L, M und N gelten die Kommutativgesetze
MNON=NNM, MUN=NUM,
die Assoziativgesetze
(LNM)NN=LN(MNON), (LUM)UN =LU(MUN),
die Distributivgesetze

LUMANON)=(LUM)N(LUN), LN(MUN)=(LNM)U(LNN),
(KNL) x (MAN) = (KxM) N (LxM), Lx(MUN)=LxMULxN

und die de Morganschen Gesetze
L\(MNN)=(L\M)U(L\N), L\(MUN)=(L\M)N(L\N).

Beweis. Das erste Gesetz ist dazu dquivalent, dass fiir alle Objekte x genau
dann x € M ANx € N gilt, wenn z € N ANx € M gilt. Das ist aber nach
dem Kommutativgesetz der Konjunktion erfiillt. Ahnlich beweist man die
anderen Gesetze. O

1.3 Abbildungen

Eine Abbildung f von einer Menge M in eine Menge N ordnet jedem Element
x von M genau? ein Element von N zu, das man mit f(x) bezeichnet. Man
nennt M den Definitionsbereich und N den Zielbereich von f. Die Menge

{(z,y) e M x N [y = f(z)}

wird der Graph von f genannt. Die Worte ,,Abbildung f von M in N* kiirzt
man durch f: M — N oder M 5 N ab.

lin Definitionen lisst man die Worte ,,genau dann“ meist weg.
2Wenn aus dem Zusammenhang nicht klar ist, ob ,ein“ als Artikel oder Zahlwort ge-
meint ist, sagt man im ersten Fall ,mindestens ein®“ und im zweiten Fall ,,genau ein*.
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Dies ist eigentlich keine Definition, da der neue Begriff ,, Abbildung“ auf den ebenfalls
noch nicht definierten Begriff ,, Zuordnung® zuriickgefiihrt wird. Ein Ausweg besteht darin,

Graphen als Grundbegriffe und Abbildungen nur als bequeme Sprechweise aufzufassen.

Ist f(x) durch einen Term gegeben, so nennt man diesen auch eine (Abbil-
dungs-)Vorschrift. Wir schreiben f = g, wenn die Abbildungen f und g glei-
che Definitionsbereiche und gleiche Zielbereiche haben und fiir alle Elemente
x des Wertebereichs gilt f(z) = g(x). Fiir jede Menge M ist die identische
Abbildung idy; : M — M durch idy () = = gegeben. Die Menge aller Abbil-
dungen von einer Menge M in eine Menge N bezeichnen wir mit N,

Definition 2. Ist f : M — N und g : L — M, so ist die Verkettung von f
mit g die Abbildung fog: L — N, die gegeben ist durch

foglx) = flg(x)).
Man priift unmittelbar nach, dass fiir f: M — N gilt
foidy =idyo f=f
und dass fir K 5 L -2 M L5 N gilt
(fog)oh=fo(goh).

Definition 3. (i) Die Abbildung f : M — N heifit injektiv?, wenn fiir
alle Elemente u und v von M gilt

uFv = f(u) £ f).

(ii) Die Abbildung f : M — N heifit surjektiv?, wenn es fiir jedes Element
y von N ein Element x von M gibt, so dass f(x) = y.

(iii) Die Abbildung f : M — N heif$it bijektiv®, wenn sie sowohl injektiv als
auch surjektiv ist.

(iv) Eine Abbildung h : N — M heifst Umkehrabbildung von f : M — N,
wenn fir alle v € M undy € N gilt

fle)=y <= hly) ==

3oder eineindeutig
4oder Abbildung von M auf N
oder umkehrbar eindeutig



Die Bedingung fiir die Injektivitat ist natiirlich dquivalent zu ihrer Kon-
traposition
f)=f) = u=w.

Definiert man den Wertebereich von f als
{yeN[3zeM f(r)=y},

so bedeutet die Surjektivitdat, dass der Wertebereich gleich dem Zielbereich
ist. Es ist klar, dass eine Abbildung nur eine Umkehrabbildung haben kann.

Satz 2. (i) Die Verkettung von injektiven Abbildungen ist injektiv.
(ii) Die Verkettung von surjektiven Abbildungen ist surjektiv.

(iii) Fine Abbildung f : M — N st genau dann bijektiv, wenn sie eine
Umkehrabbildung besitzt.

Beweis. (i) In den Bezeichnungen von Definition 2 seien u und v beliebige
Elemente von L. Ist u # v, so folgt wegen der Injektivitéit von g, dass g(u) #
g(v), und wegen der Injektivitdt von f, dass f(g(u)) # f(g(v)), was nach
Definition 2 bedeutet, dass f o g(u) # f o g(v).

(ii) Ist z ein beliebiges Element von N, so gibt es wegen der Surjektivitét
von ¢ ein Element y von N, so dass f(y) = z, und wegen der Surjektivitét
von ¢ gibt es dann ein Element x von L, so dass g(x) = y. Nach Definition 2
gilt dann f o g(x) = z.

(iii) Angenommen, h ist die Umkehrabbildung von f. Sind « und v Ele-
mente von M und bezeichnen wir f(u) = r und f(v) = s, so gilt h(r) = u
und h(s) = v. Aus r = s folgt wegen der Eindeutigkeit von h, dass u = v,
also ist f injektiv. Ist y ein beliebiges Element von N, so hat das Element
x = h(y) die Eigenschaft f(z) = y, also ist f surjektiv. Zusammenfassend
erhalten wir, dass f bijektiv ist.

Zum Beweis der Umkehrung nehmen wir an, dass f bijektiv ist. Ist y ein
beliebiges Element von N, so gibt es wegen der Surjektivitdt ein Element
x von M mit (der Eigenschaft) f(z) = y, und wegen der Injektivitat von
f ist x eindeutig bestimmt. Wir konnen also festlegen, dass h(y) = x ist.
Offensichtlich ist die so definierte Abbildung h die Umkehrabbildung von f.

O

Ist f: M — N und K C M sowie L. C N, wobei L den Wertebereich
von f enthélt, so definieren wir die Einschrinkung f|x : K — N und die
Beschrinkung r|f : M — L als die Abbildungen mit der selben Abbildungs-
vorschrift wie f. Bei geeigneter Wahl von K und L erhélt man eine bijektive
Abblldung Llf’K.



2 Zahlbereiche

2.1 Kardinalzahlen

Ohne zu wissen, was eine Zahl ist, kénnen wir sagen, ob zwei Mengen gleich
viele Elemente haben.

Definition 4. Wir sagen, dass die Menge M gleichméchtig zur Menge N ist
(abgekiirzt M ~ N ), wenn es eine bijektive Abbildung von M auf N gibt.

Satz 3. Die Relation der Gleichmichtigkeit ist eine Aquivalenzrelation, das
heif$t, fir beliebige Mengen L, M und N gilt:

(i) M ~M (Reflexivitdt)
(i) M~N & N~ M (Symmetrie)
(i) L~M ANM~N = L~N ( Transitivitit)

Beweis. Eigenschaft (i) folgt aus der Existenz von id,,, Eigenschaft (ii) aus
Satz 2(iii) und Eigenschaft (iii) aus Satz 2(i),(ii). O

Die Méchtigkeitsklasse einer Menge M umfasst all diejenigen Mengen, die
gleichméchtig zu M sind. Mit Hilfe des Satzes zeigt man, dass jede Menge M
zu genau einer Méachtigkeitsklasse gehort. Wir sparen uns die Arbeit, Zahlen
als zusétzliche Objekte einzufiihren.

Definition 5. Die Michtigkeit einer Menge M, abgekiirzt | M|, ist die Klasse
aller Mengen, die gleichmdchtig zu M sind. Jede solche Klasse nennen wir
Kardinalzahl.

(Die Menge aller Mengen kann es wegen der Russellschen Antinomie nicht
geben, die Klasse aller Mengen schon.)
Wir nennen zwei Mengen disjunkt, wenn ihre Schnittmenge leer ist.

Satz 4. FEs seien K, L, M und N Mengen, so dass
K~ M, L~ N.

Dann gilt
K xL~MxN, LE ~ NM.

Ist auferdem K disjunkt zu L und M disjunkt zu N, so ist

KUL~MUN.
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Beweis. Sind bijektive Abbildungen p : K — M und ¢ : L — N gegeben, so
konnen wir Abbildungen

f:KxL— MxN, g: L% - NM
durch die Vorschriften

f(z,y) = (p(x),q(y)),  g(r)=qoros

definieren, wobei s die Umkehrabbildung von p bezeichnet. Ist auflerdem K
disjunkt zu L und M disjunkt zu N, so konnen wir eine Abbildung h :
KUL — MUN durch

h(x) = p(z) wennzx € K,
q(z) wenn z € L
definieren. Die Nachpriifung, dass f, g und h bijektiv sind, ist eine Ubung. [

Der Satz rechtfertigt die folgende Definition.

Definition 6. Sind m und n Kardinalzahlen, also m = |M| und n = |N|
fiir gewisse Mengen M und N, so definieren wir

m-n=|M x N|, n™ = |NM|.
Sind auflerdem M und N disjunkt®, so definieren wir
m+n=|MUN]|.

Satz 5. Fliir beliebige Kardinalzahlen [, m und n gelten die Kommutativge-
setze
m-+n=n-+m, m-n=mn-m,

die Assoziativgesetze
(l+m)+n=10+(m+n), (l-m)-n=10-(m-n),

das Distributivgesetz
l-(m+n)=1-m+1-n

und die Potenzgesetze

(m X n)l — ml . nl’ nler _ nl . nm7 nl-m — (nl)m

6Man kann gegebene Mengen M und N durch disjunkte gleichméchtige Mengen erset-
zen, z. B. M x {M} und N x {N}.
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Beweis. Wir wihlen Mengen L, M und N, so dass |L| = [, |M| = m und
|N| = n. Das Kommutativ- und Assoziativgesetz der Addition sowie das Dis-
tributivgesetz folgen unmittelbar aus den entsprechenden Gesetzen in Satz 1.
Dabei muss man im letzten Fall voraussetzen, dass M und N disjunkt sind,
und im zweiten Fall, dass L, M und N paarweise disjunkt sind.

Zum Beweis der Gesetze fiir die Multiplikation geniigt es zu zeigen, dass

M x N~ N x M, (Lx M)x N~ Lx (MxN).
Die dazu benétigten bijektiven Abbildungen sind durch

fx,y)=(,2),  g((z,y),2) = (v,(y,2))

gegeben. Der Beweis der Potenzgesetze ist eine Ubungsaufgabe. [

Satz 6 (Cantor). Ist P die Menge aller Teilmengen der Menge M, dann gibt
es keine surjektive Abbildung f: M — P.

Beweis. Es sei F' eine beliebige Abbildung von M in P. Wir betrachten die
Teilmenge
L={rxeM|x¢F(x)}

von M. Nun sei u irgend ein Element von M. Wenn u € F'(u) ist, so ist laut
Definition u ¢ L, ist hingegen u ¢ F'(u), so gilt u € L. Auf jeden Fall konnen
die Mengen F'(u) und L nicht iibereinstimmen, das heifit, es gibt kein v € M
mit der Eigenschaft F'(u) = L, und somit ist F' nicht surjektiv. O

Die Menge P, die man die Potenzmenge von M nennt, ist also méchtiger
als M, wenn man diesen Begriff geeignet definiert.

2.2 Angeordnete Korper

Aus der Schule ist der Bereich Q der rationalen Zahlen bekannt. Dieser ist
ein Korper.

Definition 7. Fin Korper ist eine Menge K zusammen mit zwei Abbildungen
K x K — K, genannt Addition und Multiplikation und abgekiirzt in der
bekannten Weise, mit folgenden Figenschaften:

(i) Es gelten die Kommutativ- und Assoziativgesetze fir Addition und Mul-
tiplikation sowie das Distributivgesetz.

(ii) K hat verschiedene Elemente 0 und 1, so dass fiir alle Elemente x von
Kqgiltx+0=xund z-1=x.

12



(iii) Fir beliebige Elemente x und y von K gibt es ein Element d von K,
so dass x =y + d.

(iv) Fir beliebige Elemente x von K und y von K\ {0} gibt es ein Element
q von K, so dass x =1y -q.

Man nennt die Bilder eines Paares (z,y) unter Addition bzw. Multiplika-
tion die Summe bzw. das Produkt. Es ist leicht zu sehen, dass die Elemente 0,
1 und (fiir gegebene x und y) d und ¢ eindeutig bestimmt sind. Man nennt d
die Differenz und q den Quotienten von x und y, abgekiirzt x —y bzw. x : y.
Statt 0 — y schreibt man auch —y. Abbildungen von einer Menge in einen
Korper nennt man Funktionen.

In dieser Vorlesung werden wir die Konstruktion von Q, die algebraischer
Natur ist, nicht durchfiihren. Die Elemente entstehen als Aquivalenzklassen
7 von Paaren (a,b) ganzer Zahlen mit der Eigenschaft b # 0. Eine ganze
Zahl a wird mit der rationalen Zahl { identifiziert, so dass der Bereich Z der
ganzen Zahlen zu einer Teilmenge von Q wird, und dann ist § das Selbe wie
a:b.

Im Unterschied zur Algebra spielt in der Analysis die Anordnung der
Korperelemente eine wichtige Rolle.

Definition 8. FEin angeordneter Korper ist ein Kdorper K zusammen mit
einer Teilmenge K, die folgende Figenschaften hat:

(i) Fir jedes Element x von K gilt genau eine der Aussagen x € K.,
—r €Ky, z=0.

(ii) Fir alle Elemente x und y von K, istx+y € K, undz-y € K, .

Wir sagen, dass x grofler bzw. kleiner als y ist, abgekiirzt x >y bzw. x < vy,
wenn x —y € Ky bzw. y —x € K, ist. Die Aussage ,x < y oder v = y*“
ktirzen wir mit x <y ab, die Aussage ,x >y oder x =y*“ mit x > y.

Aus der Schule ist bekannt, dass die Menge Q,, die aus allen rationa-
len Zahlen ™ besteht, bei denen m und n positive ganze Zahlen sind, diese
Eigenschaften hat.

Aus der Definition folgt sofort fiir alle Elemente x, y, z von K:

r<y Ny<z = x<z,
r<y =
r<y = x+z<y-—+z,
r<y N z>0 =

—-Tr > -,

Tz <Y- 2.



Mit Hilfe der ersten Regel (Transitivitit) konnen wir die letzten beiden (ge-
nannt Monotoniegesetze) verallgemeinern:

r<y N z<w = cT+z<y-+uw,
O<zrz<y ANO<z<w = z-z2<y-w,

(1)
und aus der zweiten und der letzten Regel folgt

r<y N z2<0 = z-z2>y-=z
Unterscheiden wir die Félle in Definition 8(i), so folgt nun

r#0 = x-x>0.

SchlieBlich gilt

1
r>0 = =>0,
s

weil die anderen Félle fiir % zum Widerspruch fithren wiirden.

Definition 9. Es seien K und L angeordnete Korper und M C K. Fine
Funktion f : M — L heifft monoton wachsend, wenn fir alle Elemente x
und y von M gilt

<y = [flx)<[fy)
Sie heifst monoton fallend, wenn fiir alle x und y gilt

r<y = flz)>f(y)

Sie heif$t streng monoton wachsend bzw. fallend, wenn dieselben Aussagen
mit < und > an Stelle von < und > gelten.

Die durch f(z) = x-x gegebene Funktion f : K, — K ist streng monoton
wachsend. Dies folgt aus Definition 8(ii) und

fly) = f(z)=(y+x) (y — ).

Die durch g(z) = % gegebene Funktion g : K, — K ist streng monoton
fallend. Dies folgt, indem wir y — x mit xiy € K, multiplizieren.
Offensichtlich ist jede streng monotone Funktion injektiv.
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2.3 Vollstiandige Induktion

Naiv gesprochen ist eine natiirliche Zahl eine Kardinalzahl, die die Méachtigkeit
einer endlichen Menge ist. Dazu muss man zunéchst den Begriff einer endli-
chen Menge definieren, was unseren Rahmen sprengen wiirde. Man kann die
Theorie so autbauen, dass die natiirlichen Zahlen die Elemente einer Menge N
sind (was strenggenommen mit unserer naiven Auffassung von Kardinalzah-
len als Klassen nicht vereinbar ist).

Satz 7. Es sei M eine Teilmenge von N mit folgenden Figenschaften:
(i) 0 € M,
(i) ne M = n+1eM.

Dann ist M = N. Auflerdem hat N selbst die Eigenschaften (i) und (ii).

Den Beweis werden wir hier nicht geben. Aufgrund des Zusammenhangs
zwischen Mengen und Pradikaten konnen wir den Satz umformulieren.

Folgerung 1. Es sei P(n) ein Prddikat, das fir alle natirlichen Zahlen n
definiert ist, und es gelte

(i) P(0),
(i) Vn € N(P(n) = P(n+1)).
Dann gilt Yn € N P(n).

Die Beweismethode der wvollstindigen Induktion zum Beweis einer Aus-
sage Vn € N P(n) beinhaltet die Nachpriifung der Aussagen (i) und (ii).
Diese Beweisschritte nennt man Induktionsanfang und Induktionsschritt. In-
nerhalb des Induktionsschrittes nennt man P(n) die Induktionsvoraussetzung
und P(n + 1) die Induktionsbehauptunyg.

Satz 8. Sind m und n natirliche Zahlen, so auch m +n, m -n und m".

Beweis. Wir halten m fest und beweisen die erste Behauptung mit Hilfe der
vollstdndigen Induktion nach der Variablen n.

Induktionsanfang: Wegen m + 0 = m ist m +0 € N.

Induktionsschritt: Es sei m +n € N. Nach dem Assoziativgesetz gilt
m+ (n+1)=(m+mn)+ 1, und nach Satz 7 ist (m +n)+1 € N.

Der Beweis der anderen Behauptungen ist dhnlich und benutzt jeweils die
vorangehende Behauptung. O]

Satz 9. Hat eine Teilmenge von N kein kleinstes Element, so ist sie leer.
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Beweis. Angenommen, M C N und M hat kein kleinstes Element. Wir be-
trachten das Pradikat

P(n) & VmeM n<m

Es gilt P(0), denn sonst wire 0 das kleinste Element von M.

Angenommen, es gilt P(n). Dann gilt fiir alle Elemente m von M, dass
n+1 < m. Gédbe es ein m in M, fiir das Gleichheit gilt, so wire dies das
kleinste Element von M. Das war ausgeschlossen, also gilt fiir alle m, dass
n+1 < m. Damit ist der Induktionsschritt abgeschlossen, und Vn € N P(n).

Ist nun m € M, so gilt nach dem Beweisenen m < m, was nicht sein
kann. Also ist M = @. O]

Die Kleiner-Relation auf N ist also eine Wohlordnung, d. h.:
Folgerung 2. Jede nichtleere Teilmenge von N hat ein kleinstes Element.

Nun sei K ein Korper. Fiir eine natiirliche Zahl n und ein Element x von
K definieren wir die Elemente von K

n-r=x+...+u, (—n) -z =—n-zx,
———
n Summanden

=gz, rt=—
S — n’

n Faktoren

insbesondere 0 - x = 0x und z° = 1x (das Null- bzw. Einselement von K).
Traditionell lasst man das Multiplikationszeichen weg, wenn keine Verwechs-
lungen drohen. Mit Hilfe der vollstdndigen Induktion kann man beweisen,
dass fiir diese Operationen die Assoziativ- und Distributivgesetze sowie die
Potenzgesetze gelten, und dass im Falle einer natiirlichen Zahl m an Stelle
von x die obigen Formeln auch in N gelten. Des Weiteren lassen sich folgende
Aussagen beweisen, die Bestandteil des Schulstoffs sind.

Satz 10. Flir jede natiirliche Zahl n und Elemente x, y von K gilt die erste
binomische Formel

n n
(x+y)" =a"+ <1)xn_1y + (2>.’Jcn_2y2 + ... +y"
und die dritte binomische Formel

" — yn — (ZL’ . y)(xn—l + xn—Qy N +yn—1)’

wobei die Binomialkoeffizienten fiir n > k durch

<n):n(n—1)...(n—k—l—1) g

k k! ’
definiert sind.
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Ersetzen wir y durch —y, so erhalten wir die zweite und vierte binomische
Formel.

Fiir jede natiirliche Zahl m gibt es eine Abwandlung von Satz 7 und Fol-
gerung 1, bei der die Eigenschaft (i) durch P(m) ersetzt und Eigenschaft (ii)
nur fiir alle natiirlichen Zahlen n mit der Eigenschaft n > m vorausgesetzt
wird. Dann ergibt sich die Giiltigkeit von P(n) nur fiir n > m. Dies wird
klar, wenn man das Priadikat Q(k) < P(m + k) betrachtet.

Wir betrachten nun einen angeordneten Kérper K. Wir identifizieren die
natiirliche Zahl 1 mit dem Einselement 15 von K und allgemein jede ganze
Zahl n mit nlx. Die Monotoniegesetze (1) der Addition und Multiplikation
kann man mittels vollstdndiger Induktion auf endlich viele Faktoren verall-
gemeinern.

Satz 11. Fir jede natirliche Zahl n, die grofier oder gleich 1 ist, und alle
Elemente x4, ..., x, von K. mit der Figenschaft

Ty Ty =1
qilt
T+ ...+x, > n.
Die Elemente von K werden wir Zahlen nennen.

Beweis. Der Induktionsanfang n = 1 ist trivial. Angenommen, die Behaup-
tung gilt fiir n Zahlen. Haben wir nun x; - - - x,z,,1 = 1, so wenden wir die
Induktionsvoraussetzung auf die Zahlen x¢, ..., x,_; und x,z,.; an und
erhalten

T1 4+ Tpo1 + TpTpy1 = N

Addiere 1 auf beiden Seiten. Es geniigt zu zeigen
Ty + Tpi1 2 TpTpsr + 1,
d h z,+x1 — 22001 —12>0,d. h
(xp — 1)(1 —zpyq) > 0.

Nach Kontraposition des Monotoniegesetzes der Multiplikation gibt es 7,
J, so dass #; > 1, ; < 1. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ist ¢ = n,
J=n+1 O

Mit etwas mehr Sorgfalt kann man sogar beweisen, dass in der behaupte-
ten Ungleichung nur dann Gleichheit eintreten kann, wenn alle n Elemente
gleich 1 sind.
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Mit Hilfe von Summen- und Produktzeichen

n n
§ T =Tm + Tmy1 + ...+ Ty, Hl'k:xmxmqtl"'xn
k=m

k=m

(wobei m < n) lassen sich der letzte Satz und die binomischen Formeln
kompakter formulieren, z. B.

(x+y)" = zn: (Z) AT

k=0

Man definiert noch
m—1 m—1
dowe=0  Jlm=1
k=m k=m

und dann gelten diese Formeln auch fiir n = 0.

Formeln mit Auslassungspunkten ergeben genaugenommen keine korrekte
Definition. Eigentlich muss man Potenzen, Fakultéit, Binomialkoeffizienten,
Summen- und Produktzeichen rekursiv definieren, z. B.

2% =1, " =",

0l =1, (n+1!'=nl(n+1).

Mit Hilfe der vollstdndigen Induktion lésst sich auch beweisen, dass jede
nichtleere endliche Teilmenge M eines angeordneten Korpers ein kleinstes
und ein grofites Element besitzt, abgekiirzt min M und max M. Dies ist of-
fensichtlich fir |M| = 1, folgt direkt aus der Definition der Anordnung fiir

|M| = 2, und im Induktionsschritt ermittelt man das kleinste Element einer
Menge M U {a} durch Vergleich von min M und a.

Satz 12 (Bernoulli-Ungleichung). Fiir alle ganzen Zahlen n und alle Ele-
mente x von K mit der Figenschaft x > —1 gilt

(14+2)" > 1+ nax.

Beweis. Fiir n = 0 ist nichts zu beweisen. Angenommen, die Ungleichung
gilt fiir eine natiirliche Zahl n. Dann ist laut rekursiver Definition

(1+2)" =1+2)"(1+2).
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Aus Induktionsvoraussetzung und Monotoniegesetz folgt wegen 1 4+ 2 > 0
(1+2)"(14+2) > (1+nz)(1+x).
Nach den Rechengesetzen erhalten wir
(14+n2)1+2) =1+ nz)+ (z +nz?) =1+ (n + 1)z + na’.
Wegen n > 0 und 22 > 0 ist nach den Monotoniegesetzen
1+ (n+Dx+nz®> > 1+ (n+ 1)

Nun folgt die Behauptung fiir n + 1 statt n mit der Transitivitat.
Der Beweis fiir n < 0 ist eine Ubungsaufgabe. O

3 Grenzwerte

3.1 Motivation

Bereits im alten Griechenland untersuchte
man die Aufgabe, zu einem Rechteck ein
flachengleiches Quadrat zu finden. Bezeich-
nen wir die Seitenldngen mit xy und y, so-
wie den Flacheninhalt mit a = xqyg, so lasst
sich die gesuchte Quadratseite g geometrisch
leicht mit Hilfe des Hohensatzes konstruie-

ren und wird darum das geometrische Mittel Xo Yo
von o und 7y genannt. (Wir konnen die Be-

zeichnungen so wihlen, dass 2o > yo, also 23 > a.) Die arithmetische (d. h.
rechnerische) Bestimmung ist schwieriger. Das arithmetische Mittel liefert
nicht die Antwort (auBler wenn zy = yo), aber das flachengleiche Rechteck
mit den Seitenlédngen

Zo + Yo
g s yl = —
2 T

T

kommt einem Quadrat schon ndher. Bereits in einer Formelsammlung des
Heron von Alexandria findet sich die Idee, diesen Schritt zu iterieren (d. h.
wiederholt auszufithren) mit dem Ziel, dem gesuchten Quadrat beliebig nahe
zu kommen. So erhélt man eine Folge g, x1, 2o ...

Eine unendliche Folge in einer Menge M ist genaugenommen eine Ab-
bildung N — M. Man betrachtet auch endliche Folgen und solche, die nicht
mit dem nullten Glied beginnen. Eine Folge der Léinge zwei ist ein geordnetes
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Paar (z1,z5), eine Folge (x1, x5, x3) der Lange drei nennt man auch Tripel
usw., und man sollte strenggenommen jede Folge als Objekt in Klammern
einschlieen.

Satz 13. Sind a und xy positive Elemente eines angeordneten Korpers, so
dass x3 > a, und definieren wir eine Folge x,, rekursiv durch

1 a
Tnt1 = 5 <In+l'_> s

x, >0, xi > a, Tpi1 < T,

so gilt fiir alle n

und fir alle m und n mit der Figenschaft m <n gilt
Ty — Ty < 2™ (29 — 21).

Beweis. Die erste Behauptung zeigt man leicht durch vollstédndige Induktion.
Die zweite Behauptung gilt fiir n = 0 nach Voraussetzung, und setzen wir
Yn = 5o, SO st

0 < (2 —yn)® =22 — 22Yn + Yo = (Tn + Yn)* — 4T Yn,

d. h. (z, + ya)? > 4a, also gilt die zweite Behauptung fiir n + 1 an Stelle

von n. (Dies war kein Induktionsbeweis.)
Nun ist = <z, und mit der rekursiven Definition und den Monotonie-
gesetzen folgt
Tl < Ty

Fiir alle n gilt
1 a1 1 1 a
Tp4+1—Ln+2 = i(xn_$n+l)+§ (.1'_ - T 1) - 5 (1 - ) (xn_$n+1)>
n n—+

und wegen —2— > () folgt

ITnTn41

Tpt1 — Tpyo < é(xn - $n+1)-
Hieraus folgt durch vollstandige Induktion, dass
Tn — Tnp1 < 27" (2o — 21),

wobei der Induktionsanfang trivial ist. Schlielich gilt fiir m <n

n—1 n—1
T = Tp = > (23— 3i41) < (wg—11) Y 27,
i=m i=m

und die rechte Summe ist gleich 2(27™—27") laut dritter binomischer Formel.
Mit dem Momotoniegesetz folgt die letzte Behauptung im Satz. O
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Um festzustellen, ob unsere Folge den gesuchten Wert beliebig genau
annahert, muss man zunéchst festlegen, was man genau damit meint.

3.2 Definition von Grenzwerten

Um die Genauigkeit einer Naherung zu messen, benutzt man Absolutbetréige.

Definition 10. Ein Absolutbetrag auf einem Korper K st eine Abbildung
von K in einen angeordneten Kérper L, abgekiirzt” x w— |x|, so dass fiir alle
Elemente x und y von K gilt

|z| >0, lz] =0 & =0,
-yl = x| |yl,  |e+y] <=+ |yl

Der Absolutbetrag heifit archimedisch, wenn es fiir jedes Element y von L
eine natirliche Zahl n gibt, so dass |n-1x| > y.

Ein archimedischer Absolutbetrag heiffit normiert, wenn fir alle natirli-
chen Zahlen n und alle Elemente x von K gilt |nx| = n|x|.

Ist K ein angeordneter Korper (z. B. Q), so wird durch

2] T, wenn x > 0,
€Tl =
—z, wennz <0

ein Absolutbetrag mit Werten in K definiert. Dies kann man leicht durch
Fallunterscheidung nachpriifen. Fiir diesen Absolutbetrag gilt

lz| <y & —y<zx<y.

Definition 11. FEine unendliche Folge von Elementen x, in K konvergiert
gegen das Element a, abgekiirzt x,, — a (n — o0), wenn es fir jedes positive
Element ¢ von L eine natiirliche Zahl ny gibt, so dass fiir alle natirlichen
Zahlen n mit der Figenschaft n > ng gilt

|z, —a| <e.
In Formeln ausgedriickt bedeutet x,, — a (n — oo) also
Vee Ly dng e NVneN (n>nyg= |z, —al <e).

An Stelle von n kann jede andere Variable stehen.

"Nicht zu verwechseln mit der Michtigkeit!
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Beispiel. Fiir einen normierten archimedischen Absolutbetrag konvergiert die
harmonische Folge gegen Null, d. h. fiir alle x € K gilt

SN (n — 00).
n

||

Ist ndmlich & > 0, so gibt es eine natiirliche Zahl ng, so dass ng > =, und

dann gilt fiir alle n mit n > ng

‘:r‘_ ol  J=f _

—|=—< — 8,

n n no
wobei wir die linke Gleichheit aus der Normiertheitsbedingung® gewinnen,
indem wir = durch * ersetzen. <

Satz 14. Konvergiert die Folge x, sowohl gegen a als auch gegen b, so ist
a="b.

Beweis. Angenommen, a # b. Dann ist ¢ = @ positiv, also gibt es ny und
ny, so dass fiir n > ng gilt |z, —a| < ¢ und fiir n > ny gilt |x,—b| < e. Firn >
max{ng, n;} gelten beide Ungleichungen, und mit der Dreiecksungleichung
folgt

la —b| = |(a —x,) + (2, — b)| < |a — x| + |2, — b] < 2e
(Widerspruch). Also war unsere Annahme falsch. O

Damit ist die folgende Definition gerechtfertigt.

Definition 12. Konvergiert eine Folge x, gegen a, so nennt man a den

Grenzwert der Folge und bezeichnet thn mit lim x,,. Besitzt eine Folge einen
n— o0

Grenzwert in K, so heifit sie konvergent in K, andernfalls divergent in K.

Satz 15. Jede konvergente Folge x, ist beschrinkt, d. h. es existiert ein
FElement ¢ von L, so dass fiir alle natirlichen Zahlen n gilt |x,| < c.

Beweis. Ist lim x,, = a, so gibt es ein ng, so dass fir n > ng gilt |z, —a| < 1,
n—roo

also nach der Dreiecksungleichung
0| = [(2n — @) + a| < |zn —af + |a] <1+ lal,
und die Behauptung folgt mit

c =max{|zol,...,|Tn1|, 1+ |a|}. O

8Diese Bedingung ist eigentlich nicht nétig, wie ein Satz von Ostrowski zeigt.
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Von nun an sei der Absolutbetrag immer archimedisch und normiert.
Beispiel. Wir betrachten die arithmetische Folge x,, = xo+nd, wobei d € K.

Ist d =0, so ist =, = x¢ fiir alle n, also z,, = z¢ (n — ).

Nach der Dreiecksungleichung gilt

nld| = |zn — w0 < fan| + 2o,

Ist d # 0, dann kann es kein ¢ € L geben, so dass |z,| < ¢ fir alle n. Also ist
die Folge dann unbeschrinkt und nach Satz 15 divergent. <
Beispiel. Wir betrachten die geometrische Folge x,, = xoq™, wobei ¢ € K\{0}.
Ist ¢ =1, so ist x,, = xo fiir alle n, also x,, — xg (n — 00).
Ist |g| > 1, also |g| = 1+ h mit h > 0, so ist |z,| > |zo|(1 + nh) nach
Bernoulli-Ungleichung, also ist x,, unbeschréankt und somit divergent. <«

Satz 16. Ist |q| < 1, so gilt fir jede natirliche Zahl k, dass

nfq" =0 (n — o).

Beweis. Es sei | = k+ 1. Dann gibt es ein h € Ly, so dass h < 1%”", also
[h <1 —|q|. Nach der Bernoulli-Ungleichung gilt fiir alle n
(1+h)">1+nh > nh, (1+h)"">1—1h>|q.
Es folgt
Infq"| < n*(14h)" = N l < L
n \ (1+h)" nht’
und die Behauptung folgt wie bei der harmonischen Folge. O]

Beispiel. Zur Untersuchung der Folge z,, = % fiir beliebiges b € K wéhlen
wir eine natiirliche Zahl m, so dass m > 2/b|. Dann gilt fiir n > m

Sl el e e T @l (1)
=117 =115 11 T=57(5) == \5)
=1 =1

i=m-+1
und es folgt leicht
bTL
i 0 (n— o0)

mit Hilfe von Satz 16 fiir ¢ = % und £ =0. <
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3.3 Rechenregeln fiir Grenzwerte

Aus konvergenten Folgen in einem Korper K mit Absolutbetrag kann man
mit Hilfe der Rechenoperationen weitere konvergente Folgen bilden.

Satz 17. Wenn z, — a und y, — b fir n — oo, dann x, + vy, — a+ b und
Tp Y — a-b fiir n — oo.

Bewers. Laut Dreiecksungleichung gilt fiir alle n
[(@n 4 yn) — (@ + )| < |xn — af + |yn — 0],

Wegen der Konvergenz von z, und y, gibt es fiir jedes € > 0 natiirliche
Zahlen ng und ny, so dass fiir n > ng gilt |z, —a| < §, wihrend fiir n > n,
gilt |y, — b < 5. Fiir n > max{ng, n} folgt

€

9 —

[(@n+90) = (a+8)] < 5 +

und die Behauptung iiber die Summe ist bewiesen.
Fiir das Produkt bemerken wir, dass nach den Eigenschaften des Abso-
lutbetrags gilt

‘xnyn — ab’ = ‘l'n(yn - b) + (xn - a)b‘
< [en(yn = 0)| + |(2n — a)b] = [zallyn = b] + |20 — al[b].
Nach Satz 15 gibt es ein ¢ € L., so dass

|z, < ¢ fiir alle n, 1b] < ¢,

also
|xnyn - ab’ < C(]yn — b‘ + ‘l‘n — (Z|)

Fiir jedes ¢ > 0 gibt es ny und n}, so dass fir n > n{ gilt |z, —a| < =

2c?
wiéhrend fiir n > n} gilt y, — b| < . Also folgt fiir n > max{ng, n/}
|zny, — abl < e. O
Wir benotigen keine gesonderte Regel fir x, — v, = 2, + (—=1) - Yn-

Satz 18. Wenn x, — a firn — oo und a # 0, dann gibt es ein ny, so dass
Tn # 0 firn > nq, undf%%fﬁrn%oo.
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Beweis. Wegen der Konvergenz von z,, gibt es ein ny, so dass fiir n > ny gilt
la]

|z, — a| < 5. Mit der Dreiecksungleichung folgt fiir diese n
e <ly_ lal
la| = [(a — ) + n| < Ja — x,| + |2,] < 5 + |z,
also |z,| > %, insbesondere x,, # 0, und
1 1 a— T, la — x| 2
= = — |z, — al.
Tn Q TnQ |z, |al la|?
ir jedes € > ibt es ein ng, so dass fiir n > ng gilt |z, — a <—25,und
Fiir jed 0 gib dass fiir n > ng gilt | | <l
fiir n > max{ng, ny} folgt
1 1
———|<e= ]
T, a

Wir benotigen keine gesonderte Regel fiir ;—: =x, - yln

Die Satze 17 und 18 kann man auch so formulieren: Es gilt
lim (z, +y,) = lim x, + lim y,,
n—oo n—oo n—oo

lim (z, - y,) = lim z,, - lim y,,,

n—oo n—oo n—oo
. 1 1
lim — = — ,
n—oo I, lim z,
n—0o0

vorausgesetzt, die Ausdriicke auf der rechten Seite sind definiert.

Warnung. Aus lim x, = a folgt nicht lim (z,y,) = lim (ay,), wie das Bei-
n—00 n—00 n—00

spiel x,, = %, Yn = n zeigt.

Beispiel. Es sei

(3n+5)?

2n2+1 "

Die Sitze 17 und 18 sind nicht unmittelbar anwendbar. Man kiirze durch
geeignete Potenz von n, so dass der Nenner einen von Null verschiedenen
Grenzwert hat:

()" (B4 B+02 9

Ty = 2"52“ — T, — 5702 3 (n — 00). <

n

Aus einer Folge x,, erhalten wir eine Teilfolge, indem wir beliebig viele
Folgeglieder streichen, so dass unendlich viele verbleiben. Nummerieren wir
die verbleibenden Indizes, so bilden diese eine streng monoton wachsende
Folge nj von natiirlichen Zahlen, und die Teilfolge besteht aus den Gliedern
Ty, , die durch £ nummeriert werden. Genaugenommen ist dies die Verkettung
der Abbildungen® n +— z, und k — n;. Es ist klar, dass aus z, — a fiir

9Das erste n bezeichnet eine Variable, das zweite n eine Folge.

25



n — oo folgt, dass z,, — a fiir k — oo.
Beispiel. Angenommen, die Folge in Satz 13 hat einen Grenzwert h. Wenden
wir die obigen Sétze auf die Rekursionsgleichung

1 a
xn+1:§ xn+x_ s

1 a
h=g (7).
also h? = %(h2+a) und schlieBlich h? = a, das heifit, h ist eine Quadratwurzel
aus a.
Ist aber K = Q und beispielsweise a = 2, so kann es eine solche rationale

Zahl h nicht geben. Ist ndmlich h = “* mit teilerfremden ganzen Zahlen m

und n, so folgt m? = 2n?, also m gerade, m = 2. Dann ist aber 2> = n?,
also n gerade, was der Teilerfremdheit widerspricht.
Wir sehen also, dass in diesem Fall die Folge x,, aus dem Heronverfahren

im Korper Q divergent ist. <«

an, so folgt

4 Vollstandigkeit

4.1 Reelle Zahlen

Wir wollen den Koérper der rationalen Zahlen zu einem groéferen Korper er-
weitern, in dem gewisse in Q divergente Folgen einen Grenzwert besitzen.

Definition 13. FEs sei K ein Korper mit Absolutbetrag mit Werten in einem
angeordneten Korper L. Eine Folge

x = (xg, 1, %2, ...)

in K heift Cauchyfolge!®, wenn es fiir alle ¢ € L, eine natiirliche Zahl
ng gibt, so dass fiir alle natiirlichen Zahlen m und n mit den Eigenschaften
m > ng und n > ng gilt |z, —x,| <e.

Die Folgen, die im Heronverfahren auftreten, sind nach Satz 13 und 16
Cauchyfolgen.

Satz 19. Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge, jede Cauchyfolge ist
beschrdnkt.

Ooder Fundamentalfolge
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Beweis. Ist x, — a (n — 00), so folgt die erste Behauptung leicht aus
|Tm — Tp| < | — al + |a — 24,

Fiir die zweite Behauptung wéhlen wir € = 1 in der Definition der Cauchy-
folge und setzen

c =max{|zol, ..., |Tno-1l, |Tno| + 1}
Nun folgt die Behauptung wie im Beweis von Satz 15. m

Beispiel. Wir miissen bei der geometrischen Folge z,, = x¢q¢™ noch den Fall
betrachten, dass |q| = 1, aber ¢ # 1. Dann ist

|Tnt1 — 2n| = |2ollg — 1
konstant, also ist die Folge keine Cauchyfolge und somit divergent. <

Definition 14. Fin Korper K mit Absolutbetrag heifit vollstandig, wenn jede
Cauchyfolge konvergent ist.

Wir wollen den unvollstindigen Koérper Q nun zu einem vollstéandigen
Korper erweitern.

Satz 20. Wir bezeichnen die Menge aller Folgen in Q mit F, die Teilmenge
der Cauchyfolgen mit C und die Teilmenge der Nullfolgen, d. h. der gegen
Null konvergierenden Folgen, mit N'. Fiir gegebene Folgen x = (1,22,...)
undy = (y1, Y2, ... ) setzen wir
X+y = (To+ Yo, 1 + Y1, ),
Xy = (To Yo, T1" Y1, ),

Dann gilt folgendes.

(i) F ist ein Ring, d. h. es hat alle Figenschaften aus der Definition eines
Korpers mit Ausnahme der Existenz von Quotienten. Die durch x —
z = (z,z,...) gegebene Abbildung Q — F ist ein Homomorphismus
von Ringen, d. h. fir alle x und y in Q gilt

rTty=x+y, rT-y=2z-y.
F hat das Nullelement 0 und Einselement 1.

(ii) C ist ein Unterring in F, d. h. er ist abgeschlossen unter Addition und
Multiplikation und mit diesen Operationen ebenfalls ein Ring.
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(i) N st ein Ideal in C, d. h. ein Unterring mit der zusdtzlichen FEigen-

schaft
xeCANyeN = x-yeN.

(iv) Fiir allex € C\ N gibt es einz € C, so dassx-z—1€ N.

Beweis. Der Beweis von Aussage (i) ist leicht und wird den Teilnehmern
selbst iiberlassen. Der Beweis von (ii) und (iii) ist &hnlich wie der von Satz 17,
wobei an Stelle von Satz 15 hier Satz 19 anzuwenden ist. Man benutzt dabei
die Ungleichungen

|(xm+ym> - (xn+yn)| < ‘xm _xn‘ + ‘ym _yn‘a

|$m Ym — Tp - yn| S ‘meym - yn| + |xm - $n||yn|

Nun zu Aussage (iv). Es sei x € C\N. Wegen x ¢ N gibt es ein ¢ > 0, so
dass fiir alle ng ein n existiert, so dass n > ng und |z,| > . Wegen x € C gibt
es ein ny, so dass fiir alle m und n mit den Eigenschaften m > ny und n > n,
gilt |z, — 2,| < 5. Setze nun my = max{ng, n;}. Dann gilt fiir n > my

e

also |z,| > 5.
Wir setzen

1, wenn z,, = 0.

{1/mn, wenn x,, # 0,
Zp =

Dann ist z € C, denn fiir m > mg und n > my gilt dhnlich zum Beweis von

Satz 18 )
— 2
|zm—zn|§w< o .
| ||| €

AuBlerdem ist x -z — 1 € NV, denn nur endlich viele Glieder dieser Folge sind
von von Null verschieden. O

Aus Aussage (iii) erhalten wir

Folgerung 3. Die durch
x~y, wenn x-—-yeN
definierte Relation auf C ist eine Aquivalenzrelation. Es gilt

x~x Ny~y = x+y~xX+y Axy~xy.
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Damit ist folgende Definition gerechtfertigt.

Definition 15. Die Aquivalenzklassen [x] von Folgen x in C nennen wir
reelle Zahlen. Die Menge der reellen Zahlen bezeichnen wir mit R. Wir defi-
nieren

x| + [yl = x+vl, x| - [y] =[xyl

Satz 21. Die Menge der rellen Zahlen mit den Operationen Addition und
Multiplikation ist ein Kérper. Die durch x v~ [z] gegebene Abbildung Q — R
st ewn injektiver Homomorphismus.

Beweis. Aus Satz 20(ii) und (iv) folgt die Giiltigkeit der Korperaxiome (i)-
(iii) und (iv) (siehe Definition 7). Aus Satz 20(i) folgt auch, dass die natiirliche
Abbildung Q@ — R ein Homomorphismus ist. Die Injektivitat folgt z. B. aus
Satz 14. ]

Wir wollen auch eine Anordnung auf R definieren.

Satz 22. In den Bezeichnungen von Satz 20 bezeichnen wir mit C die Menge
aller Folgen x in C mit folgender Figenschaft: Es existiert ein € > 0 und ein
ng, so dass fir alle n mit der Eigenschaft n > nqg gilt x,, > . Dann gilt

Folgendes.
(i) IstxeCy undy €N, soistx+y €Cy.
(ii) Fir eine rationale Zahl x gilt genau dann x € Cy, wenn x € Q...
(iii) Cy ist abgeschlossen unter Addition und Multiplikation.
)

Fiir jede Folge x in C gilt genau eine der Aussagen x € Cy, x € N,
—X & C+.

(iv

(v) Ist x € C und ¢ € Qy, so gibt es ein ngy, so dass fir n > ng gilt

(vi) Fiir jede Folge x in C gibt es eine natirliche Zahl m, so dass fir alle n
gilt |z, < m.

Beweis. Die einfachen Beweise der Behauptungen (i), (ii) und (iii) werden
den Teilnehmern iiberlassen.
Es ist klar, dass die drei Aussagen in (iv) einander ausschliefen. Damit
bleibt zu zeigen, dass fiir jede Folge x in C wenigstens eine davon gilt.
Angenommen, x ¢ N. Wie wir im Beweis von Satz 20(iv) gesehen haben,
gibt es dann ein € > 0 und ein my, so dass fiir n > my gilt |2,| > 5. Wegen
x € C gibt es ein ng, so dass fir m > ng und n > ny gilt |z, — z,| < &. Die
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Zahlen z,, mit n > max{myg, no} konnen also keine verschiedenen Vorzeichen
haben. Sind alle positiv, so ist x € C, sind alle negativ, so ist —x € C,.

Ist x € C und ¢ € Q, so gibt es ein ng, so dass fiir m > ng und n > ny
gilt |z, — 2, < 5, also x, — x, + € > 5, woraus Aussage (v) folgt.

Aussage (vi) folgt aus Satz 19 und der Tatsache, dass der Absolutbetrag
auf Q archimedisch ist. O

Wegen Satz 22(i) ist die folgende Definition korrekt.

Definition 16. Die Menge aller Aquivalenzklassen [x] mit der Figenschaft
x € Cy bezeichnen wir mit R, .

Aus Satz 22(ii)-(vi) erhalten wir:

Folgerung 4. Die Menge R definiert eine archimedische Anordnung auf R.
Fiir x € C konvergiert die Folge [x,] in R gegen [x]. Fiir eine rationale Zahl

x gilt genau dann x € Q4, wenn [z] € R,.

Die letzten Aussagen von Satz 21 und Folgerung 4 erlauben uns, jede
rationale Zahl x mit ihrem Bild [z] zu identifizieren, so dass Q zu einer
Teilmenge von R wird.

Satz 23. Der Korper R ist vollstindig beziiglich des Absolutbetrags, der zur
Anordnung gehort.

Beweis. Es sei u = (uy, us,...) eine Cauchyfolge in R. Da jedes Glied Grenz-
wert einer Folge rationaler Zahlen ist, finden wir rationale Zahlen z,,, so dass
U, — | < % Wir behaupten, dass x eine Cauchyfolge in Q ist. Ist ndmlich
e € Q, so gibt es ein ng, so dass fiir m > ng und n > ng gilt |uy, — u,| < 3.
Wihlen wir ny > g und ny = max{ng, ny }, so gilt fiir m > ny und n > ny

1 € 1
|Tm — xn| < | — U] + [t — Up| + Uy — 20| < —+ -+ — < e.
m 3 n

Nach Folgerung 4 konvergiert die Cauchyfolge x gegen die reelle Zahl [x],
und u — x ist eine Nullfolge in R, also konvergiert auch u gegen [x]. ]

Beispiel. Die Folgen im Heronverfahren konvergieren nach Satz 23 gegen reelle
Zahlen, wobei jetzt auch reelle Zahlen a betrachtet werden konnen. Zu jeder
nichtnegativen reellen Zahl a gibt es also eine reelle Zahl h, so dass h? = a,
wobei wir von den Zahlen h und —A die nichtnegative wahlen kénnen. Wegen
der Monotonie der Quadratfunktion ist diese Zahl h eindeutig bestimmt und
heifit Quadratwurzel aus a, abgekiirzt /a. Auflerdem folgt, dass auch die
Quadratwurzelfunktion streng monoton wachsend ist.
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Damit gewinnen wir aus Aufgabe 9 fiir 0 < z < y die Ungleichung

r <

2 T +y
l+l§\/:py§T§y7

T Y

die besagt, dass das harmonische Mittel zweier positiver Zahlen x und y
kleiner oder gleich dem geometrischen Mittel und dieses wiederum kleiner
oder gleich dem arithmetischen Mittel ist, wobei Gleichheit jeweils nur dann
eintritt, wenn x = y ist. <«

4.2 Schranken und Grenzen

In technischen Anwendungen sind oft Schranken fiir zuldssige Werte vorge-
geben.

Definition 17. FEs sei M eine Teilmenge eines angeordneten Korpers K.
Fin Element a von K heifit obere Schranke von M, wenn fiir alle Elemente
x von M gilt x < a. Besitzt M eine obere Schranke, so sagt man, die Menge
M sei von oben beschrankt.

Analog definiert man untere Schranken und von unten beschrinkte Men-
gen.

Diese Begriffe werden auch auf Folgen und Funktionen angewendet und
beziehen sich dann auf die Menge der Glieder bzw. den Wertebereich.

Beispiel. Wir betrachten die Folge der Zahlen z,, = n*¢", wobei ¢ € R, und
k € N. Diese hat die untere Schranke 0. Fiir ¢ > 1 ist die Folge nicht von
oben beschréankt. 0 < ¢ < 1 ist sie nach Satz 15 und 16 von oben beschrénkt,
und eine einfache Abwandlung des Beweises von Satz 16 zeigt, dass fiir jede
positive Zahl A mit der Eigenschaft h < % die Zahl A" eine obere Schranke
ist. Wegen der Monotonie der Potenzfunktion erhalten wir eine um so kleinere
obere Schranke, je grofler wir h wihlen. <«

Definition 18. Gibt es unter allen oberen Schranken einer Menge M eine
kleinste, so heif§t sie obere Grenze oder Supremum von M, abgekiirzt sup M.
Analog definiert man die untere Grenze oder das Infimum, abgekiirzt inf M,
als grofite untere Schranke.

So ist z. B. inf K, = 0. Hat eine Menge M ein gréfites Element, so ist
dieses auch ihr Supremum.
Beispiel. Wir betrachten die Menge M = {z € Q, | 2% < 2}. Ist z eine obere
Schranke, so ist #3 > 2, weil Gleichheit nicht eintreten kann, und dann ist
die Zahl yo = 2 in M. Umgekehrt ist fiir jedes yo € M die Zahl 2y = = eine
obere Schranke. Das Heronverfahren liefert uns eine kleinere obere Schranke
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1 und ein groferes Element y; von M. Also hat M kein grofites Element
und keine obere Grenze in Q. <

Satz 24. Jede von oben beschrinkte nichtleere Teilmenge von R hat eine
obere Grenze in R, jede von unten beschrdnkte nichtleere Teilmenge von R
hat eine untere Grenze in R.

Beweis. Die Menge M sei nicht leer und von oben beschriankt. Dann gibt
es ein Element gy in M und eine obere Schranke x(, und wir betrachten das
arithmetische Mittel mg von zy und yq. Ist mg eine obere Schranke von M, so
setzen wir x1 = mg und y; = yo. Andernfalls gibt es ein Element y; von M, so
dass y; > myg, und wir setzen x; = x¢. In beiden Fallen ist yo < y; < 21 < x9
und z; — 1y < %(ﬁo — o).

Schreiten wir so fort, erhalten wir eine monoton wachsende Folge von
Elementen y,, von M und eine monoton fallende Folge von oberen Schranken
x, von M, und durch vollstdandige Induktion zeigt man, dass fiir alle n gilt

T = Yn < 2in<x0 - Z/O)'

Fir m > n ist |z, — x,| < |z, — yn|, also ist x, eine Cauchyfolge. Nach
Satz 23 hat sie einen Grenzwert b. Auflerdem ist x,, — y, eine Nullfolge, also
konvergiert auch y,, gegen b. Wir behaupten, dass b = sup M.
Angenommen, es gibt ein Element y von M, so dass y > b. Dann gibt es
wegen y — b > 0 ein n, so dass |z, — b| <y — b, insbesondere z,, —b < y — b,
also x,, < y im Widerspruch dazu, dass x,, eine obere Schranke ist. Also war
unsere Annahme falsch, und b ist eine obere Schranke von M.
Angenommen, es gibt eine obere Schranke x von M, so dass z < b.
Dann gibt es wegen b — x > 0 ein n, so dass |y, — b| < b — x, insbesondere
b— vy, < b—x, also y, > x im Widerspruch zu vy, € M. Also war unsere
Annahme falsch, und b ist die kleinste obere Schranke von M. O]

Folgerung 5. Jedes (von oben und unten) beschrdinkte Intervall in R hat
eine der Formen

[a,b) ={z € R |a <z <D}, la, b ={z € R |a <z <b},
la,b] ={r € R |a <z < b}, la,b[={r € R | a < x < b}.

Fiir den Korper Q wére diese Aussage falsch, wie das obige Beispiel {x €
Q, | 2% < 2} zeigt.

Eine Folge von Intervallen [y, z,| heifit Intervallschachtelung, wenn fiir
alle n gilt

[yn—i-la xn—i-l] - [ym xn]
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und wenn z, —y, — 0 (n — 00). In diesem Fall hat der Durchschnitt
aller Intervalle genau ein Element. Ein Beispiel haben wir im vorigen Beweis
kennengelernt.

Satz 25. Fliir jede natirliche Zahl k > 1 und jede reelle Zahl ¢ > 0 existiert

eine reelle Zahl a > 0, so dass a* = c.

Die Potenzfunktion mit dem Exponenten k£ auf R, ist streng monoton
wachsend (vgl. Prasenzaufgabe 9), also kann es hochstens ein solches a geben.
Wir nennen es die kte Wurzel aus ¢, abgekiirzt {/c.

Beweis. Es geniigt, den Fall ¢ > 0 zu betrachten. Essei A = {z > 0| 2% < ¢},
B = {x > 0] 2% > ¢}. Beide Mengen sind nicht leer, denn wegen k > 1 ist
min{1, ¢} € Aund max{1,c} € B. Wegen der Monotonie der Potenzfunktion
ist jedes Element von A eine untere Schranke von B und jedes Element von
B eine obere Schranke von A. Also existieren a = sup A und b = inf B, und
a>0,b>0.

Wir behaupten, dass A kein grofites Element hat, woraus folgt, dass a ¢ A
und b ¢ A. Ist ndmlich x € A und y € B, so gilt fir z <u <y

ub —2F = (u— @)W e 2R < (B = Dy (u - ),

und fiir v — r < # folgt uf — 2% < ¢ — 2%, also u € A. Ahnlich

beweist man, dass B kein kleinstes Element hat, also b ¢ B und a ¢ B. Laut

Definition von A und B ist a* = b* = ¢ (und wegen der strengen Monotonie
ist a =0). O

Folgerung 6. Fiir belicbige positive reelle Zahlen ay, ..., ap gilt

k ai+ ...+ ag

T SV s
a—i-...—f—a

d. h. das harmonische Mittel ist kleiner oder gleich dem geometrischen Mittel
und dieses wiederum kleiner oder gleich dem arithmetischen Mittel.

Bezeichnen wir ndmlich das geometrische Mittel mit g, so gilt

@ a_
g g
und aus Satz 11 folgt
aq ag
—+...+—=2>k
9 9

Daraus folgt die rechte Ungleichung. Ersetzen wir jede Zahl a; durch ihren
Kehrwert, so folgt die linke Ungleichung.
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Definition 19. Fir alle x € Ry, m € Z und n € N\ {0} setzen wir

n

zn = zm.
Die Korrektheit dieser _Deﬁnition und die Potenzgesetze fiir rationale Ex-
ponenten sind Inhalt der Ubungsaufgabe 24. Den Spezialfall

Vry =Ty
benotigt man genaugenommen schon in der obigen Folgerung.

Folgerung 7. Fiir jede natiirliche Zahl k gilt
Vnk — 1 (n— o).

Fiir jedes e > 0 ist ja n*(1 +¢)™ — 0 (n — oo) nach Satz 16, also

existiert ein ng, so dass fiir n > ng gilt n*(1 + &)™ < 1. Letzteres ist wegen
der Monotonie dquivalent zu ¥/n* < 1+ ¢, und aus dem selben Grund gilt
nk >1>1—c¢.
Bemerkung. Die Konstruktion von R mit Hilfe von Cauchyfolgen ist fiir be-
liebige Korper mit Absolutbetag anwendbar und liefert die sogenannte Ver-
vollstandigung des Korpers. Im Fall von angeordneten Korpern gibt es einen
weiteren Vollstandigkeitsbegriff, namlich die Existenz von Grenzen fiir belie-
bige beschrénkte Mengen. Hier kann man eine Vervollstdndigung als Menge
aller Dedekindschen Schnitte konstruieren: Ein Dedekindscher Schnitt ist ein
Paar von nichtleeren Teilmengen (A, B), so dass B die Menge der oberen
Schranken von A ist, wihrend A die Menge der unteren Schranken von B
ist. Wir erhalten ein Beispiel, wenn wir zur oben betrachteten Menge A alle
nichtpositiven Zahlen hinzufiigen.

Beide Methoden der Vervollstindigung liefern bei Anwendung auf Q iso-
morphe Korper. Man kann zeigen, dass es zwischen zwei beliebigen vollsténdi-
gen archimedisch angeordneten Kérpern genau einen Isomorphismus (d. h.
umkehrbaren Homomorphismus) gibt. In diesem Sinne ist der Koérper R ein-
deutig charakterisiert.

4.3 Grenzwerte und Ungleichungen

In einem angeordneten Korper gelten fiir Grenzwerte neben den Regeln aus
Abschnitt 3.3 weitere GesetzméBligkeiten.

Satz 26. Ist x, — a und y, — b firn — oo und gilt x,, < y, fir alle
(geniigend grofien) n, so gilt a < b.

Warnung: < ist nicht durch < ersetzbar!
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Beweis. Fiir jedes ¢ > 0 gibt es ein ng, so dass fir n > ng gilt |z, —a| < ¢
und |y, — b| < ¢, also

a—e<x, <y, <b+e, a—b<2e.

Wiére a > b, so ergibe sich mit ¢ = “T_b ein Widerspruch. O]

Satz 27 (EinschlieBungskriterium). Ist z,, — a und z, — a fiir n — oo und
gilt ,, <y, < z, fir alle (geniigend grofien) n, so ist y, — a fir n — oo.

Beweis. Fiir jedes ¢ > 0 gibt es ein ng, so dass fir n > ng gilt |z, —a| < ¢
und |z, — a| < ¢, also

a—e<x,<y,<z,<a-+e, lyn — al < e. O

Beispiel. Ist ¢ > 1, so gilt 1 < {/c < /n fiir geniigend grofie n, und mit
Folgerung 7 ergibt sich
Je—1 (n— o).

Mit Satz 18 und einem Potenzgesetz folgt das auch flir 0 < ¢ <1. «
Beiuspiel. Fiir p > q > 0 gilt

Vot <t < T
und es folgt
VT = p (0 )

mit Hilfe des vorigen Beispiels fiir c =2. «

Satz 28 (Monotoniekriterium). Jede beschrinkte monotone Folge reeller
Zahlen ist konvergent in R.

Dies wire im Korper Q falsch! (Vgl. Satz 13 fiir a = 2.)

Beweis. Wir betrachten 0.B.d.A. den Fall monotonen Wachstums. Wegen
der Beschrinktheit existiert a = sup{x,, | n € N} nach Satz 25. Ist ¢ > 0, so
kann a — ¢ keine obere Schranke sein, also gibt es ein ng, so dass x,, > a —«¢.
Aus der Monotonie folgt x,, > a — ¢ fiir n > ng. Da a obere Schranke ist, gilt
T, <a<a-+e. ]

Als Anwendung untersuchen wir das Wachstum eines Anfangskapitals a
bei einem nominalen Zinssatz x. Nach einem Jahr betrdgt das Guthaben
(unter Vernachlissigung von Bearbeitungsgebiihren)
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(1+x)a bei jahrlicher Verzinsung
(1 + %)12 a  bei monatlicher Verzinsung
(1 + 3%5)365 a bei taglicher Verzinsung

Steigt die Auszahlung bei hdufigerer Verzinsung? Kann sie ins Unermessliche
steigen?

Satz 29. Fliir alle reellen Zahlen x existiert der Grenzwert
. T\™
expr = lim (1—1——) .
n—00 n
Fiir alle x, y € R gilt
(i) expx >0, expx > 1+ x,
(ii) wenn x <y, dann expx < expy,
(ili) exp(z 4+ y) =expx - expy.
Beweis. Zunéchst halten wir x fest und setzen fiir n > 0
ap = (1 + E) .
n
Behauptung 1: Fiir n > —x ist die Folge a,, monoton wachsend.
Dazu geniigt es wegen a,, > 0 zu zeigen, dass a,1/a, > 1. Es gilt

s S RSN SR L«
1+% 1+2 r+n\n+1 n+1 z+n

Fiir n > —z ist .- < 1, also nach Bernoulli

L+ 2\ . 1 T ”“>1 r 1
1+2 N n+1l z+n - x+n_1—|—§'

Behauptung 2: Ist x € Z, so ist fiir n > —x

n—+x
n

und die Folge b,, ist monoton fallend.
Es folgt ndmlich aus Monotonie der Potenzfunktion (Fallunterscheidung
x>0,z <0)

by .
—:<1+f> >17=1.
a, n
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Zum Beweis von b,/b,.; > 1 benutzen wir die obige Rechnung und die
Bernoulli-Ungleichung;:

1+£ n+x 1 . f(z+n) .
n =(1—= . >1+ .
1+ 2 n+1 x+n n+1

n+1

Behauptung 3: a,, ist beschrinkt, also nach Satz 28 konvergent. (Wegen a; =
1 + x folgt dann (i) aus Behauptung 1 und Satz 26.)
Fiir x € Z ist jedes b, mit n > —x obere Schranke. Fiir beliebige x, y € R

mit x < y ist
(1+3) < (1+4)",
n n
sobald n > max{—=z, —y}. Wahlen wir y € Z, so folgt Beschranktheit fiir x.

Mit Satz 26 folgt (ii).
Behauptung 4: Es gilt

lim (1+5)" =1,
n

n—oo

Ist ndmlich 0 < ¢ < expz < C, so gilt fiir grofle m
c<(1+2)" <c
m

Ersetzen wir m durch n? und wenden die (monotone) Wurzelfunktion an, so
ergibt sich
ves (14 5) <40
n
und die Behauptung folgt aus dem Einschliefungskriterium.
Zum Beweis von (iii) beachte man, dass

(1—1—%)(1—1—%)_1 1 Ty
14+ &y o +1_|_9”_+y.¥'
. . T+ 1
Fiir alle n > 2| +y| gilt 1+ =¥ > 3, also
142)(1+Y
eyl A+ DA+ L 20y

n? - 1—1—% n?

Fiir grofle n sind alle Terme positiv, und die Ungleichungen gelten auch fiir
die nten Potenzen. Mit dem Einschliefungskriterium folgt (iii) aus Behaup-
tung 4. O

Folgerung 8. Fiir x <1 gilt

expr < ——.
XPp =7
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Dies folgt aus (iii) fiir y = —x und aus (i).
Folgerung 9. Fiir alle reellen Zahlen x und alle rationalen Zahlen r gilt
expre = (expx)”.

Dies folgt aus (iii) fiir = —1 und (durch vollsténdige Induktion) fiir alle
r € N, also gilt es fiir 7 € Z. Fiir beliebige r = ™ folgt es aus

m n
(exp —a:) =expmz = (expz)™.
n

Definition 20. Die Funktion exp wird Exponentialfunktion genannt, die
Zahl e = exp 1 heifit Eulersche Zahl.

Fir r € Q ist also expr = €e". Man schreibt expx auch im Fall von
irrationalen Zahlen oft als e”.

Folgerung 10. Die Funktion exp ist streng monoton wachsend.

Sie ist monoton wachsend nach (ii), und gébe es reelle Zahlen z < y,
so dass expz = expy, so wire nach (iii) dann exp(y — z) = 1, aber dies
widersprache Eigenschaft (i).

4.4 Komplexe Zahlen

In einem angeordneten Kérper haben manche quadratische Gleichungen keine
Losung, z. B.
2 4+1=0. (2)

Wir nehmen einmal an, dass es einen Korper gibt, der R als Teilkorper enthalt
und in dem die Gleichung (2) eine Losung ¢ besitzt. Dann gilt fir alle reellen
Zahlen x, y, v und v

(u+iv) + (z +iy) = (u+z) +i(v +y),
(u+1iv) - (z+iy) = (uzr —vy) + i(uy + vz).
Die Teilmenge aller Elemente der Form z + iy ist also abgeschlossen un-
ter Addition und Multiplikation. Kénnte man ein Element auf zwei Arten

darstellen, z. B.
u—+1v=x+ 1y,

so wire u — x = i(y — v), also

(=) = ~(v~ y)
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und somit v = x und v = y. In dem Erweiterungskoérper hat fiir gegebene u
und v die Gleichung

(u+iv)+ (r+1iy) =0
eine Losung, ndmlich x = —u, y = —v, und fiir u + v # 0 hat auch die
Gleichung

(u+v) - (x+iy) =1
eine Losung. Sie ist ja dquivalent zu dem Gleichungssystem

ur —oy =1,

uy + vr =0,

und man findet leicht
o -
T (PR

wobei u? + v? > 0, weil nach Voraussetzung v und v nicht beide gleich Null
sind. Es folgt, dass die Teilmenge der Elemente der Form z + iy bereits einen
Korper bildet, in dem die obige quadratische Gleichung l6sbar ist, und dass
die Abbildung (z,y) — x + iy von R x R auf diesen Teilkorper bijektiv ist.

All dies beruhte auf einer unbewiesenen Annahme, aber es zeigt, wie wir
den fraglichen Korper konstruieren konnen.

Definition 21. Es sei C die Menge aller geordneten Paare reeller Zahlen
mit den Operationen
(w,0) + (z,9) = (u+z,0+y),
(U, U) ’ (27, y) = (U':E — vy, uy + 'UZL‘).

Satz 30. Die Menge C mit diesen Operationen ist ein Korper mit dem Null-
element (0,0) und dem Einselement (1,0).

Beweis. Wir fithren die Nachpriifung der Korperaxiome nur am Beispiel des
Assoziativgesetzes der Multiplikation vor:

(Sat) ' ((u7 U) ' (l‘,y)) = (Sat) : (U$ — VY, uy + U.Z')
= (s(uz —vy) — t(uy + vx), s(uy + va) + t(uz — vy)),
((57t) ! (u7 U)) ' (.Z', y) = (Su - tva SU + tu) ’ (3:7 y)
= ((su — tv)z — (sv + tu)y, (su — tv)y + (sv + tu)z).
Die geordneten Paare auf der rechten Seite stimmen iiberein.
Die motivierenden Betrachtungen vor der Definition lassen sich in die
Sprache geordneter Paare umformulieren und zeigen die Existenz der ent-

gegengesetzten Zahl und des Kehrwertes, woraus die Existenz der Differenz
und des Quotienten folgt. m
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Wir nennen die Elemente des Korpers C komplexe Zahlen. Die durch
x — (z,0) gegebene Abbildung R — C ist ein injektiver Homomorphismus.
Wir identifizieren darum R mit dem Wertebereich dieser Abbildung. Das
Element (0,1) ist eine Losung der Gleichung 2. Wir bezeichnen es mit 4
und nennen es imagindre Einheit. Die eingangs gemachte Annahme ist jetzt
vollsténdig realisiert. Man veranschaulicht komplexe Zahlen z als Punkte
mit Koordinaten Rez und Im z in einer Ebene (benannt nach Gaufl oder
Argand).

Jede komplexe Zahl ldsst sich eindeutig in der Form 2z = x 4 1y schreiben,
und wir werden die Schreibweise als Paar nicht mehr benutzen. Man bezeich-
net x als den Realteil und y als den Imagindrteil von z, abgekiirzt x = Re 2z
und y = Im z, und mann nennt z = x — iy die zu z konjugierte Zahl.

Satz 31. Die einzigen Automorphismen des Kdrpers C (d. h. Isomorphismen
C — C), die alle Elemente von R fest lassen, sind die identische Abbildung
und die Konjugation.

Durch die Festlequng

|z| = Vzz

wird ein normierter archimedischer Absolutbetrag auf dem Korper C defi-
niert, dessen Einschrinkung auf R mit dem tblichen Absolutbetrag tiberein-
stimmt.

Bewers. Gleichung 2 nimmt jetzt die Form
(z4+1i)(z—1i)=0

an, sie hat folglich nur die Losungen ¢ und —i. Ein Automorphismus f muss
eine Losung auf eine Losung abbilden, also ist f(i) = i oder f(i) = —i. Es
gibt also nur die genannten Mo6glichkeiten, und man rechnet leicht nach, dass
diese tatséchlich Automorphismen sind.

Wir priifen die Eigenschaften eines Absolutbetrags nach. Fiir z = x + iy
ist 22 = 22 + y? > 0, wobei Gleichheit nur fiir z = y = 0 eintritt. Also ist
|z| = /22 + y? korrekt definiert und hat Eigenschaft (i) aus Definition 10.
Fiir y = 0 erhalten wir den reellen Absolutbetrag v/z2 = |z|. Eigenschaft (ii),
namlich

2] = |2l

folgt fiir alle komplexen Zahlen z und w aus den Potenzgesetzen und der
Tatsache, dass die Konjugation ein Automorphismus ist.

Ist z rein imaginér, d. h. Re z = 0, so ist 22 reell und nicht positiv. Wegen
Re(zw — wz) = Re zw — Rezw = 0 folgt also

(z0 — wz)* < 0.
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Addieren wir 4zzZww, so erhalten wir
(20 +wz)? < 4|z]*w/.

Wegen Im(zw + wz) = Imzw + Imzw = 0 steht links das Quadrat einer
reellen Zahl, und mit der Monotonie der Wurzelfunktion ist

|z + wz| < 2|z||w|.
(Dies ist ein Spezialfall der Cauchy-Schwarz-Ungleichung.) Es folgt
(z+w)(z +w) =22+ 20 +wz +ww < |z* + 2|z||w| + |w]?.

Wegen der Monotonie der Wurzelfunktion folgt schliellich die Dreiecksun-
gleichung
|z +w| < |z] + |w].

Die Normiertheit und die archimedische Eigenschaft der Absolutbetrages
iitbertragen sich von R auf C. m

Wegen Satz 31 sind die Definitionen von Grenzwerten und Cauchyfolgen
in C anwendbar. So gilt z. B. z, — ¢ (n — o0), wenn es fiir jedes ¢ € Ry
ein ng gibt, so dass alle Glieder z, mit einem Index n > ng in der Menge
{z € C||z — ¢| < €}, genannt e-Umgebung von ¢, liegen. Diese erscheint in
der Gauflschen Zahlenebene als Kreisscheibe mit Mittelpunkt ¢ und Radius €.

Satz 32. (i) Fir eine komplexe Zahl ¢ gilt genau dann
Zn — ¢ (n — 00),

wenn
Rez, - Rec A Imz, —»Imc (n — o0).

(ii) Eine Folge komplexer Zahlen z, ist genau dann eine Cauchyfolge in C,
wenn die Folgen Re 2z, und Im z,, Cauchyfolgen in R sind.

(iii) Der Korper der komplexen Zahlen ist vollstindig.

Beweis. Nach Monotonie der Quadratwurzelfunktion gilt
[Rez| < 2], [Imz] <z],
und nach Dreiecksungleichung gilt
|z| < |Rez|+ |Imz]|.

Hieraus folgen leicht die Aussagen (i) und (ii), und aus diesen folgt (iii). [J
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5 Erweiterungen des Grenzwertbegriffs

Uber manche divergenten Folgen kann man Genaueres aussagen.

5.1 Uneigentliche Grenzen und Grenzwerte

Es sei K ein angeordneter Korper. Wir betrachten Objekte oo und —oo, die
keine Elemente von K sind, und erweitern die Kleiner-Relation von K auf
die Menge K = K U {—00,00} durch die Festlegung —oo < x < oo fiir alle
Elemente x von K.

Definition 22. Ist eine Teilmenge M von K mnicht von oben beschrinkt, so
setzen wir sup M = oo, ist sie nicht von unten beschrdinkt, so setzen wir
inf M = —oo. Wir setzen auch sup @ = —oo und inf & = oo.

Nun sind Supremum und Infimum fiir jede Teilmenge von K definiert.

Definition 23. Wir sagen, dass eine Folge x, in K gegen oo divergiert,
abgekiirzt x, — oo (n — o0), wenn es fir jedes Element ¢ von K ein ng
gibt, so dass fiir alle n mit der Figenschaft n > ng gilt x,, > c.

Analog definiert man, wann x,, — —o0 (n — 00).

In diesen Fillen nennt man co bzw. —oo den uneigentlichen Grenzwert

der Folge und bezeichnet ihn ebenfalls mit lim x,,.
n—o0

Satz 33. Gegeben sei eine Folge x, in K.

(i) Wenn z, — oo (n — o0) und ein a € K existiert, so dass y, > a fir
alle n, dann ist x,, + y, — 0o (n — 00).

(ii) Wenn x,, — 0o (n — o0) und ein a € K, ezistiert, so dass y, > a fir
alle n, dann ist x,, - y, — 00 (n — 00).

(iii) FEs gilt genau dann x, — oo (n — o0), wenn fir genigend grofie n gilt
xn>0undwenn%—>0 (n — 00).

Beweis. Wir fithren ihn nur fiir (iii) vor. Angenommen, z,, — 0o (n — 00).
Dann gibt es laut Definition ein ng, so dass fiir n > nq gilt x, > 0, und fiir
jedes £ > 0 gibt es ein nq, so dass fiir n > ny gilt z,, > % Fiir n > max{ng,n; }
gilt dann 0 < i <e.

Ist umgekehrt x,, > 0 fiir n > ny und ﬁ — 0 (n — o00), so gibt es fiir

jedes ¢ > 0 ein nq, so dass fiir n > ny gilt )xi‘ < 1. Fiir n > max{ng,n} gilt

dann z,, > c.
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Beispiel. Aus Satz 16 erhalten wir fiir ¢ > 1 und £ € N

n

q
m—>oo(n—>oo). 4

5.2 Limes superior und limes inferior

Es sei weiterhin K ein angeordneter Korper. Aus Satz 28 ergibt sich, dass
jede monotone Folge in K einen eigentlichen oder uneigentlichen Grenzwert
hat. Fiir eine beliebige Folge x,, betrachten wir die monoton fallende Folge

) =sup{Zn, Tny1,... } =sup{ay | k > n}

und die monoton wachsende Folge
x, =inf{z,, z,11,... } =inf{x, | k > n}.

Definition 24. Wir definieren'!

_l’_

n’

lim x, = lim x

lim z, = lim z,,
n—oo n—oo

n—00 n—o0
und nennen dies den limes superior bzw. den limes inferior der Folge x,,.

Beispiel. Fiir die Folge x,, = (—1)"+% gilt 23, = 23, = 145 und 2, = —1,
also lim z, = 1 und lim z, = —1. <«
n—oo n—oo
Satz 34. Eine Folge x, ist genau dann konvergent, wenn sie beschrinkt ist
und
lim z,, = lim x,.

n—00 n—00

In diesem Fall ¢ilt lim z, = lim z, = lim z,.
n—oo n—oo n—oo

Beweis. Angenommen, lim z, = lim z, = a. Zu gegebenem & > 0 gibt es
n—o0 n—o00
dann ein ng, so dass fiir n > nq gilt

a—e<ux,, )l <a-+e.

Nach Definition von z* ist 2" < x,, < 7, und die Konvergenz folgt.

Umgekehrt sei lim x,, = a. Zu gegebenem ¢ > 0 gibt es dann ein ng, so
n—oo

dass fiir n > nq gilt
a—e<z,<a-+eg,

HStatt lim und lim sind auch die Abkiirzungen limsup und liminf iiblich.
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also nach Definition der Grenzen

a—e<um,, v <a+e
Mit Satz 26 folgt
a—e¢e< lim z,, lim z, <a+¢e
n—00 n—00

und, da € > 0 beliebig war,

lim z, <a < lim z,.
n—oo n—o00

+

-~ dass

Andererseits folgt aus z, <z

lim z, < lim z,
n—00 n—00

und somit Gleichheit gilt. O]

5.3 Haufungspunkte

Auf einem Korper K sei ein Absolutbetrag mit Werten in einem angeordneten
Korper L gegeben.

Definition 25. Fin Element a von K heiffit Haufungspunkt einer Folge von
Elementen x,, von K, wenn es fiir jedes ¢ € L, unendlich viele n gibt, so
dass |z, —al < e.

Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist offenbar ein Haufungspunkt.

Beispiel. Da die Mengen N und Q gleichméchtig sind, gibt es eine Folge in R,
in der jede rationale Zahl genau ein Mal vorkommt. Offenbar ist jede reelle
Zahl Haufungspunkt dieser Folge. <«

Satz 35. Ein Element a ist genau dann Hdufungspunkt einer Folge, wenn
es Grenzwert einer threr Teilfolgen ist.

Beweis. Es sei a ein Haufungspunkt. Wahle ny, so dass |z,, — a|] < 1, dann
wihle ny > ny, so dass |z, —a| < 3, dann ng > ny, so dass |z, —a| < 5 usw.
Dies ist moglich, da es fiir jedes & unendlich viele n gibt, so dass |z,, —a| < %
Offensichtlich gilt x,,, — a (k — o).

Umgekehrt sei z,, — a (k — 00). Ist € > 0, so gibt es ein ko, so dass fir
k > ko gilt |z, — a| <e, also |z, — a| < ¢ fiir unendlich viele n. O

Fiir einen angeordneten Korper besteht ein Zusammenhang mit den Be-
griffen aus dem vorigen Abschnitt:
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Satz 36. Ist der limes superior endlich, so ist er der grifite Haufungspunkt.
Ist der limes inferior endlich, so ist er der kleinste Hdufungspunkt.

Beweis. Es sei lim z,, = a. Zu gegebenem ¢ > 0 und ng finden wir k& > nq
n—oo

mit der Eigenschaft |z, — a| < ¢ wie folgt.

Wegen 27 — a (n — o0) gibt es n > ng, so dass a — ¢ <z} < a+e.
Insbesondere ist z, < a+¢ fir alle £ > n, und a — ¢ ist keine obere Schranke
von {Z,, Tyi1, ... }. Somit gibt es ein k > n, so dass a — ¢ < xy.

Da ng beliebig war, finden wir unendlich viele solche &, und a ist ein
Haufungspunkt.

Nun sei b > a. Dann gibt es zu ¢ = b’Ta ein ng, so dass fiir n > ny gilt
|z —a| < e, also z, <z <b—e. Fiir alle n mit der Eigenschaft |z, —b| < e
gilt also n < ng, und somit ist b kein Haufungspunkt. O]

Satz 37 (Bolzano-Weierstrafl). Jede beschrinkte Folge in R oder C hat einen
Hdaufungspunkt.

Beweis. Im Fall von R folgt das direkt aus dem vorigen Satz. Im Fall von C
finden wir mit Satz 35 erst eine Teilfolge z,,, fiir die Re z,, konvergent ist,
und in dieser wiederum eine Teilfolge z,, , fir die auch Im z,, konvergent
ist. Die Behauptung folgt dann aus Satz 35. [

Definition 26. Eine Teilmenge A von K heift abgeschlossen in K, wenn
jeder Hdaufungspunkt einer jeden Folge von Elementen von A ebenfalls in A
liegt.

Eine Teilmenge U von K heifst offen in K, wenn es fiir jedes Element x
von U ein € € Ly gibt, so dass alle Elemente y von K mit der Eigenschaft
|z —y| < e in U liegen.

Beispiel. Nach Satz 26 und 35 ist fiir jede reelle Zahl a die Menge [a, o]
abgeschlossen in R. <«

Satz 38. Eine Menge A ist genau dann abgeschlossen in K, wenn thr Kom-
plement U = K \ A offen in K ist.

Beweis. Angenommen, U ist nicht offen. Dann hat U ein Element z, so dass
es fiir jedes € > 0 ein y € A gibt, so dass |z — y| < . Insbesondere gibt es
fiir jedes n ein y,, so dass |# — y,| < +. Dann ist y,, — x (n — 00), also A
nicht abgeschlossen.

Ist U offen, so folgt aus den Definitionen sofort, dass A abgeschlossen ist
(Ubungsaufgabe). O
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6 Reihen

Der antike Philosoph Zenon entdeckte das Paradoxon, dass der Held Achilles
einen Wettlauf mit einer Schildkrote nicht gewinnen konnte, falls ihr beim
Start ein Vorsprung gewihrt wiirde. Wenn Achilles beim Startpunkt der
Schildkrote ankommt, ist sie bereits an einem anderen Ort, wenn er dort
ankommt, wieder an einem anderen usw.

Aus mathematischer Sicht ist es aber gar nicht paradox, dass ein be-
schriinktes Zeitintervall unendlich viele Zeitpunkte enthélt. Hat die Schild-
krote den Vorsprung a und die g-fache Geschwindigkeit von Achilles, wobei
0 < g < 1, und bezeichnen wir den Weg von Achilles bis zum Uberholen
mit b, so gilt offenbar a+gb = b, also b = ﬁ. Die Lange der nten von Achil-
les durchlaufenen Teilstrecke ist aq™. Wenn man all diese unendlich vielen
Teilstrecken in irgend einem Sinne summieren kénnte, sollte sich b ergeben.

6.1 Konvergenz von Reihen

Definition 27. Fir eine Folge reeller oder komplexer Zahlen x,, sei
Tpy + Tpgg1 + ... = liﬁm (Tpy + Tpyi1 + -+ T,

oder in anderer Schreibweise
oo m
g T, = lim E T,
m—00
n=ni n=ni

Der Term auf der linken Seite heifst Reihe, sein Wert Summe der Reihe.
Die Summe auf der rechten Seite heifst mte Partialsumme. Die Reihe heift
konvergent, wenn die Folge ihrer Partialsummen konvergent ist, sonst heifst
sie divergent. (Im letzteren Fall haben beide Seiten eigentlich keinen Sinn.)

Beispiel. Aus der dritten binomischen Formel folgt die Summenformel der
geometrischen Folge fiir g # 1:

m_l_qurl

l+q+¢+...+q -

Fiir |g| < 1 ist die geometrische Reihe konvergent:

00 . . 1 — qm+1 1
Zq = lim =
n=0

m—oo 1 —gq 1—q
Andernfalls ist sie divergent (auch im Fall ¢ = 1).

46



Mit ¢ = # konnen wir periodische Dezimalbriiche in gemeine Briiche
umwandeln:
428571 428571

1000000 ~ 1000000%
428571 1 1
— (1—+ + - )

0,428571 =

1000000 1000000 10000002 ~ "
428571 1 428571 3
1000000 1 — ke 999999 7

Alle periodischen Dezimalbriiche stellen also rationale Zahlen dar. Das Selbe
gilt in anderen Stellenwertsystemen. <
Beispiel. Es gilt

i 1 "1 1 1 1
D TR DGR EDDEED P
m 1 m—|—11 1
RO ittt
Es folgt

2
Summen der Form ) (z,, — 2,41) nennt man Teleskopsummen. Eine solche
n=ni
trat auch im Beweis der dritten binomischen Formel auf. In den Losungen

zu Aufgabe 21(b) und Prasenzaufgabe 8(b) benutzt man Teleskopprodukte.
N
Beispiel. Die harmonische Reihe ist

I+ tsdat
23 4 7

Wir zerlegen die Partialsummen fiir den Fall, dass m eine Zweierpotenz ist,
in Teilstiicke:

TN (PR (O ([ (L
2 3 4 56 7 8) T \2kg1 T ok

Schatzen wir die Glieder in jedem Teilstiick durch das Letzte ab, so folgt

TN SRS I I S A Pk
2 3 2T 24008 2k+1 2
Die harmonische Reihe ist also divergent. <«

Aus Satz 17 und 26 ergibt sich:
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Folgerung 11. Es sei

i:ﬂn:a, iyn:b, ceC.

n=ni n=ni

Dann gilt:
Z(xn—f—yn):a—f—b, Zcxn:ca.
n=ni n=ni

Ist x, <y, fir alle n, so gilt a < b.

Warnung: Es gibt keine Formel fiir > 2,y,.

n=nj

Satz 39 (Cauchy-Kriterium). Die Reihe Y x, konvergiert genau dann,
n=ni
wenn es fir jedes € > 0 ein mqy gibt, so dass fir m > mg und p > 0 gilt

m-+p

>

n=m-+1

<eE.

Fiir die Konvergenz der Reihe ist also notwendig (aber nicht hinreichend),
dass die Folge der Glieder x,, eine Nullfolge ist.

Beweis. Mit der Bezeichnung s, = > x, gilt

n=ni
m—+p
E Tpn = 8m+p — Sim-
n=m-+1

Die im Satz genannte Bedingung bedeutet also, dass die Folge der Partial-
summen s, eine Cauchyfolge ist. Damit folgt die Behauptung aus Satz 19
und 23 bzw. 32. O

Nun betrachten wir Reihen mit reellen Gliedern.

Folgerung 12. Eine Reihe mit nichinegativen Gliedern ist genau dann kon-
vergent, wenn die Folge threr Partialsummen von oben beschrinkt ist.

Dies folgt aus Satz 15 und dem Monotoniekriterium (Satz 28), denn die
Folge s,, ist genau dann monoton wachsend, wenn z,, > 0 fiir alle n gilt.

Beispiel. Fiir alle m > 1 erhalten wir mit einem fritheren Beispiel

"1 i 1 1
ZﬁgleZn(n—l):1+nz(n+1)n§2’
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o0

also ist die Reihe ) -5 konvergent. <
n=1
Eine Reihe heif3t alternierend, wenn ihre Glieder abwechselnd nichtnega-

tiv und nichtpositiv sind, z. B.

Top > 0, Top+1 < 0.

e e}

Satz 40 (Leibniz-Kriterium). Ist die Reihe ) x,, alternierend und ist |z,
n=0

eine monoton fallende Nullfolge, so ist die Reihe konvergent.

Beweis. Wir betrachten die Teilfolgen so, und sop,; der Partialsummenfol-
ge Sp,. Sind die Vorzeichen wie oben, so gilt

Sok+1 — Sok = Tog+1 < 0,
S9(kt1) — S2k = Togt1 + Tokgo = —|Topg1| + |Tarsa| <O,

S9(k+1)+1 — S2k+1 = T2k+2 + T2k+3 = |Tokt2| — |T2r43] > 0.

Also ist die Folge s9, monoton fallend mit unterer Schranke s; und die Folge
Sor+1 monoton wachsend mit oberer Schranke sy. Nach dem Monotoniekrite-
rium sind beide konvergent, und weil sop — Sopr1 = |21 eine Nullfolge ist,
haben beide den selben Grenzwert a. Nach der Prisenzaufgabe 12 ist auch
Sm — a (m — 00). O

Wir erhalten sogar eine Fehlerabschatzung: Fiir jedes m liegt a zwischen
Sm und Sp,41, also
|sm — al < |zmil.

Beispiel. Die Reihe

i(—w—l_l L1
no 2 3 4 7

n=1

ist konvergent, die Reihensumme a ist grofler als %

Nun ordnen wir die Reihe um, indem wir auf ein positives Glied immer
zwei negative folgen lassen, und betrachten nur eine Teilfolge der Partialsum-
menfolge:

1_1 _1+ 1_1 _14_ l_i —i—f‘ l_i —i—f‘
2 4 3 6 8 5 10 12 7 14 16
1 1 1 1 1 1 1 1 a

=t — -t —— .=

2 4+6 8+10 12 14 16 DX

wobei wir Folgerung 11 benutzt haben. Wegen a # 0 ist § # a, die Reihen-
summe hat sich also durch das Umordnen gedndert. <
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6.2 Umordnungen und absolute Konvergenz

Wir betrachten wieder Reihen mit reellen oder komplexen Gliedern.

Definition 28. Die Reihe Y vy, heifit Umordnung der Reihe Y x,, wenn
n=0 n=0
es eine bijektive Abbildung o : N — N gibt, so dass y, = 2, fiir alle n gilt.

Dies definiert offensichtlich eine Aquivalenzrelation zwischen Reihen.

o
Definition 29. Die Reihe Y x, heifit absolut konvergent, wenn die Reihe

n=0

> |xn| konvergent ist. Eine Reihe, die konvergent, aber nicht absolut kon-
n=0
vergent ist, nennt man bedingt konvergent.

Der Begriff ,,absolute Konvergenz“ ist gerechtfertigt, denn aus Satz 39
erhalten wir:

Folgerung 13. Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Nach der Dreiecksungleichung gilt ndmlich fiir alle natiirlichen Zahlen m
und p

m-+p m-+p
D - N

Erfillt > |z,| das Cauchy-Kriterium, so auch » x,.

n=0 n=0
Fiir Folgen gibt es keinen Begriff der absoluten Konvergenz.

Satz 41. Ist eine Reihe absolut konvergent, so ist auch jede Umordnung
absolut konvergent und hat die selbe Summe.

Beweis. Es sei 0 : N — N bijektiv und 7 die Umkehrabbildung. Ist nun
e > 0, dann gibt es wegen der absoluten Konvergenz ein mg, so dass

[eS) ) mo
g
S foul =[S lrul = S lonl < 5.
n=mo+1 n=0 n=0

Setzen wir kg = max{7(0),...,7(my)}, dann gilt

{0,1,2,...,mo} C {o(0),o(1),...,o(ko)}.

Fiir £ > ko und m > my folgt mit der Dreiecksungleichung

!

k m m -
Zxa(n) _Z'rn S Z |xn| S 57
n=0 n=0 n=mo+1
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wobei m' = max{m, c(0),...,0(k)}, denn von der ersten Summe bleiben nur

die Glieder mit o(n) > m und von der zweiten Summe nur die mit 7(n) > k.

Unter den Gliedern, die sich wegkiirzen, sind auf jeden Fall xq, ..., 2.
Wegen der Konvergenz der urspriinglichen Reihe kénnen wir m so wéhlen,

dass
m
g T, — @
n=0

wobei a die Reihensumme bezeichnet. Mit der Dreiecksungleichung folgt

g
<§,

k k m m
Zxa(n) —al < Zxa(n) — Zmn + an —al <e.
n=0 n=0 n=0 n=0

Da e > 0 beliebig war, haben wir bewiesen, dass

Z ZEU(n) = a.
n=0

Die selbe Uberlegung mit |,,| an Stelle von x,, beweist die absolute Kon-
vergenz der umgeordneten Reihe. O]

Satz 42. Ist eine Reihe mit reellen Gliedern bedingt konvergent, so gibt es
fur jedes abgeschlossene Intervall I eine Umordnung, so dass die Menge der
Haufungspunkte der Partialsummenfolge gleich I ist. Im Fall I # @ ist der
limes superior dieser Folge gleich sup I und ihr limes inferior gleich inf I.

Mit Satz 34 sehen wir, dass man insbesondere jede beliebige Reihensumme
erzeugen kann.

Beweisskizze. Wir setzen

+

x, = max{x,,0}, x, = min{x,, 0},

n

so dass x,, = =7 + x,,. Wir behaupten, dass die Reihen

oo )

+ —

E I’n s E l’n
n=1 n=1

divergent sind. Angenommen, die erste der beiden wire konvergent. Wegen
x, = x} —x, wire nach Folgerung 11 auch die zweite konvergent, und wegen
|z, =z} — x;, wire die gegebene Reihe absolut konvergent (Widerspruch).

Wir konnen annehmen, dass x,, # 0 fiir alle n. Es sei u,, die Teilfolge der
positiven und v,, die der negativen Glieder in der Folge x,,. Man erhélt diese
aus den Folgen z bzw. ., indem man alle Nullen entfernt. Es sei ¢ = inf I
und d = sup I. Sind ¢ und d endlich, dann bilden wir eine neue Folge z], mit

Partialsummen s/, wie folgt:
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Ui, Ug, ..., Uy, solange, bis s;, > d, dann

U1, Vg, ..., Un, solange, bis s, |, < ¢, dann
Upy 41, Uny 42, - - - Unyyny SOlange, bis s, o >d
Usw.

Ist hingegen d = oo, dann wiahlt man no 1 jeweils so, dass

s > k.

nit...4+Ngp41 —

Ist ¢ = o0, also I = @, dann wihlt man ng, 1 ebenso und setzt no, = 1 fiir
alle k. Ist schliefllich ¢ = —oo, dann wihlt man no; so, dass

s < —k.

ni+...+ngp —

All dies ist nach Folgerung 12 moglich wegen der Divergenz der Reihen

oo o0
E Unp,, E Un.
n=1 n=1

Fiir jedes a € I gibt es beliebig grofie n, so dass s/, | < a < s/ oder
sy >a>s, also in jedem Fall |s/, — a| < z/,. Da 2/, eine Nullfolge ist, ist
es auch z!, und somit ist a ein Haufungspunkt.

Ist d endlich, so gilt fiir nox—1 < n < Nogy1, dass s, < d + Uny+. 4y,

Da z!, eine Nullfolge ist, ist kein Haufungspunkt groer als d. O]

Folgerung 14. Fine Reihe mit reellen oder komplexen Gliedern ist genau
dann absolut konvergent, wenn jede ihrer Umordnungen konvergent ist.

Fiir reelle Glieder folgt eine Richtung aus Satz 41 und die andere aus
Satz 42 Sind die Glieder z, = x, + v, komplex und 1st jede Umordnung

von Z z, konvergent, so ist auch jede Umordnung von Z x, und jede von
n=1 n=1

>y, konvergent. Nach Satz 42 sind beide absolut konvergent, und mit der

n=1
Dreiecksungleichung folgt die absolute Konvergenz von > z,.

n=1

6.3 Kriterien der absoluten Konvergenz
Folgerung 14 zeigt die Bedeutung der absoluten Konvergenz. Man mochte
feststellen, ob sie bei einer gegebenen Reihe vorliegt. Die absolute Konver-

genz der Reihe > x, ist nach Folgerung 12 gleichbedeutend mit der Be-
n=0

schrénktheit der Partialsummenfolge der Reihe ) x,.
n=0
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Folgerung 15 (Vergleichskriterium). Fir alle n sei 0 < x, < y,. Ist die

Reihe >y, konvergent, so auch die Reihe ) x,.
n=0 n=0

In der Tat ist in dieser Situation fir alle m

Wir haben dieses Kriterium praktisch bereits im Fall z, = #, Yp = ———

n(n+1)
angewendet.
Beispiel. Fiir x,, = (Zﬁ)l ist nach dem Beweis von Satz 29

( 1)”1 2
= (142) =2,
n n n

[e.9]
also ist die Reihe ) z,, divergent. <

n=1

Satz 43 (Wurzelkriterium). Es sei

a= lim {/|x,|.
n—oo

[e.e]

Ist a < 1, so ist die Reihe Y x, konvergent, ist hingegen a > 1, so ist die
n=0

Reihe divergent. (Letzteres auch, wenn a = 00.)

Beweis. Ist a < 1, so gibt es ein ¢ € R, so dass a < ¢ < 1, und ein ng, so dass
fir n > ng gilt |z, < ¢, also wegen der Monotonie der Wurzelfunktion
|z,| < ¢", und die Behauptung folgt durch Vergleich mit der geometrischen
Reihe.

Ist a > 1, so gibt es unendlich viele n mit der Eigenschaft {/|z,| > 1, d. h.
|z,| > 1. Also ist z,, keine Nullfolge und die Reihe nach Satz 39 divergent. [

In dem obigen Beispiel z,, = (Zﬂ)ln versagt das Wurzelkriterium:

_n+1_1+%_>1
S nn Un

Das Wurzelkriterium ist oft schwer nachzupriifen. Manchmal hilft

Satz 44 (Quotientenkriterium). Es sei x,, # 0 fir genigend grofie n.

Tn41

< 1, so ist die Reihe ) x, absolut konvergent.
n=0

(i) Ist lim

n—oo

n
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(ii) Ist || > 1 fiir gendigend grofe n, so ist die Reihe divergent.
Beweis. (i) Ist lim |22 < ¢ < 1, dann gibt es ein ng, so dass fiir n >
n—o0 n

Tn+t1
Tn

ng gilt ’ ‘ < q, also |z,41| < q|z,]. Durch vollsténdige Induktion zeigt
man |z,| < ¢""|z,,|, und die Behauptung folgt durch Vergleich mit der
geometrischen Reihe.

(ii) Fir alle n ab einem gewissen ng gilt |x,41| > |z,], also ist z, keine

Nullfolge. [

Bemerkung. Man sieht am Beweis, dass

Tim /2] < Tm

n—oo n—o0

Tni1

?

T

also ist das Wurzelkriterium mindestens so stark wie das Quotientenkriteri-
um. Starker ist es z. B. fiir

l+14+qg4+qg+@+¢+... (lq] < 1).

Bemerkung. Die Bedingung in (ii) ist z. B. fiir lim
n—oo
kann sie nicht durch den limes superior ausdriicken, wie folgendes Beispiel

zeigt:

x;—“’ > 1 erfiillt. Man

n

1+2+q+2¢+¢* +2¢° +... (lq] < 1).
Beispiel. Fir x, = (2"—:), ist
Lna1 (n+ 1)2

1
e — —
T, 2Cn+1)2n+2) 4

[e.e]
also ist Y z,, (absolut) konvergent. <
n=0

Nicht nur die geometrische Reihe eignet sich als Vergleichsobjekt.
Satz 45. Es sei s € Q. Die Reihe

o0

1

ns
n=1

ist fiir s > 1 konvergent und fiir s <1 divergent.
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Beweis. Wegen der Positivitdat der Glieder geniigt es, eine Teilfolge der Par-
tialsummenfolge zu betrachten. Dazu schétzen wir Teilstiicke der Reihe nach
oben und unten ab. Fiir k£ € N ist

ok - 1 n 1 P 1 - 2k
(2k+1)s - (Qk + 1)3 (2k+2)s (2k+1)5 - (Qk)s'
Summieren wir iiber k € {0,1,...,1 — 1}, so erhalten wir

-1 ! 1 - .
2—8 21 s . S 21—8 '
k=0 ( ; n 0 )

—_

TT

Nach der Monotonie der Potenz- und Wurzelfunktion ist 217 < 1 fiir s > 1
und 217% > 1 fiir s < 1. Nun folgt die Behauptung durch Vergleich mit der
geometrischen Reihe. O

Beispiel. Wegen

W—\/ﬁ: (n+1)—n - 1
n n(Vn+1+4+/mn) ~ n(y/n+/n)

ist die Reihe ) —V"J’TIL_‘/H konvergent. <
n=0
6.4 Potenzreihen

Essei K = R oder K = C. Jedes Polynom mit Koeffizienten a,, in K definiert
eine Funktion f auf K:

m

flz) = Z anz".

n=0

Als Verallgemeinerung betrachten wir Potenzreihen

Z anz". (3)

Satz 46. (i) Essei lim {/|a,| = a € R. Dann ist die Potenzreihe (3) fiir
n—oo

a|lz| < 1 absolut konvergent und fir a|z| > 1 divergent.

(ii) Ist die Folge {/|ay| unbeschrinkt, so ist die Potenzreihe (3) fir z # 0
divergent.
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Beweis. Aussage (i) folgt wegen {/|anz"| = {/|an| - |z| aus dem Wurzelkri-
terium.

Im Fall (ii) ist die Folge {/|ay| - |2| unbeschrankt, also auch die Folge der
nten Potenzen |a,z"|. O

Definition 30. Der Konvergenzradius der Potenzreihe ist im Fall (i) die
Zahl r = £ (wobei wir & = oo setzen) und im Fall (ii) die Zahl r = 0. Die
Menge {z € K ||z| <r} nennt man im Fall K =R das Konvergenzintervall

und tm Fall K = C den Konvergenzkreis der Potenzreihe.

Folgerung 16. Die Potenzreihe (3) ist fir |z| < r absolut konvergent und
fir |z| > r divergent.

Aus dem Quotientenkriterium erhalten wir:

An41

Folgerung 17. Ist die Rethe konvergent, so gilt

. An41
a= lim |—=|.
n—oo

Qn

Aus Folgerung 11 erhalten wir

Folgerung 18. Ist eine weitere Potenzreihe Y b,z"™ mit dem Konvergenz-

n=0
radius s gegeben, so gilt fir |z| < min{r, s}
Z(an +b,)2" = Z anz" + Z b 2"
n=0 n=0 n=0

Beispiel. Die geometrische Reihe ist eine Potenzreihe. Fiir |z| < 1 ist

[o@) N 1
Zz 12

n=0

fiir |z| > 1 ist die Reihe divergent. <
Beispiel. Jedes Polynom ist eine Potenzreihe mit Konvergenzradius oo, z. B.

i (Z) = (1+2)™,

wobel
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fiir allen € N. <«
Beispiel. Die Reihe

X _n
z

2

n=0
ist fiir alle z € C absolut konvergent, denn es gilt
1 1
-T2 0 (n — o0)

vn! vn!l n

nach den Rechenregeln fiir Grenzwerte und Aufgabe 21.

Satz 47. Fiir alle komplexen Zahlen z gilt

. zZ\m > z
Jm (1) =30

Beweis. Nach der binomischen Formel gilt

(oo}
Z\m 2"
(1 + _> - E Amn—)
m Tl

n=0

wobel

oy = PM =DMt D) (1_l) (1_3)“(1_

Wir wollen zeigen, dass die Folge der Zahlen

S5 (2 - S

n—= n=0

fiir m — oo gegen Null konvergiert. Zundchst merken wir an, dass

l=amo=am1>aAn2>...> Qnm > Gmmy1 = - - -

Mit der Dreiecksungleichung folgt fiir beliebiges ng

2 2" Z\™ 0 2"
Y-+ n) 20—

n=0

<

N

+Z%

n=ng+1

)

Wegen der vor dem Satz gezeigten absoluten Konvergenz gibt es zu jedem

)

e > 0 ein ng, so dass der zweite Term kleiner als £ ist. Angesichts von

2

Umn — 1 (m — 00) und den Rechenregeln fiir Grenzwerte gibt es ein myg, so

dass der erste Term fiir m > mg kleiner als % ist.

o7
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Definition 31. Wir bezeichnen die Potenzreihe (4) als Exponentialreihe und
kiirzen ihre Summe mit exp z ab. Die dadurch dargestellte Funktion nennen
wir Exponentialfunktion.

Dies ist natiirlich vertrédglich mit Definition 20.

Lemma 1. Definieren wir auf der Menge {z € K | |z| < ¢} eine Funktion f

durch .
= Z anz", (5)
n=0

wobet ¢ kleiner als der Konvergenzradius r ist, so ist die Funktion beschrdnkt.

Beweis. Fiir z im Definitionsbereich von f gilt nach der Dreiecksungleichung

m m
2 " < D laallol" < Z Janle”

Nach Definition von r konvergiert die rechte Seite fiir m — oo gegen eine
Zahl d. Die Menge {w € K ||w| < d}, die alle Partialsummen enthélt, ist
abgeschlossen (Ubungsaufgabe). [

Definition 32. Die Zahl a € K heifst Haufungspunkt der Teilmenge M
von K, wenn es fir jedes € > 0 ein Element x von M gibt, so dass © # a
und |z — a| < e.

(Es gibt dann unendlich viele solche x.)

Satz 48. Hat die Potenzreihe (5) einen positiven Konvergenzradius und ist
0 ein Hiufungspunkt der Nullstellenmenge von f, so ist a, = 0 fiir alle n.

Beweis. Angenommen, die Behauptung ist falsch. Dann gibt es eine kleinste
natiirliche Zahl m, so dass a,, # 0. Nun ist

o oo
= g a2t =" ay, + 2 g am+1+kzk )
n=m

k=0
Fiir jede Nullstelle z # 0 mit |z| < ¢ folgt

o0

0=tm+2Y  amirir’
k=0
Wir wéhlen ¢, so dass 0 < ¢ < r. Nach dem Lemma gibt es ein d > 0, so dass
fir |z] < c gilt

[e.9]

k
E Am414k%

k=0

<d,

o8



und wenn zusétzlich z # 0 eine Nullstelle ist,
la,| < d|z].
Dann kann 0 aber kein Haufungspunkt der Nullstellenmenge sein (Wider-

spruch). O

6.5 Doppelreihen

Wollen wir alle Eintrége in einer Tabelle von Zahlen addieren, so konnen wir
erst die Spaltensummen bilden und diese addieren:

200 <01 <02
210 11 <12

So S1 S9

Wir kénnen auch erst die Zeilensummen bilden und diese addieren. Schlief3-
lich konnen wir auch die Tabelleneintriage in irgend einer Reihenfolge ad-
dieren. Dies lduft auf eine Umordnung hinaus und kann bei ,, Tabellen® mit
unendlich vielen Zeilen und Spalten verschiedene Ergebnisse liefern.

Satz 49. Fir alle natiirlichen Zahlen m und n seien komplexe Zahlen zy,
gegeben. Es seien my und ny Folgen natiirlicher Zahlen, so dass die durch
k+— (my, ng) gegebene Abbildung N — N x N bijektiv ist. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) Die Reihe

1st absolut konvergent.

(ii) Es gibt eine reelle Zahl d, so dass fir alle natirlichen Zahlen M und
N qilt

M N
DD lzmal <d.

m=0 n=0

Sind diese Bedingungen erfillt, so gilt

) 0o o0
E Zmg,ng — E E Zmn-
k=0 n=0 m=0
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Beweis. Wir betrachten die Partialsummen

K M N
DI ETEN R Y S
k=0

m=0 n=0

Ist K gegeben, so ist die linke Summe eine Teilsumme der rechten fiir M =
max{m; | £ < K} und N = max{n, | £ < K}. Sind hingegen M und
N gegeben, so ist die rechte Summe eine Teilsumme der linken fiir K =
max{k | m; < M, np < N}. Ist also die eine Menge von Partialsummen
beschrinkt, so auch die andere, und die Aquivalenz von (i) und (ii) ergibt
sich mit Folgerung 12.

Nun seien (i) und (ii) erfiillt und ¢ > 0 gegeben. Nach dem Cauchykrite-
rium gibt es ein kg, so dass fiir K > kg gilt

K
> lzmeml < e
k=ko+1
Fiir
M > max{my | k < ko}, N > max{ny | k < ko},

K > max{k | mpy < M, ny < N}

folgt dhnlich wie im Beweis von Satz 41

N M K K
§ : E :Zm,n - § :ka,”k < E |ka,nk’ <é.
n=0 m=0 k=0 k=ko+1

Fiir festes M und N konnen wir zum Grenzwert K — oo iibergehen und
erhalten nach Satz 26 und Préasenzaufgabe 12

N M 00
E § Zm,n - E ka,nk S €.
n=0 m=0 k=0

Da die innere Reihe nach (ii) absolut konvergent ist, konnen wir auch zum
Grenzwert M — oo iibergehen und erhalten

N oo 00
DD Fmn = ) Fman| S &
n=0 m=0 k=0
Nun folgt die Behauptung mit der Grenzwertdefinition. O

60



Folgerung 19 (Doppelreihensatz). Unter der Bedingung (i) oder (ii) gilt

00 00 00 o0
DB BETED DY DL

m=0 n=0 n=0 m=0

Wenden wir den Satz zusétzlich auf die Reihe mit den Gliedern w,,,,, = z,m
an, so sechen wir, dass die beiden Doppelreihen gleich zwei einfachen Reihen
sind, die durch Umordnung ineinander iiberfithrt werden konnen, also nach
Satz 41 gleich sind.

Folgerung 20 (Reihenmultiplikation). Es gilt

oo oo oo
} L Yn = § Ty Yny s
m=0 n=0 k=0

falls die Reihen auf der linken Seite absolut konvergent sind.

Wegen

M N M N

DD Tk = D Tm ) U
m=0 n=0 m=0 n=0

ist ndmlich die Bedingung (ii) fiir 2,,,, = z,y, erfiillt.

Nun kommen wir zu den Anwendungen.

Satz 50. Haben die Potenzreihen
ORI S
m=0 n=0

die Konvergenzradien r bzw. s, so gilt fir |z| < min{r, s}

oo o0 o0

g amz™ E b,2" = E az,

m=0 n=>0 =0
wobei

l l
= E by = E a1—pby,.

Beweis. Nach Folgerung 16 sind beide Reihen fiir die angegebenen Argu-
mente z absolut konvergent, und Folgerung 20 ist anwendbar. Es sei L; =
{(m,n) € Nx N |m+n =1}. Die Summe der Glieder der Doppelreihe iiber
die Elemente von L; ist ¢;2'. Wir lassen die Folge (my,n;) der Reihe nach
die Mengen Lg, Lq, Lo, ...durchlaufen. Betrachten wir nur die Partialsum-
men nach Erledigung einer dieser Mengen, so erhalten wir eine Teilfolge, die
gerade die Partialsummenfolge der rechten Seite in Satz 50 ist. O
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Satz 51. Fiir alle komplexen Zahlen z und w gilt
exp(z + w) = exp z - exp w.

Beweis. Wir wenden Satz 50 an und berechnen die Koeffizienten mit Hilfe
der binomischen Formel:

l

Zl_n w" 1 l l l—m, . n (Z+w>l
Z(l—n)!'gﬁ;(n)z R T -

n=0

Satz 52. Die Potenzreihe

o0

f(z) = Z A 2™

m=0

habe den Konvergenzradius r, und es sei ¢ € C, so dass |c| < r. Dann gilt

fir |z —c| <r—|c|
= an(z — o)
n=0

wobei

b, = i (:?) Ay

m=n

Beweis. Nach der binomischen Formel ist

Zamc+2_c :zzam(> "z o)

m=0 n=0

(Hier wie auch im Satz kénnen wir alle Summen von 0 bis oo erstrecken.)
Nach der Dreiecksungleichung und der binomischen Formel gilt

S5 fen (M) o éémmé@)w—wz—cw

m=0 n=0
(0]
<Y laml(le + 12 = )"
m=0

Wegen |c| + |z — ¢| < r ist die rechts stehende Reihe konvergent, also ist
Bedingung (ii) von Satz 49 erfiillt und Folgerung 19 anwendbar. O
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Definition 33. Es sei K = R oder K = C und D eine offene Teilmenge
von K. Eine Funktion f : D — K heifst K-analytisch, wenn es fiir jedes
Element ¢ von D ein r > 0 und eine Folge von Zahlen a, € K ¢ibt, so dass
fiir z € D mit der Eigenschaft |z — c| < r gilt

f(2) =) anlz ="

So ist z. B. die Funktion f(z) = & auf C\ {1} analytisch, denn fiir
|z — | < |1 —¢| gilt

1 1 1 I = (z—c\" & (z—o)"
1—2_1—c'1—§—_g_1—c;(1—c> _2(1—c)n+1‘

n=0

Nach Satz 52 definiert jede Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius eine
analytische Funktion auf ihrem Konvergenzkreis.

7 Stetige Funktionen

7.1 Definition und Kriterien der Stetigkeit

Intuitiv unterscheidet man bei Funktionen zwischen sprunghafter und steti-
ger Anderung. Wir wollen diese Eigenschaft exakt beschreiben. Wir betrach-
ten Funktionen f : D — L mit einem Definitionsbereich D C K, wobei K
und L vollstéindige Korper mit Absolutbetrag sind. Fiir uns kommen dafiir
nur R und C in Frage. Wir beginnen mit einem einfacheren Begriff.

Definition 34. Eine Funktion f : D — L heifit Lipschitz-stetig, wenn es
eine Zahl d > 0 gibt, so dass fiir alle Elemente x und y von D gilt

[f(x) = f(y)] < d|z -yl

Satz 53. FEine Potenzreihe Y a,z™ mit dem Konvergenzradius r stellt auf
n=0
der Menge D = {x € K ||| < ¢} eine Lipschitz-stetige Funktion f dar, falls

c<r.

Beweis. Nach der dritten binomischen Formel und der Dreiecksungleichung
gilt fiir x und y in D

n
" =y < e =yl > " Fyl* < netla -yl
k=1
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und durch Summation erhalten wir

m

2 a(a" =)

n=0

< Zn\an\c

Rechts stehen die Partialsummen einer Potenzreihe, die nach Satz 46 eben-
falls den Konvergenzradius r hat. Mit Satz 26 erhalten wir durch Grenziiber-
gang m — 0o

[f(@) = f)I < |z =yl Y nlagc". 0
n=0

Es folgt, dass die Einschrinkungen der ganzrationalen Funktionen und
der Exponentialfunktion auf jede beschrinkte Menge Lipschitz-stetig sind.
Die Signum-Funktion auf R

1, falls z > 0,
sgnx = < 0, falls z = 0,
—1, fallsx <0

und die Quadratwurzelfunktion sind nicht Lipschitz-stetig, denn die Unglei-
chung |/z — /0| < d|z — 0] ist fiir 0 < 2 < d~2 verletzt.

Definition 35. Fs sei D C K und a € D. Fine Funktion f : D — L heifit
stetig an der Stelle a, wenn es fiir jede reelle Zahl ¢ > 0 eine reelle Zahl
d > 0 gibt, so dass fir alle x € D mit der FEigenschaft |x — a| < & gilt
f(z) = fla)] <e.

FEine Funktion heifit stetig, wenn sie an jeder Stelle ithres Definitionsbe-
reiches stetig ist.

Offensichtlich ist jede Lipschitz-stetige Funktion stetig, denn man kann
0 = ¢/d wahlen. Insbesondere sind alle ganzrationalen Funktionen und die
Exponentialfunktion stetig. Die Signumfunktion ist an jeder Stelle mit Aus-
nahme von 0 stetig.

Satz 54 (Folgenkriterium der Stetigkeit). Fine Funktion f : D — L ist
genau dann an der Stelle a stetig, wenn fir jede Folge x,, in D mit Grenzwert
a die Folge f(x,) gegen f(a) konvergiert.

Beweis. Es sei f stetig in a und x, — a (n — o0). Ist € > 0, so gibt es
wegen der Stetigkeit ein § > 0, so dass fiir |z —a| < 0 gilt |f(z) — f(a)| < e,
und wegen der Konvergenz der Folge gibt es ein ng, so dass fiir n > ng gilt
|z, —a| < 9. Fiir diese n gilt dann | f(z,) — f(a)| < &, und weil € > 0 beliebig
war, folgt f(x,) — f(a) (n — o0).
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Nun sei f nicht stetig in a, d. h. es gibt ein ¢ > 0, so dass fiir jedes
d > 0 ein z € D existiert, fiir das |z — a| < 9§, aber |f(z) — f(a)] > € gilt.
Wir halten e fest und wahlen fiir jedes 6 = % ein x, wie oben. Dann gilt
|2, —a| < £, also z, — a (n — 00). Andererseits ist | f(z,) — f(a)| > ¢, also

f(@n) # fla) (n— o0). ~

Sind Funktionen f : D; — L und Dy — L gegeben, so definieren wir

Funktionen f+g¢ und f-g mit Definitionsbereich D; N D, sowie eine Funktion

% mit Definitionsbereich {z € D | f(z) # 0} durch

(f +9)(x) = f(2) +9(z),  (f-9)(x)=[f(z)-g(x), ()=

Satz 55. Die Funktionen f und g seien an der Stelle a stetig. Dann sind
auch die Funktionen f + g und f - g an der Stelle a stetig. Ist auflerdem
f(a) #0, so ist auch die Funktion % an der Stelle a stetig.

Beweis. Fiir jede Folge von Elementen x,, von D mit Grenzwert a gilt f(z,) —
f(a) und g(z,,) — g(a) nach Satz 54. Mit Satz 17 folgt

f@n) +g(xn) = fla) +9(a),  f(zn)-g(xn) = fla)-g(a) (n— o0).

Ist f(a) # 0, so folgt mit Satz 18, dass

1 1
— (n — 00).

f(@n)  fla)
Nun folgt die Behauptung mit Hilfe der anderen Richtung von Satz 54. [

Man hétte den Beweis auch direkt nach dem Muster der Beweise von Satz
17 und 18 fithren konnen. Zur Abwechslung werden wir das beim néchsten
Satz tun. Hier geht es um die Verkettung f o g von Funktionen f : D — L
und g : F — K, wobei E in einem Korper M liegt. Die Verkettung existiert,
wenn der Wertebereich von ¢ in D liegt. (In der Analysis unterscheidet man
nicht zwischen einer Funktion g und ihrer Beschrankung p|g.)

Satz 56. Die Funktion g sei stetig an der Stelle a, und die Funktion f sei
stetig an der Stelle g(a). Ezistiert die Verkettung f o g, so ist sie stetig an
der Stelle a.

Beweis. Es sei e > 0. Wegen der Stetigkeit von f in g(a) gibt es ein ¢ > 0, so
dass fiir € D mit der Eigenschaft |z — g(a)| < d gilt |f(z) — f(g(a))| < €.
Wegen der Stetigkeit von g in a gibt es ein n > 0, so dass fiir u € E mit
lu—al| <ngilt |g(u) —g(a)| < §. Fir diese u folgt |fog(u)— fog(a)| <e. O
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Satz 57. Fine streng monotone Funktion auf einem Intervall, deren Werte-
bereich ebenfalls ein Intervall ist, ist stetig.

Beweis. Es seien I und J Intervalle und f : I — J streng monoton wachsend
und bijektiv. Wir beweisen die Stetigkeit von f an einer Stelle a € I. Es sei
€ > 0 gegeben.

1. Fall: Es gibt ein ¢ € J mit ¢ < f(a). Setzen wir d = max{c, f(a)—¢e}, dann
ist d < f(a). Da J ein Intervall ist, folgt d € J, und wegen der Surjektivitét
von f gibt es ein b € I, so dass f(b) = d. Wegen der Monotonie folgt aus
f(b) < f(a), dass b < a, und fiir alle z € I gilt

b<z<a = fla)—ec<f(z)< f(a).

2. Fall: f(a) = minJ. Dann ist wegen der strengen Monotonie a = min /.
Also erhalten wir das selbe Ergebnis wie im 1. Fall, wenn wir b = a—1 setzen.
Analog findet man ein ' > a, so dass fiir alle z € I gilt

a<z<lt = fla) < f(z)<fla)+e.
Setzen wir 6 = min{a — b,0’' — a}, so folgt fiir x € [

a—0<z<a+0 = fla)—e<f(z)<fla)+e. O

7.2 Eigenschaften stetiger Funktionen

Satz 58. Ist D eine beschrdinkte abgeschlossene Teilmenge von R oder C, so
hat jede stetige Funktion f: D — R ein Maximum und ein Minimum.

Beweis. Es sei d = sup f. Dann gibt es eine streng monoton wachsende
Folge vy, die den eigentlichen oder uneigentlichen Grenzwert d hat. Fiir jedes
n gibt es wegen y,, < d ein x,, € D, so dass y,, < f(z,) < d. Nach dem Satz
von Bolzano-Weierstrafl hat die Folge x,, einen Haufungspunkt a, der wegen
der Abgeschlossenheit in D liegt. Nach Satz 35 konvergiert eine Teilfolge x,,,
gegen a, und nach Satz 54 gilt f(z,, ) — f(a) (kK — o0). Die Folge y,, ist
also beschrénkt und nach Satz 28 konvergent, und mit Satz 27 folgt d = f(a).

Durch Anwendung des Bewiesenen auf die Funktion — f erhalten wir die
Aussage iiber das Minimum. m

Satz 59 (Zwischenwertsatz). Ist f : [ — R stetig, wobei I ein Intervall ist,
und gilt fir Elemente a < b von I, dass f(a) < d < f(b), dann gibt es ein
Element ¢ € [a,b], so dass f(c) = d.
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Beweis. Die Menge

M ={z €[a,b] | f(x) < d}
enthélt ¢ und hat die obere Schranke b. Setzen wir ¢ = sup M, so gilt also
a < c¢<bund somit ¢ € I.

Wire f(c) > d, so wire ¢ # a, und es gibe ein § > 0, so dass fir z € [
mit |z —¢| < § gilt f(x) > d. All diese  wiren obere Schranken von M
(Widerspruch).

Wire f(c) < d, so wire ¢ # b, und es gébe ein 6 > 0, so dass fiir x € I mit
lz—c| < 0 gilt f(z) < d. All diese x wiirden zu M gehéren (Widerspruch). [

Wenden wir den Satz auf die Funktion — f an, so sehen wir, dass er auch
unter der Vorausstzung f(a) > d > f(b) gilt. Wir sehen also:

Folgerung 21. Ist I ein Intervall und f : I — R stetig, so ist der Wertebe-
reich von f ein Intervall.

Zusammen mit Satz 57 ergibt dies:

Folgerung 22. Ist I ein Intervall und f : I — R stetig und streng monoton
mit dem Wertebereich J, so ist die Umkehrfunktion g : J — R ebenfalls stetig
und streng monoton.

Nach Folgerung 10 ist die Exponentialfunktion streng monoton wachsend,
und aus Satz 29(i) und Folgerung 8 ergibt sich der Wertebereich |0, ool.

Folgerung 23. Die Funktion exp : R — R hat eine stetige streng monoton
wachsende Umkehrfunktion In : ]0,00[ — R, genannt natiirlicher Logarith-
mus. Fir alle s >0, t > 0 gilt

1
In(s-t) =1Ins+Int, l1--<Ihs<s-—1.
s

Mit Hilfe der Substitution x = Ins, y = Int folgt diese Funktional-
gleichung aus derjenigen in Satz 29(iii), und die Ungleichungen folgen aus
Satz 29(i) und Folgerung 8 (Ubungsaufgabe).

Nun betrachten wir die Exponentialfunktion von komplexen Argumenten.

Definition 36. Der Sinus und der Kosinus einer reellen Zahl t sind
sint = Imexp it, cost = Reexpit.

Satz 60. (i) Die Sinusfunktion ist ungerade, die Kosinusfunktion ist ge-
rade, beide sind stetig, und es gelten die Additionstheoreme

sin(s 4+ t) = sin s cost + cos s sint,

cos(s +t) = coss cost —sin s sint

fur alle reellen Zahlen s und t.
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(ii) Es gibt eine kleinste positive Zahl m mit der Eigenschaft expmi = —1,
und es gilt

. ™ m .
sin (t + 5) = cost, CoS <t + 5) = —sint.

(iii) Jede komplexe Zahl z # 0 ldsst sich eindeutig in der Form
z=rexpit

mitr > 0 und t € [0, 27| schreiben. (Man nennt t das Argument von z,
abgekiirzt arg z.)

(iv) Die Sinusfunktion ist auf [—75,%] streng monoton wachsend und die

Kosinusfunktion auf [0, 7] streng monoton fallend.

Beweis. Die Stetigkeit folgt aus den Sétzen 53 und 56. Aus Satz 51 folgt
exp(—it) = expit, exp(is + it) = expis - exp it,
also
cos(—t) + isin(—t) = cost — isint,
cos(s +t) +isin(s +t) = (coss + isins)(cost + isint),

und Aussage (i) ergibt sich durch Vergleich von Real- und Imaginérteil. Ne-
benbei ergibt sich

|expit| =1, sin?t 4 cos*t = 1. (6)
Wegen
zZ+Zz z2—z
Rez = Imz=
2 7 21
folgt
ot = P it +26Xp(—it) 7 cint = XP it —;Xp(—z't) 7
i

und wir erhalten aus Satz 47 die absolut konvergenten alternierenden Rei-
henentwicklungen

B o (_1)kt2k . B o (_1)kt2k+1
COSt—Zw, Slnt—Zm.
k=0 k=0

Die Absolutbetrige der Glieder sind streng monoton fallend, falls die Quoti-
enten
tQk

$2k41
‘ (2k)!

tQk_l
%@k—m"@k+ml

WQk—DJ:2M£:J)

t2k‘—2 t2
WQk—mJ:
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kleiner als 1 sind. Dies gilt ab k =1 fiir |t| < v/1-2 bzw. |t| < v/2-3 und ab
k=2 fiir [t| < v3-4bzw. |t| < v4-5. Es folgt

0<cost<1 firl|t|<V2,

0<sint <t fir0<t<+6,

22 1

2<l— —=+4+—=—-.

cos2 < 9] + m 3
Nach dem Zwischenwertsatz hat cos im Intervall ]\/5, 2[ eine Nullstelle. Wir
bezeichnen das Doppelte der kleinsten positiven Nullstelle von cos mit 7.

Wegen sin 3 > 0 folgt

T LT . .
exp 5 =1, exp (zt + E) = i expit, (7)
und Aussage (ii) ist bewiesen.
Aus den Additionstheoremen folgt
cos(s +t) —cos(s —t) = —2sin s sint

und, mit der Substitution u = s+1%, v = s —t,
u+v ., u—v

COSU — COSV = —2sin 5 sin 5

Fir 0 < v < u < 2 ist dies negativ, also ist die Kosinusfunktion auf dem
Intervall [0, 2] streng monoton fallend und definiert eine bijektive Abbildung

Cos : {o,g[—uo,u.

Auf dem selben Intervall ist die Sinusfunktion wegen (6) streng monoton
wachsend, und zusammen mit Teil (ii) folgt Aussage (iv).

Die Werte der Funktion f(t) = exp it eingeschréinkt auf [0, %[ liegen auf
dem Viertelkreisbogen

V:{x+iy€(C|x2—|—y2:1,x>0,y20},

und die Abbildung Re : V' — 10, 1] ist umkehrbar. Wegen Reof = cos defi-
niert f eine bijektive Abbildung

T

|:O, 5 [ — V,

und mit Hilfe von (7) sehen wir, dass f auch eine bijektive Abbildung
[0,27] = {z € C||z] =1}

definiert. Ist z # 0 eine komplexe Zahl und setzen wir r = |z|, so liegt 2 im
Bild dieser Abbildung, und Aussage (iii) folgt. O
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Aus dem Beweis folgt auch, dass fiir alle ¢ gilt
|sint| < |¢].

Definition 37. Der Tangens und der Kotangens einer reellen Zahl t sind

definiert als

sint cost
tant = , cott = —,
cost sint

falls der Nenner jeweils von Null verschieden ist.

Folgerung 24. Es gilt

s T
tan <t+§> = —cott, cot <t+§> = —tant.

Die Tangensfunktion ist auf dem Intervall } —5. 5 [ streng monoton wachsend,
die Kotangensfunktion auf |0, [ streng monoton fallend. Beide sind stetig auf

threm Definitionsbereich, ungerade und haben den Wertebereich R.

Auf [0, g[ ist die Sinusfunktion nédmlich streng monoton wachsend und
die Kosinusfunktion streng monoton fallend, also nach den Monotoniegeset-
zen die Tangensfunktion streng monoton wachsend und ihr Kehrwert streng
monoton fallend. Nach dem Zwischensertsatz gibt es fiir jedes d > 0 ein
T € }1, 5 [, so dass cosx < 5, also tanx > dsin 1, und somit ist die Tangens-
funktion nicht von oben beschrinkt. Der Rest ist offensichtlich.

Definition 38. Die Umkehrfunktionen der Winkelfunktionen

sin ‘ [ k cos | 0.4]"

cot hom[

NIE

5
tan|]_

11[7
2732

bezeichnet man als zyklometrische Funktionen

arcsin, arccos: [—1,1] = R, arctan, arccot : R — R,

genannt Arkussinus, Arkuskosinus, Arkustangens und Arkuskotangens!?.

7.3 Grenzwerte von Funktionen

Die Funktion
a2t —1

fx) =

r—1

2urspriinglich arcus sinus, arcus cosinus, arcus tangentis, arcus cotangentis.
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ist an der Stelle 1 nicht definiert. Allerdings stimmt sie an allen anderen
Stellen mit der stetigen Funktion

glz) =z +1

iiberein. Dieses Phidnomen erfassen wir mit dem folgenden Begriff. Dabei
seien wieder K und L vollstdndige Korper mit Absolutbetrag.

Definition 39. Es sei a € K ein Haufungspunkt der Teilmenge D C K und
f: D — L. Wir sagen, dass fiir x gegen a die Funktion f gegen die Zahl ¢
konvergiert, abgekiirzt'® f(x) — ¢ (z — a), wenn die Funktion

{f(m), wenn x € D\ {a},

C, wenn r = a

an der Stelle a stetig ist.
Beispiel. Es sei f: C\ {0} — C definiert durch

_expz—1
flo)= TRE2
Aus Folgerung 11 ergibt sich
0 znfl o0 Zk
f(z)_; n! _g(ml)!’

wobei die entstehende Potenzreihe z. B. nach dem Vergleichskriterium fiir
alle z € C absolut konvergiert, also nach Satz 53 auf ganz C eine stetige
Funktion g darstellt. Es folgt

-1
FPETC (z—0).
z

Dies gilt natiirlich auch fiir die Einschrinkung auf die Menge R\ {0}. <
Satz 61. Folgende Aussagen sind dquivalent.
(1) f(z) =c (z = a),

(ii) Fir jede Folge von Zahlen x, in D\ {a} mit z, — a (n — o0) gilt
f(zy) = ¢ (n — 00),

13 An Stelle von « kann auch eine andere Variable stehen.
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(iii) Fir jedes e > 0 gibt es ein 6 > 0, so dass fir alle v € D\ {a} gilt

lz—a|l <0 = |f(z)—c|<e.

Gilt f > cund f - d (v — a), soist c=d.

Beweis. In den Aussagen (ii) und (iii) kénnen wir f durch die Funktion g aus
der Definition sowie die Zahl ¢ durch g(a) ersetzen. Nun driickt Aussage (iii),
in der wir x = a nicht mehr auszuschliefen brauchen, genau die Stetigkeit
von g an der Stelle a aus. Aus Satz 54 folgt also, dass (i) < (iii) = (ii).

Angenommen, es gilt (ii), und in D ist eine Folge x,, gegeben, die gegen a
konvergiert. Wenn unendlich viele Glieder von a verschieden sind, so bilden
sie eine Teilfolge x,, in D\ {a}, fiir die nach (ii) gilt g(x,,) — ¢ (k — o).
Natiirlich folgt dann g(z,) — ¢ (n — o0), und letzteres gilt auch, wenn nur
endlich viele Glieder von a verschieden sind. Mit Satz 54 folgt Aussage (iii).

Angenommen, es gilt f(z) — ¢ und f(x) — d (x — a), wobei ¢ # d.
Wir setzen ¢ = |C;—d|. Dann gibt es ein 0 > 0, so dass fir x € D \ {a} mit
|z —al < gilt

= f@)l<e @) —d<e

Da a ein Haufungspunkt von D ist, gibt es solche = tatséchlich, und mit der
Dreiecksungleichung folgt |c — d| < 2e (Widerspruch). O

Definition 40. Gilt f(z) — ¢ (z — a), so nennen wir ¢ den Grenzwert der
Funktion f an der Stelle a, abgekirzt lim f(x).
Tr—a

Beispiel. Fiir b > 0 hat die Funktion f(r) = b" den Definitionsbereich Q.
Wegen Folgerung 9 gilt

b" = (expInb)” = exp(rinb).

Die Funktion g(x) = exp(zInb) ist stetig auf R, also gilt fiir jedes z € R
b" — exp(zlnb) (r —x).

Damit ist die folgende Definition gerechtfertigt. <

Definition 41. Fir reelle Zahlen b > 0 und x setzen wir

b* = lim b".
r—x
reQ
Es gelten die Potenzgesetze
(a-b)* =a"-b", a”™V =a" - ad¥, (a®)? = a®¥

(Ubungsaufgabe).
Aus Satz 32(i) und Satz 61 erhalten wir
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Folgerung 25. Fiir eine Funktion f mit dem Zielbereich C gilt genau dann
f(x) = ¢ (x — a), wenn Re f(x) — Rec und Im f(x) = Imc (x — a).

Beispiel. Aus

it —1
GPETE 1 (1= 0)
it
erhalten wir - -
—Sl? — 1, st ; — 0 (t —0),

durch Einsetzen von expit = cost +isint. <

Satz 62 (EinschlieBungskriterium). Es seien f, g und h Funktionen auf D
mit Werten in R, so dass fir alle x € D\ {a} gilt

f(z) < g(x) < h(z).
Wenn f(z) — ¢ und h(x) — ¢ (z — a), so auch g(z) — ¢ (x — a).

Bewers. Dies folgt vermittels Satz 61 aus Satz 27 oder kann direkt wie dort
bewiesen werden. O

Beispiel. Aus Folgerung 23 erhalten wir, falls s > 0 und s # 1,

Ins

min{l,%} < 1 SmaX{L%}?

S —
und es folgt
Ins
s—1
mit Hilfe von Aufgabe 47. <«
Mit Hilfe von Satz 61 erhalten wir aus den Sétzen 17, 18 und 56:

— 1 (s = 1)

Folgerung 26. Es seien f, g : D — L und a ein Hdufungspunkt von D.
Wenn
fl)=e,  gl@)—=d  (z—a),

dann gilt
flz)+g(x) — c+d, f(x)-g(z) = c-d (x = a).
Ist auflerdem f(a) # 0, so folgt auch

1 1
— = - (x = a).

flx) ¢
Ist schliefSlich E C L und h : L — M stetig, so

h(f(z)) = h(c)  (z—a),
falls die Verkettung existiert.
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Beispiel. Nach den Potenzgesetzen gilt

1 In(1
— (expln“_—{—x))z = exp M
X

1
T

(1+x)

Nun folgt )
(1+2)r >expl=ce (x — 0)

wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion. <«
Eine weitere Spielart von Grenzwerten ist die Folgende.

Definition 42. Es sei f : D — L, wobei D C R unbeschrinkt von oben ist.
Wir schreiben
f(x) = c (v —00),

falls es fiir jedes ¢ > 0 ein xyg € R gibt, so dass fir alle v € D mit der
FEigenschaft © > xy gilt
[f(z) —cf <e.

Analog definiert man die Aussage f(x) — ¢ (x — —00).

Wie oben sieht man, dass es nur eine solche Zahl ¢ geben kann, die man
darum mit lim f(x) bezeichnet.
T—r00

Wenn f(x) — ¢ (x — 00), so hat offensichtlich auch die Folge v, =
f(n) den Grenzwert ¢, aber die Umkehrung braucht nicht zu gelten, wie
das Beispiel f(x) = sin(mz) zeigt. Man miisste schon wie in Satz 61 die
Konvergenz von f(x,) fiir alle Folgen x,, mit dem uneigentlichen Grenzwert
oo verlangen. Allerdings gilt:

Folgerung 27. Firs,t € R mitt > 0 und |b] <1 gilt
(Iny)*

yt

z°b* - 0 (v — 00), -0 (y—o00), 2'|nzl®—=0 (z—0).

Da némlich z® fiir x > 1 monoton in s wichst, geniigt es wegen des
EinschlieBungskriteriums, dies fiir s € N nachzupriifen. Ist nun n die kleinste
natiirliche Zahl mit der Eigenschaft n > x, so gilt

’xsbx‘ S ns|b’n717

und nach Satz 16 gibt es fiir jedes € > 0 ein ng, so dass die rechte Seite
fiir n > ngp kleiner als ¢ ist. Die erste Behauptung folgt, wenn wir im Sinne
der Definition xy = ng setzen. Schreiben wir y = expx, so ist y~! = b* mit
b = exp(—t) < 1, und die zweite Behauptung folgt. Die Substitution z = %
schliellich zeigt die dritte Behauptung.

Man kann auch uneigentliche Grenzwerte von Funktionen einfiihren:
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Definition 43. Es sei f : D — R wund a ein Haufungspunkt von D. Wir
sagen, dass f an der Stelle a den uneigentlichen Grenzwert oo hat, abgekiirzt
flz) = oo (z — a), wenn es fir jedes ¢ € R ein 6 > 0 gibt, so dass fir
alle x € D mit |x — a| < 0 gilt f(x) > c. Analog definiert man die Aussagen
f(z) = —o0 fir x — a bzw. fir x — oo.

Es gilt eine dhnliche Aussage wie Satz 33. Daraus erhalten wir
Folgerung 28. Firs,t c R mitt >0 und b > 1 gilt

1 S
0 =00 (v — o), y(lny)®— o0 (y— ), @—)oo (z —0).
2

Die Funktion sgnx hat an der Stelle 0 keinen Grenzwert, wohl aber ein-
seitige Grenzwerte in dem folgenden Sinne.

Definition 44. FEs sei f: D — R, wobei D C R, und a € R. Wir setzen

D.,=DnN]—o0,al, D-.,=DnNla,ool,
f<(l:f|D<a7 f>(l:f|D>a7
und definieren den linksseitigen bzw. rechtsseitigen Grenzwert als
lim f(z)=lim f.,(z), lim f(z)=lim fs,(z),
z—a—0 T—ra r—a+0 r—a

falls diese existieren (wozu a ein Hdaufungspunkt der jeweiligen Menge sein
muss).

Wenn a Haufungspunkt von D_, und D-,, ist, so existiert lim f(z) offen-
Tr—a

sichtlich genau dann, wenn die beiden einseitigen Grenzwerte existieren und
gleich sind. Auflerdem ist

. . 1
So gilt z. B.

1
lim arctan — = iz
r—40 T 2

Die obigen Existenzkriterien setzen voraus, dass man den potentiellen
Grenzwert ¢ bereits kennt. Nicht so das folgende:

Satz 63 (Monotoniekriterium). Fs sei f: D — R monoton und beschrdinkt,
und a sei Haufungspunkt von D, bzw. D~,. Dann ezistiert limof(x) bzw.
T—a—

lim f(x).

r—a+0
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Beweis. Es sei z. B. f monoton wachsend und ¢ = sup f-,, was wegen der
Vollstandigkeit von L existiert. Wegen der Beschranktheit ist ¢ < oo, wegen
D., # @ ist ¢ > —o0. Ist nun ¢ > 0, so gibt es ein b € D_,, so dass
f(b) > ¢ — €, und wegen der Monotonie folgt ¢ — e < f(x) < ¢ < ¢+ ¢ fiir
b<uz<a. O]

Das folgende Kriterium kommt ohne die Voraussetzung der Monotonie
aus.

Satz 64 (Cauchy-Kriterium). Es sei a ein Haufungspunkt von D C K. Eine
Funktion f : D — L hat genau dann eine Grenzwert an der Stelle a, wenn
es fir jedes e > 0 ein § > 0 gibt, so dass fir alle x und y in D \ {a} gilt:

[z —al<d A Jy—al<di = [f(z)-fly)l<e
Beweis. Gilt f(z) — ¢ (z — a), so folgt die Cauchy-Bedingung aus

[f (@) = fF)l < [f(2) — el + e = f(y)]-

Umgekehrt sei die Cauchy-Bedingung erfiillt. Es seien x,, und y, Folgen
in D\ {a}, so dass z,, = a und y, — a (n — o0), und es sei € > 0 gegeben.
Dann liefert die besagte Bedingung ein d, und zu diesem gibt es ein ng, so dass
fiir m > ng und n > ng gilt |z, — a| < § und |y, — a| < J. Fiir diese m und
n folgt also |f(zm) — f(yn)| < €. Wir kénnen das im Fall y,, = x,, anwenden
und sehen, dass f(z,) eine Cauchyfolge ist, die wegen der Vollsténdigkeit
von L einen Grenzwert ¢ hat. Andererseits sehen wir, dass fiir eine zweite
Folge vy, wie oben die Folge f(x,) — f(y,) eine Nullfolge ist, so dass auch
f(yn) = ¢ (n — o0). Nach Satz 61 folgt dann, dass f(z) = ¢ (x = a). O

7.4 Gleichméiflige Stetigkeit

Das Cauchy-Kriterium gibt an, wann sich eine Funktion f : D — L in einem
Héaufungspunkt von D definieren lésst, so dass die entstehende Funktion dort
stetig ist. Wir bezeichnen die Menge der Haufungspunkte mit D’ und nennen
D = DUD' den Abschluss von D. Ist es moglich, f zu einer Funktion g auf D
fortzusetzen, die in jedem Punkt stetig ist? Dazu ist offensichtlich notwendig,
dass f selbst stetig ist, aber das geniigt im Allgemeinen nicht.

Definition 45. Fine Funktion f : D — L heifit gleichméfig stetig, wenn es
fiir jedes € > 0 ein 6 > 0 gibt, so dass fir alle x, y in D gilt

lz—yl<o = [f(x)-fly)l<e
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Offenbar ist jede Lipschitz-stetige Funktion gleichméBig stetig und jede
gleichméfig stetige Funktion stetig.
Beispiel. Die Funktion f(z) = 1 ist auf D = ]0,00] stetig, aber nicht
gleichméBig stetig. Ist 2 = 2y > 0, soist [x —y| = £ und |f(z) — f(y)| = .
Geben wir € = 1 vor, so gibt es kein geeignetes 0, denn wir finden immer

z €10,20[, so dass £ > 1. <
Beispiel. Die Funktion f(z) = +/z ist auf [0, 00] gleichméBig stetig (aber
bekanntlich nicht Lipschitz-stetig): Ist € > 0, so gilt

z—yl<e® = V- iyl<e,

denn

Vo=Vl < Ve + Villve — vyl = |z —yl.

Satz 65. Ist die Funktion f : D — L stetig und der Definitionsbereich D
abgeschlossen und beschrdankt, so ist f gleichmdf$ig stetig.

Beweis. Angenommen, f ist nicht gleichméafig stetig. Dann gibt es ein € > 0,
so dass fiir jedes 0 > 0 Elemente x und y von D esistieren, so dass |z —y| < §
und | f(z) — f(y)| > e. Fiir § = = wihlen wir solche Elemente z,, und y,.
Auf Grund der Beschranktheit von D hat die Folge x,, nach dem Satz von
Bolzano-Weierstrafl einen Haufungspunkt a, der wegen der Abgeschlossenheit
in D liegt. Nach Satz 35 gibt es also eine Teilfolge z,,, , die gegen a konvergiert.
Wegen |z, — yn| < % ist z,, — y,, eine Nullfolge, also auch y,, — a (k — 00).
Da f stetig ist, folgt

f(xn,) — a, g(xn,) = a (k — o0),
so dass

(Widerspruch). O

Satz 66. Ist f : D — L gleichmif$ig stetig, so gibt es genau eine stetige Fortsetzung
g: D — L, und diese ist ebenfalls gleichmdjig stetig.

Beweis. Fiir alle € > 0 gibt es ein § > 0, so dass fiir alle Elemente x, y von D gilt
[r—yl <30 = [f(2)-fly)l <e.

Ist nun a € D, so folgt fiir alle x und y mit |z — a| < § und |y — a| < 6, dass |z — y| < 26
und somit f(z) — f(y)] < e. Ist also a ein Haufungspunkt, so existiert lim f(x) nach
r—a

dem Cauchykriterium, andernfalls ist f(a) bereits definiert. In jedem Fall ist ¢ eindeutig
bestimmt.
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Es bleibt die gleichméflige Stetigkeit von g zu zeigen. Zu gegebenem € > 0 sei § > 0
wie oben bestimmt. Sind a, b Elemente von D, so gibt es nach Definition von ¢ ein n > 0,
so dass fiir alle z und y in D gilt

lz—al<n = |[f(z) —g(a)] <&,
ly—bl<n = [fly) —g®)]<e,
wobei wir annehmen kénnen, dass nn < §. Wegen a, b € D gibt es solche = und y tatsiichlich,

und es gilt
|z —yl < |z —al+]a—b[+[b—y| <n+d+n<30,

also

lg(a) — g(b)| < lg(a) — f(z)| +|f(x) = f(y)] + | f(y) — g(b)] < 3e. O

Fiir beschrinktes D hat eine Funktion f : D — L also genau dann eine stetige
Fortsetzung auf D, wenn sie gleichméBig stetig ist. Fiir unbeschrinktes D gilt das nicht,

wie das Beispiel f(x) = 2% auf D = ]0, oo] zeigt.

8 Differentialrechnung

8.1 Definition und Berechnung der Ableitung

Wir betrachten einen vollstdndigen Korper A mit normiertem Absolutbetrag.
Fiir uns kommen wieder nur R und C in Frage.

Definition 46. Es set D C K und a € D ein Hdaufungspunkt von D. Fine
Funktion f : D — K heifit differenzierbar an der Stelle a, wenn der so
genannte Differenzenquotient

fz) = f(a)

einen Grenzwert fiir x — a besitzt. Dieser heifit dann Ableitung der Funkti-
on [ an der Stelle a, abgekiirzt f'(a).

Dies bedeutet also, dass sich der auf D\ {a} definierte Differenzenquotient
zu einer Funktion f; auf D fortsetzen lasst, die an der Stelle a stetig ist. Wir
erhalten somit folgende Umformulierung:

Fine Funktion f: D — K ist genau dann an der Stelle a differenzierbar,
wenn es eine stetige Funktion fi auf D gibt, so dass fir x € D gilt

f(x) = fla) + fi(a)(x — a),

und dann gilt f'(a) = fi(a).
Aus Satz 55 ergibt sich:
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Folgerung 29. Jede an einer Stelle differenzierbare Funktion ist dort stetig.
Beispiel. Fiir n € N gilt

" —a”

3

=Y 2" kg 5 e (x — a),
r—a

also hat die Funktion f(z) = 2" an der Stelle a die Ableitung f’(a) = na"!
Des Weiteren ist fiir a # 0

L1

a™ 1

g0 " —a”

T —a ax™ r—a

also gilt die obige Aussage sogar fiir n € Z. <

Beispiel. Nun sei K =R, a € D = [0,00]. Fiir a > 0 gilt
— 1 1
VT - e = — (x — a),
r—a Vr+ia o 2va

also gilt obige Formel sogar fiir n = % An der Stelle a = 0 existiert die
Ableitung nicht.

<

Beispiel. Fiir a > 0 gilt nach Folgerung 26

Inz —1Ina

a

r—a 1
a

1 InZ
a

SN

(x — a)
also ist In’a = % <

Beispiel. Aus der Funktionalgleichung folgt, wenn wir z = a + h schreiben,
exp(a + h) —expa

h—1
:expa-L%expa (h — 0),
h h
also ist exp’ = exp. Dies gilt fiir K =R und auch K =C. <«
Beispiel. Aus den Additionstheoremen folgt
sin(a + f;b) —sina _ sina (cosh — 2) + cosa sinh . cosa (h = 0),
cos(a + h) — cosa _ cosa(cosh — 1) —sina sinh g (h = 0),
h h
also ist sin’ = cos und cos’ = —sin. <«
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Satz 67. Sind die Funktionen f und g an der Stelle a differenzierbar, so
auch f+ g, g und, falls f(a) # 0, die Funktion % Es qgilt

(f +9)(a) = f'(a) + ¢'(a) (Summenregel),
(f-9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a)  (Produktregel™),

n, o fa)
(7) @=Fep
Beweis. Schreiben wir

f(@) = fla) + (@) (@ —a),  g(x) = gla) + gi(x)(x —a)

wie in der Definition, so folgt

f(z) +g(x) = f(a) + g(a) + (fi(x) + g1(2)) (z — a),
f(x) - g(z) = fla) - g(a)
+ (filx)g(@) + f(2)g1(2) + fi(x)gi(2) (2 — a)) (2 — a).
Im Fall f(a) # 0 ist wegen der Stetigkeit im Punkt a auch f(x) # 0 fir = in
einer Umgebung von a, und dort gilt

1 o 1 :_f(ﬂ?)—f(a):_ fl($) -(ZL‘—(I)
f(x)  fla) f(@)f(a) f(@)f(a) '
Nun folgt die Behauptung mit der alternativen Definition. O]

Folgerung 30. In der Situation des Satzes gilt, falls g(a) # 0,
(z)’ ) L@l ~ F@)g'e)
g g(a)?
Satz 68 (Kettenregel). Gegeben seien Funktionen f: D — K und g : E —

K, deren Verkettung existiert. Ist f an der Stelle a und g an der Stelle f(a)
differenzierbar, so ist g o f an der Stelle a differenzierbar, und

(9o f)(a) =4 (f(a))- f(a)
Beweis. Es sei b= f(a). Schreiben wir wie in der Definition
f(@) = fla) + fi(x)(z —a),  g(y) = g(b) + 1 (y)(y = b)
fir x € D und y € E, so erhalten wir wegen f(x) € E
g(f(@)) = g(b) + g1(f(2)) (f(2) = f(a)) = g(b) + g1(f(2)) i(2)(z — a).

Die Funktion g, (f(z))fi(x) ist nach den Sétzen 55 und 56 und Folgerung 29
an der Stelle a stetig und hat dort den gewiinschten Wert. O]

(Quotientenregel).

Mauch Leibniz-Regel genannt
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Beispiel. Fiir s € R ist die Verkettung von f(z) = slnz und g(y) = expy
gleich
go f(x)=2a*.

Wegen f'(a) = 2 und ¢'(b) = exp b erhalten wir fiir a > 0

(go f)(a) =exp(slna) - 2 = sa®!,

was unser erstes Beispiel verallgemeinert. <

Satz 69. Es sei F' : D — K injektiv und an der Stelle a differenzierbar,
wobei f'(a) # 0. Ist die Umkehrfunktion g : E — K an der Stelle b = f(a)
stetig, so ist sie an dieser Stelle differenzierbar, und

1
/
g(b) = ——.
®)= %)
Beweis. Wie in der Definition schreiben wir fiir x € D

f(@) = fla) = fi(z)(x —a).
Da f injektiv ist, gilt fiir y € £
y—b=filg(y)(9(y) — g(b)).
Da g in b stetig ist, gilt dies nach Satz 56 auch fiir f; o g. Wegen
filg(0)) = fia) = f'(a) #0
ist nach Satz 55 auch ﬁ in b stetig, und

1
= y—0b).
Filotwn V"
Es folgt die Differenzierbarkeit und die Formel fiir ¢'(b). O

9(y) — g(b)

Beispiel. Die Umkehrfunktion von f(z) = sinz ist g(y) = arcsiny. Wenn

a € }—%,%[ und b = sin a ist, so ist cosa > 0, also

1 1 1
"(b) = = = : N
a0 cosa /1 —gin?aq V1-—0b
Bemerkung. Aus f'(a) # 0 folgt nicht die Injektivitéit von f in einer Umge-
bung von a, wie das Beispiel

z+z%cos T, wenn x # 0,
f(z) =
0, wenn x = 0
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zeigt. Es ist ndmlich

f<l>—f( 1 ):l 1 +cos;m_cos7r(n+1)

n n+1 n o n+l1 n (n+1)2

“wrn 0 (e )

Bemerkung. Die Stetigkeit von g an der Stelle b folgt nicht aus den anderen
Bedingungen (siehe Aufgabe 60). Man kann sie durch Einschrankung von f
erzwingen. Dazu wihle man 0 < ¢ < |f/(a)|. Dann gibt es ein 6 > 0, so
dass fiir | —al < 9§ gilt | fi(z) — fi(a)| < e. Wir schrianken f auf die Menge
Do={z € D ||z —a| <4} ein. Wegen

flla)(@ —a) = (f(2) = f(a)) = (filz) = fi(a))(z — a),

ist fiir x € Dy

[f(@)llz —al < |f(z) = fla)| +elz —a,

das heifit
|m—a| < ‘f(l/‘)—f(a)”
[f"(a)] — €
also fiir y im Wertebereich von f|p,
ly — 0l
9(y) —9(b)| < 77—~
o(w) — 9(8)] < (pt

Definition 47. Eine Funktion fheifst differenzierbar, wenn sie an jeder Stelle
thres Definitionsbereiches differenzierbar ist. In diesem Fall nennt man die
Funktion [’ ihre Ableitung.

8.2 Eigenschaften differenzierbarer Funktionen

Definition 48. Die Funktion f : D — R hat an der Stelle a ein lokales
Maximum, wenn a € D ist und es ein & > 0 gibt, so dass fiir x € D gilt

lt—a|l<d = f(z)< f(a).

Analog definiert man ein lokales Minimum. Die Funktion hat an der Stelle
a ein lokales Extremum, wenn sie dort ein lokales Minimum oder Maximum
hat.

Der folgende Satz ist niitzlich bei der Bestimmung lokaler Extrema.
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Satz 70. Es sei D CR und f: D — R an der Stelle a differenzierbar. Hat
f ein lokales Extremum an der Stelle a und ist a Hdufungspunkt von D,
und von D~,, so gilt f'(a) = 0.

Bewers. Hat f an der Stelle a beispielsweise ein lokales Maximum, so ist
der Differenzenquotient %ﬁ(a) fir x € D Na — 6, a] nicht positiv und fiir
x € D Nla,a+ J] nicht negativ, also nach Satz 26 und 61
i (@@ gy, @ F@)
z—a—0 r—a r—a+0 r—a
(Man bezeichnet dies auch als die einseitigen Ableitungen.) Da f an der Stelle

a differenzierbar ist, stimmen diese Grenzwerte iiberein, und die Behauptung
folgt. m

Satz 71 (Satz von Rolle). Es sei f : [a,b] = R stetig und f|,p differenzier-
bar, wobei a < b. Ist f(a) = f(b), so gibt es ein ¢ € |a,b], so dass f'(c) = 0.

Bewers. Nach Satz 58 hat f ein Maximum und ein Minimum. Ist wenigstens
eines von beiden verschieden von f(a), so wird es in einem inneren Punkt
¢ angenommen, und mit Satz 70 folgt f’(¢) = 0. Andernfalls ist max f =
min f = f(a) = f(b), also ist f konstant. O

Der Satz gilt nicht fiir Funktionen mit Werten in C, wie das Beispiel
f(z) = expiz auf D = [0, 2] zeigt.

Satz 72 (verallgemeinerter Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Die
Funktionen f, g : [a,b] — R seien stetig und auf |a,b[ differenzierbar, wobei
a < b. Dann gibt es ein ¢ € |a,b[, so dass

(f(0) = f(a))g'(c) = (9(b) — g(a)) f'(c).
Natiirlich ist dann
)~ f(@) _ £
g(b) —g(a)  g'(c)’
falls die Nenner nicht verschwinden.

Beweis. Wir wenden den Satz von Rolle auf die Funktion

h(z) = (£(b) = f(a)) (9(x) = g(a)) = (9(b) — 9(a)) (f(z) — f(a))
an und beachten, dass h(a) = h(b) = 0 und



Im Spezialfall g(z) = = erhalten wir:

Folgerung 31 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Unter den Bedin-
gungen des Satzes gibt es ein ¢ € |a,b[, so dass

f(b) = f(a)

/ J—

f (C) - b—a .

Dies gilt sinngeméafl auch fiir b < a. Man kann beide Félle mit einer

alternativen Formulierung erfassen. Dazu brauchen wir folgenden Begriff.

Definition 49. Wir nennen a einen inneren Punkt der Teilmenge M eines
Korpers K mit Absolutbetrag, wenn es ein 6 > 0 gibt, so dass alle Punkte
x von K mit der Eigenschaft |v — a| < § in M liegen. Die Teilmenge der
inneren Punkte bezeichnen wir mit M.

Offensichtlich ist eine Teilmenge von K genau dann offen, wenn sie nur
innere Punkte hat.

Folgerung 32. FEs sei I ein Intervall, f: I — R stetig und in jedem inneren
Punkt differenzierbar. Dann gibt es fir a € I und h € R mit der Figenschaft
a+hel einde€]0,1], so dass

fla+h)— f(a) = f'(a+9Ih)h.
Man zeigt dies durch Anwendung des Mittelwertsatzes auf die Funktion
g(t) = f(a+th) auf [0, 1].

Folgerung 33. Unter den Bedingungen von Folgerung 32 ist f genau dann
Lipschitz-stetig, wenn f' beschrdankt ist.

Ist ndmlich d eine obere Schranke von |f’|, so gibt es nach dem Mittel-
wertsatz zwischen beliebigen Punkten a und b in I ein ¢, so dass

(@) = fO) = [f'(c)]|b—al < d|b—al.

Ist umgekehrt d eine Lipschitz-Konstante, so gilt fiir innere Punkte a und
beliebige Punkte x # a in 1

‘f(fﬂ)—f(a)

Tr—a

<d

— Y

und durch Grenziibergang © — a ergibt sich |f'(a)| < d.

Beispiel. In Aufgabe 53(c) ist ohne Benutzung von Ableitungen zu zeigen,
dass die Funktion f(z) = 2°cos 7 fiir s < 2 nicht Lipschitz-stetig ist. Wegen
fl(x) =2°2 (71' sin — + sz cos z)

x x

sieht man, dass f genau fiir s > 2 Lipschitz-stetig ist. <
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Folgerung 34. Unter den Bedingungen von Folgerung 32 ist f genau dann
konstant, wenn fir alle inneren Punkte x von I gilt f'(x) = 0.

Manchmal mochte man die Operation der Differentiation umkehren.

Definition 50. Eine differenzierbare Funktion F auf einem Intervall I heifSt
Stammfunktion der Funktion f, wenn fir alle x € I gilt F'(z) = f(x).

Wir werden im Rahmen der Integralrechnung nédher darauf eingehen, wie
man F' findet. Aus der vorigen Folgerung erhalten wir schon jetzt:

Folgerung 35. Sind F' und G Stammfunktionen der Funktion f, so gibt es
eine Zahl C" derart, dass G(x) = F(x) + C fir alle x € 1.

Das Monotonieverhalten differenzierbarer Funktionen lasst sich leicht be-
schreiben.

Folgerung 36. Unter den Bedingungen von Folgerung 32 ist f genau dann
monoton wachsend, wenn fir alle inneren Punkte x gilt f'(z) > 0, und f
ist streng monoton wachsend, wenn dariber hinaus [ auf keinem offenen
Teilintervall verschwindet.

Ist ndmlich f monoton wachsend, so sind die Differenzenquotienten nicht-
negativ, und dies gilt nach Satz 26 und 61 auch fiir die Ableitung. Die Um-
kehrung folgt aus dem Mittelwertsatz. Die Funktion ist nach Folgerung 34
genau dann konstant auf einem Teilintervall, wenn die Ableitung auf seinem
Inneren verschwindet.

Aus der letzten Folgerung ergibt sich sofort:

Folgerung 37. Unter den Bedingungen von Folgerung 32 sei a € I. Gibt
es ein 0 > 0, so dass f'(x) > 0 fir x € I N]a—0d,a] und f'(x) < 0 fir
x € INla,a+0[, so hat f an der Stelle a ein lokales Mazimum.

Wir untersuchen nun Grenzwerte von Quotienten, bei denen die Rechen-
regeln versagen.

Satz 73 (Regel von de 'Hospital im Fall g). Die Funktionen f und g seien
differenzierbar auf la,b|, es sei f(x) — 0 und g(z) — 0 (x — a), und fir
x € la,b] sei g(x) # 0 und ¢'(x) # 0. Wenn

f'()

7 () —d (x = a),
so auch 1)

re) —d (x — a).

85



Beweis. Wir setzen f und ¢ durch f(a) = g(a) = 0 stetig fort. Fiir jedes
e > 0 gibt es ein § > 0, so dass fiir alle z € Ja,a + J[ gilt

/'(2)
g'(2)
Ist nun = € |a,a + §[, so gibt es nach Satz 72 ein z € ]a, [, so dass

@) _ f@) - i) _ )
g(@) ~ gl@)—gla) ~ g2)

—d| < e.

]

Satz 74 (Regel von de I'Hospital im Fall 22). Die Funktionen f und g seien

differenzierbar auf ]a,b[, es sei ﬁ — 0 und ﬁ — 0 (z — a), und fir
x € |a, b sei ¢'(z) #0. Wenn
!/
f/(:p) —d (x — a),
g'(x)
so auch
f(x)

— —=d (x — a).

g(x)
Beweis. Es seien ¢ und § wie im vorigen Beweis. Da keine Werte an der
Stelle a existieren, betrachten wir statt dessen einen Punkt y € Ja,a + 4.
Selbst jetzt erhalten wir nur

Aus den Annahmen iiber f und g folgt, dass h(z) — 1 (x — a), also gibt es
ein n > 0, so dass |h(z) — 1| < € fir = € |a,a + n[. Nach Satz 72 gibt es ein
z € |z, y[, so dass

flz) _ f'(2)
g(x) - g/(z) h(x)
also gilt fiir = € |a, a + n[ nach der Dreiecksungleichung
f(z) f'(2)
‘TQ;) - d‘ < 7 d‘ \h(z)| + |d||h(z) = 1| < e(1+¢) +|dle. O
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Folgerung 38. Die Regeln von de I’Hospital gelten auch fiir x — oo.

Mit den Bezeichnungen fi(z) = f(%) und ¢, (z) = g(%) ist namlich
fi(z) = —%f’(%) und somit

f(ﬂU) . fl(@/)

lim —=% = lim —=% = lim = = lim .
w00 g(x) w0 gi(y)  wm0gi(y) w0 () amee g(2)

Bemerkung 1.Die Regeln von de I’'Hospital gelten natiirlich sinngemé&f fiir
linksseitige Grenzwerte und, indem man beides zusammenfiigt, auch fiir beid-
seitige Grenzwerte. Letzteres kann man auch direkt mit Hilfe von Folge-
rung 32 zeigen.

Bemerkung 2. In Satz 74 ist wegen gL) — 0 automatisch g(z) # g(y) fiir
festes y und alle x nahe bei a. Daraus folgt aber nicht ¢'(z) # 0, denn f’ und
¢’ konnten gleichzeitig verschwinden.

Die Monotonie der Ableitung hingt eng mit folgendem Begriff zusammen.
Definition 51. Es sei D C R. Eine Funktion f: D — R heifit konvex, wenn fir alle x,
y und z in D gilt

(z=y)f(@)+ (= —2)f(y) + (y —2)f(2) 2 0.
Sie heifit konkav, wenn immer die umgekehrte Ungleichung gilt.

Die obige Ungleichung ist im Fall x < y < z dquivalent zu jeder der beiden Unglei-
chungen

(y— 2)f(@) + (= = 2)f(y)
1) > P N OE —

und auch zu der Ungleichung

fly) < P ; (9)
welche sich auch in der Form
)~ F@) _ f6) - f@) _ fE) - f) )
Yy—x - zZ—T - zZ—
und
y—x Z—y

schreiben lassen.

Satz. Unter den Bedingungen von Folgerung 32 sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) f ist konvex.

(ii) f' ist monoton wachsend.
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(iii) Fiir alle a € I und alle = € T gilt
f@) = f(a) + f'(a)(z — a).

Beweis. Angenommen, es gilt Aussage (i). Wenden wir Ungleichung (11) auf a < = < b
und x < b < y an, so erhalten wir wegen der Transitivitét

J@) = 1@) _ f) = I )
r—a - y—>b

)

und fiir a, b € I folgt wegen der Differenzierbarkeit f’(a) < f'(b), also Aussage (ii). Wenden
wir hingegen die linke Ungleichung in (10) auf ¢ < y < z und die rechte auf x < y < a an
und bilden die Grenzwerte fiir y — a + 0 bzw. y — a — 0, so folgt
f(z) — f(a fla) — f(z
fiay TN OO g

zZ—a a—x

also Aussage (iii). Umgekehrt folgt aus den beiden letzten Ungleichungen wegen der Tran-
sitivitét die Ungleichung (11) fiir x < a < z, also Aussage (i).
Fiir ¢ < y < z gibt es nach dem Mittelwertsatz u € |z, y[ und v € Jy, z[, so dass

f(y)_f(m)_ /u f(z>_f(y): /@
T py, 2T p),
Ist also (ii) erfiillt, so folgt (i). O

Die Ungleichungen (8) und (9) besagen, dass der Graph von f unterhalb jeder Sehne
und oberhalb ihrer Verldngerung (Sekante) verlduft, wiihrend (iii) besagt, dass der Graph
oberhalb jeder Tangente verlduft. Durch Vorzeichenwechsel von f erhilt man die analogen

Aussagen fiir konkave Funktionen.

8.3 Hohere Ableitungen

Wir betrachten wieder Funktionen auf einer Teilmenge D eines Korpers K,
der R oder C sein kann.

Definition 52. Wir bezeichnen die Menge aller Funktionen D — K mit
F(D) und die Teilmenge der stetigen Funktionen mit C'(D). Ist jeder Punkt
von D ein Hdufungspunkt, so definieren wir die Menge F™(D) der n Mal
differenzierbaren Funktionen und die Menge C™(D) der n Mal stetig diffe-
renzierbaren Funktionen rekursiv:

F'(D)=F(D),  C%(D)=C(D),
F"Y (D) ={f:D — K| f ist differenzierbar, f' € F"(D)},
C"Y (D) ={f: D — K| f ist differenzierbar, ' € C™(D)}.

Wir definieren die nte Ableitung f™ einer Funktion f € F™(D) rekursiv
durch

fOr=r =
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Schliefslich nennen wir die Elemente von
C=(D) = () Cc™(D)
n=0

unendlich oft'® differenzierbare Funktionen.
Durch vollstédndige Induktion erhélt man aus Folgerung 29:

Folgerung 39. Fir alle n gilt
F"™tY(D) C C™(D) C F™(D).

Bemerkung. Durch vollstandige Induktion nach m beweist man auch die Cha-
rakterisierungen

cmm(D) = {f e C™(D) | f'™ € C"(D)},
F™™(D) = {f € F™(D) | "™ € F"(D)}

und fiir die Elemente dieser Mengen die Gleichung

f(m+n) - (f(M))(n)

(Ubungsaufgabe). Der Fall n = 1 zeigt, dass unsere Definition #quivalent zur
landléufigen Definition ist.

Beispiel. Durch vollstdndige Induktion beweist man, dass fiir s € R und
a > 0 die Funktionen

die hoheren Ableitungen

fO(x)=s(s—1)---(s —n+ Da*™, g™ (z) = (Ina)"a®

1

haben und unendlich oft differenzierbar sind. Wegen In’ x = x~! ist auch die

Logarithmusfunktion unendlich oft differenzierbar. <

Satz 75. Sind f und g in C"(D), so auch die Funktionen f+ g, f g und,
falls g auf D keine Nullstelle hat, g. Dies gilt analog fiir F™(D). Auferdem
15t

(49" = 447, (f9) =" (Z) Johg®.

k=0

5richtiger wire ,beliebig oft*
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Beweis. Wir fithren nur den Fall C™(D) vor. Der Induktionsanfang folgt aus
Satz 55. Angenommen, die erste Behauptung gilt fiir eine Zahl n, und wir
betrachten nun Funktionen f und g in C"™!(D), was nach Folgerung 39 in
C™(D) enthalten ist. Nach Satz 67 und Folgerung 30 gilt

N _fla—1dg

(f+9)=f+4d, (fo)=rfg+1d, (E =T
und die rechten Seiten sind nach Induktionsvoraussetzung in C"(D). Damit
folgt die Induktionsbehauptung laut Definition. Die Formeln beweist man
ebenfalls durch vollstdndige Induktion, wobei man bei der Produktregel wie
im Beweis der binomischen Formel vorgeht. O]

Satz 76. (i) Ist f € C*(D), g € C™(E) und ist der Wertebereich von f
in E enthalten, so ist go f € C"(D).

(i) Ist f € C™(D) ingektiv, n > 1, hat f" keine Nullstellen und ist die
Umbkehrfunktion h : E — K stetig, so ist h € C"(E).
Es gelten die analogen Aussagen fir F™ statt C™.

Beweis. (i) Der Induktionsanfang folgt aus Satz 56. Angenommen, f, g €
C™ (D). Nach Satz 68 ist

(gof) =(g'of)- [,

und nach Satz 75, Folgerung 39 und der Induktionsvoraussetzung ist die
rechte Seite in C™(D).

(ii) Der Induktionsanfang folgt aus Satz 69. Angenommen, f € C"*'(D).
Nach Satz 69 ist

, 1
= o
und nach Satz 76(i), Satz 75, Folgerung 39 und der Induktionsvoraussetzung
ist die rechte Seite in C™(D). O

Aus den uns bekannten unendlich oft differenzierbaren Funktionen kénnen
wir mit Hilfe der beiden vorangehenden Sitze weitere solche Funktionen er-
zeugen. Es gibt noch eine andere Quelle von unendlich oft differenzierbaren
Funktionen. Dazu zeigen wir zunéchst:

Satz 77. Die Ableitung einer Potenzreihe ist eine Potenzreihe mit dem selben
Konvergenzradius, die durch gliedweise Differentiation entsteht.
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Beweis. Ist
oo

f(z)= Z A 2™

m=0
mit dem Konvergenzradius r und ist |c¢| < r, so gilt nach Satz 52 fiir |z —c| +
le| < r

) =3 balz =0

wobel

Wegen f(c) = by folgt

f(Z) _ f(C) _ f:bn(z . C)n_l,

z—c
so dass .
f'e)=0b = Z Mapyc™ .
m=1
Nach Satz 46 hat auch diese Potenzreihe den Konvergenzradius r. O]

Durch wiederholte Anwendung erhalten wir:

Folgerung 40. Eine analytische Funktion ist unendlich oft differenzierbar.

8.4 Die Taylorsche Formel

Die Bedingung der Differenzierbarkeit einer Funktion f : D — K an der
Stelle a € D, namlich

f(@)=fla)+ filz)(x —a),  filz) = f'(a)  (z—a),

konnen wir so umdeuten, dass f durch die lineare Funktion

p(x) = f(a) + f(a)(z — a)
angendhert wird, d. h.
f(x) = plx) +r(x),
wobei das Restglied die Eigenschaft

r(z)

Tr—a

= filz) = fia) =0 (z —=a)
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hat. Die lineare Funktion p ist durch die Eigenschaften

eindeutig bestimmt.
Ist nun f € F"(D), so konnen wir eine ganzrationale Funktion

n

() =co+ca(r—a)+--+e (v —a)" = ch(x —a)*
k=0

vom Grad hochstens n finden, die an der Stelle a die selben Ableitungen wie
f bis zur Ordnung n hat. Wegen

n

P (z) = Z crk(k—1)- (k—m+1)(z—a)™, ™ (a) = mley,

k=m
miissen wir namlich
A

&=

setzen, damit p\ (a) = f®(a) fiir k von 0 bis n gilt. Man nennt

k)
() = e k,(a) z*
k=0 ’

das nte Taylor-Polynom von f. Wenn wir nun

f(@) = pnl2) + ra(2)

schreiben, wie grof} ist dann das Restglied r,,? Wir geben die Antwort nur
fir K = R.

Satz 78. Es sei I ein Intervall, f € C™(I) und f|; € F**Y(I). Dann gibt es
fiir jedes x € I ein z zwischen a und z, so dass

. f(n+1)(z) nt1
ro(z) = m(l’ —a)

(Restglied in der Form von Lagrange).

Beweis. Wir halten x > a fest und betrachten die Hilfsfunktion

n )
gy) =Y A

k!
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Dann gilt g(x) = f(z), g(a) = pp(z) und

n okt noofk)

k=0 k=1

(n+1)
=Ty

Ist h € C([a,x]) und h|j,, differenzierbar, so dass b’ keine Nullstellen hat,
so gibt es nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz ein z € |a, x[, so dass

o)~ gla) _ g(2)
h(x) —h(a) N(z)

und es folgt

rule) = gla) = gla) = 25 Lo @
Setzen wir h(y) = (z — y)"™!, so gilt A'(z) = —(n + 1)(z — 2)", und die
Behauptung folgt. Im Fall x < a betrachtet man das Selbe auf [z, a]. [

Das Taylorpolynom p; vom Grad hochstens 1 ist die eingangs erwéhnte
lineare Funktion p. Damals geniigte die Differenzierbarkeit von f an der Stel-
le @, um eine Aussage iiber das Restglied r = ry zu treffen. Satz 78 hingegen
verlangt im Fall n = 1 die zweimalige Differenzierbarkeit in einer Umgebung
von a und liefert dafiir genauere Informationen iiber das Restglied. Es gibt
aber eine Version des Satzes, die das frithere Ergebnis getreu verallgemeinert:

Satz 79. Ist f auf einem Intervall n — 1 Mal differenzierbar und ™=V an
der Stelle a differenzierbar, so gilt

Tn(@
(x —a)"

Man sagt deshalb, dass die Funktion f an der gegebenen Stelle in nter
Ordnung mit ihrem Taylorpolynom iibereinstimmt.

— 0 (x — a).

Beweis. Wir kénnen n > 2 annehmen. Dann erfiillt die Funktion r, wegen
Folgerung 29 die Anforderungen von Satz 78 fiir n—2 statt n, wobei rnk)( )=
0 fiir k < n, und wir erhalten ein z € I mit der Eigenschaft |z —al| < |x—al,
so dass

=, !
ro(x) = = i)')(x —a)" .
Es folgt
() ||| i)
(x —a)" r—a z—a |
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Wegen

(n—1) (n—1) . (n—1)
ra_(2) I (2) —rn "{a) — r™(a) =0 (z—=0)
z—a z—a

folgt die Behauptung. m

Man kann die Taylorsche Formel zum Einen zur Berechnung von Grenz-
werten benutzen, zum Anderen um festzustellen, ob an einem stationiren
Punkt ein lokales Extremum vorliegt:

Satz 80. Fiir eine natiirliche Zahl n > 1 sei die Funktion f auf einem
Intervall n — 1 Mal differenzierbar und ™Y an der Stelle a differenzierbar,
und es gelte

flla)=f"a)=...=f"a)=0,  f™(a) #0.
Dann hat f an der Stelle a
(1) kein lokales Extremum, falls n ungerade,
(ii) ein lokales Mazimum, falls n gerade und f™(a) < 0,
(iii) ein lokales Minimum, falls n gerade und f™(a) > 0.

Beweis. Die Taylorsche Formel vereinfacht sich zu

f"(a)

n!

f(@) = fla) +

(x —a)" +ra(2),

und es folgt

@)~ 1) = -y (£ Wla) i) )

n! (x —a)?
ue= W gibt es nach Satz 79 ein § > 0, so dass die Klammer auf der
rechten Seite fiir |z — a|] < § konstantes Vorzeichen hat. O

Beispiel. Ist f eine analytische Funktion, so ist p, die nte Partialsumme der
Potenzreihe mit Zentrum a:

n

f(z) :Zak(x—a)k, pu(z) = Zak(x—a)k.

k=0 k=0

Die ist z. B. auf die Funktionen exp, sin und cos anwendbar. <
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Die im vorigen Abschnitt berechneten Beispiele von héheren Ableitun-
gen versetzen uns in die Lage, weitere Taylor-Polnome und Restglieder zu
bestimmen:

Beispiel. Ist f(x) = In(1 4 z), so gilt

fO @)= (1) k-1 (1 +2)*
fiir £ > 1 und somit

pn(x):i(_ik_lx’“, rn(m):<_1) ( x )nﬂ

k=1

fiir ein z zwischen 0 und z. <
Beispiel. Ist s € Rund f(z) = (1 + 2)*, so gilt

f(k)(x) —s(s—1)---(s—k+1)(1+ x)s_k

und somit

pe =3 (D) n= (7 Yoo

k=0
fiir ein z zwischen 0 und z. <

Definition 53. Die Taylor-Reihe einer auf einem Intervall I unendlich oft
differenzierbaren Funktion f an der Stelle a € I ist die Potenzrethe

o L) (g
Z—f k'( )(x—a)k.

Was ist der Konvergenzradius dieser Reihe, welche Funktion stellt sie dar?
Im ersten Beispiel erhalten wir die schon bekannten Reihen aus Satz 47 und
dem Beweis von Satz 60 mit dem Konvergenzradius co. In den letzten beiden
Beispielen ist der Konvergenzradius nach Satz 17 und Aufgabe 41 gleich 1.
Es kommt auch vor, dass die Taylor-Reihe den Konvergenzradius 0 hat.

Die Taylor-Reihe von f konvergiert natiirlich genau dann gegen f, wenn
das Restglied gegen 0 konvergiert. Im Beispiel f(z) = In(1 4 z) haben wir

n+1
__ wenn = > 0
il )
()] < | [ e\ 0
1 1o , wenn r < U.

Fir —5 < x <1 folgt also

1
2

In(l+z) = i <_17?Ln_1$”
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(Logarithmusreihe), und fir x = 1 erhalten wir nebenbei den Wert der alter-
nierenden harmonischen Reihe:

> —1)1
St
n
n=1
Auch im Beispiel f(z) = (1 + z)*® folgt r,(x) — 0 (n — oo) und somit
(1+2x) = f: v
n=0 n

< x < 1. Was passiert im Rest des Konvergenz-

(Binomialreihe) nur fiir —

intervalls?

Satz 81. In der Situation von Satz 78 ¢ibt es ein w zwischen a und x, so

dass
F I w)

n!

"n(2) (z —a)(z —w)"

(Restglied in der Form von Cauchy).

Der Beweis ist identisch mit dem von Satz 78 aufler dass man diesmal die
Funktion h(y) = x—y wéhlt, also den gewohnlichen Mittelwertsatz anwendet.

Beispiel. Schreiben wir das Restglied fiir f(z) = In(1 + z) in der Form von
Cauchy, so erhalten wir

Tn(x) = (1 T w>n+11’(x - w) )
Fir —1 <z <0ist 2 <w <0, also w(x+1) < 0. Durch Addition von z —w
auf beiden Seiten erhalten wir z(1 +w) < x — w, also

T —w T —w
> x, < ||
14+ w 1+w‘
und schlie3lich
( )‘ _ |x‘n+1 |x|n+1
'\ )
142 1+

so dass auch hier gilt 7,(z) — 0 (n — o00). Die Logarithmusreihe konvergiert
also fiir —1 < 2 < 1 gegen In(1 + x). Ahnliches kann man auch fiir die
Binomialreihe zeigen. <«
Beispiel. Es scheint zundchst unmoglich, die hoheren Ableitungen der Funk-
tion

f(z) = arctanz
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direkt zu berechnen. Wir kénnen aber die in der Préasenzaufgabe 44 bestimm-
te erste Ableitung fiir |x| < 1 als geometrische Reihe schreiben:

f@) = 1 = Yo"

Die fiir || < 1 konvergente Potenzreihe

o) = Y gl

2n +

n=0

ist offensichtlich auf |—1,1[ eine Stammfunktion von f, das heifit, es gilt
f'=4¢". Wegen f(0) =0 = g(0) zeigt Folgerung 50, dass f = g ist, und dies
gilt auch an den Intervallgrenzen wegen der Einschlieung aus dem Beweis
des Leibniz-Kriteriums und der Stetigkeit der beteiligten Funktionen. Wir
erhalten dann

— (—=1)" ™
g = arctanl = —
n+1 4

[\

n=0
durch Einsetzen von x = 1. <«
Beispiel. Dieser Trick hilft auch bei der Funktion

f(z) = arcsinz
weiter. Fiir |x| < 1 gilt ndmlich

f(w) = ﬁ - (} ><—x2>” -y T

n=0

[N

wobel rekursiv
o= (=D!'=1, (n+2)!l=nll-(n+2)

definiert wird, und man findet

o

2n — !
arcsin:c:z(n )

)l 2n+1

x2n+1

n=0

ebenfalls fir [z| < 1. <«
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9 Integralrechnung

9.1 Das Riemannsche Integral

Verschiedenste geometrische und physikalische Probleme, etwa die Bestim-
mung der von einer Kurve umschlossenen Flache oder der Masse bei gegebe-
ner Dichteverteilung, lassen sich durch ein und den selben mathematischen
Begriff des Integrals einer Funktion modellieren. Grob gesprochen geht es
darum, den Inhalt der Fliache zwischen dem Graphen und der Abszissenach-
se zu bestimmen.

Definition 54. Unter einer Teilung eines beschrinkten abgeschlossenen In-
tervalls [a,b] verstehen wir eine Teilmenge T' = {xo,...,x,}, so dass

a=x0< 21 <...<x, =0

Fiir eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R nennen wir

n

S(fT) =) sup f-(xp—2p1),
k=1 [r—1,2k]

n

S(fT)=> inf f-(xx—z51)

pm1 (P10
die Riemannsche Ober- bzw. Untersumme von f beziiglich T.
Lemma 2. (i) Fir beliebige Teilungen Ty und Ty gilt
S(f,Ty) < S(f, Tz).

(ii) Fir Teilungen T C T" gilt
S(f,T)<S(£,T),  S(.T)<S(f,T.
Beweis. Ungleichung (i) im Fall T} = T, = T folgt aus der Tatsache
inf f< sup f.

[h—1,7k] [zr—1,7k]

(ii) folgt daraus, dass fir x5 < z < zy, gilt
inf fo(p—ap)= inf fo((zr—2)+ (2 —250))
[2k—1,2] [zr—1,2k]
< inf f-(z =)+ inf f- (2% —2),
[zp—1,2] [z,7]
und der analogen Ungleichung fiir obere Grenzen. Nun folgt der allgemeine

Fall von (i) mittels Transitivitidt aus dem bewiesenen Spezialfall fiir T =
Ty UTs und aus (ii). O
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Definition 55. Fir eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R heiflen die
Zahlen

f(z)dx =inf{S(f,T) | T ist Teilung von [a,b]},

f(x)de =inf{S(f,T) | T ist Teilung von [a,b]}

m|\cr m\|o~

das Riemannsche Ober- bzw. Unterintegral von f dber das Intervall [a,b].
Die Funktikon f heifst integrierbar'®, falls beide idibereinstimmen, und der
gemeinsame Wert, abgekiirzt

b

[ s,

heifit Integral von f iber [a,b].

Bemerkung. Nach Lemma 2 und Satz 24 existieren Ober- und Unterintegral,

und es gilt
b b
/f(a:)d:cg/f(a:)dx.

Bemerkung. Die Funktion f ist genau dann integrierbar, wenn es fiir jedes
e > 0 eine Teilung T gibt, so dass S(f,T) — S(f,T) < e.

Bemerkung. Wiirden wir in der Definition [x_1, zx] durch |x_1, 2x[ ersetzen,
so wiirden sich die Werte von Ober- und Unterintegral nicht dndern.

Beispiel. Die Riemannschen Summen der Funktion f(x) = 2% auf dem Inter-
vall [0, 1] beziiglich der dquidistanten Teilung
T,=4{0, %2 =11}

Y nd on?

sind

— - I - 11
S(LT) =Y ak—=—> K ST =) e o =—) (k-1)%
k=1

16im Riemannschen Sinne
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Man zeigt durch vollstdndige Induktion, dass
ikg B (n(n + 1))2
(=)
k=1

und es folgt
_ 1
lim S(f,T,) = lim S(f,T,) = ~
n—00 n—r00 4

1
1
3
dr = —.
/:B:B4 N
0

)1, wennz € Q,
J(x) = {O, wenn x ¢ Q.

Da jedes Intervall positiver Lange sowohl rationale als auch irrationale Zahlen
enthalt, ist

Somit ist f integrierbar, und

Beispiel. Es sei

sup f =1, inf f=0,

[tr—1,7k] [#r—1,2x]

so dass ,
b b
/f(x)dm:b—c% /f(x)dxzo.

Somit f ist nicht integrierbar. <
Wir geben nun zwei allgemeine Kriterien fiir die Integrierbarkeit an.

Satz 82. Jede stetige Funktion auf einem beschrdnkten abgeschlossenen In-
tervall ist integrierbar.

Beweis. Es sei € > 0 gegeben. Nach Satz 65 ist f gleichmafig stetig, es gibt
also ein § > 0, so dass fiir x und y aus [a,b] mit der Eigenschaft |z —y| < §
gilt |f(z) — f(y)| < e. Ist nun T eine Teilung mit einer Feinheit kleiner als d,
so gilt dies insbesondere fiir z und y aus dem selben Teilintervall [xy_q, 2],
so dass

sup f— inf f<e.

[—1,2k] [h—1,2x]

Multiplizieren wir dies mit xj — x,_; und summieren iiber k, so erhalten wir
S(f,T)=S(,T) < elan — ar1) = (b — a).
k=1
Da e > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O]
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Satz 83. Jede beschrdnkte monotone Funktion auf einem beschrinkten ab-
geschlossenen Intervall ist integrierbar.

Beweis. Ist f beispielsweise monoton wachsend, so gilt

inf f f(@g-1), sup f = f(zy).

[xk 1 xk [xk:—lyxk]

Multiplizieren wir dies mit xj — x,_; und summieren iiber k, so erhalten wir

n

S(f.T) = S(.T) =Y (Flaw) = flae)) (@ — zi),

k=1
wobei alle Terme positiv sind. Hat T' eine Feinheit kleiner als 4, so ist die
rechte Seite beschrankt durch

n

D (flan) = Flen)) 6 = 0(f(wa) = fw0)) = 5(F(b) = f(a)).

k=1
Da 6 > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. m

Unsere erste Rechenregel fiir Integrale ist die Additivitéit beziiglich des
Integrationsintervalls.

Satz 84. Fs sei a < b < c¢. Fine beschrinkte Funktion f : [a,c] — R ist
genau dann integrierbar, wenn die Funktionen f|q5 und f|pq integrierbar
sind, und in diesem Fall gilt

[ it dx—/f o+ [ fia)ds

Beweis. Ist T' eine Teilung von [a,b] und 77 = T U {b}, so erhalten wir
Teilungen 77 = T" N [a, b] und Ty, = T" N [a, b] von [a, b] bzw. [b, ¢]. Geht man
umgekehrt von Teilungen 77 von [a, b] und Ts von [b, c] aus, so ist 7" = T UT5
eine Teilung von [a, ¢]. In jedem Fall gilt

§<f7 Tl) + g(fa T2) = §(f7 T/)a ﬁ(fa Tl) + ﬁ(f: TQ) - ﬁ(fﬁ T,)

Bilden wir die unteren bzw. oberen Grenzen iiber alle Teilungen T}, 15 oder
auch iiber alle Teilungen 7', so folgt mit Lemma 2

= b

7f(:r)dx:7f(:v)dx+/f(x)dx, ]f(:z: / das+/f
a a b a

Sind f|fa5 und f|p,q integrierbar, so stimmen die rechten Seiten ubereln, also
auch die linken Seiten, das heifit, f ist integrierbar. Die Umkehrung wird klar,
wenn man die beiden Gleichungen voneinander abzuziehen und bemerkt, dass
die Differenz aus Oberintegral und Unterintegral nicht negativ ist. O]
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Folgerung 41. Stickweise stetige Funktionen (d. h. Funktionen mit end-
lich vielen Unstetigkeitsstellen, in denen aber einseitige Grenzwerte existie-
ren) und stickweise monotone beschrinkte Funktionen auf beschrinkten ab-
geschlossenen Intervallen sind integrierbar.

Bisher musste die obere Integrationsgrenze grofier als die untere sein.

Definition 56. Fir eine integrierbare Funktion f auf [a,b] setzen wir

/aaf(x)dxzo, /baf(x)dx:—/abf(x)dx.

Dies ist die einzige Moglichkeit, damit gilt:

Folgerung 42. Satz 8/ gilt ohne die Voraussetzung a < b < ¢, wenn [ auf
dem gréfsten vorkommenden Intervall integrierbar ist.

Unsere Definition des Integrals ist nicht auf komplex- oder vektorwertige
Funktionen anwendbar. Dem lésst sich abhelfen.

Definition 57. Eine Menge Z = {z1, za, ..., 2z, } heifit Menge von Stiitzstellen
fiir die Teilung T = {xg,x1,...,2,} des Intervalls [a,b], wenn

o< 21 S <L S 2y S T

Ist f eine Funktion auf dem Intervall [a,b] mit Werten in einem Vektorraum
V diber R, so nennen wir

ST, 2) = fz) (s — z41)

die Riemannsche Summe von f beziiglich T und Z.

Satz 85. Fir eine Funktion f : [a,b] — R und eine Zahl I € R gilt genau
dann f;f(x) dx = I, wenn es fir jedes € > 0 ein 0 > 0 gibt, so dass fiir jede
Teilung T von |a,b] mit einer Feinheit kleiner als 6 und fir jede Menge Z
von Stitzstellen fir T gilt

S(f,T,Z)—1| <e.

Beweis. Angenommen, fiir ein gegebenes € > 0 gibt es ein § > 0 mit der
besagten Eigenschaft, und es sei T" eine Teilung, deren Feinheit kleiner als o
ist. Fiir jedes k gibt es ein z € [z)_1, zx], so dass

5
b—a

flz) > sup f -

[Tr_1,2]
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Dann ist S(f,T,Z) > S(f,T) — & und somit S(f,T) < I + 2¢. Ahnlich zeigt
man, das S(f,7) > I — 2. Da wir ¢ > 0 beliebig wéahlen kénnen, folgt
fj f(z)dx =1.

Umgekehrt sei fab f(z)dx = I, und es sei ein € > 0 gegeben. Wir halten
eine Teilung 7" fest, so dass

S(f, T") < I+, S(f,T)>1—e¢,
und setzen n’ = |T"| — 1. Nun sei T eine beliebige Teilung und Z eine Menge
von Stiitzpunkten dafiir. Liegt ein Teilintervall [zj_1,2x] von T innerhalb
eines Teilintervalls [z]_, )] von 1", so gilt
inf f<f(z)< sup f.

[y ] [z _ )]

Dies ist fiir hochstens n’ Teilintervalle von T' nicht erfiillt, vorausgesetzt, die
Feinheit von T ist kleiner als eine Zahl

§ <min{a; —a;_, |1 <1 <n'}.
Fiir beliebige k£ und [ gilt immer noch
inf f—d< f(z)< sup f+d,
[z1_1:7] [, ,]]

wobei d = sup f —inf f. Multiplizieren wir dies mit den Langen der jeweiligen
Intervalle [xy_1, xx] N [z]_, 2], so erhalten wir nach Summation

S(f,T") —n'dd < S(f,T,Z) < S(f, T') +n'dé.
Ist auBlerdem 0 < =, so folgt |S(f,T,2) — 1| < 2e. O

n'd’
Definition 58. Eine Funktion f : [a,b] — C heifit integrierbar, wenn es
eine Zahl I € C gibt, die der Bedingung aus Satz 85 geniigt, und in diesem
Fall nennt man I das Integral von f iber das Intervall [a,b], abgekiirzt I =
fj f(z)dz.

Genauso kann man iibrigens das Integral einer Funktion mit Werten
in einem Vektorraum definieren, der beziiglich einer Norm vollstdndig ist.
Man beachte, dass sich dieses Integral nicht mehr als (vorzeichenbehafteter)
Fldcheninhalt deuten lasst. Satz 85 zeigt, dass beide Definitionen kompatibel
sind. AuBerdem erhalten wir mit Hilfe der Dreiecksungleichung

Folgerung 43. Eine Funktion f : [a,b] — C ist genau dann integrierbar,
wenn die Funktionen Re f und Im f integrierbar sind, und dann gilt

Re/abf(x)dx:/abRef(x)da:, Im/abf(x) dx:/ablmf(x)dx.

Damit iibertragen sich die Sétze 82 und 84 auf komplexwertige Funktio-
nen. Man konnte sie aber auch direkt beweisen.
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9.2 Eigenschaften des Integrals
Fiir das Integral gelten naheliegende Rechenregeln.

Satz 86. Sind die Funktionen f, g : [a,b] — C integrierbar und ist ¢ € C,
so sind auch f + g, ¢+ f und |f| integrierbar, und es gilt

/a (@) + 9(a))do = / ) do / gla)de,

/abcf(x)dx—c/abf(x)dx,
[ rwarl < [

Beweis. Offensichtlich gilt fiir jede Teilung T' von [a,b] und jede Menge Z
von Stiitzpunkten fiir T

S(f+9,T,2) =S(f,T,2)+ 5(9, T, Z)

(was fiir Ober- und Untersummen falsch gewesen wire). Mit der Dreiecksun-
gleichung folgt

S(f+g,T,Z)—/abf(w)dw—/abg(w)dx

< ‘S(f,T,Z)—/abf(a:)da: —l—‘S(g,T,Z)—/abg(a:)dx

Wegen der Integrierbarkeit von f und ¢ finden wir fiir jedes € > 0 ein § > 0,
so dass die rechte Seite kleiner als € ist, wenn die Feinheit von T kleiner als
0 ist. Somit folgt die Integrierbarkeit von f + g und die erste Formel. Analog
behandelt man cf.

Aus der Dreiecksungleichung folgt

[f (@) = [f )] < [f(x) = Fy)] < [Re f(z) = Re f(y)| + | Im f(z) — Im f(y)]

Bilden wir das Supremum iiber alle z, y € [a,b], so folgt wegen |r — s| =
max{r — s, s — r} fiir reelle Zahlen r und s

sup | f| —inf |f| < |supRe f — inf Re f| 4 |sup Im f — inf Im f].

Das Selbe gilt fiir die Einschrankung von f auf ein Teilintervall von 7T, so
dass

S(fLT)=S(f1.T) < (S(Re f,T)=S(Re f,T)) + (S(Re f, T) —S(Re f,T)).
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Ist also f integrierbar, so auch |f|. Fiir jedes ¢ > 0 finden wir eine Teilung 7T,
so dass

‘S(f,TZ)—/abf(I)dx <e, 'S(UI,T,Z)—/:If(fU)Idx <e,

und folglich

/a b f(z) dx

Die Anwendung der Dreiecksungleichung auf die Riemannschen Summen er-
gibt

b
—e<|S(f,T,72)], S(|f|,T,Z)</ |f(z)|dx + .

1S(f,T,2)| < S(fI.T, 2).
Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die behauptete Ungleichung. O]

Fiir reellwertige Funktionen hat das Integral auch Monotonieeigenschaf-
ten.

Satz 87. Ist f : [a,b] — R integrierbar und f(x) > 0 fir alle x € [a,b], so
qilt

/abf(ac)dxzo.

Ist f aufSerdem stetig und gibt es ein ¢ € |a,b], so dass f(c) > 0, so gilt hier
die strenge Ungleichung.

Beweis. Auf jedem Teilintervall einer Teilung T gilt

sup  f >0,

[Tr—1,7k]

so das S(f,T) > 0, und durch Bildung des Supremums folgt die erste Be-
hauptung. Ist auflerdem f(c) = ¢ > 0, so gibt es im Fall der Stetigkeit ein
6 > 0, so dass fiir # mit der Eigenschaft |z —c| < ¢ gilt f(z) > 5. Definieren
wir ¢ : [a,b] — R durch

5 fiir |z — ¢ <0,
g(x) =
0 andernfalls,

so ist f —g > 0, also nach dem Beweisenen ff f(x)dx > f; g(z)dr =¢e6. O

Der folgende Begriff kommt haufig in Anwendungen vor.
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Definition 59. Der Mittelwert einer integrierbaren Funktion f auf einem
beschrinkten abgeschlossenen Intervall |a, b] ist

b
bia/ f(z)dx

Satz 88 (verallgemeinerter Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sind f,
g : la,b] = R stetig und gilt g(x) > 0 fir alle x € [a,b], so gibt es ein

c € [a,bl], so dass
b b
[ 1@ = 1) [ g@ar

Fiir die Funktion g(x) = x erhilt man den gewohnlichen Mittelwertsatz,
der besagt, dass eine stetige Funktion ihren Mittelwert annimmt.

Beweis. Nach Satz 58 existieren m = min f und M = max f, und aus Satz 87

folgt, dass
/ x)dx </ f(z)g(z)dx < M/

Ist f;g(x) dr = 0, so ist nach Satz 87 g(z) = 0 fiir alle x € [a,b], und die
Behauptung gilt fiir jedes c. Andernfalls liegt

() da:/ /abg(a:) dz

im Intervall [m, M| und wird nach dem Zwischenwertsatz von f angenommen.
O

9.3 Unbestimmte Integrale

In gewissem Sinne ist die Integration die Umkehroperation der Differentiati-
on.

Satz 89. Es sei I ein Intervall positiver Léinge, f : I — R eine stetige
Funktion und a € I. Dann st die durch

:/:f(t)dt

definierte Funktion F : I — R differenzierbar, und F' = f.
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Beweis. Wir halten x € I fest. Ist h € R derart, dass x + h € I, so gilt nach
Satz 84

also

z+h
ﬂx+M—Fhﬂ:/‘ £(1) dt

Fla+h) = F@) —bf(e) = [ (70 = @)

Ist € > 0 gegeben, so gibt es wegen der Stetigkeit von f ein 0 > 0, so dass
fir [t — x| < 6 gilt [f(t) — f(x)| < e. Mit Satz 86, verallgemeinert auf den
Fall b < a, und Satz 87 erhalten wir fur |h| < 0

Flat ) - F@) - bl < | [ i - f(x)ldt‘ < Ihle.

also fiir 0 < |h| < ¢

‘F(m—kh})L—F(m) ) <
Da ¢ > 0 beliebig war, folgt
Fleth) = F@) v o). .

h

Nun wird die Definition 50 mit Leben erfiillt.

Folgerung 44. Jede stetige Funktion besitzt mindestens eine Stammfunkti-
on.

Satz 90 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Ist f : I — R
eine stetige Funktion und F eine Stammfunktion von f, so gilt fir Elemente
a und b des Intervalls I

b
/ f(x)dex = F(b) — F(a).

Beweis. Sind F' und G zwei Stammfunktionen, so ist wegen Folgerung 35
F(b)—F(a) = G(b) —G(a). Es geniigt also, den Satz fur eine einzige Stamm-
funktion zu beweisen. Fiir die Stammfunktion aus Satz 89 ist die Behauptung
aber offensichtlich. O

Beispiel. Wir betrachten die Funktion f(z) = z® die fiir s € N auf der
Menge R, fir s € Z \ N auf R\ {0} und andernfalls auf ]0, co[ definiert
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ist. Man priift leicht nach, dass fiir s # —1 die Funktion F(z) = f:ll eine

Stammfunktion von f ist, also gilt fiir [a, b] im Definitionsbereich

b 1 1
bstl — a5t
/IL’sd.QZ:—.
a s+1

Im Fall s = —1 ist Inz eine Stammfunktion auf ]0,c0[ und In(—z) eine
Stammfunktion auf |—co,0[. <

Bemerkung. Man bezeichnet eine beliebige Stammfunktion der Funktion f
mit dem Integralzeichen ohne Integrationsgrenzen und nennt dies das unbe-
stimmte Integral von f, also

/f(x) dx = F(x)+ C

mit einer Konstanten C. Ist F'(x) durch einen umfangreichen Term gegeben,
so vermeidet man das zweimalige Hinschreiben, indem man die Abkiirzungen

vereinbart. Steht hier statt F' ein Term F'(x), dann miisste man eigentlich

F(z) ‘zzz schreiben (besonders wenn weitere Variablen vorkommen).
Beispiel. Man findet oft die Angabe

d
?x:ln|$|+0 fiir « # 0,

aber eigentlich kann man auf den beiden Komponenten des Definitionsberei-
ches verschiedene Konstanten wéahlen. Haben a und b das selbe Vorzeichen,

so gilt
b
/ d_x = [ln]x”l;

T

Indem man die Liste der bekannten Ableitungen umkehrt, erhélt man aufler-
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dem

/emdx =e"+ (|,

/sinxd:p = —cosz + C,
/cosa:d:v =sinx + C,
dx
——— =arcsinz + C fir |z] < 1,
V1 — 22

dx
————— =arsinhz + C
/\/1+:p2 ’

dx
= arctanz + C,
1+ 22

d
/ ’ =tanz + C fiirx#g—i-kﬂﬁirallekEZ

cos? x
usw. (Genaugenommen gilt die letzte Formel wieder nur auf jedem Teilinter-

vall des Definitionsbereichs.) <

9.4 Integrationstechniken

Mit Hilfe des Hauptsatzes lassen sich auch Ketten- und Produktregel der
Differentiation in Aussagen iiber Stammfunktionen ummiinzen.

Satz 91 (Substitutionsregel). Es sei f auf einem Intervall I stetig und g :
[a,b] — I stetig differenzierbar. Dann gilt

g(b)
/ fo@)d@de= [ fy)dy

g(a)

Beweis. Es sei F' eine Stammfunktion von f. Nach der Kettenregel ist

(Fog)(x) = F'(g(x))g'(x) = flg(x))g'(x),

also nach dem Hauptsatz

/f dx_Fog\_FP(”’ / Fly O

Ist g(x) durch einen Term gegeben, so wird traditionell die Abbildung ¢
nicht erwéhnt, sondern man sagt, dass y in f(y) durch diesen Term ersetzt
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(substituiert) wird. In der Leibnizschen Schreibweise ist dann ¢'(z) = fl—g,

und man schreibt formal dy = ¢'(x)dx, was man fiir dy substituieren kann.
Auf diese Weise ergibt sich die Substitutionsregel von selbst, wenngleich das
kein Beweis ist.
Beispiel. Wir wollen ff c¢*dx berechnen, wobei ¢ > 0. Substituieren wir

dy

=uzlnec, — =Ing¢,
4 dx

so ist der Integrand ¢* = e¥. Die (konstante) Ableitung kommt zwar in un-
serem Integral nicht vor, aber fiir ¢ # 1 ist dz = ﬁdy, so dass

b blnc
1 y
/ cfdr = — eYdy = °

Inc Inc

bl
nc Cb—Ca

alnec alnc lnc

Natiirlich hatte man auch einfach bemerken kénnen, dass ﬁ eine Stamm-
funktion von ¢* ist. <

Beispiel. Mit der Methode der quadratischen Ergénzung findet man
2 —drx+3=(r—-2)>-1

Mit der Substitution
dy

1
dx

y=x— 27
erhalten wir

/b dx B /b—2 dy
o V2 —4x+3 a—2 Jyr—1

falls @ > 3 und b > 3. Ist hingegen a < 1 und b < 1, so ist die Substitution
y =2 — x zu verwenden. <
Beispiel. Ist f(y) = i, so wird die Substitutionsregel zu

b 9() g

g\r Y b
(1S 0 [ g
a g(ZL‘) g(a) Y

vorausgesetzt, g(x) # 0 fiir x € [a, b]. So ergibt sich beispielsweise

b b / cosb
d d
/tana:da::—/ M:—/ —y:1n|cosa|—1n]cosb|,
a a C y

cosx osa

b—2
= arcosh y‘aﬁ,

vorausgesetzt, die Tangensfunktion ist auf [a, b] stetig. <
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Satz 92 (partielle Integration). Sind f und g auf einem Intervall I stetig
differenzierbar, so qilt fir a, b € I

/ f(@)d () dz = f(@)g(a)|’ / F(@)g(x) da

Beweis. Nach dem Hauptsatz gilt

b

a’

/ (f9)(z) dz = f(z)g(x)

und nach der Produktregel ist der Integrand gleich f'(x)g(x)+ f(x)g'(x). O

Beispiel. Es sei s # —1 und a, b > 0. Dann ist
b

b LZ'S+1 b 1 b $S+1
/a 2’Inxdr = s+1ln$‘a_m ’ ridr = m((s—{—l)lnx—l)

Ist s > 0, so gilt das durch Grenziibergang auch fiir a = 0. Im verbleibenden
Fall s = —1 benotigt man keine partielle Integration, denn 3 (ln r)? ist dann
eine Stammfunktion. <

Beispiel. Man kann die partielle Integration natiirlich auch zur Bestimmung
von Stammfunktionen benutzen, z. B.

/xe“dx = ze® — /e’”daj = (z—1)e"
b
/x2emdx = 2%e" — / 20e’dr = (2° — 2(z — 1))e”
usw. Mit der selben Methode, den Exponenten durch partielle Integration zu

verringern, berechnet man auch [ 2"sinxzdz und [ 2" coszdr. <
Beispiel. Manchmal hilft es weiter, den Faktor 1 als Ableitung aufzufassen:

/mdx—x\/li /2\/@

1— 22
=av1—a2— / dx—i—/
V1—a22
=z 1—x2—/\/1—x2d:v+arcsin:v+0.

a

Wir scheinen uns im Kreis gedreht zu haben, weil rechts wieder das gesuchte
unbestimmte Integral auftaucht. Bringen wir es aber auf die linke Seite und
teilen durch 2, so erhalten wir die Antwort. Fiir a, b € |—1, 1] gilt also

b
1
/ V1—a2dr = 5[1}\/1 — 2 —|—arcsinx]z,
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und durch Grenziibergang gilt dies sogar fiir a, b € [—1,1]. Eine andere
Methode besteht in der Substitution x = sin (. Setzen wir b = 1, so erhalten
wir

1
avV'1l—a?+ 2/ V1 — 22dx = arcsin 1 — arcsin a = arccos a.
a

Man kann arccosa also als Fliache des Kreissektors interpretieren, dessen
Ecken die Punkte des Einheitskreises mit Abszisse a sind.

~ 7

y y

Analog findet man

b
1
/ Va2 4+ lde = §[x\/x2+ 1 —i—arsinhx}z

sowie fiir a, b € [1, 00]

/bm&p = %[x\/m- arcoshx]z.
Die Spezialfille
Q/Ob \/mdy — Vb2 + 1 = arsinh b,
ava?—1— Q/Q\/mdx = arcosha
1

zeigen, dass man arsinh b und arcosh a als Fliache des Hyperbelsektors inter-
pretieren kann, der von dem Bogen der Hyperbel 22 — 32> = 1 begrenzt wird,
dessen Endpunkte die Abszisse a und die Ordinate 4+b haben. Daher riihrt
die Bezeichnung Areafunktionen'” fiir die Umkehrungen der Hyperbelfunktio-
nen'® aus Aufgabe 57. <

17
18

area sinus hyperbolici, area cosinus hyperbolici etc.
sinus hyperbolicus, cosinus hyperbolicus etc.
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9.4.1 Integration rationaler Funktionen

Eine Funktion heifit rational, wenn sie durch einen Term gegeben ist, in
dem nur die vier Grundrechenoperationen vorkommen. Jede solche Funkti-
on kann als Quotient zweier ganzrationaler Funktionen geschrieben werden.
Um zu zeigen, dass diese Funktionen elementare Stammfunktionen besitzen,
bendtigt man den

Satz 93 (Hauptsatz der Algebra). Jede ganzrationale Funktion einer Varia-
blen mit komplexen Koeffizienten hat eine komplexe Nullstelle.

Obwohl die Formulierung algebraisch erscheint, geht doch die analytische
Eigenschaft der Vollstdndigkeit des Korpers der komplexen Zahlen ein. Der
Beweis ist darum Gegenstand der Analysis. Wir werden ihn hier nicht fiihren,
da im Rahmen der (komplexen) Funktionentheorie ein kurzer und eleganter
Beweis gegeben werden kann.

Wir merken an, dass eine Zahl ¢ genau dann Nullstelle der ganzrationalen
Funktion f ist, wenn f(z) im Ring der Polynome durch z — ¢ teilbar ist. Ist
f(2) mehrmals durch z — ¢ teilbar, so nennt man ¢ eine mehrfache Nullstelle.

Satz 94. Jede rationale Funktion R wvon einer Variablen z mit komplexen
Koeffizienten kann auf eindeutige Weise als Summe einer ganzrationalen

Funktion und von Funktionen der Form — < (genannt die Partialbriiche

(z—c)k
von R) mit ¢, C € C und k € N\ {0} geschrieben werden.

Beweis. Es sei R = £ mit ganzrationalen Funktionen f und g. Nach dem

Hauptsatz der Algebra hat ¢ eine Nullstelle c. Es gibt eine natiirliche Zahl
k > 1 und eine ganzrationale Funktion h, so dass g(z) = (z — ¢)*h(z) und
h(c) # 0. Fiir jedes C' € C gilt

) O () Ch()

9(z) (2= = (z=c)h(z)
Wegen h(c) # 0 kénnen wir C' so wéhlen, dass f(c¢) — Ch(c) = 0, und dann

1st

f(2) = Ch(z) = (z = ) i(2)
mit einer ganzrationalen Funktion f;. Der Grad von g¢;(z) = (2 — ¢)* 'h(2)
ist kleiner als der von ¢, und

fz) ¢ f()
02 G=oF gz

Nun folgt die Existenz der behaupteten Darstellung durch Induktion nach
dem Grad von g.
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Die Eindeutigkeit beweisen wir ebenfalls durch vollstandige Induktion.
Der Koeffizient C' beim héchsten vorkommenden Exponenten k£ ist eindeutig
bestimmt als

C =lim(z — c)kf(z)

zZ—C g(z)
und die Zahl k als die kleinste natiirliche Zahl, fiir die dieser Grenzwert exis-
tiert. Laut Induktionsvoraussetzung ist die Partialbruchzerlegung von h(z)

91(2)
eindeutig bestimmt. 0

Beispiel. Um die Partialbruchzerlegung der rationalen Funktion
2t + 323 —6r+5
x3 —3x +2

zu finden, bestimmen wir zunéchst die Nullstellen des Nenners:

2 —3r+2=(z—1)>%*z+2)

Nun wenden die Methode aus dem Beweis auf ¢ = 1 und k£ = 2 an:
' +32° —6x+5 1 23+ 4x% 4+ 4o — 3
G112 @1 @-Det2
Auf den Rest kénnen wir sie noch einmal anwenden:
23 4+ 4% 4+ 4o — 3 2 22+ 5+ 7

(x—1)(z+2) Tao1 x+2
Eine nochmalige Anwendung (oder einfach Polynomdivision) ergibt

2?2 +5x+7 B
x4+ 2 )

Nun braucht man nur noch einzusetzen.

Anstatt die Methode aus dem Beweis zu benutzen, setzt man oft eine Par-
tialbruchzerlegung mit unbestimmten Koeffizienten an und bestimmt letztere
durch Beseitigung der Nenner und Koeffizientenvergleich. <

Hat man die Partialbruchzerlegung bestimmt, so kann man jeden Parti-
albruch einzeln integrieren. Der einzige schwierige Fall ist ¢ ¢ R, k = 1. Uns
interessieren hier nur rationale Funktionen mit reellen Koeffizienten. Aus
R(z) = R(Z) folgt dann wegen der Eindeutigkeit, dass mit jedem Partial-
bruch % auch z%a auftritt. Mit der Bezeichnung ¢ = a + 1, C' = A +1B
erhalten wir

+ x4+ 3.

C N C _QA(x—a)—Bb
r—c x—¢  (r—a)2+b’

und es folgt

/( ¢ + ¢ )dx:Aln((:U—a)2+b2)—2Barctanxga.

Tr —cC r —cC
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9.4.2 Zuriickfiihrung auf Integrale rationaler Funktionen

Integrale von Verkettungen rationaler Funktionen R mit einigen weiteren
Funktionen lassen sich durch geschickte Substitutionen auf Integrale ratio-
naler Funktionen zuriickfithren. Dabei kann R eine Funktion von mehrerer
Variablen sein, aber die Verkettung darf nur von einer Variablen abhé&ngen.
Wir schreiben nur die Version fiir unbestimmte Integrale auf, wobei dann
die Substitution durch eine umkehrbare Funktion gegeben sein muss, da ja
am Ende die Stammfunktion durch die urspriingliche Variabel ausgedriickt
werden muss.

(i) Bei Integralen der Form
/R($, Var + b) dx

fiihrt die Substitution

" —b
t = Vax + b, x = , de = 2=t
a

a

auf das Integral einer rationalen Funktion

E/R<t _b,t) "1t
a a

(ii) Bei Integralen der Form
/ R(e") dx
- dt

1
t=e"", r=—Int, de = —
a at

fiithrt die Substitution

auf das Integral einer rationalen Funktion

LA,

a t

(iii) Bei Integralen der Form
/R(cos x,sinx) dx

gibt es zwei einfache Spezialfille. Gilt R(—u,v) = —R(u,v), dann gibt
es eine rationale Funktion R;, so dass

R(U, 1)) = Rl (UQ, U)u7
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Gilt hingegen R(u,—v) = —R(u,v), dann gibt es eine rationale Funk-
tion Ry, so dass
R(u,v) = Ry(u,v*)v.

Man substituiert
t=sinx, dt=cosxdx bzw t=cosz, dt=sinxdx

und erhélt
/Rl(l —t2t)ydt  bzw. /Rg(t,l — %) dt.

Im allgemeinen Fall hilft die Substitution

dx
t = tan —, dt = N
2 2 cos 5
Wegen
2z in2 T
1+t2—COS 2—|—sm 7 1
o 2z o 2z
cos® 3 cos? 3
2z _ gipn?z
1_t2_COS 5 —sI° 3 cosw
o 2z o 2T
cos?® 3 cos? 3
. . .
2t:2stcos2 _ sin x
2z 2z
Cos® 3 cos” 3
ist namlich
, 2t 11—t 2dt
SN = —, COST = —, r=-—015,
1+ 1+1¢ 1+1¢

und wir erhalten das Integral einer rationalen Funktion

/ R 2t 1—t*\ 2dt

14+2"1+¢2) 1+t
Natiirlich muss die Substitutionsfunktion auf ein Intervall eingeschrénkt
werden, auf dem sie monoton und somit umkehrbar ist.

(iv) Bei Integralen der Form

/R(;E,\/(L:EQ +2bx+c) dx
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bildet man im Radikanden zunéchst die quadratische Ergdnzung:

(ax + b)* + ac — b?

az® +2bx +c = = A(£* £ 1),
a
wobei
4| b? _ar+b
a 7 V]ac — b2|.

und durch die offensichtliche Substitution erhalten wir ein Integral in
einer der Formen

/Rg(t,\/t2+1)dt, /Rg(t,\/tQ—l)dt, /R3(t,\/1—t2)dt

Die weitere Substitution
t = sinh u, t = coshu bzw. t = cosu

fithrt dann auf ein schon unter (ii) bzw. (iii) behandeltes Integral.

9.5 Uneigentliche Integrale

Das Riemannsche Integral ist nur fiir beschréankte Funktionen auf beschriank-
ten Intervallen definiert, da sonst die Ober- oder Untersummen nicht existie-
ren.

Definition 60. Es sei —0o < a < b < oo und f : ]a,b[ - C, wobei f{[aﬁ]
fiir jedes beschrinkte abgeschlossene Teilintervall (o, B] integrierbar ist. Man

nennt 5
(93}1 }313})/06 f(z)dx

das uneigentliche Integral von f ber |a,b[, falls die (einseitigen) Grenzwerte

existieren, und bezeichnet es mit f;f(m) dx. (In diesem Fall sagt man, dass
das uneigentliche Integral konvergent ist.)

Ist f zu einer integrierbaren Funktion auf [a,b] fortsetzbar (wofiir [a, ]
und f beschrinkt sein miissen), so ist das (eigentliche) Integral in Folge von
Satz 86 gleich dem uneigentlichen Integral, weshalb man fiir beide die selbe
Schreibweise verwenden darf. Wegen Satz 17 und 84 ist fiir jedes ¢ € |a, b]

/abf( dr = lim f dx+hm/f
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Man nennt die Integrationsgrenze a kritisch, wenn sich f nicht zu einer inte-
grierbaren Funktion auf [a, ¢] fortsetzt, und analog fiir b.
Beispiel. Fiir s € R ist

< dx , P dx , L5 fiiy s £ 1,
— = lim — = lim s—1
1

x5 Booo J1 X% oo | Inf fiir s = —1.

Das uneigentliche Integral konvergiert genau dann, wenn s > 1, und zwar
gegen —. Weiter gilt

Lz L dz {1;1185 fiir s # —1,

— = lim — = lim

o 5 a0 ), % a=0 | —-Ina firs=—1.

Dieses uneigentliche Integral konvergiert genau dann, wenn s < 1, und zwar

1
gegen 15" <

Definition 61. Das uneigentliche Integral fab f(x) dx heifst absolut konver-
gent, wenn das Integral f; |f(x)| dx konvergent ist.

Satz 95. (i) FEin absolut konvergentes Integral ist konvergent.

(i) Sind f, g :]a,b[ = R und gilt 0 < f(x) < g(x) fir alle x € |a,b], so
folgt aus der Konvergenz von fabg(x) dx die von fabf(a:) dx.

Beweis. (i) Es sei z. B. nur b kritisch. Wir betrachten

B8 B
F(8) = / f)de,  H(B)= / (@) d.

Wenn }J}Hi H(p) existiert, so gibt es nach dem Cauchykriterium (Satz 64) fiir
—

jedes € > 0 ein xy < b, so dass fiir alle 5, v € |xg,b] gilt |H(y) — H(B)| < e.
Nach den Sétzen 84 und 86 ist

|F(y) = F(B)| < |H(v) — H(B),
also existiert dann auch gg}) F(B).

(ii) Es sei z. B. nur b kritisch fiir f oder g. Mit der Bezeichnung G(5) =
ff g(z) dx gilt nach Satz 87

0< F(B) < G(P),

und aus der Beschrinktheit von G folgt die von F'. Ebenfalls nach Satz 87 ist
F monoton wachsend, und die Konvergenz folgt mit dem Monotoniekriterium
(Satz 63). m
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Beispiel. Durch partielle Integration erhalten wir

Bging cosx |P B cosx
de = — — 5 dz.
1 X xr 1 1 xr

Das verbleibende Integral ist fiir § — oo konvergent durch Vergleich mit
i >4z Also ist das uneigentliche Integral

1 =z
*“sinx Lsinx *sinx
dr = dr + dx
0 T o T 1 z

konvergent. Fiir jedes k € N gilt aber

km
\/(k—l)w

sin &

1 2
dr > - / (k —1)7" |sinz| do = o

T
nw 2 1
de > — -
/ x_wzk’
0 k=1

und folglich ist das uneigentliche Integral nicht absolut konvergent. <

T

also
sinx

Xz

Satz 96 (Integralkriterium fiir Reihen). Es sei f : [1,00] — R monoton

fallend und nichtnegativ. Die Reihe » f(n) konvergiert genau dann, wenn
n=1

das Integral floo f(x) dx konvergiert.

Beweis. Nach Satz 83 ist f auf jedem beschrénkten Teilintervall integrierbar.
Fir z € [k, k+ 1] gilt f(k) > f(z) > f(k+ 1), also nach Satz 87

k+1
0= [ ez ),
S0z [ sz g,

und die Behauptung folgt aus den Monotoniekriterien (Sétze 28 und 63). [

Natiirlich gilt der Satz auch, wenn nur die Einschrénkung von f auf ein
Teilintervall [z, oo[ nichtnegativ und monoton fallend ist.

Beispiel. Mit der Substitution y = Inz, dy = d;x erhalten wir

/°° dx _/Oody
o z(lnx)* m2 Y
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was nach dem obigen Beispiel genau fiir s > 1 konvergent ist. Wir kénnen

den Satz mit f(x) = m anwenden, denn
N Stinz
fiz) = 22(In z)s+

ist negativ fiir geniigend grofle x. Also ist auch

genau dann konvergent, wenn s > 1. <«
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