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1. Berechnen Sie fiir beliebige reelle Zahlen b > 1 und s die Riemannschen
Ober- und Untersummen der Funktion f(z) = x° auf dem Intervall [1, 0]
beziiglich der Teilungen [1, ¢, ¢, ..., q"], wobei n € N und ¢ = ¥/b. Bestim-
men sie das Integral durch Grenziibergang n — oo.

Hinweis: Betrachten Sie den Fall s = —1 getrennt.

2. Die Funktion f: [0,1] — R sei gegeben durch

l — B . .
f() = {q, falls x ; fiir teilerfremde p, ¢ € N,

0, falls  irrational.

Zeigen Sie, dass f integrierbar ist und dass

/Olf(:v)dx:().

Hinweis: Zeigen Sie, dass es fiir jedes € > 0 nur endlich viele z mit f(z) > ¢
gibt.

3. Zeigen Sie, dass die durch

fx) =

cos L, wenn z €]0,1],
0, wenn z = 0,

definierte Funktion f auf dem Intervall [0, 1] integrierbar ist.

4. Es seien a, b, c reelle Zahlen und f eine integrierbare Funktion auf dem
Intervall mit den Grenzen min{a, b, ¢} und max{a, b, c}. Zeigen Sie, dass

[ = [ st [ sa

wenn das Integral wie in Definition 7.3 auf eine beliebige Anordnung der
Integrationsgrenzen verallgemeinert wird. Zeigen Sie auch, dass diese Defi-
nition die Einzige ist, die die Giiltigkeit der obigen Formel garantiert.



5.* Beweisen Sei das Cauchy-Kriterium der Integrierbarkeit:

Eine beschrinkte Funktion auf einem beschrankten abgeschlossenen Inter-
vall [a, b] ist genau dann integrierbar, wenn es fiir jede positive Zahl ¢ eine
positive Zahl § gibt, so dass fiir alle Teilungen 7" und 7" von [a, b] mit einer
Feinheit kleiner als § und fiir alle Mengen Z und Z’ von Stiitzstellen fiir T
bzw. T gilt

\S(f,T,2)—S(f, T',Z")] < e.



