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1 Grundlagen

Die moderne Mathematik griindet sich auf der Mengenlehre und diese wie-
derum auf der Logik. Darum miissen wir uns zunéchst mit diesen Grundlagen
bekannt machen.

1.1 Awussagen

Es werden nur Aussagen betrachtet, die einen der beiden Wahrheitswerte
,2wahr“ oder ,falsch“, abgekiirzt w oder f, haben. Aus gegebenen Aussagen
kann man durch Verkniipfung neue Aussagen bilden. So ist die Negation
(auch Verneinung genannt) einer Aussage A, abgekiirzt —A, gegeben durch
die Wahrheitstafel

Al A
w f
f A%

Die Verneinung der Aussage
,Du hast immer Zeit fiir mich“
ist die Aussage
,Du hast nicht immer Zeit fiir mich*.

Verkniipfungen von zwei Aussagen A und B sind z. B. die Konjunktion
A A B (auch Und-Verkniipfung genannt) sowie die Disjunktion AV B (auch
Oder-Verkniipfung genannt), gegeben durch die Wahrheitstafeln

A|B|AANB A|B|AVEB
w | W w w | W w
w | f f w | f w
f|w f f|w A4
f|f f f|f f

Beispiele sind die Aussagen

,Der Beschuldigte hatte ein Motiv und die Gelegenheit fiir die

Tat.”
,Dieser Neureiche hat eine Erbschaft gemacht oder im Lotto ge-

wonnen.
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Man beachte, dass in der Logik das Wort ,oder* im einschliefenden Sinne

gebraucht wird.
Die Implikation (auch Subjunktion genannt) ist die Aussage A = B
(gelesen ,wenn A, dann B“), die gegeben ist durch

A|B|A=1B
w| W w
w | f f
f|w W
f|f W

Sie driickt keine Ursache-Wirkung-Beziehung aus, z. B.:
, Wenn du diese Aufgabe l6sen kannst, dann bist du ein Genie.*

Manchmal wird der Bedingungssatz auch durch das Wort ,falls“ oder gar
nicht eingeleitet und der Hauptsatz durch das Wort ,,so*:

,Kriaht der Hahn auf dem Mist, so d&ndert sich das Wetter, oder
es bleibt wie es ist.*

SchlieBlich haben wir noch die Aquivalenz A < B (gelesen ,,genau dann A,
wenn B*“) und die Antivalenz A=< B (gelesen ,entweder A oder B*) mit den
Wabhrheitstafeln

Al B| A& B A| B || A=<B
w | w w w| W f
w | f f w | f W
flw f f|w W
f|f w f|f f

Im téglichen Leben werden diese oft durch die Worte ,,wenn* bzw. ,,oder*
ausgedriickt, z. B.

,Wenn du mir dein Fahrrad leihst, kannst du mit meinem Ball
spielen.*
,Du gibst mir jetzt den Ball zuriick oder ich sag’ es Mutti.“

Ein logisches Gesetz ist eine Verkniipfung von Variablen, die bei jeder
Belegung der Variablen mit Aussagen zu einer wahren Aussage wird, z. B.

A= AV B, ANB = B.
Viele logische Gesetze haben die Struktur einer Aquivalenz, z. B.

—A & A, (A= B) & (-B = -A),
(AeB)e (A= B)AN(B=A)).



(Die Aussage =B = —A nennt man iibrigens die Kontraposition der Impli-
kation A = B). Weitere Beispicle sind die Kommutativgesetze

ANB < BAA, AV B < BV A,
die Assoziativgesetze
(AANAB)ANC < AN(BAC), (AVB)VC < AV (BVC(C),
die Distributivgesetze
AV(BANC)& (AVB)AN(AVC), AANBVC)e (AANB)V(AANC)
sowie die de Morganschen Gesetze
-(AANB) < AV B, -(AV B) & —~AAN-B.

Um ein logisches Gesetz zu beweisen, miissen wir nachpriifen, dass es fiir
alle moglichen Wahrheitswerte der vorkommenden Variablen wahr ist. Dabei
sind die Wahrheitswerte von verschachtelten Verkniipfungen schrittweise zu
bestimmen, z. B.

A|B|A=B|B=A|(A=B)AN(B=A)
w| W w w w
w | f f w f
f|w W f f
f|f W W W

Durch Vergleich mit der Wahrheitstafel fir die Aquivalenz A < B finden
wir, dass diese zu der Aussage

(A= B)N(B=A)

dquivalent ist.

1.2 Mengen und Pradikate

Eine Menge ist, naiv gesprochen, eine Zusammenfassungen von Objekten.
Manchmal kann man ihre Elemente aufzihlen, wobei man sie in geschweifte
Klammern einschlieft und die Reihenfolge gleichgiiltig ist, also

{Sonne, Erde, Mond} = {Erde, Mond, Sonne}.

Wenn ein Objekt zu einer Menge gehort, nennt man es ein Element dieser
Menge. Statt dessen sagt man manchmal auch, dass die Menge das Objekt
enthélt. Auch eine Menge ist ein Objekt, und man kann Mengen von Mengen
bilden, wie zum Beispiel die Menge aller Ehepaare und eingetragenen Part-
nerschaften. In der Mathematik werden Objekte h&ufig durch Buchstaben
abgekiirzt, beispielsweise
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e das Verhiltnis des Umfangs eines Kreises zum Durchmesser durch den
griechischen Buchstaben m,

e die Menge der natiirlichen Zahlen und die der reellen Zahlen mit den
fettgedruckten Buchstaben N bzw. R,

e die leere Menge, also die Menge, die kein Element hat, mit &.

Aus der handschriftlichen Imitation N, R solcher Buchstaben ist dann ein
neuer Schrifttyp hervorgegangen, der sich fiir Zahlbereiche durchgesetzt hat.

In mathematischen Uberlegungen kommen oft unbekannte Objekte (kurz
,Unbekannte®“) vor, die man mit kursiven Buchstaben abkiirzt, am liebsten
mit x, aber auch mit den Anfangsbuchstaben ihrer Bezeichnungen. Bezeich-
net man beispielsweise mit r das Verhéltnis (lateinisch ratio) der ldngeren
Seite eines Papierbogens zu seiner kiirzeren Seite, so fithrt die Anforderung
an DIN-Formate der Reihe A, dass ein halbiertes Blatt wieder das selbe Sei-
tenverhéltnis haben soll, auf die Gleichung

rer=2.

Bezeichnet man mit x und y die Kantenléingen des Formats A0 in Metern,
so gibt es auflerdem die Anforderung

x-y=1.

Traditionell wird das Multiplikationszeichen (aufler zwischen zwei Zahlen)
meist weggelassen, man schreibt beispielsweise xy = 1, weshalb mehrbuch-
stabige Abkiirzungen in der Mathematik vermieden oder mit anderen Schrift-
typen geschrieben werden.

Die Gleichung 17 - 91 = 13 - 119 ist eine wahre Aussage, die Gleichung
0° = 0 ist eine falsche Aussage, aber die beiden obigen Gleichungen sind
gar keine Aussagen, weil sich erst beim Einsetzen von Zahlen an Stelle der
Unbekannten entscheidet, ob sie wahr oder falsch sind. Statt dessen spricht
man von Aussageformen oder Prddikaten. Aussagen und Pridikate miissen
nicht die Form von Gleichungen haben, sondern kénnen in Sétzen formuliert
werden, etwa ,das Verhéltnis von Kreisumfang zu Durchmesser ist ein Ele-
ment der Menge der reellen Zahlen“. Letzteres liasst sich auch in Formeln
ausdriicken, nadmlich

m € R.

Préadikate mit genau einer Unbekannten x werden oft Eigenschaften von x
genannt. So sollten die Seitenléngen eines Papierbogens positiv sein, also die
Eigenschaften

x>0, y>0



haben, und dann folgt auch
r > 0.

Pradikate mit zwei Unbekannten werden oft Relationen genannt. So konnen
wir beispielsweise vereinbaren, dass x die groflere der beiden Seitenléngen
bezeichnen soll:

T >y.
Relationen werden in mathematischen Formeln gern durch Sonderzeichen

wie < oder € zwischen den beiden Variablen ausgedriickt. Die Negation der
Aussage wird hiufig durch senkrechtes! Durchstreichen ausgedriickt, also

T ¢ N, 7w # 3,14159
Aussagen wie ,,die Elementarladung ist winzig“ oder
T~ 3,14159

héngen vom Ermessen ab und werden in der Mathematik nicht betrachtet.

Zu jeder Eigenschaft gehort eine Menge, ndmlich die Menge derjenigen
Objekte, auf die diese Eigenschaft zutrifft. Ist die Eigenschaft durch eine Glei-
chung oder Ungleichung gegeben, so bezeichnet man die zugehdrige Menge
als Losungsmenge dieser Gleichung. Oft lassen sich die Objekte mit einer
vorgegebenen Eigenschaft nicht mehr aufzdhlen, und man schreibt in die
Mengenklammer nur eine Unbekannte, gefolgt von einem senkrechten Strich
und dem Pridikat, z. B.?

{n | n ist eine Primzahl}

Umgekehrt gehort zu jeder Menge eine Eigenschaft, namlich die, ein Element
dieser Menge zu sein. Die Préadikate

,n ist eine natiirliche Zahl“
und
neN

sind also gleichbedeutend.

Will man aussagen, dass ein Pradikat zu einer wahren Aussage wird, egal
welches Objekt man fiir die Unbekannte einsetzt, dann stellt man die Worte?
Hfir alle x gilt* voran, abgekiirzt

YV

Will man hingegen aussagen, dass ein Préadikat fiir wenigstens ein Objekt zu
einer wahren Aussage wird, dann stellt man die Worte * | es existiert ein x,

lin englischsprachigen Léndern schriges

2gelesen: Menge aller n mit der Eigenschaft ,,n ist eine Primzahl®
3Man sagt auch ,fiir beliebige x gilt“ oder ,,fiir jedes x gilt“.
4Man sagt auch ,.es gibt ein x, so dass®.



so dass® voran, abgekiirzt
dx

Das darauf folgende Préadikat wird meist in Klammern gesetzt. Die Zeichen
YV und 3 nennt man Quantoren. Banale Beispiele sind

Vo (r=ux), AMVzx (x ¢ M).

Eine Definition Definition legt einen neuen Begriff (eine Menge oder ein
Prédikat) fest. In der Mathematik muss dies allein durch bereits bekannte
Begriffe erfolgen.

Definition 1.1. Es seien M und N Mengen.?

(i) Wir sagen, dass M eine Teilmenge von N ist, abgekiirzt® M C N,
wenn” fiir alle Objekte x gilt

reEM=xecN.

(i) Wir sagen, dass M eine echte Teilmenge von N ist, abgekiirzt® M C N,
wenn” M C N und M # N ist.

(iii) Die Schnittmenge® von M und N ist'!
MNN={x|xe MANxeN}.

(iv) Die Vereinigungsmenge'? von M und N ist'
MUN={x|xe MVzxeN}.

(v) Die Differenzmenge von M und N ist'4
M\N={x|zeMANx¢N}.

(vi) Wir sagen, dass die Mengen M und N disjunkt sind, wenn MNN = &
15t.

Zur Veranschaulichung von Mengenrelationen wie (i), (ii), (vi) und von
Mengenoperationen wie (iii)—(iv) dienen Venn-Diagramme.

SDamit erspart man sich, jedem der folgenden Pridikate die Worte ,,Fiir alle Mengen
M und N gilt...“ voranzustellen.

bgelesen ,, M (ist) enthalten in N*

Tgemeint ist eigentlich ,genau dann, wenn®.

8gelesen ,, M (ist) echt enthalten in N*¢

auch Durchschnitt genannt

Hgelesen ,, M geschnitten (mit) in N*

123uch Vereinigung genannt

Bgelesen , M vereinigt (mit) in N“

Hoft gelesen , M ohne in N“
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Abbildung 1: Teilmenge, disjunkte Mengen

0 @C

Abbildung 2: Schnittmenge, Vereinigungsmenge, Differenzmenge

Wichtige Aussagen werden in der Mathematik zur spiteren Verwendung
als Lehrsétze herausgestellt, die man heutzutage kurz Sitze nennt.

Satz 1.1. Fiir alle Mengen K, L, M und N gelten die Kommutativgesetze
MNON=NNM, MUN=NUM,
die Assoziativgesetze
(LNM)NN=LN(MnNN), (LUM)UN =LU(MUN),

die Distributivgesetze

LUMNON)=(LUM)N(LUN), LN(MUN)=(LNM)U(LNN)
und die de Morganschen Gesetze

L\(MNN)=(L\M)U(L\N), L\(MUN)=(L\M)N(L\N).

Es ist lehrreich, sich diese Aussagen an Hand von Venn-Diagrammen klar
zu machen. Das ist allerdings kein Beweis, sondern dieser beruht darauf,
dass Mengen M und N genau dann gleich sind, wenn fiir alle Objekte =
gilt z € M < z € N. Darum folgen die im Satz aufgefiihrten Gesetze der
Mengenlehre aus den entsprechenden logischen Gesetzen.

Viele Pradikate sind nur fiir die Elemente einer gewissen Menge sinnvoll,
wie z. B. die Eigenschaft , x ist ehrlich“ nur fiir vernunftbegabte Wesen. Man
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sagt, dass ein Pradikat fiir die Elemente einer Menge definiert ist und nennt
diese Menge den Definitionsbereich. So ist etwa die Gleichung r? = 2 nur fiir
reelle Zahlen r definiert, und man schreibt darum ihre Losungsmenge als

{reR|r*=2}.
Im vorliegenden Fall ist die Losungsmenge gleich

Allgemeiner gilt fiir jede nichtnegative Zahl a, dass die Losungsmenge der
Gleichung
r°=a

die Menge
{Va, —a)

ist. In der Mengenklammer darf ein Element mehrmals vorkommen, darum
erhalten wir auch, wenn wir fiir a die Zahl 0 einsetzen, eine wahre Aussage.

Wir wollen den Begriff der Losungsmenge auf Gleichungen und Unglei-
chungen mit mehreren Unbekannten verallgemeinern. Betrachten wir bei-
spielsweise das Pradikat

zy=1 AN z>uy.

Sind mehrere Gleichungen und Ungleichungen durch , und* verkniipft, dann
schreibt man sie traditionell als (Un)Gleichungssystem, hier also

zy =1

r 2>y
Eine Losung besteht aus zwei Zahlen, wobei es darauf ankommt, welche fiir
x und welche fiir y eingesetzt wird. Wegen {z,y} = {y, 2} kommt der Begriff
der Menge hier nicht in Frage. Statt dessen definiert man Paare!® (z,y) auf
eine Weise, dass genau dann (v, w) = (z,y) gilt, wenn v = z und w = y gilt.
So ist beispielsweise das Paar (2, %) eine Losung unseres Systems, das Paar
(%,2) hingegen nicht, denn wenn x = % und y = 2 ist, dann ist zwar die
Gleichung erfiillt, die Ungleichung aber nicht. Interpretiert man = und y als
Koordinaten in einem Koordinatensystem, so kann man die Losungsmenge

als Teilmenge der Ebene betrachten.

157ur Betonung der Wichtigkeit der Reihenfolge nennt man sie auch ,,geordnete Paare®



Diese Uberlegungen fithren auf den folgenden Begriff.

Definition 1.2. Die Produktmenge zweier Mengen M und N (auch carte-
sisches Produkt genannt) ist die Menge

M x N ={(z,y) | e M Ny e N}

Ein anderes Beispiel betrifft eine Heiratsvermittlung (oder heutzutage
eine heterosexuelle Dating-App), die eine Menge M von Kundinnen und eine
Menge N von Kunden hat. Wir betrachten die Relation

, & ist an y interessiert und y ist an x interessiert®

mit dem Definitionsbereich M x N. Man kann sie darstellen, indem man
die Werte ,,wahr“ bzw. ,falsch“ in die Felder einer Tabelle eintrigt, deren
Spalten den Damen und deren Zeilen den Herren entsprechen.

Satz 1.2. Es gelten die Distributivgesetze
(KNL) x (MNN) = (KxM)N(LxN), Lx(MUN)=LxMULXxN

Das wird plausibel, wenn man den Spezialfall betrachtet, dass M und N
Teilmengen von R sind, so dass man M x N als Teilmenge der Koordinaten-
ebene darstellen kann.



KxM LxM

LxN LxXN

Dies ist wieder kein Beweis, sondern dieser ergibt sich aus den logischen
Gesetzen aufgrund der Definition der Gleichheit von geordneten Paaren.
Gleichungssysteme mit drei, vier, fiinf, ... Unbekannten haben als Losun-
gen Tripel (z,y, z) bzw. Quadrupel (w, z,y, z) bzw. Quintupel (v, w,z,y, 2)
bzw. ... Im Fall von n Unbekannten spricht man von n-Tupeln.
Um noch einmal auf die DIN-Formate zuriickzukommen: Wir hatten r
definiert durch die Bedingung

re =vy.

Multiplizieren wir beide Seiten mit y, so erhalten wir unter Benutzung von
rzy =1
r =1y

Aus dem oben ermittelten Wert von r ergibt sich wegen y > 0

1
=2, z=-—=
y \4/§
Im obigen Bild ist der Punkt markiert, der dieser Losung entspricht.
Man kann einen Quantor auch einem Prédikat mit mehreren Unbekannten
voranstellen. Dabei entsteht keine Aussage, sondern ein Pradikat, das immer
noch von den iibrigen Unbekannten abhéngt. So ist z. B.

Im € N(m* =n)

die Eigenschaft einer natiirlichen Zahl n, Quadratzahl zu sein. Hier kénnen
wir die gebundene Unbekannte m auch durch eine andere Unbekannte er-
setzen, die noch nicht im Prédikat vorkommt. Setzt man weitere Quantoren
vor, so kann man sich manche Klammern sparen, z. B. in der Binomischen
Formel

YV ERVyER((x+y)2 ::52+2xy—|—y2).
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Wenn wie hier alle Unbekannten durch Quantoren gebunden sind, entsteht
eine Aussage. Bei der Vertauschung benachbarter Quantoren der gleichen Art
andert sich die Aussage nicht, bei der Vertauschung von solchen verschiedener
Art aber schon: Die Aussage , Fiir jede Krankheit gibt es eine Medizin, die
sie heilt” ist nicht gleichbedeutend mit der Aussage ,,Es gibt eine Medizin,
die jede Krankheit heilt®.

Unser naiver Ansatz der Mengenlehre fiithrt leider zu Widerspriichen. Am bekanntesten
ist die Russellsche Antinomie: Wenn die Menge

{z]z ¢z}

Element ihrer selbst ist, dann ist sie es nach ihrer Definition nicht, und umgekehrt. Der
Ausweg besteht in der axiomatischen Mengenlehre, die aber unseren Rahmen sprengen
wiirde.

1.3 Abbildungen

Der Begriff der Abbildung hat zwei Quellen. Zum einen wurde die Entste-
hung von Bildern in Lochkameras oder auf Leinwénden durch den geome-
trischen Begriff der Abbildung abstrahiert, bei dem jedem Originalpunkt P
ein Bildpunkt P’ zugeordnet wird. Die selbe Idee wurde auf Bewegungen
von Gegenstanden angewendet, wo jedem Punkt P in der Ausgangsposition
ebenfalls ein Punkt P’ in der Endposition zugeordnet ist.

Ein scheinbar voéllig anderes Phénomen ist die Verdnderung von physika-
lischen Grofien wie etwa dem Luftdruck p oder dem zuriickgelegten Weg s im
Laufe der Zeit. Zur Unterscheidung fiigte man den Zeitpunkt in Klammern
an, und die Schreibweise s(t) war entstanden. Man bezeichnete Grofien wie
s und t als Verdnderliche oder Variable.

In der Mathematik empfand man es als zu unexakt, sdmtliche mogliche
Abhéngigkeiten mit dem selben Symbol der abhéngigen Gréfe zu bezeichnen,
und schrieb s = f(t), wobei f die konkrete Rechenvorschift symbolisiert, etwa
f(t) = g -t wenn es sich um den Fallweg handelt. Leibnitz fithrte fiir eine
solche Vorschrift die Bezeichnung ,, Funktion® ein. Im Prinzip kann man sogar
Pradikate als Funktionen mit den Werten ,,wahr“ oder ,falsch® auffassen,
weshalb der Begriff | Variable* letztlich den Begriff ,,Unbekannte“ verdréangte.
Schliefllich wurde klar, dass im Wesentlichen das Selbe geschieht, wenn man
einem Punkt P den Bildpunkt P’ oder einer Grofie ¢ die abhéngige Grofie
f(t) zuordnet, so dass beides mit dem folgenden mathematischen Begriff
beschrieben werden kann:

Eine Abbildung f von einer Menge M in eine Menge N ordnet
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jedem Element x von M genau'® ein Element von N zu, das man
mit f(x) bezeichnet. Man nennt M den Definitionsbereich und
N den Zielbereich von f. Die Menge

{(z,y) € M x N |y = f(x)}

wird der Graph von f genannt. Die Worte ,,Abbildung f von M
in N“ kiirzt man durch f: M — N oder M Ly N ab.

Dies ist eigentlich keine Definition, da der neue Begriff ,, Abbildung“ auf den ebenfalls
noch nicht definierten Begriff ,,Zuordnung® zuriickgefiihrt wird. Ein Ausweg besteht darin,
die Aussage f(z) =y als Relation zwischen z und y aufzufassen.

Wir schreiben f = g, wenn die Abbildungen f und g gleiche Definitions-
bereiche und gleiche Zielbereiche haben und fiir alle Elemente x des Werte-
bereichs gilt f(z) = g(z). Fir jede Menge M ist die identische Abbildung
idpys : M — M durch idy(x) = x gegeben.

Sind M und N Teilmengen von R, so nennt man f eine Funktion und kann
den Graphen als Teilmenge der Koordinatenebene darstellen. Den Graphen
einer Abbildung zwischen endlichen Mengen kann man in Form einer Tabelle
darstellen, wie z. B. bei einem Fragebogen.

Definition 1.3. Ist f : M — N und g : L — M, so ist die Verkettung von
f mit g die Abbildung fog: L — N, die gegeben ist durch

fog(u) = f(g(u)).

Dieser Begriff wird durch die Nacheinanderausfithrung von Bewegungen
motiviert, wo einem Originalpunkt bei der ersten Bewegung der Bildpunkt
P’ und diesem bei der zweiten Bewegung der Bildpunkt P” zugewiesen wird.
Sind f und g Funktionen und ist f(x) durch einen algebraischen Term gege-
ben, in dem die Variable x vorkommt, dann erhélt man f(g(u)), indem man
in diesem Term iiberall 2 durch g(u) ersetzt.

Man priift unmittelbar nach, dass fiir f: M — N gilt

fOIszldNOf:f
und dass fﬁrKLL&MLNgﬂt

(fog)oh=fo(goh).

6Wenn aus dem Zusammenhang nicht klar ist, ob ,ein“ als Artikel oder Zahlwort ge-
meint ist, sagt man im ersten Fall ,mindestens ein®“ und im zweiten Fall ,,genau ein*.
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Definition 1.4. (i) Die Abbildung f: M — N heifst injektiv'?, wenn fiir
alle Elemente u und v von M gilt

utv = f(u) £ fo).

(i) Die Abbildung f : M — N heifit surjektiv'®, wenn es fiir jedes Element
y von N ein Element x von M gibt, so dass f(z) = y.

(iii) Die Abbildung f : M — N heifst bijektiv'®, wenn sie sowohl injektiv
als auch surjektiv ist.

(iv) Eine Abbildung h : N — M heifst Umkehrabbildung von f: M — N,
wenn fir alle x € M und y € N gilt

fl@)=y <= hly) ==z
Die Bedingung fiir die Injektivitdt ist dquivalent zu ihrer Kontraposition
fu)=fv) = u=v
Definiert man den Wertebereich von f als
{yeN[JzeM f(x) =y},

so bedeutet die Surjektivitdt, dass der Wertebereich gleich dem Zielbereich
ist. Es ist klar, dass eine Abbildung hochstens eine Umkehrabbildung haben
kann.

Satz 1.3. (i) Die Verkettung von injektiven Abbildungen ist injektiv.
(ii) Die Verkettung von surjektiven Abbildungen ist surjektiv.

(iii) Fine Abbildung f : M — N st genau dann bijektiv, wenn sie eine
Umkehrabbildung besitzt.

Beweis. (i) In den Bezeichnungen von Definition 1.3 seien u und v beliebige
Elemente von L. Ist u # v, so folgt wegen der Injektivitéit von g, dass g(u) #
g(v), und wegen der Injektivitiat von f, dass f(g(u)) # f(g(v)), was nach
Definition 1.3 bedeutet, dass f o g(u) # f o g(v).

(ii) Ist z ein beliebiges Element von N, so gibt es wegen der Surjektivitéit
von [ ein Element y von M, so dass f(y) = z, und wegen der Surjektivitét

7oder eineindeutig
Boder Abbildung von M auf N
Yoder umkehrbar eindeutig
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von g gibt es dann ein Element = von L, so dass g(x) = y. Nach Definition 1.3
gilt dann f o g(x) = z.

(iii) Angenommen, h ist die Umkehrabbildung von f. Sind « und v Ele-
mente von M und bezeichnen wir f(u) = r und f(v) = s, so gilt h(r) = u
und h(s) = v. Aus r = s folgt wegen der Eindeutigkeit von h, dass u = v,
also ist f injektiv. Ist y ein beliebiges Element von N, so hat das Element
x = h(y) die Eigenschaft f(x) = y, also ist f surjektiv. Zusammenfassend
erhalten wir, dass f bijektiv ist.

Zum Beweis der Umkehrung nehmen wir an, dass f bijektiv ist. Ist y ein
beliebiges Element von N, so gibt es wegen der Surjektivitdt ein Element
x von M mit (der Eigenschaft) f(z) = y, und wegen der Injektivitat von
f ist x eindeutig bestimmt. Wir konnen also festlegen, dass h(y) = x ist.
Offensichtlich ist die so definierte Abbildung h die Umkehrabbildung von f.

O

Ist f: M — N und K C M sowie L C N, wobei L den Wertebereich
von f enthélt, so definieren wir die Einschrinkung f|x : K — N und die
Beschrinkung r|f : M — L als die Abbildungen mit der selben Abbildungs-
vorschrift wie f. Thr Graph ist die Schnittmenge des Graphen von f mit der
Menge K x N bzw. M x L. Bei geeigneter Wahl von K und L erhilt man eine
bijektive Abbildung 1 |f|x. Wir werden beispielsweise spéter zeigen, dass aus
der durch f(z) = 22 gegebenen Funktion eine bijektive Funktion entsteht,
wenn wir sie auf die Menge der nichtnegativen Zahlen einschrinken und auf
die selbe Menge beschréinken.

1.4 Aquvalenz- und Ordnungsrelationen

Eine Partition einer Menge M ist eine Menge P von nichtleeren Teilmengen
von M, so dass es fiir jedes Element x von M genau ein Element A von P mit
der Eigenschaft x € A gibt. So wurden beispielsweise die Teilnehmer dieser
Veranstaltung in Tutorien eingeteilt. Ein wichtigeres Beispiel ist die Klassifi-
kation von Lebewesen, Objekten, Lauten oder Begriffen als eine Methode der
Wissenschaften. Bei einer Klassifikation, beispielsweise von Lebewesen, gibt
es keine vorgefasste Liste von Klassen oder Arten. Vielmehr gibt es Kriterien
dafiir, wann zwei Lebewesen zur selben Art gehdren. So ein Kriterium ist
logisch betrachtet eine Relation.

Definition 1.5. Eine Relation®® ~ auf einer Menge M wird Aquivalenz-
relation genannt, wenn fiir beliebige Elemente x, y und z von M gilt:

20Das Zeichen ~ wird ,, Tilde“ oder ,,Schlange“ gelesen, und wenn es eine Aquivalenzre-
lation ohne eigenen Namen bezeichnet, auch als ,,dquivalent®.
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e r~T
o L~y = Y~
e LT~y Ny~Nz => r~z

Diese drei Axiome der Aquivalenzrelation nennt man Reflexivitit, Sym-
metrie und Transitivitét.

Satz 1.4. (i) Ist P eine Partition von M und definieren wir fir x,y € M
r~y < JAeP(xeAANyeA),
s0 ist ~ eine Aquivalenzrelation auf M.

(i) Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M und setzen wir fiir
jedes Element x von M

[z] ={y e M|y~ z},
genannt Aquivalenzklasse von x, so ist?!
P={ld] | x € M}
eine Partition von M.

Die Gleichheitsrelation ist iibrigens ein Beispiel einer Aquivalenzrelation.
In diesem Fall besteht die zugehorige Partition aus den Einermengen in M.

Bewers. Ist eine Partition P gegeben und definieren wir eine Relation ~ wie
in (i), so ist sie offensichtlich reflexiv und symmetrisch. Gilt  ~ y und y ~ z,
sogibtes A, B € P,sodassx,y € Aund y, z € B ist. Da aber y in nur einem
Teil der Partition enthalten sein kann, gilt A = B, und die Transitivitit folgt.

Nun betrachten wir eine Aquivalenzrelation ~ und definieren P wie in
Behauptung (ii). Wegen der Reflexivitit gehort jedes Element x von M zu
einem Element von P, ndmlich [z].

Angenommen, fiir Elemente z, y von M haben [z] und [y] ein gemeinsames
Element z. Dann gilt 2 ~ x und z ~ y. Mit der Symmetrie folgt  ~ z, und
mit der Transitivitidt folgt = ~ y. Fiir jedes Element u von [z] gilt u ~ z,
und mit der Transitivitit folgt u ~ y, so dass [z] C [y]. Genauso zeigt man
[y] C [z], und somit folgt [x] = [y]. Verschiedene Aquivalenzklassen sind also
disjunkt, und darum kann ein Element von M nur zu einer gehoren. 0

1Exakter wire P = {A |3z € M (A = [z])}.
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Eine andere wissenschaftliche Methode besteht darin, Objekte (etwa che-
mische Elemente, archéologische Funde) nach gewissen Kriterien in eine Rei-
henfolge zu bringen. Auch diese Kriterien sind Relationen.

Definition 1.6. Eine Relation* =< auf einer Menge M wird Ordnung ge-
nannt, wenn fir beliebige Elemente x, y, z von M gilt

o r <Xz

e ryNyxr = =y
e r=yYyNy<z ==z
e =yVuyllz

Die zweite Eigenschaft nennt man Antisymmetrie, die Letzte nennt man
Totalitét, die anderen sind uns bereits bekannt. Aus jeder Ordnung erhilt
man eine strikte Ordnung

r<y & =Xy ANzx#uy,

die man ebenfalls durch vier Axiome charakterisieren kann, und aus jeder
strikten Ordnung erhilt man eine nichtstrikte:

r=y & x<yVar=uy.

Durch Vertauschung der Argumente entsteht eine Ordnung, die man gern
durch das gespiegelte Symbol abkiirzt, also

=y & y=<uw.

Die Verkniipfung
r<y ANy<z

schreibt man oft in der platzsparenden Form
rT<y <2

Auch die Menge der reellen Zahlen und Alphabete werden mit Ordnungen
versehen. Eine Menge zusammen mit einer Ordnung nennt man geordnete
Menge.

22oft gelesen ,,vor oder gleich®
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Definition 1.7. Eine Teilmenge I einer geordneten Menge M heif$t Intervall
i M, wenn fir beliebige Elemente x und z von I und jedes Element y von
M mit der Eigenschaft x <y < z gilt y € I.

Eine Teilmenge I einer geordneten Menge M heifst Endintervall von M,
wenn fiir jedes Element x von I und jedes Element y von M mit der Eigen-
schaft x <y qilt y € 1.

Analog definiert man Anfangsintervalle. Man sollte sich klar machen, dass
jedes Endintervall wie auch jedes Anfangsintervall ein Intervall ist.

1.5 Kardinalzahlen

Wenn man sich nach Abschluss der Schule fragt, was eine Zahl ist, so wird
man nicht in der Lage sein, eine Definition anzugeben. Nach den Anspriichen
der Mathematik miissen die Zahlbereiche von Neuem auf Grundlage der Men-
genlehre aufgebaut werden.

Ohne Zahlen kann man nicht einmal sagen, wie viele Elemente eine Menge
hat, aber es ist leicht zu sagen, was es bedeutet, dass zwei Mengen gleich viele
Elemente haben.

Definition 1.8. Wir sagen, dass eine Menge M gleichméchtig zu einer Men-
ge N ist (abgekiirzt M ~ N ), wenn es eine bijektive Abbildung von M auf N
qibt.

Wegen der bereits erwahnten Russelschen Antinomie fithrt es zu Wider-
spriichen, wenn man die Menge aller Mengen betrachtet. In der Mengenlehre
nach Zermelo und Fraenkel werden die Axiome so gewahlt, dass diese Bil-
dung ausgeschlossen ist. In der Mengenlehre nach von Neumann, Bernais
und Godel wird der allgemeinere Begriff der Klasse betrachtet, wobei dieje-
nigen Klassen als Mengen bezeichnet werden, die Element einer Klasse sind.
Dann darf man von der Klasse aller Mengen und auch von Relationen auf
Klassen sprechen. Wir nehmen das einmal zur Kenntnis, ohne néher auf die
Einzelheiten einzugehen.

Satz 1.5. Die Relation der Gleichmichtigkeit ist eine Aquivalenzrelation auf
der Klasse der Mengen.

Beweis. Die Reflexivitit folgt aus der Bijektivitat der identischen Abbildung,
die Symmetrie aus Satz 1.3(iii) und die Transitivitat aus Satz 1.3(i),(ii). O

Die Machtigkeitsklasse einer Menge M umfasst all diejenigen Mengen, die
gleichméchtig zu M sind. Aus Satz 1.4 (verallgemeinert auf Klassen) folgt,
dass jede Menge M zu genau einer Méchtigkeitsklasse gehort. Wir sparen
uns die Arbeit, Zahlen als zusétzliche Objekte einzufiihren.
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Definition 1.9. Die Michtigkeit einer Menge M, abgekiirzt |M]|, ist die
Klasse aller Mengen, die gleichmdchtig zu M sind. Jede solche Klasse nennen
wir eine Kardinalzahl. Wir definieren die Kardinalzahlen

0=lg|, 1={a}
Die Menge aller Abbildungen von einer Menge M in eine Menge N be-
zeichnen wir mit NV,

Satz 1.6. Es seien K, L, M und N Mengen, so dass
K~ M, L~ N.

Dann gilt
K xL~MxN, LK ~ NM.
Ist aufSerdem K disjunkt zu L und M disjunkt zu N, so ist
KUL~MUN.

Beweis. Sind bijektive Abbildungen p: K — M und ¢ : L — N gegeben, so
kénnen wir Abbildungen

f:KxL—MxN, g: L¥ - N¥
durch die Vorschriften

f(r,y) = (p(x),q(y)),  g(r)=qoros

definieren, wobei s die Umkehrabbildung von p bezeichnet. Ist aulerdem K
disjunkt zu L und M disjunkt zu N, so konnen wir eine Abbildung h :
KUL — MUN durch

h(x) = p(z) wenn zx € K,
q(xr) wennz € L

definieren. Die Nachpriifung, dass f, g und h bijektiv sind, iiberlassen wir
den Teilnehmern. O

Der Satz rechtfertigt die folgende Definition.

Definition 1.10. Sind m und n Kardinalzahlen, also m = |M| und n = |N|
fur gewisse Mengen M und N, so definieren wir ithr Produkt bzw. die m-te

Potenz von n
m-n=|M x N|, n™ = |NM|.

Sind auflerdem M und N disjunkt®, so definieren wir die Summe
m+n=|MUN|.

23Man kann gegebene Mengen M und N durch disjunkte gleichméchtige Mengen erset-
zen.
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Jetzt erkennt man den Grund fiir die Einfithrung der Schreibweise N,

Satz 1.7. Flir beliebige Kardinalzahlen [, m und n gelten die Kommutativ-
gesetze
m-+n=n-+m, m-n=mn-m,

die Assoziativgesetze
(l+m)+n=101+(m+n), (l-m)-n=1-(m-n),
das Distributivgesetz
l-(m+n)=1-m+1-n
und die Potenzgesetze

(m X n)l — ml . nl7 nl—l—m — nl . nm7 nl.m — (nl)m'

Beweis. Wir wéhlen Mengen L, M und N, so dass |L| = [, |[M| = m
und |N| = n. Das Kommutativ- und Assoziativgesetz der Addition sowie
das Distributivgesetz folgen unmittelbar aus den entsprechenden Gesetzen
in Satz 1.1. Dabei muss man im letzten Fall voraussetzen, dass M und N
disjunkt sind, und im zweiten Fall, dass L, M und N paarweise disjunkt sind.

Zum Beweis der Gesetze fiir die Multiplikation geniigt es zu zeigen, dass

M x N~ N x M, (LXM)x N ~Lx(MxN).
Die dazu benétigten bijektiven Abbildungen sind durch
flay) =),  g9(z,y),2) = (z,(y,2)

gegeben. Der Beweis der Potenzgesetze ist eine Ubungsaufgabe. O]

Die Relation C ist eine Halbordnung auf der Klasse der Mengen, d. h.
sie hat alle Eigenschaften einer Ordnung mit Ausnahme der Totalitdt. Wir
fithren nun eine Ordnung unter den Kardinalzahlen ein.

Definition 1.11. Sind m und n Kardinalzahlen, also m = |M| und n = |N|
fiir gewisse Mengen M und N, so sagen wir, dass m kleiner oder gleich n
ist, abgekiirzt m < n, wenn es eine injektive Abbildung f : M — N gibt.

Aus Satz 1.3(i) folgt, dass dies nicht von der Wahl der Vertreter M und
N abhéngt.

Satz 1.8 (Schroder-Bernstein). Gibt es eine injektive Abbildung f : M — N
und eine injektive Abbildung g : N — M, so gibt es eine bijektive Abbildung
h: M — N.
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Bewetsidee. Wir kénnen annehmen dass M und N disjunkt sind und betrachten die ma-
ximalen Folgen

sy Ty Yiy Tid 1y Yit 1y - - -

bei denen fiir alle i gilt z; € M, y; € N,

f(zi) = i, 9(yi) = Tiy1.

Aus der Injektivitéit von f und g folgt, dass diese Folgen eine Partition von M U N bilden.
In den Folgen, die mit einem Element von M beginnen (das nicht im Wertebereich von g
liegt), setzen wir h(x;) = y;, und in den Folgen, die mit einem Element von N beginnen
(das nicht im Wertebereich von f liegt), setzen wir h(x;) = y;—1. In den beiderseits unbe-
schrinkten Folgen (die sich auch zum Zykel schlieen kénnen) wéhlen wir eine der beiden
Moglichkeiten. O

Satz 1.9. (i) Die Kleiner-Gleich-Relation zwischen Kardinalzahlen ist ei-
ne Ordnung.

(ii) Fir Kardinalzahlen I, m und n gelten die Monotoniegesetze
I<n = Il+m<n+m A l-m<n-m A ["<n™

Beweis. Die Reflexivitéit folgt aus der Injektivitdt der identischen Abbildung,
die Transitivitdt aus Satz 1.3(i). Die Antisymmetrie folgt aus Satz 1.8, aber
fiir die Totalitdt benotigt man den Begriff der Ordinalzahl, deren Einfithrung
unseren Rahmen sprengen wiirde.

Zum Beweis von (ii) wihlen wir eine injektive Abbildung ¢ : L — N und
argumentieren wie im Beweis von Satz 1.6, wobei diesmal p = id,; ist. Sind
beispielsweise 71, 75 : M — L und ist gory = gory, also q(ri(z)) = q(r2(x))
fiir jedes © € M, so folgt aus der Injektivitét von ¢, dass ri(x) = ro(x) ist,
und die Injektivitéit der Abbildung ¢ : LM — NM folgt. O

Folgerung 1.1. Ist f : M — N eine Abbildung und |M| > |N|, so ist f
nicht injektiv.

Dies ist einfach die Kontraposition der Definition der Kleiner-Gleich-
Relation. Man nennt dieses Argument den Schubfachschluss: Verteilt man
m Gegenstande auf n Féacher, wobei m > n ist, so gibt es ein Fach, in dem
mehr als ein Gegenstand landet.

Satz 1.10 (Cantor). Ist P die Menge aller Teilmengen der Menge M, dann
gibt es keine surjektive Abbildung f : M — P.

Man nennt P iibrigens die Potenzmenge von M.
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Beweis. Es sei F' eine beliebige Abbildung von M in P. Wir betrachten die
Teilmenge
L={reM|x¢F(x)}

von M. Nun sei u irgend ein Element von M. Wenn u € F'(u) ist, so ist laut
Definition u ¢ L, ist hingegen u ¢ F(u), so gilt v € L. Auf jeden Fall kénnen
die Mengen F'(u) und L nicht iibereinstimmen, das heifit, es gibt kein v € M
mit der Eigenschaft F'(u) = L, und somit ist F' nicht surjektiv. O

Es gibt eine injektive Abbildung G : M — P, zum Beispiel G(x) = {z},
und somit ist |P| > M. Aus dem Satz ergibt sich

Folgerung 1.2. Ist P die Potenzmenge von M, so gilt

P[> [M].

2 Zahlbereiche

2.1 Natiirliche Zahlen

Naiv gesagt sind natiirliche Zahlen endliche Kardinalzahlen. Dazu muss man
erst einmal definieren, was endlich heiBt. Uberraschender Weise ist es einfa-
cher, das Gegenteil zu definieren: Eine Menge heifit unendliche Menge, wenn
sie gleichméchtig zu einer ihrer echten Teilmengen ist. Die Existenz wenigs-
tens einer solchen Menge ist iibrigens ein Axiom der Mengenlehre.

Ist U eine unendliche Menge, so gibt es also eine injektive Abbildung
1 : U — U und ein Element a von U, das nicht im Wertebereich von ¢ liegt.
(Wenn U Teilmenge einer anderen Menge W ist, so ist auch diese unendlich,
denn man kann i durch die identische Abbildung von W\ U fortsetzen.) Die

Menge
N ={a,i(a),i(i(a)),i(i(i(a))),.. . }

ist ein Prototyp der Menge der natiilichen Zahlen. Sie hat ein Anfangselement
a, und die Einschrankung (und Beschrinkung)

s:N—- N

der Abbildung ¢ auf die Menge N ist ebenfalls injektiv, aber nicht surjek-
tiv. (Hilbert hat dies in populérwissenschaftlichen Vortridgen als unendliche
Menge von Zimmern eines Hotel veranschaulicht. Wenn alle belegt sind und
ein weiterer Gast untergebracht werden soll, verlegt man jeweils den Gast
aus Zimmer n in Zimmer s(n), wodurch Zimmer a frei wird.)
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Genau genommen ist eine Aufzdhlung mit Fortsetzungspunkten mathe-
matisch nicht exakt, sondern man muss N als kleinste Teilmenge von M
(beziiglich der Halbordnung C) mit folgender Eigenschaft definieren:

() Sie enthélt a, und wenn sie ein Element x enthilt,
so enthilt sie auch i(z).

Ihre Existenz ist dadurch gesichert, dass sie die Schnittmenge aller Teilmen-
gen der Eigenschaft (x) ist, denn diese hat ebenfalls die Eigenschaft (x).
Dazu miissen vorher die Mengenoperationen auf beliebig viele Argumente
verallgemeinert werden: Ist X eine Menge von Mengen, so definiert man die
Vereinigungsmenge der Elemente von X als

{z|IM e X (ze M)}
und, falls X nicht leer ist, die Schnittmenge der Elemente von X als
{z |VM e X (z € M)}.

Die natiirlichen Zahlen wurden zuerst von Giuseppe Peano axiomatisch
definiert. In mengentheoretischer Sprache lduft das auf Folgendes hinaus.

Definition 2.1. Unter einer Peanomenge verstehen wir eine Menge N mit
einer injektiven, aber nicht surjektiven Abbildung s : N — N, genannt Nach-
folgerabbildung, und einem Element a, genannt Anfangselement, mit folgen-
der Figenschaft:

Ist K eine Teilmenge von N, so dass
a€ K, Vee K (s(z) € K),
so ist K = N.
Solche Mengen existieren tatsédchlich und haben eine weitere Eigenschaft:

Satz 2.1. (i) Entstehen N und s wie oben aus einer injektiven, aber nicht
surjektiven Abbildung i : U — U und dem Anfangselement a, so ist N
eine Peanomenge mit der Nachfolgerabbildung s.

(ii) Ist N eine Peanomenge mit der Nachfolgerabbildung s, so gibt es fir
jede Menge M, jede Abbildung v : M — M wund jedes Element b € M
genau eine Abbildung f : N — M, so dass f(a) = b ist und fir alle
xr e N qilt



Beweis. (i) Als Einschrénkung von 7 ist s injektiv, und a gehoért nicht zum Wertebereich.
Ist K wie in der Definition, so ist K € N und N C U, also K C U, und K hat die
Eigenschaft (). Da N die kleinste Teilmenge von U mit dieser Eigenschaft ist, gilt N C K,
und die Behauptung folgt.

(ii) Wir definieren eine Abbildung h der Menge N x M in sich selbst durch

h(z,y) = (s(z),7(y)).

Wenn es die behauptete Abbildung f gibt, so ist ihr Graph G eine Teilmenge von N x M mit
der Eigenschaft, dass sie das Element (a, b) und mit jedem ihrer Elemente auch dessen Bild
unter h enthilt. Um die Existenz von f zu zeigen, betrachten wir die kleinste Teilmenge
G mit dieser Eigenschaft.
Die Menge
K={zeN|{yeM((z,y) €G)} =1}

enthilt a, denn wenn es aufler b ein weiteres Element ¢ € M mit (a,c) € G giibe, hiitte
auch G\ {(a,c)} die Eigenschaft (%) in Bezug auf die Abbildung h, aber dann wire G
nicht die kleinste Teilmenge mit dieser Eigenschaft.

Ist x € K, gibt es also ein z € M mit der Eigenschaft

{y e M ((x,y) € G)} = {(x,2)},

so ist (s(z),7(z)) = h(z, z) € G, und wenn es aufler r(z) ein weiteres Element y € M mit
(s(z),y) € G gibe, hitte G \ {(s(z),y)} ebenfalls die Eigenschaft (). Dann wire G nicht
die kleinste Teilmenge mit diesere Eigenschaft, also ist s(z) € K.

Nach (i) ist also K = N, und somit ist G der Graph einer Abbildung. Eine gréfiere
Menge ist kein Graph, also ist f eindeutig bestimmt. O

Es ist verlockend, einfach eine Peanomenge als Menge der natiirlichen
Zahlen zu bezeichnen, aber leider gibt es viele derartige Mengen. Zumindest
gilt:

Folgerung 2.1. Sind N; und Ny Peanomengen mit Nachfolgerabbildungen
s1: N1 — Ny und sy : Ny — Ns, so gibt es eine eindeutig bestimmte bijektive
Abbildung f1 : Ny — Ny, so dass fiir alle x € Ny gilt

fi(s1(z)) = s2(fi(2)).

Eine Folgerung ist eigentlich auch ein Satz, dessen Beweis aber offensicht-
lich ist. Fiir Anfénger sollte man vielleicht einige Details angeben: Natiirlich
ist fi die Abbildung aus Satz 2.1 angewendet auf N = Ny und M = N,. An-
wendung auf N = Ny und M = N; liefert eine Abbildung f5 : Ny — N;. Die
Abbildung f = fyo f; erfiillt genau wie idy, die Gleichung in Satz 2.1(i), und
aus der Eindeutigkeit folgt fs o fi = idy,. Analog zeigt man f; o fy = idy,.

Laut Folgerung sind die Nachfolgerabbildungen also miteinander vertrig-
lich, und es spielt keine Rolle, welche dieser Mengen man als die Menge
der natiirlichen Zahlen betrachtet. Die meisten Mathematiker ziehen es vor,
eindeutig bestimmte natiirliche Zahlen zu haben. Dazu nimmt man fiir U die
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Klasse aller Mengen, fiir a ihr Element &, und benutzt die Abbildung i(z) =
zU{x}. (Es ist klar, dass @ nicht im Wertebereich liegt, aber warum diese
Abbildung injektiv ist, wollen wir hier nicht diskutieren.) Die resultierende
Menge der natiirlichen Zahlen bezeichnet man mit N. Solange nicht geklart
ist, welche Zahl die Rolle des Anfangselements a spielt, bleiben wir vorerst
bei der alten Bezeichnung.

Folgerung 2.2. Es sei P(n) ein Pradikat, das fir n € N definiert ist.
Angenommen, es gilt

P(a) und  Vn € N (P(n) = P(s(n))).
Dann gilt
Vn e N (P(n)).
Das folgt aus Satz 2.1(i), wenn man die Teilmenge
K={neN|P(n)}

betrachtet. Daraus ergibt sich die Methode der vollstindigen Induktion, mit
der man die Giiltigkeit einer Aussage iiber alle natiirlichen Zahlen beweisen
kann.

Es geniigt, ihre Giiltigkeit fiir das Anfangselement zu zeigen
(Induktionsanfang)

und fiir eine beliebige natiirliche Zahl n zu beweisen:

Gilt sie fiir die Zahl n, so gilt sie auch fiir ihren Nachfolger
(Induktionsschritt).

Bei Satz 2.1(ii) haben wir iibrigens, genau besehen, die Aussage
Hye M ((z,y) €G)} =1

fiir alle z € N durch vollsténdige Induktion bewiesen.

An Stelle von U, 7 und a kénnte man auch NV, s und ein beliebiges Element
n von N betrachten. Die kleinste Teilmenge von N, die n und mit jedem
Element x auch s(x) enthélt, bezeichnen wir mit N,,. Dann zeigt man durch
vollstandige Induktion, dass

{y € Nu| 3z € N, (s(2) = 1)} = N\ {n} = Ny,

Wir setzen
I, =N\ N,,

dann ist beispielsweise
[a =J, [s(a) = {a}, [S(S(a)) = {a, s(a)}, c.
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Definition 2.2. Wir definieren eine Relation auf N durch
r=y & ye€N,.

Satz 2.2. (i) Diese Relation ist eine Wohlordnung, d. h. eine Ordnung,
beziiglich derer jede nicht leere Teilmenge ein kleinstes Element besitzt.

(ii) Die echten Anfangsintervalle von N sind die Mengen
I,={z e N|z=<n}
Sie sind endlich (d. h. nicht unendlich im Sinne unserer Definition).

(iii) Fiir jede Teilmenge L von N gibt es ein Anfangsintervall I von N und
eine monoton wachsende bijektive Abbildung f : I — L.

Beweis. (i) Die Reflexivitat ist klar, die Transitivitdt und Antisymmetrie
gelten wegen y € N, & N, C N,.

Angenommen, die Teilmenge L besitzt kein kleinstes Element. Wir be-
weisen durch vollstdndige Induktion, dass dann fiir alle n gilt

L CN,,.

Wegen N, = N gilt die Aussage fiir n = a (Induktionsanfang). Gilt die
Aussage fiir ein Element n, so ist n kein Element von L, weil es sonst das
kleinste wire. Somit folgt L C Ny, (Induktionsschritt). Hat L ein Element c,
so ist steht das im Widerspruch zur bewiesenen Aussage im Fall n = s(c),
denn ¢ ¢ Ny

Durch Anwendung auf L = {x,y} folgt die Totalitét.

(ii) Ist I eine echte Teilmenge, so ist N \ I nicht leer, hat also ein kleinstes
Element n. Ist I aulerdem Anfangsintervall, so kann kein Element, das grofer
als n ist, zu I gehoren, also ist N\ [ = N,,.

Wir beweisen die Endlichkeit des Anfangsintervalls I,, durch vollsténdige
Induktion. Dies ist klar fiir I, = @. Angenommen, die Aussage gilt fiir das
Element n, aber nicht fiir s(n), d. h. es gibt eine injektive Abbildung f von
Iy in sich, die nicht surjektiv ist. Wenn es ein b € I,y mit der Eigenschaft
f(b) = n gibt, dann muss es ein anderes Element ¢ € Iy, geben, das nicht
im Wertebereich liegt, und dann dndern wir f ab, indem wir f(b) = ¢ set-
zen. Der Wertebereich ist nun in [, enthalten, und die Einschrinkung und
Beschrankung von f auf I, ist eine injektive Abbildung von I,, in sich. Da
aber f(n) nun im Wertebereich fehlt, ist sie nicht surjektiv (Widerspruch).
(iii) Fiir x € L bezeichnen wir mit 7(x) das kleinste Element von L N Ny,
falls diese Menge nicht leer ist. Andernfalls setzen wir r(z) gleich einem
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Symbol z, das von allen Elementen von N verschieden ist. Setzen wir noch
r(z) = z, so erhalten wir eine Abbildung r von LU {z} in sich. Laut Satz 2.1
existiert eine Abbildung f : N — LU{z}, so dass f(a) das kleinste Element
von L ist (oder z, falls L = @) und

fs(x)) = r(f(z)).

Wir setzen I = {x € N | f(z) # z}. Dann ist die Behauptung erfiillt
(Ubungsaufgabe). O

Satz 2.3. (i) Jede endliche Kardinalzahl ist von der Form
| 2]
fiir ein eindeutig bestimmtes Element n € N. Insbesondere ist |I,| = 0.

(ii) Fir allen € N gilt
|Is(n)| = |In| + 1.

(iii) Fir alle k, n € N gilt
I| < |I,] & k=n,

Beweis. (i) Es sei M eine Menge und m = |M|. Ist m > |N]|, so ist M
unendlich. Andernfalls ist nach Satz 1.9 m < |N|, also gibt es eine injektive
Abbildung M — N. Ist L ihr Wertebereich, so erhalten wir durch Verkettung
mit der Abbildung aus Satz 2.1(iii) eine bijektive Abbildung von M auf
ein Anfangsintervall I von N. Da M endlich und N unendlich ist, muss [
ein echtes Anfangsintervall sein. Wére |I| = |I,| fir & < n, so wire I,
gleichméchtig zu der echten Teilmenge [ im Widerspruch zu Satz 2.1(ii).
(ii) folgt daraus, dass I) die Vereinigung der disjunkten Mengen I, und
{n} ist.

(iii) folgt aus

Da es nach dem Satz eine bijektive Beziehung zwischen endlichen Kardi-
nalzahlen und den Elementen der Menge N gibt, wird im Tagesgeschéft der
Mathematiker nicht streng zwischen beiden unterschieden. Man benutzt also
die selben Bezeichnungen 0, 1, ... fiir beide Arten von Zahlen. Insbesondere
bezeichnet man das Anfangselement a mit 0.

Satz 2.4. Sind m und n natirliche Zahlen, so sind auch

m+n, m-n, n

natirliche Zahlen.
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Die erste Behauptung gilt fiir n = 0. Angenommen, sie gilt fiir eine
natiirliche Zahl n, das heifit, m + n ist eine natiirliche Zahl. Dann gilt das
Gleiche fiir s(m 4 n), und nach Satz 2.3(ii) ist

s(m+n)=(m+n)+ 1.
Nach dem selben Satz gilt
m+s(n) =m+ (n+ 1),

und Satz 1.7 sind die rechten Seiten gleich. Somit folgt die erste Behauptung
durch vollstandige Induktion. Der Beweis der anderen ist eine Ubungsaufga-

be.
Nun wollen wir die Subtraktion einfiihren.

Satz 2.5. Sind | und m Kardinalzahlen und ist
[ <m,
so gibt es eine Kardinalzahl k mit der Eigenschaft
k+1=m.

Sind | und m natirliche Zahlen, so ist auch k eine natiirliche Zahl und ein-
deutig bestimmd.

Beweis. Ist I = |L| und m = | M|, so gibt es eine injektive Abbildung L — M,
und wir konnen annehmen, dass L eine Teilmenge von M ist. Nun gilt die
behauptete Gleichung fir k& = |M \ L|. Gilt die Gleichung fiir irgendein
k = |K|, wobei K und L disjunkt sind, so gibt es eine bijektive Abbildung
KUL — M, und durch Einschréinkung erhalten wir eine injektive Abbildung
K — M, so dass k < m ist. Ist also m eine natiirliche Zahl, so auch k.
Noch zu zeigen:
Fiir alle natiirlichen Zahlen ky, ko und [ gilt

k1+l:/€2+l = ]ﬁ:l{ig.

Wir tun dies durch vollstdndige Induktion nach [. Fiir [ = 0 ist nichts zu zei-
gen. Damit ist der Induktionsanfang erledigt. Angenommen, die Behauptung
gilt fiir eine Zahl [. Nun sei

/{31 + S(l) = k‘Q + S(l)
Nach Satz 2.3(ii) bedeutet das

ki+(+1)=k+(+1)
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und nach dem Assoziativgesetz aus Satz 1.7
(k1 +10)+1= (ke +1)+1.
Nach Satz 2.4 sind k; + [ und ko + [ natiirliche Zahlen, also folgt
s(ky +1) = s(ka +1).
Wegen der Injektivitidt von s folgt
kv +1=Fky+1
und mit der Induktionsvoraussetzung
k1 = ko. O

Die letzte Aussage des Satzes rechtfertigt die Schreibweise & = m — [
fiir die Differenz natiirliche Zahlen. Fiir unendliche Kardinalzahlen ist die
Aussage falsch: Offensichtlich gilt |N| = |I,| + |N,| fiir alle n € N, und
wegen Folgerung 2.1 ist [N, | = |N].

In Satz 1.10 hatten wir gesehen, dass gewisse Mengen sehr méchtig sein
konnen. Nun zeigen wir, dass gewisse Mengen weniger méchtig sind, als man
denken konnte.

Satz 2.6. Die Mengen N und N x N sind gleichmdachtig.

Beweis. Wir definieren eine Abbildung r der letzteren Menge in sich durch

(z.1) (x—1,y+1), fallsz >0,
r(z,y) =
Y (y+1,0), falls x = 0.

Nach Satz 2.1(ii) gibt es eine eindeutig bestimmte Abbildung f: N — N x N
mit den Eigenschaften

F(0)=(0,0),  VneN(f(n+1)=r(f(n).
Es ist nicht schwer zu sehen, dass f bijektiv ist. O

Man nennt diese Beweismethode das erste Cantorsche Diagonalverfahren.

f9) f(13)  f(18)  f(24)
fG) f8)  f(A2) f(17)
f2) f@) f(m) s
fO) f@)  f3)  f(6)



Definition 2.3. Eine Folge in einer Menge M ist eine Abbildung von einem
Intervall I in der Menge N der natiirlichen Zahlen in die Menge M. Man
nennt die Folge endlich, wenn I endlich ist.

Es ist tiblich, die Werte einer Folge nicht mit f(n), g(n) o. &., sondern mit
Zn, Yn 0. &. zu bezeichnen und die Glieder der Folge zu nennen. Man nennt
tiefgestellte Buchstaben oder Zahlen Indizes und I die Indexmenge. Dann
kann man eine Folge mit der Indexmenge {1,2,...,n} als n-Tupel

(r1, 29, ..., Ty)

betrachten. Fiir eine Folge mit Indexmenge I schreibt man (x,,)ne;.

Falls jemand dariiber beunruhigt ist, dass der Beweis von Satz 1.8 auf den Begriff der
Folge vorgreift: Er kann (und sollte) ganz ohne Verwendung von Folgen gefiihrt werden.
Sie sind lediglich geeignet, die Beweisidee besser zu verstehen.

Folgerung 2.3. Istr: M — M eine Abbildung und b € M, so gibt es genau
eine Folge (x,)neny mit den Figenschaften

2o = b, VneN ($n+1 = T(J,’n))
Dies folgt aus Satz 2.1(ii). Man sagt dann, dass die Folge rekursiv definiert

ist.

2.2 Angeordnete Korper

Aus der Schule ist der Bereich Q der rationalen Zahlen bekannt. Dieser ist
ein Korper im folgenden Sinne.

Definition 2.4. Fin Korper ist eine Menge K zusammen mit zwei Abbil-
dungen K x K — K, genannt Addition und Multiplikation und abgekiirzt in
der bekannten Weise, mit folgenden Figenschaften:

(i) Es gelten die Kommutativ- und Assoziativgesetze fir Addition und Mul-
tiplikation sowie das Distributivgesetz.

(ii) K hat verschiedene Elemente 0 und 1, so dass fiir alle Elemente x von
Kygltr4+0=x und z-1==z.

(iii) Fir beliebige Elemente x und y von K gibt es ein Element d von K,
so dass x =y +d.

(iv) Fir beliebige Elemente x von K und y von K\ {0} gibt es ein Element
q von K, so dass x =1vy-q.
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Es ist leicht zu sehen, dass die Elemente 0, 1 und (fiir gegebene x und
y) d und ¢ eindeutig bestimmt sind. Man nennt x + y die Summe, x - y das
Produkt, d die Differenz und q den Quotienten von x und y. Man schreibt
d=x—1y,q=x:y, und statt 0 — y schreibt man auch —y und nennt es
das entgegengesetzte Element von y. Schliefilich nennt man 1 : y das inverse
Element von y. Abbildungen von einer Menge in einen Korper nennt man
Funktionen auf dieser Menge.

In dieser Vorlesung werden wir die Konstruktion von Q, die algebraischer
Natur ist, nicht durchfiihren. Die Elemente entstehen als Aquivalenzklassen
% von Paaren (a,b) ganzer Zahlen mit der Eigenschaft b # 0. Eine ganze
Zahl a wird mit der rationalen Zahl { identifiziert, so dass der Bereich Z der
ganzen Zahlen zu einer Teilmenge von Q wird, und dann ist § das Selbe wie
a : b. Darum wird der Bruchstrich gern als platzsparendes Synonym fiir das
Divisionszeichen missbraucht.

In der Schule werden auch reelle Zahlen besprochen, allerdings nicht ri-
goros konstruiert. Dies soll hier spéter ausgefithrt werden. Um danach nicht
alles zu wiederholen, was fiir rationale und reelle Zahlen gleichermafien gilt,
werden wir solche Aussagen allgemein fiir Koérper formulieren.

Da die natiirlichen Zahlen im Algemeinen nicht in einem Koérper K ent-

halten sind, definieren wir rekursiv fiir n € Nund = € K

0-2=0, n+1)-x=n-x+ux,
20 =1, " =" g,
wobei 0 und 1 auf der linken Seite der Gleichungen Elemente von N be-
zeichnen und auf der rechten Seite der Gleichungen Elemente von K. Das
Multiplikationszeichen wird meist weggelassen, wenn es nicht zwischen zwei
Zahlen steht. Damit Distributiv- und Potenzgesetze weiter gelten, definieren
wir aulerdem

(—n) -z =—(n-x), " =1:2"

Im Unterschied zur Algebra spielt in der Analysis die Anordnung der
Korperelemente eine wichtige Rolle.

Definition 2.5. Ein angeordneter Korper ist ein Kdorper K zusammen mit
einer Teilmenge K, die folgende Figenschaften hat:

(i) Fir jedes Element x von K gilt genau eine der Aussagen x € K.,
—r € Ky, z=0.

(ii) Fir alle Elemente x und y von K, istx+y € Ky undz-y € K.
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Wir sagen, dass x kleiner als y ist, abgekiirzt v <y, wenn y —x € K ist.
Die Elemente mit den drei Eigenschaften in (i) nennen wir positive, negative
bzw. verschwindende Flemente von K.

Aus der Schule ist bekannt, dass die Menge Q,, die aus allen rationa-
len Zahlen 7 besteht, bei denen m und n positive ganze Zahlen sind, diese
Eigenschaften hat, so dass Q zu einem angeordneten Korper wird.

Aus der Definition folgt sofort fiir alle Elemente z, y, z von K:

r<y Ny<z = 1x<z,
r<y = —T>-y,
r<y = x+z<y—+z,
r<yNz>0 = x-z<y-z.

Mit Hilfe der ersten Regel (Transitivitat) konnen wir die letzten beiden (ge-
nannt Monotoniegesetze) verallgemeinern:

r<y N z<w = zT+z<y-+uw,
O<z<y ANO<z<w = z-2<y-w,

(1)

und aus der zweiten und der letzten Regel folgt
<y N z<0 = x-z2>y-2.
Unterscheiden wir die Félle in Definition 2.5(i), so folgt nun
r#0 = x-x>0.

SchlieBlich gilt

1
r>0 = =>0,
s

weil die anderen Félle fiir % zum Widerspruch fithren wiirden.

Die Relation < ist eine strikte Ordnung. Eigenschaft (i), auch Trichotomie
genannt, impliziert sowohl Antisymmetrie als auch Totaltidt der zugehorigen
nicht-strikten Ordnung <.

Wir beweisen nun zwei grundlegende Ungleichungen, die fiir angerodnete
Korper gelten.

Satz 2.7 (Bernoulli-Ungleichung). Fiir alle ganzen Zahlen n und alle Ele-
mente x von K mit der Eigenschaft x > —1 qult

(1+2)" > 1+ nz.
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Beweis. Fiir n = 0 ist nichts zu beweisen. Angenommen, die Ungleichung
gilt fiir eine natiirliche Zahl n. Dann ist laut rekursiver Definition

(14 2)"" =1+ 2)"(1 +2).
Aus Induktionsvoraussetzung und Monotoniegesetz folgt wegen 1+ x > 0
(14+2)"(1+2) > (1 +nz)(1 +2).
Nach den Rechengesetzen erhalten wir
(1+nz)(1+2)=(1+nz)+ (x+n2*) =1+ (n+ 1+ nz’.
Wegen n > 0 und 22 > 0 ist nach den Monotoniegesetzen
1+ 4+ Dz +nz®> > 1+ (n+ 1)

Nun folgt die Behauptung fiir n + 1 statt n mit der Transitivitét.
Der Beweis fiir n < 0 ist eine Ubungsaufgabe. O

Satz 2.8. Fliir jede natiirliche Zahl n, die gréiffer oder gleich 1 ist, und alle
Elemente x4, ..., x, von K. mit der Eigenschaft

Ty Ty =1
qilt
r1+...+x,>n-1

Das Einselement von K kann auf der rechten Seite der letzten Ungleichung
weggelassen werden, wenn N in K enthalten ist.

Beweis. Der Induktionsanfang n = 1 ist trivial. Angenommen, die Behaup-
tung gilt fiir n Zahlen. Haben wir nun x; - - - x,2,,1 = 1, so wenden wir die
Induktionsvoraussetzung auf die Zahlen zq, ..., z,_7 und z,x,,; an und
erhalten

T+ F Tl + TpTprr > N

Addiere 1 auf beiden Seiten. Es geniigt zu zeigen, dass
Ty + Tpt1 2 TpTpsr + 1,

d h 2z, +xp01 —xp2p01 —12>0,d h
(xp — 1)(1 —2pyq) > 0.

Wairen alle Faktoren kleiner als 1, so auch das Produkt. Somit muss es
einen Index ¢ geben, so dass x; > 1 ist, und analog muss es ein j geben,
so dass z; < 1 ist. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit ist ¢ = n und
j=n+1. [
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Mit etwas mehr Sorgfalt kann man sogar beweisen, dass in der behaupte-
ten Ungleichung nur dann Gleichheit eintreten kann, wenn alle n Elemente
gleich 1 sind.

Die Verwendung von Fortsetzungspunkten im letzten Satz und Beweis
war nicht rigoros. Darum definiert man Summen- und Produktzeichen fiir
festen Anfangsindex m rekursiv durch

m m
§ T = Tm, H T = Tm,

=m =m

n+1 n n+1 n

E Xy = § T+ Tn+1, H T, = H X+ Tp41
i=m i=m i=m i=m

Dabei ist der Index (hier mit ¢ bezeichnet) eine Variable, die auBerhalb des
Summen- oder Produktterms keine Bedeutung hat. Die Aussage von Satz 2.8
schreibt sich nun als

n n
Hxi =1 = Z:L‘Z > n.
i=1 i=1

Als weitere Anwendung beweisen wir die verallgemeinerte dritte binomi-
sche Formel

(l’ . y) an—iyi—l — " yn‘
i=1

fir x, y € K und n € N\{0}. Die linke Seite ist nach einem verallgemeinerten
Distributivgesetz gleich

n—1

n
2 $n+171y171 o E :L,nfzyz'
=1

i=1
In der zweiten Summe substituieren wir ¢ = j — 1 und erhalten

n+1

n
E xn-{-l—zyz—l _ E 'xn—l—l—]y]—l‘
i=1 Jj=2

Dann substituieren wir wieder j durch ¢ und bemerken, dass sich die Ter-
me mit ¢ € {2,...,n} autheben. Die hier verwendeten Regeln miissen streng
genommen durch vollstédndige Induktion beweisen werden. Die bewiesene For-
mel zeigt, dass fiir n > 0 die durch

fz) =a"

definierte Funktion f: K, — K, streng monoton wachsend ist.
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2.3 Schranken und Grenzen

In technischen und medizinischen Anwendungen sind oft Schranken fiir zulés-
sige Werte vorgegeben.

Definition 2.6. Es sei M eine Teilmenge eines angeordneten Korpers K.
Ein Element a von K heifit obere Schranke von M, wenn fiir alle Elemente
x von M gilt x < a. Besitzt M eine obere Schranke, so sagt man, die Menge
M sei von oben beschréankt.

Analog definiert man untere Schranken und von unten beschrankte Men-
gen.

Eine Teilmenge von K heifst beschriankt, wenn sie sowohl von oben als
auch von unten beschrdnkt ist.

Beispiel. Hat die Menge M ein grofites Element (auch als Mazimum von M
bezeichnet, abgekiirzt max M), so ist dieses auch eine obere Schranke von M,
und hat sie ein kleinstes Element (auch als Minimum von M bezeichnet,
abgekiirzt min M), so ist dieses eine untere Schranke. <

Beispiel. Ist n eine natiirliche Zahl, so ist n nach Satz 2.8 eine untere Schranke
(und sogar das kleinste Element) fiir die Menge

M=A{x1+...+x, |21 >0, ..., 2, >0, 29292, = 1}.

Sie hat fiir n > 1 tibrigens keine obere Schranke. <

Wir sagen, dass eine Folge in K von oben/unten beschriankt ist, wenn
das fiir die Menge ihrer Glieder gilt, und wir sagen, dass eine Funktion mit
Werten in K von oben/unten beschrénkt ist, wenn das fiir ihren Wertebereich
gilt. So ist z. B. (¢")nen fiir ¢ = 1+ x > 1 wegen Satz 2.7 nicht beschrénkt.

Satz 2.9. Ist q € K und k € N, wobei 0 < q < 1 1st, so ist die Folge
(nkqn)neN
beschrinkt.
Beweis. Nach Satz 2.7 gilt fiir alle z > —1und n € N
(14+2)" > 1+ nx > nz, (1+2)*>1— k.

Wir kénnen x so wihlen, dass 1 — kx = ¢ ist. Dann ist z > 0, und mit den
Monotonie- und Potenzgesetzen folgt

" (1)) = (1) = (L)) > ()

Multiplizieren wir beide Seiten mit ¢" und dividieren durch z*, so sehen wir,
dass 7% eine obere Schranke ist. Nach den Monotoniegesetzen ist 0 eine
untere Schranke. O
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Das Finden von Schranken nennt man Abschdtzen, es ist eine typische
Methode der Analysis. Ist a eine obere Schranke und b > a, so ist auch b eine.
Die Menge der oberen Schranken einer Menge M ist also ein Endintervall
von K, die Menge der unteren Schranken ein Anfangsintervall. Je kleiner die
obere Schranke, desto mehr Information enthélt sie also. Manchmal geniigen
grobe Abschétzungen oder die blofle Beschranktheit, manchmal braucht man
bestmogliche Ergebnisse.

Definition 2.7. Gibt es unter allen oberen Schranken einer Menge M eine
kleinste, so heifit sie obere Grenze oder Supremum von M, abgekiirzt sup M.
Analog definiert man die untere Grenze oder das Infimum, abgekiirzt inf M,
als grofite untere Schranke.

So ist z. B. inf K, = 0, aber K, hat kein kleinstes Element, denn mit
jedem Element x enthélt es das kleinere Element = : 2. Hat eine Menge M
ein groftes Element, so ist dieses auch ihr Supremum.

Beispiel. Wir halten a € K fest betrachten die Menge
M={ze K, |2*<a}.

Wegen der strengen Monotonie der Quadratfunktion auf K, besteht
A={ye K, |y*>a}

aus oberen Schranken von M, und es kann hochstens ein Element ¢ € K mit
der Eigenschaft
c“=a

geben. Es gilt min{3, a} € M und, nach Satz 2.7, 1 + “e A

Ist x € M gegeben, so ist y = a : x in A, ist hingegen y € A gegeben, so
ist x = a:yin M, und in beiden Féllen ist xy = a. Das arithmetische Mittel
Yy = xTer ist in A, und ¢’ <y, weil

2
y— Yy—x
y/Z_a:< 9 ) ) y_y/: 9

wahrend 2’ = a : ' in M ist. Es folgt also
r<a <y <u,

und somit hat M kein grofites Element und A kein kleinstes Element. Wenn
¢ existiert, so ist es die obere Grenze von M, aber wenn ¢ nicht existiert, so
hat M keine obere Grenze.
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Fiir den Korper K = QQ kann tatséchlich Letzteres eintreten, zum Beispiel
fir a = 2. Nach Definition der rationalen Zahlen miisste ¢ = = mit m,
n € N\ {0} sein,wobei wir annehmen koénnen, dass m und n teilerfremd sind.

Die Gleichung ¢? = 2 bedeutet dann
m? = 2n?.

Nun miisste m gerade sein, also m = 2k, und wegen 4k* = 2n? folgt dann
2k* = n?.

Dann miisste auch n gerade sein, was der Teilerfremdheit widerspricht. <
Es gibt Rechenregeln fiir Grenzen wie z. B. die folgende.

Lemma 2.1. Hat M das Supremum ¢ und N das Supremum d, so hat die
Menge
M+N={x+y|lzeM,ye N}

das Supremum c + d.

Beweis. Es folgt aus dem Monotoniegesetz der Addition, dass ¢ + d eine
obere Schranke ist. Wir behaupten, dass eine beliebige Zahl e, die kleiner als
¢ + d ist, keine obere Schranke von M + N sein kann. Wir kénnen néamlich
e = ¢+ d — 2¢ schreiben, wobei € > 0 ist. Da ¢ — ¢ keine obere Schranke von
M ist, gibt es ein € M mit der Eigenschaft x > ¢ — ¢, und analog findet
man y € N mit y > d — . Mit dem Monotoniegesetz folgt = 4+ y > e. O]

Das Arbeiten in unvollstédndigen Koérpern wie QQ ist anstrengend, denn
man muss stdndig priifen, ob Suprema und Infima tatséchlich existieren.

Definition 2.8. Ein angeordneter Kérper K heifit vollstindig, wenn jede
von oben beschrinkte Teilmenge ein Supremum hat.

Man hétte genauso gut verlangen konnen, dass jede von unten beschrank-
te Menge ein Infimum hat, denn ist ¢ das Infimum von M, so ist —c das
Supremum von —M = {—x | x € M}. Es gibt eine weitere Umformulierung,
die den folgenden Begriff benutzt.

Definition 2.9. Ein Schnitt in einem angeordneten Korper ist eine Menge
{A, B} mit folgenden Figenschaften:

o A, B sind nichtleere Teilmengen von K,
o A ist die Menge der oberen Schranken von B aufler der kleinsten,

e B ist die Menge der unteren Schranken von A aufler der grifSten.
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Wir nennen A die Obermenge und B die Untermenge des Schnitts. Ein
Schnitt {A, B} heifit trivial, wenn es ein ¢ gibt, so dass

A={ze K|z >c}, B={xe K|z <c}.

Wenn es keine kleinste obere Schranke von B bzw. keine grofite untere
Schranke von A gibt, ist der jeweilige Zusatz iiberfliissig. Er dient dem Zweck,
dass in jedem Schnitt einheitlich die Obermenge ein Endintervall ohne kleins-
tes Element und die Untermenge ein Anfangsintervall ohne groites Element
ist.

Satz 2.10. Ein angeordneter Korper ist genau dann vollstindig, wenn jeder
Schnitt trivial ist.

Beweisidee: Ist M eine von oben beschrinkte nichtleere Teilmenge, A die
Menge ihrer oberen Schranken aufler der kleinsten und B die Menge der
unteren Schranken von A aufler der grofiten, so ist {A, B} ein Schnitt. Ist er
trivial, so ist das Element ¢ das Supremum von M.

Ist umgekehrt { A, B} ein Schnitt und existieren ¢ = sup B und d = inf A,
so ist ¢ = d, und der Schnitt ist trivial. O

Die Einzelheiten sind Inhalt einer Ubungsaufgabe. Wir merken an, dass
die Definitionen und Sétze auf beliebige geordnete Mengen anwendbar sind.

2.4 Reelle Zahlen

Wir wollen der Kérper Q der rationalen Zahlen zu einem vollstindigen an-
geordneten Korper erweitern. Eine Moglichkeit wére, fiir jeden nichttrivia-
len Schnitt ein zusétzliches Element zwischen Untermenge und Obermenge
einfiigen, um den Schnitt trivial zu machen. Dabei entsteht allerdings die
Frage, woher man diese Elemente nehmen sollte, und zweitens miisste man
in den spéateren Beweisen eine unschone Fallunterscheidung vornehmen. Ge-
schickter ist es, da ja die Menge der hinzukommenden Elemente in Bijektion
zur Menge der nichttrivialen Schnitte stiinde, einfach die letztere Menge dafiir
zu nutzen, und der Einheitlichkeit halber auch die Elemente von Q durch die
zugehorigen Schnitte zu ersetzen.

Definition 2.10. Die Menge R der reellen Zahlen ist die Menge der Schnitte
in der geordneten Menge Q. Sind {A, B} und {C, D} Schnitte, wobei B und
D die Untermengen sind, so setzen wir

{A,B} <{C,D} < BCD.
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Statt B C D hitte man auch die dquivalente Bedingung A O C' benutzen
konnen. Jetzt ist Q zwar keine Teilmenge von R, aber die einfache Struktur
von R ist uns wichtiger. Dies ist eine gewohnte Situation, denn auch die
natiirlichen Zahlen sind zunéchst keine Kardinalzahlen und die ganzen Zahlen
keine rationalen Zahlen.

Satz 2.11. Die Menge R mit der angegebenen Relation ist eine vollstindige
geordnete Menge, und die Abbildung Q — R, die jeder rationalen Zahl den
zugehdrigen trivialen Schnitt zuordnet, ist streng monoton wachsend, also
insbesondere injektiv.

Die letzte Aussage rechtfertigt es, dass man jede rationale Zahl mit dem
zugehorigen Schnitt identifiziert.

Beweis. Die Antisymmetrie und die Transitivitéit der genannten Relation folgen aus den
analogen Eigenschaften der Teilmengenrelation. Zum Beweis der Totalitdt nehmen wir an,
in den Bezeichnungen der Definition sei die Bedingung B C D nicht erfiillt. Dann gibt es
also ein Element b von B\ D. Da D ein Anfangsintervall ist, kann es kein Element d von D
mit der Eigenschaft d > b geben, mit anderen Worten, b ist eine obere Schranke von D. Da
B ein Anfangsintervall ist, folgt daraus D C B. Aus der Negation von {4, B} < {C,D}
folgt also {A, B} > {C, D}.

Die Monotonie der Abbildung Q — R folgt direkt aus der Definition von trivialen
Schnitten und der Relation < auf R. Damit ist die letzte Aussage des Satzes bewiesen.

Zum Beweis der Vollstéindigkeit betrachten wir einen Schnitt {€, F} in R, wobei £ die
Obermenge ist. Wir setzen

E gleich der Vereinigung aller Obermengen A von Schnitten {A, B} € &,
F gleich der Vereinigung aller Untermengen D von Schnitten {C, D} € F

und behaupten, dass {E, F'} ein Schnitt mit der Obermenge F und der Untermenge F ist.
Ebenso wie die Mengen A bzw. D hat E kein kleinstes und F' kein groites Element, und
sie sind nicht leer.

Iste € Eund f € F,sogibtes {A,B} € £und {C,D} € F,sodasse € Aund f € D.
Da {&,F} ein Schnitt ist, gilt {4, B} > {C, D}, d. h. B 2 D und somit f € B, und da
{A, B} ein Schnitt ist, gilt e > f. Somit sind E und F disjunkt, E besteht aus oberen
Schranken von F' und F' aus unteren Schranken von E.

Angenommen, es gibt rationale Zahlen y < z, die weder zu E noch zu F' gehoren,
und es seien {C,D} < {A, B} die zugehérigen trivialen Schnitte. Jedes Element von &
ist grofler oder gleich {A, B}, denn z ist eine untere Schranke seiner Obermenge, und
analog ist jedes Element von F kleiner als {C, D}, denn y ist eine obere Schranke seiner
Untermenge. Dies ist ein Widerspruch, denn zwischen Unter- und Obermenge von {&, F}
kann nicht mehr als ein Element liegen. Somit ist auch {F, F'} ein Schnitt. O

Wir wollen nun die Menge R mit Rechenoperationen versehen.

Definition 2.11. Sind {A, B} und {C, D} Schnitte mit den Obermengen A
und C', so setzen wir

{A,BY+{C,D}={A+C,B+D}.
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Satz 2.12. (i) Definition 2.11 ist korrekt.
(ii) Die so definierte Addition auf R ist kommutativ und assoziativ.

(iii) Der Nullschnitt hat die Figenschaft aus Definition 2.4 (ii), und Figen-
schaft (ii1) aus Definition 2./ ist erfillt.

(iv) Es gilt das Monotoniegesetz der Addition.

(v) Die Abbildung Q — R ist vertraglich mit der Addition.
Zum Beweis benotigen wir folgende Eigenschaft von Schnitten:

Lemma 2.2. Ist A die Obermenge und B die Untermenge eines Schnitts, so gibt es fir
jede positive Zahl € € Q Elemente a € A und b € B, so dassa —b < ¢.

Beweis. Wir wihlen € A und d € ]0,e/2[ und setzen x,, =  + nd. Dann ist J = {i €
N | #; € B} ein nichtleeres Anfangsinterall und I = {i € N | 2; € A} ein nichtleeres
Endintervall von N, und es gibt hichstens einen Index 4, so dass x; ¢ AU B. Setzen wir
k=maxJ,b=xp,l=min] und a = x;, soist a — b < 2d < e. O

Beweis des Satzes. (i) Ist a € A, c € C und ¢ > a+ ¢, so ist x — ¢ > a. Da A ein
Endintervall ist, folgt © —c € A, also z = (x — ¢) + ¢ € A+ C. Somit ist auch A+ C ein
Endintervall. Analog sieht man, dass B + D ein Anfangsintervall ist.

Istae A,ce C,be Bundd € D,soist a >bund ¢ > d, alsoa+c¢ > b+ d.
Angenommen, es giibe Elemente z > y zwischen A + C und B + D. Nach dem Lemma
giibe es dann Elemente a € A, b€ B,c€ Cund d € D,sodass a —b < (z —y) : 2 und
c—d < (x—y):2. Dann wire (a+c¢) — (b+d) <  — y im Widerspruch zu a + ¢ > x und
b+d<y.

(i) Die Kommutativitidt der Addition von Schnitten ist offensichtlich. Thre Assoziativitét
folgt aus der Assoziativitit der Addition von Teilmengen, die wiederum aus der Assozia-
tivitdt der Addition in Q folgt.

(iii) Der zur Zahl 0 ehorige triviale Schnitt ist offensichtlich der Nullschnitt. Fiir jeden
Schnitt {4, B} ist {A, B} + {—B,—A} gleich dem Nullschnitt, und das geniigt fur die
Existenz der Subtraktion.

(iv) ergibt sich daraus, dass fiir beliebige Teilmengen B, D und F aus B C D folgt
B+FCD+F.

(v) folgt aus dem Monotoniegesetz der Addition. O

Bei der Definition der Multiplikation ergibt sich eine Schwierigkeit. Um
sie zu beschreiben, nennen wir eine Schnittkomponente gemischt, wenn sie
sowohl positive als auch negative Elemente enthélt. Andernfalls nennen wir
sie rein. Beim Nullschnitt sind beide Komponenten rein, alle anderen Schnitte
haben je eine reine und eine gemischte Komponente. Ist B gemischt, so ist

B-D={b-d|beB,de D}

gleich der gesamten Menge Q unabhéngig von D. Selbst wenn man nur Kom-
ponenten gleicher Sorte miteinander multipliziert, bleibt das Problem, wenn
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beide gemischt sind. Die Ursache ist, dass eine gemischte Komponente auch
Elemente mit dem falschen Vorzeichen enthélt. Die mit dem richtigen Vor-
zeichen bilden eine Teilmenge

B={beB|VzcQ\B (b x>0}
Es gilt ) 3
B-D=B-D,

und wir bezeichnen diese Menge als modifiziertes Produkt B D der gemisch-
ten Komponenten B und D.

Definition 2.12. Sind {A, B} und {C, D} Schnitte mit den reinen Kompo-
nenten A und C sowie den gemischten Komponenten B und D, so setzen
wir

{A,B}-{C,D} ={A-C,B=x D}.
Ist auferdem {E, F'} der Nullschnitt, so setzen wir

Wir haben Schnitte nicht als geordnete Paare (A, B) definiert, weil in der
Schreibweise {A, B} nicht unbedingt die Obermenge an der ersten und die
Untermenge an der zweiten Stelle stehen muss. Damit vermeiden wir eine
weitere Fallunterscheidung in der Definition.

Satz 2.13. (i) Definition 2.12 ist korrekt.

(ii) Die so definierte Multiplikation auf R ist kommutativ und assoziativ,
und es gilt das Distributivgesetz.

(iii) Der dem Einselement entsprechende triviale Schnitt hat die FEigen-
schaft aus Definition 2./ (i), und FEigenschaft (iv) aus Definition 2./
ist erfiillt.

(iv) Es gilt das Monotoniegesetz der Multiplikation.
(v) Die Abbildung Q — R ist vertrdiglich mit der Multiplikation.

[Beweis wird noch eingefiigt.]
Fassen wir die Satze 2.11, 2.12 und 2.13 zusammen, so ergibt sich

Folgerung 2.4. Die Menge R mit den oben beschriebenen Rechenoperationen
und der Ordnung ist ein vollstindiger angeordneter Korper.
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Man kann sogar zeigen, dass R bis auf Isomorphie der einzige vollstandi-
ge angeordnete Korper ist, der dem Archimedischen Axiom geniigt, welches
besagt, dass es fiir jedes Element z ein Vielfaches des Einselements gibt, das
grofer als x ist. Die konkrete Konstruktion mit Hilfe von Schnitten ist da-
bei unwichtig. In der Tat gibt es andere Konstruktionen. Man spricht also
einfach vom Korper der reellen Zahlen, und der Korper Q ist der kleinste
Teilkorper. Die Elemente von R, die nicht in Q liegen, nennt man #rrationale
Zahlen.

Wenn man in Definition 2.9 die Bedingung (i), dass Ober- und Untermen-
ge nicht leer sein sollen, fallen ldsst, dann sind zwei uneigentliche Schnitte
zugelassen, namlich oo mit der Obermenge @ und der Untermenge Q so-
wie —oo mit der Obermenge Q und der Untermenge &. (Streng genommen
kénnen wir sie mit unserer Definition von Schnitten als Zweiermengen nicht
unterscheiden.) Nun ist RU{oo, —oco} eine geordnete Menge mit dem grofiten
Element oo und dem kleinsten Element —

Folgerung 2.5. Jedes Intervall in R hat eine der Formen

[a,b) ={z € R |a <z <b}, la,b[={r € R |a <z <b},

la,b] ={r € R|a<x <b}, la,b]={z € R|a <z <b},

la,00[ ={z € R|a<x}, |—00,b] ={z e R |z < b},

la,o0[ = {$€R|a<$} |—oo, b ={z € R |z < b},
|00, 00[ = .

Ist ndmlich ein nicht leeres Intervall von unten beschréinkt, so hat es nach
Satz 2.11 eine untere Grenze a, und ist es von oben beschrankt, so hat es eine
obere Grenze b. Dann muss man noch unterscheiden, ob es ein kleinstes und
ob es ein grofites Element besitzt. Fiir den Korper Q wére die entsprechende
Aussage falsch, wie Beispiel 2.3 zeigt.

Satz 2.14. Fiir jede natiirliche Zahln > 1 und jede reelle Zahl a > 0 existiert
genau eine reelle Zahl ¢ > 0, so dass c" = a.

Wir nennen ¢ die n-te Wurzel aus a, abgekiirzt /a.

Beweis. Wir konnen annehmen, dass = > 0 ist. Wie in Beispiel 2.3 betrachten
wir die Menge
M={zeR, |z2" <a}.

Wegen der verallgemeinerten dritten binomischen Formel ist die Funktion
f(z) = 2™ auf R, streng monoton wachsend, also kann es hochstens ein
Element ¢ mit der verlangten Eigenschaft geben, und die Menge

A={yeR|y">a}
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besteht aus oberen Schranken von M. Es gilt min{3,a} € M, und nach der
Bernoulli-Ungleichung ist 1+ % € A, also ist M beschrénkt. Ist y € A, so gilt
fir 0 < v < y nach der verallgemeinerten dritten binomischen Formel und
den Monotoniegesetzen

Y -y ==y YT YT <y y = y).

Konnen wir ' so wihlen, dass die rechte Seite zu y™ —a wird, so folgt 4 > a,
also 1/ € A. Dazu miissen wir

/I yn_a
Yy =Yy—-

nynfl

setzen, was in der Tat im Intervall ]0, y[ ist. Somit hat A kein kleinstes Ele-
ment. Analog zeigt man fiir x € M und z < 2’ < 2x

2" 2" < (2 =) 24 1) = (2" — )" (2 — o).

Wir konnen x’ so wihlen, dass die rechte Seite kleiner als a — ™ und folglich
2 < a wird. Somit hat M kein grofites Element.
Nach Satz 2.11 existiert
c=sup M.

Wire ¢ € M, so wire ¢ = max M, und wére ¢ € A, konnnte es nicht die
Kleinste unter den oberen Schranken sein. Da beides nicht mdoglich ist, folgt
" =a. O

Definition 2.13. Fir alle x € Ry, m € Z und n € N\ {0} setzen wir

zn = .
Die Korrektheit dieser Definition und die Potenzgesetze fiir rationale Ex-

ponenten wurden schon in der Vorlesung 0 diskutiert.

Folgerung 2.6. Fiir beliebige positive reelle Zahlen aq, ..., a, gilt

n a+...+a,

< Yay .. .a, < o

1 1
a_1++a n

d. h. das harmonische Mittel st kleiner oder gleich dem geometrischen Mittel
und dieses wiederum kleiner oder gleich dem arithmetischen Mittel.

Bezeichnen wir ndmlich das geometrische Mittel mit g, so gilt

a1 an_l

9 9

Y
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und aus Satz 2.8 folgt

aq Ay,
— 4+ ...+ —>n.
g g

Daraus folgt die rechte Ungleichung. Ersetzen wir jede Zahl a; durch ihren
Kehrwert, so folgt die linke Ungleichung.
Zum Abschluss dieses Abschnitts erinnern wir daran, dass durch

2] x, wenn z > 0,
Tl =
—z, wennz <0

der Absolutbetrag einer reellen Zahl definiert ist. Die selbe Definition ist in
einem beliebigen angeordneten Korper anwendbar. Es gilt

lz| <y & —y<zx<y.

Eine Menge in einem angeordneten Korper ist darum genau dann beschrénkt,
wenn die Menge der Absolutbetréige ihrer Elemente von oben beschréankt ist.

2.5 Komplexe Zahlen

In einem angeordneten Kérper haben manche quadratische Gleichungen keine
Losung, z. B.
Z+1=0. (2)

Wir nehmen einmal an, dass es einen Korper gibt, der R als Teilkorper enthélt
und in dem die Gleichung (2) eine Losung i besitzt. Dann gilt fiir alle reellen
Zahlen x, y, v und v

(u+w)+ (z+iy) = (u+ ) +i(v + y),
(u+ ) - (x+iy) = (ux —vy) + i(uy + vz).
Die Teilmenge aller Elemente der Form z + iy ist also abgeschlossen un-
ter Addition und Multiplikation. Kénnte man ein Element auf zwei Arten

darstellen, z. B.
u+ i =x+ 1y,

so wire u —x = i(y — v), also

(u—2)*=—(v—y)

und somit v = z und v = y. In dem Erweiterungskorper hat fiir gegebene u
und v die Gleichung
(u+i)+ (x+iy) =0
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eine Losung, ndmlich x = —u, y = —v, und fiir u + v # 0 hat auch die
Gleichung
(u+v) - (x+iy) =1

eine Losung. Sie ist ja dquivalent zu dem Gleichungssystem

ur —vy = 1,

uy +vx =0,

und man findet leicht

o -
T YT

wobei u? 4+ v? > 0, weil nach Voraussetzung u und v nicht beide gleich Null

sind. Es folgt, dass die Teilmenge der Elemente der Form x + iy bereits einen

Korper bildet, in dem die obige quadratische Gleichung l6sbar ist, und dass

die Abbildung (x,y) — x + iy von R x R auf diesen Teilkorper bijektiv ist.
All dies beruhte auf einer unbewiesenen Annahme, aber es zeigt, wie wir

den fraglichen Korper konstruieren kénnen.

Definition 2.14. Es sei C die Menge aller geordneten Paare reeller Zahlen
mit den Operationen

(w,0) + (2,y) = (u+z,0v+y),
(u,v) - (z,y) = (ux — vy, uy + vx).

Satz 2.15. Die Menge C mit diesen Operationen ist ein Korper mit dem
Nullelement (0,0) und dem Einselement (1,0).

Bewers. Wir fithren die Nachpriifung der Korperaxiome nur am Beispiel des
Assoziativgesetzes der Multiplikation vor:

(,8) - ((u,0) - (2,9)) = (s,8) - (ur — vy, uy + vx)
= (s(uz —vy) — t(uy + vx), s(uy + va) + t(uz — vy)),
(

su—tv, sv+tu) - (z,y)

((s,8) - (u,0)) - (z,) =

= ((su — tv)z — (sv + tu)y, (su — tv)y + (sv + tu)z).

Die geordneten Paare auf der rechten Seite stimmen iiberein.

Die motivierenden Betrachtungen vor der Definition lassen sich in die
Sprache geordneter Paare umformulieren und zeigen die Existenz der ent-
gegengesetzten Zahl und des Kehrwertes, woraus die Existenz der Differenz
und des Quotienten folgt. ]
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Wir nennen die Elemente des Korpers C komplexe Zahlen. Die durch
x — (z,0) gegebene Abbildung R — C ist ein injektiver Homomorphismus.
Wir identifizieren darum R mit dem Wertebereich dieser Abbildung. Das
Element (0, 1) ist eine Losung der Gleichung 2. Wir bezeichnen es mit ¢ und
nennen es imagindre Finheit. Die eingangs angenommene Situation ist jetzt
vollsténdig realisiert. Man veranschaulicht komplexe Zahlen z als Punkte
mit Koordinaten Rez und Im z in einer Ebene (benannt nach Gaufi oder
Argand).

Jede komplexe Zahl lasst sich eindeutig in der Form z = x + 4y schreiben,
und wir werden die Schreibweise als Paar nicht mehr benutzen. Man bezeich-
net x als den Realteil und y als den Imagindrteil von z, abgekiirzt © = Re 2z
und y = Im 2z, und mann nennt z = x — iy die zu z konjugierte Zahl.

Nach diesem Ausflug in die Algebra kehren wir wieder zur Analysis zurtick.
Der Begriff des Absolutbetrags aus dem vorigen Abschnitt ist nur fiir ange-
ordnete Koérper sinnvoll und muss verallgemeinert werden.

Definition 2.15. Ein Absolutbetrag auf einem Korper K ist eine Abbildung
von K in einen angeordneten Korper L, abgekiirzt** x — |z|, so dass fiir alle
Elemente x und y von K gilt

lz| >0, |z] =0 < =0,
-yl =z |yl, |z+y| < |z + |yl

Der Absolutbetrag heiffit archimedisch, wenn es fiir jedes Element y von L.
eine natirliche Zahl n gibt, so dass |n - 1x| > y.

Manche Korper, beispielsweise Q, besitzen auch nichtarchimedische Ab-
solutbetrige.

Satz 2.16. Die einzigen Automorphismen des Kdrpers C (d. h. Isomor-
phismen C — C), die alle Elemente von R fest lassen, sind die identische
Abbildung und die Konjugation. Durch

|2 = V2
wird ein archimedischer Absolutbetrag komplexer Zahlen definiert.
Beweis. Gleichung (2) nimmt jetzt die Form
(z4+1i)(z—1i)=0

an, sie hat folglich nur die Lésungen ¢ und —¢. Ein Automorphismus f muss
eine Losung auf eine Losung abbilden, also ist f(i) = i oder f(i) = —i. Es

24Nicht zu verwechseln mit der Michtigkeit!
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gibt also nur die genannten Moglichkeiten, und man rechnet leicht nach, dass
diese tatsidchlich Automorphismen sind.

Wir priifen die Eigenschaften eines Absolutbetrags nach. Fiir z = x + iy
ist 2z = 2% + y? > 0, wobei Gleichheit nur fiir z = y = 0 eintritt. Also ist
|z| = v/2? + y? korrekt definiert und hat Eigenschaft (i) aus Definition 2.15.
Fiir y = 0 erhalten wir den reellen Absolutbetrag v/z2 = ||. Eigenschaft (ii),
néamlich

|2w] = [2]|w]

folgt fiir alle komplexen Zahlen z und w aus den Potenzgesetzen und der
Tatsache, dass die Konjugation ein Automorphismus ist.

Ist z rein imaginr, d. h. Re z = 0, so ist 22 reell und nicht positiv. Wegen
Re(zw — wz) = Re zw — Re zw = 0 folgt also

(z0 — wZz)* < 0.
Addieren wir 4zZww, so erhalten wir
(20 + wz)? < 4|z]*w|.

Wegen Im(zw + wz) = Imzw + Imzw = 0 steht links das Quadrat einer
reellen Zahl, und mit der Monotonie der Wurzelfunktion ist

|z + wz| < 2|z||w|.
(Dies ist ein Spezialfall der Cauchy-Schwarz-Ungleichung.) Es folgt
(z+w)(z +w) =22+ 20 +wz +ww < |z* + 2|z||w| + |w]?.

Wegen der Monotonie der Wurzelfunktion folgt schlieflich die Dreiecksun-
gleichung
2+ w| < 2] + [w].

Die archimedische Eigenschaft der Absolutbetrages iibertrigt sich von R
auf C. O

Wir beenden den Abschnitt mit zwei Bemerkungen. Da die Summe zweier
Zahlen grofer oder gleich jeder von beiden und andererseits kleiner oder
gleich dem Doppelten der gréfleren von beiden ist, gilt

max{z?, y*} < 2+ < 2max{z? y*}.

Wenden wir das auf eine komplexe Zahl z = x + iy an, so folgt mit der
Monotonie der Wurzelfunktion

max{|Re z|,| Im z|} < |z| < V2 max{|Re z|, | Im z|}. (3)
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Wenn bei einer Menge komplexer Zahlen sowohl die Menge ihrer Realteile als
auch die Menge ihrer Imaginérteile beschréankt ist, dann folgt aus der rechten
Ungleichung, dass auch die Menge ihrer Absolutbetréige beschrankt ist. Aus
der linken Ungleichung folgt die Umkehrung.

Die zweite Bemerkung bezieht sich auf eine Methode, mit der man den
Quotienten zweier komplexer Zahlen als Quotienten einer komplexen Zahl
und einer reellen Zahl schreiben kann. Da der Bruchstrich meist als Synonym
fiir das Divisionszeichen verwendet wird, spricht man von Reellmachen des
Nenners. Motiviert durch die Formel fiir das Inverse einer komplexen Zahl
erweitert man mit der konjugierten Zahl des Nenners:

z  z(u—iv)
u4iv  uto?
Dabei sind natiirlich v und v reelle Zahlen. Eine dhnliche Methode erlaubt
das Rationalmachen des Nenners, wenn dort als Irrationalzahlen nur zwei
Wurzeln aus rationalen Zahlen a und b vorkommen: Fiir rationale Zahlen u
und v und eine beliebige reelle Zahl z gilt

z _ 2(uy/a—vVb)
uy/a + vvVb au? —bh?

3 Grenzwerte

3.1 Motivation

Heron von Alexandria hat ein Verahren zur ndherungsweisen Berechnung
von Quadratwurzel aus einer Zahl A beschrieben, das bereits in Mesopota-
mien bekannt war. Ausgehend von einem Rechteck mit dem Fliacheninhalt A
(beispielsweise mit den Seitenléngen A und 1) sucht man ein flichengleiches
Quadrat. Man kommt dem Quadrat ndher, indem man zu einem flachenglei-
chen Rechteck iibergeht, dessen eine Seite gleich dem arithmetischen Mittel
der Seiten des Ausgangsrechtecks ist. Dieses Verfahren wendet man immer
wieder auf das entstehende Rechteck an.

Die Seiten des Ausgangsrechtecks seien xy und yo. Wir kénnen annehmen,
dass xg < g ist. Nach Voraussetzung ist xgyo = A. Die Folge der Seitenldngen
der entstehenden Rechtecke ist dann rekursiv definiert durch

1 A
Ynt+1 = 5(% + Un), Tpt1 =

Y
Yn+1

so dass fiir alle n gilt z,y, = A. Bereits in Beispiel 2.3 hatten wir gesehen,
dass
Tn < Tpy1 < VA < Yoi1 < Yo
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Es folgt

1 1

Yn+1 — Tp+1 = 5(3/71 - xn) +x, — Tpy1 < 5(% - xn)a

und mit Hilfe der vollstdndigen Induktion zeigt man leicht

1

Yn — Tp < 2—n(yo — ).

Um bei der Bestimmung von Absténden nicht stédndig darauf achten zu
miissen, die kleinere Zahl von der Gréferen abzuziehen, verwendet man gern
den Absolutbetrag. Es gilt nun

1 1
‘an - \/Z‘ < Q—n(yo — ), }yn - \/Z| < 2—n(yo — Tp).

Wenn man also einen Niherungswert fiir v/A mit einem Fehler kleiner als eine
vorgegebene Zahl € bendtigt, kann man x,, oder y, nehmen, vorausgesetzt,

1
on (Yo —mp) <€
Nach Satz 2.7 geniigt dafiir
n> Yo —To 1
€

Da wir von nun an viel mit Folgen zu tun haben werden, sollten wir
ein paar traditionelle Bezeichnungen in Erinnerung bringen. Eine Folge heifit
arithmetische bzw. geometrische bzw. harmonische Folge, wenn jedes Glied
(mit Aunahme des Anfangsgliedes und, falls vorhanden, des Endgliedes) das
arithmetische bzw. geometrische bzw. harmonische Mittel der beiden benach-
barten Glieder ist.

3.2 Definition von Grenzwerten

Im Folgenden sei K ein Korper mit Absolutbetrag, der Werte im Koérper L
annimmt, alsoz. B. K = L =Qoder K =L=Roder K =C, L =R.

Definition 3.1. FEine unendliche Folge von Elementen x, in K konvergiert
gegen das Element a, abgekiirzt x,, — a (n — o0), wenn es fir jedes positive
Element ¢ von L eine natiirliche Zahl ny gibt, so dass fiir alle natirlichen
Zahlen n mit der Figenschaft n > ngy gilt

|z, —al <e.
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In Formeln ausgedriickt bedeutet z,, — a (n — o0) also
Vee Ly dng e NVneN (n>ng= |z, —al <e).

An Stelle von n und ¢ kann jede andere Variable stehen, da es sich um
gebundene Variablen handelt.

Beispiel. Die harmonische Folge konvergiert gegen Null, d. h. fiir alle c € K
gilt
S50 (n — o00).

n
Ist ndmlich € > 0, so gibt es eine natiirliche Zahl ny, so dass ny > Li', und
dann gilt fiir alle n mit n > ng

el el _ el _

— =< = e <

n n -~ ng

Satz 3.1. Konvergiert eine Folge x,, sowohl gegen a als auch gegen b, so ist
a=b.

Beweis. Angenommen, a # b. Dann ist € = @ positiv, also gibt es ny und
ny, so dass fiir n > ng gilt |z, —a| < ¢ und fiir n > ny gilt |z, —b| < e. Firn >
max{ng,n;} gelten beide Ungleichungen, und mit der Dreiecksungleichung
folgt

la —b| = |(a — x,) + (2, — b)| < |a — x| + |z, — b < 2¢
(Widerspruch). Also war unsere Annahme falsch. O

Damit ist die folgende Definition gerechtfertigt.

Definition 3.2. Konvergiert eine Folge x, gegen a, so nennt man a den

Grenzwert der Folge und bezeichnet thn mit lim x,,. Besitzt eine Folge einen
n— o0

Grenzwert in K, so heifit sie konvergent in K, andernfalls divergent in K.

Die Folge in Abschnitt 3.1 ist also konvergent in R, aber fiir a = 2 nicht
in Q.

Satz 3.2. Jede konvergente Folge x, ist beschrdnkt, d. h. es existiert ein
FElement ¢ von L, so dass fiir alle natirlichen Zahlen n gilt |x,| < c.

Beweis. Ist lim z,, = a, so gibt es ein ng, so dass fir n > ng gilt |z, —a| < 1,
n—oo

also nach der Dreiecksungleichung

|2n| = [(zn — @) + a| <fzn —al +[a] <1+ lal,
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und die Behauptung folgt mit
c = max{|zo|,...,|zn1], 1+ |al},

falls die Folge mit dem nullten Glied beginnt, wobei das Maximum existiert
(vgl. Aufgabe 16). O

Beispiel. Wir betrachten die arithmetische Folge
T, = o + nd,

wobei d € K.
Ist d =0, so ist x,, = xg fiir alle n, also z,, = xy (n — o0).
Nach der Dreiecksungleichung gilt

nld| = |zn — wo| < fan| + 2o,

Ist d # 0, dann kann es kein ¢ € L geben, so dass |z,| < c¢ fiir alle n. Also ist
die Folge dann unbeschrénkt und nach Satz 3.2 divergent. <«

Beispiel. Wir betrachten die geometrische Folge
Tp = qun7

wobei zy, ¢ € K \ {0}.

Ist ¢ =1, so ist x, = x¢ fiir alle n, also x,, — z¢ (n — ).

Ist |g| > 1, also |g| = 1+ h mit A > 0, so ist |z,| > |zo|(1 + nh) nach
Bernoulli-Ungleichung, also ist x,, unbeschrinkt und somit divergent. <

Satz 3.3. Ist |q| < 1 und k eine natiirliche Zahl, so gilt
nfg" — 0 (n— 00).

Beweis. Es sei | = k + 1. Dann ist die Folge der Zahlen n'|q|™ nach Satz 2.9
beschrankt, sagen wir durch die Zahl c. Nun ist

‘nkq | = _|nlq | < N
n n
und die Behauptung folgt wie bei der harmonischen Folge. O

Folgerung 3.1. Fiir jede natiirliche Zahl k gilt
Vnk =1 (n — o0).
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Fiir jedes € > 0 gilt ja n*(1 +¢)™ — 0 (n — o0o) nach Satz 3.3, also
existiert ein ng, so dass fiir n > ng gilt n*(1 + &)™ < 1. Letzteres ist wegen
der Monotonie der Wurzelfunktion dquivalent zu ¥/n* < 1+ ¢, und aus dem
selben Grund gilt ¥/nk > 1, so dass |V/nF — 1] < e.

Beispiel. Zur Untersuchung der Folge z,, = I;—T: fiir beliebiges b € K wéhlen
wir eine natiirliche Zahl m, so dass m > 2/b|. Dann gilt fiir n > m

M_ﬂwbr er [ e <2>”—m:<2li|!>m (;)

i=m-+1

und es folgt leicht
bTL
] —0 (n — o0)

mit Hilfe von Satz 3.3 fiir ¢ = % und £k =0. <«

Bemerkung. Fiir eine Folge komplexer Zahlen z, und eine komplexe Zahl ¢
gilt genau dann
Zn = ¢ (n — 00),

wenn
Rez, > Rec A Imz, = Imc (n — o0).

Der Kiirze halbe schreiben wir Re z,, = x,,, Im 2,, = y,,, Rec = a, Imc=10. In
der Tat, gilt z,, = a (n — 00), so gibt es fir jedes positive £; eine natiirliche
Zahl ng, so dass fiir n > ng gilt |z, — a| < &g, und gilt y, - b (n — o0),
so gibt es fiir jedes positive €1 ein ny, so dass fiir n > ny gilt |y, — b| < &;.
Fiir n > max{ng, n;} gilt dann nach der rechten Ungleichung vom Ende des
vorigen Abschnitts

|zn—c| = |(x,—a)+i(y, —b)| <\/_max{|xn al, |y, — b|}<\/_max{€0,51}

Ist nun eine positive Zahl £ gegeben, so wenden wir dies mit ; = €5 = \%
an, wonach die Konvergenz der Folge z, klar ist. Die Umkehrung zeigt man
dghnlich.

3.3 Rechenregeln fiir Grenzwerte

Aus konvergenten Folgen in einem Korper K mit Absolutbetrag kann man
mit Hilfe der Rechenoperationen weitere konvergente Folgen bilden.

Satz 3.4. Wenn x, — a und y, — b fir n — oo, dann x, +vy, — a+b und
Tp Yo — a- b fiirn — oo.
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Beweis. Laut Dreiecksungleichung gilt fiir alle n
(@0 +yn) — (@ +0)| < |zn — af + [yn — 0]

Wegen der Konvergenz von z, und y, gibt es fiir jedes ¢ > 0 natiirliche
Zahlen ng und ny, so dass fiir n > ng gilt |z, —a| < 5, wihrend fiir n > n,
gilt |y, — b < §. Fiir n > max{ng,n,} folgt

(@t ) = (@ D) < 545 =<,

und die Behauptung {iber die Summe ist bewiesen.
Fiir das Produkt bemerken wir, dass nach den Eigenschaften des Abso-
lutbetrags gilt

|xnyn - ab| = |xn<yn - b) + (xn - (l)b|
< [zn(yn = 0)[ + [(2n — @)b] = [znllyn — b] + |20 — al[b].
Nach Satz 3.2 gibt es ein ¢ € L., so dass
|z,| < c¢ fur alle n, b < ¢,

also
|xnyn - ab| S C(|yn - b| + |$n - a|)
13

Fiir jedes ¢ > 0 gibt es ng und nj, so dass fiir n > ny gilt |z, —a| < £,
wihrend fiir n > n} gilt y, — b] < 5. Also folgt fiir n > max{ng, n}}

|zny, — abl < e. O

Folgerung 3.2. Wenn z,, — a und vy, — b fiirn — oo, dann x, —y, — a—>b
fiir n — 0.

Dies ergibt sich, indem wir x,, — y, = x,, + (—1) - y,, schreiben.

Satz 3.5. Wenn x,, — a fiirn — oo und a # 0, dann gibt es ein ny, so dass
Tn # 0 fiirn > ny, und es gilti — % fiir n — oo.

Beweis. Wegen der Konvergenz von z,, gibt es ein ny, so dass fiir n > n; gilt
|z, —a| < ‘%' Mit der Dreiecksungleichung folgt fiir diese n

lal

la| = |(a — ) + 25| <|a— x|+ |2,] < 5t |z,
also |z,| > %, insbesondere x,, # 0, und
1 1 — — 2
T, @ Tpa |z, ||al |al
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2
Fiir jedes € > 0 gibt es ein ng, so dass fiir n > ng gilt |z, —a| < %5, und

fiir n > max{ng, n,} folgt
1 1

T, a

< €. O

Folgerung 3.3. Wenn x, — a und y, — b fiir n — oo, wobei b # 0, dann
gibt es ein ny, so dass y, # 0 fir n > ny, und es gilt Z—: — ¢ fiirn — oo.

Dies ergibt sich, indem wir %= = x,, - -1 schreiben.
Die eben gezeigten Rechenregeln kann man auch so formulieren: Es gilt

n—00 n—+00

n—oo
lim (z, - y,) = lim x, - lim y,,
n—o0 n—o0 n—oo
lim z,
. L n—00
lim — = = ,
n—o0 1Y, lim y,
n—oo

vorausgesetzt, die Ausdriicke auf der rechten Seite sind definiert.

Warnung. Aus lim z,, = a folgt nicht lim (x,y,) = lim (ay,), wie das Bei-
n—o0 n—o00 n—o00

spiel z,, = %, Yn = n zeigt.

Beispiel. Es sei

(3n +5)?

2n?2+1°
Die Séatze 3.4 und 3.5 sind nicht unmittelbar anwendbar, da Zahler und Nen-
ner jeweils divergent sind. Man kiirze durch geeignete Potenz von n, so dass
der Nenner einen von Null verschiedenen Grenzwert hat:

n —

(=22)" _(3+2)° | 3+0?_9
Tp = LS| R — 5507 2 (n — 00). q

3.4 Der Satz von Bolzano-Weierstraf3

Ublicherweise sagt man, dass man aus einer Folge von Gliedern x,, eine Teil-
folge erhilt, indem man beliebig viele Folgeglieder streicht, so dass unendlich
viele verbleiben. Richtiger wire es zu sagen, dass man Elemente aus der In-
dexmenge streicht. Satz 2.2(iii) zeigt, dass wir die verbleibenden Indizes in
aufsteigender Reihenfolge nummerieren konnen. Es gibt also eine streng mo-
noton wachsende Folge n; von natiirlichen Zahlen, und die Teilfolge besteht
aus den Gliedern z,,, die durch & nummeriert werden. Genaugenommen ist
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dies die Verkettung der Abbildungen® n + x,, und k — nj. Dieses Umnum-
merieren ware unnotig, wenn man als Indexmenge eine beliebige Teilmenge
von N zulassen wiirde, aber das ist in der elementaren Analysis uniiblich.
Offensichlich ist eine Teilfolge einer Teilfolge auch eine Teilfolge der Aus-
gangsfolge.

Es ist auch klar, dass aus x,, — a fiir n — oo folgt, dass z,, — a fiir
k — oo.
Beispiel. Die durch g = %(1 + Z\/g) und z, = ¢" definierte Folge ist diver-
gent (siehe Aufgabe 29), aber sie hat die konvergenten Teilfolgen (zg)ken,
(Z6k4+1)kens - - - (Z6k45)ken, denn ¢® = 1. <

Satz 3.6. Jede beschrinkte Folge in R oder C hat eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Wir betrachten zunéchst eine Folge von reellen Zahlen x, mit ei-
ner unteren Schranke ag und einer oberen Schranke by. Dann ist x, eine
Folge im Intervall [ag, bp]. Wir definieren nun rekursiv eine Folge von Inter-
vallen [a,,, by,], von denen jedes unendlich viele Folgeglieder x,, enthilt, also
genauer gesagt, so dass es fiir jedes m unendlich viele n mit der Eigenschaft
Ty € |am, b gibt.

Angenommen, das m-te Intervall ist bereits definiert und enthélt unend-
lich viele z,,. Es sei ¢, das arithmetische Mittel von a,, und b,,. Gdbe es nur
endlich viele Indizes n mit z,, € [a,,, ¢;y] und auch nur endlich viele Indizes n
mit z, € [¢, b, so gédbe es auch nur enlich viele Indizes n mit ,, € [a,, by
Da dies nicht der Fall ist, muss eines der Intervalle [a,,, ¢,,| oder [¢p,, by,] un-
endlich viele Folgeglieder entalten. Wir wéhlen ein solches Intervall aus und
bezeichnen es mit [a,, 1, bpy1]-

Man beachte, dass seine Lange b,,,1 — a.,,+1 genau halb so grof} ist wie
die Lénge des vorigen Intervalls [a,,, b,,|. Hieraus folgt durch vollstindige

Induktion .
bm — Qypy, = 2_m(b0 — CL()).

Wir setzen nun ng = 1 und definieren rekursiv eine streng monoton wach-
sende Folge natiirlicher Zahlen n,,, so dass ,,, € [am, by] ist. Es gibt ja nach
Konstruktion unendlich viele Indizes n mit der Eigenschaft x,, € [ay41, bmt1],
und ist n,, bereits definiert, so setzen wir n,, 1 gleich dem Kleinsten unter

ihnen, der groBer als n,, ist. Wegen [a,, 11, bmi1] C [am, bin] gilt sogar
Tn, € [Qm, b fiir alle &k > m.

Da jedes by, eine obere Schranke der Menge {a,, | m € N} ist, hat diese
nach Satz 2.11 eine kleinste obere Schranke ¢, und fiir alle m gilt

am < c < b,y,.

25Das erste n bezeichnet eine Variable, das zweite n eine Folge.
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Ist nun eine positive Zahl € gegeben, so gibt es wegen obiger Formel fiir
die Intervalllinge und Satz 2.7 eine natiirliche Zahl m, so dass b,, — a,, < €.
Fiir £ > m gehoren dann sowohl z,, als auch ¢ zum Intervall [a,,, b,,], und
es folgt

|z, — | <e.

Wir haben bewiesen, dass z,, — ¢ (k — 00).

Ist eine beschrankte Folge komplexer Zahlen z, gegeben, so sind die Fol-
gen der reellen Zahlen Re z, und Im z, ebenfalls beschrinkt. Es gibt nach
dem Bewiesenen eine Teilfolge, fiir die die Folge der Realteile konvergiert,
und davon wiederum eine Teilfolge, bei der auch die Folge der Imaginérteile
konvergiert. Nun konvergiert auch die zugehorige Teilfolge komplexer Zah-
len. [

Eine Folge von Intervallen, bei der jedes folgende Intervall in dem vor-
angehenden enthalten ist, und wo die Lénge der Intervalle jede vorgegebene
positive Zahl unterschreitet, nennt man {ibrigens eine Intervallschachtelung.
Auch das Heronverfahren erzeugt eine Intervallschachtelung [z,,y,]. Man
hétte die Beweismethode des reellen Falls auch direkt auf den komplexen
Fall {ibertragen konnen, indem man die Folge in ein geniigend grofies Qua-
drat einschlieft und dieses in jedem Schritt in vier Teilquadrate unterteilt.

3.5 Grenzwerte und Ungleichungen

In einem angeordneten Korper gelten fiir Grenzwerte neben den Regeln aus
dem Abschnitt 3.3 weitere Gesetzmafigkeiten.

Satz 3.7. Ist x,, — a und y, — b fir n — oo und gilt x, < y, fir alle
(geniigend grofien) n, so gilt a < b.

Warnung: < ist nicht durch < ersetzbar!

Beweis. Fiir jedes € > 0 gibt es ein ng, so dass fir n > ng gilt |z, —a| < ¢
und |y, — b| < ¢, also

a—e<x, <y, <b+e, a—b<2e.
Wire a > b, so ergébe sich mit € = “T’b ein Widerspruch. O

Satz 3.8 (EinschlieBungskriterium). Ist x,, — a und z, — a fiir n — oo und
gilt x,, <y, < 2z, fir alle (genigend grofien) n, so ist y, — a fir n — oo.

Beweis. Fiir jedes ¢ > 0 gibt es ein ng, so dass fir n > ng gilt |z, —a| < ¢
und |z, —a| < ¢, also

a—e<x,<y,<z,<a-+e, lyn — al < e. O

95

Vorlesung 7b
20.05.2022




Beispiel. Ist ¢ > 1, so gilt 1 < e < /n fiir geniigend groBe n, und mit
Folgerung 3.1 ergibt sich

Je—1 (n— o).
Mit Satz 3.5 und einem Potenzgesetz folgt das auch fiir 0 < ¢ <1. <

Beispiel. Fiir p > g > 0 gilt
Vot <t < T

und es folgt

V't ¢t —p (n— o0)
mit Hilfe des vorigen Beispiels fiir c =2. <«
Beiuspiel. Es gilt

T (iei-ngfieien 1

0<y/1+—-——-1= = < —,
n 1+1+1 1+1+1

1 1
l1+——1—0, 1+——=1 (n— o0)
n n

nach Satz 3.8. «

also

Satz 3.9 (Monotoniekriterium). Jede beschrdinkte monotone Folge reeller
Zahlen ist konvergent in R.

Dies wére im Korper Q falsch, wie man am Heronverfahren fiir a = 2
sieht.

Beweis. Wir betrachten o. B. d. A. den Fall monotonen Wachstums. Wegen
der Beschranktheit existiert @ = sup{z,, | n € N} nach Satz 2.11. Ist ¢ > 0, so
kann a — ¢ keine obere Schranke sein, also gibt es ein ny, so dass z,, > a—¢
Aus der Monotonie folgt x,, > a — ¢ fiir n > ng. Da a obere Schranke ist, gilt
x, < a, also |z, —a| <e. O

Als Anwendung untersuchen wir das Wachstum eines Anfangskapitals a
bei einem nominalen Zinssatz x. Nach einem Jahr betrigt das Guthaben
(unter Vernachlédssigung von Bearbeitungsgebiihren)

(14 x) a bei jahrlicher Verzinsung
(1 + 12) a bei (naiver) monatlicher Verzinsung

(1+ 365)3 *a bei (naiver) téglicher Verzinsung
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Steigt die Auszahlung bei haufigerer Verzinsung? Kann sie ins Unermessliche
steigen?

Satz 3.10. Fir alle reellen Zahlen x existiert der Grenzwert
expx = lim (1—|— f) .
n—00 n
Fiir alle z, y € R gilt
(i) expx >0, expx > 1+ x,
(ii) wenn x <y, dann expx < expy,
(ili) exp(z 4+ y) =expx - expy.
Bewers. Zunichst halten wir z fest und setzen fiir n > 0
ap = (1 + f) .
n
Behauptung 1: Fiir n > —xz ist die Folge a,, monoton wachsend.
Dazu geniigt es wegen a,, > 0 zu zeigen, dass a,.1/a, > 1. Es gilt

1"’7%1:1_’_@:1_’_ x noY oo 1 '
1—1—% 1—1—% r+n\n-+1 n+1 z+n

.
T+n

T n+1 n+1
b=t AR AU S U SRS SN
1+£ n+l z+4+n - r+n 142

Behauptung 2: Ist z € Z, so ist fiir n > —z

Fiir n > —z ist < 1, also nach Bernoulli

n—+x
n

und die Folge b,, ist monoton fallend.
Es folgt ndmlich aus Monotonie der Potenzfunktion (Fallunterscheidung
x>0,x=02<0)
b _ <1+£)x21$:1.
ap, n
Zum Beweis von b,/b,.; > 1 benutzen wir die obige Rechnung und die
Bernoulli-Ungleichung:

1+£ n+x 1 . —(x+n) .
n =(1- . >1+ .
1+ =2 n+1 z+n n+1

n+1
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Behauptung 3: a,, ist beschrénkt, also nach Satz 3.9 konvergent. (Wegen a; =
1 + z folgt dann (i) aus Behauptung 1 und Satz 3.7.)
Fiir x € Z ist jedes b, mit n > —x obere Schranke. Fiir beliebige x, y € R

n n

sobald n > max{—z, —y}. Wihlen wir y € Z, so folgt Beschranktheit fiir x.
Mit Satz 3.7 folgt (ii).
Behauptung 4: Es gilt

lim (14 25)" =1,
n

n—oo

Ist ndmlich 0 < ¢ < expz < C, so gilt fiir grole m

c§(1+%)m§a

Ersetzen wir m durch n? und wenden die (monotone) Wurzelfunktion an, so

ergibt sich
c < (1+%> < VC,
n

und die Behauptung folgt aus dem Einschliefungskriterium.
Zum Beweis von (iii) beachte man, dass

(1+2)1+ %) L+ 1 Ty

L+ Lt

Fiir alle n > 2|z + y| gilt 1 + =¥ > £ also

Fiir grofle n sind alle Terme positiv, und die Ungleichungen gelten auch fiir
die nten Potenzen. Mit dem Einschlieungskriterium folgt (iii) aus Behaup-
tung 4. O

Folgerung 3.4. Fir x <1 gilt

< .
expr < T
Dies folgt aus (iii) fiir y = —z und aus (i).

Folgerung 3.5. Flir alle reellen Zahlen x und alle rationalen Zahlen r gilt

expre = (expz)".
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Dies folgt aus (iii) fiir = —1 und (durch vollstdndige Induktion) fiir alle
r € N, also gilt es fiir r € Z. Fiir beliebige r = * folgt es aus

m n
(exp —a:) =expmae = (expx)™.
n

Definition 3.3. Die Funktion exp wird Exponentialfunktion genannt, die
Zahl e = exp 1 heifit Eulersche Zahl.

Fir » € Q ist also expr = €e". Man schreibt expx auch im Fall von
irrationalen Zahlen oft als e”.

Folgerung 3.6. Die Funktion exp ist streng monoton wachsend.

Sie ist monoton wachsend nach (ii), und gébe es reelle Zahlen z < y,
so dass expz = expy, so wire nach (iii) dann exp(y — z) = 1, aber dies
widersprache Eigenschaft (i).

3.6 Uneigentliche Grenzwerte

Bereits in Abschnitt 2.4 hatten wir die uneigentlichen Zahlen oo und —oo
eingefiithrt. Das hatte den Vorteil, dass in der erweiterten geordneten Menge
R U {o0, =00} jede Teilmenge eine obere und eine untere Grenze hat. Auch
im Zusammenhang mit Grenzwerten sind diese Elemente von Nutzen.

Definition 3.4. Wir sagen, dass eine Folge x, in R U {co, —oco} gegen oo
divergiert, abgekiirzt x,, — oo (n — 00), wenn es fir jede reelle Zahl ¢ eine
natirliche Zahl ng gibt, so dass fiir alle Indizes n mit der Figenschaft n > ng
gilt z,, > c.

Analog definiert man, wann x, — —oco (n — 00).

In diesen Fillen nennt man co bzw. —oo den uneigentlichen Grenzwert

der Folge und bezeichnet ihn ebenfalls mit lim x,,.
n—o0

Satz 3.11. Gegeben sei eine Folge x,, in R.

(i) Wenn x, — oo (n — o0) und ein a € R existiert, so dass y, > a fir
alle n, dann ist x,, + yn, — 00 (n — 00).

(ii) Wenn z,, — oo (n — o0) und ein a € Ry ezistiert, so dass y, > a fir
alle n, dann ist z, -y, — 0o (n — ).

(iii) Es gilt genau dann x, — oo (n — 00), wenn —x, — —o0 (N — 00).

(iv) Es gilt genau dann x, — oo (n — o0), wenn x, > 0 fir genigend
grofe n und i —0 (n— 00).
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Beweis. Wir fiithren ihn nur fiir (iv) vor. Angenommen, z,, — oo (n — 00).
Dann gibt es laut Definition ein ng, so dass fiir n > ng gilt x,, > 0, und fiir
jedes € > 0 gibt es ein nq, so dass fiir n > ny gilt x,, > % Fiir n > max{ng,n;}
gilt dann 0 < xl" <Ee.

Ist umgekehrt z,, > 0 fiir n > ny und i — 0 (n — 00), so gibt es fur

jedes ¢ > 0 ein ny, so dass fiir n > n; gilt )é‘ < % Fiir n > max{ng,ny} gilt
dann z,, > c.

Beispiel. Fiir ¢ > 1 und k£ € N gilt

Die Folge der Kehrwerte n* (%) konvergiert ndmlich nach Satz 3.3 gegen
Null. <«

Beispiel. Wenn x,, — 0o und y,, = —oo (n — 00), so folgt iiber die Konver-
genz von x, + v, gar nichts, wie die Beispiele x,, = n und y,, = —n oder y,, =
—n? oder y, = —n + (—1)" zeigen. Wenn z,, — oo und y, — 0 (n — o0),
so folgt iiber die Konvergenz von z,, - v, gar nichts, wie die Beispiele x, =n

und y,, = L oder y, = \/iﬁ oder y, = (_jl) zeigen. <

Folgerung 3.7. Die Aussagen von Satz 5.4 gelten sinngemdfs fiir uneigent-
liche Grenzwerte aufler fir die Addition zweier Folgen mit entgegengesetzten
uneigentlichen Grenzwerten und das Produkt zweier Folgen, von denen eine
gegen Null konvergiert und die andere einen uneigentlichen Grenzwert hat,
wenn wir definieren

00 + 00 = 00, (—00) + (—o0) = —o0,

0000 = (—00) - (—00) = 00, 00+ (—0) = (—00) - 00 = —00
sowie fir alle a, b € R
a+o00=00+b= o0, a+ (—00) =(—00) +b=—o0,
fiir allea >0,b>0
a-00=00-b= o0, a-(—o0) = (—00) b= —o0,
und schliefSlich fiir alle a < 0, b <0
a-00=00-b=—o0, a-(—o0) =(—00) b= o0,

Man beachte, dass die Aussagen von Satz 3.11 universeller anwendbar
sind als die entsprechenden Aussagen der Folgerung.
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3.7 Limes superior und limes inferior

Aus Satz 3.9 ergibt sich, dass jede monotone Folge in R U {o0, —o0} einen
eigentlichen oder uneigentlichen Grenzwert hat. Fiir eine beliebige Folge z,,
betrachten wir die monoton fallende Folge

) =sup{Zn, Tni1,... } =sup{x; | k > n}

und die monoton wachsende Folge

x, =inf{z,, xo1,... } =inf{z, | k> n}.

Definition 3.5. Wir definieren?

lim x, = lim x:{, lim z, = lim z,,
n—oo n—oo n—oo n—0o0

und nennen dies den limes superior bzw. den limes inferior der Folge x,,.

Beispiel. Fiir die Folge x,, = (=1)"++ gilt 23, = 23, = 145 und 2, = —1,
also lim z, =1 und lim z, = —1. <«
n—00 n—00
Satz 3.12. Eine Folge x, ist genau dann konvergent, wenn sie beschrdnkt
15t und
lim z, = lim z,.

n—00 n—o00

In diesem Fall gilt lim z,, = lim z, = lim z,.
n—00 n—»00 n—00

Beweis. Angenommen, lim z, = lim x, = a € R. Zu gegebenem ¢ > 0 gibt
n—o0 n—00

es dann ein ng, so dass fiir n > ng gilt
- +
a—e<ux,, T, <a-+e.

Nach Definition von z£ ist z,; <z, <z, und die Konvergenz folgt.

Umgekehrt sei lim x,, = a. Zu gegebenem ¢ > 0 gibt es dann ein ng, so
n—oo

dass fiir n > ng gilt
a—e<z,<a-+e,

also nach Definition der Grenzen

a—e<uz,, ) <a+e.

26Statt lim und lim sind auch die Abkiirzungen lim sup und lim inf {iblich.
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Mit Satz 3.7 folgt

a—e¢< lim z,, lim x, <a+e
n—00 n—0o0

und, da € > 0 beliebig war,

lim z, <a < lim x,.
n—oo n—o00

Andererseits folgt aus =, <z}, dass

lim z, < lim =z,
n—00 n—0o0

und somit Gleichheit gilt. O

3.8 Haufungspunkte

Auf einem Koérper K sei ein Absolutbetrag mit Werten in einem angeordneten
Korper L gegeben.

Definition 3.6. Ein Element a von K heifst Haufungspunkt einer Folge von
Elementen x,, von K, wenn es fiir jedes ¢ € L, unendlich viele n gibt, so
dass |z, —a| < e.

Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist offenbar ein Haufungspunkt.

Beispiel. Da die Mengen N und Q gleichméchtig sind, gibt es eine Folge in R,
in der jede rationale Zahl genau einmal vorkommt. Offenbar ist jede reelle
Zahl Haufungspunkt dieser Folge. <«

Satz 3.13. Ein Element a ist genau dann Hdaufungspunkt einer Folge, wenn
es Grenzwert einer ihrer Teilfolgen ist.

Beweis. Es sei a ein Haufungspunkt. Wahle ny, so dass |z,, —a| < 1, dann
wéhle ny > ny, so dass |z,, —a| < %, dann ng > ng, so dass |z,, —a| < % USW.
Dies ist moglich, da es fiir jedes & unendlich viele n gibt, so dass |z, —a| < %
Offensichtlich gilt x,, — a (k — o).

Umgekehrt sei x,, — a (kK — 00). Ist € > 0, so gibt es ein kg, so dass fiir
k> ko gilt |z, —a| <e, also |z, — a| < ¢ fiir unendlich viele n. O

Fiir einen angeordneten Korper besteht ein Zusammenhang mit den Be-
griffen aus dem vorigen Abschnitt:

Satz 3.14. Ist der limes superior endlich, so ist er der grofite Haufungspunkt.
Ist der limes inferior endlich, so ist er der kleinste Hdufungspunkt.
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Beweis. Es sei lim z, = a. Zu gegebenem ¢ > 0 und nq finden wir ny; > nyg
n—oo

mit der Eigenschaft |z,, — a| < ¢ wie folgt.

Wegen z;7 — a (n — o0) gibt es n > ng, so dass a — e <z} < a+e.
Insbesondere ist z, < a+¢ fiir alle £ > n, und a — ¢ ist keine obere Schranke
von {Zy,, Tpi1, ... }. Somit gibt es ein ny > n, so dass a — & < x,,.

Wenden wir dasselbe auf n; anstelle ng an, so finden wir ny > n; mit der
selben Eigenschaft usw., also ist a ein Haufungspunkt.

Nun sei b > a. Dann gibt es zu ¢ = I’_Ta ein ng, so dass fiir n > ny gilt
|z} —a| < e, also z, <z < b—e. Fiir alle n mit der Eigenschaft |z, —b| < e
gilt also n < ng, und somit ist b kein Haufungspunkt. O

Definition 3.7. Fine Teilmenge A von K heifit abgeschlossen in K, wenn
jeder Hdaufungspunkt einer jeden Folge von Elementen von A ebenfalls in A
liegt.

FEine Teilmenge U von K heifit offen in K, wenn es fiir jedes Element x
von U ein € € Ly gibt, so dass alle Elemente y von K mit der Eigenschaft
|z —y| < e in U liegen.

Beispiel. Nach Satz 3.7 und 3.13 ist fiir jede reelle Zahl a die Menge [a, 0]
abgeschlossen in R. <

Beispiel. Die Menge [0, 1] ist weder offen noch abgeschlossen in R. <

Beispiel. Die Mengen K und @ sind sowohl offen als auch abgeschlossen in K.
<

Beispiel. Die Menge ]0, 1] offen in R, aber nicht in C. <

Satz 3.15. Eine Menge A ist genau dann abgeschlossen in K, wenn ihr
Komplement U = K \ A offen in K ist.

Beweis. Angenommen, U ist nicht offen. Dann hat U ein Element z, so dass
es fiir jedes ¢ > 0 ein y € A gibt, so dass |x — y| < €. Insbesondere gibt es
fiir jedes n ein y,, so dass |v — y,| < % Dann ist y, — = (n — 00), also A
nicht abgeschlossen.

Angenommen, U ist offen. Ist nun x,, eine Folge in A = K\ U, so kann ein
Element x von U nicht ihr Haufungspunkt sein. Es gibt ndmlich ein ¢ > 0,
so dass fiir alle y € U mit |y — x| < € gilt y € U. Fiir alle n gilt somit
|z, — x| > €. Somit muss jeder Hiufungspunkt von z,, in A liegen, so dass A
abgeschlossen ist. O

3.9 Cauchy-Folgen

Fiir angeordnete Korper kennen wir ein Konvergenzkriterium, fiir dessen An-
wendung noch kein Grenzwert bekannt sein muss, ndmlich das Monotoniekri-
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terium. Auch fiir Kérper mit Absolutbetrag gibt es ein Konvergenzkriterium
mit dieser Eigenschaft.

Definition 3.8. FEs sei K ein Korper mit Absolutbetrag mit Werten in einem
angeordneten Kérper L. Eine Folge x,, in K heifft Cauchy-Folge?”, wenn es
fiir alle € € Ly eine natiirliche Zahl ng gibt, so dass fiir alle natirlichen
Zahlen m und n mit den Eigenschaften m > ng und n > ng gilt |z, —x,| < €.

Satz 3.16. Es sei K = R oder K = C. FEine Folge in K ist genau dann
konvergent, wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

Beweis. Ist x, — a (n — 00), so folgt aus
|Tm — Tp| < | — al + |a — 24,

dass x,, eine Cauchy-Folge ist.

Nun sei umgekehrt z,, eine Cauchy-Folge. Wir beweisen zunéchst, dass
sie beschrankt ist. Dazu wéhlen wir € = 1 in der Definition der Cauchy-Folge
und setzen

¢ = max{|zol, ..., |[Tng-1], |Tny| + 1}

Nun folgt die Behauptung wie im Beweis von Satz 3.2.

Wir kénnen also Satz 3.6 anwenden und sehen, dass es eine Teilfolge ),
gibt, die einen Grenzwert a besitzt. Wir behaupten, dass a auch Grenzwert
der Gesamtfolge x,, ist. Ist € > 0, so gibt es wegen z,,, — a (n — 00) ein ko,
so dass fiir k > kg gilt .

5.
Da z,, eine Cauchy-Folge ist, gibt es auflerdem ein ng, so dass fiir m > ng
und n > ng gilt

‘xnk - a’ <

€
| Ty — x| < 5

Da die Folge n; streng monoton wachsend ist, gibt es ein &k > kg, so dass
nk, > ng ist. Setzen wir in der vorigen Ungleichung m; = ny,, so folgt fiir
n > ng mit der Dreiecksungleichung

e €
|z, — a|] < |zp — T, | + |2, — al <gtz=e
Da ¢ eine beliebige positive Zahl war, folgt z,, — a (n — 00). ]

2Toder Fundamentalfolge
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Beispiel. Wir miissen bei der geometrischen Folge z,, = x¢q¢™ noch den Fall
betrachten, dass |q| = 1, aber ¢ # 1. Dann ist

|Tnt1 — 2n| = |zollg — 1
konstant, also ist die Folge keine Cauchy-Folge und somit divergent. <«

Definition 3.9. Ein Kérper K mit Absolutbetrag heifst vollstindig, wenn
jede Cauchy-Folge konvergent ist.

Wir sehen also, dass R und C vollstindige Korper mit Absolutbetrag
sind. Der Korper Q ist nicht vollstindig, denn das Heronverfahren erzeugt
z. B. fiir A = 2 eine divergente Cauchy-Folge.

Man kann eine Vervollstdndigung von Q auch auf andere Weise konstru-
ieren, némlich als Menge der Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen, wobei
zwei Cauchy-Folgen z,, und y, dquivalent genannt werden, wenn es fiir jede
positive rationale Zahl € ein ng gibt, so dass fiir n > ng gilt |z, — y,| < €.
Auch auf dieser Menge kann man wieder die Strurktur eines Koérpers mit
Absolutbetrag einfiihren. Der so entstehende Korper ist zu isomorph R.

Die Vervollstandigung von Q beziiglich der Anordnung und beziiglich
des Absolutbetrags liefern also das selbe Ergebnis. Es gibt allerdings ange-
ordnete Korper, z. B. den Levi-Civita-Korper, die beziiglich des Absolutbe-
trags vollstandig sind, beziiglich der Anordnung jedoch nicht. In diesem Fall
lasst sich die Korperstruktur nicht fortsetzen auf die Vervollstandigung durch
Schnitte.

4 Reihen

Der antike Philosoph Zenon kam auf das Paradoxon, dass der Held Achilles
einen Wettlauf mit einer Schildkrote nicht gewinnen konnte, falls ihr beim
Start ein Vorsprung gewéhrt wiirde. Wenn Achilles beim Startpunkt der
Schildkrote ankommt, ist sie bereits an einem anderen Ort, wenn er dort
ankommt, wieder an einem anderen usw.

Nach der mengentheoretischen Begriindung der Mathematik ist es aber
gar nicht paradox, dass ein beschrianktes Zeitintervall unendlich viele Zeit-
punkte enthélt. Hat die Schildkréte den Vorsprung a und die g-fache Ge-
schwindigkeit von Achilles, wobei 0 < ¢ < 1, und bezeichnen wir den Weg
von Achilles bis zum Ort des Uberholens mit b, so gilt offenbar a + ¢gb = b,
also b = 1% Die Linge der n-ten von Achilles durchlaufenen Teilstrecke ist
aq™. Wenn man all diese unendlich vielen Teilstrecken in irgend einem Sinne
summieren konnte, sollte sich b ergeben.

65

Vorlesung 9a
01.06.2022




Ein anderes Beispiel ergibt sich bei der Betrachtung von Stellenwertsys-
temen. Will man einem unendlichen Dezimalbruch wie

3,14159265 . ..

einen Sinn geben, so muss man ebenfalls unendlich viele Terme summieren,
namlich

3+1-107 ' +4-1024+1-10°+5-107*4+9-10°+2-10 °+6-10""+5-105+. .

4.1 Konvergenz von Reihen

Definition 4.1. Fliir eine Folge reeller oder komplexer Zahlen x, sei

Tpy + Tpyar1 + ..o = lm (2, + Tpyo1 + - .-+ 2),
m—r0o0

oder in anderer Schreibweise

(o.) m
5 T, = lim E T
m—00

n=ni n=ni

Der neu definierte Term auf der linken Seite heifit Reihe, sein Wert Sum-
me der Reihe. Die Summe auf der rechten Seite heifst m-te Partialsumme.
Die Reihe heif$t konvergent, wenn die Folge threr Partialsummen konvergent
ist, sonst heifit sie divergent. (Im letzteren Fall haben beide Seiten eigentlich
keinen Sinn.)

Beispiel. Aus der dritten binomischen Formel folgt die Summenformel der
geometrischen Folge fiir g # 1:

m_l_qurl

l+q+¢+...+q
l—q
Fiir |¢| < 1 ist die geometrische Reihe konvergent:

(e’e} . . 1 _ qm+1 1
5 q" = lim =

m—00
n=0

l1—gq 1—q

(Dies 16st das Zenonsche Paradoxon auf.) Andernfalls ist sie divergent (auch
im Fall ¢ = 1).
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Mit ¢ = konnen wir periodische Dezimalbriiche in gemeine Briiche

1ok
umwandeln:
428571 428571
428571 =
0,42857 1000000 + 10000002
428571 " 1 n 1 n
~ 1000000 1000000 = 10000002
428571 1 428571 §
1000000 1 — m 999999 7

Alle periodischen Dezimalbriiche stell_ep also rationale Zahlen dar. Das Selbe
gilt in anderen Stellenwertsystemen. Ubrigens ist

9 9 1
00 = —(1+ 107" 41072 -
9= U 0T = g T

=1
10

Dezimalbriiche mit Neunerperiode (oder allgemein Systembriiche mit Periode
g — 1 im Fall der Grundzahl g) sind also iiberfliissig. <

Beispiel. Nach den Rechenregeln fiir das Summenzeichen gilt

inn+1 :;(__n—l—l):i% in-lu

n=1 n=1
m 1 m—+1 1 1
"l LT e

Durch Grenziibergang folgt

[e.9]

;nnjtl

2
Summen der Form ) (x, — 2,41) nennt man Teleskopsummen. Eine solche
n=ni
trat auch im Beweis der dritten binomischen Formel auf. In der Lésung zu

Aufgabe 33(c) benutzt man ein Teleskopprodukt. <

Beispiel. Die harmonische Reihe ist

il Ly
2734

Wir zerlegen die Partialsummen fiir den Fall, dass m eine Zweierpotenz ist,
in Teilstiicke:

TN (R (R Y Y (R
2 3 4 56 7 8) U \2k41 T 2k
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Schéitzen wir die Glieder in jedem Teilstiick durch das Letzte ab, so folgt

1+1+1+ + >1+1+2+4+ +2k—1+k+1
2 3 T okt = 2 4 8 T okl 2

Die harmonische Reihe ist also divergent. <«
Aus Satz 3.4 und 3.7 ergibt sich:

Folgerung 4.1. Es sei

ixn:a, iyn:b, ceC.

n=ni n=ni

Dann gilt:
Z(mn—i—yn):a—i—b, Zcxn:ca.
n=ni n=ni

Ist x, <y, fiir alle n, so gilt a < b.

Warnung: Es gibt keine Formel fiir > x,y,.

n=ni

Satz 4.1 (Cauchy-Kriterium). Die Reihe ) x, konvergiert genau dann,
n=ni
wenn es fir jedes € > 0 ein mqy gibt, so dass fiir m > mgy und p > 0 gilt

m—+p

2

n=m-+1

<e.

Fiir die Konvergenz der Reihe ist also notwendig (aber nicht hinreichend,
siche harmonische Folge), dass die Folge der Glieder z,, eine Nullfolge ist.

Beweis. Mit der Bezeichnung s, = > x, gilt

n=ni
m-+p
E Ty = Sm+p — Sim-
n=m-+1

Die im Satz genannte Bedingung bedeutet also, dass die Folge der Partialsum-
men s, eine Cauchy-Folge ist. Damit folgt die Behauptung aus Satz 3.16. [

Nun betrachten wir Reihen mit reellen Gliedern.
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Folgerung 4.2. Fine Reihe mit nichtnegativen Gliedern ist genau dann kon-
vergent, wenn die Folge threr Partialsummen von oben beschrinkt ist.

Dies folgt aus Satz 3.2 und dem Monotoniekriterium (Satz 3.9), denn die
Folge s,, ist genau dann monoton wachsend, wenn x,, > 0 fiir alle n gilt.

Beispiel. Fiir alle m > 1 erhalten wir mit einem fritheren Beispiel

m m m—1
1 1
— <1 — <2
DS e T S e <
also ist die Reihe ) -5 konvergent. <

n=1
Eine Reihe heiflt alternierend, wenn ihre Glieder abwechselnd nichtnega-

tiv und nichtpositiv sind, z. B.

Tor > 0, Top+1 < 0.

Satz 4.2 (Leibniz-Kriterium). Ist die Reihe Y, x, alternierend und ist |z,|

n=0
eine monoton fallende Folge mit dem Grenzwert 0, so ist die Reihe konver-
gent.

Beweis. Wir betrachten die Teilfolgen s, und sg1; der Partialsummenfol-
ge S,,. Sind die Vorzeichen wie oben, so gilt

Sokt1 — Sok = Topp1 < 0,
So(k41) — S2k = Top+1 + Topy2 = —|Topgr| + |Targ2| L0,

Sok41 — Sok—1 = Tk + Top1 = |Tok| — |Takt1| > 0.

Also ist die Folge s9;, monoton fallend mit unterer Schranke s; und die Folge
Sor+1 monoton wachsend mit oberer Schranke sg. Nach dem Monotoniekrite-
rium sind beide konvergent, und wegen so, — Sopr1 = |Top+1| — 0 (K — 00)
haben beide den selben Grenzwert a. Mit der Priasenzaufgabe 17 folgt nun
Sm — a (m — 00). O

Wir erhalten sogar eine Fehlerabschétzung: Fiir jedes m liegt a zwischen
Sm und S,,41, also
|Sm - a’ S |$m+1"

Beispiel. Die Reihe

Z i —1—%+l—1+—...

n=

—



ist konvergent, die Reihensumme a liegt zwischen % und 1.

Nun ordnen wir die Reihe um, indem wir auf ein positives Glied immer
zwei negative folgen lassen, und betrachten nur eine Teilfolge der Partialsum-
menfolge:

11 1+1 1 1+1 1 1+1 1 1+
2 4 3 6 8 5 10 12 7T 14 16

1 1 1 1 1 1 1 a

1
2 1T s T 2T T Ty

wobei wir Folgerung 4.1 benutzt haben. Wegen a # 0 ist § # a, die Reihen-
summe hat sich also durch das Umordnen gedndert. <«

4.2 Umordnungen und absolute Konvergenz

Wir betrachten wieder Reihen mit reellen oder komplexen Gliedern.

Definition 4.2. Die Reihe ) vy, heifst Umordnung der Reihe ) x,, wenn
n=0 n=0
es eine bijektive Abbildung o : N — N gibt, so dass y, = T fiir alle n gilt.

Dies definiert offensichtlich eine Aquivalenzrelation zwischen Reihen.

Definition 4.3. Die Reihe > x, heifit absolut konvergent, wenn die Reihe

n=0
oo

> |xn| konvergent ist. Fine Reihe, die konvergent, aber nicht absolut kon-
n=0
vergent ist, nennt man bedingt konvergent.

Der Begriff ,,absolute Konvergenz“ ist gerechtfertigt, denn aus Satz 4.1
erhalten wir:

Folgerung 4.3. Jede absolut konvergente Rethe ist konvergent.

Nach der Dreiecksungleichung gilt ndmlich fiir alle natiirlichen Zahlen m
und p

m—+p m—+p
d> "z <Y
n=m-+1 n=m-+1

Erfillt Z |z,,| das Cauchy-Kriterium, so auch Z T
=0
Fiir Folgen gibt es keinen Begriff der absoluten Konvergenz.

Satz 4.3. Ist eine Reihe absolut konvergent, so ist auch jede Umordnung
absolut konvergent und hat die selbe Summe.
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Beweis. Es sei o0 : N — N bijektiv und 7 die Umkehrabbildung. Ist nun
e > 0, dann gibt es wegen der absoluten Konvergenz ein mg, so dass

oo oo mo
€
DTS SR P
n=mo+1 n=0 n=0
Setzen wir lp = max{7(0),...,7(mo)}, dann gilt

{0,1,2,...,mo} C {0(0),0(1),...,0(l)}.

Fiir [ > lp und m > my folgt mit der Dreiecksungleichung

l

Z Tok) — Z Tn
0

m’ max{m,m’}

k=0 n= ?:gl n=0 n=mo+1
7(n)<
wobei m' = max{c(0),...,0(l)}, denn unter den Gliedern, die sich wegkiirzen,

sind g, ..., Tym,-
Wegen der Konvergenz der urspriinglichen Reihe koénnen wir m so wéhlen,

dass
m
E Ty — Q
n=0

wobei a die Reihensumme bezeichnet. Mit der Dreiecksungleichung folgt

g
<§,

l l m m
ng(k) —a| < Zxo(k) — an + an —a| <e.
k=0 k=0 n=0 n=0

Da e > 0 beliebig war, haben wir bewiesen, dass

Z Tok) = Q.
k=0

Die selbe Uberlegung mit |x,,| an Stelle von ,, beweist die absolute Kon-
vergenz der umgeordneten Reihe. O]

Satz 4.4. Ist eine Reihe mit reellen Gliedern bedingt konvergent, so gibt es
fiir jedes abgeschlossene Intervall I eine Umordnung, so dass die Menge der
Hiufungspunkte der Partialsummenfolge gleich I ist, und dass fiir beschrank-
tes I auch diese Folge beschrdinkt ist.

Da eine Folge genau dann konvergent ist, wenn sie genau einen Haufungs-
punkt besitzt, sehen wir insbesondere, dass man durch Umordnen einer be-
dingt konvergenten Reihe jede beliebige Reihensumme erzeugen kann.
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Beweisskizze. Wir setzen

+

= max{x,, 0}, x, = min{z,,0},

Z n

so dass x,, = z;7 + x,,. Wir behaupten, dass die Reihen

(o.9] (0.9}
+ _
E Ly s E Z,
n=1 n=1

divergent sind. Angenommen, die erste der beiden wére konvergent. Wegen
x, =z} —x, wire nach Folgerung 4.1 auch die zweite konvergent, und wegen
\z,| =z — x,, wire die gegebene Reihe absolut konvergent (Widerspruch).

Wir koénnen annehmen, dass x,, # 0 fiir alle n. Es sei u,, die Teilfolge der
positiven und v,, die der negativen Glieder in der Folge x,,. Man erhélt diese
aus den Folgen z7 bzw. ., indem man alle Nullen entfernt. Es sei ¢ = inf I
und d = sup I. Sind ¢ und d endlich, dann bilden wir eine neue Folge z/, mit

Partialsummen s/, wie folgt:

Ui, Ug, ..., Uy, solange, bis s;, > d, dann

V1, V2, ..., Uy, solange, bis s, < ¢, dann

Uny 415 Uny 42, - - - Uny 4y SOlange, bis s, . >d
USw.

Ist hingegen d = oo, dann wiahlt man no 1 jeweils so, dass

s > k.

nit..4ngp41 —
Ist ¢ = o0, also I = @, dann wahlt man ng, 1 ebenso und setzt no, = 1 fiir
alle k. Ist schliefflich ¢ = —oo, dann wihlt man nq, so, dass

s < —k.

ni+...4ngp —

All dies ist nach Folgerung 4.2 moglich wegen der Divergenz der Reihen

oo oo
E Uy E Up -
n=1 n=1

Fiir jedes a € I gibt es beliebig grofie n, so dass s/, ; < a < s/, also
|s! —a| < 2!,. Da x, eine Nullfolge ist, sind u, und v, Nullfolgen, also ist
auch x/, eine, und somit ist @ ein Haufungspunkt.

Ist d endlich, so gilt fiir nox—1 < n < nogt1, dass s, < d+up, 4. +ny,_,- Da
u, eine Nullfolge ist, ist kein Haufungspunkt grofler als d. Analog zeigt man,
dass fiir endliches ¢ auch kein Haufungspunkt kleiner als ¢ sein kann, und
nebenbei ergibt sich, dass fiir beschrénktes I die Folge s/, beschrankt ist. [
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Folgerung 4.4. FEine Reihe mit reellen oder komplexen Gliedern ist genau
dann absolut konvergent, wenn jede threr Umordnungen konvergent ist.

Fiir reelle Glieder folgt eine Richtung aus Satz 4.3 und die andere aus
Satz 4 4. Sind die Glieder z, = x, + iy, komplex und 1st jede Umordnung

von Z z, konvergent, so ist auch jede Umordnung von Z x, und jede von
n=1 n=1

> y, konvergent. Nach Satz 4.4 sind beide absolut konvergent, und wie in

n=1

der Bemerkung am Ende von Abschnitt 3.2 folgt die absolute Konvergenz

von Y z.
n=1

4.3 Kriterien der absoluten Konvergenz
Folgerung 4.4 zeigt die Bedeutung der absoluten Konvergenz. Man méochte
feststellen, ob sie bei einer gegebenen Reihe vorliegt. Die absolute Konver-

genz der Reihe > x, ist nach Folgerung 4.2 gleichbedeutend mit der Be-
n=0

schrénktheit der Partialsummenfolge der Reihe > |z,|.

n=0
Folgerung 4.5 (Vergleichskriterium). Fiir alle n sei 0 < x, < y,. Ist die

Reihe Z Yn konvergent, so auch die Reihe z T
n=0 n=0

In der Tat ist in dieser Situation fiir alle m

m m
n=0 n=0

1
n(n+1)

Wir haben dieses Kriterium praktisch bereits im Fall z, = #, Yn =
angewendet.

Beispiel. Durch Vergleich mit der geometrischen Reihe mit dem Quotienten
g sind Systembriiche im Stellenwertsystem zur Grundzahl g (also im Fall
g = 10 Dezimalbriiche) konvergent. <

Beispiel. Fiir y,, = (Zﬂ)ln gilt y, = (1 + l)n% > % nach der Bernoulli-

n

Ungleichung, also ist die Reihe Y y, divergent. <

n=1

Satz 4.5 (Wurzelkriterium). Es sei

a= lim {/|z,|.

n—o0
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Ist a < 1, so ist die Reihe »_ x, absolut konvergent, ist hingegen a > 1, so
n=0
ist die Reihe divergent. (Letzteres auch, wenn a = 00.)

Beweis. Ist a < 1, so gibt es ein ¢ € R, so dass a < ¢ < 1, und ein ng, so dass
fir n > ng gilt {/|z,| < ¢, also wegen der Monotonie der Wurzelfunktion
|z,| < ¢", und die Behauptung folgt durch Vergleich mit der geometrischen
Reihe.

Ist @ > 1, so gibt es unendlich viele n mit der Eigenschaft {/|z,| > 1,
d. h. |z,| > 1. Also ist z,, keine Nullfolge und die Reihe nach Satz 4.1
divergent. O

In dem obigen Beispiel z,, = (’;‘Lﬁ)ln versagt das Wurzelkriterium:

n+1 1+%

m:n%: C/ﬁ—>1(n—>oo).

Das Wurzelkriterium ist oft schwer nachzupriifen. Manchmal hilft

Satz 4.6 (Quotientenkriterium). Es sei x, # 0 fir geniigend grofie n.

(i) Ist lim |*2+L| < 1, so ist die Reihe Y. m, absolut konvergent.
n— 00 " n=0
(i) Ist |=2| > 1 fiir geniigend grofe n, so ist die Reihe divergent.

< ¢ < 1, dann gibt es ein ng, so dass fiir n >

Beweis. (i) Ist lim |22t
n—o0 n

no gilt |=) < g, also |z,41] < glz,|. Durch vollstindige Induktion zeigt

man |z,| < ¢"""°|x,,|, und die Behauptung folgt durch Vergleich mit der
geometrischen Reihe.

(ii) Fir alle n ab einem gewissen ng gilt |x,41| > |z,], also ist z, keine
Nullfolge. O]

Bemerkung. Man sieht am Beweis, dass

Tn41
Ip

Tim /o] < Tm
n—o0 n—oo

Y

also ist das Wurzelkriterium mindestens so stark wie das Quotientenkriteri-
um. Starker ist es z. B. fiir

l+14qg4+qg+F+¢4+. .. (lq] < 1).
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Bemerkung. Die Bedingung in (ii) ist z. B. fiir lim xgﬁ’ > 1 erfiillt. Man
n— 00 "

kann sie nicht durch den limes superior ausdriicken, wie folgendes Beispiel
zeigt:

1+24+q¢+2¢+ ¢ +2¢°+... (lq| < 1).

Beispiel. Fir x,, = (2—;, ist

Ln+1 _ (n+ 1)2 N

1
Ty 2n+1)(2n+2) 4 (n = o),

also ist ) z,, (absolut) konvergent. <

n=0
Das folgende Ergebnis kennen wir bereits in den Spezialfillen s = 1
und s = 2.

Satz 4.7. Es sei s € Q. Die Reihe

o

1

ns
n=1

ist fiir s > 1 konvergent und fiir s < 1 divergent.

Beweis. Fiir s < 0 bilden die Glieder keine Nullfolge, und die Behauptung
ist klar. Nun sei s > 0. Wegen der Positivitit der Glieder geniigt es, eine
Teilfolge der Partialsummenfolge zu betrachten. Dazu schéatzen wir Teilstiicke
der Reihe nach oben und unten ab. Fiir k£ € N ist wegen der Monotonie der
Potenzfunktion

2" < 1 + 1 + ...+ 1 < 2* .

(Qk:—i-l)s - (2k + 1)5 (2k+2)s (2k+l)s - (Qk)s
Summieren wir iiber k& € {0,1,...,1 — 1}, so erhalten wir
- -1 (2173)16 g 2! 1 g -1 (2173)16
k=0 e |

Wegen der Monotonie der Potenzfunktion ist 2!7% < 1 fiir s > 1 und 2'7% > 1
fiir s < 1. Nun folgt die Behauptung durch Vergleich mit der geometrischen

Reihe. O
Beispiel. Wegen

Vn + —\/ﬁ: (n+1)—n < 1
n N CES ERN T WY

o
ist die Reihe )’ —V"”Li_\/ﬁ konvergent. <
n=0
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4.4 Potenzreihen

Essei K = R oder K = C. Jedes Polynom mit Koeffizienten a,, in K definiert
eine Funktion f auf K, genannt ganzrationale Funktion:

Als Verallgemeinerung betrachten wir Potenzrethen

Z anz”. (4)

Satz 4.8. (i) Es sei lim {/|a,| = a € R. Dann ist die Potenzreihe (4)
n—oo

fir alz| <1 absolut konvergent und fiir a|z| > 1 divergent.

(ii) Ist die Folge {/|ay| unbeschrinkt, so ist die Potenzreihe (4) fir z # 0
divergent.

Beweis. Aussage (i) folgt wegen {/|a,z"| = {/|a,| - |z| aus dem Wurzelkri-
terium.

Im Fall (ii) ist die Folge {/|ay| - |2| unbeschrankt, also auch die Folge der
n-ten Potenzen |a,z"|. O

Definition 4.4. Der Konvergenzradius der Potenzreihe ist im Fall (i) die
Zahl v = £ (wobei wir & = oo setzen) und im Fall (ii) die Zahl r = 0. Die
Menge {z € K ||z| <r} nennt man im Fall K =R das Konvergenzintervall
und im Fall K = C den Konvergenzkreis der Potenzreihe.

Folgerung 4.6. Die Potenzreihe (4) ist fiir |z| < r absolut konvergent und
fir |z| > r divergent.

Aus dem Quotientenkriterium erhalten wir:

Folgerung 4.7. Ist die Folge

An41
a

n

konvergent, so gilt

. An41
a = lim .
n—oo

Qn

an+1
an

Gilt

— 00 (n— ), so istr =0.

Aus Folgerung 4.1 erhalten wir
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Folgerung 4.8. Ist eine weitere Potenzreihe Y b,z"™ mit dem Konvergenz-

n=0
radius s gegeben, so gilt fir |z| < min{r, s}
Z(an +b,)2" = Z a,z" + Z b,z".
n=0 n=0 n=0

Beispiel. Die geometrische Reihe ist eine Potenzreihe. Fiir |z] < 1 ist

o0 . 1
;Z 1z

fiir |z| > 1 ist die Reihe divergent. <

Fiir das néchste Beispiel benotigen wir eine Verallgemeinerung der ersten
binomischen Formel.

Satz 4.9 (Binomialtheorem). Fiir beliebige Elemente a, b eines Kdrpers und
jede natiirliche Zahl m gilt

o= 35 (e,

n=0

wobei

m\  m(m—1)...(m—n+1)
n n!

Dies kann man durch vollstdndige Induktion beweisen.
Beispiel. Wir haben die Potenzreihe

nf; (7:) 2= (14 2)™,

weil die Binomialkoeflizienten (:’;) fiir n > m laut Definition verschwinden.
q

Beispiel. Die Reihe

[e.9] n

> (5)

n=0

ist nach Folgerung 4.7 fiir alle z € C absolut konvergent <«

Satz 4.10. Fiir alle komplexen Zahlen z gilt
zZ\™ 2"
1+ =) = .
( + —) = TLZ:O oy (m — o0)
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Beweis. Nach dem Binomialtheorem gilt

o0
Z\™m 2"
(1 + _> = E Amn =)
m nl

n=0

wobel

amvn:m(m—l)...im—n%—l):<1_l) (1_3)”(1_”_1)

Wir miissen zeigen, dass die Folge der Zahlen

S5 - S

fiir m — oo gegen Null konvergiert. Zunéchst merken wir an, dass
1 =amo=am1>ama2>...> Qnm > Gnmy1 = ... = 0.
Mit der Dreiecksungleichung folgt fiir beliebiges ng

2, 2 Z\™m
Yo (+5)

n=0

o

Z(l - am,n)i—i

n=0

— |z|"
< + ) o

n=ng+1

Wegen der vor dem Satz gezeigten absoluten Konvergenz gibt es zu jedem

e > 0 ein ng, so dass der zweite Term kleiner als § ist. Angesichts von
Amn — 1 (m — 00) und den Rechenregeln fiir Grenzwerte gibt es ein myg, so

dass der erste Term fiir m > my kleiner als § ist. O

Definition 4.5. Wir bezeichnen die Potenzreihe (5) als Exponentialreihe
und kiirzen ithre Summe mit exp z ab. Die dadurch dargestellte Funktion nen-
nen wir Exponentialfunktion.

Dies ist natiirlich vertréglich mit Definition 3.3, und es gilt exp z = exp Z.
Die Exponentialfunktion ist nicht die einzige Funktion, die man mit Hilfe
von Potenzreihen definieren kann. Wir beweisen einige Eigenschaften solcher
Funktionen.

Lemma 4.1. Definieren wir auf der Menge {z € K ||z| < ¢} eine Funktion
f durch

Fz) =) an", (6)
n=0
wobei ¢ kleiner als der Konvergenzradius r ist, so ist die Funktion beschrinkt.
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Beweis. Fiir z im Definitionsbereich von f gilt nach der Dreiecksungleichung

m m
>_an"| S ) lanll2]" < Z [anfe”
n=0 n=0

Nach Folgerung 4.6 konvergiert die rechte Seite fiir m — oo gegen eine Zahl d.
Die Menge {w € K | |w| < d}, die alle Partialsummen enthilt, ist abgeschlos-
sen (Ubungsaufgabe). O

Definition 4.6. Eine Zahl a € K heifst Haufungspunkt der Teilmenge M
von K, wenn es fir jedes € > 0 ein Element x von M gibt, so dass © # a
und |z —a| < e.

(Es gibt dann unendlich viele solche z.)

Satz 4.11. Hat die Potenzreihe (6) einen positiven Konvergenzradius und
ist 0 ein Haufungspunkt der Nullstellenmenge von f, so ist a, = 0 fiir alle n.

Beweis. Angenommen, die Behauptung ist falsch. Dann gibt es eine kleinste
natiirliche Zahl m, so dass a,, # 0. Nun ist

[o.¢] o0
= E a2t =2" | ay + 2 E am+1+kzk .
n=m

k=0
Fiir jede Nullstelle z # 0 mit |z| < ¢ folgt

o0

k
0=am+2 Gmirsr?
k=0

Wir wéhlen ¢, so dass 0 < ¢ < r. Nach dem Lemma gibt es ein d > 0, so dass

fir |z| < c gilt

oo

Z Clm+1+k2k
k=0

<d,

und wenn wir die obige Gleichung nach a,, auflésen, folgt
lan,| < d|z].

Dann kann 0 aber kein Haufungspunkt der Nullstellenmenge sein (Wider-
spruch). O

79



4.5 Doppelreihen

Wollen wir alle Eintrége in einer Tabelle von Zahlen addieren, so konnen wir
erst die Spaltensummen bilden und diese addieren:

200 201 202
210 11 <12

Sop  S1 S2

Wir kénnen auch erst die Zeilensummen bilden und diese addieren. Schlief3-
lich konnen wir auch die Tabelleneintrige in irgend einer Reihenfolge ad-
dieren. Dies lauft auf eine Umordnung hinaus und kann bei ,, Tabellen“ mit
unendlich vielen Zeilen und Spalten verschiedene Ergebnisse liefern.

Satz 4.12. Fiir alle natiirlichen Zahlen m und n seien komplexe Zahlen zy, ,
gegeben. Es seien my und ny Folgen natiirlicher Zahlen, so dass die durch
k — (mg,ng) gegebene Abbildung N — N x N bijektiv ist. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) Die Reihe

ist absolut konvergent.

(ii) Es gibt eine reelle Zahl d, so dass fiir alle natirlichen Zahlen M und

N qilt
M N
DD lzmal < d.

m=0 n=0

Sind diese Bedingungen erfillt, so gilt

0o o0 00
E Zmg g — E E Zmn-
k=0

n=0 m=0

Beweis. Wir betrachten die Partialsummen

K

M N
2 el 2D Jemal

k=0 m=0 n=0

Ist K gegeben, so ist die linke Summe eine Teilsumme der rechten fiir M =
max{my; | £k < K} und N = max{n, | ¥ < K}. Sind hingegen M und
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N gegeben, so ist die rechte Summe eine Teilsumme der linken fiir K =
max{k | m; < M, np < N}. Ist also die eine Menge von Partialsummen
beschriinkt, so auch die andere, und die Aquivalenz von (i) und (ii) ergibt
sich mit Folgerung 4.2.

Nun seien (i) und (ii) erfiillt und ¢ > 0 gegeben. Nach dem Cauchykrite-
rium gibt es ein kg, so dass fiir K > kg gilt

K
> e <
k=ko+1
Fir
M > max{my | k < ko}, N > max{ny | k < ko},

K > max{k | my < M, n, < N}

folgt dhnlich wie im Beweis von Satz 4.3

N M K K
=0 m=0 k=0 k=ko-+1

Fiir festes M und N konnen wir zum Grenzwert K — oo iibergehen, und
wegen der Abgeschlossenheit von {z € K | |z| < €} erhalten wir

E E Zmmn — E Empgng | S

n=0 m=0

Da die innere Reihe nach (ii) absolut konvergent ist, konnen wir auch zum
Grenzwert M — oo iibergehen und erhalten

N oo o0
S e =S | <
n=0 m=0 k=0
Nun folgt die Behauptung mit der Grenzwertdefinition. O

Folgerung 4.9 (Doppelreihensatz). Unter der Bedingung (i) oder (ii) gilt
PIPIETED DY DE
m=0 n=0 n=0 m=0

Wenden wir namlich den Satz zusétzlich auf die Doppelreihe mit den
Gliedern wy,, = Zum an, so sehen wir, dass die beiden Doppelreihen gleich
zwei einfachen Reihen sind, die bei geeigneter Wahl der Bijektionen iiberein-
stimmen.
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Folgerung 4.10 (Reihenmultiplikation). FEs gilt

0 00 0
E T § Yn = E Ty Yny
m=0 n=0 k=0

falls die Reihen auf der linken Seite absolut konvergent sind.

Wegen

M N M N

DD Tl =D Tm Y Un
m=0 n=0 m=0 n=0

ist namlich die Bedingung (ii) fiir 2, , = Yy, erfiillt.

Nun kommen wir zu den Anwendungen.

Satz 4.13. Haben die Potenzreihen

oo oo
5 A 2™, g b, 2"

die Konvergenzradien r bzw. s, so gilt fir |z| < min{r, s}

oo o0 o0
g amz" E b,z" = E oz,
n=0 =0

m=0

wobei
l l
= E by = E a1—pby,.

Beweis. Nach Folgerung 4.6 sind beide Reihen fiir die angegebenen Argu-
mente z absolut konvergent, und Folgerung 4.10 ist anwendbar. Es sei L; =
{(m,n) € Nx N |m-+n=1}. Die Summe der Glieder der Doppelreihe tiber
die Elemente von L; ist ¢;z'. Wir lassen die Folge (my,n;) der Reihe nach
die Mengen Lo, Ly, Lo, ...durchlaufen. Betrachten wir nur die Partialsum-
men nach Erledigung einer dieser Mengen, so erhalten wir eine Teilfolge, die
gerade die Partialsummenfolge der rechten Seite in Satz 4.13 ist. O]

Satz 4.14 (Funktionalgleichung). Fiir alle komplexen Zahlen z und w gilt
exp(z + w) = exp z - exp w.

Beweis. Wir wenden Folgerung 4.10 an und berechnen die Teilsumme iiber
L; mit Hilfe des Binomialtheorems:

! l—n n

I
2 w 1 N ., . (z+w)
Z(l—n)!.ﬁzﬁ;(n)z I TR -

n=0
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Satz 4.15. Die Potenzreihe

oo

f(z)= Z A 2™

m=0

habe den Konvergenzradius r, und es sei ¢ € C, so dass |c| < r. Dann gilt
fir |z —c| <r—|c|

wobei

Beweis. Nach dem Binomialtheorem ist

[e.9]

F) =Y amlc+(z—0)" = f: iam (m> Mz — o)™,

m=0 m=0 n=0

(Hier wie auch im Satz kénnen wir alle Summen von 0 bis oo erstrecken.)
Nach Assoziativgesetz und Binomialtheorem gilt

N N m N m m
53 (1) e =] < S ol D (1)l e el
m=0 n=0 m=0 n=0

<3 Jaml (lel + |2 — )™
m=0

Wegen |c| + |z — ¢| < r ist die rechts stehende Reihe konvergent, also ist
Bedingung (ii) von Satz 4.12 erfiillt und Folgerung 4.9 anwendbar. [

Definition 4.7. Es sei K = R oder K = C und D eine offene Teilmenge
von K. Eine Funktion f : D — K heifit K-analytisch, wenn es fir jedes
Element c von D ein r > 0 und eine Folge von Zahlen a,, € K gibt, so dass
fiir z € D mit der Figenschaft |z — c| < r gilt

f(z) = Z an(z — )"

So ist z. B. die Funktion f(z) = 1 auf C\ {0} analytisch, denn fiir
|z —¢|] < || gilt




Nach Satz 4.15 definiert jede Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius
eine analytische Funktion auf ihrem Konvergenzkreis. Nach Folgerung 4.8,
Satz 4.13 und Aufgabe 50* sind die Summe, das Produkt und die Verkettung
zweier analytischer Funktionen ebenfalls analytische Funktionen, und aus
Satz 4.11 folgt: Ist a € D ein Haufungspunkt der Nullstellenmenge einer
analytischen Funktion f auf D, dann gibt es ein r > 0, so dass f(z) = 0 fiir
alle z mit |z —a| <.

5 Stetige Funktionen

Intuitiv unterscheidet man bei Funktionen zwischen sprunghafter und steti-
ger Anderung. Wir wollen diese Eigenschaft exakt beschreiben. Wir betrach-
ten Funktionen f : D — L mit einem Definitionsbereich D C K, wobei K
und L vollstéindige Korper mit Absolutbetrag sind. Fiir uns kommen dafiir
nur R und C in Frage.

5.1 Lipschitz-Stetigkeit

Wir beginnen mit einem einfacheren Begriff.

Definition 5.1. Fine Funktion f : D — L heifit Lipschitz-stetig, wenn es
eine Zahl d > 0 gibt, so dass fir alle Elemente x und y von D gilt

[f (@) = f(y)| < dlz—yl.

Satz 5.1. Fine Potenzreihe Y a,z™ mit dem Konvergenzradius r stellt auf

n=0
der Menge D = {x € K ||z| < ¢} eine Lipschitz-stetige Funktion f dar, falls
c<r.

Beweis. Nach der verallgemeinerten dritten binomischen Formel und der
Dreiecksungleichung gilt fiir x und y in D

n
" =y <z =y D [ FyF Tt <ne e —y),
k=1

und durch Summation erhalten wir

m m
Zan(:ﬁ" —y")| < |z —y| Zn|an|c"’1.
n=0 n=1
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Rechts stehen die Partialsummen einer Potenzreihe, die nach Satz 4.8 eben-
falls den Konvergenzradius r hat. Wir konnen diese durch ihre Reihensum-
me d ersetzen. Wegen der Abgeschlossenheit von {z € K } |z| < d|lz—yl|}
erhalten wir

[f(z) = fy)] < dlx —yl. -

Es folgt, dass die Einschriankungen der ganzrationalen Funktionen und
der Exponentialfunktion auf jede beschrinkte Menge Lipschitz-stetig sind.
Der Absolutbetrag ist wegen der Dreiecksungleichung Lipschitz-stetig. Die
Signum-Funktion auf R

1, falls x > 0,
sgnz = < 0, falls x = 0,
—1, fallsx <0

ist nicht Lipschitz-stetig, auch nicht die Quadratwurzelfunktion, denn die
Ungleichung |\/_ — \/6} < d|z — 0] ist fiir 0 < z < d? verletzt.

5.2 Stetigkeit

Definition 5.2. Es set D C K und a € D. Eine Funktion f : D — L heifit
stetig an der Stelle a, wenn es fiir jede positive reelle Zahl € eine positive
reelle Zahl & gibt, so dass fiir alle x € D mit der Figenschaft |v — a| < & gilt
[f(@) = fla)] <e.

FEine Funktion heifit stetig, wenn sie an jeder Stelle ithres Definitionsbe-
reiches stetig ist.

Offensichtlich ist jede Lipschitz-stetige Funktion stetig, denn man kann
d = ¢/d wihlen. Insbesondere sind alle ganzrationalen Funktionen und die
Exponentialfunktion stetig. Die Signumfunktion ist an jeder Stelle mit Aus-
nahme von 0 stetig.

Beispiel. Es sei
F) ==

fiir beliebige teilerfremde Zahlen m € Z und n € N\ {0}, und es sei f(z) =0
fiir jede irrationale Zahl x.

Ist € = % und 6 > 0, so gibt es immer eine irrationale Zahl x, so dass
‘:r; — %‘ < 0, aber |f(:c) — f(%)‘ = ¢. Somit ist f an allen rationalen Stellen
unstetig.

Ist a irrational und € > 0, so ist N = {n € N\ {0} | 2 > £} endlich, also
auch

M={%Z|neN,

a—%‘gl}.
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Diese Menge ist nicht leer, und nach Aufgabe 16 existiert
§ =min{|a —r||r € M},

esist 0 < 6 < 1, und fiir |x —a| < 0 ist |f(z) — f(a)| < e. Somit ist f an
allen irrationalen Stellen stetig. <«

Satz 5.2 (Folgenkriterium der Stetigkeit). Eine Funktion f : D — L ist
genau dann an der Stelle a stetig, wenn fiir jede Folge x,, in D mit Grenzwert
a die Folge f(x,) gegen f(a) konvergiert.

Beweis. Es sei f stetig in @ und z, — a (n — o0). Ist € > 0, so gibt es
wegen der Stetigkeit ein § > 0, so dass fiir |x —a| < 0 gilt |f(z) — f(a)| <&,
und wegen der Konvergenz der Folge gibt es ein ng, so dass fiir n > ng gilt
|z, —a| < 0. Fir diese n gilt dann |f(z,) — f(a)] < &, und weil £ > 0 beliebig
war, folgt f(z,) = f(a) (n — o0).

Nun sei f nicht stetig in a, d. h. es gibt ein ¢ > 0, so dass fiir jedes
d > 0 ein z € D existiert, fiir das |z — a| < 0, aber |f(z) — f(a)| > € gilt.
Wir halten e fest und wéhlen fiir jedes § = % ein x, wie oben. Dann gilt
|z, —a| < £, also z, — a (n — 00). Andererseits ist | f(z,) — f(a)| > ¢, also

f(@n) # fla) (n— o0). =

Die Anwendung dieses Kriteriums auf den Lipschitz-stetigen Absolutbe-
trag kann im Beweis der Sétze 4.12 und 5.1 die Abgeschlossenheit ersetzen.
Sind Funktionen f : D; — L und Dy — L gegeben, so definieren wir
Funktionen f+g¢ und f-g mit Definitionsbereich Dy N D, sowie eine Funktion

% mit Definitionsbereich {x € D | f(z) # 0} durch

(f +9)(x) = f(2) +9(z),  (f-9)(@)=[f(z)-g(x), ()=

Satz 5.3. Die Funktionen f und g seien an der Stelle a stetig. Dann sind
auch die Funktionen f + g und f - g an der Stelle a stetig. Ist aufSerdem

f(a) #0, so ist auch die Funktion % an der Stelle a stetig.

Beweis. Fiir jede Folge von Elementen x,, von D mit Grenzwert a gilt f(z,) —
f(a) und g(z,) — g(a) nach Satz 5.2. Mit Satz 3.4 folgt

flan) +9(zn) = fla) +g(a),  flzn)-glzn) = f(a) - gla) (n—o0).
Ist f(a) # 0, so folgt mit Satz 3.5, dass
1 1

flzn) — f(a)
Nun folgt die Behauptung mit Hilfe der anderen Richtung von Satz 5.2. [
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Man hétte den Beweis auch direkt nach dem Muster der Beweise von Satz
3.4 und 3.5 fithren konnen. Zur Abwechslung werden wir das beim néchsten
Satz tun. Hier geht es um die Verkettung f o g von Funktionen f : D — L
und g : £ — K, wobei E in einem Korper M liegt. Die Verkettung existiert,
wenn der Wertebereich von ¢ in D liegt. (In der Analysis unterscheidet man
nicht zwischen einer Funktion g und ihrer Beschrankung p|g.)

Satz 5.4. Die Funktion g sei stetig an der Stelle a, und die Funktion f sei
stetig an der Stelle g(a). Ezistiert die Verkettung f o g, so ist sie stetig an
der Stelle a.

Beweis. Es sei e > 0. Wegen der Stetigkeit von f in g(a) gibt es ein § > 0, so
dass fiir x € D mit der Eigenschaft |z — g(a)| < ¢ gilt |f(z) — f(g(a))| < e.
Wegen der Stetigkeit von g in a gibt es ein n > 0, so dass fiir v € E mit
lu—al < ngilt |g(u) —g(a)| <. Fiir diese u folgt | fog(u) — fog(a)| <e. O

Satz 5.5. Eine streng monotone Funktion auf einem Intervall, deren Wer-
tebereich ebenfalls ein Intervall ist, ist stetig.

Beweis. Es seien I und J Intervalle und f : I — J streng monoton wachsend
und bijektiv. Wir beweisen die Stetigkeit von f an einer Stelle a € I. Es sei
e > 0 gegeben.

1. Fall: Es gibt ein ¢ € J mit ¢ < f(a). Setzen wir d = max{c, f(a)—¢}, dann
ist d < f(a). Da J ein Intervall ist, folgt d € J, und wegen der Surjektivitét
von f gibt es ein b € I, so dass f(b) = d. Wegen der Monotonie folgt aus
f(b) < f(a), dass b < a, und fiir alle x € I gilt

b<z<a = fla)—ec<f(z)< f(a).

2. Fall: f(a) = minJ. Dann ist wegen der strengen Monotonie ¢ = min [.
Also erhalten wir das selbe Ergebnis wie im 1. Fall, wenn wir b = a— 1 setzen.
Analog findet man ein ' > a, so dass fiir alle z € I gilt

a<z<b = fla) < f(z) < fla)+e.
Setzen wir 6 = min{a — b,0’' — a}, so folgt fiir x € [
a—d<z<a+0 = fla)—e<f(z)<fla)+e. O

Folgerung 5.1. Fir jede rationale Zahl r ist die Potenzfunktion f(x) = x"
auf Ry stetig, und fir r > 0 ist sie sogar auf [0, 00[ stetig.

Fiir r # 0 ist diese Funktion nédmlich streng monoton, ihre Umkehrfunk-
tion ist die Potenzfunktion mit dem Exponenten %, und beide sind nach
Satz 2.14 auf dem Intervall Ry bzw. [0, co| definiert.
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5.3 Eigenschaften stetiger Funktionen

Das Supremum des Wertebereichs einer Funktion f nennt man das Supre-
mum der Funktion, abgekiirzt sup f, und sup, f = sup( fl A). Gleiches gilt
fiir das Infimum und, wenn sie existieren, das Maximum und das Minimum.

Satz 5.6. Ist D # & eine beschrinkte abgeschlossene Teilmenge von R oder
C, so hat jede stetige Funktion f: D — R ein Maximum und ein Minimum.

Beweis. Es sei d = sup f. Dann gibt es eine streng monoton wachsende
Folge y,,, die den eigentlichen oder uneigentlichen Grenzwert d hat. Fiir jedes
n gibt es wegen y,, < d ein x,, € D, so dass vy, < f(z,) < d. Nach dem Satz
von Bolzano-Weierstrafl hat die Folge x,, einen Haufungspunkt a, der wegen
der Abgeschlossenheit in D liegt. Nach Satz 3.13 konvergiert eine Teilfolge
Tn, gegen a, und nach Satz 5.2 gilt f(z,,) — f(a) (kK — o0). Die Teilfolge
Yn, hat den selben Grenzwert d wie y,,, und mit Satz 3.8 folgt f(a) = d.
Durch Anwendung des Bewiesenen auf die Funktion — f erhalten wir die
Aussage iiber das Minimum. m

Satz 5.7 (Zwischenwertsatz). Ist f: I — R stetig, wobei I ein Intervall ist,
und gilt fir Elemente a < b von I, dass f(a) < d < f(b), dann gibt es ein
Element ¢ € [a,b], so dass f(c) = d.

Beweis. Die Menge
M ={z € [a,b]| f(x) < dj

enthélt @ und hat die obere Schranke b. Setzen wir ¢ = sup M, so gilt also
a < c¢ <bund somit ¢ € I.

Wire f(c) > d, so wire ¢ # a, und es gibe ein § > 0, so dass fir z € [
mit |z —¢| < § gilt f(x) > d. All diese = wiren obere Schranken von M
(Widerspruch).

Wire f(c) < d, so wire ¢ # b, und es gébe ein > 0, so dass fiir x € I mit
lz—c| < 0 gilt f(z) < d. All diese x wiirden zu M gehoren (Widerspruch). [

Wenden wir den Satz auf die Funktion —f an, so sehen wir, dass er auch
unter der Vorausstzung f(a) > d > f(b) gilt. Wir sehen also:

Folgerung 5.2. Ist I ein Intervall und f : I — R stetig, so ist der Werte-
bereich von f ein Intervall.

Zusammen mit Satz 5.5 ergibt dies:

Folgerung 5.3. Ist [ ein Intervall und f : I — R stetig und streng monoton
mat dem Wertebereich J, so ist die Umkehrfunktion g : J — R ebenfalls stetig
und streng monoton.
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Nach Folgerung 3.6 ist die Exponentialfunktion streng monoton wach-
send, aus Satz 3.10(i) und Folgerung 3.4 ergibt sich der Wertebereich |0, ool.

Folgerung 5.4. Die Funktion exp : R — R hat eine stetige streng monoton
wachsende Umkehrfunktion®® In : )0, 0o] — R, genannt natiirlicher Logarith-
mus. Fir alle s >0, t > 0 gilt

1
In(s-t) =Ins+ Int, l--<Ihs<s-—1.
s

Mit Hilfe der Substitution z = Ins, y = Int folgt diese Funktionalglei-
chung aus derjenigen in Satz 3...1()(iii), und die Ungleichungen folgen aus
Satz 3.10(i) und Folgerung 3.4 (Ubungsaufgabe).

Definition 5.3. Fir x > 0 und s € C setzen wir
x® = exp(slnx).

Man iiberzeugt sich leicht, dass dies mit dem schon betrachteten Fall s €
Q vertraglich ist und die Potenzgesetze weiterhin giiltig sind. Insbesondere
gilt |z°] = z8°*. Die Reihe in Satz 4.7 ist also fiir Res > 1 konvergent.
Ihre Reihensumme ((s) nennt man Riemannsche Zetafunktion, sie spielt eine
wichtige Rolle im Beweis des Primzahlsatzes.

5.4 Winkelfunktionen

Wir betrachten die Exponentialfunktion mit komplexen Argumenten.

Definition 5.4. Der Sinus und der Kosinus einer reellen Zahl t sind
sint = Imexp it, cost = Reexpit.
Hieraus ergibt sich die Eulersche Formel
expit = cost + isint.

Satz 5.8. (i) Die Sinusfunktion ist ungerade, die Kosinusfunktion ist ge-
rade, beide sind stetig, und es gelten die Additionstheoreme

sin(s +t) = sins cost + cos s sint,

cos(s +t) = coss cost —sin s sint

fiir alle reellen Zahlen s und t.

28]n ist die Abkiirzung von logarithmus naturalis.
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(ii) Es gibt eine kleinste positive Zahl m mit der Eigenschaft expmi = —1,
und es gilt

. m m .
sin (t + 5) = cost, COoS (t + 5) = —sint.

(iii) Jede komplexe Zahl z # 0 ldsst sich eindeutig in der Form
z =rexpit

mit r > 0 und t € [0, 27| schreiben. (Man nennt t das Argument von z,
abgekiirzt arg z.)

(iv) Die Sinusfunktion ist auf [—3, %] streng monoton wachsend und die
Kosinusfunktion auf [0, 7] streng monoton fallend.

Beweis. Die Stetigkeit folgt aus den Sétzen 5.1 und 5.4. Aus Satz 4.14 folgt
exp(—it) = exp it, exp(is + it) = expis - expit,
also
cos(—t) +isin(—t) = cost — isint,
cos(s +t) +isin(s +t) = (cos s +isins)(cost +isint),

und Aussage (i) ergibt sich durch Vergleich von Real- und Imaginérteil. Ne-
benbei ergibt sich

|expit| =1, sin®t + cos*t = 1. (7)
Wegen
z+z z—Z

Rez =
CFT T 2

folgt
it —it it — exp(—it
cost = X1 + exp( z)’ sint = SXP1 e.xp( z)’
2 21
und wir erhalten aus Satz 4.10 die absolut konvergenten alternierenden Rei-

henentwicklungen

B o (_1>kt2k ‘ B & (_1)kt2k+1
COSt—Zw, Slnt—Zm.
k=0 k=0

Die Absolutbetrige der Glieder sind streng monoton fallend, falls die Quoti-
enten
t2k

t2k+1
E

%@k—n”@k+nl

t2k71 t2

‘(% - 1)!‘ T 2k(2k + 1)

t2k72 ‘ t2

'@k—m!
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kleiner als 1 sind. Dies gilt ab k = 1 fiir [t| < v/1-2 bzw. |t| < v/2-3 und ab
k=2 fiur |t| < v/3-4 bzw. [t| < V4 5. Es folgt

0<cost<1 firlt|] <2,

0<sint <t fir0<t<6,
C082<1—2—2—|—ﬁ:—1.
21 4l 3
Nach dem Zwischenwertsatz hat cos im Intervall }\/ﬁ, 2[ eine Nullstelle. Wir
bezeichnen das Doppelte der kleinsten positiven Nullstelle von cos mit 7.

Wegen sin § > 0 folgt

T ., T . .
exp o =1, exp (zt + ?) = i expit, (8)
und Aussage (ii) ist bewiesen.
Aus den Additionstheoremen folgt
cos(s +t) —cos(s —t) = —2sin s sint

und, mit der Substitution u = s +t¢, v =5 —1t,
. u+v . u—v
CcoSU — Cosv = —2sin sin

2 2

Fir 0 < v < u < 2 ist dies negativ, also ist die Kosinusfunktion auf dem
Intervall [0, 2] streng monoton fallend und definiert eine bijektive Abbildung

Cos : [O,g[—>]0,1].

Auf dem selben Intervall ist die Sinusfunktion wegen (7) streng monoton
wachsend, und zusammen mit Teil (ii) folgt Aussage (iv).

Die Werte der Funktion f(t) = expit eingeschrankt auf [0, g[ liegen auf
dem Viertelkreisbogen

V={z+iyeC|2*+y*=1,2>0,y >0},

und die Abbildung Re : V' — 10, 1] ist umkehrbar. Wegen Reof = cos defi-
niert f eine bijektive Abbildung

T

0, —[ v,

0.3~

und mit Hilfe von (8) sehen wir, dass f auch eine bijektive Abbildung
[0,27] = {z € C||2| =1}

definiert. Ist z # 0 eine komplexe Zahl und setzen wir r = |2/, so liegt Z im
Wertebereich dieser Abbildung, und Aussage (iii) folgt. O
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Aus dem Beweis folgt auch, dass fiir alle ¢ gilt
|sint| < [t].

Mit der Identitdt expnz = (expz)”, die aus Satz 4.14 durch vollstindige
Induktion folgt, ergibt sich?® aus der Eulerschen Formel und dem Binomi-
altheorem durch Vergleich der Real- und Imaginérteile

“ n
sinnt = Z (k) i*Lcos" ¢ sin® ¢,

k=1
k ungerade

n

n
cosnt = Z (k) i* cos™ * ¢ sin” t.

k=0
k gerade

Definition 5.5. Der Tangens und der Kotangens einer reellen Zahl t sind

definiert als

sint cost
tant = , cott = —,
cost sint

falls der Nenner jeweils von Null verschieden ist.

Folgerung 5.5. Es gilt
s s
tan <t+§> = —cott, cot <t+§> = —tant.
Die Tangensfunktion ist auf dem Intervall } —5 5 [ streng monoton wachsend,

die Kotangensfunktion auf 0, | streng monoton fallend. Beide sind stetig auf
threm Definitionsbereich, ungerade und haben den Wertebereich R.

Auf [0, g[ ist die Sinusfunktion nédmlich streng monoton wachsend und
die Kosinusfunktion streng monoton fallend, also nach den Monotoniegeset-
zen die Tangensfunktion streng monoton wachsend und ihr Kehrwert streng
monoton fallend. Nach dem Zwischenwertsatz gibt es fiir jedes d > 0 ein
T € }1, 5 [, so dass cosx < é, also tanx > dsin 1, und somit ist die Tangens-
funktion nicht von oben beschréankt. Der Rest ist offensichtlich.

Definition 5.6. Die Umkehrfunktionen der Winkelfunktionen

sin ‘ [ E cos | 07’

cot MOJ[

[SIE

_%7
tan|]7

z[a
)

2 Traditionell steht sin®¢ fiir (sint)* und nicht fiir die k-fache Verkettung der Sinus-
funktion angewendet auf ¢.

Wl
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bezeichnet man als zyklometrische Funktionen

arcsin, arccos: [—1,1] — R, arctan, arccot: R — R,

genannt Arkussinus, Arkuskosinus, Arkustangens und Arkuskotangens.

5.5 Grenzwerte von Funktionen

Die Funktion )

4 —1
fz) =
ist an der Stelle 1 nicht definiert. Allerdings stimmt sie an allen anderen
Stellen mit der stetigen Funktion

r—1

glx)=x+1

iiberein. Dieses Phénomen erfassen wir mit dem folgenden Begriff. Dabei
seien wieder K und L vollstdndige Korper mit Absolutbetrag.

Definition 5.7. Es seia € K ein Hiufungspunkt der Teilmenge D C K und
f:D — L. Wir sagen, die Funktion f(x) konvergiere gegen die Zahl ¢ fir x
gegen a, abgekiirzt3!

f(@) = ¢ (x—a),

wenn die Funktion

o) = {f(x), wenn x € D\ {a},

C, wenn r = a

an der Stelle a stetig ist.
Beispiel. Es sei f: C\ {0} — C definiert durch

_expz—1
flo) =PI
Aus Folgerung 4.1 ergibt sich
0 on—1 o0 Zk
I& =2 =X s
“—~ nl — (k+1)!

30urspriinglich arcus sinus, arcus cosinus, arcus tangentis, arcus cotangentis.

31 An Stelle von x kann auch eine andere Variable stehen.
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wobei die entstehende Potenzreihe z. B. nach dem Vergleichskriterium fiir

alle z € C absolut konvergiert, also nach Satz 5.1 auf ganz C eine stetige

Funktion ¢ darstellt. Es folgt
expz — 1

1 0).
. — (z —=0)

Dies gilt natiirlich auch fiir die Einschriankung auf die Menge R\ {0}. <«
Beispiel. Es sei K = R oder K = C, ¢ € K und n € N. Dann ist die Funktion

fiir ¢ # 1 definiert. Aus der Summenformel der geometrischen Folge erhalten
wir die alternative Darstellung

fl=1+q+...+¢" ",

die fiir alle ¢ definiert und nach Satz 5.3 an der Stelle O stetig ist. Somit gilt
fle)=n (¢g—=1). <

Satz 5.9. Folgende Aussagen iiber eine Funktion f : D — L sind dquivalent.
(i) f(z) =c (x—=a)

(ii) Fir jede Folge (xy)nen in D\{a} mit der Eigenschaft x,, — a (n — o0)
gilt f(x,) — ¢ (n — 00),

(iii) Fir jedes € > 0 gibt es ein § > 0, so dass fir alle x € D\ {a} gilt

lz—al<d = |f(x)—c <e.

Gilt f(z) = b und f(x) = ¢ (x — a), so ist b= c.

Beweis. In den Aussagen (ii) und (iii) kénnen wir f durch die Funktion g aus
der Definition sowie die Zahl ¢ durch g(a) ersetzen. Nun driickt Aussage (iii),
in der wir x = a nicht mehr auszuschlieBen brauchen, genau die Stetigkeit
von g an der Stelle a aus. Mit Satz 5.2 folgt also, dass (i) < (iii) = (ii).

Angenommen, es gilt (ii), und in D ist eine Folge x,, gegeben, die gegen a
konvergiert. Wenn unendlich viele Glieder von a verschieden sind, so bilden
sie eine Teilfolge z,,, in D\ {a}, fiir die nach (ii) gilt g(x,,) — ¢ (k — o).
Natiirlich folgt dann g(x,) — ¢ (n — o0), und letzteres gilt auch, wenn nur
endlich viele Glieder von a verschieden sind. Nach Satz 5.2 ist dann g stetig
an der Stelle a.
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Angenommen, es gilt f(z) — b und f(x) — ¢ (r — a), wobei b # c.
Wir setzen ¢ = @ Dann gibt es ein 6 > 0, so dass fir x € D\ {a} mit
|z —al < gilt

b= f@)f<e,  [f(x) —cl<e

Da a ein Haufungspunkt von D ist, gibt es solche x tatséchlich, und mit der
Dreiecksungleichung folgt |b — ¢| < 2e (Widerspruch). O

Héufig wird Eigenschaft (iii) als Definition angegeben. Wegen der Bemer-
kungen am Ende von Abschnitt 2.5 erhalten wir:

Folgerung 5.6. Fiir eine Funktion f mit dem Zielbereich C gilt genau dann
f(z) = ¢ (x — a), wenn Re f(z) = Rec und Im f(z) — Imec (x — a).

Beispiel. Aus

it —1
N | (t —0)
it
erhalten wir - —
%—H, %—m (t —0),

durch Einsetzen der Eulerschen Formel. <«

Wegen der letzten Aussage von Satz 5.9 ist folgender Begriff sinnvoll.

Definition 5.8. Gilt f(z) — ¢ (r — a), so nennen wir ¢ den Grenzwert
der Funktion f an der Stelle a, abgekiirzt

lim f(x).

rT—a

Viele Aussagen iiber Grenzwerte von Folgen haben Analoga fiir Grenz-
werte von Funktionen.

Satz 5.10 (EinschlieBungskriterium). Es seien f, g und h Funktionen auf
D mit Werten in R, so dass fiir alle x € D\ {a} gilt

f(x) < g(x) < h(x).
Wenn f(x) — ¢ und h(z) — ¢ (z — a), so auch g(z) = ¢ (x — a).

Beweis. Dies folgt vermittels Satz 5.9 aus Satz 3.8 oder kann direkt wie jener
bewiesen werden. ]

Beispiel. Aus Folgerung 5.4 erhalten wir, falls s > 0 und s # 1,

min{l, %} < Ins

p— < max{l,%},
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und es folgt
Ins

s—1
mit Hilfe von Aufgabe 52. <
Mit Hilfe von Satz 5.9 erhalten wir aus den Séatzen 3.4, 3.5 und 5.4:

-1 (s—1)

Folgerung 5.7. Es seien f, g : D — L und a ein Haufungspunkt von D.
Wenn
f@)=0b, g(x) =c (z—a),

dann gilt
fl@)+g(x) —=b+c¢, f(z)-g(x)—=>b-¢c (z—a)

Ist aufserdem b # 0, so folgt auch

(x = a).

S|

— =

1
7(@)
Ist auflerdem E C L und h: E — M stetig an der Stelle b, dann folgt
h(f(x)) = h(b) (z — a),
falls die Verkettung h o [ existiert.
Beispiel. Nach den Potenzgesetzen gilt

1 In(1
— (expln(1+$)>z = exp M
x

1
T

(1+2)

Nun folgt )
(1+2z)s »expl=e (z—0)

wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion. <
Eine weitere Spielart von Grenzwerten ist die Folgende.

Definition 5.9. FEs sei f : D — L, wobei D C R von oben unbeschrinkt ist.
Wir schreiben
f(@) = ¢ (z— 00),

falls es fiir jedes ¢ > 0 ein xyg € R ¢ibt, so dass fir alle v € D mit der
FEigenschaft x > xq gilt
[f(z) —cf <e.

Analog definiert man die Aussage f(x) — ¢ (r — —00).
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Wie oben sieht man, dass es nur eine solche Zahl ¢ geben kann, und man
bezeichnet sie mit

lim f(z).

T—r00

Wenn f(z) — ¢ (z — 00), so hat offensichtlich auch die Folge v, =
f(n) den Grenzwert ¢, aber die Umkehrung braucht nicht zu gelten, wie
das Beispiel f(z) = sin(mz) zeigt. Man miisste schon wie in Satz 5.9 die
Konvergenz von f(z,) fiir alle Folgen x,, mit dem uneigentlichen Grenzwert
oo verlangen. Allerdings gilt:

Folgerung 5.8. Fiirq, s, te R mit0<q<1 undt >0 gilt

(Iny)®

) -0 (y—o00), 2'|lnz|*—=0 (z—0).

z°¢" -0 (x — o0),

Da némlich x® fiir x > 1 monoton in s wéchst, geniigt es wegen des
EinschlieSungskriteriums, dies fiir s € N nachzupriifen. Ist nun n die kleinste
natiirliche Zahl mit der Eigenschaft n > x, so gilt

0< :Esqac S nsqn—l’

und nach Satz 3.3 gibt es fiir jedes € > 0 ein ng, so dass die rechte Seite
fiir n > ng kleiner als ¢ ist. Die erste Behauptung folgt, wenn wir im Sinne
der Definition zq = ng setzen. Schreiben wir y = exp z, so ist y ! = ¢ mit
q = exp(—t) < 1, und die zweite Behauptung folgt. Die Substitution z = %
zeigt schlieflich die dritte Behauptung.

Man kann auch uneigentliche Grenzwerte von Funktionen einfiihren:

Definition 5.10. Es sei f : D — R und a ein Hdaufungspunkt von D. Wir
sagen, die Funktion f divergiere gegen oo fiir x gegen a, abgekiirzt

f(x) = 00 (z— a),

wenn es fir jedes c € R ein § > 0 gibt, so dass fir alle x € D mit |z —a| < ¢
gilt f(x) > c. Analog definiert man die Aussagen f(z) — —oo fir x — a
bzw. filir r — oo.

Es gelten dhnliche Rechenregeln wie in Satz 3.11. Daraus erhalten wir
Folgerung 5.9. Fiirq, s, t € R mit g > 1 undt > 0 gilt

In z|*

r°¢" - 00 (v — ), y'(lny)® = oo (y — ), — o0 (2 —0).

ot

Die Funktion sgnx hat an der Stelle 0 keinen Grenzwert, wohl aber ein-
seitige Grenzwerte in dem folgenden Sinne.
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Definition 5.11. Es sei f: D — R, wobei D C R, und a € R. Wir setzen

D.o,=DnNJ]—00,al, D-., = DnNJa,ool,
f<a:f|D<aa f>a:f|D>a7

und definieren den linksseitigen bzw. rechtsseitigen Grenzwert als

fx) = c (x—a—-0), wenn fo(x)—c (x—a),
f(@) = c (x—a+0), wenn fs.(x)—c (z—a)

(wozu a ein Hiufungspunkt der jeweiligen Menge sein muss).

Wenn a Haufungspunkt von D_, und D-, ist, so existiert lim f(z) offen-
Tr—a

sichtlich genau dann, wenn die beiden einseitigen Grenzwerte existieren und
gleich sind. Auflerdem ist

lim f(z) = lim f(l)

r—=+0 r—to0 x

So gilt z. B.
1
lim arctan — = :I:z.
x—=+0 X 2
Die obigen Existenzkriterien setzen voraus, dass man den potentiellen

Grenzwert ¢ bereits kennt. Nicht so das folgende:

Satz 5.11 (Monotoniekriterium). Es sei f : D — R monoton und be-

schrinkt, und a sei Haufungspunkt von D, bzw. D~,. Dann ezistiert lim f(x)

r—a—0

bzw. lim f(x).

r—a+0

Das Beispiel der Signum-Funktion zeigt, dass es keine analoge Aussage
iiber zweiseitige Grenzwerte gibt.

Beweis. Es sei z. B. f monoton wachsend und ¢ = sup f-,, was wegen der
Vollstéandigkeit von L existiert. Wegen der Beschréanktheit ist ¢ < oo, wegen
D., # @ ist ¢ > —o0. Ist nun € > 0, so gibt es ein b € D_,, so dass
f(b) > ¢ — €, und wegen der Monotonie folgt ¢ — ¢ < f(x) < ¢ < ¢+ ¢ fiir
b<z<a. O

Fiir das folgende Kriterium braucht f nicht monoton und K kein ange-
ordneter Korper zu sein.

Satz 5.12 (Cauchy-Kriterium). Es sei a ein Haufungspunkt von D C K.
FEine Funktion f : D — L hat genau dann eine Grenzwert an der Stelle a,
wenn es fir jedes € > 0 ein § > 0 gibt, so dass fir alle x und y in D \ {a}
qilt:

w—al<d A ly—a<s — |f@)-f@)l <<
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Beweis. Gilt f(z) — ¢ (z — a), so folgt die Cauchy-Bedingung aus

[f(2) = F)l < [f(2) — el + e = f(y)]-

Umgekehrt sei die Cauchy-Bedingung erfiillt. Es seien x,, und ¥, Folgen
in D\ {a}, so dass z,, = a und y, — a (n — 00), und es sei € > 0 gegeben.
Dann liefert die besagte Bedingung ein d, und zu diesem gibt es ein ng, so dass
fiir m > ng und n > ng gilt |z, —a] < § und |y, — a| < J. Fiir diese m und
n folgt also |f(zm) — f(yn)| < €. Wir kénnen das im Fall y,, = x,, anwenden
und sehen, dass f(x,) eine Cauchy-Folge ist, die wegen der Vollsténdigkeit
von L einen Grenzwert ¢ hat. Andererseits sehen wir, dass fiir eine zweite
Folge vy, wie oben die Folge f(x,) — f(y,) eine Nullfolge ist, so dass auch
f(yn) — ¢ (n — o0). Nach Satz 5.9 folgt dann, dass f(z) = ¢ (x —a). O

5.6 Gleichmiflige Stetigkeit

Das Cauchy-Kriterium gibt an, wann sich eine Funktion f : D — L in einem
Héufungspunkt von D definieren lésst, so dass die entstehende Funktion dort
stetig ist. Wir bezeichnen die Menge der Haufungspunkte mit D’ und nennen
D = DUD' den Abschluss von D. Ist es moglich, f zu einer Funktion g auf D
fortzusetzen, die in jedem Punkt stetig ist? Dazu ist offensichtlich notwendig,
dass f selbst stetig ist, aber das geniigt im Allgemeinen nicht.

Definition 5.12. Fine Funktion f : D — L heifst gleichméafig stetig, wenn
es fir jedes € > 0 ein § > 0 gibt, so dass fir alle z, y in D gilt

e —yl<d = [f(z) = fly)l <e

Offenbar ist jede Lipschitz-stetige Funktion gleichméBig stetig und jede
gleichméfig stetige Funktion stetig.

Beispiel. Die Funktion f(z) = < ist auf D = ]0,00] stetig, aber nicht

gleichméBig stetig. Ist = 2y > 0, soist [z —y| = £ und |f(z) — f(y)| = 2.

Geben wir € = 1 vor, so gibt es kein geeignetes 0, denn wir finden immer
x €]0,20[, so dass £ > 1. <

Beispiel. Die Funktion f(z) = /z ist auf [0, 00] gleichmiflig stetig (aber
bekanntlich nicht Lipschitz-stetig): Ist € > 0, so gilt

z—yl<e® = |Vo— .yl <e,

denn

Wz =yl < Ve + Vyllve — vyl =z —yl.
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Satz 5.13 (Heine). Ist die Funktion f : D — L stetig und der Definitions-
bereich D abgeschlossen und beschrinkt, so ist f gleichmdfig stetig.

Beweis. Angenommen, f ist nicht gleichméafig stetig. Dann gibt es ein € > 0,
so dass fiir jedes 6 > 0 Elemente x, y € D existieren, so dass |z — y| < 0
und | f(z) — f(y)| > e. Fiir § = = wihlen wir solche Elemente z,, und y,.
Auf Grund der Beschréinktheit von D hat die Folge x, nach Satz 3.6 einen
Haufungspunkt a, der wegen der Abgeschlossenheit in D liegt. Nach Satz 3.13
gibt es also eine Teilfolge x,, , die gegen a konvergiert. Wegen |z,, — y,| < %
ist =, — y», eine Nullfolge, also auch y,, — a (k — 00). Da f stetig ist, folgt

f(zn,) = fla),  fQyn) = fla) (k= o0),
so dass
(Widerspruch). O

Satz 5.14. Ist f : D — L gleichmafig stetig, so gibt es genau eine stetige
Fortsetzung g : D — L, und diese ist ebenfalls gleichmdfig stetig.

Beweis. Fiir alle ¢ > 0 gibt es ein > 0, so dass fiir alle Elemente x, y von
D gilt
[z -yl <35 = [f(z) - fly)l<e

Ist nun @ € D, so folgt fiir alle z und y mit | —a| < 6 und |y — a| < 0,

dass |x — y| < 20 und somit f(x) — f(y)| < e. Ist also a ein Haufungspunkt,

so existiert lim f(x) nach dem Cauchykriterium, was gleich g(a) sein muss,
T—a

andernfalls ist g(a) = f(a).

Es bleibt die gleichméfige Stetigkeit von g zu zeigen. Zu gegebenem ¢ > 0
sei § > 0 wie oben bestimmt. Sind a, b Elemente von D, so gibt es nach
Definition von g ein 1 > 0, so dass fiir alle  und y in D gilt

lz—al<n = |f(z)—gla)| <,
ly—obl<n = |f(y)—g®)| <e,

wobei wir annehmen kénnen, dass 7 < 8. Wegen a, b € D gibt es solche
und y tatsdchlich, und fiir |a — b < § gilt

lz—yl <l|r—a|l+[a—0bl+[b—y|l<n+d+n<3,
also
lg(a) — g(®)] < lg(a) = f(x)| + [f(x) = fy)| +[f(y) —g(b)| <3e. O

Fiir beschrénktes D hat eine Funktion f : D — L also genau dann eine
stetige Fortsetzung auf D, wenn sie gleichméafig stetig ist. Fiir unbeschranktes
D gilt das nicht, wie das Beispiel f(z) = 2% auf D = |0, oo zeigt.
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6 Differentialrechnung

6.1 Definition und Berechnung der Ableitung

Wir betrachten einen vollstéindigen Koérper K mit Absolutbetrag. Fiir uns
kommen wieder nur R und C in Frage.

Definition 6.1. Es set D C K und a € D ein Hdaufungspunkt von D. Eine
Funktion f : D — K heifit differenzierbar an der Stelle a, wenn der so
genannte Differenzenquotient

f(x) — f(a)

Tr—a

einen Grenzwert fiir x — a besitzt. Dieser heifit dann Ableitung der Funkti-
on f an der Stelle a, abgekiirzt>* f'(a).

Dies bedeutet laut Definition 5.7, dass sich der auf D \ {a} definierte
Differenzenquotient zu einer Funktion f auf D fortsetzen liasst, die an der
Stelle a stetig ist. Wir erhalten somit folgende Umformulierung;:

Eine Funktion f : D — K ist genau dann an der Stelle a differenzierbar,
wenn es eine an der Stelle a stetige Funktion f auf D gibt, so dass fiir t € D
qilt .

f(@) = fa) + fa)(z — a),
und dann ist f'(a) = f(a).
Aus Satz 5.3 ergibt sich:

Folgerung 6.1. Jede an einer Stelle differenzierbare Funktion ist dort stetig.

Beispiel. Fiir n € N gilt

3

n n
" —a ke _
= " ka5 na®

k=1

1

_>
— (v = a),

also hat die Funktion f(z) = 2" an der Stelle a die Ableitung f’(a) = na"!.
Des Weiteren ist fiir a # 0

1 1
prrE— 1 x”—a” _

=— : — —na (x — a),
Tr—a ax” Tr—a

also gilt die obige Aussage sogar fiir n € Z. <

32und gelesen ,, f Strich von a“
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Beispiel. Nun sei K =R, a € D = [0, 00]. Fiir a > 0 gilt
Ve—ya 1 1
r—a \/_+\/_ 2\/a

also gilt obige Formel sogar fiir n = % An der Stelle a = 0 existiert die
Ableitung nicht. <

(r = a),

Beispiel. Fiir a > 0 gilt nach Folgerung 5.4 und dem Beispiel nach Satz 5.10

Inz —Ina 1 InZ 1
=—-—4 =5 - (rv—a)
a 5—1 a

T —a

also ist In"a = % <

Beispiel. Aus Satz 4.14 und dem Bespiel nach Definition 5.7 folgt, wenn wir
x = a + h schreiben,

exp(a+ h) —expa exph —1
h :expa.T

—expa (h—0),

also ist exp’ = exp. Dies gilt fiir K = R und auch K =C. <«
Beispiel. Aus Satz 5.8(i) und dem Beispiel nach Folgerung 5.6 ergibt sich

sin(a 4+ h) —sina _ sina (cosh — 1) + cosa sinh Sy cosa (h—0),

h h
cos(a+ h) — cosa _ cosa(cosh — 1) —sina sinh L —sina (h—0),
h h
also ist sin’ = cos und cos’ = —sin. <

Satz 6.1. Sind die Funktionen f und g an der Stelle a differenzierbar, so
auch f+ g, g und, falls f(a) # 0, die Funktzon . Es qgilt

(f +9)(a) = f'(a) + ¢'(a) (Summenregel),
(f-9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a)  (Produktregel™),
)

0N o fla
(f) ==
Beweis. Schreiben wir

f(x) = fla) + f(z)(@ —a),  g(z) = g(a) + §(x)(z - a)

33auch Leibniz-Regel genannt
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wie in der alternativen Definition, so folgt

f(@) +g(z) = f(a) + gla) + (f(z) + §(2)) (z — a),
f(x)-g(x) = f(a) - g(a)
+ (f(z)g(a) + f(a)g(z) + f(2)§(z)(z — a)) (z — a).

Im Fall f(a) # 0 ist wegen der Stetigkeit im Punkt a auch f(x) # 0 fir = in
einer Umgebung von a, und dort gilt

1 1 f(x) = f(a) f(z)

_ - _ =——""— . (r—a).

f(x)  fla) f(x)f(a) f(@)f(a)

Nun folgen die Behauptungen mit der alternativen Definition. O

Folgerung 6.2. In der Situation des Satzes gilt, falls g(a) # 0,

(5)' (a) = f'(a)g(a) = f(a)g'(a)

(Quotientenregel).

Satz 6.2 (Kettenregel). Gegeben seien Funktionen f: D — K und g : E —
K, deren Verkettung ezistiert. Ist f an der Stelle a und g an der Stelle f(a)
differenzierbar, so ist go f an der Stelle a differenzierbar, und

(9o f)(a) =g'(f(a))- f'(a).

Beweis. Es sei b= f(a). Schreiben wir wie in der Definition

fx)=fl@)+ f(z)(x—a),  gly)=g(b) +d(y)(y —b)

fir x € D und y € E, so erhalten wir wegen f(x) € E

g(f(x)) = g(0) + §(f (@) (f(x) = f(a)) = g(b) + §(f () [ (2)(z — a).

Die Funktion §(f(x))f(x) ist nach den Sétzen 5.3 und 5.4 und Folgerung 6.1
an der Stelle a stetig und hat dort den gewiinschten Wert. O]

Beispiel. Fiir s € R ist die Verkettung von f(z) = slnz und g(y) = expy
gleich

go f(x)=2a°.
Wegen f'(a) = £ und ¢'(b) = exp b erhalten wir fiir a > 0

(go f)(a) =exp(slna) - 2 = sa®"?,

was unser erstes Beispiel verallgemeinert. <
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Satz 6.3. Es sei f : D — K injektiv und an der Stelle a differenzierbar,
wobei f'(a) # 0. Ist die Umkehrfunktion g : E — K an der Stelle b = f(a)

stetig, so ist sie an dieser Stelle differenzierbar, und

1
f'(a)
Beweis. Wie in der Definition schreiben wir fiir x € D
f(x) = f(a) = f(z)(z — a).
Da f injektiv ist, gilt fiir y € £
y—b=fl9(v))(9(y) - 9(b)).
Da g in b stetig ist, ist es nach Satz 5.4 auch f o g. Wegen
flg(0) = fa) = f'(a) #0

ist nach Satz 5.3 auch fiog in b stetig, und

g'(b)

8ly) o) = fla(y)

Es folgt die Differenzierbarkeit und die Formel fiir ¢'(b).

(y—b).

]

Beispiel. Die Umkehrfunktion von f(z) = sinx ist g(y) = arcsiny. Wenn

a € }—%,g[ und b = sin a ist, so ist cosa > 0, also
1 1 1

/b pr— pr— pr— .

74) cos @ 1 —sin?a V1-—0?

Bemerkung. Aus f'(a) # 0 folgt nicht die Injektivitdt von f in einer Umge-

bung von a, wie das Beispiel der iiberall differenzierbaren Funktion

z+ax*cost, wenn z # 0,
fla) =
0, wenn x = 0

zeigt. Es ist ndmlich

s 1 s 1 1 1 | cosan cosm(n + 1)
n n+1) n n+l n? (n+1)2

1 (1
= aman TCY (ﬁ*(nﬂ)?
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und somit ist f in keiner Umgebung von 0 monoton.

Bemerkung. Die Stetigkeit von g an der Stelle b folgt nicht aus den anderen
Bedingungen (siehe Aufgabe 60). Man kann sie durch Einschrankung von f
erzwingen. Dazu wihle man 0 < ¢ < |f/(a)|. Dann gibt es ein 6 > 0, so
dass fiir |z — a| < & gilt |f(z) — f(a)| < e. Wir schriinken f auf die Menge
Do ={z € D ||z —a| <4} ein. Wegen

fl@)(z —a) = (f(z) = f(a)) = (f(2) = f(@)(z ~ a),

ist fiir x € Dy

[f(a)llz —al < [f(z) = fla)| + |z —al,

das heifit
oo < @ @)
[f'(a)] =€
also fiir y im Wertebereich von f|p,
|y — 0l
9y) —90)| < = —=——
o(v) ~ 9(8)] < 7t

Definition 6.2. Fine Funktion f heifit differenzierbar, wenn sie an jeder
Stelle thres Definitionsbereiches differenzierbar ist. In diesem Fall nennt man
die Funktion ' ihre Ableitung.

Jeder Punkt von D muss dann ein Haufungspunkt von D sein. Traditionell
wird der Strich, der die Ableitung kennzeichnet, nicht direkt an Wortfunk-
tionen wie exp, In, sin oder cos angefiigt. Ist f(z) durch einen Term gegeben,
so bezeichnet dieser Term, eingeklammert und versehen mit einem Strich,
einen Term, der f’(x) angibt. In diesem Sinne ergibt sich aus den obigen
Beispielen:

(z°) = s, (sinz)" = cosx,
(expz) = expu, (cosz) = —sinz,
1 1
Inz) = —, arcsinz) = ——.
(Inz)" = — ( V=T

6.2 Eigenschaften differenzierbarer Funktionen

Definition 6.3. Es sei D C R. Fine Funktion f : D — R hat an der Stelle a
ein lokales Maximum, wenn a € D ist und es ein 6 > 0 gibt, so dass fir alle

xeD gilt
lt—a|<d = f(x) < f(a).
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Analog definiert man ein lokales Minimum. FEine Funktion hat an der Stelle
a ein lokales Extremum, wenn sie dort ein lokales Minimum oder lokales
Mazimum hat.

Der folgende Satz ist niitzlich bei der Bestimmung lokaler Extrema.

Satz 6.4. Es set D CR und f : D — R an der Stelle a differenzierbar. Hat
f ein lokales Extremum an der Stelle a und ist a ein Hdaufungspunkt von D,
und von Ds,, so gilt f'(a) = 0.

Beweis. Hat f an der Stelle a beispielswelse e1n lokales Maximum, dann gibt
es 0 > 0, so dass der Differenzenquotient {2~ fiir 7 € D N]a,a + ¢ nicht
positiv und fiir z € DNJa — 0, a[ nicht negatlv ist, also nach Satz 3.7 und 5.9

@S g S0 =S

lim <
z—a+0 Tr—a z—a—0 Tr—a

(Man bezeichnet dies auch als die einseitigen Ableitungen.) Da f an der
Stelle a differenzierbar ist, existieren diese Grenzwerte und stimmen mit f’(a)
iiberein, und die Behauptung folgt. O]

Beispiel. In Satz 2.9 haben wir gesehen, dass fiir k € Nund 0 < ¢ < 1 die
Folge der Zahlen n*q™ die obere Schranke (IT) hat. Nun kénnen wir das
Supremum m der Funktlon

f(z) =a"q"
auf [0, co[ bestimmen. Da m positiv ist, gibt es wegen Folgerung 5.8 ein ¢ > 0,
so dass fiir ¢ > ¢ gilt f(x) < m. Nach Satz 5.6 hat f auf [0, ¢] ein Maximum,

und dieses ist auch das Maximum von f auf ganz [0, co[. Fiir £ > 0 wird es
wegen f(0) = 0 nach Satz 6.4 in einer Nullstelle von

f()_k,xk’lar l,kqxlnq
angenommen, also einer Losung der Gleichung
k+xlng=0.

Diese hat nur die Losung x = —k/In ¢, und wir erhalten

oK
max{z¢" | x > 0} = (— ) )

elng

was auch fiir £ = 0 richtig ist. Die grobe Schranke aus Satz 2.9 gilt wegen
1 —qg>Inq > elnq auch fiir die Funktion f. <«
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Satz 6.5 (Satz von Rolle). Es sei f : [a,b] — R stetig und f|j,p differen-
zierbar, wobei a < b. Wenn f(a) = f(b) ist, dann gibt es ein ¢ € |a,b[, so
dass f'(c) =0 ist.

Beweis. Nach Satz 5.6 hat f ein Maximum und ein Minimum. Ist wenigstens
eines von beiden verschieden von f(a), so wird es in einem inneren Punkt
¢ angenommen, und mit Satz 6.4 folgt f'(¢) = 0. Andernfalls ist max f =
min f = f(a) = f(b), und dann ist f konstant. O

Die Definition der Ableitung ist auch auf Funktionen [a, b] — C anwend-
bar, aber fiir diese gilt der Satz nicht, wie das Beispiel f(z) = expiz auf
D = [0, 2] zeigt.

Satz 6.6 (verallgemeinerter Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Die
Funktionen f, g : [a,b] — R seien stetig und auf |a,b[ differenzierbar, wobei
a < b. Dann gibt es ein ¢ € ]a,b], so dass

(f(0) = f(a)g'(c) = (9(b) — g(a)) f'(c).
Natiirlich ist dann
)~ fla) _ ['(e)
g() —g(a)  g'(c)’

falls die Nenner nicht verschwinden.

Beweis. Wir wenden den Satz von Rolle auf die Funktion
W) = (f(0) = f(a)) (9(x) — g(a)) = (9(b) — g(a)) (f(z) — f(a))
an und beachten, dass h(a) = h(b) = 0 und
W (x) = (f(b) — f(a))g'(x) — (9(b) — g(a)) f'(x). O
Im Spezialfall g(x) = x erhalten wir:

Folgerung 6.3 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Unter den Bedin-
gungen des Satzes gibt es ein ¢ € |a,b[, so dass

EIUES (C]

Dies gilt sinngeméf auch fiir b < a. Man kann beide Fille mit einer
alternativen Formulierung erfassen. Dazu brauchen wir folgenden Begriff.

Definition 6.4. Wir nennen a einen inneren Punkt der Teilmenge M eines
Korpers K mit Absolutbetrag, wenn es ein 6 > 0 gibt, so dass alle Punkte
x von K mit der Figenschaft |x —a| < § in M liegen. Die Teilmenge der
inneren Punkte bezeichnen wir mit M.
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Offensichtlich ist eine Teilmenge von K genau dann offen, wenn sie nur
innere Punkte hat.

Folgerung 6.4. Es sei I ein Intervall, f : I — R stetig und in jedem inneren
Punkt differenzierbar. Dann gibt es fir a € I und h € R mit der Figenschaft
a+hel einde€]0,1], so dass

fla+h)— f(a) = f'(a+ORh)h.

Man zeigt dies durch Anwendung des Mittelwertsatzes auf die Funktion
g(t) = f(a+th) auf [0,1].

Folgerung 6.5. Unter den Bedingungen von Folgerung 6./ ist f genau dann
Lipschitz-stetig, wenn f' beschrdankt ist.

Ist ndmlich d eine obere Schranke von |f’|, so gibt es nach dem Mittel-
wertsatz zwischen beliebigen Punkten a und b in [ ein ¢, so dass

(@) = f®) = [f'(c)]|b—al < d|b—al.

Ist umgekehrt d eine Lipschitz-Konstante, so gilt fiir innere Punkte a und
beliebige Punkte x # a in [

‘f(x)—f(a)

Tr—a

<d

— I

und durch Grenziibergang x — a ergibt sich |f/(a)| < d.

Beispiel. Man kann zeigen, dass die Funktion f(x) = x°cos Z fiir eine reelle
Zahl s < 2 nicht Lipschitz-stetig ist, indem man ihre Werte an den Stellen %
fiir aufeinanderfolgende n € N'\ {0} betrachtet. Wegen

™ s
fl(x) = 2°72 <7r sin — + sx cos —)
X T

sieht man, dass f genau fiir s > 2 Lipschitz-stetig ist. Sie setzt sich genau
dann zu einer stetigen Funktion auf ganz R fort, wenn s > 0 ist, und diese
ist genau dann auch an der Stelle 0 differenzierbar, wenn s > 1 ist. <«

Folgerung 6.6. Unter den Bedingungen von Folgerung 0.4 ist f genau dann
konstant, wenn fir alle inneren Punkte x von I gilt f'(x) = 0.

Bei der Differentiation geht man von einer Funktion zu einer (von ihr)
abgeleiteten Funktion iiber. Manchmal will man diese Operation umkehren.

Definition 6.5. Eine differenzierbare Funktion F auf einem Intervall I heifit
Stammfunktion der Funktion f, wenn f die Ableitung von F' ist.
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Wir werden im Rahmen der Integralrechnung néher darauf eingehen, wie
man F' findet. Ist F' eine Stammfunktion von f und C eine Zahl (betrachtet
als konstante Funktion), so ist F' 4+ C' ebenfalls eine Stammfunktion von f.
Umgekehrt erhalten wir aus der vorigen Folgerung:

Folgerung 6.7. Sind F' und G Stammfunktionen der Funktion f, so gibt es
eine Konstante C' derart, dass G = F + C.

Das Monotonieverhalten differenzierbarer Funktionen lasst sich leicht be-
schreiben.

Folgerung 6.8. Unter den Bedingungen von Folgerung 6.4 ist f genau dann
monoton wachsend, wenn fir alle inneren Punkte x gilt f'(z) > 0, und f
ist streng monoton wachsend, wenn dariber hinaus [ auf keinem offenen
Teilintervall verschwindet.

Ist ndmlich f monoton wachsend, so sind die Differenzenquotienten nicht-
negativ, und dies gilt nach Satz 3.7 und 5.9 auch fiir die Ableitung. Die Um-
kehrung folgt aus dem Mittelwertsatz. Die Funktion ist nach Folgerung 6.6
genau dann konstant auf einem Teilintervall, wenn die Ableitung auf seinem
Inneren verschwindet.

Aus der letzten Folgerung ergibt sich sofort:

Folgerung 6.9. Unter den Bedingungen von Folgerung 6.4 sei a € I. Gibt
es ein 0 > 0, so dass f'(x) > 0 fir x € I N]a—0d,a] und f'(x) < 0 fir
x € IN]a,a+ 6], so hat f an der Stelle a ein lokales Mazimum.

Die Monotonie der Ableitung hingt eng mit folgendem Begriff zusammen.

Definition 6.6. FEs sei I ein Intervall. Fine Funktion f : I — R heifst konvex, wenn fir
alle z, y und z in I gilt

r<y<z = (@E-yfl@)+@-2)f+H-2)f(z) =0
Sie heiffit konkav, wenn rechts die umgekehrte Ungleichung gilt.

Die obige Ungleichung ist trivialerweise erfiillt, wenn z = y oder y = z ist. Sie ist im
Fall z < y < z dquivalent zu jeder der beiden Ungleichungen

o) > W= z)f(xy) - iz —OIW) gy s B x)f(yz - fyx [ )

(9)

und auch zu der Ungleichung

Z—T

Die Ungleichungen (9) und (10) besagen, dass der Graph von f unterhalb jeder Sehne und
oberhalb ihrer Verlingerung (Sekante) verlduft. Durch Vorzeichenwechsel von f erhiilt man
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die analogen Aussagen fiir konkave Funktionen. Die Bedingung der Konvexitét ist auch
dquivalent dazu, dass fiir x < y < z eine der Ungleichungen

fly) = @) _ f(z) = f(=) fG) = f(=) _ f(z) = fy) (11)
y—x = z—x z—x T z—y
oder die Ungleichung
y—x T z—y

gilt.
Satz. Unter den Bedingungen von Folgerung 6./ sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) f ist konvex.
(ii) f' ist monoton wachsend.
(iii) Fiir alle a € I und alle © € T gilt
f(@) = f(a) + f'(a)(z — a).
Aussage (iii) besagt, dass der Graph oberhalb jeder Tangente verliuft.

Beweis. Angenommen, es gilt Aussage (i). Wenden wir Ungleichung (12) auf a < z < b
und x < b < y an, so erhalten wir wegen der Transitivitét

f(x) = fla) _ fy) = f(b)
r—a - y—>b

)

und fiir a, b € I folgt wegen der Differenzierbarkeit f’(a) < f'(b), also Aussage (ii). Wenden
wir hingegen die linke Ungleichung in (11) auf @ < y < z und die rechte auf x < y < a an
und bilden die Grenzwerte fiir y — a + 0 bzw. y — a — 0, so folgt
f(z) — fla fla) — f(z
fla) < (2) ()7 (a) ()Sf’(a),

zZ—a a—T

also Aussage (iii). Umgekehrt folgt aus den beiden letzten Ungleichungen wegen der Tran-
sitivitét die Ungleichung (12) fiir < a < z, also Aussage (i).
Fiir £ < y < z gibt es nach dem Mittelwertsatz u € ]z, y[ und v € |y, z[, so dass

y—x z—y
Ist also (ii) erfiillt, so folgt (i). O

= f'(v).

Wir untersuchen nun Grenzwerte von Quotienten, bei denen die Rechen-
regeln versagen.

Satz 6.7 (Regel von de 'Hospital im Fall 8). Die Funktionen f und g seien
differenzierbar auf la,b|, es sei f(x) — 0 und g(z) — 0 (x — a), und fir
x € |a,b] sei g(x) #0 und ¢'(z) # 0. Wenn
f'(x)
g'(x)

—d (x—a),
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so auch

J@) —d (xr—a).

9(x)
Beweis. Wir setzen f und g durch f(a) = g(a) = 0 stetig fort. Fiir jedes
e > 0 gibt es ein § > 0, so dass fiir alle z € Ja,a + [ gilt

f'(2)
g'(z)
Ist nun x € |a,a + J[, so gibt es nach Satz 6.6 ein z € Ja, x[, so dass

flx) _ fle) = fla) _ f'(2)

g(x)  g(x) —gla)  g'(2)
Satz 6.8 (Regel von de I'Hospital im Fall £2). Die Funktionen f und g seien
differenzierbar auf |a,b[, es sei ﬁ — 0 und ﬁ — 0 (x — a), und fir
x € la,b] sei g'(x) #0. Wenn

—d| < e.

]

F@
7@ d (&~a),
so auch Fo)

Beweis. Es seien € und § wie im vorigen Beweis. Da keine Werte an der
Stelle a existieren, betrachten wir statt dessen einen Punkt y € Ja,a + 4.
Dann gilt fiir  nah bei a

fle) _ fl@) = fly),
g(r)  g(z) —g(y)

mit einem Korrekturfaktor

()

_ 9@
h(z) = —
f(=z)
Aus den Annahmen iiber f und g folgt, dass h(z) — 1 (z — a), also gibt es
ein n > 0, so dass |h(x) — 1| < ¢ fiir « € |a,a + n[. Nach Satz 6.6 gibt es ein
z € |z, y[, so dass

f@) _ ['(2)
o) ~ o)
also gilt fiir = € |a, a + n[ nach der Dreiecksungleichung
‘% - d’ < gg; - d‘ \h(z)| + |d||h(z) = 1| <e(1+¢e) +|dle. O
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Folgerung 6.10. Die Regeln von de [’Hospital gelten auch fir x — oo.

Mit den Bezeichnungen fi(z) = f(1) und gi(z) = g(1) ist némlich
fi(z) = —éf’(%) und somit

s @) L A i) f’%):l. f'(@)

= 111m 11m .
ZT—00 g(;c) y—0 gy (y) y—0 g} (y) y—0 g’(y) T—00 g’(:c)

Bemerkung 1. Die Regeln von de I’'Hospital gelten natiirlich sinngemaf fiir
linksseitige Grenzwerte und, indem man beides zusammenfiigt, auch fiir beid-
seitige Grenzwerte. Letzteres kann man auch direkt mit Hilfe von Folge-
rung 6.4 zeigen.

Bemerkung 2. In Satz 6.8 ist wegen ﬁ — 0 automatisch g(z) # g(y) fur
festes y und alle x nahe bei a. Daraus folgt aber nicht ¢'(z) # 0, denn f’ und
¢’ konnten gleichzeitig verschwinden.

6.3 Hohere Ableitungen

Wir betrachten wieder Funktionen f auf einer Teilmenge D eines Korpers K,
der R oder C sein kann, mit Werten im selben Korper. Dabei soll die Be-
zeichnung f nicht nur die Zuordnung, sondern auch den Definitionsbereich
festlegen. Die Ableitung einer beliebigen Funktion f : D — K ist eine Funk-
tion f' : D; — K, wobei D; die Menge der Stellen in D ist, an denen
f differenzierbar ist, was auch die leere Menge sein kann. Insbesondere ist
D; C D und besteht aus Haufungspunkten von D.

Bezeichnet F die Menge der Funktionen auf Teilmengen von K mit Wer-
ten in K, so ist die Differentiation eine Operation, also schlicht gesagt eine
Abbildung F — F, die wir mit f — f’ bezeichnen. Diese kénnen wir auch
mehrmals anwenden, und die zweite Ableitung (f")" schreiben wir einfach f”
(gelesen f zwei Strich), die dritte Ableitung ((f’)")" schreiben wir " (gelesen
f drei Strich) usw.

Definition 6.7. Wir definieren die n-te Ableitung® f™ wvon f rekursiv
durch

O = ¢, D) = (f(n))"
FEine Funktion f heifst n-mal differenzierbar an der Stelle a, wenn a zum
Definitionsbereich D,, von f™ gehort.

BEine Funktion heif$t unendlich oft3® differenzierbar an der Stelle a, wenn
sie fiir jede natiirliche Zahl n an dieser Stelle n-mal differenzierbar ist.

34oder Ableitung der Ordnung n
35richtiger wire , beliebig oft*
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Eine Funktion heif$t n-mal differenzierbar, wenn dies an jeder Stelle ihres
Definitionsbereichs der Fall ist. Sie heifit n-mal stetig differenzierbar, wenn
aufserdem thre n-te Ableitung stetig ist.

Man beachte, dass im letzteren Fall ihre Ableitungen kleinerer Ordnung
als n differenzierbar, also ebenfalls stetig sind. Im Allgemeinen haben die
Ableitungen verschiedener Ordnung Definitionsbereiche

D:D02D12D2

Wegen der Assoziativitdt der Verkettung gilt fiir beliebige natiirliche Zah-

len m und n
f(m+n) _ (f(m))(n)’

was man leicht durch vollstdndige Induktion nach n beweisen kann. Eine
Funktion ist also an einer Stelle genau dann m + n-mal differenzierbar, wenn
ihre m-te Ableitung an dieser Stelle n-mal differenzierbar ist.

Beispiel. Durch vollstdndige Induktion beweist man, dass fiir s € R und
a > 0 die Funktionen

fl) =2, g(z)=d",
wobei f nur fiir x > 0 definiert ist, die hoheren Ableitungen
fP)=s(s =1) - (s—n+ D", ¢"(z) = (Ina)"a*

haben und unendlich oft differenzierbar sind. Fiir s € N ist die Potenzfunk-
tion f sogar auf ganz C definiert, und fiir n > s ist £ (x) = 0, wihrend die
obige Formel bei = 0 nicht mehr definiert ist. Wegen In’z = 27! ist auch
die Logarithmusfunktion unendlich oft differenzierbar. <«

Satz 6.9. Sind Funktionen f und g mit dem selben Definitionsbereich n-mal
(stetig) differenzierbar, so auch die Funktionen f + g, f g und, falls g auf
D keine Nullstelle hat, auch %' Auflerdem ist

(F 40 = 0 1 g, (g =3 (”) Fhg®.

k
k=0

Beweis. Im Induktionsanfang, also fiir n = 0, ist nichts zu beweisen bzw. er
folgt aus Satz 5.3. Angenommen, die Behauptungen gelten fiir eine Zahl n,
und wir betrachten nun n + 1-mal (stetig) differenzierbare Funktionen f
und g, die dann natiirlich auch n-mal (stetig) differenzierbar sind. Nach
Satz 6.1 und Folgerung 6.2 gilt
! / /
(f+a) =F+d,  (fo) =Fa+fd, (g) - %—fg
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und die rechten Seiten sind nach Induktionsvoraussetzung n-mal (stetig) dif-
ferenzierbar. Damit folgt die Induktionsbehauptung entsprechend der Bemer-
kung nach der Definition. Die Formeln beweist man ebenfalls durch vollsténdi-
ge Induktion, wobei man bei der Produktregel wie im Beweis der binomischen
Formel vorgeht. [

Satz 6.10. (i) Sind die Funktionen f und g beide n-mal (stetig) differen-
zierbar und existiert ihre Verkettung, so ist sie ebenfalls n-mal (stetig)
differenzierbar.

(ii) Ist f injektiv und n-mal (stetig) differenzierbar, wobei n > 1, hat f’
keine Nullstellen und ist die Umkehrfunktion von f stetig, so ist sie
ebenfalls n-mal (stetig) differenzierbar.

Beweis. (i) Im Induktionsanfang ist nichts zu zeigen, oder er folgt aus Satz 5.4.
Angenommen, die Behauptung gilt fiir eine Zahl n, und f, g sind n + 1-mal
(stetig) differenzierbar. Nach Satz 6.2 ist

(go f) =(g"of)f,

und nach Satz 6.9 und der Induktionsvoraussetzung ist die rechte Seite n-mal
(stetig) differenzierbar.

(ii) Der Induktionsanfang folgt aus Satz 6.3. Angenommen, die Behauptung
gilt fiir eine Zahl n, und f ist n+ 1-mal (stetig) differenzierbar. Nach Satz 6.3
gilt fiir die Umkehrfunktion A

1
_—f’Oh’

/

und nach Satz 6.10(i), Satz 6.9 und der Induktionsvoraussetzung ist die rechte
Seite n-mal (stetig) differenzierbar. O

Im Fall K = R kann man hohere Ableitungen benutzen, um festzustellen,
ob an einem stationdren Punkt ein lokales Extremum vorliegt.

Satz 6.11. Fir eine natiirliche Zahl n > 1 sei die Funktion f auf einem
Intervall n mal stetig differenzierbar, und es gelte fiir einen inneren Punkt a

flla)=f"(a)=...= f" D) =0,  f"(a)#0.
Dann hat f an der Stelle a
o kein lokales Extremum, falls n ungerade,

e cin lokales Minimum, falls n gerade und f™(a) > 0,
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e cin lokales Mazimum, falls n gerade und f™(a) < 0.

Beweis. Wir sagen, dass eine Eigenschaft von f : I — R lokal rechts von a
vorliegt, wenn es ein § > 0 gibt, so dass sie auf I N [a, a + [ vorliegt. Analog
definieren wir, wann sie lokal links von a vorliegt bzw. wann sie lokal bei a
vorliegt. Wir machen die folgenden stédrkeren Behauptungen: In der Situation
des Satzes ist f

(i) lokal bei a streng monoton wachsend, falls n ungerade und f™(a) > 0,
(ii) lokal bei a streng monoton fallend, falls n ungerade und f™(a) < 0,

(iii) lokal links von a streng monoton fallend und rechts von a streng mo-
noton wachsend, falls n gerade und f™(a) > 0,

(iv) lokal links von a streng monoton wachsend und rechts von a streng
monoton fallend, falls n gerade und f(a) < 0.

Dies beweisen wir durch vollstdandige Induktion. Im Fall n = 1 folgt aus der
Stetigkeit von f’, dass es ein § > 0 gibt, so dass f" auf Ja — 9, a + J[ nicht das
Vorzeichen wechselt, und die Aussage (i) bzw. (ii) folgt.

Angenommen, die Aussage gilt fiir eine Zahl n > 1, und f ist n + 1-mal
stetig differenzierbar, wobei f*)(a) = 0 fiir ¥ < n. Dann ist die Indukti-
onsvoraussetzung auf ' anwendbar. Ist die Ableitung f’ lokal rechts von a
monoton wachsend, so ist sie wegen f'(a) = 0 lokal streng rechts von a posi-
tiv, also f lokal rechts von a monoton wachsend. Analog behandelt man die
anderen Fille, und die Aussage iiber f folgt. O

Nun sei K wieder einer der Kérper R oder C. Aus den uns bekannten
unendlich oft differenzierbaren Funktionen kénnen wir mit Hilfe der Sétze 6.9
und 6.10 weitere solche Funktionen erzeugen. Es gibt noch eine andere Quelle
von unendlich oft differenzierbaren Funktionen. Dazu zeigen wir zunéchst:

Satz 6.12. Die Ableitung einer Potenzreihe ist eine Potenzreihe mit dem
selben Konvergenzradius, die durch gliedweise Differentiation entsteht.

Bewess. Ist
oo

f(z) = Z A 2™

m=0

mit dem Konvergenzradius r und ist |¢| < 7, so gilt nach Satz 4.15 fur
|z —c|+|c| <r

f(z) =) balz =),
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wobel

Wegen f(c) = by folgt

f(z) = fo)
by (2 —
— Z (z— o)™,
so dass

c)="b = E ma,,c™ L.

Nach Satz 4.8 hat auch diese Potenzreihe den Konvergenzradius r. O]

Durch vollsténdige Induktion erhalten wir:
Folgerung 6.11. Jede analytische Funktion ist unendlich oft differenzierbar.

Die Umkehrung gilt allerdings nicht. Es gibt ndmlich unendlich oft reell
differenzierbare Funktionen, die nicht reell analytisch sind (siche Aufgabe 64).
Hingegen kann man zeigen, dass eine beliebige auf einer offenen Teilmen-
ge von C definierte komplex differenzierbare Funktion automatisch komplex
analytisch ist. Solchen Funktionen ist die Veranstaltung , Funktionentheorie*
gewidmet.

6.4 Die Taylorsche Formel

Die Bedingung der Differenzierbarkeit einer Funktion f : D — K an der
Stelle a € D, namlich

f(@) = fla)+ f(z)(x—a),  flz) = f(a) (z—a),

kénnen wir so umdeuten, dass f durch die ge Funktion

p(z) = f(a) + f'(a)(z — a)

angendhert wird, d. h.
f(x) = p(z) +r(z),
wobei das Restglied die Eigenschaft

Vorlesung
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hat. Die lineare Funktion p ist durch die Eigenschaften

eindeutig bestimmt.
Fiir eine n-mal an der Stelle a differenzierbare Funktion f konnen wir
eine ganzrationale Funktion

mr)=c+calzr—a)+...+c(z—a)" = ch(x —a)*

vom Grad héchstens n finden, die an der Stelle a die selben Ableitungen wie
f bis zur Ordnung n hat. Wegen

n

P (@) =Y ek(k=1)-- (k—m+1)(@—a)",  pi”(a) = mley

k=m

miissen wir namlich
¥ (a)
k!

setzen, damit p%k)(a) = f®)(a) fiir k von 0 bis n gilt. Man nennt

C =

n) (g
pule) = 3 Do - ay

das n-te Taylor-Polynom von f. Wenn wir nun

f(@) = pn(x) + 70 (2)

schreiben, wie grofl ist dann das Restglied r,7 Wir geben die Antwort nur
fir K = R.

Satz 6.13. Eine Funktion f auf einem Intervall I sei n-mal stetig differen-
zierbar und auf der Menge I der inneren Punkte sogar n + 1-mal differen-
zierbar. Dann gibt es fiir jedes © € I ein z zwischen a und x, so dass

f(n-i—l)(z)

(n+1)! ™

ro(x) = (x—a

(Restglied in der Form von Lagrange).
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Beweis. Wir halten z > a fest und betrachten die Hilfsfunktion

" fk)
)= Wy
k=0 ’

Dann gilt g(x) = f(z), g(a) = p,(x) und

np(k+1) np(k)
gl(y) _ f k' (y) (:L' _ y)k o f (y)
k=0 ) k=1

(n+1)
=Ty

Ist h auf [a, x] stetig und auf |a, x| differenzierbar, so dass b’ keine Nullstellen
hat, dann gibt es nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz ein z € |a, 2|,
so dass

und es folgt

o) = gle) = glo) = 2 L o
Setzen wir h(y) = (z — y)"™, so gilt '(z) = —(n + 1)(z — 2)", und die
Behauptung folgt. Im Fall x < a betrachtet man das Selbe auf [z, a]. O

Das Taylorpolynom p; vom Grad hochstens 1 ist die eingangs erwahnte
lineare Funktion p. Damals geniigte die Differenzierbarkeit von f an der Stel-
le a, um eine Aussage iiber das Restglied = ry zu treffen. Satz 6.13 hingegen
verlangt im Fall n = 1 die zweimalige Differenzierbarkeit in einer Umgebung
von a und liefert dafiir genauere Informationen iiber das Restglied. Es gibt
aber eine Version des Satzes, die das frithere Ergebnis getreu verallgemeinert:

Satz 6.14. Ist f auf einem Intervall n — 1-mal differenzierbar und an der
Stelle a sogar n-mal differenzierbar, so gilt

()

(z —a)

Beweis. Wir konnen n > 2 annehmen. Dann erfiillt die Funktion r, wegen
Folgerung 6.1 die Anforderungen von Satz 6.13 fiir n — 2 statt n, wobei
r,gk)(a) = 0 fir £ < n, und wir erhalten ein z € I mit der Eigenschaft

|z —a] < |z — al, so dass

—0 (z—a).



Es folgt

r,(Ln_l)(z)

Tr—a

rﬁn_l)(z)

zZ—a

1
(n—1)!

1
(n—1)!

Tn(x)
(x —a)"

Wegen der n-maligen Differenzierbarkeit an der Stelle a ist

(n—1) (n—1) _ (n—1)
rn_(2) _ I (2) =rn (@) —r™M(a)=0 (z—a),
z—a Z—a

und die Behauptung folgt. O]

Man kann die Taylorsche Formel zum Einen zur Berechnung von Grenz-
werten benutzen, zum Anderen um festzustellen, ob an einem stationédren
Punkt ein lokales Extremum vorliegt. Das folgende Kriterium kommt mit
schwécheren Voraussetzungen als Satz 6.11 aus.

Satz 6.15. Fir eine natirliche Zahl n > 1 sei die Funktion f auf einem
Intervall n — 1-mal differenzierbar und an der Stelle a sogar n-mal differen-
zierbar, und es gelte

flla)=f"a)=...= f"Na)=0,  f"(a) #£0.
Dann hat f an der Stelle a
(1) kein lokales Extremum, falls n ungerade,
(ii) ein lokales Mazimum, falls n gerade und f™(a) < 0,
(iii) ein lokales Minimum, falls n gerade und f™(a) > 0.

Beweis. Die Taylorsche Formel vereinfacht sich zu

(x —a)" +ru(z),

und es folgt

o)~ ) = o —ay (Ef 4 2,

n! (x —a)”
Zue = W;ﬂ gibt es nach Satz 6.14 ein § > 0, so dass die Klammer auf der
rechten Seite fiir |z — a|] < § konstantes Vorzeichen hat. O
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Beispiel. Ist f eine analytische Funktion, so ist p, die n-te Partialsumme der
Potenzreihe mit dem Zentrum a:

f(x) :Zak(aj—a)k, () :Zak(x—a)k.

Die ist z. B. auf die Funktionen exp, sin und cos anwendbar. <

Die im vorigen Abschnitt berechneten Beispiele von hcheren Ableitun-
gen versetzen uns in die Lage, weitere Taylor-Polnome und Restglieder zu
bestimmen:
Beispiel. Ist f(x) =In(1 4 z), so gilt

FO) = (D) k = DI+ 2)7"

fir £ > 1 und somit

pn<w)=§(_2“mk, rn(a;):<—1)"( z )n+1

fiir ein 2z zwischen 0 und z. <«
Beispiel. Ist s € R und f(z) = (1 + x)*, so gilt

fBOa)=s(s—1)---(s—k+1)(1+z)*

und somit

Pale) = :0 <Z) B ra(e) = (ni 1) (14 2)-n-ignt

fiir ein 2z zwischen 0 und z. <«

Definition 6.8. Die Taylor-Reihe einer auf einem Intervall I unendlich oft
differenzierbaren Funktion f an der Stelle a € I ist die Potenzrethe

o £(k) (g
Zf k'( )(x—a)k.

Was ist der Konvergenzradius dieser Reihe, welche Funktion stellt sie dar?
Im ersten Beispiel erhalten wir die schon bekannten Reihen aus Satz 4.10 und
dem Beweis von Satz 5.8 mit dem Konvergenzradius co. In den letzten beiden
Beispielen ist der Konvergenzradius nach Satz 4.7 und Aufgabe 47 gleich 1.
Es kommt auch vor, dass die Taylor-Reihe den Konvergenzradius 0 hat.
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Die Taylor-Reihe von f konvergiert natiirlich genau dann gegen f, wenn
das Restglied gegen 0 konvergiert. Im Beispiel f(z) = In(1 4 z) haben wir

n+1
z wenn x > 0
il )
Irn()] < n+1
1 (] wenn < 0
nt1 \ 1-]z] ) :

<z <1 folgt also

. 1
Fir -3

In(1+x) = i (_12;11;”

(Logarithmusreihe), und fir x = 1 erhalten wir nebenbei den Wert der alter-
nierenden harmonischen Reihe:

i (_172711 =In2.

n=1

Auch im Beispiel f(z) = (1 + x)® folgt r,(z) = 0 (n — o0o) und somit

(1+2)° = i <Z)x"

n=0

< x < 1. Was passiert im Rest des Konvergenz-

(Binomialreihe) nur fir —3

intervalls?

Satz 6.16. In der Situation von Satz 6.13 gibt es ein w zwischen a und x,
so dass
FUD (w)

n!

"o (2) (z —a)(z —w)"

(Restglied in der Form von Cauchy).

Der Beweis ist identisch mit dem von Satz 6.13 aufler dass man diesmal die
Funktion h(y) = x—y wéhlt, also den gewohnlichen Mittelwertsatz anwendet.
Beispiel. Schreiben wir das Restglied fiir f(z) = In(1 + z) in der Form von
Cauchy, so erhalten wir

() = A w)ye — (v —w)".

Fir —1 <z <0ist 2 <w < 0, also w(x+1) < 0. Durch Addition von z —w
auf beiden Seiten erhalten wir z(1 +w) < x — w, also

r—w

14w

x—w>
14+ w

z,

\<|x|
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und schliefllich

[P+ [

142 14z’

so dass auch hier gilt 7,(z) — 0 (n — o00). Die Logarithmusreihe konvergiert
also fiir —1 < 2 < 1 gegen In(1 + x). Ahnliches kann man auch fiir die
Binomialreihe zeigen. <«

ro(x)] <

Beispiel. Es gibt keine allgemeine Formel fiir die hoheren Ableitungen der
Funktion
f(z) = arctanz

auf ganz R. Wir konnen aber die in der Priasenzaufgabe 37 bestimmte erste
Ableitung fiir |z| < 1 als geometrische Reihe schreiben:

Die fiir || < 1 konvergente Potenzreihe

- (_1)71 n
g(x) = Z on + 1:102 o
n=0

ist nach Satz 6.12 auf |—1, 1] eine Stammfunktion von f’, das heift, es gilt
f'=4¢". Wegen f(0) =0 = g(0) zeigt Folgerung 6.5, dass f = g ist, und dies
gilt auch an den Intervallgrenzen wegen der EinschlieBung aus dem Beweis
des Leibniz-Kriteriums und der Stetigkeit der beteiligten Funktionen. Wir
erhalten insbesondere

00 1)
Z( ) :arctanlzg

n+1

[\

n=0

durch Einsetzen von x = 1. <«
Beispiel. Dieser Trick hilft auch bei der Funktion

f(x) = arcsinz
weiter. Fiir || < 1 gilt ndmlich

R R < ¥ A A W < N R D L
“@_CTT§_2;<n>(I)_Z:(mw o

n

N =

wobel rekursiv

M=(-Dll=1, (+2!=nll-(n+2)



definiert wird, und man findet

o0

o (2n — 1)1t g+l
arcsing = ) el 2n+1

n=0

ebenfalls fir [z| <1. <«

6.5 Das Landausymbol

In der alternativen Definition der Differenzierbarkeit und in den Taylorschen
Formeln kommen Restglieder vor. Um die lastige Einfithrung immer neuer
Bezeichnungen zu umgehen, wurde folgende Schreibweise eingefiihrt.

Definition 6.9. Kommt in einer Gleichung das Symbol®°

O(g(x))

vor, wobei nach der Gleichung die Angabe x — a folgt, so ist gemeint, dass
die Formel zu einer wahren Aussage wird, wenn man besagtes Symbol durch
einen geeigneten Term f(x) ersetzt, fir den gilt

f(x)

lim o)

T—a

< 00

Kommt in einer Gleichung das Symbol3

o(g(x))

vor, wobei nach der Gleichung die Angabe x — a folgt, so ist gemeint, dass die
Gleichung zu einer wahren Aussage wird, wenn man besagtes Symbol durch
einen geeigneten Term f(x) ersetzt, fir den gilt

lim @ = 0.
z—a (1)
Das Symbol O bedeutet grob gesprochen ,von der Ordnung ...“ und

wurde von Paul Bachmann eingefiihrt. Das Symbol o bedeutet grob gespro-
chen ,,von kleinerer Ordnung als ... “ und wurde kurz darauf von Edmund
Landau eingefiihrt. Dabei kann a € R U {00, —0c0} sein. Ein Landausymbol
kann in einer Gleichung mehrmals vorkommen und fiir verschiedene Terme

36gelesen ,,(grofl) O von g(x)“
3Tgelesen ,klein o von g(z)“
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stehen. Die Eigenschaft des Terms f(z), der fir O(g(x)) stehen kann, lasst
sich einfacher ohne limes superior ausdriicken, ndmlich im Fall a € R

3C>030>0Vz (0<|z—a|<d = |f(z)] < Clg(z)])
und im Fall a = oo
3C>03ceRVz (z>c = [f(z)] < Cy(x)).

Hier durchlauft x den Definitionsbereich der vorkommenden Terme.

Beispiel. Die Taylorsche Formel mit Restglied in qualitativer Form lautet

f"(a)

f(z) = f(a)+ f'(a)(z —a) + T(x —a)’+...
(g
+fn'( )(x—a)”+o((x—a)”) (xr — a)

(sieche Satz 6.14). Im Spezialfall n = 1 ist dies die alternative Definition
der Ableitung. Ist die Funktion fiir z nahe bei a sogar n + 1-mal stetig
differenzierbar, dann gilt die stirkere Aussage

f(x) = fla) + f'(a)(z — a) +

die aus Satz 6.13 folgt. <«
Beispiel. Es gilt
23
sinx =z — - +0(2°) (z—0),

2 3 4
Y ) ) 5
In(l-y)=—-y—=—=—= :
Wl-y)=-y-5 -5 -7+0W) (=0
Wir wollen sin z fiir y substituieren. Es gilt
4

sin?z = 2% — % +0(2°) (z—0),

denn die Terme 23-23, z-O(z®) und O(x®)-O(x%) werden von O(x%) absorbiert.
Analog finden wir

sin®x = 2% + O(2°), sin*z =2*+0(2%) (z—0).
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SchlieBlich ist

Somit ergibt sich

|sin® x| < |
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7 Integralrechnung

7.1 Das Riemannsche Integral

Verschiedenste geometrische und physikalische Probleme, etwa die Bestim-
mung der von einer Kurve umschlossenen Flache oder der Masse bei gegebe-
ner Dichteverteilung, lassen sich durch ein und den selben mathematischen
Begriff des Integrals einer Funktion modellieren. Grob gesprochen geht es
darum, den Inhalt der Fliche zwischen dem Graphen und der Abszissenach-
se zu bestimmen.

Definition 7.1. Unter einer Teilung eines beschrinkten abgeschlossenen In-
tervalls [a, b] positiver Linge verstehen wir eine Teilmenge T = {xq, ..., Ty},
so dass

a=x9 <1 <...<x, =0

Das Maximum der Lingen x, — xp_q1 der Teilungsintervalle bezeichnen wir
als Feinheit der Teilung.
Fiir eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R nennen wir

n

S(f,T) = Z[ sup f- (2% — Th1),
k=1 Tk—1,Tk
S(fT)=), inf f-(z— 1)

P} [Th_1,78]

die Riemannsche Ober- bzw. Untersumme von f beziiglich T'.
Die hier vorkommenden Grenzen existieren nach Satz 2.11.

Lemma 7.1. (i) Fir beliebige Teilungen Ty und Ty gilt
S(f,Th) < S(f,Tv).
(ii) Fir Teilungen T CT" gilt
S(f,T)<S(f.T),  S(,T)=S(),T).
Beweis. Ungleichung (i) im Fall T} = T, = T folgt aus der Tatsache

inf f< sup f.

S Y
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(i) folgt daraus, dass fir o1 < z < zy gilt

inf f-(xp—axp_1)= inf f- ((xk —2)+ (2 — xk—l))

[CEk 1, CEk] [mk 1 zk]

< inf f-(z—ap 1)+[1nff (xp — 2),

[xk—1,7] z,xg)

und der analogen Ungleichung fiir obere Grenzen. Nun folgt der allgemeine
Fall von (i) mittels Transitivitidt aus dem bewiesenen Spezialfall fiir T =
Ty U T, und aus (ii). O

Definition 7.2. Fir eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R heiffen die
Zahlen

b
/ Ydx = inf{S(f,T) | T ist Teilung von |a,b]},

f(x)dx =sup{S(f,T) | T ist Teilung von [a,b]}

@\\@

das Riemannsche Ober- bzw. Unterintegral von f dber das Intervall [a,b].
Die Funktion f heifit integrierbar®®, falls beide iibereinstimmen, und den ge-
meinsame Wert nennt man dann das Integral von f dber [a,b], abgekiirzt>®

/bf(x) dx

Die Funktion f nennt man in diesem Zusammenhang den Integranden.

Bemerkung. Nach Lemma 7.1 und Satz 2.11 existieren Ober- und Unterinte-

gral, und es gilt
b
/ )dx < / f(z

a

Bemerkung. Die Funktion f ist genau dann integrierbar, wenn es fiir jedes
e > 0 eine Teilung 7" gibt, so dass S(f,T) — S(f,T) < e.

38

im Riemannschen Sinne
39Das von Leibniz eingefiihrte Integralzeichen ist ein kursives langes s, wie es damals im
Wortinneren iiblich war.
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Bemerkung. Wiirden wir in der Definition [zy_1, zx] durch |zy_1, zx[ ersetzen,
so wiirden sich die Werte von Ober- und Unterintegral nicht dndern.

Beispiel. Die Riemannschen Summen der Funktion f(x) = 2% auf dem Inter-
vall [0, 1] beziiglich der dquidistanten Teilung

also mit x;, = %, sind

1 1
Zwk = _4 kga §(fa Tn) = xz_l'g = ﬁ (k’—l)?’

k= k=1 k=1

Man zeigt durch vollstdndige Induktion, dass

Zkg ( n+1))’

und es folgt
lim S(f,T,) = lim S(f,T,) =
n—oo

n—o0

Somit ist f integrierbar, und

Beispiel. Es sei
1, wennzx € Q,

f) = {O wenn x ¢ Q.

Da jedes Intervall positiver Lange sowohl rationale als auch irrationale Zahlen
enthalt, ist
sup f =1, inf f=0,

[xk'—lvxk] [xk717xk}

/bf(x)dz:b—a, /bfxdx:

Somit ist f nicht integrierbar. <

so dass

Wir geben nun zwei allgemeine Kriterien fiir die Integrierbarkeit an.
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Satz 7.1. Jede stetige Funktion auf einem beschrinkten abgeschlossenen In-
tervall ist integrierbar.

Beweis. Es sei e > 0 gegeben. Nach Satz 5.13 ist f gleichméfBig stetig, es gibt
also ein § > 0, so dass fiir x und y aus [a, b] mit der Eigenschaft |z —y| < §
gilt |f(z) — f(y)| < e. Ist nun T eine Teilung mit einer Feinheit kleiner als d,
so gilt das Gesagte insbesondere fiir  und y aus dem selben Teilintervall
[Tr—1,xk], so dass

sup f— inf f<e.

[Tk—1,2k] [zr—1,2x]
Multiplizieren wir dies mit x; — x,_; und summieren iiber k, so erhalten wir

n

S(f,T) = S(,T) < elan — ax1) = (b — a).

k=1
Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O

Satz 7.2. Jede beschrinkte monotone Funktion auf einem beschrdinkten ab-
geschlossenen Intervall ist integrierbar.

Beweis. Ist f beispielsweise monoton wachsend, so gilt

inf ]f = f(wp-1), sup f = f(xw).

[wk—1,2k [Tr—1,7k]

Multiplizieren wir dies mit xj — x,_; und summieren iiber k, so erhalten wir

S(f.T) = S(£.T) = (Faw) = flae)) (@ — zim),

k=1

wobei alle Terme nichtnegativ sind. Hat T" eine Feinheit kleiner als 9, so ist
die rechte Seite beschrénkt durch
n

> (faw) = flaro1)) 6 = (f(@n) — f(20))6 = (£(b) = f(a))6.

k=1

Da 0 > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. m

7.2 Die Additivitit beziiglich des Integrationsintervalls

Abweichend von unseren bisherigen Formulierungen ldsst man zu, dass das
Integrationsintervall [a, b] nicht gleich dem Definitionsbereich D des Integran-
den f ist, solange es in D enthalten ist. Anstelle von ,,[a,b] € D und f|,4 ist
integrierbar® sagt man traditionell , f ist {iber das Intervall [a, ] integrier-
bar“. Die entsprechende Bezeichnung , Integral von f iiber das Intervall [a, b]“
haben wir bereits in Definition 7.1 benutzt.
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Satz 7.3. Es sei a < b < c¢. Eine beschrinkte Funktion f : [a,c] — R ist
genau dann integrierbar, wenn die Funktionen f|q5 und f|pq integrierbar
sind, und in diesem Fall gilt

/cf@) da::/bf(x) dx+/cf(x) dz.

Beweis. Ist T' eine Teilung von [a,b] und 7" = T U {b}, so erhalten wir
Teilungen T} = 7" N [a,b] und Ty, = T" N [b, ¢| von [a,b] bzw. [b, ¢]. Geht man
umgekehrt von Teilungen 77 von [a, b und T von [b, ¢] aus, so ist 77 = Ty UT,
eine Teilung von [a, c|. In jedem Fall gilt

E(Lﬂ Tl) + g(fa TQ) = g(f? T/)a ﬁ(fa Tl) + §(f7 TQ) = §(f7 T/)

Bilden wir die unteren bzw. oberen Grenzen iiber alle Teilungen 77, T5 oder
auch iiber alle Teilungen 7', so folgt mit Lemma 7.1

/cf(x)dxz/bf(x)dm+/cf(x)dx, /cf(x)dx:/bf(x)dx_k/cf(x)dx.

a a

Ist f iiber [a,b] und tiber [b, ] integrierbar, so stimmen die rechten Seiten
iiberein, also auch die linken Seiten, das heifit, f ist integrierbar. Die Umkeh-
rung wird klar, wenn man die beiden Gleichungen voneinander abzuziehen
und bemerkt, dass die Differenz aus Oberintegral und Unterintegral nicht
negativ ist. O

Unter Beriicksichtigung der Sétze 7.1 und 7.2 ergibt sich:

Folgerung 7.1. Stickweise stetige Funktionen (d. h. Funktionen mit end-
lich wvielen Unstetigkeitsstellen, in denen aber einseitige Grenzwerte existie-
ren) und stickweise monotone beschrinkte Funktionen auf beschrinkten ab-
geschlossenen Intervallen sind integrierbar.

Bisher musste die obere Integrationsgrenze grofier als die untere sein.

Definition 7.3. Flir eine integrierbare Funktion [ auf |a,b] setzen wir

jf(x) dz = 0, /af(a:) d:v:—/bf(a:) dz.
f ) g

Dies ist die einzige Moglichkeit, damit gilt (Ubungsaufgabe):

Folgerung 7.2. Satz 7.3 gilt ohne die Voraussetzung a < b < c, wenn f auf
dem gréfiten vorkommenden Intervall integrierbar ist.
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7.3 Das Riemannsche Integral fiir komplexwertige
Funktionen

Unsere Definition des Integrals ist nicht auf komplexwertige Funktionen an-
wendbar, da der Korper der komplexen Zahlen keine Anordnung besitzt.
Man konnte sich aus der Affare ziehen, indem man Real- und Imaginérteil
getrennt betrachtet. Wir wahlen aber einen anderen Zugang, mit dem sich im
folgenden Abschnitt die Eigenschaften des Integrals besser beweisen lassen,
und der sich auf vektorwertige Funktionen verallgemeinert.

Definition 7.4. Eine Menge Z = {z1, za, . .., 2, } heifit Menge von Stiitzstellen
fiir die Teilung T = {xo,x1,...,2,} des Intervalls [a,b], wenn

g <21 S <. S 2 S Ty

Ist f eine Funktion auf dem Intervall [a,b] mit Werten in einem Vektorraum
tiber R, so nennen wir

ST, 2) = fz) (s — z41)
k=1

die Riemannsche Zwischensumme (oder einfach Riemannsche Summe) von
f beziiglich T und Z.

Man kann dies natiirlich auch in dem Fall anwenden, dass die Werte von
f reelle Zahlen sind. Dann liegt die Zwischensumme zwischen der Ober- und
der Untersumme, was ihren Namen erklart.

Satz 7.4. Fir eine Funktion [ : [a,b] — R und eine Zahl I € R gilt genau
dann

wenn es fir jedes € > 0 ein § > 0 gibt, so dass fir jede Teilung T von [a, D]
mit einer Feinheit kleiner als 0 und fir jede Menge Z von Stiitzstellen fir T
gilt

|S(f7T7Z) _]| <e.
Beweis. Angenommen, fiir ein gegebenes € > 0 gibt es ein § > 0 mit der

besagten Eigenschaft, und es sei T" eine Teilung, deren Feinheit kleiner als o
ist. Fiir jedes k gibt es ein z; € [xx_1, zx], so dass

€
b—a

f(zr) > sup f—

[Th—1,7k]
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Dann ist S(f,T,Z) > S(f,T) — & und somit S(f,T) < I + 2¢. Ahnlich zeigt
man, das S(f,T) > I — 2e. Da wir ¢ > 0 beliebig wihlen konnen, folgt

fbf(x)dx:[

b
Umgekehrt sei [ f(z)dx = I, und es sei ein € > 0 gegeben. Dann gibt es

eine Teilung 7", soadass
S(f, T < I+, S(f,T)>1—ce. (13)

Wir schreiben 77 = {xj,...,2/,} mit a = z{, < ... < 2, = b. Nun sei T
eine beliebige Teilung und Z eine Menge von Stiitzstellen dafiir. Liegt ein
Teilintervall [x_1,zx] von T innerhalb eines Teilintervalls [z]_,z}] von T”,
so gilt
inf f< f(z)< sup f.
[27_1,21] 2] )]
Dies ist fiir hochstens n’ — 1 Teilintervalle von 7" nicht erfiillt, namlich die-
jenigen, die ein Element von 7" im Inneren enthalten. Fiir beliebige k£ und [
gilt zumindest
inf foc<f(z) < swp e

(27 _121] 2] _ )]
wobei ¢ = sup f — inf f. Multiplizieren wir dies mit den Léngen L;; der
jeweiligen Intervalle [xj_1,2zx] N [z]_;, 2)], so erhalten wir nach Summation
iiber £ und [ wegen

ZLM =Tk — Tk-1, Z Ly = 332 - 372_17
k=1 =1

dass B
S(f,T")—n'cd < S(f,T,72) < S(f, T") +n'cd.

Ist nun § < -, so folgt unter Berticksichtigung der Ungleichungen (13), dass
\S(f,T,2) — 1| < 2e. O

Nun kommen wir zu komplexwertigen Funktionen.

Definition 7.5. Fine Funktion f : [a,b] — C heifit integrierbar, wenn es
eine Zahl I € C g¢ibt, die der Bedingung aus Satz 7./ geniigt, und in diesem
Fall nennt man I das Integral von f iber das Intervall [a,b], abgekiirzt I =

f @)z,
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Man beachte, dass sich dieses Integral nicht mehr als (vorzeichenbehafte-
ter) Flacheninhalt deuten ldsst. Satz 7.4 zeigt, dass beide Definitionen kom-
patibel sind. Aulerdem erhalten wir mit Hilfe der Ungleichungen (3) auf S. 46
wegen Re S(f,T,72) = SRe f,T,7Z) und Im S(f,T,7Z) = S(Im f, T, Z):

Folgerung 7.3. Eine Funktion f : [a,b] — C ist genau dann integrierbar,
wenn die Funktionen Re f und Im f integrierbar sind, und dann gilt

b b

Re/bf(x) d:c:/Ref(x) iz, Im/bf(x) d:v:/hnf(x) da.

a a

Damit iibertragen sich die Sétze 7.1 und 7.3 auf komplexwertige Funk-
tionen. Man konnte sie aber auch direkt beweisen.

7.4 Eigenschaften des Integrals

Fiir das Integral gelten naheliegende Rechenregeln.

Satz 7.5. Sind die Funktionen f, g : [a,b] — C integrierbar und ist ¢ € C,
so sind auch f + g, c- f und |f| integrierbar, und es gilt

(a) /b(f($)+g(w))dfv = /bf(x) d$+/b9($) dz,

b

(b) [eftayar=c / f(z)da,

() /bf(ﬂf)dw S/blf(fﬂ)!dw-

Beweis. Offensichtlich gilt fiir jede Teilung 7" von [a,b] und jede Menge Z
von Stiitzstellen fir T

S(f+9,T,2)=8S(f,T,Z)+ S(g9, T, Z)

(was fiir Ober- und Untersummen falsch gewesen wire). Mit der Dreiecksun-
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gleichung folgt

b

S(f +9.T.7) - / faydo [ g(o)do

b

b
< S(f,T,Z)—/f(a:)d:U + S(g,T,Z)—/g(a:)dx )

a

Wegen der Integrierbarkeit von f und ¢ finden wir fiir jedes € > 0 ein 6 > 0,
so dass die rechte Seite kleiner als ¢ ist, wenn die Feinheit von T' kleiner als
d ist. Somit folgt die Integrierbarkeit von f + g und die Formel (a). Analog
behandelt man cf.

Aus der Dreiecksungleichung folgt

[f (@) = [f )] < [f(x) = Fy)] < [Re f(z) = Re f(y)| + | Im f(z) — Im f(y)].

Bilden wir das Supremum iiber alle z, y € [a,b], so folgt wegen |r — s| =
max{r — s, s — r} fiir reelle Zahlen r und s

sup |f| —inf |f| < (supRe f —inf Re f) + (sup Im f — inf Im f).

Das Selbe gilt fiir die Einschréankung von f auf ein Teilintervall von T, so
dass

S(fLT)=S(If1.T) < (S(Re f,T)=S(Re f, 7)) + (S(Im f, T) — S(Im f,T)).

Ist also f integrierbar, so auch |f|. Fiir jedes € > 0 finden wir eine Teilung 7T,
so dass

b b

S(f.1.2) - / f@)de| <e  |SQfI.T.2) - / (@) de| <<,

a a

und folglich

b b
/f(x)dx e <|S(£.T. 7)), S(|f|,T,Z)</|f(x)]dx+5.

Die Anwendung der Dreiecksungleichung auf die Riemannschen Summen er-
gibt
1S(f.T. Z)| < S(|f1.T, 2).

Da e > 0 beliebig war, folgt die Ungleichung (c). O]
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Fiir reellwertige Funktionen hat das Integral Monotonieeigenschaften.

Satz 7.6. Ist f : [a,b] — R integrierbar und f(x) > 0 fir alle € [a,b], so
gilt

/bf(x) dx > 0.

Ist f aufSerdem stetig und gibt es ein ¢ € [a,b], so dass f(c) > 0, so gilt hier
die strenge Ungleichung.

Beweis. Auf jedem Teilintervall einer Teilung T' gilt

sup  f >0,

[Th—1,7k]

so das S(f,T) > 0, und durch Bildung des Supremums folgt die erste Be-
hauptung. Ist auflerdem f(c) = ¢ > 0, so gibt es im Fall der Stetigkeit ein
6 > 0, so dass fiir # mit der Eigenschaft |z —c| < ¢ gilt f(z) > 5. Definieren
wir ¢ : [a,b] — R durch

5 fiir |z —¢| <0,
g(x) =
0 andernfalls,

b b
so ist f — ¢ > 0, also nach dem Bewiesenen [ f(z)dz > [g(z)dx =¢6. O

a

Der folgende Begriff kommt héufig in Anwendungen vor.

Definition 7.6. Der Mittelwert einer integrierbaren Funktion f auf einem
beschrinkten abgeschlossenen Intervall [a, b] positiver Linge ist

A

Satz 7.7 (verallgemeinerter Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sind f,
g : [a,b] = R stetig und gilt g(x) > 0 fir alle x € |a,b], so gibt es ein
c € la,b|, so dass

/b f(@g(w)do = 7(c) [ gfa)do.

a

Fiir die Funktion g(z) = 1 erhélt man den gewohnlichen Mittelwertsatz,
der besagt, dass eine stetige Funktion ihren Mittelwert annimmt.
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Beweis. Nach Satz 5.6 existieren m = min f und M = max f, und aus
Satz 7.6 folgt, dass

m/ dx</ ()g(x)deM/bg(:v)dx

b
Nach Satz 7.6 ist [ g(z)dz > 0, also existiert die Zahl

da/bf@ //

Nach dem Bewiesenen liegt sie im Intervall [m, M|, und nach Satz 5.7 wird
sie von f angenommen.

Es bleibt zu zeigen, dass man ¢ verschieden von a und b wéhlen kann. Ist
d = m oder d = M, so zeigt die Anwendung von Satz 7.6 auf die Funktion
(f —m)g bzw. (M — f)g, dass diese verschwinden und somit f konstant sein
muss, und dann ist ¢ in [a, b] beliebig. Andernfalls ist m < d < M. Nach
der Definition von Minimum und Maximum existieren z, y € [a, b], so dass
f(x) = m und f(y) = M. Nach Satz 5.7 gibt es ¢ im Intervall mit den
Grenzen x und y, so dass f(c¢) = d ist. Nun ist ¢ verschieden von z und y,
also auch von a und b. O]

7.5 Unbestimmte Integrale

In gewissem Sinne ist die Integration die Umkehroperation der Differentiati-
on.

Satz 7.8. FEs sei I ein Intervall positiver Léinge, f : I — R eine stetige
Funktion und a € I. Dann st die durch

— / F(t) dt

definierte Funktion F': I — R differenzierbar, und F' = f.
Beweis. Wir halten x € [ fest. Ist h € R derart, dass x + h € I, so gilt nach

Satz 7.3
z+h

Flo+h) - /f
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also
x+h

Flz+h) — F(z) — hf(z) = / (F(t) — f(x))dt.

x

Ist € > 0 gegeben, so gibt es wegen der Stetigkeit von f an der Stelle x
ein § > 0, so dass fiir |t — x| < § gilt |f(t) — f(x)] < e. Mit Satz 7.5,
verallgemeinert auf den Fall b < a, und Satz 7.6 erhalten wir fiir |h| < ¢

z+h

|F(z +h) = F(z) = hf(r)] < /If(t)—f(x)ldt < [hle,

also fiir 0 < |h| < ¢

F(zx+h)— F(x) )| <.
Da ¢ > 0 beliebig war, folgt
Fath = 1@ iy (o). =

h
Nun wird die Definition 6.5 mit Leben erfiillt.

Folgerung 7.4. Jede stetige Funktion besitzt eine Stammfunktion.

Satz 7.9 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung®). Ist f : I — R
eine stetige Funktion und F eine Stammfunktion von f, so gilt fiir Elemente
a und b des Intervalls T

/f(x) dz = F(b) — Fla).

Beweis. Sind F' und G zwei Stammfunktionen, so ist wegen Folgerung 6.7
F(b)—F(a) = G(b) —G(a). Es gentigt also, den Satz fiir eine einzige Stamm-
funktion zu beweisen. Fiir die Stammfunktion aus Satz 7.8 ist die Behauptung
aber offensichtlich. O

Beispiel. Wir betrachten die Funktion f(z) = z® die fiir s € N auf der
Menge R, fiir s € Z \ N auf R \ {0} und andernfalls auf ]0, oo[ definiert ist.
Fir s € R, \ N lasst sie sich stetig auf [0, oo[ fortsetzen. Man priift leicht

40Gtatt ,Differential- und Integralrechnung” sagt man traditionell auch ,Infinitesimal-
rechnung*.
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$S+1

nach, dass fiir s # —1 die Funktion F(z) = T

ist, also gilt fiir [a, b] im Definitionsbereich

eine Stammfunktion von f

Im Fall s = —1 ist Inz eine Stammfunktion auf ]0,c0[ und In(—z) eine
Stammfunktion auf |—o00,0[. <«

Bemerkung. Man bezeichnet eine beliebige Stammfunktion der Funktion f
mit dem Integralzeichen ohne Integrationsgrenzen und nennt dies das unbe-
stimmte Integral von f, also

/f(x) dz = Fz) + C

mit einer Konstanten C. Ist F'(x) durch einen umfangreichen Term gegeben,
so vermeidet man das zweimalige Hinschreiben, indem man die Abkiirzungen

vereinbart. Steht hier statt F' ein Term F'(x), dann miisste man eigentlich

T=b . . .
F(z) ‘xia schreiben (besonders wenn weitere Variablen vorkommen).

Beispiel. Man findet oft die Angabe
/d—mzln|m|—|—0 fir « # 0,
x

aber eigentlich kann man auf den beiden Komponenten des Definitionsberei-
ches verschiedene Konstanten wéahlen. Haben a und b das selbe Vorzeichen,

so gilt
b

[ = mlall,

a

Indem man die Liste der bekannten Ableitungen umkehrt, erhélt man aufler-
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dem die weiteren so genannten elementaren Integrale

/e“”da: =e' 4+ C,

/sinwdx =

/cosxd:c =sinx + C,

—cosx + C|

= arcsinz + C

=

dx
———— =arcoshaz +C
Vaz—1
dx
———— =arsinhz +C
V1+ 2 ’
dx
T 22 = arctanx + C,
dx
T2 = artanhx + C
d
/1 :702 = arcothz + C
—

=tanx + C

dx
/ cos? x
dv
/ sinz

—cotz +C

fir |z| < 1,

fir x > 1,

fir |z| < 1,
fur x| > 1,
m
fiir = ¢ {§+kw|kez},

fir « ¢ {kr | k € Z}.

Genaugenommen gelten die Formeln wieder nur auf jedem Teilintervall der
Definitionsbereiche. Die unbekannten Funktionsnamen werden am Ende des

folgenden Abschnitts erklart. <

7.6 Integrationstechniken

Aus den in Satz 6.1 bewiesenen Regeln der Differentiation ergibt sich mit

Hilfe der Definition 6.5

Folgerung 7.5. Sind f und g stetige Funktionen auf einem Intervall I und

st ¢ eine Zahl, so gilt

Ju@+ganie = [swar+ [g@ar [erwan=c [s@a

bei geeigneter Wahl der jeweiligen Stammfunktionen.

139

Vorlesung 3a
26.10.22




Natiirlich spielt auch Folgerung 7.4 aus Satz 7.8 eine Rolle, die die Schreib-
weise des unbestimmten Integrals rechtfertigt. Wenden wir Satz 7.9 auf die
obigen Gleichungen an, so ergibt sich wiederum Satz 7.5(a,b) im Spezialfall
stetiger Funktionen.

Man beachte, dass wir die Produktregel nur in dem Spezialfall benutzt
haben, in dem einer der beiden Faktoren konstant ist. Mit Hilfe des Haupt-
satzes lassen sich auch die Kettenregel und die allgemeine Produktregel der
Differentiation in Aussagen iiber Stammfunktionen ummiinzen.

Satz 7.10 (Substitutionsregel). Es sei f auf einem Intervall I stetig und
g : la,b] — I stetig differenzierbar. Dann gilt

g(b)

b
/ F(9(@)(x) do = / £(y) dy
a g(a)

Beweis. Es sei F' eine Stammfunktion von f. Nach der Kettenregel ist

(Fog)(z) = F(g(x))g'(x) = f(g(x))g (x),

also nach dem Hauptsatz

g(b)

/f (¢)de=Fog| = Z Q/f 0

g(a)

Ist g(x) durch einen Term gegeben, so wird traditionell die Abbildung ¢
nicht erwéhnt, sondern man sagt, dass y in f(y) durch diesen Term ersetzt

(substituiert) wird. In der Leibnizschen Schreibweise ist dann ¢'(z) = %,

und man schreibt formal dy = ¢/(x)dx, was man fiir dy substituieren kann.
Auf diese Weise ergibt sich die Substitutionsregel von selbst, wenngleich das
kein Beweis ist.

b

Beispiel. Wir wollen f c¢*dx berechnen, wobei ¢ > 0. Substituieren wir
dy
— =lIngc,

x

y==zlnc,

so ist der Integrand ¢* = e¥. Die (konstante) Ableitung kommt zwar in un-
serem Integral nicht vor, aber fiir ¢ # 1 ist do = ﬁdy, so dass

blnc

b
1 y
/cgﬁdx — ddy = — €
Inc Inc

alnc

blnc
b — ¢

alnc Inc
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Natiirlich hitte man auch einfach bemerken kénnen, dass <- eine Stamm-

Inc
funktion von ¢® ist. <«

Beispiel. Mit der Methode der quadratischen Ergédnzung findet man

x2—4x+7:(x—2)2+3:3(1+(x\;§2>2).

Mit der Substitution
x—=2 dy 1

TR A V3

erhalten wir

b—2
b V3 _
/ o / \/§_dy —— arct = q
— = arctan .
2?4z 47 31+1%) V3 Y oz
a a—2 3

8

Beispiel. Ist f(y) = %, so wird die Substitutionsregel zu

b g(b)

dy (b)
o / Y = il

y
a g(a)

\
o |
B|®
Q.

vorausgesetzt, g(x) # 0 fiir z € [a,b]. So ergibt sich beispielsweise

b b cosb

"xd d
/tanx dr = —/—COS rar_ i = In|cosa| — In|cosb|,
COS T y

a a cos a

vorausgesetzt, die Tangensfunktion ist auf [a, b] definiert. <

Im Beweis von Satz 7.10 haben wir die Stammfunktion f o g gefunden.
Zur Bestimmung einer Formel miissen wir in dem Term f(y) die Variable y
durch den Term g(x) substituieren. Im letzten Beispiel erhalten wir so

/tanx dr =1In|cosz| + C.

Satz 7.11 (partielle Integration). Sind f und g auf einem Intervall I stetig
differenzierbar, so gilt fir a, b € I



Beweis. Nach dem Hauptsatz gilt

b

L/kng(x)dx:=fokﬂx>

a

und nach der Produktregel ist der Integrand gleich f'(x)g(z)+ f(z)g'(x). O

b

a

Y

Beispiel. Es sei s # —1 und a, b > 0. Dann ist

b b

$5+1 b .I‘S+1
/x lnxdx—8+1ln:r;a—8+1/x dx = (S+1)2((s—|—1)lnx—1)

a a

b

a

Ist s > 0, so gilt das durch Grenziibergang auch fiir a = 0. Im verbleibenden
Fall s = —1 liefert die partielle Integration

/m—xd:p— lnx /ln—xdx

Wir scheinen uns im Kreis gedreht zu haben, weil rechts wieder das gesuchte
unbestimmte Integral auftaucht. Man kann es aber auf die linke Seite bringen
und dann beide Seiten durch 2 dividieren. Das selbe Ergebnis erhélt man auch
mit der Substitutionsregel:

1 2
/ﬂd:p—/ydy:%

Man kann die partielle Integration natiirlich auch zur Bestimmung von
Stammfunktionen benutzen, denn der Beweis von Satz 7.11 ergibt

/}WM@szﬂmmw—/fWMMMx

Beispiel. Es gilt
/xexda; = ze® — /exdx = (z—1)e”

/x2ezdx =2%e" — /Qxemdx = (2® = 2(z — 1))€"

usw. Mit der selben Methode, den Exponenten durch partielle Integration zu
verringern, berechnet man auch [z"sinzdz und [ 2" coszdr. <

Inb
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Beispiel. Manchmal hilft es weiter, den Faktor 1 als Ableitung aufzufassen:
V1—22der=2v1-— /
/ 2v/1 — 1:2
1—2 dx
=aVv1—22— —dm—i—/—
V1—a2 V1 — a2
=xV1— a2 —/\/1 — 22dx + arcsinz + C.

Bringen wir das letzte Integral auf die linke Seite und teilen durch 2, so
erhalten wir die Antwort. Fiir a, b € ]—1, 1] gilt also

b
1
/\/1 —22dr = 5[95\/1 — a2 —I—arcsinx}z,

und durch Grenziibergang gilt dies sogar fiir a, b € [—1,1]. Eine andere
Methode besteht in der Substitution x = sin . Setzen wir b = 1, so erhalten
wir

1
av1l—a?2+2 / V1 — 22dx = arcsin 1 — arcsin a = arccos a.

Man kann arccosa also als Fliache des Kreissektors interpretieren, dessen
Ecken die Punkte des Einheitskreises mit Abszisse a sind. <

~ 7~

y

In Analogie zu den Winkelfunktionen bildet man die Hyperbelfunktionen

. et —e " et +e "
smhx:T, cosha::T,
sinh z cosh x
tanh x = , cothxr = — ,
cosh z sinh z
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genannt*' Hyperbelsinus, Hyperbelkosinus, Hyperbeltangens und Hyperbel-
kotangens, weil der Punkt mit den Koordinaten coshx und sinhx wegen
cosh? z — sinh? z = 1 auf einer Hyperbel liegt. Thre Ableitungen sind

sinh’z = coshx = V1 +sinh®z,  cosh’z = sinh2 = sgn(x)V/ cosh®x — 1,
1

— =1 —tanh®, coth'z = —

=1 —coth’®z.
cosh” x sinh? z

tanh’ z =

Ihre Umkehrfunktionen arsinh, arcosh (von cosh [j (), artanh (definiert auf
] = 1,1]) und arcoth (definiert auf |—oo, —1[ U |1, oo[) nennt man Areafunk-
tionen?, sie haben nach Satz 6.3 die Ableitungen

1 1
arsinh’ z = \/ﬁ’ arcosh’ z = 2—17
x T —
1 1
We=-—— Wao=-——
artann’ x =2 arcoth’ x =2

woraus sich die im vorigen Absatz erwéhnten elementaren Integrale ergeben.

Beispiel. Ahnlich wie oben findet man
/ 1
/\/952 + 1ldx = 5 [x\/xz +1+ arsinhx}z

sowie fiir a, b € [1, 00]

b

1
/ 2 —1ldx = i[x\/:z? —1- arcoshx]z.

a

Die Spezialfille
b
2/ Vy?+ 1dy — bvb? + 1 = arsinh b,
0

ava? — —2/\/x2—1dx:arcosha
1

Hlateinisch sinus hyperbolicus, cosinus hyperbolicus, tangens hyperbolicus und cotangens
hyperbolicus

“lateinisch urspriinglich area sinus hyperbolici, area cosinus hyperbolici, area tangentis
hyperbolici und area cotangentis hyperbolici
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zeigen, dass man arsinh b und arcosh a als Fliache des Hyperbelsektors inter-
pretieren kann, der von dem Bogen der Hyperbel 22 — y? = 1 begrenzt wird,
dessen Endpunkte die Abszisse a und die Ordinate +b haben. Daher rithrt die
Bezeichnung Areafunktionen fiir die Umkehrungen der Hyperbelfunktionen.
<

7.6.1 Integration rationaler Funktionen

Eine Funktion heifit rational, wenn sie durch einen Term gegeben ist, in dem
nur die vier Grundrechenoperationen vorkommen. Kommt dabei keine Divi-
sion vor, so heifit sie ganzrationale Funktion. Jede solche Funktion kann als
Quotient zweier ganzrationaler Funktionen geschrieben werden. Um zu zei-
gen, dass diese Funktionen elementare Stammfunktionen besitzen, benctigt
man den

Satz 7.12 (Hauptsatz der Algebra). Jede ganzrationale Funktion einer Va-
riablen mit komplexen Koeffizienten hat eine komplexe Nullstelle.

Obwohl die Formulierung algebraisch erscheint, geht doch die analytische
Eigenschaft der Vollstdndigkeit des Korpers der komplexen Zahlen ein. Der
Beweis ist darum Gegenstand der Analysis. Wir werden ihn hier nicht fithren,
da im Rahmen der (komplexen) Funktionentheorie ein kurzer und eleganter
Beweis gegeben werden kann.

Lemma 7.2. Eine Zahl c ist genau dann Nullstelle einer ganzrationalen
Funktion f, wenn es eine ganzrationale Funktion g gibt, so dass

f(x) = (z = c)g(x).

Beweis. Definieren wir eine neue rationale Funktion durch fi(y) = f(c+y),
dann kénnen wir die urspriingliche als f(z) = fi(x — ¢) zurtickgewinnen. Ist
f1(0) = 0, dann gibt es eine ganzrationale Funktion gy, so dass f1(y) = ya1(y),
und umgekehrt. O

Man kann ¢g auch durch Polynomdivision bestimmen. Nun kommen wir
zu dem fiir die Integration wichtigen Ergebnis.

Satz 7.13. Jede rationale Funktion R von einer Variablen z mit komple-
xen Koeffizienten kann auf eindeutige Weise als Summe einer ganzrationa-
len Funktion und von Funktionen der Form (Z—Lc)k (genannt die Partialbriiche

von R) mit ¢, C € C und k € N\ {0} geschrieben werden.
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Beweis. Es sei R = g mit ganzrationalen Funktionen f und g. Nach dem

Hauptsatz der Algebra hat g eine Nullstelle c. Nach dem Lemma gibt es eine
natiirliche Zahl & > 1 und eine ganzrationale Funktion h, so dass g(z) =

(z — ¢)*h(2) und h(c) # 0. Fiir jedes C' € C gilt
) C ()~ Ch(y)
9(z)  (z—of  (z—0)*h(z)
Wegen h(c) # 0 konnen wir C' so wihlen, dass f(¢) — Ch(c) = 0, und dann

ist nach dem Lemma

f(2) = Ch(z) = (z = ) fi(2)

mit einer ganzrationalen Funktion fi. Der Grad von gi(z) = (2 — ¢)¥"h(2)
ist kleiner als der von ¢, und

f2) ¢ h)
02 G=oF g

Nun folgt die Existenz der behaupteten Darstellung durch Induktion nach
dem Grad von g.

Die Eindeutigkeit beweisen wir ebenfalls durch vollstdndige Induktion.
Der Koeffizient C' beim hochsten vorkommenden Exponenten k ist eindeutig
bestimmt als

C =lim(z — c)kM
z—cC g(z)
und die Zahl £ als die kleinste natiirliche Zahl, fiir die dieser Grenzwert exis-
tiert. Laut Induktionsvoraussetzung ist die Partialbruchzerlegung von g 18
eindeutig bestimmt.

Beispiel. Um die Partialbruchzerlegung der rationalen Funktion

2t + 322 —6x+5
3 — 3x + 2

zu finden, bestimmen wir zunéchst die Nullstellen des Nenners:
2 =3 +2=(z—-1)>%*z+2)
Nun wenden die Methode aus dem Beweis auf ¢ =1 und k£ = 2 an:

x4—|—3x3—63}+5_ 1 +x3+4x2+4x—3
(x—1)2%(xz+2)  (z—1)2 (x —1)(z +2)
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Auf den Rest konnen wir sie noch einmal anwenden:

23 4+ 422 + 4o — 3 2 2+ 51+ 7

(z —1)(x+2) I T

Eine nochmalige Anwendung (oder einfach Polynomdivision) ergibt

:c2—|—5x+7_
T+ 2 )

+ x4+ 3.

Nun braucht man nur noch einzusetzen.

Anstatt die Methode aus dem Beweis zu benutzen, setzt man oft eine Par-
tialbruchzerlegung mit unbestimmten Koeffizienten an und bestimmt letztere
durch Beseitigung der Nenner und Koeffizientenvergleich. <

Hat man die Partialbruchzerlegung bestimmt, so kann man jeden Parti-
albruch als moéglicherweise komplexwertige Funktion einzeln integrieren. Da
wir aber noch keine komplexe Logarithmusfunktion kennen, benutzen wir
folgende Version der Partialbruchzerlegung.

Satz 7.14. Jede rationale Funktion R von einer Variablen x mit reellen Koef-
fizienten kann auf eindeutige Weise als Summe einer ganzrationalen Funktion
und von Funktionen der Formen

C Ar+ B
(=" ((w-a)2+0)"

mit a, b, ¢, A, B, C € R und k € N\ {0} geschrieben werden, wobei b > 0.

Beweis. Aus R(z) = R(Z) folgt dann wegen der Eindeutigkeit, dass mit jedem
Partialbruch ﬁ auch ﬁ auftritt. Fiir ¢ = a4 b mit b > 0 erhalten wir

C C p(x)

@—F  (@w—0F  qa)F

wobei p ein Polynom mit reellen Koeffizienten ist und

¢r)=(z—c)(z—2¢) = (z —a)* + b

Durch Polynomdivision findet man ein Polynom p; kleineren Grades und
reelle Zahlen A und B, so dass

p(x) = p1(x)q(x) + Az + B.

Nun folgt die Behauptung durch vollstéindige Induktion nach k. O]
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Partialbriiche mit Potenzen von ¢ im Nenner integriert man, indem man
den Zihler in ein Vielfaches von z —a und eine Konstante aufteilt. Fiir £ = 1
gilt

r—a 1 dx 1 T —a
——dr==Inqg(z) + C, /—:—arctan——i—C’,
[ = gma a@) " b b

wobei C' diesmal eine Integrationskonstante bezeichnet. Die im linken Integral
vorgenommene Substitution funktioniert auch fiir hoheres k. Beim rechten
verringert man den Exponenten mit Hilfe der Formel

9 dr . zr—a B dz
%k_nb/q@V_Q@W4+Qk 3)/q(ﬂf)’““l'

7.6.2 Zuriickfithrung auf Integrale rationaler Funktionen

Integrale von Verkettungen rationaler Funktionen R mit einigen weiteren
Funktionen lassen sich durch geschickte Substitutionen auf Integrale ratio-
naler Funktionen zuriickfithren. Dabei kann R eine Funktion von mehrerer
Variablen sein, aber die Verkettung darf nur von einer Variablen abhéngen.
Wir schreiben nur die Version fiir unbestimmte Integrale auf. Manchmal liegt
es niher, zunéchst die Substitutionsvariable durch die vorhandene Variable
auszudriicken, also in den Bezeichnungen von Satz 7.10 die Umkehrfunktion
von g anzugeben.

(i) Bei Integralen der Form
/R(x, Var + b) dx

mit a # 0 fithrt die Substitution

" —b
t = Vax + Db, x = , de = 2=t
a

a

auf das Integral einer rationalen Funktion

Q/R(t_ﬂaﬂ*m
a a

(ii) Bei Integralen der Form
/ R(e™)dx
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mit a # 0 fithrt die Substitution

1 dt
t=e", xr=—1Int, dr = —
a at

auf das Integral einer rationalen Funktion

L[

a t

(iii) Bei Integralen der Form
/R(cos x,sinx) dx

gibt es zwei einfach zu behandelnde Spezialfille. Gilt R(—u,v) = —R(u, v),
dann gibt es eine rationale Funktion Ry, so dass

R(“v ?)) = Rl (U2, U)ua

Gilt hingegen R(u, —v) = —R(u,v), dann gibt es eine rationale Funk-
tion Rs, so dass
R(u,v) = Ry(u,v?)v.

Man substituiert
t=sinx, dt=cosxdx bzw t=cosz, dt=sinxdx

und erhélt
/Rl(l —t3,t)dt  baw. /Rg(t,l —t3) dt.

Im allgemeinen Fall hilft die Substitution

t — tan — g=
= tan — = )
2’ 2cos? %
Wegen
2 x 2
5  COS §—|—sm 5 1
1412 = - ,
cos? & cos? £
2 2
, cos?i— sin? £ CoS T
1 -2 = - :
2z 2z
cos? 3 cos? 3
2sin 3 cos § sin x
cos? 3 cos? 3
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ist namlich

ot 1—t2 2dt

Sinl‘:— COSY — ——— r= —-7-
1427 1427 1427

und wir erhalten das Integral einer rationalen Funktion
/ B 2t 1—1*\ 2dt
14827 1+¢2) 1+t

Natiirlich muss die Substitutionsfunktion auf ein Intervall eingeschrénkt
werden, auf dem sie monoton und somit umkehrbar ist.

(iv) Bei Integralen der Form

/R(x, Vaxr? + 2bx + c) dx

mit a # 0 bildet man im Radikanden zunéchst die quadratische Ergénzung;:

(az +b)* + ac — b?

ax® +2bx + ¢ = = A(£2 +1),
a
wobei
Ao ac — b? L ar +b
a | V]ac — 02

und durch die offensichtliche Substitution erhalten wir ein Integral in
einer der Formen

/Rg(t, V2 +1) dt, /Rg(t, V2 —1)dt, /Rg(t, V1—1t2)dt.

Die weitere Substitution
t = sinh u, t = £ coshu bzw. t = cosu

fithrt dann auf ein schon unter (ii) bzw. (iii) behandeltes Integral.

7.7 Uneigentliche Integrale

Das Riemannsche Integral ist nur fiir beschréankte Funktionen auf beschrank-
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ten Intervallen definiert, da sonst die Ober- oder Untersummen nicht existie-
ren.
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Definition 7.7. Es sei —oo < a < b < oo und f : |a,b] — C, wobei
f iiber jedes beschrinkte abgeschlossene Teilintervall [, 5] integrierbar ist.
Man nennt

B

das uneigentliche Integral von f diber |a,b|, falls beide Grenzwerte existieren,
b
und bezeichnet es mit [ f(x)dx. An Stelle von ,das uneigentliche Integral

existiert” sagt man traditionell ,dass das uneigentliche Integral ist konver-
gent”.

Ist f zu einer integrierbaren Funktion auf [a,b] fortsetzbar (wofiir [a, ]
und f beschrinkt sein miissen), so ist das (eigentliche) Integral aufgrund
von Satz 7.5(c) gleich dem uneigentlichen Integral, weshalb man fiir beide
die selbe Schreibweise verwenden darf. Wegen Folgerung 5.7 und Satz 7.3 ist
fir jedes ¢ € Ja, b|

/bf( dz = lim f dx—l—hm/f

Das uneigentliche Integral iiber ]a, b ist also genau dann konvergent, wenn die
uneigentlichen Integrale iiber |a, ¢[ und tiber |c, b konvergent sind. Auflerdem
ist die Reihenfolge der Grenzwerte in der Definition gleichgiiltig.

Man nennt die Integrationsgrenze a kritisch, wenn sich f nicht zu einer
integrierbaren Funktion auf [a, ¢] fortsetzt, und analog fiir b. Die Grenze +oo
ist offensichtlich immer kritisch.

Beispiel. Fir s € C ist

— = lim [ — = lim
x5 Booo ) X8 Ing fiir s = 1.

1 1

oo ’8 _Rl—s ..
dx ) dx ) 1 56—1 fir s # 1,
B—00

Das uneigentliche Integral konvergiert genau dann, wenn Re s > 1, und zwar
gegen —. Weiter gilt

1
1—al~s E
dx dv ERTIY B fiir s #£ 1,
xs om0 ¥ o230 | —Ina fir s=1.
0 «

Dieses uneigentliche Integral konvergiert genau dann, wenn Res < 1, und

1
Zwar gegen 1—s" <
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b
Definition 7.8. Das uneigentliche Integral [ f(x)dx heift absolut konver-

b
gent, wenn das Integral [ |f(z)|dx konvergent ist.

Satz 7.15. (i) Ein absolut konvergentes Integral ist konvergent.
(ii) Sind f, g :]a,b] = R und gilt 0 < f(x) < g(z) fir alle x € |a,b[, so
b b

folgt aus der Konvergenz von [ g(x)dx die von [ f(x)dx.

a

Beweis. (i) Es sei z. B. nur b kritisch. Wir betrachten

B8 B8
F(8) = / fx)dr,  H(B) = / f ()] d.

Wenn zlam}y H(p) existiert, so gibt es nach dem Cauchykriterium (Satz 5.12)
—

fiir jedes € > 0 ein 2y < b, so dass fiir alle 8, v € |z, b] gilt |H (y)—H(B)| < e.
Nach den Sétzen 7.3 und 7.5(c) ist

|F(v) = F(B)| < [H(v) — H(B)I,
also existiert dann auch %{g F(5).

(ii) Es sei z. B. nur b kritisch fiir f oder g. Mit der Bezeichnung G(5) =
B
J g(x) dx gilt nach Satz 7.6

0< F(B) <G(B),

und aus der Beschranktheit von G folgt die von F'. Ebenfalls nach Satz 7.6 ist
F monoton wachsend, und die Konvergenz folgt mit dem Monotoniekriterium

(Satz 5.11). O
Beispiel. Durch partielle Integration erhalten wir
B 5 B
sinx Ccos T cos T
/ de = — — / 5 dx.
T z 1 T
1 1

Das fiir § = oo uneigentliche Integral auf der rechten Seite ist nach Satz 7.15
absolut konvergent durch Vergleich mit [ i—;ﬁ. Also ist das uneigentliche Inte-
1

gral

1 00

sin x sin x sin x
/ dr = / dr + / dz
T T T
0

0 1
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(bei dem nur die Grenze oo kritisch ist) konvergent. Fiir jedes k& € N gilt aber

km km

i 1 2
/ ST g > / |sinz|de = —,
x km

- km
(k—1)m (k—1)m

also
nm

2 1
0/ ;;z
und wegen der Divergenz der harmonischen Reihe ist das uneigentliche Inte-
gral nicht absolut konvergent. <«

sin x

Satz 7.16 (Integralkriterium fiir Reihen). Es sei ng € N und f : [1,00] —
R monoton fallend und nichtnegativ. Die Reihe > f(n) ist genau dann

n=ng
[e's]

konvergent, wenn das Integral [ f(x)dx konvergent ist.
no

Bewers. Nach Satz 7.2 ist f auf jedem beschrinkten Teilintervall integrierbar.
Fir z € [k, k+ 1] gilt f(k) > f(z) > f(k + 1), also nach Satz 7.6

und die Behauptung folgt aus den Monotoniekriterien (Sétze 3.9 und 5.11).

Beispiel. Ist s € R, so erhalten wir mit der Substitution y = Inz, dy = df

/ dy
z(lnz)s ys’
2

In2

was nach dem obigen Beispiel genau fiir s > 1 konvergent ist. Wir konnen

den Satz mit f(z) = m anwenden, denn

s+Inx
22(Inz)s+!

fi() = -
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ist negativ fiir geniigend grofle x. Also ist auch

genau dann konvergent, wenn s > 1. <«
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8 Metrische Riaume

Nachdem wir in der Vorlesung Analysis I Funktionen auf Teilmengen eines
Korpers K mit Absolutbetrag untersucht haben, wollen wir uns in der Vor-
lesung Analysis II mit Funktionen auf Teilmengen des Raumes

Kn:\[(XKX...XK;

n

der n-Tupel
x = (21,%2,...,Ty)

von Elementen z; aus K befassen. Diese lassen sich addieren und mit Ele-
menten aus K multiplizieren:

vy =(T1+y,Ta+ Yo, T+ Yn), a-z=(a-z1,a T ...,a-"T,).

Die Menge K™ mit diesen Verkniipfungen ist ein Beispiel fiir den folgenden
Begriff.

Definition 8.1. Ein Vektorraum dber einem Korper K ist eine Menge V'
versehen mit zwei Verkniipfungen VxV — V und K xV — V, genannt Addi-
tion und Skalarmultiplikation und abgekiirzt durch die Zeichen ,+“ und - *,
die folgende Eigenschaften haben:

(i) Fir alle z, y und z in V gilt
rty=y+r, (z+y)tz=z+(y+2)
(ii) Es gibt ein Element Oy in V', so dass fir alle x in' V' gilt
z+ 0y = 2.
(iii) Fiir beliebige Elemente x, y von V' gibt es ein Element z in V', so dass
r=y+z.

(iv) Fir alle a, b in K und alle x, y in V' gilt

(a+b)-x=a-x+0b-x, a-(r+y)=a-xz+a-y,
(a-b)-z=a-(b-x), lg - x ==
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Das Element Oy nennt man den Nullvektor in V', und das Element z in
(iii) bezeichnet man mit x — y. Man kann sich iiberzeugen, dass sie jeweils
eindeutig bestimmt sind. Statt 0y — x schreibt man meist —x. Der Kiirze
halber bezeichnet man oft das Einselement 1x mit 1 sowie die Nullelemente
Ox und Oy mit 0, und man lasst das Multiplikationszeichen (auBer zwischen
Zahlen) weg.

Einen Vektorraum iiber einem Kérper K nennt man auch einen K-Vektor-
raum. Vektorraume werden in der Vorlesung zur Linearen Algebra ausfiihrlich
behandelt, und dort wird auch der Begriff der Dimension eingefiihrt. Teil-
nehmer/innen, die diese Veranstaltung erst spéter belegen, mogen sich unter
einem n-dimensionalen Vektorraum immer das obige Beispiel K™ vorstellen.

Es gibt aber auch unendlichdimensionale Vektorrdume. So folgt aus den
Sétzen 5.3, 6.1, 6.9 und 7.5, dass nicht nur die Menge aller Funktionen, son-
dern auch die Mengen der stetigen Funktionen, der differenzierbaren Funktio-
nen, der k Mal differenzierbaren Funktionen sowie der integrierbaren Funktio-
nen auf einem gegebenen Definitionsbereich jeweils einen Vektorraum bilden.

8.1 Normen

Es sei K der Korper R der reellen Zahlen oder der Kérper C der komplexen
Zahlen. Anstelle des Absolutbetrages benotigen wir im Fall einer beliebigen
Zahl von Variablen den folgenden Begriff.

Definition 8.2. Fine Norm auf einem K-Vektorraum V ist eine Abbildung
V — R (deren Wert an der Stelle x wir mit ||x|| bezeichnen, gelesen ,Norm
von =), die folgenden Eigenschaften fir alle x, y € V und a € K hat:

(i) lla- 2 = lal - |l=]],
(i) ||z +y| < ||zl + ||yl (Dreiecksungleichung),
(111) wenn ||z|| = 0, dann x = Oy .
Aus (i) folgt die Umkehrung von (iii), ndmlich
[0v[| =110 Ov [ = [0] - [[ov || = 0,
und daraus sowie aus (ii) und (i) folgt
0=z =2l <l + | =zl = 2/l

so dass eine Norm nur nichtnegative Werte annehmen kann.
Der folgende Satz liefert Beispiele von Normen auf K™.
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Satz 8.1. Fiir eine reelle Zahl p > 0 und fiir x € K™ sei

1/p
)

lally = (| + ..+ |zal?) J#lle = Timn [zl

Dies ist fiir alle p € [1,00] eine Norm*3. Fiir alle p und q mit der Eigenschaft
% + % =1 gult die Holder-Ungleichung

n
DLl < lzllpllyl,.
i=1

Bemerkungen. Mit dem Einschliefungskriterium erhédlt man (siche S. 56)
7)o = maX{|Ii| cie{l,2,... ,n}}

Die Bedingungen ¢ > 0 und % + 1 = 1 erzwingen p > 1 fiir die Holder-
Ungleichung, aber durch Grenziibergang erhélt man auch

n
S Jeagil < N2l 9l
=1

was sich iibrigens leicht direkt nachpriifen ldsst. Im Fall p < 1 ist die Eigen-
schaft (ii) einer Norm nicht erfiillt, wie man am Beispiel x = (1,0), y = (0,1)
sieht.

Fiir das Skalarprodukt

=1

zweier Elemente z und y von K" (wobei die komplexe Konjugation im Fall
K = R unnétig ist) gilt offensichtlich

(z,2) = [l2l3,
und aus der Dreiecksungleichung in K sowie der Holderungleichung im Fall
p = q = 2 folgt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
[(z, )] < llzll2ly]l2-

Zum Beweis von Satz 8.1 benétigen wir weitere Ungleichungen. In Ver-
allgemeinerung eines bekannten Begriffs nennen wir
mixry + ... +mMpxg
m

43||z||, wird ,,p-Norm von z*“ gelesen. Die Dreiecksungleichung fiir diese Norm heiBt auch
Minkowski- Ungleichung.
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das gewichtete arithmetische Mittel der Zahlen x4, ..., xp mit den positiven

Gewichten my, ..., my, wobei m = m;+...4+my, und fiir positive z; nennen
wir )
1/m
ma mg
(& )

das gewichtete geometrische Mittel dieser Zahlen.

Lemma 8.1. Das gewichtete geometrische Mittel ist nicht griffer als das
gewichtete arithmetische Mittel mit den selben Gewichten, wobei Gleichheit
genau dann eintritt, wenn die Zahlen x; zueinander gleich sind.

Bewers. Sind die Gewichte m; ganze Zahlen, so folgt die Behauptung aus Fol-
gerung 2.6, also der Ungleichung zwischen dem gewohnlichen geometrischen
und arithmetischen Mittel der Zahlen

\l’l,...,.l'll,\l'g,...,m%,...Z'k,...,l'k.
~~ ~~ S————r

m1 ma mg

Da sich das gewichtete arithmetische bzw. geometrische Mittel nicht dndert,
wenn man alle m; durch die selbe positive Zahl dividiert, folgt die Behaup-
tung auch fiir rationale Gewichte. Sind schliefSlich die Gewichte m; beliebige
positive reelle Zahlen, so wéhlen wir fiir jedes 4 eine Folge m;; von positiven
rationalen Zahlen, so dass m;; — m, fiir j — 0o. Die Ungleichung gilt bereits
fiir jedes 7, und nach Satz 3.7 bleibt sie giiltig, wenn wir auf beiden Seiten
zum Grenzwert 7 — oo iibergehen. Nach den Rechenregeln existieren diese
Grenzwerte und sind gleich dem geometrischen bzw. arithmetischen Mittel
mit den Gewichten m;. O

Folgerung 8.1. Fir beliebige positive relle Zahlen ay, ..., ai und py, ...,
pr mit der Figenschaft pil +...+ pik =1 gilt die Young-Ungleichung

Dazu setzen wir einfach x; = o und m; = z%

Beweis von Satz 8.1. Behauptung (i) folgt aus der analogen Eigenschaft des
Absolutbetrages und dem Distributivgesetz. Zum Beweis von (iii) betrachten
wir ein Element = mit der Eigenschaft ||z|[, = 0. Im Fall p = oo ist die
Behauptung offensichtlich. Andernfalls bilden wir die pte Potenz und erhalten
|z1[P+. .. +]|z,|P = 0. Da alle Summanden nicht negativ sind, folgt |z;|” = 0,
also x; = 0, fiir alle 4.
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Als Néchstes beweisen wir die Holder-Ungleichung, wobei wir zunéchst
annehmen, dass ||z|, = ||y||; = 1. Nach dem Spezialfall £ = 2 der Young-
Ungleichung gilt fiir jedes ¢

.|P .14

gl < 4 AL

p q

und durch Summation iiber ¢ erhalten wir wegen % +% die Behauptung. Sind
x und y beliebig, aber von 0y verschieden, so kénnen wir das Bewiesene auf

die Vektoren
z Yy

[ PP
anwenden und erhalten mit dem Distributivgesetz

Z\xzyll <1

\pr Ylla 4=

Ist schliellich x = 0 oder y = 0, so ist die Behauptung offensichtlich.
Nun beweisen wir die Eigenschaft (ii) fiir 1 < p < co. Zu diesem gibt es ein
eindeutig bestimmtes ¢, so dass i + % = 1, und mit der Holder-Ungleichung

folgt
n " 1
q
> failas + il < ||:ch<Zi 7+ yz-|<”‘”q)
i=1 i—1

Wegen % =1- }D = ’%1 bedeutet dies

Z willo: + " < Nlzlplle +yllp

und analog
D il +ulr ™ < lyllolle +ylp"
i=1

Addieren wir beide Ungleichungen und benutzen die Dreiecksungleichung
in K, so folgt

lz +yllp < >l + lyal + wl ™ < (llly + lyll) Il + gl
i=1

Fiir ||z 4+ y||, = 0 ist nichts zu beweisen, und andernfalls konnen wir durch
|z + y[[b~" dividieren. Damit ist die Minkowski-Ungleichung (i) bewiesen.

Der Beweis in dep Féllen p = 1 und p = oo ist einfacher und wird
den Teilnehmern als Ubungsaufgabe iiberlassen. Die Minkowski-Ungleichung
folgt natiirlich auch durch Grenziibergang. OJ
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Definition 8.3. Zwei Normen || .|| und || .|| auf einem Vektorraum V heifien
aquivalent, wenn es Konstanten ¢ und ¢ gibt, so dass fiir alle x € V' gilt

el <ellzll,  [lzll < l=])"
Lemma 8.2. Fir alle p € |1,00[ und x € K" gilt
[2lloe < ll2llp < llzlls < nll2flo,
die Normen || . ||, fir p € [1,00] auf K™ sind also samtlich dquivalent.

Bewers. Ersetzen wir in z alle Koordinaten aufler der betragsméfig grofiten
durch Null, so verkleinert sich ||z||,, und es folgt ||z|l« < ||z[/p. Schreiben
wir hingegen z als Summe der Vektoren (0,...,0,x;,0,...,0), so ergibt sich
aus der Minkowskiungleichung ||z||, < ||z|/;. Ersetzen wir schlielich in = alle

Koordinaten durch die betragsmifig grofite, so ergibt sich ||z|; < nl|z||o-
[

Mit Hilfe der so genannten Jensen-Ungleichung kann man sogar zeigen,
dass fiir beliebige p > ¢ gilt ||z||, < ||z,

8.2 Metriken

Viele Objekte der realen Welt lassen sich nicht durch Vektorrdume beschrei-
ben. Trotzdem kann man Absténde zwischen Punkten betrachten.

Definition 8.4. FEs sei X eine Menge. Fine Funktion d : X x X — R heifit
Metrik, wenn fir alle x, y und z € X gilt:

(i) d(z,y) = d(y, ),
(ii) d(z,z) < d(x,y) +d(y,z) (Dreiecksungleichung),
(iii) genau dann d(x,y) =0, wenn x = y.

Eine Menge, die mit einer Metrik versehen ist, nennt man metrischen Raum®**,
thre Elemente nennt man Punkte.

Durch Anwendung der Eigenschaften (iii), (ii) und (i) sehen wir, dass
0=d(z,z) < d(x,y) + dly, z) = 2d(z,y),

d. h. dass eine Metrik nur nichtnegative Werte annimmt. Manchmal ist es
sinnvoll, Metriken mit Werten in [0, o] zu betrachten, wobei die Addition
durch die Festlegung a 4+ 0o = 0o 4+ a = oo ausgedehnt wird.

44 GStrenggenommen ist ein metrischer Raum ein geordnetes Paar (X, d).
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Beispiel. Ist V' ein Vektorraum mit einer Norm, so ist

d(z,y) = [z =yl

eine Metrik auf V. Die Norm || . || auf R™ liefert die euklidische Metrik. <

Das richtige mathematische Modell fiir den Weltraum der Newtonschen Mechanik ist
nicht ein Vektorraum, sondern ein affiner Raum.

Definition 8.5. Fin affiner Raum ist eine Menge X zusammen mit einem Vektorraum V
und einer Abbildung X xV — X, geschrieben (z,v) — x+v, mit folgenden Figenschaften:

(a) Firallex e X undu,veV gilt x+ (u+v) = (z+u)+v.

(b) Fiir beliebige x, y € X gibt es genau einv € V, so dass x+v =y. (Man bezeichnet
v mat @) Die durch ein Element v € V' gegebene Abbildung X — X, x — z + v,
nennt man Translation.

Man bezeichnet die Elemente von X als Punkte und die von V' als Vektoren. Wahlt
man einen Punkt o von X als so genannten Ursprung, dann ist die durch v — o+ v
gegebene Abbildung V' — X bijektiv. Die Umkehrabbildung ordnet jedem Punkt x seinen
Ortsvektor of zu. Viele Autoren finden affine Réume darum entbehrlich.

Definition 8.6. FEine Metrik d auf einem affinen Raum X heifit translationsinvariant,
wenn fir alle x, y € X und v im zugehorigen Vektorraum V' gilt

d(z + v,y +v) =d(z,y).
Es ist klar, dass fiir jede Norm || . || auf V' durch

d(x,y) = ||79]|
eine translationsinvariante Metrik d auf X definiert wird.

Beispiel. Ist d eine Metrik auf der Menge X und Y eine Teilmenge von X, so
ist die Einschrankung d|y «y eine Metrik auf Y, genannt die von d induzierte
Metrik. Die Menge Y, versehen mit dieser Metrik, nennt man einen metri-
schen Teilraum von X. Betrachtet man z. B. die Erdoberflache als Teilmenge
des euklidischen Raumes, so beschreibt d(z,y) die Linge der Sehne durch
das Erdinnere, die x und y verbindet. <«

Beispiel. Es sei X die Menge aller Stellungen, die ein Kérper im Raum einneh-
men kann, ohne seinen Schwerpunkt zu verlagern. Es ist bekannt, dass man
von einer Stellung x zu einer anderen Stellung y immer durch eine Drehung
um eine geeignete Achse gelangen kann. Bezeichnet d(x,y) den minimalen
erforderlichen Drehwinkel, so ist d eine Metrik. <«

Beispiel. Es sei A eine Menge und d : A" x A" — R gegeben durch

d(z,y) =[{i € {1,2,...,n} 2 £ yi }|.
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Dann ist d eine Metrik auf A™. Man kann sich A als ein Alphabet und A™ als
Menge der Zeichenketten der Lénge n vorstellen. Dann gibt d(z,y) an, an
wie vielen Stellen sich die Zeichenketten x und y unterscheiden. In A™ kann
man die Teilmenge Y der sinnvollen Worter betrachten. <«

Metrische Réume bilden einen passenden Rahmen fiir die Analysis.
Definition 8.7. Es sei X ein metrischer Raum.

(i) Fine Folge von Punkten xp von X konvergiert gegen einen Punkt a
von X, wenn es fiir jede positive reelle Zahl ¢ eine natiirliche Zahl kg
gibt, so dass fiir alle natiirlichen Zahlen k mit der Eigenschaft k > kg
gilt

d(xg,a) < e.

(i1) Ein Punkt a von X heifit Haufungspunkt der Folge von Punkten x
von X, wenn es fir jede positive reelle Zahl € und jede natiirliche Zahl
ko eine natirliche Zahl k gibt, so dass k > kg und

d(xg,a) < e.

(i1i) Fine Teilmenge A von X heif$t abgeschlossen in X, wenn jeder Hiu-
fungspunkt einer Folge von Elementen von A ebenfalls in A liegt.

(iv) Eine Teilmenge U von X heifst offen in X, wenn es fir jedes Element
a von U eine positive reelle Zahl € gibt, so dass alle Elemente x von X
mit der Eigenschaft d(x,a) < € in U liegen.

In dem Spezialfall, dass X ein Korper mit Absolutbetrag ist, stimmen
diese Begriffe mit den frither betrachteten iiberein. Die Satze 3.1, 3.2, 3.13
und 3.15 {ibertragen sich einschliefSlich ihrer Beweise. Wir fassen die Versio-
nen fiir metrische Rdume hier zusammen:

Satz 8.2. (i) Konvergiert eine Folge sowohl gegen a als auch gegen b, so
ist a = 0.

(i1) Jede konvergente Folge ist beschrinkt, d. h. es gibt eine Zahl ¢ > 0, so
dass fir alle k und | gilt d(xg, x;) < c.

(i1i) Ein Punkt a ist genau dann Héaufungspunkt einer Folge, wenn er Grenz-
wert einer ihrer Teilfolgen ist.

(iv) Eine Menge A ist genau dann abgeschlossen in X, wenn ihr Komple-
ment X \ A offen in X ist.
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Wegen Aussage (i) konnen wir sagen, dass a der Grenzwert der Folge z,
ist, wenn diese gegen a konvergiert.

Mit dem folgenden Begriff kann man die Definitionen von Grenzwert und
Héufungspunkt anschaulicher formulieren.

Definition 8.8. FEine offene Menge in X, die einen Punkt a enthdlt, nennt
man eine Umgebung von a in X.

Satz 8.3. (i) Fir jedes € > 0 ist die Menge
Uc(a) ={zx € X |d(z,a) < ¢}
eine Umgebung von a, genannt e-Umgebung von a.

(i1) Eine Folge von Punkten xy, konvergiert genau dann gegen einen Punkt a,
wenn es fir jede Umgebung U von a ein ky gibt, so dass fiir alle k mit
der Figenschaft k > ko gilt x, € U.

(11i) Ein Punkt a ist genau dann Hiufungspunkt einer Folge von Punkten xy,
wenn es fir jede Umgebung U von a und jedes ko ein k gibt, so dass
k>ky undzy, € U.

Beweis. (i) Es sei b € U.(a), also d(b,a) < €. Setzen wir § = ¢ — d(b, a),
so ist 6 > 0, und es gilt fir jedes z € X mit d(x,b) < ¢, dass d(z,a) <
d(z,b) + d(b,a) < 6 + d(b,a) = ¢, also x € U(a).
(ii) Angenommen, die Folge ), konvergiert gegen a. Ist U eine Umgebung
von a, so gibt es nach Definition der Offenheit ein € > 0, so dass alle x € X
mit d(x,a) < e in U liegen. Wegen der Konvergenz gibt es dann ein kg, so dass
fiir alle k > kg gilt d(zx, a) < e. Fiir diese k ist somit x, € U. Die Umkehrung
ist offensichtlich, denn wenn eine Eigenschaft fiir alle Umgebungen gilt, so
gilt sie insbesondere fiir alle e-Umgebungen.

Der Beweis von (iii) ist dhnlich. O

Bemerkungen.

(i) Metriken auf einem Vektorraum, die von &quivalenten Normen indu-
ziert werden, definieren den selben Begriff der Konvergenz sowie der
Offenheit und Abgeschlossenheit.

(ii) In Analogie zur Bemerkung am Ende von Abschnitt 3.2 gilt: Eine Folge
von Elementen

T = (xlk) s 7xnk)

von K" konvergiert (beziiglich einer der in Satz 8.1 betrachteten Nor-
men) genau dann gegen einen Punkt a = (aq,...,a,), wenn jede der
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Koordinatenfolgen x;; gegen die jeweilige Koordinate a; von a konver-
giert. Ist ndmlich ||z} — al|« eine Nullfolge, so sind offensichtlich die
|zix — a;| Nullfolgen, und sind umgekehrt die |z — a;] Nullfolgen, so
ist offensichtlich ||z — al|; eine Nullfolge.

Satz 8.4. Es sei X ein metrischer Raum.
(i) Die Mengen X und @ sind offen in X.

(i1) Sind U und V' offen in X, so ist auch der Durchschnitt U NV offen
mn X.

(i1i) Ist fiir jeden Index i aus einer Menge I eine offene Teilmenge U; von
X gegeben, so ist die Vereinigung

U:Um

iel
offen in X.

Beweis. (i) Der gesamte Raum X ist offen, da fiir jeden Punkt x gilt U; (z) C
X, und @ ist offen, da es keinen Punkt gibt, fiir den eine Bedingung zu
erfiillen wire.

(ii) Ist x € UNV, so gibt es wegen der Offenheit von U und V' Zahlen £ > 0
und § > 0, so dass U.(x) C U und Us(z) C V. Setzen wir n = min{e,d}, so
gilt Uy(x) CUNV.

(iii) Ist  Element der Vereinigung, so gibt es einen Index i € I, so dass « €
U;. Da Uj; offen ist, gibt es ein € > 0, so dass U.(x) C U;, also U.(x) CU. O

Bemerkung. Fiir das Komplement*> B¢ = X \ B gelten die de Morganschen

Regeln
(Uﬁ):ﬂgy (ﬂ&):Umi
i€l iel il iel

Mit Hilfe von Satz 8.2(iv) erhélt man also eine Version von Satz 8.4 fiir
abgeschlossene Mengen.

Ist Y ein metrischer Teilraum von X, so braucht eine offene Teilmenge
U von Y nicht offen in X und eine abgeschlossene Teilmenge A von Y nicht
abgeschlossen in X zu sein. Man betrachte z. B. X =R, Y =U = A= [0, 1].

Satz 8.5. Es ser Y ein metrischer Teilraum von X.

45Bei dieser Schreibweise muss X aus dem Zusammenhang erkennbar sein.
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(i) Die in'Y offenen Mengen sind genau die Mengen der Form UNY,
wobet U eine offene Menge in X ist.

(i) Die in Y abgeschlossenen Mengen sind genau die Mengen der Form
ANY, wobei A eine abgeschlossene Menge in X ist.

Beweis. Wegen Y\ (ANY') = YN(X\A) geniigt es angesichts von Satz 8.2(iv),
die Aussage (i) zu beweisen. Zuvor bemerken wir: Sind UX(b) und UY (b)
die e-Umgebung eines Punktes b € Y in den Rdumen X bzw. Y, so ist
UX(b)NY =UY(b).

Ist U offen in X und b € UNY, so gibt es ein € > 0, so dass UX (b) € U,
und dann ist UY (b)) e UNY. Also ist UNY offen in Y.

Nun sei V eine offene Teilmenge von Y. Fiir jedes b € V gibt es ein g, > 0,
so dass U} (b) € V. Nach Satz 8.3(i) und 8.4(iii) ist die Menge

U=|JUZ®)

beV

offen in X. Es gilt UNY C V, und fiir jedes b € Vist b € U, (b))NY CUNY,
alsoVCUNY. O

Um fiir jeden Punkt b € Y ein ¢, zu wihlen, scheint man das so genannte Auswahl-
axiom zu bendtigen. Im vorliegenden Fall ist das aber nicht nétig, denn

ep, = min{1,sup{e > 0| UY (b) CV}} > 0.

Eine Familie von Teilmengen einer beliebigen Menge X, die die Eigenschaften der
Familie der offenen Mengen aus Satz 8.4 hat, nennt man iibrigens eine Topologie auf X.
FEine Menge X, die mit einer Topologie versehen ist, nennt man topologischen Raum. Fiir
solche Réume betrachtet man die Aussagen (ii) und (iii) von Satz 8.3 und den Satz 8.5 als

Definitionen.

8.3 Vollstindigkeit

Wie schon im Fall von Koérpern spielt der Begriff der Vollsténdigkeit auch
fiir metrische Rdume eine wichtige Rolle.

Definition 8.9. Eine Folge von Elementen xy, eines metrischen Raumes X
heifst Cauchy-Folge, wenn es fiir jede positive Zahl € eine natiirliche Zahl kg
gibt, so dass fiir alle natirlichen Zahlen k und | mit der Figenschaft k > kg
und | > ko gilt

d(xy, z;) < e.

FEin metrischer Raum heifit vollstéandig, wenn jede Cauchy-Folge in diesem
Raum konvergent ist.

165

Vorlesung 6a
16.11.22




Wegen d(zy, ;) < d(xy,a) + d(a,x;) ist jede konvergente Folge eine
Cauchy-Folge.
Ahnlich wie beim Grenzwertbegriff sieht man: Eine Folge von Elementen

T = (Im . axnk)

von K™ ist genau dann eine Cauchy-Folge (beziiglich einer der in Satz 8.1
betrachteten Normen), wenn jede der Koordinatenfolgen z;; eine Cauchy-
Folge ist. Da die Koérper R und C nach Satz 3.16 vollsténdig sind, erhalten
wir

Folgerung 8.2. Die Vektorrdume R™ und C" sind beziiglich jeder der Nor-
men || .||, vollstindig.

Lemma 8.3. Ein abgeschlossener Teilraum Y eines wvollstindigen metri-
schen Raumes X st vollstindig. Ein vollstindiger Teilraum eines metrischen
Raumes X ist abgeschlossen in X.

Beweis. Angenommen, Y ist abgeschlossen in X. Ist y; eine Cauchy-Folge
in Y, so ist sie auch eine Cauchy-Folge in X, hat dort also einen Grenzwert a.
Da Y abgeschlossen ist, gilt a € Y, also ist die Folge in Y konvergent.
Angenommen, Y ist vollstandig. Ist ¥, eine Folge in Y, die gegen einen
Punkt a von X konvergiert, so ist sie eine Cauchy-Folge in X, also auch eine
Cauchy-Folge in Y. Wegen der Vollstandigkeit von Y hat sie einen Grenzwert
bin Y, und nach Satz 8.2(i) ist a = b. O

Beispiel. Wir definieren fiir jede integrierbare Funktion f auf dem beschrank-
ten Intervall [a, b]

b
1l = / f(2)] da.

Dies ist keine Norm auf dem Vektorraum solcher Funktionen, weil z. B. fiir

die Funktion
1, wenn z = a,
flz) = {

0 sonst

gilt ||f|l; = 0. (Dem kann man abhelfen, in dem man den Raum der Aquiva-

lenzklassen von Funktionen betrachtet, wobei f ~ g, wenn || f —gl|; = 0.) Mit

Hilfe der Sétze 7.5 und 7.6 kann man leicht zeigen, dass die Einschrinkung

von | .|| auf den Unterraum der stetigen Funktionen eine Norm ist.
Betrachten wir nun auf [—1, 1] die Funktionen

kx

fu(@) = T+ 1
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Weil die Funktionen ungerade sind, ist

1
i — sl =2 / (sgnz — file)) de.

und durch die Substitution « = kz + 1 erhalten wir

9 [kl -1 ] 1
||fk—Sgn||1:_/ (1_U >du:2n(l€—l— ).
k J, u k

Die Folge konvergiert also im Raum der Aquivalenzklassen gegen die Signum-
funktion. Der Unterraum der stetigen Funktionen ist somit nicht abgeschlos-
sen und folglich auch nicht vollstandig beziiglich der Norm || . ||;. Der Raum
der Aquivalenzklassen aller integrierbaren Funktionen im Riemannschen Sin-
ne ist {ibrigens auch nicht vollsténdig, aber den Beweis lernen Sie erst in der
Veranstaltung zur Mafitheorie kennen. <

Definition 8.10. Es set X eine Menge. Fir jede beschrinkte reell- oder
komplexwertige Funktion f: X — K nennen wir

If[l = sup |f|

die Supremumsnorm von f. Fine Folge, die beziiglich der Supremumsnorm
konvergiert, nennen wir gleichméflig konvergent.

Eine Folge von Funktionen f; konvergiert also genau dann gleichméfig
gegen eine Funktion f, wenn es fiir jede positive Zahl ¢ eine natiirliche Zahl kg
gibt, so dass fiir alle natiirlichen Zahlen k mit der Eigenschaft k& > k¢ und
alle Elemente z von X gilt

() = f(z)] <e.

Diese Umformulierung ist sogar auf unbeschrinkte Funktionen anwendbar,
wobei die Differenzen f, — f natiirlich beschréinkt sein miissen.

Lemma 8.4. Der Raum der beschrinkten Funktionen auf einer beliebigen
Menge st beziiglich der Supremumsnorm vollstindig.

Beweis. Es sei f, eine Cauchy-Folge. Fiir jedes Element x von X gilt

|fe(x) = filz)] < || fw — fills

also ist fi(x) eine Cauchy-Folge. Wegen der Vollstéandigkeit von K hat diese
einen Grenzwert, den wir mit f(x) bezeichnen. So erhalten wir eine Funktion

f: X =K.
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Nun sei € > 0. Dann gibt es ein kg, so dass fir k& > kg und [ > kq gilt
Il fe — fill < e, also fur jedes z € X

| fe(z) = filz)] <e.

Durch Grenziibergang [ — oo folgt

[fie(z) = fz)| <e,

und mit der Dreiecksungleichung

[f(@)] < |f(x) = ful@)| + [fe(@)] < e+ /il
Da z beliebig war, ist f beschrinkt und

1fi(@) = f(@)]] < e
Da ¢ beliebig war, konvergiert die Folge f; gleichméfig gegen f. O]

Man kann die Supremumsnorm auch fiir Funktionen mit Werten in einem
Vektorraum V' definieren, wenn auf diesem eine Norm definiert ist. Ist V
vollsténdig, so gilt das Lemma auch hier.

Noch allgemeiner kann man Abbildungen mit Werten in einem metrischen Raum Y
mit einer Metrik e betrachten. Eine solche Abbildung heifit beschrinkt, wenn ihr Bild
(Wertevorrat) beschriinkt ist, d. h. wenn es eine Zahl ¢ gibt, so dass fiir alle u, v € X gilt
e(f(u), f(v)) < c. Auf dem Raum aller beschrinkten Abbildungen X — Y definiert man
die Supremumsmetrik

d(f,9) = sup{e(f(x), g(x)) | = € X}.

Die allgemeine Version des Lemmas besagt, dass d vollstdndig ist, wenn e vollstédndig
ist. Lésst man fiir Metriken den Wert oo zu, dann kann man sogar die Bedingung der
Beschriinktheit fallen lassen.

Satz 8.6. Ist X ein metrischer Raum, so gibt es einen vollstindigen metri-
schen Raum 'Y und eine injektive Abbildung j : X — Y mit folgender Figen-
schaft. Ist d die Metrik auf X und e die auf Y, so ist e(j(x),j(y)) = d(x,y),
und jeder Punkt von'Y ist ein Hdufungspunkt des Wertebereichs von j.

Meist identifiziert man die Elemente von X mit ihren Bildern unter j und
nennt Y die Vervollstindigung von X.

In der Vorlesung Analysis [ haben wir den Korper R der reellen Zahlen als
Vervollstdndigung der geordneten Menge Q definiert. Man kann ihn genau-
sogut als Vervollstdndigung des metrischen Raums Q definieren. In beiden
Féllen muss man zusétzlich die Rechenoperationen auf R definieren und die
Korperaxiome nachpriifen.
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Beweis. Wir nennen Cauchy-Folgen ' = (2}, )reny und z” = (2})ken in X #quivalent,
wenn es fiir jedes € > 0 ein kg gibt, so dass fiir k, [ > kg gilt

d(z), 27 < e.

Dies ist offensichtlich eine Aquivalenzrelation, und die Menge der Aquivalenzklassen be-
zeichnen wir mit Y. Die Abbildung j, die jedem Element z die konstante Folge (x)ien
zuordnet, ist offensichtlich injektiv.
Fiir beliebige Folgen z’ und z” und beliebige Indizes k und ! gilt nach der Dreiecks-
ungleichung
d(xk’ n) < d(xkv‘rl) + d(zlv m) + d( L n)

und das Selbe mit vertauschten Rollen von k und [, also
|d(z),, @) — d(x], 27, < d(z), ) + d(ay,, 27,).

Sind 2’ und 2" Cauchy-Folgen in X, so gibt es fiir jedes € > 0 natiirliche Zahlen kg und no,
so dass die rechte Seite fiir k, [ > ko und m, n > ng kleiner als ¢ ist. In diesem Sinne ist
d(z}, z) eine Cauchysche Doppelfolge in R, und somit existiert
~ / " : : 2
é(x',2") = kli)n;onh_{%o d(z),, xl)).
Die Eigenschaften (i) und (ii) einer Metrik folgen fiir € durch Grenziibergang aus denen
fiir d, und aus é(z’, 2”) = 0 folgt die Aquivalenz von z’ und z”. AuBerdem hingt é(x’, z")
nur von den Aquivalenzklassen der Folgen #’ und z” ab und definiert somit eine Metrik e
auf Y. Ordnen wir jedem Glied zj, einer Folge = in X die konstante Folge (z1)ien 2u, so
erhalten wir eine Folge in Y, die gegen die Aquivalenzklasse von z konvergiert.
Zum Beweis der Vollstéindigkeit miissen wir eine Cauchy-Folge © = (2p)reny in Y
betrachten. Thre Glieder x; = (2 n)nen sind ihrerseits (Aquivalenzklassen von) Cauchy-
Folgen, und darum gibt es fiir jedes k ein ny, so dass fiir m > ny gilt

d(mk,nk s l'k',m) < E

Wir behaupten, dass auch (T, )ren eine Cauchy-Folge in X ist und somit ein Element
y von Y definiert. Ist € > 0 gegeben, so gibt es ein kg, so dass fiir k, [ > kg gilt

é(zg, 1) < €.
Fiir gegebene k und [ gibt es also ein my, so dass fiir m, n > my; gilt
A(xfm, Tin) < 2.

Wir kénnen n und [ so wahlen, dass auflerdem m > ny und n > n; gilt, und dann folgt

1 1
d(xk,nkaxl,m) < d(xk,nkamk,m) + d(xk:,ma ml,n) + d(xl,ru xl,n,) < E + 2¢ + 7
Ist auflerdem k, [ > %, so ist die rechte Seite hochstens 4¢, und die Behauptung folgt. Die

Nachpriifung, dass die Folge = gegen y konvergiert, bleibt den Teilnehmern als Ubungs-
aufgabe tiberlassen. O
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8.4 Kontraktionen

Der uns bekannte Begriff der Lipschitz-Stetigkeit ldsst sich verallgemeinern.

Definition 8.11. Es seien X undY metrische Raume mit Metriken d bzw. e,
und es sei f eine Abbildung von X nach Y.

(i) Die Abbildung f heifit Lipschitz-stetig, wenn es eine Zahl ¢ > 0 gibt,
so dass fiir alle Punkte u und v von X gqilt

e(f(u), f(v)) < cd(u,v).
Die Zahl ¢ nennt man eine Lipschitzkonstnte fiir f.

(ii) Die Abbildung f heifst Kontraktion, wenn sie Lipschitz-stetig mit einer
Lipschitzkonstanten ¢ < 1 1ist.

Fiir jeden Punkt a € X ist die Funktion

f(x) = d(z,a)

Lipschitz-stetig mit der Lipschitzkonstanten 1, denn aus der Dreiecksunglei-
chung folgt
|d(u,a) — d(v,a)| < d(u,v).

Der folgende Satz zeigt die Niitzlichkeit des Begriffs der Vollstandigkeit.

Satz 8.7 (Banachscher Fixpunktsatz). Ist f : X — X eine Kontraktion von
einem nichtleeren vollstindigen metrischen Raum X in sich selbst, so hat f
einen Fizpunkt, d. h. einen Punkt a € X, so dass f(a) = a.

Ist b ebenfalls ein Fixpunkt, so gilt d(a,b) = d(f(a), f(b)) < cd(a,b), also
d(a,b) = 0 und somit @ = b. Es kann also nur einen Fixpunkt geben.

Beweis. Wegen X # @& gibt es einen Punkt xq € X. Wir definieren eine Folge
von Punkten z;, rekursiv durch

Tr1 = f(xk)
Wir beweisen durch vollstdndige Induktion nach £, dass
d(zpsy, z) < Fd(xy, xp).
Dies gilt offenbar fiir £ = 0, und gilt es fiir eine Zahl k, so folgt
d(pya, Trp1) = d(f(2rp1), f2r)) < cd(wpg, ax) < (e, 20).
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Fiir [ > k folgt mit der Dreiecksungleichung

=

[— -1 k
, c
d(xy, 1) < ‘ d(2ig1, ;) < ;Czd(iﬁlﬁfo) < 1

d($1,$0).

I
=

7

Wegen |c| < 1 konvergiert die rechte Seite fiir k — oo gegen Null, und somit
ist x; eine Cauchy-Folge. Da X vollstédndig ist, konvergiert sie gegen einen
Punkt a. Wegen der Lipschitz-Stetigkeit von f folgt aus der Rekursionsformel
durch Grenziibergang, dass a = f(a). O

8.5 Stetigkeit

Der Begriff der Stetigkeit von Abbildungen ist eine offensichtliche Verallge-
meinerung des Begriffs der Stetigkeit von Funktionen.

Definition 8.12. Fs seien X und Y Mengen mit Metriken d bzw. e, es sei
a € X und f eine Abbildung von X in Y.

(i) Die Abbildung f heifit stetig an der Stelle a, wenn es fir jedes € > 0
ein & > 0 gibt, so dass fir alle x € X mit der Eigenschaft d(x,a) < 0

gilt e(f(z), f(a)) <e.
(ii) Die Abbildung f heif§t stetig, wenn sie an jeder Stelle stetig ist.
Bemerkungen.

(i) Wird die Metrik d oder e auf einem Vektorraum iiber K von einer Norm
induziert, so édndert sich der Begriff der Stetigkeit nicht, wenn man zu
einer dquivalenten Norm iibergeht. Dabei ist wie immer K € {R, C}.

(ii) Jede Lipschitz-stetige Funktion ist stetig. Fiir jeden Punkt a ist die
Funktion

f(z) = d(z,a)
Lipschitz-stetig, denn aus der Dreiecksungleichung folgt

|d(u,a) —d(v,a)| < d(u,v).

(iii) Ist f eine Abbildung von einer Menge X in den Raum K™, so ist fiir
jedes x € X das Element f(z) ein n-Tupel, das wir mit

(f1(@), s ful))

bezeichnen. Auf diese Weise erhalten wir aus einer Abbildung f : X —
K" Koordinatenfunktionen f; : X — K und umgekehrt.
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(iv)

Eine Abbildung f von einem metrischen Raum X in den Raum K™ ist
genau dann stetig, wenn ihre Koordinatenfunktionen stetig sind, denn
es gilt fiir jedes ¢ € {1,...,n}

[fi(z) = fila)] < [If () = f(@)llee < [[f(2) = Fla)llh < Z |fi(x) = fi(a)].

Der Begriff der Stetigkeit hingt eng mit dem des Grenzwertes zusammen.

Definition 8.13. Es seien X und Y Mengen mit Metriken d bzw. e.

(1)

(i)

Ein Punkt a heifit Haufungspunkt einer Teilmenge D von X, wenn in
jeder Umgebung von a ein Punkt von D \ {a} liegt.

Es sei a ein Hdaufungspunkt der Menge D und f: D — Y. Wir sagen,
dass fiir x gegen a die Funktion f gegen ein Element b von'Y konver-
giert, abgekiirzt f(x) — b (x — a), wenn es fir jedes € > 0 ein 6 > 0
gibt, so dass fir alle x € D\ {a} mit der Eigenschaft d(z,a) < § gilt
e(f(x),b) <e.

Bemerkungen.

(1)

Weil a Haufungspunkt von D ist, kann in Analogie zu Satz 8.2(i) eine
Abbildung f fiir x — a gegen hochstens ein Element b konvergieren.
Wir bezeichnen b mit lim f(z) und nennen es den Grenzwert von f fiir
x gegen a. e

Ein Punkt von D, der kein Haufungspunkt von D ist, hiefit isolierter
Punkt von D. Er ist trotzdem H&aufungspunkt einer Folge in D, z. B.
a, a, a, ...

Die Begriffe Grenzwert und Stetigkeit hidngen wie folgt zusammen. Ist
a ein Haufungspunkt von D, so fiir gilt eine Abbildung f : D — Y
genau dann

f(z) = b (z — a),

wenn die durch

o) = {f(x), wenn x € D\ {a},

b, wenn r = a

definiere Abbildung g : D U {a} — Y an der Stelle a stetig ist. Dabei
wird D U {a} als metrischer Teilraum von X betrachtet.
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Beispiel. Es sei f:R?\ {(0,0)} — R definiert durch

T1T2

f(xth) -

23+ a3

Fiir festes xo gilt
hm f(.il?l, 1‘2) = O,

x1—0

und fiir festes x; gilt
lim f(z,22) = 0.

xo—0

Wiirde der Grenzwert
lim f(z)="5

z—(0,0)

existieren, dann miisste es fiir jedes ¢ > 0 ein 6 > 0 geben, so dass fiir
I|(¢,0)|| < & und ||(£,t)]| < ¢ gilt |f(£,0) —b] < e und |f(¢,t) — b] < e. Wir

haben aber 1

f(t,O):O, f(t>t>:§>

und fiir € = }L ergibt sich ein Widerspruch. Der besagte Grenzwert existiert
also nicht. <«

Sind V und W Vektorrdume iiber K mit Normen, die wir jetzt beide mit
|| . || bezeichnen, so kénnen wir auf dem Produktraum V' x W fir p € [1, oo]
die Normen

[(z1; 22)llp = A/ Mzal[P + el (21 €V, 20 € W)

betrachten, die alle &quivalent sind.

Satz 8.8. Fiir einen K-Vektorraum V mit Norm sind die Addition und die
Skalarmultiplikation stetige Abbildungen

VXV =V, KxV —=V.

Beweis. Die Addition ist sogar Lipschitz-stetig, denn nach der Dreiecksun-
gleichung gilt fiir (u1,us), (vy,v2) €V XV

[(u1 +u2) — (vr +v2)|| = [[(u1 — v1) + (uz — v2)|
< luy — v || + [lug — val| = |[(ur, u2) — (vi,v2)][1-

Bei der Skalarmultiplikation gilt fiir (a,x), (ag,z9) € K x V

la -2 = ag - ol = [[(a = ag)x + ao(z — wo)|| < [a — ao|||z[| + |ac| [ — o]
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Zu gegebenem (ag, z9) € KxV und e > 0 wihlen wir § = min {1, m}

Dann gilt fiir ||(a, z) — (ag, Zo)|ec < O
[l <l = 2oll + llzoll <14 [0

und somit
|a -z —ag - xol| < (1+ [[xoll + [ao])d <e.

Also ist die Skalarmultiplikation an der Stelle (ag, z¢) stetig. ]

In Analogie zu Satz 5.2 gilt das Folgenkriterium:

Satz 8.9. Fine Abbildung f : X — Y ist genau dann stetig an der Stelle a,
wenn fir jede Folge xy, die in X gegen a konvergiert, die Folge f(zy) inY
gegen f(a) konvergiert.

Beweis. Angenommen, f ist nicht stetig an der Stelle a. Dann gibt es ein
e > 0, so dass fiir jedes 6 > 0 ein x € X existiert, so dass d(z,a) < 0, aber
e(f(x), f(a)) > =.

Insbesondere gibt es also fiir jedes k € N ein xy, so dass d(zg,a) < %,
aber e(f(xy), f(a)) > e. Dies bedeutet, dass zj gegen a, aber f(zy) nicht
gegen f(a) konvergiert. Das Folgenkriterium ist also nicht erfiillt.

Die Umkehrung ist einfach. O]

Man kann die Stetigkeit einer Abbildung f : X — Y zwischen metrischen
R&umen auch mit Hilfe von Umgebungen in Analogie zu Satz 8.3 ausdriicken.
Dazu definieren wir das Bild einer Teilmenge A von X und das Urbild einer
Teilmenge B von Y durch

fA) ={f@@)|zea}, fH(B)={re€X|f(z)€B}.
Satz 8.10. Es sei f : X — Y eine Abbildung zwischen metrischen Rdumen.

(i) f ist genau dann stetig an der Stelle a, wenn es fir jede Umgebung V'
von f(a) eine Umgebung U von a gibt, so dass f(U) C V.

(i) f ist genau dann stetig, wenn fir jede offene Menge V in'Y das Urbild
7YV offen in X ist.

Beweis. (i) Es sei V' eine Umgebung von f(a). Dann gibt es ein € > 0, so
dass UY (f(a)) C V. Ist f stetig an der Stelle a, so gibt es ein § > 0, so dass
F(UX(a)) CUY(f(a)). Also ist das Kriterium mit U = U;* (a) erfiillt.

Ist umgekehrt das Kriterium erfiillt und € > 0 gegeben, so wenden wir
es auf V = UY(f(a)) an und erhalten eine Umgebung U von a, so dass
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f(U) C UY(f(a)). Wegen der Offenheit von U gibt es ein § > 0, so dass
Uf(a) C U. Somit gilt f(Uf(a)) € UY(f(a)), d. h. f ist stetig an der
Stelle a.
(ii) Angenommen, f ist stetig. Fiir eine offene Menge V von Y wollen wir
zeigen, dass f~!(V) offen ist. Ist a in diesem Urbild, so ist f(a) € V, und nach
Teil (i) gibt es eine Umgebung U von a, so dass f(U) C V. Das bedeutet
U C f~4(V), und da a in der Menge f~1(V) beliebig gewihlt war, ist sie
offen.

Umgekehrt sei das Kriterium erfiillt. Ist nun a € X, so ist fiir jede Um-
gebung V von f(a) die Menge U = f~}(V) eine Umgebung von a mit der
Eigenschaft f(U) C V. Somit ist f nach Teil (i) an der Stelle a stetig. [

Bemerkung. Wegen f~1 (Y \ V) = X \ f~}(V) sehen wir unter Verwendung
von Satz 8.2(iv), dass eine Abbildung genau dann stetig ist, wenn die Urbilder
aller abgeschlossenen Mengen abgeschlossen sind.

Beispiel. Ist f : X — R eine stetige Funktion, so ist fiir jedes b € R die
Menge
{v e X | fz) <b} = f(~00,b])

offen und die sogenannte Niveaufidche

{zeX | flx)="b}=f"({b})

abgeschlossen. Wenden wir dies auf eine Norm auf einem Vektorraum an, so
erhalten wir eine offene Einheitskugel {x € V' | ||z|| < 1} und eine abge-
schlossene Einheitssphire {z € V | ||z|| =1}. <«

Fiir die Verkettung gilt in Analogie zu Satz 5.4:

Satz 8.11. Ist die Abbildung f : X — Y stetig an der Stelle a und die
Abbildung g : Y — Z stetig an der Stelle b = f(a), so ist die Abbildung
go f: X — Z stetig an der Stelle a.

Beweis. Ist W eine Umgebung von ¢(f(a)) = ¢(b) in Z, so gibt es wegen
der Stetigkeit von g an der Stelle b eine Umgebung V' von b in Y, so dass
g(V) € W, und wegen der Stetigkeit von f an der Stelle a gibt es eine
Umgebung U von a in X, so dass f(U) C V. Es folgt go f(U) C W, und
weil W beliebig war, ist g o f an der Stelle a stetig. n

Alternativ héatte man den Beweis von Satz 5.4 kopieren oder Satz 8.9
benutzen konnen. Aus den Sétzen 5.3, 8.8 und 8.11 ergibt sich:

Folgerung 8.3. Jede Abbildung D — K™, deren Koordinatenfunktionen auf
D durch Terme gegeben sind, in denen nur arithmetische Operationen und
stetige Funktionen vorkommen, stetig.
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Nun kommen wir auf die Frage nach der Vollstdndigkeit von Funktio-
nenridumen zuriick. Es sei weiterhin K € {R, C}.

Satz 8.12. Es sei X ein metrischer Raum. Wenn eine Folge stetiger Ab-
bildungen f, : X — K" gleichmdfig gegen eine Abbildung f : X — K"
konvergiert, so ist f stetig.

Beweis. Zur Vereinfachung der Bezeichnungen sei n = 1. Ist € > 0, so gibt
es wegen der gleichméfiigen Konvergenz eine natiirliche Zahl k, so dass

€
sup | fi(2) — f(@)] < 3
zeX

Nun sei a € X. Wegen der Stetigkeit von fj gibt es eine Umgebung U von a,
so dass fiir x € U gilt

€

|fe(z) = fela)| < 3

Fiir x € U folgt nun mit der Dreiecksungleichung

[f(z) = fla)| < |f(z) = fu(@)] + | fu(z) = fela)| + [fu(a) — fla)| < e
Da ¢ beliebig war, folgt die Stetigkeit von f an der Stelle a. [

Fiir allgemeines n muss man den Absolutbetrag durch eine Norm auf
K™ ersetzen, die aber bezeichnungsméfig von der Supremumsnorm auf dem
Funktionenraum zu unterscheiden ist.

Der selbe Beweis zeigt, dass fiir eine Folge stetiger Abbildungen f; : X — Y zwi-
schen metrischen Rdumen, die beziiglich der Supremumsmetrik gleichmiflig gegen eine
Abbildung f : X — Y konvergiert, die Abbildung f stetig ist.

Nach dem Satz ist der Raum der stetigen beschréankten Funktionen X —
K" abgeschlossen im Raum aller beschrinkten Funktionen X — K™. In
Verbindung mit Lemma 8.3 und Lemma 8.4 erhalten wir:

Folgerung 8.4. Der Raum der beschrinkten stetigen Funktionen auf einem
metrischen Raum mit Werten in R™ oder C" ist vollstindig.

Die Umkehrabbildung einer bijektiven stetigen Abbildung braucht natiir-
lich nicht stetig zu sein.

Definition 8.14. Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Rdum-
en heifft Homoomorphismus, wenn sie eine stetige Umkehrabbildung besitzt.
Zwei metrische Rdaume heiffen hombomorph, wenn es zwischen ihnen einen
Homdéomorphismus gibt.
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Beispiel. Es sei || .|| eine Norm auf einem Vektorraum V' und

z
flz) =
1+ [l
fiir z € V. Dann ist Il
T
[f(@)] = — =7 <1,
1+ [l

wir erhalten also eine Abbildung f : V — B ={x € V| ||z|| < 1}. AuBlerdem

folgt
1
L—[f(z)]| = T+l

Wir kénnen nun die Definition von f nach z auflésen. Setzen wir fiir y € B

- Y
L=yl

so ist g die Umkehrabbildung von f. Da die Norm Lipschitz-stetig ist, sind
f und g stetig, und somit sind V' und B homéomorph. <«

9(y)

8.6 Zusammenhang

Der Zwischenwertsatz ist dquivalent zu der Aussage, dass der Wertebereich
einer stetigen Funktion auf einem Intervall ebenfalls ein Intervall ist (vgl.
Folgerung 5.2). Dies wollen wir nun verallgemeinern.

Definition 8.15. Es set X ein metrischer Raum. Fiir Punkte a und b von X
verstehen wir unter einem Weg von a nach b in X eine stetige Abbildung
g :10,1] = X, so dass g(0) = a und g(1) = b. Der Raum X heifit wegzu-
sammenhingend®®, wenn es fiir beliebige Punkte a und b von X einen Weg
von a nach b in X gibt.

Wenn wir eine Teilmenge eines metrischen Raumes wegzusammenhéngend
nennen, so betrachten wir sie natiirlich als Teilraum. Nach dem Zwischen-
wertsatz muss eine wegzusammenhéngende Teilmenge von R ein Intervall
sein, und die Umkehrung ist offensichtlich.

Man kann auf einem metrischen Raum X eine Relation ~ definieren,
indem man festlegt, dass a ~ b ist, wenn es einen Weg von a nach b gibt.
Dies ist offensichtlich eine Aquivalenzrelation, und ihre Aquivalenzklassen
nennt man Wegzusammenhangskomponenten.

46auch bogenzusammenhdingend oder linear zusammenhdingend genannt
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Beispiel. Die Teilraume

Y:{(a:,y)e]R2 x>0,y:cosi}, Z ={(0,0)}

von R? sind offensichtlich wegzusammenhingend. Wir behaupten, dass der
Teilraum X = Y U Z nicht wegzusammenhéngend ist, also die Wegzusam-
menhangskomponenten Y und Z hat. Angenommen, es gibt einen Weg g
von (0,0) nach (1,cos1). Dann ist g~!(0,0) abgeschlossen, hat also ein Ma-
ximum c¢. Nach Stetigkeit gibt es ein § > 0, so dass fiir ¢ < ¢t < ¢+ 0 gilt
|g2(t)| < 1. Dann kann ¢; auf [c, ¢ + [ nicht die Werte 1/km mit £ € N\ {0}
annehmen, also wegen dem Zwischenwertsatz keine positiven Werte haben.
Das widerspricht der Definition von ¢. <«

Der Punkt (0,0) der einen Komponente Z ist hier ein Haufungspunkt der

anderen Komponente Y, was der Intuition widerspricht. Darum betrachtet
man noch einen anderen Zusammenhangsbegriff.

Definition 8.16. Fin metrischer Raum X heifit unzusammenhdngend, wenn
er zwei nichtleere abgeschlossene Teilmengen A und B besitzt, so dass

AUB=X, ANB-=o.
Andernfalls heifit er zusammenhingend®”.

Wegen Satz 8.2(iv) hétte man genauso gut verlangen kénnen, dass A und
B offen sind oder dass A offen und abgeschlossen ist.

Lemma 8.5. Ein metrischer Teilraum von R ist genau dann zusammenhdn-
gend, wenn er ein Intervall ist.

Beweis. Ist X C R kein Intervall, so gibt es a, b € X und ¢ € R\ X, so dass
a < ¢ < b. Die Mengen

A=]—o00,c[ NX, B=]c,0[ NX

sind nach Satz 8.5 offen in X, es gilt a € A, b € B, und man sieht, dass X
unzusammenhéngend ist.

Nun sei [ ein Intervall. Angenommen, I = AUB, wobei A und B disjunkt,
nicht leer und abgeschlossen im Teilraum [/ sind. Es sei b ein innerer Punkt
von I. Nach eventueller Umbenennung konnen wir annehmen, dass b € B
ist, und nach eventueller Multiplikation mit —1 kénnen wir annehmen, dass
AN |—o00,b] nicht leer ist und folglich ein Supremum a besitzt. Nach dessen

4Tauch Hausdorff-zusammenhingend genannt
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Definition gibt es fiir jedes € > 0 ein Element € A mit a—e < < a, und da
A abgeschlossen ist, folgt a € A. Wegen der Disjunktheit von A und B folgt
a < b, so dass die Teilmenge ]a,b] von B nicht leer ist. Da B abgeschlossen
ist, folgt a € B, und wir haben einen Widerspruch zur Disjunktheit. O

Im Allgemeinen ist es schwer unmittelbar nachzuweisen, dass ein metri-
scher Raum nicht wegzusammenhéngend ist oder dass er zusammenhéngend
ist. Der folgende Satz erleichtert das.

Satz 8.13. Jeder wegzusammenhdngende metrische Raum ist zusammenhdn-
gend.

Beweis. Angenommen, wir haben eine Zerlegung X = A U B in disjunkte
nichtleere abgeschlossene Teilmengen. Dann wéhlen wir a € A und b € B.
Ist X wegzusammenhéngend, so gibt es einen Weg g von a nach b, und die
Mengen g~ '(A) und ¢g~!(B) sind offensichtlich disjunkt und nach Satz 8.10
offen. Wegen 0 € g7!(A) und 1 € g~*(B) sind sie nicht leer, was Lemma 8.5
widerspricht. O

Es gibt zusammenhéngende metrische Rédume, die nicht wegzusammen-
h&ngend sind.

Beispiel. Wir behaupten, dass der Teilraum X = Y U Z aus dem vorigen
Beispiel zusammenhéngend ist. Hitten wir ndmlich eine Zerlegung X = AUB
in nichtleere disjunkte offene Teilmengen, so wire Y = (YNA)U(Y NB) eine
Zerlegung in disjunkte offene Teilmengen. Da Y zusammenhéngend ist, muss
dann einer der beiden Teile leer sein, also Y C A oder Y C B. Das Gleiche
gilt fiir Z, so dass nur A =Y, B = Z oder umgekehrt in Frage kommt. Die
Menge Y ist zwar offen in X, die Menge Z jedoch nicht, wie schon bemerkt.
<

Der Zwischenwertsatz verallgemeinert sich wie folgt.
Satz 8.14. FEs sei f : X — Y eine surjektive stetige Abbildung.
(i) Ist X wegzusammenhdngend, so auch'Y .
(ii) Ist X zusammenhdngend, so auch'Y .

Bei nicht surjektiven Abbildungen sagt der Satz etwas iiber den Werte-
bereich f(X) aus.

Beweis. (i) Fir a, b € Y gibt es u, v € X, so dass f(u) = a und f(v) = b.
Ist X wegzusammenhéngend, so gibt es einen Weg ¢g von u nach v, und dann
ist f o g nach Satz 8.11 ein Weg von a nach b.
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(ii) Ist Y nicht zusammenhéngend, so gibt es eine Zerlegung Y = AUB wie in
der Definition. Nun sind die Mengen f~'(A4) = f~4(U) und f~4(B) = f~(V)
nach Satz 8.10 abgeschlossen und bilden eine Zerlegung von X, die zeigt, dass
auch X nicht zusammenhéngend ist. ]

Als Anwendung beweisen wir die Starrheit von K-analytischen Funktio-
nen, wobei K = R oder K = C.

Satz 8.15. FEs sei f eine K-analytische Funktion auf einer zusammenhdngen-
den offenen Teilmenge U von K. Hat die Nullstellenmenge von f einen
Héiufungspunkt in U, so ist f(x) =0 fir alle x € U.

Beweis. Es sei N die Nullstellenmenge von f und A die Menge der Haufungs-
punkte von N, die nach Voraussetzung nicht leer ist. Wie in der Losung von
Aufgabe 24(b) sieht man, dass die Menge der Haufungspunkte einer beliebi-
gen Menge abgeschlossen ist. Laut Satz 4.11 ist jeder Punkt von A ein innerer
Punkt von N, und jeder innere Punkt von N liegt offensichtlich in A. Also
ist A auch offen, und da U zusammenhéngend ist, muss A = U sein. ]

Nach dem Satz ist eine K-analytische Funktion auf einer zusammenhéngen-
den offenen Menge durch die Vorgabe ihrer Werte auf einer beliebig kleinen
Teilmenge bestimmt, vorausgesetzt, diese hat wenigstens einen Haufungs-
punkt.

8.7 Kompaktheit Vorlesung 7b

Ein wichtiges Ergebnis der Analysis ist der Satz von Bolzano-Weiertra$}, der [29.11.22

in unserer Vorlesung als Satz 3.6 vorkommt. Metrische Rdume, in denen eine
entsprechende Aussage gilt, erhalten einen besonderen Namen.

Definition 8.17. Ein metrischer Raum X heifit kompakt, wenn jede Folge
in X einen Hiufungspunkt besitzt.

Wenn eine Teilmenge eines metrischen Raumes kompakt genannt wird,
so ist sie als metrischer Teilraum gemeint. Das bedeutet also, dass jede Folge
in ihr einen Haufungspunkt hat, der ebenfalls zu dieser Teilmenge gehort.
Aus dem Satz von Bolzano-Weiertraf ergibt sich:

Folgerung 8.5. Eine Teilmenge von R st genau dann kompakt, wenn sie
beschrdnkt und abgeschlossen ist.

Jede Folge in einer solchen Menge ist ndmlich eine beschrinkte Folge, hat
also nach dem Satz einen Haufungspunkt, und dieser gehort nach Definition
der Abgeschlossenheit ebenfalls zur gegebenen Menge. Die Umkehrung folgt
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aus der Kontraposition von Satz 3.2 und der Tatsache, dass der Grenzwert
der einzige Haufungspunkt einer konvergenten Folge ist.
Folgender Satz beschert uns weitere Beispiele kompakter metrischer Rdume.

Satz 8.16. Sind X undY kompakte metrische Rdaume mit Metriken d bzw. e,
so ist auch X XY kompakt beziiglich der Metrik

9((@'y), (2", y")) = max{d(a',2"), e(y'.y")}.

Beweis. Es sei (xy,yx) eine Folge in X x Y. Da X kompakt ist, hat die
Folge x) einen Haufungspunkt a, und nach Satz 8.2(iii) hat sie eine Teilfol-
ge xy,, die gegen a konvergiert. Da Y kompakt ist, hat die Folge y;, einen
Héufungspunkt b. Nun hat die Folge (xy,,yx,) beziiglich der Metrik ¢g den
Héaufungspunkt (a, b). O

Hier sind einige Eigenschaften kompakter Mengen:

Satz 8.17. (i) Jede abgeschlossene Teilmenge eines kompakten metrischen
Raumes ist kompakt.

(ii) Jeder kompakte metrische Raum ist vollstindig.

(iii) Jede kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes ist abgeschlossen
in diesem Raum.

(iv) Ist f : X = Y eine surjektive stetige Abbildung zwischen metrischen
Rdumen und st X kompakt, so ist auch Y kompakt.

Beweis. (i) Ist X kompakt, so ist jede Folge in einer Teilmenge A auch eine
in X und hat somit einen Hiufungspunkt, der zu A gehort, wenn A in X
abgeschlossen ist.

(ii) Es sei x; eine Cauchyfolge in X. Ist ¢ > 0 gegeben, so gibt es ein ko,
so dass fiir k, [ > ko gilt d(zp,z;) < 5. Ist X kompakt, so hat die Folge
einen Haufungspunkt a. Also kann man [ so wéhlen, dass d(z;,a) < §. Mit
der Dreiecksungleichung folgt d(zx, a) < . Da ¢ beliebig war, konvergiert die
Folge x}, gegen a.

(iii) Ist A eine kompakte Teilmenge von X, so ist A nach (ii) vollstindig und
nach Lemma 8.3 abgeschlossen in X.

(iv) Es sei y, eine Folge in Y. Wegen der Surjektivitét existiert fiir jedes k
ein Element z; von X, so dass f(x) = yx. Wegen der Kompaktheit von X
hat die Folge zj einen Haufungspunkt a, und nach Satz 8.2(iii) gibt es eine
Teilfolge xy,, die gegen a konvergiert. Nach Satz 8.9 konvergiert dann die
Teilfolge yx, gegen b = f(a), und nach Satz 8.2(iii) ist b ein Haufungspunkt
der Folge y;. O]
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Definition 8.18. Ein metrischer Raum X heif$t beschrankt, wenn sein

Durchmesser
diam X = sup{d(z,y) | =, y € X}

endlich ist. Ein metrischer Raum X heift absolut beschrankt, wenn fiir jedes
e > 0 eine endliche Teilmenge A existiert, so dass es fiir jedes x € X ein
a€ A mitd(x,a) <e gibt.

Auch diese Eigenschaften kann man auf Teilmengen metrischer Rdume
anwenden, indem man sie als Teilrdume betrachtet. Mit Hilfe der Dreiecksun-
gleichung sieht man leicht, dass ein metrischer Raum genau dann beschrankt
ist, wenn es einen Punkt a gibt, so dass d(x, a) als Funktion von z beschrankt
ist, und dass dies dann fiir jeden Punkt a gilt. Eine Teilmenge A wie in der
Definition nennt man ein e-Netz, fiir sie gilt diam X < diam A + 2¢.

Aus Satz 8.17(iv) und Folgerung 8.5 ergibt sich

Folgerung 8.6. Jeder kompakte metrische Raum ist beschrinkt.
Starker ist folgendes Kompaktheitskriterium.

Satz 8.18. Ein metrischer Raum X ist genau dann kompakt, wenn er voll-
stindig und absolut beschrinkt ist.

Beweis. Ist der metrische Raum X kompakt, so ist er nach Satz 8.17(ii) vollstidndig.
Angenommen, er ist nicht absolut beschrinkt. Dann gibt es ein € > 0, fiir das kein e-Netz
existiert. Wir konstruieren nun rekursiv eine Folge x1, xo, ... mit d(xg,z;) > e fur alle
k # 1. Da X nicht leer ist, existiert ein z; € X, und sind z1, ..., x, bereits konstruiert,
so bilden sie kein e-Netz, also gibt es einen Punkt x,11 € X mit d(x,y1,2,) > e fiir
alle k € {1,...,n}. Die Folge der zj besitzt dann keinen Hiufungspunkt im Widerspruch
zur Kompaktheit von X.

Umgekehrt sei X vollstindig und absolut beschrinkt. Wir miissen dann fiir eine be-
liebige Folge von Punkten zj; einen Haufungspunkt finden. Dazu betrachten wir fiir jedes
n € N\ {0} ein 2-Netz A,,. Wir finden dann rekursiv Punkte a,, € A,,, so dass es fiir jedes
n unendlich viele k € N gibt, fiir die gilt

1 1
d(zg,a1) <1, d(zg,a2) < SUNREE d(xg, an) < -
Fiir beliebige m, n folgt mit der Dreiecksungleichung

1 1
d(am,an) < — + —,
m n

also ist die Folge der a, eine Cauchyfolge und hat somit einen Grenzwert a, und wegen
der Stetigkeit von d folgt

1
d n) < —.
(0.00) <
Mit den obigen Ungleichungen folgt, dass es fiir jedes n ein k gibt, so dass
2
d(zg,a) < —,
(k) <

also ist @ auch ein Hiufungspunkt der Folge der zy. O
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Wir erhalten jetzt eine Verallgemeinerung von Folgerung &8.5.

Folgerung 8.7. Eine Teilmenge von R™ oder C" ist genau dann kompakt,
wenn sie beziglich || . ||s beschrdinkt und abgeschlossen ist.

Eine Teilmenge in R™ ist ndmlich genau dann beschrinkt, wenn sie in
einem kartesischen Produkt beschrankter Intervalle enthalten ist.

Beispiel. Es sei V' der Vektorraum der beschrédnkten Folgen in R mit der
Norm ||z]|c = sup{|zx||k € N}. Nach Lemma 8.4 ist V vollsténdig. Die
Teilmenge

S={reV||zlo=1}

ist beschrankt und abgeschlossen, also nach Lemma 8.3 ebenfalls vollstéindig.
Sie ist aber nicht kompakt, denn fiir die Folge der Vektoren e, bei denen
das k-te Glied gleich 1 und alle anderen gleich 0 sind, gilt ||ex — ;]| = 1 fiir
k#1. <

Nun kommen wir zu den Anwendungen der Kompaktheit. Als Erstes for-
mulieren wir das Analogon von Satz 5.6.

Folgerung 8.8. Ist X ein kompakter metrischer Raum und f : X — R eine
stetige Funktion, so besitzt f ein Maximum und ein Minimum.

Beweis. Der Wertebereich ist ndmlich nach Satz 8.17(iv) kompakt, also nach
Folgerung 8.5 beschrénkt und abgeschlossen, und seine obere und untere
Grenze sind Haufungspunkte. m

Folgerung 8.9. Ist f : X — Y eine bijektive stetige Abbildung zwischen
metrischen Rdaumen und ist X kompakt, so ist f ein Homdéomorphismus.

Beweis. Ist A eine abgeschlossene Teilmenge von X, so ist sie nach Satz 8.17(i)
kompakt. Thr Bild f(A) ist nach Satz 8.17(iv) kompakt und nach Satz 8.17(iii)
abgeschlossen. Das Bild unter der Abbildung f ist gleich dem Urbild unter
der Umkehrabbildung f~!. Entsprechend der Bemerkung nach Satz 8.10 ist
f1 stetig. O

Definition 8.19. Es sei X ein metrischer Raum. Fir Punkte x und Teil-
mengen A und B von X definieren wir

d(z,B) =d(B,r) = inf{d(z,y) | y € B},
d(A,B) = inf{d(x,y) |z € A, y € B}.

Beispiel. Fiir die Teilmengen A = N\ {0} und B ={k — ¢ | k € A} von R
gilt d(A, B) = 0, obwohl sie abgeschlossen und disjunkt sind. <

Satz 8.19. Es sei X ein metrischer Raum.
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(i) Fir jede Teilmenge B ist die durch f(x) = d(x, B) definierte Funktion
f X — R Lipschitz-stetig.

(ii) Ist A abgeschlossen, B kompakt und AN B = &, so ist d(A, B) > 0.

Beweis. (i) Fiir alle z, y, z € X gilt nach der Dreiecksungleichung
d(z,z) < d(z,y) + d(y, z).

Bilden wir das Infimum {iber alle z € B, so folgt
d(z,B) <d(x,y) +d(y, B).

Durch Vertauschung von x und y ergibt sich eine weitere Ungleichung. Fassen
wir beide zusammen, so erhalten wir

() = f(y)l < d(z,y).
(ii) Wegen

{d(z,y) |z € A,y € B} = [ J{d(x,y) | = € A}

yeB

gilt d(A, B) = inf{d(A,y) | y € B}. Ist B kompakt, so gibt es nach Folge-
rung 8.8 ein b € B, so dass d(A, B) = d(A,b). Ist A abgeschlossen, so gibt
es wegen b ¢ A ein € > 0, so dass U.(b) N A = @. Also gilt d(A,b) > € und
somit d(A, B) > ¢. O

Satz 8.20. Es sei K =R oder K = C.

(i) Alle Normen auf einem endlichdimensionalen K -Vektorraum sind dqui-
valent.

(ii) Jede K -lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen K - Vektorriu-
men 15t Lipschitz-stetig.

Beweis. (i) Die Menge S = {z € R" | ||z||oc = 1} ist als Urbild einer
abgeschlossenen Menge beziiglich || . ||, abgeschlossen und offensichtlich be-
schrénkt, also nach Folgerung 8.7 kompakt. Ist ||.||" eine beliebige Norm
auf R", so gilt nach der Dreiecksungleichung

n
Izl < ) lail el
i=1
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mit den Basisvektoren e; wie oben, also finden wir wie in Lemma 8.2 ein ¢,
so dass fiir alle z € V' gilt
/
z]” < cflz|co-

Die Norm || . ||" ist also beziiglich || . || Lipschitz-stetig, und ihre Einschran-
kung auf S hat nach Satz 8.8 ein Minimum ¢, welches nach Eigenschaft (iii)
der Norm positiv ist. Ist x # 0 und t = 7|, so ist t 'z € S, also

o]l = |t~ " > te,

und mit ¢ = % folgt
[z ]loe < l]]|"

Dies gilt offensichtlich auch fiir x = 0, also ist jede Norm auf R" dquivalent
z1 || . || - Da jeder endlichdimensionale R-Vektorraum V' isomorph zu R™ ist,
sind somit sind alle Normen auf V' dquivalent. Das Selbe gilt auch fiir einen
beliebigen C-Vektorraum W, denn jede Norm auf W ist auch eine Norm
beziiglich der unterliegenden Struktur?® eines R-Vektorraums.

(ii) Es sei f : K™ — K™ K-linear. Dann gibt es Elemente a;; € K, so dass
die Koordinatenfunktionen von f gegeben sind durch

n

fZ(ZE) = Z AigLj.

=1

Nun gilt
LF @) < Nlloo DD lassl,
i=1 j=1

also ist f Lipschitz-stetig beziiglich gewisser Normen. Mit Teil (i) folgt die
Behauptung fiir beliebige Normen auf beliebigen endlichdimensionalen K-
Vektorrdumen. O

Definition 8.20. Man nennt die Lipschitz-Konstante

= sup @I

zeV\{0} HxH

die Norm der linearen Abbildung f : V' — V' beziiglich der gegebenen Nor-
men auf V und V'.

Auch der Begriff der gleichméfigen Stetigkeit verallgemeinert sich auf
metrische Raume.

4®Diese Struktur besteht aus der selben Addition und aus der Skalarmultiplikation le-
diglich mit Elementen des Teilkorpers R.
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Definition 8.21. Fine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Rdumen
heifit gleichmafig stetig, wenn es fir jedes € > 0 ein § > 0 gibt, so dass fiir
alle u, v e X gilt

dlu,v) <6 = e(f(u), f(v)) <e.

Zwei Metriken d und d* auf einer Menge heiflen aquivalent, wenn die identi-
schen Abbildungen (X,d) — (X, d*) und (X,d*) — (X, d) gleichmdifig stetig
sind.

Offensichtlich bildet eine gleichméfig stetige Abbildung konvergente Fol-
gen auf konvergente Folgen und Cauchy-Folgen auf Cauchy-Folgen ab. Diese
Begriffe &ndern sich also nicht, wenn man zu einer dquivalenten Metrik {iber-
geht.

Auch Satz 5.13 verallgemeinert sich.

Satz 8.21. Ist X kompakt und f : X — Y stetig, so ist f gleichmdf$ig stetig.

Der damalige Beweis iibertréagt sich, wobei der Satz von Bolzano-Weier-
stra3 durch die Kompaktheit von X zu ersetzen ist.

Zum Abschluss noch eine Warnung: Der hier eingefiihrte Begriff der Kompaktheit wird
oft Folgenkompaktheit genannt, denn fiir topologische Rdume gibt es einen besser geeig-
neten Begriff, der zunéchst Bikompaktheit genannt wurde und der die Folgenkompaktheit

als Standardbedeutung der Kompaktheit bald verdrdngt hat. Im Spezialfall metrischer
R&ume sind beide Begriffe aber dquivalent.

9 Differentiation und Integration vektorwer-
tiger Funktionen

9.1 Definition und Eigenschaften

Der Begriff der Ableitung verallgemeinert sich auf Funktionen mit Werten in
einem K-Vektorraum V', wobei K = R oder K = C.

Definition 9.1. Es sei D C K und a € D ein Hdiufungspunkt von D.
FEine Funktion f : D — V heifit differenzierbar an der Stelle a, wenn der
Differenzenquotient

(f(x) = f(a))

einen Grenzwert fiir v — a besitzt. Dieser heifit dann Ableitung der Funktion
f an der Stelle a, abgekiirzt f'(a).

T —a
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Man kann auch die Ableitung einer Funktion f mit Werten in einem affinen Raum X
itber K als

L F)fG

definieren, falls der Grenzwert in dem zu X gehorigen Vektorraum existiert.

f'(a) = lim

—a T

Bisher kennen wir nur das Integral von Funktionen f : [a,b] — K. Dabei
haben wir Teilungen T" = {xy,...,2Z,} von [a,b] und zugehorige Mengen
Z ={z,..., 2} von Stiitzstellen fiir T betrachtet, d. h.

a=190 <21 <21 <2<1< ... < 2, < Ty, = b

Die Feinheit von T war als max{z; — z;_1 | k € {1,...,m}} definiert. Die
Riemannsche Summe

f,TZ :Zﬂck—xk 1 Zk)
k=1

ergibt auch fiir vektorwertige Funktionen einen Sinn, und in Anlehnung an
Definition 7.5 setzen wir fest:

Definition 9.2. Es sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber K und
f :la,b] = V. Ein Element I € V heifit Integral der Funktion f diber das
Intervall [a,b], wenn es fir jedes € > 0 ein § > 0 gibt, so dass fir jede
Teilung T wvon [a,b] mit einer Feinheit kleiner als 6 und fiir jede Menge von
Stiitzstellen Z fir T gilt

HS(f,T,Z) - [H <EéE.
Die Funktion f heif$t integrierbar, wenn ein Integral existiert.

Wenn f integrierbar ist, so gibt es offenbar nur ein Integral I, und wir

bezeichnen es mit ,
I= / f(z)dx

Wegen Satz 8.20(i) hingen Ableitung und Integral einer vektorwertigen Funk-
tion nicht von der Wahl der Norm auf V' ab. Am einfachsten, wenn auch nicht
besonders elegant, ist es, eine Basis zu wahlen und alles auf den skalaren Fall
zuriickzufiihren.

Lemma 9.1. (i) Eine Funktion f: D — K" ist genau dann differenzier-
bar an der Stelle a, wenn ihre Koordinatenfunktionen fi, ..., fn: D —
K an der Stelle a differenzierbar sind, und dann ist

f'(a) = (fila),-.., fi(a)).

187



(ii) Fine Funktion f : [a,b] — K™ ist genau dann integrierbar, wenn ihre
Koordinatenfunktionen integrierbar sind, und dann ist

b

/bf(x)dx: /bfl(x)dx,...,/fl(x)dx

a

Beweis. Nach den Definitionen gilt

(F(0) = flay = (P20, L L),

S(f,T,.2) = (S(f1,T.Z),...,5(fa T, 2)),

1

r—a

und die Behauptungen folgen aus den fritheren Bemerkungen iiber Grenz-
werte vektorwertiger Funktionen. O]

Die Ableitungsregeln aus Satz 6.1 verallgemeinern sich auf den vektor-
wertigen Fall, wobei wir allerdings fiir die Produktregel einen Begriff aus der
linearen Algebra bendttigen.

Definition 9.3. Sind U, V und W Vektorrdume tber K, so sagen wir, eine
Abbildung b : U x V. — W sei bilinear, wenn fiir jedes ug € U und jedes
vg € V' die Abbildungen

v — b(ug,v), u — b(u, vp)
linear sind.

So ist z. B. ein Skalarprodukt im Fall K = R eine bilineare Abbildung
V xV — R. Auch die Aussagen der Sétze 7.1, 7.3 und 7.5 iiber Integrale
verallgemeinern sich ohne Schwierigkeiten.

Satz 9.1. Es seten U, V und W endlichdimensionale Vektorriume diber K.

(i) Sind f, g: D — V an der Stelle a differenzierbar, so ist f + g an der
Stelle a differenzierbar, und es gilt die Summenregel

(f +9)(a) = f'(a) + ¢'(a).
(ii) Sind f: D - U und g: D — V an der Stelle a differenzierbar und ist

b:U XV — W bilinear, so ist bo (f,g) an der Stelle a differenzierbar,
und es gilt die Produktregel

(bo(f.9) (a) =bo(f.g)(a)+bo(f.q)(a).
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(ili) Ist f'(x) =0 fir alle x € [a,b], so ist f konstant auf [a,b].
(iv) Jede stetige Funktion auf einem kompakten Intervall ist integrierbar.

(v) Ist a < b < ¢, so ist eine Funktion f : [a,c] — V genau dann inte-
grierbar, wenn f dber [a,b] und dber [b,c| integrierbar ist, und dann

qilt C b C
/f($)d$=/f(x)dx+/f(x)dm.

(vi) Sind f, g : [a,b] — V integrierbar und [ : V' — W eine lineare Abbil-
dung, so sind auch f+ g, Lo f und ||f|| integrierbar, und es gilt

b b

/b (f(2) + g(a)) de / ds + / g(x) da,

b

[ tw)
[ty ds=1 / f(a)da | |

/bf(fﬂ)dw S/be(x)de-

a

Beweis. Beim Beweis von Aussage (ii) benutzt man die Identitét

b(f(x). g(x)) — b(f(a),9(a)) = b(f(x) — f(a), g(x)) + b(f(a), g(x) — g(a)).

Man kann b als Element von Hom (U, Hom(V, W)) auffassen, und durch zwei-
malige Anwendung von Satz 8.20(ii) finden wir ein ¢ > 0, so dass fiir alle
vweUund v eV gilt

16Cu, ) || < eflulffjv]l-

Aussage (iii) folgt mit Lemma 9.1(i) aus Folgerung 6.6, obwohl der Mit-
telwertsatz fiir n > 1 nicht gilt.

Aussage (iv) folgt mit Lemma 9.1(ii) aus Satz 7.1 und der Tatsache, dass
die Koordinatenfunktionen einer stetigen Funktion stetig sind.

Die ersten beiden Identitdten in Teil (vi) ergeben sich aus den Eigenschaf-
ten

S(f+9T,2)=S(f,T,2)+ S(9,T,Z2), S(lo f,T,2)=1US(f,T,2)).
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Beim Beweis der Integrierbarkeit auf der rechten Seite der Ungleichung in
Teil (vi) benutzt man, dass im Fall V' = K™ und der Norm || . [|; gilt

sup [|f(z)]ls — inf [[f(z)[l < Z sup f;(z) — inf f;(z)),

zely j=1 x€l},

wobei [}, das k-te Teilintervall der Teilung T bezeichnet, so dass

SN T) = S flh, T Z (f;,T) — S(f;, 2)).

Ansonsten sind die Beweise identisch mit den fritheren. ]

b
Auf Grund von Satz 9.1(v) konnen wir [ f(z)dz auch wieder ohne die

a
Voraussetzung a < b definieren. Der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung hat
ebenfalls eine vektorwertige Version:

Satz 9.2. Ist [ : [a,b] — V stetig differenzierbar, so gilt

| r@de= ) - r@.

Die Beweise der Satze 7.8 und 7.9 iibertragen sich ndmlich wortwortlich,
wobei der Absolutbetrag durch eine Norm zu ersetzen ist.

Hat f Werte in einem affinen Raum, so ist die rechte Seite durch f(a)f(b) zu ersetzen.

9.2 Stetigkeit parameterabhingiger Integrale

Wenn eine Funktion f von vielen Variablen abhéngt, so hilt man oft einige
Variablen fest und betrachtet die entstehende partielle Funktion der iibrigen
Variablen. Die festgehaltenen Variablen, hier zu einer Variablen ¢ zusammen-
gefasst, nennt man Parameter.

Im Folgenden sei T' ein metrischer Raum, [a,b] ein kompaktes Intervall
und V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber R oder C. Wir wollen wis-
sen, welche Bedingungen wir an eine Funktion f : [a,b] x T — V stellen

miissen, damit durch
b
= / f(z,t)de

eine stetige Funktion I auf T" definiert wird. Wir setzen
F(t)(z) = f(x, 1),
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d. h. der Wert F(t) der Funktion F' an der Stelle ¢ ist seinerseits eine Funk-
tion® auf [a, b] mit Werten in V. Natiirlich muss letztere Funktion auf [a, 0]
integrierbar sein.

Satz 9.3. FEs sei F' eine Abbildung von T in den Raum der integrierbaren
Funktionen [a,b] — V. Ist F' an einer Stelle w € T stetig beziiglich der
Supremumsnorm, so ist die oben definierte Funktion I stetig an der Stelle w.

Beweis. Aus der Stetigkeit von F' an der Stelle u folgt, dass es fiir jedes
e > 0ein 0 > 0 gibt, so dass fiir alle ¢ € T' mit der Eigenschaft d(¢,u) < 0
gilt | F(t) — Fu)]l < 3%, d. h.

Fat) = fw)] < g
fir alle « € [a,b]. Nach Satz 9.1(iv) ist
b
/ (x,u))dx,

und fur d(t,u) < ¢ folgt nach Satz 9.1(vi) und Satz 7.6

I11(t) ||</||fxt flz,u)|| de < e. O

Man kann die Stetigkeit von I an der Stelle v auch durch
I(t) = I(u) (t —u)

ausdriicken. Wir fragen nun nach der Existenz dieses Grenzwertes, wenn
I(u) noch gar nicht definiert ist. Statt des Parameters ¢ betrachten wir der
Einfachheit halber einen Parameter k € N.

Satz 9.4. Konwvergiert eine Folge integrierbarer Funktionen fi : [a,b] — V
gleichmdfig gegen eine Funktion f : [a,b] — V, so ist auch f integrierbar,
und

/bfk(x)dxﬁfbf(x)dx (k — o0).

49Dies hingt mit der Gleichmiichtigkeit VX*T ~ (VX)T aus Aufgabe 1.15% zusammen.
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Beweis. Wir bezeichnen das Integral auf der linken Seite mit ;. Da die
Folge f; eine Cauchy-Folge beziiglich der Supremumsnorm ist, gibt es fiir
jedes € > 0 ein kg, so dass fiir k > ko und | > ko und alle x € [a, b] gilt

€

1fe(z) = fil@)ll < 35—,

a

und wie im vorigen Beweis folgt || I, — ;|| < €. Die Folge I ist also auch eine
Cauchy-Folge und hat wegen der Vollstandigkeit von V' einen Grenzwert 1.
Auflerdem konvergiert nach Voraussetzung f; gleichméaflig gegen f. Es gibt
also fiir jedes € > 0 ein k, so dass

IL— 1l <2 o) = F@)l < 57

3(b—a)

fiir alle x € [a, b]. Daraus folgt, dass fiir alle Teilungen 7" von [a, b] und alle
zugehorigen Mengen Z von Stiitzstellen gilt

1S(fi. T, Z) — S(f.T. Z)|| < %

Laut Definition von I gibt es schliellich ein § > 0, so dass
€
HS(fvav Z) - Ik“ < 57

falls T eine Feinheit kleiner als ¢ hat. Mit der Dreiecksungleichung erhalten
wir fiir solche Teilungen T'

£ 9 €
S(f,T,.Z)-1||< -4+ =-4+=-=c¢.

Da ¢ beliebig war, folgt die Integrierbarkeit von f und

/bf(x)dx—[. O

Beispiel. Die durch

(2) = falls x = § mit teilerfremden p, g € Z, ¢ > 0,
€T) =
g 0 falls z ¢ Q

definierte Funktion g : R — R ist auf jedem kompakten Intervall [a,b] in-
tegrierbar, weil es fiir jedes € > 0 nur endlich viele x € [a,b] gibt, so dass
g(x) > €. Das Gleiche gilt fiir die Funktionen f;, = /g mit £ € N\ {0}. Die
Folge konvergiert fiir k& — oo punktweise gegen die Funktion

1, fallsx € Q,
fz) =
0 andernfalls,

die nicht integrierbar ist. <«
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9.3 Variation

Die Bewegung eines Punktes in einem Raum X wihrend eines Zeitintervalls
I kann man durch eine Abbildung f : I — X beschreiben. Wir interessieren
uns fiir die Lange des zuriickgelegten Weges.

Definition 9.4. Ist I ein Intervall, X ein metrischer Raum und f : I — X,

so setzen wir fir jede Teilung T = {to,...,tm} eines Teilintervalls [a,b] C I
= d(f(tr-), f(te)).
k=1

Wir nennen
Var? (f) = sup{V(f,T) | T ist Teilung von [a,b].}

die Variation von f iber [a,b]. Wir sagen, dass f von beschrankter Variation
ist, wenn Var’(f) < oo fiir alle a < b in I.

Wir bemerken, dass

Vail () > V(/, {a,b}) = d(f(a), [ (b))
Beispiel. Die Abbildung f : R — C sei durch

texpi wenn t # 0,

ft) = £’

0 wenn t = 0

gegeben. Nach dem Einschliefungskriterium ist %ir% f(t) =0, also ist f stetig.
_>
Es gilt

1 1 —1)* —1)kt 1 1 2
P T A T I D S S
km (k—1m km (k—Unm| kr (k=171 kn
also
1 1 1 2 o 1
V 0, —, ————, ..., — -y -
(f’{’mw’(m—l)w’ T }) WZ;]{Z
und wegen der Divergenz der harmonischen Reihe ist Vary(f) = <

Satz 9.5. Es sei X ein metrischer Raum, I ein Intervall und f: 1 — X.

(i) Sind I und J kompakte Intervalle und h : J — I monoton und bijektiv,
s0 ist fir [a,b] C J
Var?(foh) = Vari((z)) f

193



(ii) Fir alle a, b, c € I, wobei a < b < ¢ ist, gilt
Var? f + Varg f = Var© f.

(iii) Ist X =V ein K-Vektorraum, so gilt fir f, g: 1 -V und c € K
Varg(f +g) < Varg(f) + Varg(g),  Varg(c- f) = |c Varg(f).
(iv) Ist X = K", so ist f genau dann von beschrdinkter Variation, wenn

alle Koordinatenfunktionen f; von beschrdnkter Variation sind.

Beweis. (i) Ist T eine Teilung von [h(a),h(D)], so ist T" = h™}(T') eine Tei-
lung von [a,b], und ist 7" eine Teilung von |[a,b], so ist T = h(1”") eine
von [h(a), h(b)]. In beiden Fillen gilt

V(foh,T)=V(fT).

Wir haben also das Supremum der selben Menge zu bilden.
(ii) Sind 7 und T3 Teilungen von [a,b] bzw. [b,¢], so ist T = T} U T; eine
Teilung von [a, ¢/, und

V(,,T) +V(f,To) = V(,T).

Nun folgt die Behauptung dhnlich wie bei Satz 7.3.
(iii) Laut Dreiecksungleichung und Eigenschaft (i) der Norm gilt

V(f+9.T) <V(£,T)+V(g,T),  V(cf,T)=|dV(f,T).

(iv) Ist f beziiglich einer Norm auf K™ von beschrinkter Variation, so auch
beziiglich jeder dquivalenten Norm. Im Falle || . ||; ist

V(ILT) =V, T)+ ...+ V(fa, D),

und die linke Seite ist genau dann unabhéngig von T beschrénkt, wenn es
jeder Summand auf der rechten Seite ist. O

Wie schon bei Satz 7.3 bleibt die Behauptung von Satz 9.5(ii) ohne die
Voraussetzung a < b < ¢ giiltig, wenn wir fiir @ > b definieren Var®(f) =

— Vary (f).
Nun wollen wir den Begriff der Kurve®® definieren. Dabei sollen der Ein-
heitskreis S und die Hyperbel H, die als Losungsmengen der Gleichungen

4yt =1 bzw. -yt =1

gegeben sind, Beispiele von Kurven in R? sein.

50Dje lateinischen Worte linea curva und linea recta bedeuten urspriinglich ,,gekriimmter
Faden* bzw. ,gerader Faden.
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Definition 9.5. FEine einfache Kurve in einem metrischen Raum X ist eine
Teilmenge, die homdomorph zu einer Vereinigung von endlich vielen disjunk-
ten Intervallen und Kreisen ist.

Es geniigt natiirlich, jede Zusammenhangskomponente einer Kurve ein-
zeln zu studieren. Darum befassen wir uns im Folgenden mit zusammenhén-
genden Kurven. Einen Homéomorphismus f von einem Intervall I oder der
Kreislinie S auf eine zusammenhédngende Kurve nennt man Parametrisie-
rung der Kurve. Man kann sie als stetige injektive Abbildung in den Raum
X auffassen. Im ersten Fall sprechen wir von einer offenen, im zweiten Fall
von einer geschlossenen Kurve. Aus Folgerung 8.9 und Satz 8.14 ergibt sich:

Folgerung 9.1. Jede stetige injektive Abbildung von S oder einem kompak-
ten Intervall I in einen metrischen Raum ist eine Parametrisierung einer
zusammenhdngenden einfachen Kurve.

Die Abbildung in dem Beispiel am Anfang des Abschnitts parametrisiert
eine einfache offene Kurve.

Aus der Transitivitit der HomGomorphie und den Séatzen 5.5 und 5.7
erhalten wir:

Folgerung 9.2. (i) Sind f : I — X und g : J — X Parametrisierungen
der selben offenen Kurve, so gibt es eine monotone bijektive Abbildung
h:I—J,sodass f=goh.

(i) Ist g : J — X eine Parametrisierung einer offenen Kurve, I ein Inter-
vall und h : I — J eine monotone bijektive Abbildung, so ist auch goh
ewne Parametrisierung dieser Kurve.

Man nennt A eine Umparametrisierung.

Die Bahn der Bewegung eines Massenpunktes, dessen Position zum Zeit-
punkt ¢ durch f(t) gegeben ist, braucht keine einfache Kurve zu sein, weil f
nicht injektiv sein muss. Darum definiert man noch einen weiteren Kurven-
begriff, wobei wir uns der Einfachheit halber auf offene Kurven beschréanken.

Definition 9.6. E's sei X ein metrischer Raum.

(i) Zwei auf Intervallen definierte stetige Abbildungen f: 1 — X und g :
J — X heiffen dquivalent, wenn es eine monotone bijektive Abbildung
h:1— J gibt, so dass f = goh.

(ii) Unter einer offenen Kurve in X wverstehen wir eine Aquivalenzklasse
von solchen Abbildungen, und jeden Reprdsentanten mnennen wir eine
Parametrisierung der Kurve.
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(iii) Wird eine Kurve C' durch eine Abbildung f : |a,b] — X parametrisiert,
so nennen wir Var(f) die Liange von C. Eine Kurve, bei der jedes
kompakte Teilstiick eine endliche Linge hat nennt man rektifizierbar®!

Die beschriebene Relation ist tatséchlich eine Aquivalenzrelation. Wegen
Satz 9.5(i) hingt die Lénge einer Kurve nicht von der Parametrisierung ab.

Nun kénnen wir zu jeder Metrik d die zugehorige innere Metrik d* auf dem
selben metrischen Raum X definieren: Fiir zwei Punkte x und y ist d*(x,y)
das Infimum der Léangen aller Kurven, die durch Wege von x nach y in X
parametrisiert werden. Eigenschaft (i) ist offensichtlich, Eigenschaft (ii), also
die Dreiecksungleichung, folgt aus Satz 9.5(ii), und Eigenschaft (iii) aus der
Eigenschaft d*(z,y) > d(x,y). Liegen = und y in verschiedenen Wegzusam-
menhangskomponenten, so ist d*(x,y) = co. Im Spezialfall der Erdoberfliche
erhalten wir den Abstand in Luftlinie.

Satz 9.6. Ist V ein endlichdimensionaler Vektorraum (oder affiner Raum)
und f:[a,b] =V stetig sowie auf |a,b| stetig differenzierbar, so gilt

Vard / T

wobei auf beiden Seiten die selbe Norm zu benutzen ist.

Dabei ist auf der rechten Seite das uneigentliche Integral gemeint, das
notfalls als uneigentlicher Grenzwert definiert ist, also auch den Wert oo
haben kann. Dies geschieht bei der Kurve im Beispiel am Anfang dieses
Abschnitts fiir 0 = a < b. Ein kompaktes Teilstiick dieser Kurve ist also
genau dann rektifizierbar, wenn es nicht den Ursprung enthalt.

Beweis. Zunéchst sei f auf ganz [a, b] stetig differenzierbar. Es sei ¢ > 0.
Da f’ nach Satz 8.21 gleichméflig stetig ist, gibt es ein d; > 0, so dass
fir u, v € [a,b] mit |u —ov| < § gilt ||f'(u) — f'(v)]] < 3y Nun sei
T = {to,...,tn} eine Teilung von [a,b] mit einer Feinheit kleiner als §; und
dazu Z = {z,..., 2} eine Menge von Stiitzstellen. Nach Satz 9.2 gilt

)~ )~ e~ ) = [ (0~ e

tk—1

Mit der Dreiecksungleichung und Satz 9.1(iv) folgt

1f (tx) = f (o) | = (te — te—n) L (zi) ]
<1 f(te) = fte1) — (b — ta) [/ (20

g/kwﬂﬂ—fMMﬁ§§@;5W—%l)

tk—1

51Das lateinische Wort rektificare bedeutet ,,gerade machen“ oder ,strecken.
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Durch Summation ergibt sich

V(£.T) = SUIfFN.T, 2)| <

DO ™

Nach Definition des Integrals gibt es ein do > 0, so dass

s1.7.2) - [ 17 @)

€
<§,

wenn die Feinheit von T kleiner als ds ist. Ist sie kleiner als § = min{dy, do },
so folgt mit der Dreiecksungleichung

< e

v - [l

Ist T" eine beliebige Teilung, so gibt es eine Verfeinerung 1" O T” mit einer
Feinheit kleiner als 6, und V(f,T) > V(f,T"). Also ist Var’(f) gleich dem
Supremum iiber alle Teilungen mit einer Feinheit kleiner als ¢, und es folgt

<e.

b
Varl (f) — / 1/ ()] de

Da ¢ beliebig war, folgt die Behauptung.

Nun kommen wir zum allgemeinen Fall. Fiir ¢ < o < 8 < b gilt nach Satz 9.5(ii)
Var? f < Var? £,
und die linke Seite ist monoton wachsend in S und monoton fallend in «. Daraus folgt

lim i Bf<vaf.
arato B_%H_OVara J < Var f

Angenommen, die linke Seite, die wir mit ¢ bezeichnen, sei kleiner als die rechte Seite, also
insbesondere verschieden von co. Dann gibt es eine Teilung T von [a, b], so dass

V(f,T) > c

Wir kénnen annehmen, dass 77 = T\ {a, b} nicht leer ist, und setzen o = min7T” sowie
B = maxT’. Dann gilt

V(£,T)=V(£,T) +[1f(a) = f@)ll + [£(b) = f(B)]-

Wegen der Stetigkeit von f gibt es ein § > 0, so dass die Summe der letzten beiden Terme
kleiner als V(f,T) — c ist, falls @« —a < § und b — 8 < ¢ ist. Wir kénnen annehmen, dass
diese Voraussetzung erfiillt ist, weil das Bewiesene richtig bleibt, wenn wir zu 7" Punkte
hinzufiigen. Dann folgt

V(f, T") > c.

197



Andererseits ist wegen der Monotonie
Var) (f) < e,

und beides zusammen widerspricht der Definition der Variation als (kleinster) oberer
Schranke. Somit war unsere Annahme falsch, und aus der resultierenden Gleichheit und
der Definition uneigentlicher Integrale ergibt sich die Formel im Satz durch Grenziiber-
gang. O

Beispiel. Fiir die durch
f(t) = expit
definierte Funktion f : R — C erhalten wir

Varl f =b—a.

Somit hat der Einheitskreis den Umfang 27, und das Bogenmafl von Winkeln
ldsst sich nun mathematisch korrekt behandeln, was wir bei der Einfithrung
der Winkelfunktionen in Abschnitt 5.3 noch aufgeschoben hatten. <«

Man beachte, dass eine Funktion von beschrinkter Variation nicht stetig zu sein
braucht.

Satz 9.7. Es sei I ein Intervall. Eine Funktion f : I — R ist genau dann von beschrinkter
Variation, wenn es eine monoton wachsende Funktion g und eine monoton fallende Funk-
tion h auf I gibt, so dass f = g+ h.

Beweis. Ist g monoton wachsend und A monoton fallend, so gilt offenbar
Varg(9) = g(b) — g(a),  Varg(h) = h(a) — h(b),

und nach Satz 9.5(iii) ist g + h von beschrinkter Variation.
Ist umgekehrt f von beschriankter Variation und a € I, so ist

g(t) = Vary(f)

monoton wachsend, denn fiir s < ¢ in I gilt nach Satz 9.5(ii)

g(t) — g(s) = Varl(f) > 0.

Genauer gilt
Var,(f) > [f(t) = f(s)| = f(t) = f(s)-
Setzen wir also h = f — g, so folgt h(s) > h(t). O

Diese Idee ist auch fiir rektifizierbare Kurven C' in beliebigen metrischen Réumen
X von Nutzen. Ist f : I — X eine Parametrisierung und a € I, so ist g(t) = Var’,(f)
monoton wachsend. Gilt fiir zwei Zahlen u, v € I die Gleichheit g(u) = g(v), so gilt
auch f(u) = f(v). Somit gibt es eine Abbildung h : J — X, so dass hog = f, wobei
J = g(I). Man nennt h eine natiirliche Parametrisierung von C, weil fiir beliebige s, t € J
gilt Vart(h) =t —s. Ist h: J eine weitere natiirliche Parametrisierung, so gibt es Zahlen
ce{1,—1} und d € R, so dass h(s) = h(cs + d) fiir alle s € J.
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10 Differentiation von Funktionen mehrerer
Variablen

10.1 Definition der Ableitung

Héaufig héngt eine Gréfe von mehreren anderen ab. Deshalb benétigt man
den Begriff der Ableitung von Funktionen mehrerer Variablen. Tatséchlich
gibt es verschiedene Versionen dieses Begriffs.

Es sei wieder K = R oder K = C. Wir betrachten Funktionen, deren
Definitionsbereich D eine Teilmenge von K™ ist. Durch Einschrinkung erhélt
man Funktionen von einer Variablen und kann die bekannten Begriffe iiber-
tragen.

Definition 10.1. Es sei D eine Teilmenge von K™ und a € D. Die partielle
Ableitung einer Funktion f : D — K™ nach dem j-ten Argument an der
Stelle a ist die Ableitung der partiellen Funktion einer Variablen

ZTj = f(alu"ﬂa’j*l’q;j’a-ﬂrl"”7an>

an der Stelle a;. Wir bezeichnen sie mit 6;f(a). Wenn sie existiert, heifst f
an der Stelle a partiell differenzierbar nach dem j-ten Argument.

Schreiben wir z; = a; +t, so erhalten wir

5 ) — tim L0 10) =S (@

t—0 t

?

wobei e; € K™ der j-te Vektor der Standardbasis ist. Damit §; f(a) definiert
ist, muss insbesondere a ein Haufungspunkt von {a +te; € D |t € K} sein.
Man kann die j-te partielle Ableitung als Funktion auf der Menge aller
Stellen betrachten, an denen sie existiert, und erhélt eine Funktion ¢; f, die
traditionell als
of

dz;

bezeichnet wird, wobei das j-te Argument immer mit der selben Variablen
bezeichnet werden muss.5?

Beispiel. Es sei K = Rund f(z) = /23 + ...+ 22. Dann ist fiir z € R™\ {0}

1 _1

Ly

fzx)

52Der Buchstabe 0 ist iibrigens ein kursives kyrillisches d.
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Héufig hdngt eine Grofle nicht von Skalaren ab, sondern von einem Vek-
tor oder einem Punkt. Man kann zwar in einem Vektorraum Koordinaten
einfithren, aber dies ist willkiirlich und der Begriff der partiellen Ableitung
dann unnatiirlich.

Definition 10.2. Es set D eine Teilmenge eines K-Vektorraumes V' und
W ein weiterer K - Vektorraum. Die Richtungsableitung® einer Funktion f :
D — W beziiglich eines Vektors v € V an der Stelle a € D st

5. () — tim L1 10) = fla)

t—0 t

Offensichtlich gilt dy, f(a) = td,f(a) fur ¢ € K. Damit 6, f(a) definiert
ist, muss insbesondere a ein Haufungspunkt der Menge {a +tv € D | t €
K} sein. Im Fall V' = K" sind die partiellen Ableitungen nichts Anderes
als die Richtungsableitungen beziiglich der Vektoren der Standardbasis. Im
Spezialfall V' = K ist 0, f(a) = f'(a), wobei man den Index 1 als Vektor in
R interpretieren kann.

Beispiel. Es sei f wie im vorigen Beispiel und v = (vy,...,v,). Dann ist

Oy f(x) die Ableitung von

V(e +to)2 + .+ (2, + t,)?

als Funktion von ¢ an der Stelle 0, also gilt fiir x # 0

T+ +xi)_%(2mlvl + ...+ 2z,0,) =

mit dem Skalarprodukt (., .) aus Abschnitt 8.1. <

Wir erinnern uns, dass die Ableitung einer Funktion f einer Variablen
den Anstieg der Tangente an den Graphen angibt. Die Tangente mit der
Gleichung y = f(a) + f'(a)(z — a) ist der Graph einer linearen Funktion.
Bezeichnet man die Abweichung der Funktion f von dieser Linearisierung
mit r(x — a), ist also

f(@) = fla) + f'(a)(z — a) + r(z —a),

so gilt
T(;__;) = f@; — i(a) — f'(a) >0 (x> a).

53fiir unendlichdimensionales V' auch Variation genannt. Unsere Schreibweise 6, f ent-
stammt der Variationsrechnung.
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Mit der Substitution z = a + v werden diese Gleichungen zu

fla+v) = f(a)+ f'(a)v +r(v), @%O (v —0).

In der Leibnizschen Schreibweise

ar _

2~

wurden die Differentiale als unendlich kleine Groflen betrachtet, und man
schrieb auch

df = f'(a) du.

Man kann dieser Gleichung einen korrekten Sinn geben, indem man dx als
unabhéngige Grofie betrachtet (die man dann besser mit einer einzelnen Va-
riablen wie v bezeichnen sollte), die reelle Werte annehmen kann und von
der df proportional abhéngt.

Dies kann man auf Abbildungen zwischen Vektorrdumen und sogar zwi-
schen affinen Rédumen verallgemeinern. Der Begriff der Proportionalitét ist
dabei durch den der Linearitit zu ersetzen. Im affinen Fall miisste man x —a
als at schreiben. Bequemer ist die letzte Schreibweise mit einen Vektor v.

Definition 10.3. FEs seien V und W endlichdimensionale K -Vektorrdiume,
D eine Teilmenge von V und a ein innerer Punkt von D. Eine K-lineare
Abbildung | : V' — W heifit Differential einer Funktion f: D — W an der
Stelle a, wenn mit der Schreibweise

fla+v) = fla) +1(v) +r(v)

qilt

Die Funktion f heifst K-differenzierbar an der Stelle a, wenn ein K -lineares
Differential von f an dieser Stelle existiert.

Bemerkung. Da nach Satz 8.20(i) alle Normen auf V' wie auch auf W &qui-
valent sind, héngt die Differenzierbarkeit nicht von der Wahl der Normen
ab. Das so genannte Restglied r ist eindeutig bestimmt, denn man kann die
obige Gleichung nach ihm auflésen. Es misst den Fehler bei der Ndherung der
Funktion f(a+wv) durch die Linearisierung f(a)+{(v). In der linearen Algebra
wird gezeigt, dass der Graph der letzteren Abbildung ein affiner Unterraum
von V' x W ist.

201



Wir konnten natiirlich nicht mehr durch v dividieren, aber die neue Be-

dingung wird im Spezialfall V' = K zu r(v)/|v] = 0 (v — 0), was dquivalent
zur alten Bedingung r(v)/|v| — 0 (v — 0) ist.
Bemerkung. Jede C-lineare Abbildung zwischen C-Vektorraumen ist R-linear
als Abbildung zwischen den unterliegenden R-Vektorrdaumen. Somit ist jede
C-differenzierbare Abbildung auch R-differenzierbar mit dem selben Diffe-
rential.

Bemerkung. Ist f an der Stelle a differenzierbar, so ist f an dieser Stelle
wegen 7(v) — Oy (v — Oy ) auch stetig. AuBlerdem existieren dort die Rich-
tungsableitungen beziiglich aller Vektoren v € V', denn weil a ein innerer
Punkt von D ist, ist f(a+ tv) ist fiir ¢ in einer Umgebung der Null definiert,

und
r(tv)
t

10 gy B ) g

= 1(v),

was fiir v = Oy offensichtlich ist, wahrend fiir v # Oy nach Definition gilt

(tv)

r(tv)|
[#v]]

o P s g,

Somit ist das Differential von f an einer Stelle a eindeutig bestimmt, und
wir bezeichnen es mit

[ =df(a).

Aus ihm ergeben sich die Richtungsableitungen als

6uf(a) = df (a)(v).

Umgekehrt folgt aus der Existenz der Richtungsableitungen und einer linea-
ren Abbildung [ mit der Eigenschaft o, f(a) = [(v) fir alle v € V" aber nicht
die Differenzierbarkeit an der Stelle a!

Bemerkung. Eine Abbildung f : D — K™ ist genau dann differenzierbar an
der Stelle a, wenn alle ihre Koordinatenfunktionen an dieser Stelle differen-
zierbar sind.

Sind némlich die Koordinatenfunktionen f; differenzierbar, so gibt es li-
neare Abbildungen [; : D — K, so dass

fila+v) = fi(a) + L) +75(v) = 7n|]|‘1(f|)|)—>0(v—>0v).

Setzen wir [(v) = (LL(v),...,ln(v)), so ist r(v) = (r1(v),...,7m(v)), und
die Existenz des Grenzwertes in der Definition folgt wie in Lemma 9.1. Die
Umkehrung zeigt man analog.
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Allgemeiner kann man Abbildungen in Produktrdume betrachten, deren
Faktoren an Stelle von K selbst Vektorrdume sind. Der Einfachheit betrach-
ten wir nur den Fall m = 2, also W = Wj x Wy, Zur Nummerierung der
Faktoren benutzen wir hier romische Zahlen, denn im Fall W = K™ kénnten
sie durch Zusammenfassung mehrerer Faktoren K entstehen, so dass man
beide Nummerierungen gleichzeitig betrachten muss. Mit der Bezeichnung

f(z) = (filz), fu(z))  gilt dann  df (a) = (dfi(a), dfu(a)).
Bemerkung. Im Falle V = K™ ist
() =l vier + ... +vpen) = le)vr + ...+ Uen)vn,
also mit den obigen Bezeichnungen

df (a)(v) = 61 f(a)vy + ... + dpf(a)v,.
Traditionell schreibt man
of of
df—a—xldxl—i—...-l—a—%
wobei meist vorausgesetzt wird, dass f an jeder Stelle a von D differenzierbar
ist, und die Abhéangigkeit von a weggelassen wird.

Allgemeiner kann man als Definitionsbereich einen Produktraum betrach-
ten, dessen Faktoren an Stelle von K selbst Vektorrdume sind. Der Einfach-
heit halber betrachten wir nur den Fall n = 2, also V' = V; x V{1 und darin eine
Stelle a = (ay, ary). Dann haben wir partielle Funktionen xy — f (1, arr) und
xr — f(ar, xyp). Thre Differentiale nennt man partielle Differentiale von f;
wir bezeichnen sie mit

8If(a):‘/1_>W> GIIf(G)ZVH—>W
Fiir v = (v, o) € V gilt dann

df (a)(v) = 0uf(a)(vr) + O f(a)(vn),
und zur Unterscheidung nennt man df traditionell das totale Differential
von f.
Bemerkung. Ist sowohl der Definitionsbereich V' = K™ als auch der Zielbe-
reich W = K™, so kénnen wir die letzten Bemerkungen kombinieren und
erhalten

dx,,

df1 (CL) ('U) = 61f1 (CL)Ul -+ 62f1 (CL)UQ + ...+ 5nf1 (CL)’Un,
dfz(a)(v) = d1fa(a)vr + b2 fa(a)vg + ... + dn fa(a)vn,

dfm(a)(v) = 61 fm(a)vy + Sz fr(a)va + ... 4 0y frn(@)Up.
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Schreiben wir die Elemente von V' und W als Spaltenvektoren, so erhalten
wir die iibersichtliche Schreibweise

fi(z) o1fila) ... dnfi(a) U1
fley=1 + |, df(av= : : :
fm(2) O fm(a) ... Onfm(a) Up,

Die m x n-Matrix auf der rechten Seite nennt man die Funktionalmatriz oder
Jacobi-Matriz von f an der Stelle a. Wenn man sie mit f’(a) bezeichnet, so
gilt die selbe Formel wie im Fall n = 1, nur dass die Multiplikation jetzt die
von Matrizen ist. Abstrakte Vektorrdume V und W muss man erst durch
Wahl von Basen mit K™ bzw. K™ identifizieren, um eine Jacobi-Matrix zu
erhalten, die dann natiirlich von der Wahl der Basen abhéngt.

Satz 10.1. Ist D C K™, W ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und
hat f : D — W in einer Umgebung eines inneren Punktes a von D beziiglich
aller Argumente partielle Ableitungen, die an der Stelle a stetig sind, so ist
f an dieser Stelle differenzierbar.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass die K-lineare Abbildung
() = > 0 ()
j=1

das K-lineare Differential von f an der Stelle a ist.

Zunichst sei K = R. Durch Wahl einer Basis konnen wir annehmen, dass
W = R™ ist, und nach einer obigen Bemerkung geniigt es, den Fall W = R
zu betrachten. Laut Definition einer Umgebung gibt es ein 7y > 0, so dass
die partiellen Ableitungen von f auf der ny-Umgebung von a definiert sind.
Fiir v € R™ mit ||v]| < no liegen die Punkte

ag = a, Q1 =09+ V€1, Q9 = a1+ V€2, ..., Qpn = Gpn_1 + Up€y

in U,,(a), ebenso die Verbindungsstrecken [a;_1, a;]. Wenden wir den Mittel-
wertsatz der Differentialrechnung auf f(a;_;+te;) als Funktion von ¢ € [0, v;]
an, so erhalten wir ein b; € [a;_1, a;], so dass

flaj) — flaj—1) = 6;f(b))v;.

Durch Summation ergibt sich
fla+v) = fla) = 6;f(b)v;, (14)
j=1
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wobei die Punkte b; von v abhéngen, aber immer gilt ||b; —al| < ||v||. Wegen
der Stetigkeit der partiellen Ableitungen gibt es fiir jedes € > 0 ein 5 € ]0, 7],
so dass fur ||z — a]| < n gilt

10;f(x) —0,;f(a)] <e.

Ist ||v]| < 7, so gilt dies insbesondere fiir x = b;, also ist nach der Dreiecks-
ungleichung

[f(a+v) = fla) = I(v)] < Z [(8;£(b)) = 6, (a))v;| < ellv]]s.

Wir kénnen annehmen, dass ||. || = ||. ||;. Da ¢ beliebig war, folgt

[fla+v) = fla) = I(v)]

o]

— 0 (v—0y).

Im Fall K = C ist jede reelle Richtungsableitung gleich der komplexen
Richtungsableitung beziiglich des selben Vektors, und es gilt d;,f = id,f.
Darum ergibt sich die selbe Abbildung [, wenn wir statt der Standardbasis
von C" die reelle Basis (e, ieq, ..., ey, ie,) des unterliegenden reellen Vektor-
raums benutzen. Sind die komplexen partiellen Ableitungen an der Stelle a
stetig, so gilt das auch fiir die reellen. Somit folgt die Behauptung aus dem
Bewiesenen. ]

Definition 10.4. Es seien V und W Vektorrdme iiber K und U eine offene
Teilmenge von V. FEine Abbildung f : U — W heifit K-differenzierbar, wenn
sie es an jeder Stelle von U ist, und sie heifst stetig K -differenzierbar, wenn
sie differenzierbar ist und die Funktion df : U — Hom(V, W) stetig ist.

Aus Satz 10.1 und dem vorher erwéhnten Zusammenhang zwischen tota-
lem Differential und partiellen Ableitungen erhalten wir:

Folgerung 10.1. Sind alle partiellen Ableitungen von f auf der offenen Teil-
menge U C R™ stetig, so ist f auf U stetig differenzierbar.

Beispiel. Es seien U, V und W endlichdimensionale Vektorrdume sowie
f:UXV =W

eine bilineare Abbildung. Wir behaupten, dass diese Abbildung stetig diffe-
renzierbar ist und ihr Differential an einer Stelle (a,b) € U x V gegeben ist
durch

df (a,b)(u,v) = f(u,b) + f(a,v).
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Im Beweis von Satz 9.1(ii) hatten wir gesehen, dass ein ¢ > 0 existiert, so
dass || f(u,v)|| < c||ul|||v]. Verwenden wir auf U x V die Norm ||(u,v)|| =
Vu||? 4 ||v]|?, so gilt nach der Ungleichung zwischen dem arithmetischen
und dem geometrischen Mittel der Zahlen ||u||*> und [|v]|?, dass

1
ol < 5w, v},

und die Bedingung

r(u,v)
—_— OW (u, U) — (OU,O\/)
(OIS )
folgt wegen r(u,v) = f(u,v). <
Unter einem Operator versteht man eine Abbildung, deren Definitions-
und Zielbereich Mengen von Funktionen sind. In der Physik sind folgende
Differentialoperatoren von Bedeutung.

Beispiel. Ist auf einem reellen Vektorraum V' ein Skalarprodukt gegeben und
die skalarwertige Funktion f auf D C V an der Stelle a € D differenzierbar,
so ist der Gradient grad f(a) € V' charakterisiert durch

(grad f(a),v) = df (a)(v)

fiir alle v € V. Im Fall V' = R" mit dem Standardskalarprodukt erhalten wir

o1f(a)
grad f(a) = :
dnf(a)
Mit Hilfe des Nabla-Operators
01
v=|:
On

schreibt man dies symbolisch in der Form grad f = Vf. <«

Beispiel. Ist X ein Vektorfeld auf D C R”, also X : D — R", das an der
Stelle a € D differenzierbar ist, so definiert man die Divergenz div X (a) € R
durch

div X(a) =6 X1(a) + ...+ 0,X,(a).

Dies driickt man auch symbolisch durch div X = (V, X) aus. <«
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Beispiel. Ist ein Vektorfeld X auf D C R? an der Stelle a € D differenzierbar,
so definiert man die Rotation rot X (a) € R? durch

92 X3(a) — 63 Xz(a)
rot X (a) = | §3X1(a) — 61 X3(a)
51X2((l> — 52X1 ((l)

Dies driickt man symbolisch durch rot X =V x X aus, wobei x das Vektor-
produkt bezeichnet. <«

Fiir den Beweis der Ableitungsregeln ist eine Vorbetrachtung nétig. Be-
zeichnen wir die rechte Seite der Gleichung (14) im Beweis von Satz 10.1 mit
fla+v)(v), so gilt )

f(@) = f(a) = f(z)(z — a),
und im Fall n = 1 ist f(z) nichts anderes als der Differenzenquotient. Ein
solcher verallgemeinerter Differenzenquotient existiert immer, ist aber im All-
gemeinen nicht eindeutig bestimmt.

Lemma 10.1 (Carathéodory). Es seien V und W endlichdimensionale Vek-
torrdume und a ein innerer Punkt einer Teilmenge D C V. Eine Abbildung
f: D — W ist genau dann an der Stelle a differenzierbar, wenn eine Abbil-
dung

f: D — Hom(V, W)

existiert, die an der Stelle a stetig ist, so dass

f(x) = fla) + f(z)(z — a).

Beweis. Angenommen, f existiert. Setzen wir [ = f (a), so gilt
r() = (fla+v) = f(a))o,  |r@)l < |[fla+v) = f@)]ll]

im Sinne von Definition 8.20, und aus der Stetigkeit von f an der Stelle a
folgt
()l — 0 (v — 0y),
o]
also ist f an der Stelle a differenzierbar.

Nun sei umgekehrt f an der Stelle a differenzierbar mit Ableitung [. Wir
kénnen annehmen, dass ||v]|> = (v, v) fiir ein Skalarprodukt auf V. Im Fall
K = C ist dieses iibrigens nur beziiglich des ersten Arguments linear, aber
beziiglich des zweiten Arguments semilinear, d. h. (u,av) = a(u,v), und es
gilt (v,u) = (u,v). Fiir u, v € V mit der Eigenschaft a + v € D setzen wir

(u, v)
Fla+v)(u) = l(u) + Bk r(v), wenn v # Oy,

l(u), wenn v = Oy .
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Dann ist f(a +v) € Hom(V, W) und

fla+v)(v) =1(v) +r(v) = fla+v) = f(a).
AuBlerdem gilt fiir v # Oy

(Flatv) - F@)w) = %),

also nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

(vl

o]

I(f(a+v) = fla) ()] <

[l

Laut Definition der Norm einer linearen Abbildung folgt

(vl

ol

If(a+v) = fla)ll <

also ist f an der Stelle a stetig. ]
Nun verallgemeinern wir die Satze 6.1 und 6.2 samt ihren Beweisen.
Satz 10.2. FEs seien U, V und W Vektorriume 1iber K.

(i) Ist D CV und sind f, g : D — W an der Stelle a € D differenzier-
bar, so ist auch f + g an der Stelle a differenzierbar, und es gilt die
Summenregel

d(f +g)(a) = df(a) + dg(a).

(i) Bs sei D C U, E C V. Ist f: D — E an der Stelle a € D und
g: E — W an der Stelle b = f(a) € E differenzierbar, so ist go f an
der Stelle a differenzierbar, und es gilt die Kettenregel

d(g o f)(a) = dg(b) o df (a).

Beweis. (i) Nach Lemma 10.1 existieren Abbildungen f,5:D— Hom(V, W),
die an der Stelle a stetig sind, so dass fiir v € V mit der Eigenschaft a+v € D
gilt

fla+v) = fla)+ flat+v)(v),  gla+v)=gla)+glatv)(v),

also
fla+v)+g(a+v) = fla)+ g(a) + (fla+v) + Gla+v)) (v).
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Eine Abbildung D — Hom(V, W) x Hom(V, W) ist genau dann stetig, wenn
ihre Komponenten D — Hom(V, W) stetig sind, und nach Satz 8.8 ist die
Addition Hom(V, W) x Hom(V, W) — Hom(V, W) Lipschitz-stetig. Die Ab-
bildung f:t/g — f+ g ist also an der Stelle a stetig, und sie hat dort den
Wert df (a) + dg(a). Nun folgt die Behauptung nach Lemma 10.1.

(ii) Diesmal ist f : D — Hom(U,V), § : E — Hom(V, W), und

—_~—

g(fla+u) = g(f(a) + fla+u)(w) = g(f(a)) +go fla+u)(u),

wobei
go flatu)=g(f(a)+ fa+u)(u) o fla+u).

Nach Satz 8.8 ist die Verkettung Hom(V, W) xHom(U, V') — Hom(U, W) eine
stetige Abbildung. Auflerdem ist v — g(f(a) + f(a + u)(w)) nach Satz 8.11

—_~—

an der Stelle Oy stetig. Es folgt, dass g o f an der Stelle a stetig ist und den
Wert g(f(a)) o f(a) hat. Die Behauptung folgt wieder mit Lemma 10.1. [J

Dass im Satz keine Produktregel auftaucht, ist kein Versehen, denn sie
folgt aus der Kettenregel und der Formel fiir die Ableitung einer bilinearen
Abbildung ¢ : Vi x Vi1 — W. Sind f; : U — Vf und fi1 : U — V41 an einer
Stelle a differenzierbar, so gilt dies auch fiir die durch f(z) = (fi(x), fu(x))
definierte Abbildung f: U — Vi x Vi1. Nun folgt

d(g o f)(a)(u) = g(dfi(a)(u), fu(a)) + g(fi(a), dfu(a)(w)).

Wir benotigen auch keine neue Quotientenregel, weil 1/ f nur fiir skalar-
wertige Funktionen f definiert ist und als Verkettung von f mit der Kehr-
wertfunktion angesehen werden kann.

Folgerung 10.2. Fiir eine offene Menge D von K™ ist jede Abbildung D —
K™ differenzierbar, deren Koordinatenfunktionen auf D durch Terme gegeben
sind, in denen nur arithmetische Operationen und differenzierbare Funktio-
nen vorkommen.

Die Differentialrechnung entstand aus den Bediirfnissen der Newtonschen Mechanik.
Diese findet allerdings nicht in einem Vektorraum, sondern einem affinen Raum Statt.

Definition 10.5. Sind X und Y affine Riume mit den zugehorigen Vektorrdumen von
Translationen V' bzw. W, so heifit g : X — Y affine Abbildung, wenn es eine lineare
Abbildung 1 : V. — W gibt, so dass fir allea € X undv € 'V gilt

gla+v) = g(a) +1(v).
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In dieser Situation werden durch Normen auf V' und W Metriken d bzw. e auf X und
Y definiert. Ist D C X, so kann man die Richtungsableitung einer Funktion f : D — Y
beziiglich v € V' an einer Stelle a € D als Element von W definieren:

b0 (a) = lim + F(@)f(a+ ).

Das Differential df (a) € Hom(V, W) ist charakterisiert durch

fla)f(a+wv)=df(a)(v) +r(v), wobei r) = O (v — 0y).

o]
Betrachtet man die durch
gla+v) = f(a) + df (a)(v)
gegebene affine Abbildung g : D — W, so kann man dies auch durch

e(f(x), 9(x))

(. a) -0 (x —a)

ausdriicken, d. h. f wird in der Umgebung von a durch die affine Abbildung g angenéhert.
In den obigen Bezeichnungen gilt iibrigens dg(a) = [ fiir jedes a € X.

10.2 Hohere Differentiale

Es seien V und W endlichdimensionale Vektorrdume iiber K € {R,C}. Wir
betrachten wieder Abbildungen f von Teilmengen D von V in den Vektor-
raum W. Dabei soll die Bezeichnung f nicht nur die Zuordnung, sondern auch
den Definitionsbereich festlegen. Das Differential einer beliebigen Funktion
f D — W ist eine Funktion df : D; — Hom(V, W), wobei D; die Menge
der inneren Punkte von D ist, in denen f differenzierbar ist, was auch die
leere Menge sein kann. Insbesondere ist Dy C D. Bezeichnet F(V, W) die
Menge der Funktionen auf Teilmengen von V' mit Werten in W, so definiert
das Differential eine Abbildung

d: F(V,W) — F(V,Hom(V, W)).

Diese konnen wir auch mehrmals anwenden. So erhalten wir z. B. das zweite
Differential
d*f : Dy — Hom(V, Hom(V, W))

In Analogie zu Definition 6.7 legen wir fest:

Definition 10.6. Wir definieren das k-te Differential der Abbildung f re-
kursiv durch

df=f  df=d(d"f).
FEine Abbildung f heiffit k-mal differenzierbar an der Stelle a, wenn a zum
Definitionsbereich Dy, von d* f gehort.
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Eine Abbildung heift unendlich oft>* differenzierbar an der Stelle a, wenn
sie fiir jede natiirliche Zahl k an dieser Stelle k-mal differenzierbar ist.

Fine Abbildung heifst k-mal differenzierbar, wenn dies an jeder Stelle ihres
Definitionsbereichs der Full ist. Sie heiffit k-mal stetig differenzierbar, wenn
aufferdem thre k-te Ableitung stetig ist.

Man beachte, dass im letzteren Fall ihre Ableitungen kleinerer Ordnung
als k differenzierbar, also ebenfalls stetig sind. Im Allgemeinen haben die
Ableitungen verschiedener Ordnung Definitionsbereiche

D=Dy>Dy 2Dy D...

Wegen der Assoziativitidt der Verkettung gilt fiir beliebige natiirliche Zahlen
k und [

dk:-Hf — dl(dkf),
und eine Abbildung ist an einer Stelle genau dann k + [-mal differenzierbar,
wenn sie an dieser Stelle k-mal differenzierbar ist und ihr k-tes Differential
an dieser Stelle [-mal differenzierbar ist.

Statt d*f(a)(u)(v) schreiben wir d?f(a)(u,v), was bilinear von u, v € V.
abhéngt. Anstelle von df (x) kann man auch die Abbildung z — df(z)(v) =
0, f () fiir festes v in Richtung eines Vektors u ableiten und erhélt nach der
Produktregel d(df)(a)(u)(v). Somit ergibt sich

d2f(a)(u7 U) - 5u5vf(a)

Analog ist das dritte Differential d°f(a) eine trilineare Abbildung V3 — W
usw. Allgemein nennen wir eine Abbildung V¥ — W multilinear, wenn die
partiellen Funktionen, die beim Festhalten aller Argumente bis auf eines ent-
stehen, linear sind. Die multilinearen Abbildungen V¥ — W bilden einen
endlichdimensionalen Vektorraum, den wir einmal mit Mult®(V, W) bezeich-
nen wollen, auch wenn das nicht allgemein iiblich ist. Auflerdem setzten wir
Mult’(V, W) = W.

Wir betrachten d*f(a) als Element von Mult*(V, ). Nach der rekur-
siven Definition ist dann d**'f(a) € Mult"(V, Hom(V,W)), was wir aber
mit Mult"™ (V, W) identifizieren konnen. Nun ergibt sich durch vollstindige
Induktion

d*fla)(vi,...,v8) = 8y -+ 0y, f(a).
Ist V.= K™, so gilt fiir u= (uq,...,u,) und v = (vq,...,vy)

d?f(a)(u,v) = Z 3;0; f (a)u;v;.

ij=1

Sdrichtiger wire , beliebig oft“
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Allgemeiner erhalten wir fiir Vektoren v; = (v;1,...,v;,) € K"

d fla)(or,.. o) = Y Gy G f(a)vrg, vk, (15)

81y ey bp=1
In traditioneller Schreibweise wéare das fiir n = k = 2 und vy = vy

0 f 0 f 0 f 0 f
df == da? dryd dzo d —= dzl.
/ or? Tt 01101, 102 + 01901, T2 01 + 03 2
Ist W = K™, so ist eine Abbildung f : D — W genau dann k-mal an
der Stelle a differenzierbar, wenn dies fiir ihre Koordinatenfunktionen f; gilt,

und dann ist

d* f(a) = (d*fi(a),....d" fula)) : V¥ — K™

Eine analoge Aussage gilt fiir Zerlegungen W = W x Wiy.

Beispiel. Jede bilineare Abbildung b : Vi x Vi1 — W zwischen endlichdimen-
sionalen Vektorrdumen ist unendlich oft differenzierbar, und es gilt fiir a, u,
veV = ‘/I X ‘/H

db(a)(u) = b(ur, arr) + b(ar, un),
d*b(a) = b(ur, vrr) + blvr, ur).

Da d?b(a) nicht von a abhingt, verschwindet d*b fiir k > 2. <
Satz 6.9 und Satz 6.10(i) iibertragen sich problemlos.

Satz 10.3. Es seien U, V und W endlichdimensionale Vektorriume tiber K.

(i) Ist D CV und sind f, g : D — W an der Stelle a € D beide k-mal
differenzierbar, so auch f 4+ g, und es gilt die Summenregel

d*(f + g)(a) = d"f(a) + d*g(a).
(ii) Sind f und g beide k-mal stetig differenzierbar, so auch f + g.

(iii) BEs ses D C U und E C V. Ist f : D — E an der Stelle a € D und
g: E— W an der Stelle f(a) € E jeweils k-mal differenzierbar, so ist
go f an der Stelle a ebenfalls k-mal differenzierbar.

(iv) Sind f und g beide k-mal stetig differenzierbar, so auch f o g.

Die Aussagen (iii) und (iv) kann man als qualitative Kettenregel auffassen.
Aus ihr folgt wieder die Produktregel, fiir die man sogar eine Formel finden
kann.
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Beweis. Wir iibergehen den einfachen Beweis der Aussagen (i) und (ii) und
kommen gleich zu (iii). Im Fall & = 0 ist nichts zu zeigen. Angenommen,
die Behauptung gilt bereits fiir eine Zahl k. Die Funktionen f und ¢ seien
nun k£ + 1-mal an den Stellen a bzw. f(a) differenzierbar. Dann sind sie in
Umgebungen dieser Stellen differenzierbar, und laut Satz 10.2 gilt in einer
Umgebung von a

d(go f) =bo(dgo f,df),

wobei b : Hom(V, W) x Hom(U, V') — Hom(U, W) die Verkettung ist. AuBer-
dem sind df und dg bereits k-mal an den Stellen a bzw. f(a) differenzierbar,
und f ist nach einer obigen Bemerkung k-mal an der Stelle a differenzier-
bar. Nach Induktionsvoraussetzung gilt dies auch fiir dg o f und somit fiir
(dg o f,df). Da die bilineare Abbildung b nach obigem Beispiel k-mal diffe-
renzierbar ist, gilt das nach Induktionsvoraussetzung auch fiir die linke Seite
an der Stelle a.

Fiir £ = 0 folgt Aussage (iv) aus Satz 8.11. Angenommen, sie gilt fiir eine
Zahl k, und f und g seien nun k + 1-mal stetig differenzierbar. Dann sind df,
dg, f und b alle k-mal stetig differenzierbar, und das Gleiche gilt nach obiger
Formel und der Induktionsvoraussetzung fiir d(g o f). O

Satz 10.4 (Schwarz). Es seien V und W endlichdimensionale K -Vektorriu-
me, D CV und f : D — W. Angenommen, fiir zwei Vektoren u, v € V
existieren die zweifachen Richtungsableitungen

Oubu [y OuOuf

in einer Umgebung von a und sind an der Stelle a stetig. Dann gilt

0wy f(a) = 8,0, f(a).

Bewers. Dareelle und komplexe Richtungsableitung {ibereinstimmen, kénnen
wir annehmen, dass K = R ist. Indem wir eine Basis von W wéhlen und die
Komponenten von f einzeln betrachten, kénnen wir annehmen, dass W = R
ist. Setzen wir

g(w1,72) = fla+ m1u + 320),

dann gibt ein 1 > 0, so dass
01029(1, T2) = 00y f(a + T1u + T9v),  G2019(71, T2) = 0,0uf(a + T1u + T9v)

in der n-Umgebung des Nullpunktes beziiglich || . ||, existieren und im Null-
punkt stetig sind. Es seien x1, xo € |0,n[. Dann ist die Funktion

h(t) = g(t, z2) — g(t,0)
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fiir t € [0, 2] definiert. Wenden wir auf sie den Mittelwertsatz der Differenti-
alrechnung an, so erhalten wir ein b; € |0, z1[, so dass h(x1)—h(0) = h'(b1)z1,
d. h.

g(x1,2) — g(21,0) — g(0, 22) + 9(0,0) = (619(b1, x3) — 619(b1,0)) 1.

Dabei héngt b; von = = (x1,z5) ab. Wenden wir den Mittelwertsatz auf die
Funktion d,¢(b1,t) an, so erhalten wir ein by € |0, 23], so dass

019(b1, 22) — 019(b1,0) = 62619(b1, ba)x2,

wobei by von by und z9, also letztlich von x abhingt. Wir erhalten also fiir
jedes x wie oben ein b € V, so dass ||b]| < ||z|| und

g(x1,22) — g(21,0) — g(0,22) + g(0,0) = d2019(b1, ba)z125.

Vertauschen wir die Rollen von z; und x5, so erhalten wir fiir jedes x ein
ceV,sodass ||c]| < || und

g(x1,22) — g(0,22) — g(x1,0) + g(0,0) = 01029(c1, o) T122.
Wegen x; # 0 und x5 # 0 folgt
d2019(b) = 61029(c),
wobei b und ¢ von x abhédngen und nach dem EinschlieSungskriterium gilt
b—0, ¢—0 (z—0).

Wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitungen folgt

d2019(0) = 61029(0). u
Folgerung 10.3. Ist f : D — W eine k-mal stetig differenzierbare Abbil-
dung, so gilt fiir jede Permutation o von {1, ..., k} und alle Vektoren vy, ...,
v €V

5’01 e 5ka = 51)0<1) o 5va(k) f’

d. h. d* f(a) ist eine symmetrische Multilinearform V* — W.

Fir 1 <1 < k ist némlich d,,, - - 0y, f noch [ +1 > 2-mal stetig differen-
zierbar, und wir konnen ¢,, und 9,, , vertauschen. Jede Permutation o lésst
sich aus Transpositionen benachbarter Elemente zusammensetzen.
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Beispiel. Ist f zweimal stetig differenzierbar auf einer offenen Teilmenge D
von R3, so gilt
0203 f — 0302.f
rot grad f = | 6361 f — 0103f | = 0.
0102f — 0201 f

Ist X : D — R? zweimal stetig differenzierbar, so gilt
divrot X = 51(52X3 - 52X2) + 52(53X1 - 51X3) + (53((51X2 - 52X1) =0.

Ein Gradientenfeld ist also rotationsfrei und die Rotation eines Vektorfeldes
ist divergenzfrei. <«

Man definiert den Laplace-Operator auf einer offenen Teilmenge D von
R" fiir zweimal stetig differenzierbares f : D — R durch

Af = divgrad f,
symbolisch A = (V, V). Dann gilt
Af=67f+...+6.f
Aus Satz 10.1 ergibt sich folgendes Kriterium.

Folgerung 10.4. Euxistieren alle hoheren partiellen Ableitungen einer Funk-
tion f: D — W bis zur Ordnung k in einer Umgebung eines inneren Punktes
a der Teilmenge D von K™ und sind sie an der Stelle a stetig, so ist f an
dieser Stelle k-mal stetig differenzierbar.

Zum Abschluss fithren wir noch ein Analogon des Begriffs des Homéomor-
phismus ein.

Definition 10.7. FEine bijektive Abbildung f zwischen offenen Teilmengen
von endlichdimensionalen Vektorrdumen heifit Diffeomorphismus der Klasse
C*, wenn die Abbildung f und ihre Umkehrabbildung k-mal stetig differen-

zierbar sind.

Aufgabe 47 liefert ein Beispiel fiir einen Diffeomorphismus der Klasse C'*°.

10.3 Die Taylorsche Formel

Wir wollen Satz 6.13 zunéchst auf vektorwertige Funktionen von einer Va-
riablen verallgemeinern. Da der Mittelwert der Differentialrechnung nur fiir
R-wertige Funktionen gilt, benutzen wir statt dessen den Hauptsatz der Infi-
nitesimalrechnung, der uns ein Restglied in Integralform liefert. Dabei muss
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die letzte vorkommende Ableitung allerdings stetig sein. Dies dient der Vor-
bereitung auf den Fall von Funktionen f mehrerer Variablen.

Wir betrachten also eine Funktion g auf einem Intervall I mit Werten in
einem endlichdimensionalen reellen Vektorraum W. Ist g stetig differenzier-
bar, so gilt nach Satz 9.2

Ist g zweimal stetig differenzierbar, so konnen wir partiell integrieren, wenn
wir einen Faktor 1 einfiigen. Seine Stammfunktion hat die Form ¢ + C', und
wir erhalten

x T

/g/(t) dt = (t + C)g'(t)[" - /(t L C)g (1) dt.
Die geschickteste Wahl ist C' = —x, denn dann erhalten wir durch Einsetzen

xT

9(2) = g(a) + ¢ (a)(x — a) + / (z— 1)g"(t) dt,

a

also die Formel aus der Definition 10.3 mit dem Restglied r(z — a) in Inte-
gralform. Ist ¢ dreimal stetig integrierbar, so kénnen wir ein weiteres Mal
partiell integrieren und erhalten

o) = o(0) + g @) - ) + 5L + [ES g ar

Nun ist die folgende Aussage keine Uberraschung.

Lemma 10.2. Ist g eine k + 1-mal stetig differenzierbare Funktion auf ei-
nem Intervall I mit Werten in einem endlichdimensionalen reellen Vektor-
raum W, dann gilt fir a, v € 1

'z —a) |, [ (x— by
oo = S =g+ [ g ar

Beweis durch vollstindige Induktion. Die Falle k € {0, 1,2} haben wir be-
reits erledigt. Angenommen, die Behauptung gilt fiir eine Zahl £ — 1, und g
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sei k + 1-mal stetig differenzierbar. Dann ist g auch k-mal stetig differenzier-
bar, und

(x —a)’ 49 (a) + / %g(k)@ i

Da ¢® stetig differenzierbar ist, finden wir durch partielle Integration

T . o1 . k - T . X
/%g(k)(t) dt — ( k!t) d® (@) a+/%g(k+1)(ﬂ .

a a

Der Term auflerhalb des Integrals verschwindet fiir ¢ = x und liefert fiir t = a
den k-ten Summanden der behaupteten Formel. O

Indem man Satz 7.7 auf das Restglied in Integralform anwendet, erhélt
man die verschiedenen Formen des Restgliedes in den Sdtzen 6.13 und 6.16.

Nun betrachten wir vektorwertige Funktionen mehrerer Variablen, oder
besser gesagt, Abbildungen zwischen Vektorrdumen.

Satz 10.5. Es seien V und W endlichdimensionale reelle Vektorrdume sowie
D eine offene Teilmenge von V und a € D. Weiter sei f : D — W eine k+1-
mal stetig differenzierbare Abbildung und v € V', so dass die Strecke [a,a+ ]
in D enthalten ist. Dann gilt

k 1 Nk
fla+v) = Z%(Sﬁf(a) +/%5§+1f(a—l—tv) dt.
— j! / !

Dies ist eine Version der Taylorschen Formel. Fiir festes a nennt man die
Summe auf der rechten Seite das Taylor-Polynom der Ordnung k von f an
der Stelle a. Bezeichnen wir es mit pg(v), so hat die Formel die Gestalt

fla+v) =pr(v) + ri(v),
wobei man 74 (v) das Restglied nennt.
Beweis. Wir halten a, k und v fest. Wegen [a,a + v] C D wird durch
g(t) = f(a+tv)

eine Hilfsfunktion ¢ : [0, 1] — W definiert. Nach Satz 10.3(iv) ist sie k+ 1-mal
stetig differenzierbar, und nach der Definition der Richtungsableitung gilt

g (t) = 0,f(a+tv).
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Durch mehrmalige Anwendung dieser Formel folgt fiir j < k+ 1
gD (t) = 62 f(a + tv).

Nun ergibt sich der Satz aus Lemma 10.2 mit @ = 0 und * = 1 durch
Einsetzen. [l

Wie wir wissen, lasst sich die im Satz auftretende k-fache Richtungsablei-
tung durch das k-te Differential ausdriicken, ndmlich

68 f(a) = d"f(a)(v,. k ,v).

Das Restglied r; stimmt mit dem Restglied in der Definition 10.3 iiberein.
Ist also f an der Stelle a differenzierbar, so gilt Tﬁf}ﬁ) — 0 (v — 0). Wir wollen
eine analoge Aussage fiir beliebige k beweisen, die man qualitative Taylorsche
Formel nennen konnte.

Satz 10.6. Es seien V, W endlichdimensionale reelle Vektorriume, D C V,
und f: D — W sei k-mal differenzierbar in dem inneren Punkt a von D,
wobet k > 1. Dann gilt firveV mita+v € D

()
[[of[*

fla+v) = pp(v) + ri(v), — Ow (v — Oy).

Die erste Gleichung ist eigentlich nur eine Definition von 7. Fiir den
Beweis benotigen wir folgende Aussage: Fiir jede multilineare Abbildung m €
Mult®(V, W) = Hom(V, Mult*"(V, W)) existiert fiir vorgegebene Normen
auf V und W eine reelle Zahl ¢, so dass fiir alle vy, ..., v, € V gilt

vy, o)l < efforl] -~ - [Joxll-

Dies zeigt man durch vollsténdige Induktion mit Hilfe von Satz 8.20(ii). Man
kann die kleinstmogliche solche Konstante mit ||m|| bezeichnen und erhélt so
eine Norm auf Mult®(V, W).

Beweis. Da die Behauptung fiir £ = 1 nach Definition bereits gilt, sei nun
k > 1. Laut Definition muss f*~ in einer Umgebung U von a existieren
und an der Stelle a differenzierbar sein. Es gibt ein > 0, so dass fiir [|v]| <7
gilt a +v € U, also auch [a,a 4+ v] C U. Da f*=2) auf U stetig ist, konnen
wir Satz 10.5 mit k — 2 an Stelle von k anwenden und erhalten

1

fla+v) =pro(v) + / %(Z’flf(a + tv) dt.

218



Wegen der Differenzierbarkeit von f*=1 : U — Mult*"}(V, W) an der Stel-
le a gilt fiir |Ju|| <n

A" f(a+u) =d" fla) + d* fla)u + r(u), %%O (u—0),
wobei d* f(a) € Hom(V, Mult" ™ (V, W)) = Mult*(V, W). Setzen wir u = tv,
so folgt

SE fla+tv) = 6F fla) + 68 fla) + r(tv)(v, ..., v).

—
k-1
Beim Einsetzen ergeben angesichts von Satz 9.1(iv) und
1 1
/ 1—75’*“2 1 /t(l—t)“dt_l
(k:—l)!’ (k —2)! k!
0 0

die ersten beiden Terme gerade die beiden restlichen Glieder von py(v), und
es folgt

rr(v) :/%r(tv)(v,...,v) dt.

Nach Satz 9.1 ist

O e O 2

Mit den Bemerkungen vor dem Beweis folgt

() (o1, - ve- )] < (@[] - log-a]-

Somit ist )

k 2
t
Il ¢ 0 el

Hka o]

0
Fiir jedes € > 0 gibt es ein § > 0, so dass fiir ||ul| < ¢ gilt

Ir@l _ .

]

Setzen wir u = tv mit ||v|| < d und ¢t € [0, 1], so ist dies erfiillt, und es folgt

1
lrew)] / K1 — t)h?
k! —  __dt=-¢. ]
ol =) T—2) c

0
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Ist V =R", so konnen wir die in der Taylorschen Formel vorkommenden
mehrfachen Richtungsableitungen beziiglich eines Vektors v = (vq,...,v,)
durch partielle Ableitungen ausdriicken. Gleichung (15) spezialisiert sich ndm-
lich zu

55]0(&) = Z 61k5l1f(a>U21U1k

i1 =
Ist f eine k-mal stetig differenzierbare Funktion in einer Umgebung von a, so
kénnen wir die partiellen Ableitungen nach Satz 10.4 umordnen und gleiche
Ableitungen zusammenfassen. Ist a; die Anzahl, wie oft die Zahl 7 unter den
Zahlen iy, ..., i, vorkommt, so ist jedem k-Tupel (iy,..., i) ein n-Tupel
(aq,...,a,) mit der Eigenschaft

C(1++Ckn:k

zugeordnet. Ein n-Tupel (o, ..., a,) entsteht aus
k!
Ckl! s an!
verschiedenen k-Tupeln (i1, ...,4), und es folgt

iékf(a): Z 5?1...5#]”(@)“?1”.0%.

K'Y aq!l o) "
a1+---+an:k 1 "

10.4 Lokale Extrema

Wir wollen die Kriterien fiir lokale Extrema auf den Fall von Funktionen von
mehreren Variablen verallgemeinern.

Definition 10.8. FEs sei f eine reellwertige Funktion auf einem metrischen
Raum X und a ein Punkt von X.

(i) Die Funktion f hat an der Stelle a ein lokales Minimum, wenn es eine
Umgebung U von a in X gibt, so dass fir alle x € U gilt f(x) > f(a).

(i1) Die Funktion f hat an der Stelle a ein striktes lokales Minimum, wenn
es eine Umgebung U von a gibt, so dass fir x € U\{a} gilt f(z) > f(a).

(i1i) Analog definiert man ein (striktes) lokales Maximum.

(iv) Wir sagen, dass f an der Stelle a ein lokales Extremum hat, wenn f
dort ein lokales Minimum oder ein lokales Mazimum hat.
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Im Folgenden sei D eine Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen
Vektorraums V. Wir formulieren nun ein notwendiges Kriterium, das Satz 6.4
verallgemeinert.

Satz 10.7. Die Funktion f : D — R habe an der Stelle a € D ein lokales
Extremum. FExistiert die Richtungsableitung beziiglich eines Vektors v, so ist

dpf(a) = 0.
Ist f an der Stelle a differenzierbar, so gilt
df(a) = 0.

Beweis. Essei g(h) = f(a+tv). Da die Abbildung ¢ +— a + tv stetig ist, ist g
in einer Umgebung der Stelle 0 definiert und hat dort ein lokales Extremum.
Exixtiert d,f(a), so ist g an der Stelle 0 differenzierbar. Nach Satz 6.4 gilt
¢'(0) = 0, und die erste Behauptung folgt. Wegen df (a)(v) = 4, f(a) folgt die
zweite. O]

Einen Punkt a, in dem die Richtungsableitungen von f beziiglich aller
Vektoren verschwinden, nennt man stationdren Punkt von f.Im Fall V = R"
miissen dazu notwendigerweise alle partiellen Ableitungen verschwinden. Ist
f an der Stelle a differenzierbar, so ist das auch hinreichend fiir das Vorliegen
eines stationdren Punktes.

Beispiel. Die Funktion f : R? — R sei gegeben durch

f(,y) = wye IR,
Die ersten partiellen Ableitungen sind
a 2 2
Sef () = oL = (1 = a?)e O,
a 2 2
0y f(x,y) = a—i = (1l —yP)e T2,
Ist (z,y) ein stationdrer Punkt von f, so gilt also
y(1 —2%) =0,
z(1—y?) =0.

Dieses nichtlineare Gleichungssystem ldsst sich ausnahmsweise leicht 16sen.
Ist y # 0, so muss x = +1 und y = +£1 sein, ist aber y = 0, so muss auch
x = 0 sein. Eine Probe zeigt, dass die stationdren Punkte von f genau die
Punkte

(1,1), (1,-1), (=1,1), (-=1,-1), (0,0)
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sind. <«
Wir wollen nun ein hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema formulie-
ren.

Definition 10.9. Eine Multilinearform m € Mult"(V,R) heifit positiv defi-
nit®®, wenn fir alle v € V \ {0} gilt m(v,...,v) > 0.
Analog definiert man, wann eine Multilinearform negativ definit ist.
FEine Multilinearform m heifst indefinit, wenn es sowohl Vektoren v € V
mit der Eigenschaft m(v,...,v) > 0 als auch solche mit der Eigenschaft
m(v,...,v) <0 gibt.

Wegen
m(tv,...,tv) =t*m(v,...,v)

fiir ¢ € R kann es definite Multilinearformen vom Grad k nur geben, wenn k
gerade ist. Es gibt Multilinearformen, die weder positiv definit noch negativ

definit noch indefinit sind. Nun beweisen wir eine Verallgemeinerung von
Satz 6.15.

Satz 10.8. Die Funktion f : D — R sei k-mal an der Stelle a € D differen-
zierbar, wobei k > 2, und es sei

df(a) =0, ..., d*'f(a)=0.

(i) Ist d* f(a) positiv (bzw. negativ) definit, so hat f an der Stelle a ein
lokales Minimum (bzw. Mazimum).

(ii) Ist d*f(a) indefinit, so hat f an der Stelle a kein lokales Extremum.

Beweis. Nach Satz 10.6 gilt fiir a +v € D

rr(v)

fla+v) = fla) +m(v,...,v) +ri(v), TolF

— 0 (v—0y),

wobei m = L f®(a) ist und die Terme der Ordnung 1 bis k& — 1 nach Vor-
aussetzung verschwinden.

Nun sei z. B. m positiv definit. Bereits im Beweis von Satz 8.20(i) hattten
wir gesehen, dass die Menge S = {v € V | ||[v| = 1} kompakt ist. Durch
mehrmalige Anwendung von Satz 8.8(ii) sieht man, dass m stetig ist, also
nach Satz 8.11 auch die Abbildung v — m(v,...,v). Ihre Einschrinkung
auf S hat nach Folgerung 8.8 ein Minimum c. Da m positiv definit ist, gilt

% Dies ist das lateinische Partizip von definire (bestimmen).
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¢ > 0, und wir kénnen ¢ € |0, ¢[ wihlen. Nach obiger Konvergenzaussage gibt
es ein 0 > 0, so dass fir a+v € D und ||v| < 0 gilt

()] < ellv]l*.

Fiir v mit diesen Eigenschaften folgt

v

at o) = 1@ =m (e 2 ) Il ) 2 llolf = o)l

also
fla+v) > fa) + (c —g)|lo]|*,

und fiir v # 0 ist die rechte Seite grofer als f(a).

Nun sei m indefinit. Dann gibt es Vektoren w und v mit m(u,...,u) <0
und m(v,...,v) > 0. Definieren wir g(t) = f(a + tu) und h(t) = f(a + tv),
so gilt

g(0) =1 (0) == g"V(0) =" D) =0, ¢*(0)<0, r(0)>0.

Wie eben zeigt man, dass in einer rechtsseitigen Umgebung der Null g kleiner
und h grofer als f(a) ist. Folglich hat f an der Stelle a kein lokales Extremum.
O

Beispiel. Es sei f wie oben. Die zweiten partiellen Ableitungen sind

_ %t

02 f(x,y) = ek ry(z® — 3)6—(1‘2+y2)/2’
of 2 2) o~ (@?+y?)/2
00y (@,y) = 5o = (L= a®) (1= yP)e P02,

52 _ ﬁ _ 2 _ 9\ —(&?+y?)/2
yf(x7 y) — ayz — xy(y 3)6 .

Das zweite Differential, angewendet auf zwei gleiche Vektoren, ist
d*f(a,b) (%), (%)) = 0 fa, b)u®+8,0, f (a, b)uv+8,0, f(a, b)vu+d, f (a, b)v?,

wobei 0,0, f = 0,0, f nach Satz 10.4. In den stationéren Punkten erhalten
wir
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Somit hat f an den Stellen (1,1) und (—1, —1) lokale Maxima, an den Stellen
(1,—1) und (—1,1) lokale Minima, und an der Stelle (0, 0) liegt kein lokales
Extremum vor. <

In den Anwendungen ist f meist in einer Umgebung des stationédren Punk-
tes k-mal stetig differenzierbar, so dass d*f nach Folgerung 10.3 eine sym-
metrische Multilinearform ist. Die Bilinearform d?f(a) nennt man {ibrigens
die Hessesche Form von f an der Stelle a.

Bei symmetrischen Multilinearformen m von beliebigem Grad k ist die
Definitheit schwer zu entscheiden, aber im Fall £ = 2 (wenn also m = b
eine symmetrische Bilinearform ist) gibt es einen einfachen Algorithmus. Es
geniigt, die zugehorige quadratische Form ¢(v) = b(v,v) zu betrachten, aus
der sich die Bilinearform durch sogenannte Polarisierung

2b(u,v) = q(u +v) — q(u) — q(v)

zuriickgewinnen lasst. Die meist nach Gram und Schmidt benannte Methode
(die aber schon vor ihnen bekannt war) liefert eine Basis e, ..., e, von V|
so dass
be;,e;) =0 fiir i # 7, b(e;,e;) € {1,—1,0}.

Daran lasst sich die Definitheit leicht ablesen.

An Stelle dieser Methode beschreiben wir die analoge Methode der qua-
dratischen Ergidnzung. Ist V' durch Wahl einer Basis bereits mit R"™ identifi-
ziert, so ist b in Matrizenschreibweise durch

a;py a1 ... A1n

as; a a i
21 Q22 ... Q2
b(u,v) = (u1 un) ] ]
Un

Ap1 Ap2 ... Ann

und ¢ in der Form
_ 2
q(v) = a1y + a120102 + ¢+ - + A1 V10,

2
“+a91V201 + 22U + - 4 a9, VU,

2
+anlvnvl + Ap2UnU2 + -+ A2nU,

gegeben, wobei a;; = a;;. Man kann a;;v;v; und a;;vjv; fir ¢ # j zu 2a,jv,v;
zusammenfassen.

Ist a1 # 0, so gehen wir zu den Koordinaten uy, vy, ..., v, iiber, wobei
a2 QAin
Uy =V +—Vg + ...+ —v,.
aii ary
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Ist hingegen ay; = 0, so vertauschen wir die Nummerierung der Variablen,
um in die obige Situation zu kommen. Verschwinden alle a;; (wie in unserem
Beispiel), so hilft das nichts. In diesem Fall wéhlen wir Indizes ¢ # j, so dass
a;; # 0, und ersetzen die Koordinaten v; und v; durch

! I
v; = Vi + Uy, V; = U — vy

Dann ist

o / R A
20; = v; + v, 205 = v; — v},

also 0
2a;0;0; = %(022 — 7).
Nun kénnen wir die obige Substitution vornehmen.

Im Ergebnis kommt u; nur in dem einen Term a;;u? vor, und die iibrigen
Terme bilden eine quadratische Form in den restlichen Variablen, auf die
man die selbe Methode rekursiv anwenden kann. Schliellich erhélt man eine
quadratische Form

biud 4 ...+ byul.

Diese ist offensichtlich genau dann definit, wenn alle Koeffizienten b; von Null
verschieden sind und das selbe Vorzeichen haben, und sie ist genau dann
indefinit, wenn sowohl positive als auch negative Koeffizienten vorkommen.

10.5 Differentiation parameterabhingiger Integrale

Wir untersuchen jetzt, wann die durch ein parameterabhéngiges Integral de-

finierte Funktion ,

I(t) = /f(x,t) dx

a

fiir feste reelle Zahlen a < b differenzierbar vom Parameter ¢ abhéngt.

Satz 10.9. FEs sei T C R offen, die Funktion f : [a,b] x T — R sei nach
dem ersten Argument integrierbar und nach dem zweiten Argument partiell
differenzierbar, und die partielle Ableitung

_9f,
52f—E.[CL,b]XT%]R

sei fir ein festes w € T an allen Stellen der Form (x,u) stetig. Dann ist I
an der Stelle u differenzierbar, und

I'(u) = /bégf(x,u) dz.
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Beweis. Wir definieren g : [a,b] x T'— R durch

f($>t> - f(:L’,u)
g(x,t) = o fallst#u,

dof(x,u), falls t = w.

Wir wollen die Stetigkeit von g an einer Stelle (¢, u) mit ¢ € [a, b] zeigen. Nach
dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es fiir jedes (x,t) € [a, b] xT
ein ¥ € 10, 1], so dass

f(.l’,t) - f(x,u) - 52f(xau+19(t - U))(t - u)

und somit

g(x,t) — gle,u) = baf(z,u+V(t —u)) — daf(c,u).

Ist ¢ > 0, so gibt es wegen der Stetigkeit von dof an der Stelle (¢, u) ein
n > 0, so dass fiir (z,t) € [a,b] x T' mit den Eigenschaften |z — ¢| < n und
[t —ul <n gilt

|02 f (z,t) — daf(c,u)| < e.

Letzteres gilt dann auch fiir u + 9(¢ — u) an Stelle von ¢, und es folgt

lg(z,t) — gle,u)| < e.

Da ¢ beliebig war, ist g an der Stelle (¢, u) stetig.
Nach Aufgabe 36 erfiillt g die Voraussetzungen von Satz 9.3, so dass

b b
lim g(x,t)d:x:/g(x,u)dx.

t—u
a a

Setzen wir die Definition von g ein, so ergibt sich

b

= /(52f(3:, u) dz,

a

lim I(t) — I(u)

t—u t—u

also ist I an der Stelle u differenzierbar, und die behauptete Formel gilt. [J

Ist dof auf ganz [a,b] x T stetig, so ist I nach Satz 9.3 auf T stetig
differenzierbar.

Beispiel. Die Funktion
In(z +t)
x

f(l‘7t) =
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ist stetig auf {(x,t) € R? |z # 0, x+t > 0}. Fiir feste a < b ist die Funktion

b

I(t) = /de

T
a

fiir ¢ > —a definiert. Man kann beweisen, dass I keine elementare Funktion
ist, also helfen die Ableitungsregeln nicht weiter. Mit Satz 10.9 folgt

Fiir t # 0 ist
1 /1 1 nz—In(z+8)"" 1. alt+5b
I'(t):—/ E o= ronz+ P L) alt+b)
t r x4t t wea b b(t+a)
1
wahrend
Fd 1= 1 1
X
r'oy= [ ==-=| =--=:.
(0) x? r|,_, a b

a
Nach dem Satz ist I’ stetig, was sich natiirlich auch aus den Rechenregeln
fiir Grenzwerte ergibt. <
Ein Integral kann auch von mehreren Parametern abhidngen und Werte in
einem Vektorraum iiber einem Korper K annehmen. Dabei sei K = R oder
K = C, und Differenzierbarkeit bedeute K-Differenzierbarkeit.

Satz 10.10. Es seien V und W endlichdimensionale K - Vektorraume, T eine
offene Teilmenge von V und f : [a,b] x T'— W nach dem ersten Argument
integrierbar. Das k-te partielle Differential

O f  [a,b] x T — Mult"(V, W)

nach dem zweiten Arqgument existiere und sei stetig. Die oben definierte Ab-
bildung I : T — W st dann k-mal stetig differenzierbar, und es gilt

b

d*1(t) = /aﬁf(x,t) dz.

a

Bewers. Fiir k = 0 folgt dies aus Satz 9.3. Nun sei k£ = 1. Indem wir eine
reelle Basis von W wéhlen, kénnen wir Satz 10.9 auf W-wertige Funktionen
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verallgemeinern und fiir festes v € 7' und v € V auf f(x,u+tv) als Funktion
von t anwenden. Wir erhalten

b
0pl(u) = /5(0,v)f(a;,u) dz.

Dies gilt fiir alle v € T, und da . f stetig ist, folgt mit Satz 9.3 die
Stetigkeit von d,1. Dies gilt fiir alle v, und mit Satz 10.1 folgt die stetige
reelle Differenzierbarkeit von I sowie die behauptete Formel fiir £ = 1. Mit
Satz 9.1(vi) folgt die K-Linearitit von dI(t).

Den Beweis fiir beliebige k fithren wir durch vollstdndige Induktion. An-
genommen, die Behauptung gilt fiir eine Zahl k. Wenn f nun k4 1-mal nach
dem zweiten Argument differenzierbar und 9™ f stetig ist, so ist nach dem
Bewiesenen zunéchst

dl(t) = /&If(x,t) dz.

Da die Funktion Jif nun k-mal nach dem zweiten Argument differenzier-
bar und Of (O f) stetig ist, kénnen wir die Induktionsvoraussetzung darauf
anwenden. Die Funktion dI ist also k-mal stetig differenzierbar, und

b

d*(dI)(t) = / Ok (O f)(,t) da.

a

Damit gilt die Behauptung auch fiir k£ + 1. m

Beispiel. Durch das Fulersche Integral erster Art

1

B(p,q) = /a:p_l(l — ) dx

0

wird die Betafunktion® definiert. Sie ist auf der offenen Teilmenge
{(p.q) €C* | Rep > 1, Req > 1}

von C? nach Folgerung 10.10 unendlich oft C-differenzierbar. Man kann sie
sogar fiir Rep > 0 und Req > 0 als absolut konvergentes uneigentliches
Integral definieren. Durch partielle Integration kann man zeigen, dass

pB(p,q+1) =¢B(p+1,9q),

56Der Buchstabe B ist ein grofies Beta.
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und durch Substitution sieht man, dass B(p,q) = B(¢,p). <«

Es gibt auch ein Eulersches Integral zweiter Art, ndmlich

(oo}

I'(s) = /efzxsfl dz,

0

das fiir Re s > 0 absolut konvergent ist und die Gammafunktion definiert. Es ist besser, ihre
Differenzierbarkeit erst spiter mit Hilfe des Lebesgueschen Integrals zu behandeln, weil
die Verallgemeinerung von Satz 10.9 auf uneigentliche Riemannsche Integrale unhandlich
ist.

11 Nichtlineare Gleichungen

11.1 Das Newtonverfahren

Eine nichtlineare Gleichung mit n Unbekannten kann man in der Form

f(ajla"'axn>:0

schreiben, wobei f eine Funktion von n Variablen ist. Ihre Losungen zu finden
bedeutet, das Urbild der Null zu bestimmen. Wir fassen die Variablen zu
einem Punkt x € K™ zusammen, wobei K € {R,C} ist. Fragt man nach den
Losungen von
flz) =y

fiir gegebenes y, so ist dies zwar nicht allgemeiner, aber man kann die Abhén-
gigkeit von y untersuchen. Auch ein System von nichtlinearen Gleichungen
kann man in der selben Weise verstehen, wenn man vektorwertige Funktionen
f zulédsst. Wir wollen zunéchst Bedingungen finden, unter denen die Losung
in einer Teilmenge des Definitionsbereichs von f eindeutig ist.

Ein Spezialfall sind Systeme von linearen Gleichungen, die man in der
Form

(z) =y
schreiben kann, wobei [ : V' — W eine lineare Abbildung ist. In diesem
Fall ist aus der linearen Algebra bekannt, dass die Losung nur eindeutig sein
kann, wenn [ invertierbar ist, und dazu miissen V und W die selbe Dimension
haben.

Wir wollen den Fall differenzierbarer Abbildungen f : D — W betrach-
ten, wobei D eine offene Teilmenge von V ist. Fiir einen Punkt a € D, in
dem df(a) € Hom(V,W) invertierbar ist, ersetzen wir f durch die affine
Abbildung

fla) +df(a)(z —a).
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Die Losung der linearisierten Gleichung

fla) +df(a)(z —a) =y

ist dann
x1 = a+df(a)"H(y — f(a)).

Dies ist zwar im allgemeinen keine Losung der Ausgangsgleichung, aber wir
hoffen, dass x; ndher an der Losung liegt als a. Durch Iteration erhélt man
das Newtonverfahren: Man definiert rekursiv eine Folge z; durch

Ty = a, Thpr = Ty + df ()" (y — f(22))

(solange zy € D ist).

Beispiel. Wir suchen eine Losung der Gleichung
=y

Hier ist df (a) durch Multiplikation mit f’(a) = 2a gegeben, also

2
ot =5l
T =a-+ 50 2 a~|—a .

Das Newtonverfahren ist also in diesem Fall nichts anderes als das Heronver-
fahren. «

Das numerische Invertieren einer linearen Abbildung ist sehr aufwendig.
Darum benutzt man manchmal das modifizierte Newtonverfahren

Ty =z + df (a) 7 (y — f(ak)).

Lemma 11.1. Die Abbildung f : D — W sei auf der offenen Teilmenge
D von V stetig differenzierbar, und df (a) sei invertierbar. Dann gibt es eine
Umgebung U von b = f(a) und eine Teilmenge X von D, so dass fir jedes
y € U genau eine Losung der Gleichung

flx)=vy

in X ezistiert und das modifizierte Newtonverfahren mit beliebigem Anfangs-
wert xg € X gegen diese Liosung konvergiert.

Beweis. Zur Abkiirzung sei df (a)™! = | € Hom(W, V). Wir schreiben die

Rekursionsformel im modifizierten Newtonverfahren in der Form
Tpr1 = hy(xk)a
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wobei die Abbildung A, : D — V fiir jedes y € W durch

hy(x) = 2 + 1y — f(z))

gegeben ist. Ein Punkt x € D ist genau dann Fixpunkt von h,, wenn f(z) =y
ist.
Nach Satz 10.2 ist h,, stetig differenzierbar, und

dh,(z) = idy — df(a)"" o df ().

Offensichtlich ist dhy(a) = 0. Wegen der Offenheit von D und der Stetigkeit
von dh, existiert ein 6 > 0, so dass fiir x € V mit der Eigenschaft ||z —al| <
gilt

1
veD,  |dhy(@)] < 3.

Essei X ={z € V| ||x — a|]| <d}. Fiir 21, 25 € X konnen wir Satz 9.2 und
Satz 9.1(iv) auf hy(xq + t(x2 — 21)) anwenden und erhalten

1
1y (1) = By (@)l < 5 llzr — @al.
Um zu sehen, ob h, die Menge X in sich selbst abbildet, schreiben wir
hy(x) —a = (hy(x) = hy(a)) +1(y = b).

Setzen wir U ={y € W | |ly — b|| < ﬁ}, so folgt fir z € X undy € U
1
lhy(2) = all < Sllz = all + |lUlly — bl <9,

also hy(z) € X. Somit ist h, fiir y € U eine Kontraktion von X.

Da X nach Folgerung 8.7 kompakt und nach Satz 8.17(ii) vollstindig
ist, hat h, nach Satz 8.7 genau einen Fixpunkt in X, der offenbar ein in-
nerer Punkt ist. Nach dem Beweis von Satz 8.7 konvergiert das modifizierte
Newtonverfahren gegen diesen Fixpunkt. O

Wir konnen nun endlich Satz 6.3 auf Funktionen von mehreren Variablen
verallgemeinern.

Satz 11.1. Es seien V und W endlichdimensionale K -Vektorrdume.

(i) Ist D eine offene Teilmenge von V, a € D und f : D — W eine
stetig differenzierbare Abbildung, wobei df (a) invertierbar ist, dann gibt
es Umgebungen Uy von a in' V und U von b = f(a) in W, so dass U,
von f bijektiv auf U abgebildet wird.
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(ii) Bildet die k-mal stetig differenzierbare Abbildung f die offene Teilmen-
ge Uy von V' bigektiv auf die offene Teilmenge U von W ab, wobei k > 1
und df (z) fir alle x € Uy invertierbar ist, so ist die Umkehrabbildung
g : U — Uy ebenfalls k-mal stetig differenzierbar, und fir alle y € U
qilt

dg(y) = df (g9(y))~".

In der Situation von Aussage (ii) ist f also ein Diffeomorphismus der
Klasse C* von U auf U.

Beweis. (1) Es seien U und X wie in Lemma 11.1. Da es fiir jedes y € U
genau eine Losung von f(x) = y in X gibt, wird U; = f~1(U) N X bijektiv
auf U abgebildet.

Zur Vorbereitung auf (ii) beweisen wir noch die Lipschitz-Stetigkeit der
Umkehrabbildung ¢ : U — U; mit X und U wie im Beweis von Lemma 11.1.
Fiir o1, 2o € X gilt laut Definition von h,

x1 — Ty = hy(21) — hy(xa) + 1(f(21) — f(22)),
also )
lz1 = 2ol < Fllzr = wall + U f(21) = f(z2)]
und schlieBlich
lr = ol | < 20| f (1) — (22|
Sind y1, y2 € U und setzen wir x; = g(y;), so folgt

lg(y1) — g(w)ll < 2[Lllyx — vell-

(ii) Auf der Menge U in der neuen Bedeutung ist ¢ nach dem Bewiesenen
lokal Lipschitz-stetig, also stetig. Wegen der Differenzierbarkeit von f an
einer beliebigen Stelle a € U; gibt es nach Lemma 10.1 eine Funktion f :
D — Hom(V, W), die an der Stelle a stetig ist, so dass

f(x) = f(a) = f(z)(z - a).
Sind nun b, y € U, so folgt durch Anwendung auf a = ¢(b) und = = g(y)

y—b=f(g(y))(g(y) — g(b)).

Die Teilmenge der invertierbaren Elemente von Hom(V, W) ist nach Aufga-
be 55 offen, also eine Umgebung von f(a) = df(a). Nach Satz 8.10 gibt es
eine Umgebung U’ von a in Uy, so dass f(z) fiir # € U’ invertierbar ist. Fiir
y in g71(U’), was hach Satz 8.10 eine Umgebung von b ist, folgt

9(y) — g(b) = flg(y) " (y — b),
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und fog ist nach Satz 8.11 an der Stelle b stetig. Nach Lemma 10.1 ist ¢ also
an der Stelle b differenzierbar, und wegen f(a) = df (a) folgt die behauptete
Formel fiir dg an der Stelle b.

Wir beweisen nun die Behauptung fiir allgemeines & > 1 durch vollstandi-
ge Induktion. Da die Abbildung, die jeder invertierbaren linearen Abbil-
dung V' — W ihr Inverses zuordnet, nach Aufgabe 55 stetig ist, folgt mit
Satz 10.2(iii), dass g stetig differenzierbar ist. Damit ist der Induktions-
anfang erledigt. Angenommen, die Aussage gilt fiir eine Zahl k. Ist f nun
k + 1-mal stetig differenzierbar, so ist df : D — Hom(V, W) nach Definition
k-mal stetig differenzierbar und ¢ nach Induktionsvoraussetzung k-mal ste-
tig differenzierbar. Da die Abbildung, die jedem invertierbaren Element von
Hom(V, W) sein Inverses zuordnet, nach Aufgabe 55 unendlich oft differen-
zierbar ist, folgt mit Satz 10.3, dass dg nach der obigen Formel k-mal stetig
differenzierbar, also g nach Definition £+ 1-mal stetig differenzierbar ist. [J

Beispiel. Die durch f(x) = x? gegebene Funktion f : K — K hat die Ab-
leitung f'(z) = 2z, die fir x # 0 invertierbar ist. Also hat jeder Punkt
a € K\ {0} eine Umgebung Uj, so dass die Einschriankung von f auf U;
invertierbar ist. Die Losung der Gleichung 22 = y ist bis auf das Vorzeichen
bestimmt. Wahrend man im Fall K = R iiblicherweise U; = |0, oo[ wéhlt, so
dass nur ein Zweig der Parabel den Graphen der Wurzelfunktion darstellt,
gibt es im Fall K = C mehrere naheliegende Moglichkeiten. Wihlt man die
offene rechte Halbebene als U;, so erhédlt man den sogenannten Hauptzweig
der Wurzel. <«

Beispiel. Die Funktion exp : K — K hat die Ableitung exp, die in jedem
Punkt invertierbar ist. Wahrend die Exponentialfunktion im Fall K = R
injektiv ist, ist die Losung der Gleichung exp z = w fiir gegebenes w € C\{0}
nach den Sdtzen 4.14 und 5.8(iii) nur bis auf Addition von Vielfachen von
2mi bestimmt. Ist die Einschrankung von exp auf eine offene Teilmenge U; C
C injektiv und stetig, so nennt man ihre Umkehrfunktion einen Zweig des
Logarithmus. Den Hauptzweig erhilt man bei der Wahl der Menge U; =
{zeC||Imz| <7} <

Beispiel. Jede C-differenzierbare Abbildung ist ja auch R-differenzierbar.
Schreiben wir im vorigen Beispiel w = x 4 iy und z = s + it, so erhalten wir

xr = e’ cost, y = e’sint.

Bezeichnet man noch e® = r, so erhédlt man eine unendlich oft differenzier-
bare Abbildung ]0,00[ x R — R?\ {(0,0)}. Durch Einschrinkung auf eine
Teilmenge U; erhélt man einen Diffeomorphismus auf eine Teilmenge U. Man
nennt (r,t) dann die Polarkoordinaten des Punktes (z,y) € U. <
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11.2 Implizite Funktionen

Wir wollen nun Gleichungen betrachten, die sich nicht einmal lokal eindeutig
l16sen lassen. Dieses Phdnomen tritt schon bei linearen Gleichungssystemen
auf. Dort stellt sich heraus, dass man einen Teil der Variablen frei wihlen
kann und dann die restlichen Variablen eindeutig bestimmt sind. Wir wollen
dieses Ergebnis auf nichtlineare Gleichungen verallgemeinern.

Beispiel. Betrachten wir die Gleichung
.TQ 4 y2 — 17

so gibt es fiir gegebenes z € |—1, 1] genau zwei Losungen y = ++v/1 — 22
Wahlt man ein Vorzeichen aus, so erhélt man y als stetige Funktion von z.
Fiir diese Funktion haben wir eine ezplizite®” (das heiit, nach der abhingigen
Variablen aufgeloste) Formel. <

Beispiel. Bei der Gleichung

%Y = [EQ +y
konnen wir die Losungen (0,1) und (£1,0) erraten, aber es ist unmoglich,
die Gleichung nach y aufzulésen. <«

Allgemein betrachten wir Gleichungen der Form G(z,y) = 0. Fiir festes x
haben wir eine Gleichung mit der Unbekannten y, die man vielleicht mit Hilfe
des modifizierten Newtonverfahrens 16sen kann. Dazu muss das Differential
der zugehérigen partiellen Funktion y — G(z,y), also das partielle Diffe-
rential O;G beziiglich des zweiten Arguments, an einer Stelle invertierbar
sein, die einer Losung geniigend nahe kommt. Gibt es (eventuell nach Ein-
schrankung von G auf einen kleineren Definitionsbereich) fiir jedes x genau
eine Losung y, dann hiangt diese von x ab. Man sagt, dass die so entstehende
Funktion implizit®® durch die Gleichung G(z,y) = 0 gegeben ist. Wir fragen
uns, unter welchen Voraussetzungen diese Funktion existiert sowie stetig oder
sogar differenzierbar ist.

Satz 11.2. Es seien Vi, Vi1 und W endlichdimensionale K -Vektorriume, D
eine offene Teilmenge von Vi X Vi und k > 1. Weiter seien eine k-mal stetig
differenzierbare Abbildung G : D — W und ein Punkt (a,b) € D gegeben, so
dass G(a,b) = 0 und onG(a,b) € Hom(Viy, W) invertierbar ist.

Dann gibt es eine Umgebung U wvon (a,b) in D und eine k-mal stetig
differenzierbare Abbildung f : Dy — Vi1, wobei Dy eine offene Teilmenge von
1 ist, so dass

{(z,y) e U G(a,y) = 0} = {(, f(x)) | € Di}.

5Tlat. ,entfaltete”, von griechisch wAékw (falten)
58]at. ,,verwickelt“
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Die Menge auf der rechten Seite ist natiirlich der Graph von f, und da
(a,b) in der linken Menge enthalten ist, gilt f(a) = b.

Ist eine Funktion g : Vi1 — Vi gegeben und wenden wir den Satz auf die
Funktion

G(r,y) =9g(y) — =

an, so erhalten wir Satz 11.1 (mit vertauschten Bezeichnungen f(x) und g(y))
als Spezialfall. Man kénnte den damaligen Beweis auf die jetzige Situation
verallgemeinern, aber durch einen Kunstgriff konnen wir uns diese Arbeit
ersparen.

Beweis. Wir definieren eine Abbildung F': D — Vi x W durch

F(z,y) = (z,G(z,y)).

Diese ist (komponentenweise) k-mal stetig differenzierbar, und nach Satz 10.2(ii)
gilt
dF(a,b)(u,v) = (u,0G(a,b)(u) + OnG(a,b)(v)).

Ist dieser Wert vorgegeben, so bestimmt man aus der ersten Komponente
zunéchst u, und wegen der Invertierbarkeit von 0,G (a, b) ist auch v bestimmt.
Die lineare Abbildung dF'(a,b) ist also invertierbar.

Nach Satz 11.1 ist die Einschrankung von F' auf eine geeignete Umgebung
von (a,b) in D ein Diffeomorphismus der Klasse C*. Wiihlen wir die Norm
I(x,y)|| = max{||z|,||y||} auf Vi x Vi1, so sehen wir, dass diese Umgebung
von (a,b) eine Menge der Form Uy x Uy enthélt, wobei U eine Umgebung
von a und Uy eine Umgebung von b ist. Die Umkehrabbildung von F|y,«uy,
bezeichnen wir mit H. Diese ist also k-mal stetig differenzierbar.

Essei Dy = {x € U | (z,0) € F(UyxUn)}. Dies ist eine Umgebung von a,
denn (a,0) = F(a,b). Somit ist U = D; x Uy eine Umgebung von (a, b) in D.
Fiir € Dy bezeichnen wir die zweite Komponente von H(x,0) € Dy x Uy
mit f(z). Dannist f : Dy — Uy eine k-mal stetig differenzierbare Abbildung.

Ist (x,y) € U derart, dass G(z,y) = 0 ist, so ist F(z,y) = (x,0), also
(x,y) = H(x,0) und f(z) = y. Ist umgekehrt 2 € Dy und y = f(x), so ist
H(z,0) = (z,y), also F(z,y) = (x,0) und G(z,y) = 0. O

Bemerkung. Bilden wir in den Bezeichnungen des Satzes das Differential von
G(z, f(x)) = 0 als Funktion von x € Dy, so ergibt sich nach Satz 10.2

0iG(a,b) + onG(a,b) o df (a) = 0.

Man kann also

df (a) = —0nG(a,b) ™ 0 AG(a,b)
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bestimmen, auch wenn man keine explizite Formel fiir f hat. Dieses Ver-
fahren, das sich auf hohere Ableitungen verallgemeinern ldsst, nennt man
implizite Differentiation.
Beispiel. Die durch

G('Tvy) =™ — 1’ — Yy

gegebene Funktion G : R? — R hat die partiellen Ableitungen
0nG(x,y) = ye™ — 2z, 3Gz, y) = xe™ — 1.

Insbesondere ist d2G(0,1) = —1 invertierbar, also gibt es Zahlen &, > 0,
g9 > 0 und eine Funktion f : |—¢1,61[ — R, so dass fir [z| < ey und y € R
genau dann f(z) =y gilt, wenn

e = 2%+ vy, ly — 1| < eq.

AuBerdem ist
f'(0) = —6,G(0,1)716,G(0,1) = 1. q

11.3 Stationire Punkte unter Nebenbedingungen

Wir suchen nach lokalen Extrema der Einschrinkung einer Funktion f auf
die Losungsmenge eines nichtlinearen Gleichungssystems, das wir in der Form
g(x) = 0 schreiben. Die Gleichungen dieses Systems nennt man auch Neben-
bedingungen. Hierfiir ist das Kriterium aus Satz 10.7 nicht anwendbar.

Das folgende Ergebnis ldasst sich am besten formulieren, wenn man einen
Begriff aus der linearen Algebra benutzt. Dort nennt man das Urbild des
Nullvektors unter einer linearen Abbildung [ den Kern von [, abgekiirzt Ker [.
Dies ist ein linearer Unterraum. Es gilt genau dann Ker! = {0}, wenn [
injektiv ist.

Satz 11.3. Es seien V und W endlichdimensionale reelle Vektorraume und
D eine offene Teilmenge von V. Weiter seien Abbildungen

f:D—R, g:D—=W

gegeben, wobei g stetig differenzierbar ist. Hat die Finschrdinkung von f auf
die Menge
M= {z € D|glz) =0}

an der Stelle ¢ ein lokales Extremum und ist f an dieser Stelle differenzierbar
sowie dg(c) : V. — W surjektiv, so gilt

df(c)|Kerdg(c) =0.
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Die letzte Zeile kann man auch durch
Kerdg(c) C Kerdf(c)

ausdriicken. Der Kiirze halber werden wir eine Nullstelle ¢ von g, fiir welche
diese Bedingung erfiillt ist, einen stationdren Punkt von f unter der Neben-
bedingung g(x) = 0 nennen. Im Spezialfall W = {0} handelt es sich um
einen stationdren Punkt im iiblichen Sinne.

Beweis. Es sei ¢ wie im Satz und Vi = Ker dg(c). Dann gibt es einen Unter-
raum Vj; von V, so dass die durch (u,v) — u + v gegebene lineare Abbil-
dung Vi x Vi1 — V ein Isomorphismus ist. Indem wir f und g mit diesem
[somorphismus verketten, erhalten wir Abbildungen mit den selben Diffe-
renzierbarkeitseigenschaften. Wir kénnen also annehmen, dass V' selbst die
Form V; x Vi1 hat, also fiir u € V; und v € Vjy gilt

df (¢)(u, v) = O f(c)(u) + uf(c)(v), dg(c)(u,v) = dg(c)(u) + dug(c)(v).

Nach Definition von Vi ist dig(c)(u) = 0 fiir alle v, wihrend das partielle
Differential dg(c) : Vit — W den Kern {0} hat und somit injektiv ist. Da
es ebenso wie dg(c) nach Voraussetzung surjektiv ist, ist es umkehrbar.
Schreiben wir ¢ = (a,b), so existiert nach Satz 11.2 eine Umgebung D
von a sowie eine stetig differenzierbare Abbildung h : Dy — Vi, so dass
h(a) = b und
{(z,h(z)) |z € D;} C M.

Durch implizite Differentiation ergibt sich
dh(a) = —0ug(c) *og(c) = 0.
Nun sei (u,v) € Kerdg(c). Dann ist v = 0, und die Menge
D,={teR|a+tuec Di}
ist nach Satz 8.10 eine Umgebung der Null. Setzen wir
fut) = fla+ tu, h(a + tu)),

so erhalten wir eine Abbildung f, : D, — R, wobei das Argument auf der
rechten Seite in M liegt und fiir t = 0 gleich ¢ ist. Nach Satz 10.2 ist f, an
der Stelle t = 0 differenzierbar, und

£u(0) = 0uf(e)(w) + Ouf(c) (dh(a)(u)) = Ouf(c)(u).
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Auflerdem hat f, an der Stelle t = 0 ein lokales Extremum, und mit Satz 6.4
folgt f/(0) = 0. Es ergibt sich

df (c)(u,0) = df (c)(u) = 0.

Da (u,0) € Kerdg(c) beliebig war, haben wir bewiesen, dass df(c) auf
Ker dg(c) verschwindet. O

Um stationdre Punkte unter Nebenbedingungen zu finden, benutzt man
folgende Aussage aus der linearen Algebra.

Satz 11.4. Es seien V' und W Vektorrdume tber K sowie | : 'V — K
und m 'V — W lineare Abbildungen, wobei m surjektiv ist. Es ist genau
dann Kerm C Kerl, wenn es eine lineare Abbildung A : W — K mit der
FEigenschaft | = X\ om gibt.

Beweis. Es sei Kerm C Kerl. Fiir jedes w € W gibt es wegen der Surjekti-
vitidt von m ein v € V, so dass m(v) = w. Wir behaupten, dass {(v) nur von w
abhéangt. Gilt ndmlich fiir v € V ebenfalls m(v') = w, so ist m(v —v') = 0,
also {(v — v") = 0 und schlieflich I(v) = [(v"). Wir setzen A\(w) = I(v). Ver-
fahren wir so fiir alle w, erhalten wir eine Abbildung A\ mit der Eigenschaft
[=Xom.

Sind wy, wy € W gegeben, so kénnen wir vy, vy € V mit der Eigenschaft
m(vy) = wy, m(ve) = we wihlen, und dann gilt m(vy + vy) = wy + we, also

)\(wl + U}Q) = l(?]l + UQ) = Z(Ul) + Z(UQ) = )\(wl) + )\(’LUQ)

Analog beweist man, dass fiir w € W und ¢t € K gilt A(tw) = tA(w), und
somit ist A linear.
Die Umkehrung ist offensichtlich. O

Ist f : D — R differenzierbar, g : D — W stetig differenzierbar und
dg(z) fir alle z € D surjektiv, so findet man die stationdren Punkte von f
unter der Nebenbedingung g(z) = 0, indem man das Gleichungssystem

df(a) = Aodg(x),  g(x) =0

mit den Unbekannten z € D und A € Hom (W, R) 16st. Wegen dA(y) = A fiir
alle y € W hat die erste Gleichung die dquivalente Form

d(f —Xog)(zx) =0.

Im Spezialfall V' = R™ und W = R™ gibt es fiir jedes A € Hom(R™, R)
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Zahlen A1, ..., Ap, so dass fiir jeden Vektor w = (wy,...,wy,) € R™ gilt

Wenn wir die Koordinaten von x mit z; und die Koordinatenfunktionen von
g mit g; bezeichnen, so erscheint unser Gleichungssystem in der Form

(51f(x1, ce ,.Z'n) = )\1(5191(1}1, ce ,Z’n) 4+ ...+ )\mdlgm(xla Ce ,xn)x,

nf(xy, . xn) = Mong1(z1, -, 20) + oo o 4+ XNnOnGm (21, . .., T),
g1(x1,...,2,) =0,

gm(T1,. .., x,) =0

mit m + n Unbekannten und ebenso vielen Gleichungen. Fiir jede Losung

(X1, Ty A1y e ooy A) ISt (21, ..., ) ein stationdrer Punkt unter den Ne-
benbedingungen g (z1,...,2,) =0, ..., go(x1,...,2,) = 0. Die Hilfsgrofien
A1, -+, Ay nennt man Lagrange-Multiplikatoren.

Beispiel. Wir suchen die Punkte in
M = {(z,y) € R* | 2* + y* = 4wy + 8},

die den grofiten bzw. kleinsten Abstand vom Koordinatenursprung haben
(vgl. T. Brocker, Analysis 11, Aufgabe 11.15). Dazu setzen wir

f(x,y)=$2+y2, g(x,y):$4+y4—4xy—8

Es gilt
of dg 3
ox ol ox o Y
of dg 3
ay y7 ay y l”

und dg(x,y) ist nur dann nicht surjektiv, wenn

7 =y, Y = .

Dies impliziert 2% = z, also (z,y) = (0,0) oder (z,y) = £(1, 1). Diese Punkte
liegen aber nicht in M. Wir erhalten das Gleichungssystem

M42® — 4y) = 2u,

M4y? — 4x) = 2y,

ot 4+t = day + 8.
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Ist A = 0, so ist (x,y) = (0,0), und die dritte Gleichung ist nicht erfiillt.
Multiplizieren wir die erste Gleichung mit y und die zweite mit x, so erhalten
wir nach Subtraktion und Kiirzen von 4\

(2° —y)y — (y° — )z =0,

also
(z+y)(z—y)(zy+1)=0.

Ist x +y = 0, so erhalten wir aus der dritten Gleichung
2(2%)? + 42% — 8 =0,

also
? =5 —1.
Ist x —y = 0, so folgt hingegen
2(x%)? — 42* -8 =0,

also

22 =5+ 1.
Ist schlieSlich xy + 1 = 0, so folgt

4t —4=0,

also
(1) —42' +1=0

und somit

=243
Die stationdren Punkte unter der Nebenbedingung g(z,y) = 0 sind also
+ (VB LVABHT), (VW1 VVE-1),
(V24 VB 7V2-V8),  (2V2-VB3v2+VB).

Wir behaupten, dass M beschriankt ist. Fiir (z,y) € M gilt ndmlich

8 =2t +y* —day > 2t +yt — 227 — 2%,

und wegen y* — 2y% = (y* — 1)? — 1 > —1 folgt 2% — 22 < 9. Fiir x > 2 ist
also ) A
T
9>2(1-5) > =
_x ( LCQ)_ 27
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d. h. |z|] < v/3v/2 und analog ly| < V/3v/2. AuBerdem ist M abgeschlos-
sen, also kompakt, und somit besitzt die Einschriankung von f auf M ein
Maximum und ein Minimum. Die Werte von f in den stationdren Punkten

sind
2(VE+1),  2(V5-1), V2+V3+V2-V3,

und ihre Quadrate sind
4(6++5), 4(6-+5), 6.

Wegen /20 < /81, d. h. 2v/5 < 9, ist 6 < 4(6 — \/3) Der grofite Abstand
ist also v/2 + 2\/5, der kleinste ist v6. <

11.4 Untermannigfaltigkeiten affiner Ridume

Wir wollen nun die Struktur der Losungen nichtlinearer Gleichungen néher
untersuchen. Den natiirlichen Rahmen fiir unsere Betrachtungen bieten die in
Definition 8.5 eingefiihrten affine Réume. Wir erinnern daran, dass zu jedem
affinen Raum X ein Vektorraum V' von Translationen gehort. Unter der Di-
mension von X verstehen wir die Dimension von V. Man kann Vektorrdume
und affine Rdume iiber einem beliebigen Korper K betrachten, aber fiir die
Zwecke der Differentialrechnung setzen wir K = R oder K = C. Wir kénnen
dann V' mit einer Norm und X mit der zugehorigen Metrik versehen.

Indem man Translationen auf einen beliebig gewéhlten festen Punkt o
anwendet (den man dann den Ursprung nennt), erhdlt man eine bijektive
Abbildung V' — X, wobei die Umkehrabbildung einem Punkt = seinen Orts-
vektor of zuordnet. Wer will, kann daher den Begriff des affinen Raumes
ignorieren und einfach X =V setzen.

Was man aber nicht ignorieren kann, ist der Begriff einer affinen Abbil-
dung. Darunter versteht man eine Abbildung f von einem affinen Raum X in
einen affinen Raum Y, zu der es eine lineare Abbildung ¢ : V' — W zwischen
den zugehorigen Vektorrdumen gibt, so dass fiir alle x € X und v € V' gilt

[l +v) = f(x) +g(v).

(Affine Abbildungen R — R werden in der Schule lineare Abbildungen ge-
nannt, wenngleich sie keine linearen Abbildungen im Sinne der linearen Al-
gebra sind.)

Eine Teilmenge Z von X heifit affiner Unterraum, wenn es einen linearen
Unterraum U von V' gibt, so dass fiir jeden Punkt z € Z und jeden Vektor
u € U auch z + v in Z ist und auf diese Weise Z zu einem affinen Raum
mit dem zugehorigen Vektorraum U wird. Das Urbild eines Punktes unter
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einer affinen Abbildung ist ein affiner Unterraum des Definitionsbereichs,
und der Wertebereich einer affinen Abbildung ist ein affiner Unterraum des
Zielbereichs. Im Spezialfall V' = K™ und W = K™ ergibt sich aus der ersteren
Aussage, dass die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems ein affiner
Unterraum ist. In diesem Sinne ist die lineare Algebra also recht einténig.

Die Losungsmengen nichtlinearer Gleichungssysteme hingegen haben man-
nigfaltige Formen. Um eine analoge Aussage zu machen, fithrt man folgenden
Begriff ein.

Definition 11.1. Es sei K € {R,C} und k € N. Eine Teilmenge M eines
affinen Raumes X heifit Untermannigfaltigkeit von X der Klasse C*, wenn
es fiir jeden Punkt x von M einen Diffeomorphismus F der Klasse C* von
einer Umgebung U von x in X auf eine offene Teilmenge U’ eines affinen
Raumes Y sowie einen affinen Unterraum Z von'Y gibt, so dass

FIMNU)=2ZNnU"

Beispiel. Es sei E ein euklidischer Raum, also ein affiner Raum mit euklidi-
scher Metrik. Wir betrachten den Konfigurationsraum der Dreiecke in £ mit
den Kantenléngen a, b und ¢, also

Ms = {(z,y,2) € E* | d(y,2) = a, d(z,2) = b, d(z,y) = c}.

Natiirlich ist M3 nur dann nichtleer, wenn a, b und ¢ nicht negativ sind und
die Dreiecksungleichungen

a+b>c, b+c>a, c+a>b

gelten. Wir werden spéter sehen, dass M3 eine Untermannigfaltigkeit von
X3 = E? der Klasse C™ ist. Es ist jedenfalls klar, dass Ms das Urbild des
Punktes (a2, b%, c?) unter der durch

g3(z,y,2) = (d(y,z)Q,d(z,:r;)Q, d(w,y)2)

definierten Abbbildung g3 : X3 — R3 ist. Wir haben die Absténde quadriert,
damit g unendlich oft differenzierbar ist. Fithrt man Koordinaten ein, so wird
M3 zur Losungsmenge eines Gleichungssystems. <

Die Losungsmenge eines nichtlinearen Gleichungssystems ist nicht im-
mer eine Untermannigfaltigkeit. Um Bedingungen prégnant formulieren zu
koénnen, fithren wir geeignete Begriffe ein.

Definition 11.2. Es seien X und Y affine Riume und D eine offene Teil-
menge von X.
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(i) Eine differenzierbare Abbildung f : D — Y heifst Immersion, wenn an
jeder Stelle x € D das Differential df (z) injektiv ist.

(ii) FEine differenzierbare Abbildung g : D — Y heifit Submersion, wenn an
jeder Stelle x € D das Differential dg(z) surjektiv ist.

(iii) Fine Abbildung f von einem metrischen Raum D in einen metrischen
Raum Y heifst Einbettung, wenn die Beschrdinkung von f zu einer
Abbildung D — f(D) ein Homéomorphismus ist.

Man beachte, dass eine stetige injektive Abbildung keine Einbettung zu
sein braucht, wie man am Beispiel der durch

f(t) = (sint,sint cost)

definierten Abbildung f : |—m, 7[ — R? sieht. Thr Wertebereich ist gleich der
Losungsmenge der Gleichung

y2 = ZE2(1 - I'2>,
aber die Umkehrabbildung ist an der Stelle (0, 0) unstetig.

Satz 11.5. Es seien X und Y affine Riume und D eine offene Teilmenge
von X sowie k > 1 eine natirliche Zahl.

(i) Ist g: D =Y eine k-mal stetig differenzierbare Submersion, so ist fir
jedes Element b von Y das Urbild g='(b) eine Untermannigfaltigkeit
von X der Klasse C*.

(i) Ist f: D —'Y eine k-mal stetig differenzierbare Immersion, die gleich-
zeitig eine Einbettung ist, so ist f(D) eine Untermannigfaltigkeit von 'Y
der Klasse C*.

Beweis. O. B. d. A. sind X =V und Y = W Vektorraume und ist b = 0.

(i) Es sei g : D — W eine k-mal stetig differenzierbare Submersion, M =
g71(0) und ¢ ein Punkt von M. Im Beweis von Satz 11.3 haben wir gesehen,
dass man dann V' als Produkt zweier Vektorrdume V; und Vj; ansehen kann,
wobei Vi = Kerdg(c) ist, und dass wir uns in der Situation von Satz 11.2
befinden, wo g mit G bezeichnet wurde. Im Beweis wurde gezeigt, dass durch

F(x,y) = (v,9(z,y))

ein Diffeomorphismus F der Klasse C* von einer Umgebung U von c¢ auf eine
offene Teilmenge des Raumes V; x W gegeben ist, der die Rolle von Y aus der
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Definition einer Untermannigfaltigkeit spielt. Es ist offensichtlich, dass genau
dann F(x,y) € Vi x {0} ist, wenn g(z,y) = 0 gilt. Wir brauchen also nur
Z = Vi x {0} zu setzen. Da ¢ beliebig war, ist M eine Untermannigfaltigkeit
der Klasse C*.

(ii) Nun sei f : D — W eine k-mal stetig differenzierbare Immersion,
N = f(D) und c¢ ein Punkt von N. Wir wéhlen ¢ € D mit f(a) = c.
Diesmal kénnen wir W als Produkt zweier Unterrdume Wy und Wiy ansehen,
wobei W; der Wertebereich von df(a) ist. Wir definieren eine k-mal stetig
differenzierbare Abbildung H : D x Wi — W durch

H(z,2) = f(z) + (0, 2).
Dann ist
dH(z,z)(v,u) = df (z)(v) + (0,u)
und insbesondere
dH(&a O) = (dfl(a)a 1d)
Diese lineare Abbildung ist invertierbar, und nach Satz 11.1 schrénkt sich H

zu einem Diffeomorphismus der Klasse C* von einer Umgebung U; von (a, 0)
auf eine Umgebung U, von ¢ ein. Wegen H(x,0) = f(x) gilt

NNOU; 2 H((V x{0}) nTh),
und bezeichnen wir die Umkehrabbildung von H mit F', so folgt
F(NHUQ) D) (V X {0}) ﬂUl,

aber i. Allg. nicht die gewiinschte Gleichheit. Die Menge H((V x {0}) N U)
ist das Bild einer offenen Menge unter f, also eine offene Teilmenge des
metrischen Raumes N, wenn f eine Einbettung ist. Nach Satz 8.5(i) ist sie
von der Form N NU fiir eine offene Menge U in W, wobei 0. B. d. A. U C U,
ist.

Die Einschréinkung von F' auf die Umgebung U von ¢ ist ein Diffeomor-
phismus auf U’ = F(U) mit der Eigenschaft

FINNU)=(Vx{0})nU,=(Vx{0}H)nU'"
Da ¢ beliebig war, ist N eine Untermannigfaltigkeit der Klasse C*. O]

Beispiel. Wir betrachten wieder den Konfigurationsaum M3 der Dreiecke mit
vorgegebenen Seitenldngen im euklidischen Raum FE. Er ist das Urbild eines
Punktes unter der Abbildung gs : £ — R3, die auch in der Form

o

93(337?/, H
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geschrieben werden kann. Die Abbildung

Wa.y) = |7 = (7. 70)

ist eine Verkettung einer bilinearen Abbildung mit affinen Abbildungen vom
affinen Raum F in den zugehorigen Vektorraum, fiir die gilt

e
2y +v) =T+,
so dass nach den Ableitungsregeln folgt

dh(z,y)(u,v) <v:@>—i—<ﬁ/v> <uﬁ/> < >—2<@v—u>

Es ergibt sich
dgs(z,y, z)(u,v,w) = 2(<y?,w — v>, <%, u— w>, <:@, v — u>)

Diese lineare Abbildung kann nicht surjektiv sein, wenn x = y oder y = z
oder z = x ist. Nehmen wir also an, die Punkte seien paarweise verschieden.
Mit den Bezeichnungen s = w — v und t = v — w wird die rechte Seite zu

(), (T ) (7 + T + 1))
Dies ist gleich einem vorgegebenen Wert (p, ¢,r) € R?, wenn
2<y?, s> =p, 2<ﬂ,t> =q, 2<y7, t> + 2<z76, s> =r.

Durch die ersten beiden Gleichungen ist s bis auf einen zu y? orthogonalen
Vektor festgelegt und ¢ bis auf einen zu z# orthogonalen Vektor. Sind 2 und
Z# nicht zueinander proportional, so kann man s so anpassen, dass <ﬁ, s>
einen beliebig vorgegebenen Wert hat. Andernfalls ist die linke Seite der
dritten Gleichung festgelegt.

Wir sehen also, dass dgs in einem Punkt (x,y, z) genau dann surjektiv
ist, wenn die Punkte x, y, z nicht kollinear sind, d. h. nicht auf einer Geraden
liegen. Schrinken wir also g3 auf die Menge D3 C E? solcher Tripel ein, so
ist Satz 11.5 anwendbar und zeigt, dass M3 im Fall

a+b>c, b+c>a, c+a>D

eine Untermannigfaltigkeit der Klasse C'* ist. Sind die Punkte kollinear, aber
nicht alle gleich, so hingt fiir vorgegebene a, b und ¢ der dritte Punkt auf
unendlich oft differenzierbare Weise von den zwei anderen ab. Tritt also bei
einer der Dreiecksungleichungen Gleichheit ein, so ist M3 isomorph zur ana-
logen Untermannigfaltigkeit M, von X, = E?, also auch eine Untermannig-
faltigkeit. Es bleibt der Fall a = b= c¢ =0, in dem M5 = {(z,z,z) |z € E}
ebenfalls eine Untermannigfaltigkeit ist, die dann isomorph zu M; = X; = F
ist. All dies ldsst sich auf eine beliebige Anzahl von Punkten verallgemeinern.
<
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11.5 Tangentialvektoren

Die erste Einfithrung in die Differentialrechnung wird meist durch die An-
schauung unterstiitzt. Dabei wird der Differenzenquotient als Anstieg einer
Sekante des Graphen der betrachteten Funktion interpretiert und der Diffe-
rentialquotient, also die Ableitung, als Anstieg der Tangente. Bis jetzt haben
wir die letztere aber immer noch nicht definiert. Das soll nun in einem allge-
meineren Rahmen erfolgen. Dabei mogen alle Mannigfaltigkeiten mindestens
von der Klasse C! sein, der Grundkérper gleich R oder C.

Definition 11.3. Es sei X ein affiner Raum mit zugehorigem Vektorraum V
und M eine Untermannigfaltigkeit von X. Finen Vektor v € V nennen wir
einen Tangentialvektor von M an der Stelle a € M, wenn es eine differen-
zierbare Abbildung h einer offenen Menge I von R in die Menge M und eine
Stelle ¢ € I gibt, so dass

h(c) = a, h'(c) = wv.

Die Menge aller Tangentialvektoren von M an der Stelle a nennen wir den
Tangentialraum von M an dieser Stelle, abgekiirzt T,(M).

Genauer gesagt handelt es sich hier um den linearen Tangentialraum.
Manchmal betrachtet man auch den affinen Tangentialraum

a+T,(M)={a+v|veTl,(M)}CX.

Ist insbesondere M eine Kurve, so nennt man den affinen Tangentialraum
einfach Tangente®. Man kann o. B. d. A annehmen, dass I ein Intervall ist,
und h als differenzierbaren Weg betrachten.

Neben dem Kern einer linearen Abbildung [ : V' — W zwischen Vek-
torrdumen betrachtet man auch ihr Bild, abgekiirzt® Im{ = [(V).

Satz 11.6. Es sei M eine Untermannigfaltigkeit des affinen Raums X mit
zugehdrigem Vektorraum V' sowie a € M.

(i) Der lineare Tangentialraum von M an der Stelle a ist ein Untervek-
torraum von V', der affine Tangentialraum ist ein affiner Unterraum
von X.

(i) Ist g eine Submersion einer offenen Teilmenge U von X in einen affi-
nen Raum'Y und M = g=1(b) fiir ein b €Y, so ist

T.(M) = Kerdg(a).

9]at. ,,Beriihrende“
80engl. image

246

Vorlesung 14b
27.01.23




(ii) Ist f eine Immersion und Einbettung einer offenen Teilmenge D eines
affinen Raums X in den Raum Y und N = f(D), wobei b = f(a), so
15t

Ty(N) = Imdf(a).

Beweis. (i) Entsprechend Definition 11.1 gibt es einen Diffeomorphismus F
einer Umgebung D von a auf eine offene Teilmenge D’ eines affinen Raums Y
sowie einen affinen Unterraum Z von Y, so dass

F(MNnD)=ZnD"

Dann ist D’ eine Umgebung von b = F'(a). Es seien V., W und U die zu X,
Y und Z gehorigen Vektorrdume, und es sei H die Umkehrabbildung von F'.

Wir behaupten, dass
To(M) = dH (b)(U),

was natiirlich ein Unterraum von V ist. Fiir jeden Vektor u € U ist namlich
h(t) = H(b+ tu) fiir t in einer offenen Teilmenge I von R definiert, stetig
differenzierbar, und

h(0) =a,  W(0) =dH(b)(u),

also dH (b)(u) € T,(M). Ist umgekehrt v € T,(M), so gibt es eine Abbildung
h: 1 — M mit h(c) = a und h'(c) = v. Dann ist die Abbildung

k=Foh:h*'(D)—Z
definiert, und fiir u = k'(c) € U gilt nach Satz 10.2(ii)
u=dF(a)(h'(c)) = dF(a)(v), also dH(b)(u)=v.

(ii) Da jeder Weg in M von g auf einen konstanten Weg abgebildet wird,
ist zumindest 7,(M) C Kerdg(a). Nunseio. B.d. A. X =V und Y = W.
Wir kénnen g wie im Beweis von Satz 11.2 lokal zu einem Diffeomorphismus
F: D — Vi x W ergénzen, wobei V] = Kerdg(a), und die Umkehrabbildung
H von F erfiillt dH (b)(v,0) = v fiir v € V;. Nun folgt die Behauptung aus
dem Beweis von Teil (i).

(iii) Da jeder Weg in D von f auf einen Weg in N abgebildet sird, ist
zumindest T,(N) O Imdf(a). Nun sei wieder X =V, Y = W. Wir kénnen
f wie im Beweis von Satz 11.5(ii) lokal zu einem Diffeomorphismus H :
D x Wy — W ergénzen, wobei H(z,0) = f(z) ist. Fir v € V ist somit
dH(a,0)(v,0) = df (a)(v), und die Behauptung folgt wieder aus dem Beweis
von Teil (i). O
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Mit dem Begriff des Tangentialraums werden ein paar frithere Definitio-
nen geometrisch versténdlicher:

e In der Definition 10.3 der Differenzierbarkeit einer Funktion f : D — W
an einer Stelle @ haben wir sie durch eine affine Funktion

gla+v) = f(a) + df(a)(v)

approximiert. Ist f stetig differenzierbar, so ist der Graph von g gleich
dem affinen Tangentialraum des Graphen

M ={(z, f(z)) | € D}
von f an der Stelle (a, f(a)) (Ubungsaufgabe).

e Ein stationdrer Punkt a einer Funktion f : D — R unter der Ne-
benbedingung g(x) = 0 (siehe Satz 11.3) ist in dem Fall, wenn ¢ eine
Submersion und somit M = ¢~!(0) eine Untermannigfaltigkeit ist, cha-
rakterisiert durch die Bedingung

df (a)|r,car) = 0.

Manchmal ist der umgebende Raum X nur ein Hilfsobjekt ohne Bedeu-
tung fiir die Anwendungen. Wir gehen jetzt den ersten Schritt eines Weges,
auf dem man sich von ihm befreien kann.

Definition 11.4. Es sei M eine Untermannigfaltigkeit der Klasse CF des
affinen Raums X mit zugehorigem Vektorraum V. Fine Abbildung f wvon
M in einen affinen Raum Y heifst k-mal stetig differenzierbar, wenn es fiir
jeden Punkt a von M eine Umgebung U von a in X und eine k-mal stetig
differenzierbare Abbildung g : U —'Y gibt, so dass

flvnu = glmnu-

Lemma 11.2. Sind f: M — Y und g : U — Y wie in der Definition und
wst W oder zu'Y gehorige Vektorraum, so wird durch

eine lineare Abbildung

df (a) : To,(M) - W
definiert, die nicht von der Wahl von U und g abhdngt.
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Beweis. Als Einschrankung der linearen Abbildung dg(a) : V' — W ist auch
df (a) linear. Fiir einen beliebigen Tangentialvektor v € T,(M) gibt es laut
Definition eine offene Teilmenge I von R, einen Punkt ¢ € I und eine Abbil-
dung h : I — M, so dass

Nach Satz 10.2(ii) gilt

dg(a)(h'(c)) = (g o h)'(c),
also
df (a)(v) = (f o h)'(c),
was offensichtlich nicht von U und g abhéngt. O

Man nennt df (a) das Differential von f an der Stelle a. Hier ist eine erste
Anwendung.

Satz 11.7. Ist M eine Untermannigfaltigkeit der Klasse C! eines affinen
Raums X und f : M — R eine stetig differenzierbare Abbildung, die an
einer Stlle a ein lokales Extremum hat, so gilt

df (a) = 0.
Beweis. Ist h wie im Beweis des Lemmas, so ist ¢ ein lokales Extremum
von f o h, und die Behauptung folgt aus Satz 6.4. m

Man kann differenzierbare Mannigfaltigkeiten definieren, ohne einen um-
gebenden Raum zu verwenden. Das ist eines der Themen der Varanstaltung
»Geometrie/ Topologie*.
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