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56. Bestimmen Sie mit Hilfe des Cavalierischen Prinzips das Volumen des Rest-
körpers, der übrig bleibt, wenn man durch eine Kugel ein zylindrisches Loch
bohrt, wobei die Zylinderachse durch den Kugelmittelpunkt geht. Drücken
Sie das Ergebnis durch die Höhe der zylindrischen Schnittfläche aus.

57. Es seien µ, ν und π σ-endliche Maße auf σ-Algebren A, B, C über Mengen
X, Y bzw. Z. Zeigen Sie, dass

(A⊗ B) ⊗ C = A⊗ (B ⊗ C), (µ ⊗ ν) ⊗ π = µ ⊗ (ν ⊗ π).

(Hinweis: Charakterisieren Sie diese σ-Algebra und dieses Maß in einem
Schritt.)

58. Es sei µ ein Maß auf der σ-Algebra A über X und β die Einschränkung des
Lebesgue-Maßes auf die σ-Algebra B der Borel-Mengen in [0,∞). Beweisen
Sie:

(a) Eine Funktion f : X → [0,∞) ist genau dann messbar, wenn die
Ordinatenmenge

M = {(x, y) ∈ X × [0,∞) | y < f(x)}

zu A⊗ B gehört. (Hinweis: Betrachten Sie g(x, y) = f(x) − y.)

(b) Ist µ σ-endlich und f messbar, so gilt

∫

fµ = µ ⊗ β (M) =

∫

∞

0

µ({x ∈ X | f(x) > y}) dy.

59. Es sei f
α
(x, y) = xy/(x2 + y2 + 1)α. Bestimmen Sie alle α ∈ R, für welche

die iterierten Integrale

∫

∞

−∞

(
∫

∞

−∞

f(x, y) dx

)

dy,

∫

∞

−∞

(
∫

∞

−∞

f(x, y) dy

)

dx

existieren. Für welche α ist f
α

Lebesgue-integrierbar über R
2?



60.∗ Es seien f ung g messbare Funktionen auf einer Menge X, so dass |f |2 und
|g|2 bezüglich eines Maßes µ auf X integrierbar sind. Beweisen Sie mit Hilfe
des Satzes von Fubini durch Betrachtung der Funktion f(x)g(x)f(y)g(y) die
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

(
∫

|fg|µ

)2

≤

∫

|f |2µ

∫

|g|2µ.

(Hinweis: f und g verschwinden außerhalb einer messbaren Menge, auf der
µ σ-endlich ist.)


