Scriptum zur Vorlesung
Komplexe Mannigfaltigkeiten

Prof. W. Hoffmann

1 Differenzierbare Abbildungen

Es sei K einer der Korper R oder C.

Definition 1 FEs seien X und Y endlichdimensionale K-Vektorrdume und
U eine offene Teilmenge von X. Fine Abbildung f : U — Y heifit K-
differenzierbar an der Stelle a € U, wenn es eine Abbildung F : U —
Homg (X,Y) gibt, die an der Stelle a stetig ist, so dass gilt

f(x) = f(a) + F(z)(x - a)

Wir kénnen X und Y durch Wahl von Basen mit Rdumen K" bzw. K™
von Spaltenvektoren identifizieren. Homomorphismen K" — K™ sind durch
(m x n)-Matrizen gegeben.

Lemma 1 Ist f an der Stelle a differenzierbar, so ist die Ableitung f'(a) :=
F(a) unabhingig von der Wahl von F.

Beweis. Angenommen, F' + G erfiillt dieselben Bedingungen wie F. Dann
gilt G(a + v)v = 0 fiir v in einer Umgebung V' der Null. Wir kénnen eine
Nullumgebung W wihlen, so dass tW C V fiir alle t € K mit 0 < [¢] < 1.
Ist w € W, so folgt G(a + tw)w = 0 und durch Grenziibergang G(a)w = 0.
Da W eine Basis von X enthélt, folgt G(a) = 0. O

Bemerkung. Meist wird die Differenzierbarkeit definiert, indem man die Exis-
tenz einer Abbildung L € Homg (X, Y') verlangt, so dass

1 @) = (@) — Lz — a)

=a [ = af

=0,

wobei eine Norm auf X fixiert wurde. Natiirlich ist dann f’(a) = L. Bezeich-
nen wir den Zahler mit r(x), so ergibt sich aus unserer Definition

r(z) = (F(z) = Fa))(z - a).
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Umgekehrt kann man z. B.

F(a+v)w = Lv+ <w’v>r(v) =Lv+ <w, L> rv)
(v, ) wll /- [lo]
setzen, wobei man ein Hermitesches Skalarprodukt auf X benutzt. Beide
Definitionen sind also dquivalent. Ist f an einer Stelle differenzierbar, so ist
f an dieser Stelle auch stetig.

Unsere Definition eignet sich am besten zum Beweis der Differentiati-
onsregeln (Summen- und Produktregel, Kettenregel). Die alternative Defi-
nition zeigt: Ist die Abbildung f zwischen C-Vektorrdumen an einer Stelle
R-differenzierbar und ist f’(a) eine C-lineare Abbildung, so ist f an die-
ser Stelle C-differenzierbar. Es ist auch offensichtlich, dass eine Abbildung
f:U — Y an einer Stelle genau dann differenzierbar ist, wenn ihre Koordi-
naten beziiglich einer Basis von Y an dieser Stelle differenzierbar sind.

Definition 2 Die Abbildung f : U — Y heifst null mal stetig differenzierbar,
wenn sie stetig ist. Sie heiffit k mal stetig differenzierbar fir k > 0, wenn sie
an jeder Stelle in U differenzierbar ist und f': U — Homg (X,Y) k —1 mal
stetig differenzierbar ist.

Die kte Ableitung f*)(a) ist dann eine K-multilineare Abbildung X* —
Y.

Der Satz iiber die implizite und inverse Funktion kann im komplexen Fall
genau wie im reellen Fall bewiesen werden. Man kann ihn aber auch aus
dem reellen Fall ableiten, weil die Ableitung der impliziten bzw. inversen
Abbildung anhand ihrer Formel als C-linear zu erkennen ist.

2 Analytische Abbildungen

Definition 3 FEs sei U eine offene Teilmenge von K™ und Y ein endlich-
dimensionaler normierter K -Vektorraum. Eine Abbildung f : U — Y heifit
K-analytisch an der Stelle a € U, wenn es fiir jedes I € N™ ein y; € Y qibt,
so dass fiir x in einer Umgebung von a gilt

f@) = uile —a)', (1)

IeNn
wobetr die Reihe absolut konvergiert.

Dabei schreiben wir fir I = (iy,...,14,)

I i in
vt =t
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Wegen der absoluten Konvergenz (beziiglich der Norm in Y') spielt die Rei-
henfolge der I keine Rolle.

Satz 1 Konwvergiert die Potenzreihe

an der Stelle c € K™, so konvergiert sie absolut gleichmdf$ig auf jeder kom-
pakten Teilmenge C von

D={ze K": x| <|ar],...,|zn| <|eanl}

gegen eine Funktion f, die in jedem Punkt von D analytisch ist, und ihre
Ableitung kann durch gliedweise Differentiation bestimmt werden.

Beweis. Wir konnen annehmen, dass alle |¢x| > 0 sind, da sonst nichts zu
beweisen ist. Es sei

so dass 0 < r, < 1. Dann ist
Dy < Hlyie! (It < sup [y’ > ot
I I I

wobei das Supremum wegen der Konvergenz an der Stelle ¢ existiert, und

S | DO P

k=11,=0

Es folgt die absolut gleichméflige Konvergenz und somit die Stetigkeit von f.
Ist b€ D und v € K" mit |vg| < |ck| — |bg| fir alle &, so gilt

ZyI b+v) =) ury. ( )bf—JvJ =y (Z G) beI—J) v’ (2)

J; J<I J \I>J

wobei J < I bedeutet, dass j < iy fiir alle k£, und

()-11G)

Wir kénnen nédmlich den grofien Umordnungssatz anwenden, denn wenn wir
jeden Term durch seine Norm abschétzen, erhalten wir

Z ZD> ( ) Vo) <3 el TT0l + Tl < D7 el
I k=1 I

J<I



Wir beweisen die Behauptung iiber die Ableitung zunéchst fiir b = 0. Wir
klammern die Variable x,, aus allen Termen aus, in denen sie vorkommt:

f(x) = f(0) + xp Z yrae! + Z yroz"?,

IeN, IEN”71

wobei
N, = {(il, R 7271) eN": 4, > 0}, (il, C ,in)/ = (il, c ,’in_l,in_l).

Dann verfahren wir mit dem Rest ebenso beziiglich der Variablen x,,_; usw.:

F@) = F0)+ 3w 3 yro, o,

k=1 IeNg

wobei 0, das (n — k)-Tupel aus lauter Nullen bezeichnet. Die hier vorkom-
menden Reihen lassen sich durch die Ausgangsreihe abschétzen, konvergieren
also auf C' gegen stetige Funktionen. Aus der Definition folgt nun, dass f an
der Stelle 0 differenzierbar ist und

f/(O)U = Y1,0,....001 -+ Yo, 01Vn = Z yzvl,
|I|=1

wobel wir fir Multiindizes definieren
|1y yin)| =1+ - + ip.

Hat man eine Potenzreihe der Form (1), so kann man dieses Ergebnis auf die
Funktion f(a + v) anwenden.

Ist b € C beliebig, so wenden wir es auf die Formel (2) an. Wir erhalten
fiir f’(b)v die Teilsumme iiber alle J mit |J| = 1. Dies ist dieselbe Formel,
die man durch gliedweise Differentiation erhalt, denn ist z. B. 5, = 1 die
nichtverschwindende Komponente von J, so gilt (5) = ig. O

Folgerung 1 Ist f an der Stelle a K-analytisch, so ist sie in einer Um-
gebung von a unendlich oft K-differenzierbar, und die Koeffizienten der sie
darstellenden Reihe sind eindeutig bestimmt durch

f(k)(a)(v, o) =kl Z gl

\I|=k

(Die Reihe ist also die Taylorreihe von f.)



Beweis. Wir konnen den Satz wiederum auf die Ableitung anwenden usw.
Die kte Ableitung angewendet auf k gleiche Vektoren v ist die k-fache Rich-
tungsableitung, also die kte Ableitung von f(a + tv) als Funktion einer Va-
riablen ¢ € K. O

Man kann durch Abschétzungen beweisen, dass Summe, Produkt und
Verkettung analytischer Abbildungen analytisch sind, und auch der Satz
iiber die implizite und inverse Funktion gilt im Rahmen der analytischen
Funktionen. Dies wird sich aber sowieso nebenbei aus Satz 4 ergeben.

Satz 2 Ist U ein Gebiet (eine zusammenhdingende offene Teilmenge) in K™
und verschwindet die analytische Funktion f : U — K auf einer offenen
Teilmenge von U, so verschwindet sie auf ganz U.

Bewers. Es sei V' die Menge aller Punkte von U, in deren Umgebung f ver-
schwindet. Dies ist eine offene und nach Voraussetzung nichtleere Menge. Alle
Ableitungen von f sind stetig und verschwinden somit auf dem Abschluss von
V in U. Gehort a zu diesem Abschluss, so ist die Taylorentwicklung von f
um a gleich Null, also ist a € V. Die Menge V' ist also abgeschlossen in U.
Da U zusammenhingend ist, folgt V = U. O

Definition 4 FEine Abbildung von einer offenen Menge in C" nach einem C-
Vektorraum Y heifst holomorph, wenn sie in jedem Punkt C-differenzierbar
15t.

Satz 3 (Cauchysche Integralformel) Es sei r; >0, ..., r, >0 und
D={zeC": |z|<r1,...,|z0| <70}

Ist f holomorph auf einer Umgebung von D, dann gilt fiir a € D

_ () -
@) = Gy /|:/|: CEr RN R

Hierbei wéhlen wir jeweils den positiven Umlaufsinn. Da der Integrationsbe-
reich kompakt und der Integrand stetig ist, gibt es keine Konvergenzproble-
me.

Beweis durch Induktion nach n. Fiir n = 1 ist dieser Satz aus der Funk-
tionentheorie bekannt. Angenommen, er gilt bereits fiir n — 1 Variablen. Die
Funktion f(z1,...,2n_1,a,) = f(Z,a,) ist holomorph auf einer Umgebung
des Abschlusses von

D ={eC" |zl <ry,. .|z 1] <Tn1}



Also gilt nach Induktionsvoraussetzung

_ 1 f(Z,an)
f(a) B (27Ti)”_1 /|217’1. ' '/|Zn17”n1 (21 - al) e (anl - anfl) denr---dz

Fiir festes 2/ € D' ist f(2/,2,) in einer Umgebung von {z, € C : |z,| < r,}
holomorph, also gilt nach dem Induktionsanfang

) 1 f(Z2n)
f(a,) = — ———dz,,
(', an) /|zn|rn z

21 Zp — Oy
Setzen wir dies ein, so folgt die Behauptung. O
Jetzt konnen wir fiir K = C die Umkehrung der ersten Aussage von

Folgerung 1 beweisen.
Satz 4 Jede holomorphe Abbildung ist analytisch.
Bewers. Es gilt fiir a € D

Lo ()
zk—ak_zk(l—%)_Zkg:()(Zk) 7
1=

2k

also
I

1 1 a
(z1—a1)... (20— @)  21...%n Z;’

IeNn

wobei die Reihe gleichmifig {iber z im Integrationsbereich konvergiert. Set-
zen wir dies in der Cauchyschen Integralformel ein und vertauschen Integra-
tion und Summation, so erhalten wir eine Potenzreihe in a mit den Koeffizi-

enten
1 / / f(z) dz, dz
yr = , o —_ . —.
(2mi)™ |1|=r1 onzrn 21 Zn 21

Folgerung 2 Die Verkettung von K -analytischen Abbildungen ist K-analy-
tisch. Insbesondere kann man von K -analytischen Abbildungen zwischen end-
lichdimensionalen K -Vektorraumen sprechen, ohne eine Basis von X festzu-
legen.

O

Beweis der Folgerung. Fir K = C folgt sie mit Hilfe von Satz 4 aus der
entsprechenden Aussage iiber C-differenzierbare Abbildungen.

Angenommen, f : U — R™ ist im Punkt a € R™ R-analytisch, d. h.
ihre Taylorreihe konvergiert in einer Umgebung von a in R™. Nach Satz 1
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konvergiert sie in einer Umgebung V' von a in C", stellt dort nach Folgerung 1
also eine holomorphe Abbildung fc : C* — C™ dar, und Analoges gilt fiir
eine im Punkt f(a) R-analytische Funktion g. Die Funktion go f stimmt auf
U NV mit gc o fc iiberein, ist also nach Satz 4 durch eine Potenzreihe mit
komplexen Koeffizienten gegeben. Nach Folgerung 1 sind diese Koeffizienten
als hohere partielle Ableitungen gegeben. Die partiellen Ableitungen von f¢
sind aber die gleichen wie die von f, denn der reelle Differenzenquotient ist die
Einschrénkung des komplexen. Also sind die Koeffizienten der Potenzreihe
reell. O

3 Mannigfaltigkeiten

Definition 5 (1) Fir jede offene Teilmenge U eines topologischen Rau-
mes X sei eine Menge S(U) von Funktionen auf U mit Werten in K
gegeben. Die Zuordnung S heiffit Funktionengarbe, wenn sie folgende
Lokalitatseigenschaft hat:

Ist {U, | a € A} eine Familie von offenen Mengen in X
(indiziert durch eine beliebige Menge A), ist

U=|JU.
a€cA
und f: U — K, so gilt f € S(U) genau dann, wenn f|y, €
S(U,) fir alle a € A.

(i) Es sei S eine Funktionengarbe auf X und T eine Funktionengarbe
auf Y. Ein Morphismus von (X,S) nach (Y,T) ist eine stetige Ab-
bildung F' : X —'Y mat der Eigenschaft, dass fiir jede offene Menge V'
inY und jedes g € T (V) gilt

F*(g) :=go F € S(FHV)).

Gibt es zudem einen Morphismus G von (Y,T) nach (X,S), so dass
FoG=id und G o F' =1id gilt, so heifst F' ein Isomorphismus.

(i1i) Es sei S eine Funktionengarbe auf X und Z eine offene Teilmenge
von X . Betrachten wir S(U) nur fir U C Z, so erhalten wir eine Funk-
tionengarbe auf Z, genannt Finschrinkung von S auf Z, abgekiirzt S|z.

(i) Ist F : X — Y eine stetige Abbildung und S eine Funktionengarbe
auf X, so definieren wir eine Funktionengarbe F(S) auf'Y durch

F(S)(V)={g:V = K| F'(g) € S(F'(V))}.



Beachte, dass F'~1(V) offen in X ist. Es ist klar, dass die Verkettung zwei-
er Morphismen von Funktionengarben wieder ein Morphismus von Funktio-
nengarben ist. Auch die natiirliche Abbildung Z — X in (iii) ist ein Mor-

phismus (Z,S|z) — (X, S).

Beispiel 1. Besteht fiir jede offene Teilmenge U in X die Menge S(U) aus
allen stetigen Funktionen auf U, so ist S eine Funktionengarbe auf X. Ist 7

auf Y analog definiert, so ist jede stetige Abbildung X — Y ein Morphismus
(X,8) = (¥, 7).

Beispiel 2. Ist X eine offene Menge in K™ und besteht fiir jede offene Teil-
menge U von X die Menge S(U) aus allen stetig K-differenzierbaren Funktio-
nen auf U, so ist S eine Funktionengarbe auf X. Ist 7 auf einer offenen Teil-
menge Y von K™ analog definiert, so ist eine stetige Abbildung F': X — Y
genau dann ein Morphismus (X,S) — (Y, 7), wenn sie K-differenzierbar ist.
In der Tat, die Koordinatenfunktionen gx(y) = yx gehoren ja zu 7 (Y). Ist
F:(X,S8) — (Y,7) ein Morphismus, so ist F, = gro F € S(F1(Y)) =
S(X), und F ist somit K-differenzierbar. Die Umkehrung ist offensichtlich.

Beispiel 3. Im vorigen Beispiel konnen wir iiberall das Wort | stetig K-
differenzierbar“ durch ,,r mal stetig K-differenzierbar“ oder ,unendlich oft
K-differenzierbar“ oder ,, K-analytisch® ersetzen.

Definition 6 Ist X eine offene Teilmenge in R™, so bezeichnen wir mit Ex
die Garbe der glatten (d. h. unendlich oft R-differenzierbaren) Funktionen
und mit Ax die Garbe der R-analytischen Funktionen auf X. Ist X C C",
so bezeichnen wir mit Ox die Garbe der holomorphen Funktionen auf X.
Wir lassen den Index weg, wenn er aus dem Zusammenhang klar ist.

Definition 7 FEs sei S eine Funktionengarbe auf X und T eine Funktio-
nengarbe auf Y. Wir sagen, dass (X,S) lokal isomorph zu (Y,T) ist, wenn
es zu jedem a € X eine Umgebung U, eine offene Menge V in'Y und einen
Isomorphismus ¢ : (U,S|v) — (V,T|v) gibt.

Das Paar (X, S) heifit n-dimensionale glatte (bzw. reell-analytische, bzw.
holomorphe) Mannigfaltigkeit, wenn es lokal isomorph zu (R"™, E) (bzw. (R™, A)
bzw. (C™,0)) ist.

Die in der Definition auftretenden lokalen Isomorphismen (genauer, die
Paare (U, ¢)) heilen Karten von (X, S).

Beispiel j (projektiver Raum). Es sei H eine Divisionsalgebra iiber K (also
H = K oder K = R, H = H) und X ein rechter H-Vektorraum. Wir
bezeichnen mit P(X) die Menge aller eindimensionalen Unterrdume von X.
Ordnen wir einem z € X, x # 0, den Unterraum zH = {xq : ¢ € H} zu,
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so erhalten wir eine surjektive Abbildung 7 : X \ {0} — P(X). Wir nennen
eine Menge V' C P(X) offen, wenn 7=1(V) offen ist. Dann ist 7 stetig. Es sei
7 eine der Funktionengarben &, A oder O auf der offenen Menge X \ {0} im
K-Vektorraum X, und es sei S = 7(7) im Sinne von Definition 5(iv). Wir
behaupten, dass (P(X),S) eine Mannigfaltigkeit ist.
Wir definieren fiir jedes h € Hompy (X, H) eine sogenannte affine Karte
¢ : U — A, wobei
U={LeP(X): h|p#0}
offen in P(X) und
A={z e X :h(z)=1}

ein affiner Unterraum von X ist, den wir auf naheliegender Weise mit einer
Funktionengarbe 7, versehen. (Man kann A mit einem affinen Raum der
Form K™ identifizieren, indem man einen Korrdinatenursprung in A und
eine Basis von Ker h wéhlt.) Und zwar ist

o(zH) = zh(z) ™, o Nz) = zH.

Wegen 71 (U) = {x € X : h(z) # 0} und h(zq) = h(z)q ist dies wohldefi-
niert. Wir behaupten, dass (U, ) eine Karte von (P(X),S) ist.

Es sei V eine offene Menge in U. Ist f € S(V),s0 form € T(x (V)),
und wegen f o ¢ l(z) = fon(zx)ist fopt e Tu(p(V)). Ist hingegen
g € Ta(p(V)), soist gopom(x) = glxh(x)™1), also m*(go ) € T (7 1(V))
und g o ¢ € S(V). Somit ist unsere affine Karte tatsichlich eine Karte von
(P(X),S), und da der projektive Raum P(X) von affinen Karten tiberdeckt
wird, ist er eine Mannigfaltigkeit.

Wir schreiben insbesondere P,(H) = P(H™') und

(o a1t xy) ={(v0q, 21¢, ..., xnq) : ¢ € H} = (x0,21,...,2,)H.
Zu den Standardlinearformen
hj(xg, ..., x,) = ;.
gehoren die affinen Karten ¢; : U; — A;, die gegeben sind durch
pi(xo: -1 my) = (xoa:j_l, . ,xnxj_l).

Man identifiziert A; = {&# € H™™ : z; = 1} mit H", indem man die j-te
Koordinate weglésst.

Eine Familie von Karten, die X iiberdeckt, heifit Atlas. Um zu zeigen, dass
die traditionelle Definition von Mannigfaltigkeiten mit Hilfe von Atlanten zu
unserer Definition dquivalent ist, brauchen wir folgendes Lemma.
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Lemma 2 Es set X ein topologischer Raum und {Xp : B € B} eine offene
Uberdeckung von X. Auf jedem Xz sei eine Funktionengarbe Sg mit Werten
in K gegeben, und fir alle B, v € B gelte

Splxanx, = Sylxunx, - (3)

Dann gibt es genau eine Funktionengarbe S auf X, so dass S|x, = Sp fiir
alle € B.

Beweis. Fiir jede offene Menge U von X ist
U= JUnXp).
BeB

Wenn es also eine Funktionengarbe & wie behauptet gibt, so muss gelten
SU)=A{f:U— K| funx, € Ss(UNXp) V3 e B}

Um zu beweisen, dass fiir gegebene Sg eine solche Funktionengarbe S exis-
tiert, miissen wir S(U) auf diese Weise definieren.
Nun priifen wir, dass S eine Garbe ist. Sei also

U:UUa und f:U — K.
acA

Nach Definition von S ist f € S(U) genau dann, wenn
flonx, € S3(U N Xp) fiir alle 3 € B.

Wegen
UNXs=|J(UsnXp)
acA
und der Garbeneigenschaft der Sg ist dies dquivalent zu

flvanx, € Ss(Ua N Xp) fiir alle « € A und 8 € B,
und nach der Definition von S ist letzteres genau dann der Fall, wenn
flu, € S(U,) fiir alle a € A.

Schliefllich priifen wir nach, dass fiir ein beliebiges 3 € B gilt S|x, = Sg.
Sei also U offen in Xz (und somit in X) und f: U — K. Ist f € S(U), so
folgt f € Sp(U) aus der Definition von S. Umgekehrt sei f € Sz(U). Dann
gilt fiir jedes v € B, da Ss eine Funktionengarbe ist,

f’UnXﬂ{ € Sg(UﬂX,y),

und wegen (3) folgt
f|UﬂXW - SV(U ﬂXv).
Somit ist f € S(U). O
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Satz 5 (i) Ist (X,S) eine glatte (bzw. reell-analytische bzw. holomorphe)
Mannigfaltigkeit, so ist fiir beliebige Karten (Uy,p1) und (Us, ps) die Abbil-
dung

(2lvrrws) © (@rlorne) ™ s @1 (U N Us) — @o(Ur N Uy)

ein Diffeomorphismus (bzw. reell-analytischer Isomorphismus bzw. biholo-
morph).

(i) Umgekehrt sei X ein topologischer Raum und 2 eine Familie von Paaren
(U, @), wobei U eine offene Menge in X und ¢ ein Homdomorphismus auf
eine offene Menge in K™ ist, so dass X wvon den Mengen U iiberdeckt wird
und fir beliebige (U, 1) und (Us, p2) € A obige Figenschaft gilt. Dann gibt
es genau eine Funktionengarbe S auf X, so dass (X,S) eine Mannigfaltigkeit
und A thr Atlas ist.

Beweis.

(1) Wir beschrénken uns der Kiirze halber auf den holomorphen Fall. Sind
(U1, 1) und (Us, ¢2) Karten von (X, S), so ist ¢1|p,nu, ein Isomorphismus
von (Uy NUs, S|u,nu,) auf (p1(Uy NUsy), O). Analoges fiir 2|y, nu,. Verketten
wir den zweiten dieser Isomorphismen mit dem Inversen des ersten, so sehen
wir, dass die fragliche Abbildung ein Isomorphismus

(1 (U1 NU2), 0) = (p2(U1 N V), 0)

ist. Nach Beispiel 3 ist ein solcher Morphismus eine holomorphe Abbildung.
Dasselbe gilt fiir sein Inverses.

(ii) Durch jedes (U, ¢) € A wird eine Funktionengarbe auf U definiert,
so dass ¢ ein Isomorphismus ist. Die Bedingung an die Ubergangsabbildun-
gen ist dquivalent zu Bedingung (3), und nach Lemma 2 existiert dann eine
Funktionengarbe & auf X mit den vorgegebenen Einschrénkungen auf die
Karten. O

Die Bezeichnung (X, S) fiir eine Mannigfaltigkeit ist etwas schwerféllig.
Héaufig ldsst man die Funktionengarbe & der Kiirze halber weg, wie wir es
ja auch schon mit der Topologie getan haben. Wird sie wieder benétigt, so
schreibt man oft £x, Ax oder Ox in Abhéngigkeit vom Typ der Mannigfal-
tigkeit (glatt, reell-analytisch oder holomorph).

Sind (X,S) und (Y, 7) zwei Mannigfaltigkeiten desselben Typs mit At-
lanten 20 bzw. B, so kann man jedem Paar von Karten (U,¢) € 2 und
(V,4) € B eine Abbildung

exY:UxV —-K"xK"

zuordnen, und die Menge der Paare (U x V)¢ x 1) bildet dann bekannt-
lich einen Atlas fiir die Struktur einer Mannigfaltigkeit auf dem kartesischen
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Produkt X x Y. Die Projektionen
P: X XY —X, QRQ:XxY =Y

sind dann Morphismen von Mannigfaltigkeiten. Die Definition der entspre-
chenden Funktionengarbe auf X x Y nach Satz 5 ist etwas umstédndlich.
Jedenfalls hat die Produktmannigfaltigkeit folgende Eigenschaft.

Satz 6 Ist Z eine Mannigfaltigkeit desselben Typs wie X und Y und sind
F:7Z—XundG:Z —Y Morphismen, so gibt es genau einen Morphismus
H:7Z — X xY, der das folgende Diagramm kommutativ macht:

XxY
AN
X H Y

N4

Beweis. Angenommen, es gibt es einen solchen Morphismus H, und fiir einen
gegebenen Punkt z € Z sei H(z) = (x,y). Dann ist P(H(z)) = P(z,y), also
F(z) = z, und analog G(z) = y. Es folgt

also ist H eindeutig bestimt.

Umgekehrt seien F' und G gegeben. Definieren wir H durch obige Glei-
chung, so priift man leicht mit Hilfe von Ubungsaufgabe 4, dass H ein Mor-
phismus von Mannigfaltigkeiten ist. O

Folgerung 3 Ist (X x Y,U) die Produktmannigfaltigkeit von (X,S) und
(Y, T), so ist U die kleinste Funktionengarbe auf X x Y, fir die P und Q
Morphismen von Mannigfaltigkeiten sind.

Hat ndmlich auch (X x Y,U’) diese Eigenschaft, so gibt es einen Morphismus

H: (X xY,U)— (X xY,U) mit H(x,y) = (z,y), also U(W) C U' (W) fiir
alle offenen W in X x Y.

4 Tangentialvektoren

Definition 8 FEs sei (X,S) eine Mannigfaltigkeit und a € X . Wir fiihren auf
der Menge von Paaren (U, f), wobei U eine Umgebung von a und f € S(U)
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ist, eine Aquivalenzrelation ein. Die Paare (Uy, fi) und (Us, f2) heifen dqui-
valent, wenn es eine Umgebung U C Uy NUy von a gibt, so dass filv = fo|u-
Die Aquivalenzklassen heifien Funktionenkeime an der Stelle a, die Men-
ge der Keime bezeichnen wir als Halm S, von S an der Stelle a. Wir be-
zeichnen den Keim einer Funktion f : U — K an der Stelle a mit f,. Ist
F:(X,S)— (Y,T) ein Morphismus von Mannigfaltigkeiten, so bezeichnen
wir mit FY - Tpy) — Sa die von F* induzierte Abbildunyg.

Im analytischen Fall ist f, durch die Gesamtheit der hoheren Ableitungen
von f an der Stelle a bestimmt.

Da die Mengen S(U) K-Vektorrdume und die Einschrinkungsabbildun-
gen linear sind, ist auch S, ein Vektorraum. Die Multiplikation von Funktio-
nen induziert eine Multiplikation von Keimen und verwandelt S, in eine kom-
mutative K-Algebra mit dem Augmentationshomomorphismus f, — f(a).
Die einem Morphismus F' zugeordnete Abbildung F ist ein Homomorphis-
mus von K-Algebren und vertréglich mit den Augmentationsabbildungen.

Definition 9 Fs sei (X,S) eine Mannigfaltigkeit und a € X. Ein Tangen-
tialvektor an X im Punkt a ist eine Derivation v : S, — K, d. h. eine
K-lineare Abbildung mit der Figenschaft

v(faga) = v(fa)g(a) + f(a)v(ga)-

Der Vektorraum der Tangentialvektoren an der Stelle a heifit Tangentialraum
T.(X,S) oder kurz T,(X).
Ist F: (X,S8) — (Y,T) ein Morphismus, so definieren wir F'(a) :
To(X) = Tpa)(Y) durch
F'(a)v =vo F.

Erklart man v(f) = v(f,) fir f : U — K, so erhélt man eine Derivation
S\U) - K.

Ist U eine offene Teilmenge eines Vektorraums X, so kann man jedem
Vektor v € X einen Tangentialvektor v, € T,(U) zuordnen: v,(f) ist die
Richtungsableitung von f nach v an der Stelle a. Aus der Differentialgeome-
trie ist bekannt, dass dies einen Isomorphismus X = T, (U) definiert.

Die Abbildung F’(a), auch mit 7,(F’) oder d,F" bezeichnet, ist K-linear.
Fiir Morphismen gilt die Kettenregel (F o G)'(a) = F'(G(a))G'(a). Ist F ein
Isomorphismus, so also auch F’(a). Folglich ist dim 7, (X) = dim X.

Definition 10 FEin Morphismus F' von Mannigfaltigkeiten heifst Immersion
(bzw. Submersion), wenn F'(a) fir alle a injektiv (bzw. surjektiv) ist.
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Satz 7 (Rangsatz) Ist F(X,S) — (Y,T) ein Morphismus und hat F' kon-
stanten Rang r, so gibt es fiir beliebiges a € X Karten ¢ : U — K™ von X
und ¢ 1V — K" von' Y mit ¢(a) =0, Y(F(a)) =0 und

YvoFop Nay,...,1n) = (21,...,7,,0,...,0).

Beweis. Wir kéonnen annehmen, dass X und Y offene Teilmengen in K™
bzw. K™ sind und a = 0, F(a) = 0. Wir schreiben als Zeilenvektor! F(z) =
(G(x), H(x)) mit G(z) € K" und H(z) € K" " sowie z = (u,v) mit u € K",
v € K™, Durch Vertauschen der Koordinaten kénnen wir erreichen, dass
det 9,,G(0) nicht verschwindet. Die Abbildung

p(u,v) = (G(u,v),v)

, (0,G 0,G
¥ = 0 ]n—r )
die an der Stelle 0 € K™ umkehrbar ist. Nach dem Satz iiber die Umkehr-

funktion ist der Morphismus ¢ in einer Umgebung dieser Stelle umkehrbar.
Mit der Bezeichnung P(u,v) = u ist

PoF =G=Poyp,

hat die Jacobimatrix

also gibt es einen Morphismus N, so dass
Fop™(u,v) = (u, N(u,v)).

Die Jacobimatrix von F o ¢~ !(u,v) ist

I, 0
OuN O,N )~

Da sie den Rang r hat, muss d,N = 0 sein. Also hingt N(u,v) in einer
konvexen Umgebung von 0 nicht von der Komponente v ab. Setzen wir fiir
ve K"und w e K"

U(u,w) = (u,w — N(u)),
so ist ¥ in der Umgebung von 0 € K™ ein umkehrbarer Morphismus, und
Yo Fop (u,v) = (u,0).
O

Um Pathologien zu vermeiden, verwendet man das den Begriff ,, Mannig-
faltigkeit“ meist im Sinne von ,Hausdorffsche Mannigfaltigkeit mit abzéhl-
barer Basis der Topologie®.

!Eigentlich miissten wir mit Spaltenvektoren arbeiten, wann immer Jacobimatrizen
auftauchen.
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5 Untermannigfaltigkeiten

Definition 11 Fiir jede offene Teilmenge U eines topologischen Raumes X
sei eine Menge P von Funktionen auf U mit Werten in K gegeben. Die
Zuordnung P heifit Funktionenprdgarbe, wenn fiir beliebige offene Mengen
VU inX gilt: Ist f € P(U), so ist flyv € P(V).

Morphismen und Bilder von Funktionenprdgarben sind wie fiir Funktio-
nengarben definiert.

Ist P eine Funktionenprdgarbe auf X und Z eine beliebige Teilmenge von
X, so definieren wir eine Prigarbe Q = P|yz auf Z (mit der induzierten
Topologie) wie folgt. Fir eine offene Menge W in Z besteht Q(W) aus allen
Funktionen h : W — K, fir die es eine offene Menge U in X und eine
Funktion f € P(U) gibt, so dass UNZ =W und flw = h.

Man iiberzeugt sich leicht, dass P|; wieder eine Funktionenpréigarbe ist.

Lemma 3 Es sei P eine Funktionenprdigarbe auf X. Fir jede offene Menge
U sei S(U) die Menge aller Funktionen f : U — K, fir die eine Familie
offener Mengen {U,, : a € A} existiert, so dass

U:UUa

acA

und f|y, € P(U,) fir jedes o € A ist. Dann ist S eine Funktionengarbe, und
zwar die kleinste Funktionengarbe, die P enthilt.

Beweis als Aufgabe 7.

Definition 12 FEs sei (X,S) eine Mannigfaltigkeit. Fine Teilmenge Z von
X heifst Untermannigfaltigkeit, wenn Z mit der induzierten Topologie und
der Funktionengarbe U, welche der Funktionenprdigarbe S|y zugeordnet ist,
eine Mannigfaltigkeit ist.

Beispiel. Z offen in X, U = S|z.

Satz 8 Fs sei (X,S) eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Eine Teilmenge
Z von X ist genau dann m-dimensionale Untermannigfaltigkeit, wenn es fiir
jeden Punkt a € Z eine Karte ¢ : U — K™ von (X,S8) gibt, so dass a € U
und

p(UNZ)=pU)NK™

ist, wober wir die Standardeinbettung von K™ in K™ benutzen.
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Beweis. Es sei (Z,U) eine Untermannigfaltigkeit und a € Z. Fiir einen ge-
gebenen Keim h, € U, wihlen wir einen Reprasentanten h € U(W). Die
Funktionengarbe U ergibt sich aus S|z nach der Konstruktion in Lemma 3.
Nach Verkleinerung von W kénnen wir darum annehmen, dass h € S|z(W).
Nach der Definition dieser Funktionenprigarbe gibt es ein offenes U in X mit
UNZ =W und ein f € S(U) mit f|yw = h. Nach Definition ist i*(f) = h
und darum i*(f,) = he. Also ist i} : S, — U, surjektiv, und die Abbildung
i'(a) : T,(Z) — T,(X) ist injektiv. Dies gilt fiir alle Punkte von Z, d. h. i ist
eine Immersion.

Nach Satz 7 gibt es Karten ¢ : U — K" von X und ¢ : W — K™, so
dass ¢(a) = ¢(a) = 0 und

potp Nwy,...,xm) = (71,...,2m,0,...,0)

fir x € Y(W). Wir halten W fest und verkleinern U, so dass ¢(U) C
(W) x K" und U N Z = W, was moglich ist, weil ¢ stetig und W in
der induzierten Topologie von Z offen ist. Dann hat die Karte (U, ) die
geforderte Eigenschaft.

Die Umkehrung ist leicht zu beweisen. O

Satz 9 Ist F': (X,S) — (Y,7T) ein Morphismus mit konstantem Rang und
be F(X), soist F71(b) eine Untermannigfaltigkeit von (X, S).

Dies folgt leicht aus den Satzen 7 und 8.

6 Die Grassmann-Algebra

Definition 13 Es sei V' ein K-Vektorraum und p € N. Eine multilineare p-
Form VP — K heifit alternierend, wenn sich ithr Wert bet der Vertauschung
zweier beliebiger Arqgumente mit —1 multipliziert.

Man verlangt keine Linearitit von Null-Formen V° = {0} — K, damit das
Produkt einer p-Form und einer g-Form immer eine p + ¢-Form ist. Null-
Formen (Elemente von K') und Eins-Formen (Linearformen) sind automa-
tisch alternierend.

(Alternierende) Multilinearformen héngen eng mit folgenden Begriffen
zusammen.

Definition 14 Die Tensoralgebra eines Vektorraums ist die direkte Summe
T(V)=EPT1*(V),
p=0
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wobei

p mal

Ist e, ..., e, eine Basis von V, so ist
{ea @ - ®e, | (i1, ip) € {1,...,n}"}

eine Basis von T?(V). Dieselbe Konstruktion ist auf den Dualraum von V/
anwendbar. Elemente [ € V* = T (V*) sind Linearformen auf V', und allge-
meiner kann man jedes Element von 7P7(V*) als multilineare p-Form auf V'
auffassen, so dass

TRT"(1, oy Upapr) = T (V1,0 0 )T (Vg1 ooy Vi) (4)

Ist V' endlichdimensional, so erhélt man alle Multilinearformen auf diese

Weise.

Definition 15 Die Grassmann-Algebra eines Vektorraums ist

AV) =TV)/1,

wobet I das von den Elementen der Form x @ x erzeugte zweiseitige Ideal ist.
Die Multiplikation in dieser Algebra wird mit N\ bezeichnet.

Satz 10 (i) Die Graduierung von T (V') induziert eine Graduierung
AV)=EPNV).
p=0

(ii) Fiir w e NP(V*) und p € NY(V*) gilt

wAY = (=1 Aw.

(iii) Ist ey, ..., e, eine Basis von V, so bilden die Elemente e;; N --- A e;,
mit iy < -+ <, eine Basis von \"(V). Insbesondere ist \*(V') = {0}
fiir p > n.

Beweis. (i) Setzen wir I? = I NTP(V), so gilt I = @2 I?, weil die erzeu-
genden Elemente homogen sind. Also gilt unsere Behauptung mit A”(V) =
TP (V) /IP.

(i) Fiir v, w € V gilt

1RUW+wRUV=W+w)@V+w) —vRU—wwE I,
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also v A w4+ w A v = 0. Der allgemeine Fall folgt durch Induktion.

(iii) Die Bilder der o. g. Basiselemente von T'(V') in A(V') verschwinden
oder stimmen bis auf das Vorzeichen mit den angegebenen Elementen iibe-
rein, welche somit A (V') aufspannen. IThre lineare Unabhéngigkeit werden wir
im Zusammenhang mit dem néchsten Satz beweisen. O

Satz 11 Fir T e T?(V*) sei

Talt = Z sgn(m)7",

€Sy

wobei
T (V1,5 V) = T(Vr(1), - - - Un(p))

(i) Fir endlichdimensionales V' definiert dies einen Isomorphismus von
NV*) auf den Vektorraum der alternierenden Multilinearform auf V.
(Wir werden darum Elemente der Grassmannalgebra mit alternieren-
den Multilinearformen identifizieren. )

(i) Fiir ' € TP (V*) und " € TP (V*) gilt

PArT= 3L s @)

e Gp/ X Gp// \Gpl +p!!

(Genaugenommen sind auf der linken Seite die Aquivalenzklassen [7'] €
A (V*) und [7"] € NV (V*) gemeint, wihrend die rechte Seite im Sinne
von Gleichung (4) zu verstehen ist.)

(111) Firly, ..., l, e V*undvy, ..., v, €V ist
ll /\"'/\lp(U17...,Up> :detA,
wobei die Matriz A die Eintrdge a;; = l;(v;) hat.

Beweis. (i) Es gilt (77)" = 777 fiir beliebige o, 7 € &), also ist 3 e 7"
eine alternierende p-Form. Das Ideal I wird offensichtlich auf Null abgebildet.
Ist Iy, ..., [, die duale Basis zu ey, ..., e,, so stellt man durch Einsetzen
fest, dass die Elemente I;; A--- Al;, fiir iy < --- <4, linear unabhéngig sind.
Dies vervollstandigt auch den Beweis von Satz 10(iii), wo wir gesehen haben,
dass diese Elemente die Grassmann-Algebra aufspannen.

(ii) Setzen wir auf der rechten Seite die Definition von 77, und 77} ein,
beachten sgn(7'7"”) = sgn(n’)sgn(n”) und vereinigen die Summationen, so
folgt die Behauptung.
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(iii) Nach der Verallgemeinerung von (ii) auf p Faktoren ist die linke Seite

gleich
p

> sen(m) [ [ i),

TESY =1
und nach dem Laplaceschen Entwicklungssatz ist dies gleich der rechten Seite.
O

Wir werden alternierende Multilinearformen mit Elementen der Grass-
mannalgebra identifizieren, so dass wir sie mittels A multiplizieren konnen.

7 Vektorfelder und Differentialformen

Definition 16 FEs sei (X,S) eine Mannigfaltigkeit. Ein Vektorfeld v auf ei-
ner offenen Menge U in X ist eine Familie von Derivationen v : S(U') —
S(U") fir alle offenen Teilmengen U" von U, so dass v(f|y») = v(f)|ur gilt
fir f € S(U') und U" offen in U'.

Wir erinnern daran, dass die Derivationseigenschaft bedeutet, dass

v(fg) =v(f)g+ fu(g).

Berechnen wir beide Seiten an einer Stelle a € U, so sehen wir, dass v, : f, —
v(f)(a) ein Tangentialvektor ist. Es ist klar, dass ein Vektorfeld v auf U durch
die Familie der Tangentialvektoren v, mit a € U eindeutig bestimmt ist. Wir
erinnern, dass der Kommutator [v,w] = v o w — w o v zweier Vektorfelder
wieder ein Vektorfeld ist.

Beispiel. Ist X ein affiner Raum, V' der Vektorraum der Translationen von X
und U offen in X, so definiert jede glatte (bzw. holomorphe) Abbildung
U —V,aw— v, ein glattes (bzw. holomorphes) Vektorfeld auf U, namlich
v(f)(a) = 0y, f(a). Jedes Vektorfeld auf U entsteht auf diese Weise.

Definition 17 FEs sei (X,S) eine Mannigfaltigkeit, U offen in X undp € N.
FEine alternierende Differentialform der Stufe p ist eine Familie von alternie-
renden multilinearen Abbildungen

we : To(X)P — K, acl,

so dass fiir jede offene Teilmenge U' von U und Vektorfelder vy, ..., v, auf
U’ die Funktion

w(vy, ..., 0p) ta—= wWe((V1)ay -, (Up)a)
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zu S(U') gehirt. Wir bezeichnen den S(U)-Modul der alternierenden Dif-
ferentialformen_der Stufe p auf U mit SP(U) und fiihren die S(U)-Algebra
S'(U) = @, SP(U) ein.

Beispiel 1. Natiirlich ist S°(U) = S(U). Eine Differentialform w € S*(U)
heiffit auch Pfaffsche Form oder Kovektorfeld, denn w, ist ein Kotangential-
vektor, d. h. ein Element des Dualraums 77 (X') von 7, (X). Fiir jede Funktion
f € S(U) ist durch df (v) = v(f) eine Pfaffsche Form df € S'(U) definiert.
Aus Definition 16 folgt

d(f-g)=df -g+f-dg (5)

fir f, g € S(U). Ist F': (X,S) — (Y,7) ein Morphismus von Mannigfaltig-
keiten, so gilt fir g € 7(V) und v € T,(X), dass

d(F"(9))a(v) = v(F"(g)a) = (F'(a)v)gr (@) = dgr@ (F'(a)v) = F*(dg)rw(v),

also

d(F*(g)) = F*(dg). (6)

Lemma 4 Ist (U, ) eine Karte von (X,S) und sind die lokalen Koordinaten
x; : U — K definiert durch p(x) = (z1,...,x,), so ist jedes w € SP(U) von
der Form

w = Z fil 77777 Z-pdxil VANRERIVAY d.%ip (7)

mit fi,..i, € S(U). Ist umgekehrt eine Familie w, € T,(X)? — K fiir a in
einer offenen Teilmenge V von X gegeben und ist fiir jede Karte (U, ) eines
Atlasses von (V,S|y) die Einschrinkung w|y von der angegebenen Form, so

ist w € SP(V).

Beweis. Es sei w € SP(U). Wir konnen annehmen, dass X = K". Da die
Kovektoren (dz),, ..., (dz,), eine Basis von T.(X) bilden, kénnen wir
Satz 10(iii) anwenden. Wegen

w(em cee ez'p) = fi,.., ip

folgt die Glattheit der Koeffizienten.

Umgekehrt habe w in jeder Karte eines Atlasses von (V,S|y) die angege-
bene Form. Sind vy, ..., v, Vektorfelder auf einer offenen Teilmenge V' von
V, so ist w(vy,...,vp) v € S(V N U) fir jede Karte (U, ) des Atlasses.
Aufgrund der Garbeneigenschaft von S folgt w(vy,...,v,) € S(V). O
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Beispiel 2. Eine Differentialform p der Stufe n = dim X heifit Volumenform.
Fiir jedes B € End(7,(X)) folgt aus Satz 11(iii), dass

pa(Buy, ..., Bu,) = det(B)p.(ve, . .., Up)

Ist p € 8™(U) eine nichtverschwindende Volumenform, so ist jede andere
Volumenform auf U von der Form fu fiir ein f € S(U), und im reellen Fall
ist dann |p| eine nichtverschwindende glatte Dichte. In einer Karte (U, ¢) ist
néamlich

plo = fdzy A - ANday,.

und fiir nichtverschwindendes f € £(U) ist |f| € E(U).

Satz 12 Essei F': (X, S) — (Y, T) ein Morphismus von Mannigfaltigkeiten.
Fiir w € TP(V') definieren wir F*(w) durch

F*(w)a(v1,...,0) = wp) (F'(a@)vy, ..., F'(a)vy).

Dann erhalten wir eine Familie von Ringhomomorphismen F* : T*(V) —
S*(F~Y(V)), welche den Riicktransport F* : T (V) — S(V) fortsetzt und die
Eigenschaft F*(w|y') = F*(w)|p-1qvy fiir V! C V' hat.

Beweis. Die Abbildung F* ist durch eine Familie von Abbildungen F :
N (T (YY) = A’(Tu(X)) gegeben, die nach Satz 11(ii) vertriglich mit dem
dufleren Produkt ist.

Es bleibt zu priifen, dass fiir Vektorfelder vy, ..., v, auf F~(V) die
Funktion F*(w)(vy,...,v,) zu S(F~1(V)) gehort. Ist w = dgy A - - - A dg, mit
g; € T(V), so folgt dies aus Gleichung (6) und der Tatsache, dass F* ein
Ringhomomorphismus ist. Jede Differentialform ist lokal eine Linearkombi-
nation von Produkten dieser Art, also folgt die Behauptung aus der Garbe-
neigenschaft von §. O

Satz 13 Fs sei (X,S) eine Mannigfaltigkeit. Die Familie von linearen Ab-
bildungen d : S(U) — SY(U) fiir U offen in X setzt sich auf eindeutige Weise
zu einer Familie von linearen Abbildungen d : S*(U) — S*(U) mit folgenden
FEigenschaften fort:

(a) Fiir offene V. C U und w € S*(U) gilt d(wl|y) = dwly,
(b) fiir offene U gilt d(SP(U)) C SPHL(U),
(c) dod =0,
(d) fiir offene U und w € SP(U), ¢ € SU(U) gilt
dw A1) =dwAp+ (=1)Pw A di).
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Ist F: (X,S8) — (Y,T) ein Morphismus von Mannigfaltigkeiten, so gilt
do F*=F*od. (8)

Beweis. Zunéchst betrachten wir den Fall, dass die Menge U zu einer
Karte (U, ¢) gehort. Dann hat w € SP(U) die Form (7). Falls d existiert, so
folgt aus der Linearitdt und den Eigenschaften (c) und (d), dass

dw =Y dff Ndzi, A+ Nday,, (9)

I
wobel wir ), fir die Summe {iber die Multiindizes I = (i1,...,7,) mit
i1 < --- < 1, schreiben. Somit ist d eindeutig bestimmt. Wir nehmen also

Gleichung (9) als Definition. Die Eigenschaften (a) und (b) sowie die Linea-
ritdt sind dann offensichtlich erfiillt.

Um (c¢) nachzupriifen, miissen wir zunéchst (9) in der Form (7) schreiben,
namlich

n 8f1
dw:;jZIa—xjdxj/\dl'il/\"'/\dl’ip.

(Die partiellen Ableitungen sind so gemeint, dass f; mittels ¢ als Funktion
auf p(U) C K™ interpretiert wird.) Um hierauf wiederum die Definition
(9) anwenden zu konnen, miissen die Indizes der Differentiale aufsteigend
geordnet sein. Unter Verwendung von Satz 10(ii) kénnen wir den Faktor dz;
an der richtigen Stelle einordnen. Machen wir nach Anwendung von (9) die
Vertauschung riickgéingig, so verschwindet der Faktor £1 wieder, und wir
erhalten

n an
d(dw) =>"Y" axka;j day Adxj Adagy A A dag,.
I jk=1

Fassen wir jeweils zwei Terme der inneren Doppelsumme mit vertauschten j
und k zusammen, so erhalten wir

Pf P
8xk8xj 89@8;@

) dxy N dz;,

was nach dem Satz von Schwartz verschwindet.
Um Eigenschaft (d) nachzupriifen, schreiben wir auch ¢ € S?(U) in der
Form (7), d. h.

w:Zngle/\~--/\dqu.
J
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Nach Definition (9) und der Identitat (5) gilt

dwA) = (dfr-gs+ fr-dgs) Ny, A~ Aday, Adag, A+ Ade,.

1,0

Nach Ausmultiplizieren der inneren Klammer kénnen wir im ersten Term den
skalaren Faktor g; hinter die Faktoren dz;, schreiben, wéhrend im zweiten
Term die 1-Form dg; bei Vertauschung mit jedem dieser p Faktoren nach
Satz 10(ii) einen Vorzeichenwechsel hervorruft. Dadurch ergibt sich Eigen-
schaft (d).

Wir sehen also, dass fiir eine Karte (U, ) genau eine Familie d = d,, von
Abbildungen mit den angegebenen Eigenschaften existiert. Ist U’ offen in U,
so erhalten wir durch Einschrénkung von d, die entsprechende Familie fiir
@lyr. Ist also a € X und w € §*(V), so héngt

(dw), = (dww)a

nicht von der Wahl der Karte (U, ) mit a € U C V ab. Mit der Garbenei-
genschaft von S beweist man leicht, dass dw € §*(V'), und die Eigenschaften
(a)—(d) tibertragen sich.

Nun sei F': (X,S) — (Y, 7) ein Morphismus, V offen in Y und F(a) € V.
Gleichung (8) gilt nach Gleichung (6) bereits auf 7°(V'). Da die Behauptung
lokal ist, konnen wir die Umgebung V' von F'(a) verkleinern, so dass jedes
Element von 7%(V') eine Linearkombination von Elementen der Form v A dg
ist. Aus dem Bewiesenen und Satz 12 folgt

d(F*(pNdg)) = d(F™(P)NF(dg)) = d(F™(P)Ad(F7(g))) = d(F™(¥))Ad(F™(g))-
Andererseits ist

F*(d(¢ Adg)) = F*(dy Adg) = F*(dip) A F*(dg).
Da wir induktiv annehmen koénnen, dass (8) fiir ¢ bereits gilt, folgt die Gleich-
heit beider Ausdriicke. O
Satz 14 Sind vy, ..., v, Vektorfelder auf einer offenen Teilmenge U einer

Mannigfaltigkeit und ist w € SP(U), so gilt

p

dw(vg, ..., v,) = Z(—l)ivi(w(vo, e iy, )

=0
+ ) (D) w0, 0], V0, - T T ),
1<j

wobeir Argumente mit einem Dach wegzulassen sind.
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Beweis. Wir behaupten, dass beide Seiten S(U)-multilinear von den p + 1
Argumenten abhéngen. Die Additivitéit ist klar. Ersetzen wir nun z. B. vy
durch fvg mit f € S(U), so multipliziert sich die linke Seite mit f. Auf der
rechten Seite entstehen wegen der Leibnizregel und der Formel

[fv,gw] = fglv,w] + fo(g)w —guw(f)v

zusatzlich die Terme

p

S (D) wve, .- Tiv-ovp)) = > (—10i(fw(vo, ... By, 1)),

i=1 j=1

hS]

die sich aber wegkiirzen.

Da es geniigt, die behauptete Gleichung in einer beliebigen Karte zu be-
weisen, konnen wir uns zudem auf den Fall beschrénken, dass die Vektorfelder
vy gleich % sind. In diesem Fall verschwinden die Kommutatoren [v;, v;].
Man kann auch leicht nachpriifen, dass beide Seiten der Gleichung alternie-
rend in den vy, sind, also kénnen wir annehmen, dass 7y < --- < 4,. Schreiben
wir w in der Form (7), so sind beide Seiten gleich >3} 9, f;) 7 ;. O

8 Lie-Ableitungen und der Satz von Stokes

In diesem Abschnitt betrachten wir nur reelle Mannigfaltigkeiten. Aus der
Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen bendtigen wir folgenden
Satz.

Satz 15 Es sei U offen in der reellen Mannigfaltigkeit (X,S) und v ein
Vektorfeld auf U.

(i) Es gibt eine offene Teilmenge W C R x U und einen Morphismus
o : W — U mit folgender Eigenschaft: Fiir jedes a € U ist (0,a) = a,
und die Menge {t € R | (t,a) € W} ist ein offenes Intervall, auf dem
fiir jedes f € S(U) gilt

L) oyttt a). (10)

(ii) Hat (W, @) dieselben Eigenschaften wie (W, ), so stimmen ¢ und ¢
auf W NW Jdiberein.

(111) Bezeichnen wir Wy = {x € U | (x,t) € W} und ¢i(x) = @(t,x), so ist
oy : Wy — U eine offene Einbettung.

24



(iv) Firs, t € R gilt auf o, (W,) N Wiy
Ps O Pt = Pstt-

Man nennt die Familie der offenen Einbettungen ¢; den Fluss mit dem Ge-
schwindigkeitsfeld v. Werten wir die Gleichung (10) an der Stelle ¢ = 0 aus,
so erhalten wir

(Mo = (7).

Definition 18 Ist v ein Vektorfeld auf U, so ist die Lie-Ableitung von w €
S*(U) beziiglich v gegeben durch

d

Low = 261 @)hmo,

wobet ¢ den Fluss mit dem Geschwindigkeitsfeld v bezeichnet. Ist w ein wei-
teres Vektorfeld auf U, so ist seine Lie-Ableitung beziiglich v gegeben durch

d, . _
Low = —(¢1) "wli=o.

Man beachte, dass ¢i(a) : T,(X) — Ty, (X) invertierbar ist, da ¢, eine
offene Einbettung ist. Man kann die Grenzwerte auf der rechten Seite in
einem gegebenen Punkt a € U jeweils in einem endlichdimensionalen Raum
berechnen. Aus der Leibnizregel folgt unmittelbar, dass

Lo(wNAY)=LywAp+wA L.

Lemma 5 Fiir Vektorfelder v, w auf U gilt
Low = [v,w].
Beweis. Nach Definition des Pullback ist
e (w(f)) = (1) w) (i (f))-

Differentiation ergibt mit der Leibnizregel

Ly(w(f)) = (Low)(f) + w(Lof),
woraus die Behauptung sofort folgt. O

Satz 16 Sind vy, ..., v, und v Vektorfelder auf U und w € S*(U), so gilt

P

(Low)(v1,...,0p) = v(w(vr,...,0p)) — Zw(vl, v, ).

i=1

25



Beweis. Nach Definition des Pullback ist

P (v, -, vp)) = @ (W) (9] v, (01) o).

Differentiation ergibt mit der Leibnizregel

p
Ly(w(vy,...,v)) = (Low)(v1,...,0) + Zw(vl, co s Lyv, o 0p),
i=1
woraus die Behauptung mit Lemma 5 sofort folgt. a

Definition 19 Fir ein Vektorfeld v auf U und w € SP(U) definieren wir
tow € SPTHU) durch

Lyw (Va, ..., V) = w(V, Vg, ..., V).

Natiirlich ist ¢, f = 0 fiir f € S°(U). Man priift leicht nach, dass fiir w €
SP(U) und ¢ € S9(U) gilt

L(WAY) = t,w A+ (—1)Pw A 1,9
Satz 17 (Cartan-Formeln) Fir Vektorfelder v und w auf U gilt

‘Cvobw_bwoﬁv = Llv,w);
L, =1t,0d+dot,.

Beweis. Sind vy, . .., v, weitere Vektorfelder auf U und ist w € SP(U), p > 0,
so gilt nach Satz 16

Loy(tyyw)(va, ... 0p)) = v(tyw(va,...,0,)) — Z(Lvlw)('UQ, v v, )

)

=

=v(w(vy,...,0p)) — ' w(vr, .. [0, 0], ).

Andererseits ist
(Loy (Low)) (v, ... vp) = (Lyw)(v1, ..., Vp)

=v(w(v,...,vp)) — Zw(vl, vl ).
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Daraus folgt Behauptung (i). Nach Satz 14 gilt

(Lpdw)(vy, ..., vp) = dw(v,v1,...,0p)

=v(w(vr,..., v +Z WV, V1, Uiy, )

+E w([v,v;],v1, ..., 05,...,0p)
+ E W([Vi, 05,05 Tiy e Dy ey V)
1<J

sowie

p

(deyw)(vy, ..., v,) = Z(—l)i_lv-(avw(vl, Ty )

1)+ . O o
+ E Low([vi, V5], 01, oo Vi, Uy, )

1<j
:—E WV, U1, Vi, Up))
- E W([Viy V5], 0,01+ Vi Dy ey Up).
1<j

Addieren wir beide Ausdriicke und bringen wir in der verbleibenden Summe
tiber j das Argument [v, v;] an die jte Stelle, so erhalten wir genau die rechte
Seite der Formel in Satz 16. O

Wir erinnern an den Begriff einer Dichte auf einer offenen Teilmenge U
einer reellen Mannigfaltigkeit (X, S). Fiir jedes a € U sei ein nichtverschwin-
dendes translationsinvariantes Maf§ p, auf 7,(X) gegeben. Dann bezeich-
nen wir mit i, (vq, ..., v,) das Volumen des von Tangentialvektoren vy, ...,
v, € T,(X) aufgespannten Parallelepipeds. Fiir A € End(7,(X)) gilt dann

pa(Avy, ..., Av,) = |det A pa(vr, ... 0p).

Wir nennen die Familie p eine stetige Dichte, wenn fiir Vektorfelder vy, ...,
v, auf U die Funktion p(vy,...,v,) stetig ist. Analog definiert man glatte
bzw. analytische nichtverschwindende Dichten. Ist p eine Dichte auf X mit
kompaktem Tréger, so wird das Integral

[

27



wie in der Analysis-Vorlesung definiert.

Eine Orientierung auf einem R-Vektorraum V' ist eine Abbildung o von
der Menge der Basen von V in die Menge {1,—1}, so dass fiir A € GL(V)
gilt

o(Avy, ..., Av,) = sgn(det A)o(vy, ..., v,).

Eine Orientierung o auf einer Mannigfaltigkeit ist eine Familie von Orien-
tierungen o, auf den 7,(X), so dass fiir Vektorfelder vy, ..., v, auf einer
beliebigen offenen Teilmenge U die Funktion o(vy, ..., v,) stetig (also lokal
konstant) ist.

Ist o eine Orientierung und f : X — {+£1} lokal konstant, so ist auch fo
eine Orientierung. Ist w eine nichtverschwindende Volumenform, so ist |w|
eine Dichte. Ist w zudem nichtverschwindend, so ist sgnw eine Orientierung.
Ist w eine Volumenform und o eine Orientierung, so ist ow eine Dichte, und

wir definieren
/ w = / ow.
(X,0) X

Auch fiir glatte Dichten kann man die Lie-Ableitung genau wie fiir Dif-
ferentialformen definieren. Sie erfiillt das Analogon von Satz 12, und fiir
nichtverschwindende Volumenformen w gilt

L,(ow) = oLyw.

Definition 20 Eine glatte n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand ist ein
Paar (X,S), wobei X ein topologischer Raum und S eine Funktionengarbe
auf X ist, die lokal isomorph zu (H,T) ist, wobei H = {x € R" | z, < 0}
und T die zu €|y assoziierte Funktionengarbe ist.

Satz 18 FEs sei (X,S) eine glatte n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand
und 0X die Menge aller Punkte in X, die keine Umgebung U besitzen, so
dass (U, S|y) lokal isomorph zu (R™, E) ist. Dann ist 0X eine abgeschlossene
Teilmenge, und wenn wir mit 0S die zu S|sx assoziierte Garbe bezeichnen,
s0 ist (0X,08) eine (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit (ohne Rand).

Man kann alle bisher fiir glatte Mannigfaltigkeiten gegebenen Konstruk-
tionen auf Mannigfaltigkeiten mit Rand verallgemeinern. Eine Orientierung
o auf X induziert eine Orientierung do auf 0X wie folgt. Ist v € T,(X) ein
duBerer Tangentialvektor im Punkt a € 0.X, d. h. zeigt ¢'(a)v fiir eine Karte
(U, ) aus dem Halbraum H heraus, so ist do, die Einschrinkung von ¢,0,
auf T,(0X).
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Satz 19 (Gauf-Ostrogradski) FEs sei (X,S) eine glatte Hausdorffsche Man-
nigfaltigkeit mit Rand, v ein glattes Vektorfeld und p eine glatte Dichte auf
X mit kompaktem Triger. Dann qult

/*Cv/vL:/ San<v)Lv,ua
X 0X

+1, wenn +v, dufferer Vektor ist,
0, wenn v, € T,(0X).

wobei

(sgnx v)(a) = {

Dieser Satz ist im Fall von Untermannigfaltigkeiten von R™ aus der Analysis-
Vorlesung bekannt. Der Beweis im allgemeinen Fall ist analog: Man reduziert
die Behauptung mit Hilfe einer Zerlegung der Eins auf den Fall eines Halb-
raums.

Satz 20 (Stokes) Es sei (X,S) eine glatte n-dimensionale Hausdorffsche
Mannigfaltigkeit mit Rand, w € S"1(X) mit kompaktem Triger und o eine
Orientierung auf X. Dann gilt

/ dw = / w.
(X,0) (9X,90)

Auch diesen Satz kann man beweisen, indem man ihn mittels einer Zerlegung
der Eins auf den Fall eines Halbraums zuriickfiithrt. Im Falle einer Mannig-
faltigkeit mit Orientierung o ist Satz 19 eine Folgerung aus Satz 20. Setzen
wir ndmlich

w = ty(op) = 1,0+ Ly,

so folgt wegen d(ou) € S"(X) = {0} aus Satz 17
dw = L,(op) = oLy,

und die Einschrénkung von t,0 auf 0.X ist sgny(v)do.

9 Faserbiindel

Definition 21 FEine stetige Abbildung m : E — X zwischen topologischen
Riumen heifit Faserung® (und E mit dieser Struktur heifit Faserbiindel?
tiber X ), wenn es einen topologischen Raum Z mit folgender Eigenschaft
gibt: Fiir jeden Punkt a € X gibt es eine Umgebung U von a und einen
Homdéomorphismus h - 7' (U) — U X Z, so dass T|z-1qyy = p o h, wobei
p:U x Z — U die natiirliche Projektion bezeichnet.

2genauer: lokal-triviale Faserung bzw. lokal-triviales Faserbiindel
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Man nennt X die Basis, F den Totalraum, E, = 7~ ({a}) die Faser iiber a,
Z die typische Faser und h eine lokale Trivialisierung. Es folgt aus der Defi-
nition, dass 7 surjektiv ist. Natiirlich ist Z fiir jedes a € X zu E, isomorph,
also durch die Faserung bis auf Isomorphie bestimmt. Man konnte fiir jede
lokale Trivialisierung eine eigene typische Faser Z wihlen, vorausgesetzt, sie
sind alle homéomorph.

Beispiel 1. Die natiirliche Projektion p : X x Z — X ist eine Faserung,
genannt die triviale Faserung.

Angenommen, (U,, h,) und Ug, hg) sind Trivialisierungen. Dann ist

has = (halr—1waruy)) © (Rgle-rwarvy)) "

ein Homéomorphismus von (U, NUs) x Z auf sich selbst mit pohys = hagop,
also gibt es fiir jedes z € U, N U einen Homéomorphismus ¢,s5(z) : Z — Z,
so dass

hap(@, 2) = (¢, gap(2)2)-

Offensichtlich gilt gao(z) = idz, und ist (U,, h) eine weitere Trivialisierung,
so gilt fiir x € U, N Uz N U,

goéﬁ(x)gﬂ'y(x>g'ya<x> =idyz.

Aus beiden Eigenschaften folgt

9os(2) 7 = g8a(2),  Gap(2)gsy (1) = gar ().

Definition 22 Ist 7 : E — X eine Faserung und gleichzeitig ein Morphis-
mus von Mannigfaltigkeiten, und gibt es eine Mannigfaltigkeit Z, so dass es in
einer Umgebung eines jeden Punktes von X eine lokale Trivialisierung gibt,
die ein Isomorphismus von Mannigfaltigkeiten ist, so heifit E glattes bzw.
analytisches bzw. holomorphes Faserbiindel (je nach der Klasse der Morphis-
men,).

Beispiel 2. Es sei G eine Liesche Gruppe, H ihre abgeschlossene Liesche Un-
tergruppe und 7 : G — X = G/H die natiirliche Projektion. Wir versehen
X mit der Quotiententopologie und der Funktionengarbe aller Funktionen,
deren Pullback unter 7 zur Strukturgarbe von G gehort. Dann ist X be-
kanntlich eine Mannigfaltigkeit derselben Klasse wie G. Wir behaupten, dass
7 eine Faserung ebendieser Klasse ist. Fiir a € GG konnen wir néamlich eine
eine Untermannigfaltigkeit V' C G finden, so dass

T.(G) = Ta(V) + Ta(aH).
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Dann ist die Produktabbildung
VxH-—-G

nach eventueller Verkleinerung von V' eine offene Einbettung. Bezeichnen
wir ihr Inverses mit h und das Bild von V in X mit U, so ist h eine lokale
Trivialisierung tiber U.

Beispiel 3. Es sei V ein n-dimensionaler rechter H-Vektorraum, wobei H eine
Divisionsalgebra iiber K ist, also H € {R, C, H}. Weiter sei S die Stiefelman-
nigfaltigkeit der linear unabhingigen k-Tupel in V' sowie G die Grassmann-
mannigfaltigkeit der k-dimensionalen H-Unterrdume in V. Wir bezeichnen

mit 7 : .S — G die Abbildung

w(v1, .., 08) = (U1, ..., V).

Die Mannigfaltigkeitsstruktur auf G haben wir in Aufgabe 8 gerade so defi-
niert, dass 7 ein K-analytischer Morphismus ist. Wir behaupten, dass 7 eine
K-analytische Faserung ist. Zur Konstruktion einer lokalen Trivialisierung
halten wir einen (n — k)-dimensionalen H-Unterraum V; fest, betrachten

U={WeG|WnV,=1{0}}

und bezeichnen mit Z die Menge aller Basen von V/Vj. Die Gruppe GLi(H) =
GLy (H*) wirkt transitiv und frei auf Z und verwandelt Z in eine analytische
K-Mannigfaltigkeit. Wir definieren h durch

h(vi,...,06) = ((v1,...,0), vy mod Vg, ..., v mod Vp).

Dann ist h eine lokale Trivialisierung.

Definition 23 Fin H-Vektorbiindel ist ein Faserbiindel E mit der Struktur
eines H-Vektorraums auf jeder Faser, fiir das es einen H-Vektorraum Z gibt,
so dass es in der Umgebung eines beliebigen Punktes der Basis X eine lokale
Trivialisierung ¢ibt, die faserweise H-linear ist. Ist aufferdem E ein glattes,
analytisches bzw. holomorphes Faserbiindel und kann man die linearen loka-
len Trivialisterungen von der entsprechenden Klasse wdhlen, so spricht man
von einem glatten, analytischen bzw. holomorphen Vektorbiindel. Die Dimen-
sion von Z heifit Rang des Vektorbiindels. Ein Vektorbiindel vom Rang 1 heifst
auch Geradenbiindel.

In diesem Fall sind die Ubergangsfunktionen

Gap - Ua N Uﬁ — GLH(Z>
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stetige, glatte, analytische bzw. holomorphe Morphismen.
Beispiel 4. Das Tangentialbiindel einer K-Mannigfaltigkeit X ist

T(X) = | | Tu(X).

aeX

Fiir jede offene Teilmenge U von X und Vektorfelder vy, ..., v, auf U erhalten
wir eine Abbildung H : U x K* — T(U),

H(a, i, ..oy ) =AM (v1)a+ -+ M- (V)

Wir nennen eine Teilmenge U von T(X) offen, wenn ihre Urbilder unter
allen solchen Abbildungen H offen sind, und wir bezeichnen mit 7 (U) die
Menge aller Funktionen f : U — K, so dass H*(f) fiir alle H wie oben zur
Strukturgarbe der Produktmannigfaltigkeit U x K* gehort.

Lemma 6 Mit dieser Topologie und der Funktionengarbe T ist T(X) ein
K -Vektorbiindel tiber X wvon derselben Klasse wie X, und die Abbildungen
h = H™' fiir Vektorfelder vy, ..., v,, die in jedem Punkt eine Basis des
Tangentialraumes bilden, sind lokale Trivialisierungen.

Trivialisierungen wie im Lemma kann man sich mit Hilfe von Karten ver-
schaffen. Sind (U, ¢) und (V,) Karten von X und schreiben wir ¢(a) =
(x1,...,2,) und ¥(a) = (y1,...,Yn), so konnen wir v; = 8%1_ und w; = 8%]_ als
punktweise linear unabhéngige Vektorfelder auf U bzw. V betrachten. Fiir
die zugehorigen lokalen Trivialisierungen von T'(X) erhalten wir die Uber-

gangsfunktionen g : U NV — GL,(K) mit

Gij = ayj.

Beispiel 5. Wie in Beispiel 3 sei G die Grassmannmannigfaltigkeit der k-
dimensionalen Unterraume im H-Vektorraum V. Wir definieren

E={Wv)eGxV]|veW}

und bezeichnen mit 7 : £ — G die natiirliche Abbildung =(W,v) = W.
Dann ist die Faser Ey, natiirlich isomorph zu W. Wir behaupten, dass F
ein K-analytisches Vektorbiindel iiber G ist, genannt das universelle Biindel
iiber G. Wie in Beispiel 3 halten wir den (n — k)-dimensionalen Unterraum
Vo von V fest, setzen U = {W € G | WNV, = {0}} und definieren die
Abbildung h : 771 (U) — U x (V/V,) durch

h(W,v) = v mod V.

Dann ist h eine lokale Trivialisierung.
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Definition 24 FEin Morphismus von Faserbiindeln (bzw. Faserungen) (E, X) —
(F)Y) ist eine stetige Abbildung E — F, so dass eine stetige Abbildung
X — Y emistiert, die das Diagramm

FE — F
l il
X — Y

kommutativ macht.

Man erhdlt die Definition eines Morphismus von glatten, analytischen
bzw. holomorphen Faserbiindeln, indem man ,stetige Abbildung® durch ,Mor-
phismus von Mannigfaltigkeiten® ersetzt.

FEin Morphismus (E, X) — (F, X) von Faserbiindeln tiber X ist ein Mor-
phismus von Faserbiindeln, bei dem obiges Diagramm durch die Abbildung
idx kommutativ gemacht wird.

Ein Morphismus von Vektorbiindeln ist ein Morphismus von Faserbiindeln,
der faserweise linear ist.

Wenn sich X aus dem Zusammenhang ergibt, sagt man statt ,Morphis-
mus von Vektorbiindeln diber X “ auch kurz ,Homomorphismus von Vek-
torbiindeln .

Ist f: E — F ein Morphismus von Faserbiindeln, so ist die unterliegende
Abbildung g : X — Y eindeutig bestimmt, weil die Projektion £ — X
surjektiv ist. Ausserdem folgt

f(Ea) C Fya)-

Beispiel 6. Ist g : X — Y ein Morphismus von Mannigfaltigkeiten, so er-
halten wir einen Morphismus T'(g) : T(X) — T(Y), dessen Einschrinkung
auf einen Tangentialraum durch f’(a) gegeben ist. Damit wird 7" zu einem
Funktor aus der Kategorie der glatten, analytischen bzw. holomorphen Man-
nigfaltigkeiten in die Kategorie der glatten, analytischen bzw. holomorphen
Vektorbiindel.

Satz 21 Es seip: F' — Y eine Faserung und g : X — Y stetig. Dann gibt
es eine Faserung mo : Ey — X und einen Morphismus fo : (Fo, X) — (F,Y)
von Faserungen mit der Figenschaft

po fo=gom,

so dass fir jede Faserung w : E — X und jeden Morphismus [ : (E,X) —
(F,Y) von Faserungen mit der Eigenschaft

pof=gom
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genau ein Morphismus e : (E,X) — (Ey, X) von Faserungen tiber X exis-
tiert, so dass

f=Jooe.

FEine analoge Aussage gilt fir glatte, analytische bzw. holomorphe Faserun-
gen und einen Morphismus g von Mannigfaltigkeiten sowie fiir Vektorbiindel,
wobei sich dasselbe Ey und fo ergibt.

Beweis. Um eine Idee zu bekommen, nehmen wir fiir einen Augenblick an,
7o : Fp — X und fy existieren. Dann gibt es nach der Charakterisierung des
Produktraumes eine stetige Abbildung ey : £y — X x F, so dass my = po eg
und fy = qoeqist, wobeip: X X F' — X und ¢ : X X F' — F die kanonischen
Projektionen bezeichnen. Fiir (x,w) = eg(v) gilt dann g(x) = p(w).

Um die Existenz zu beweisen, definieren wir also

Eo = {(z,w) € X x F' [ g(z) = p(w)},

mo(z,w) = x, fo(z,w) = w.

Dann ist Fy eine abgeschlossene Teilmenge von X x F. Ist k : p~ (V) —
V' x Z eine lokale Trivialisierung von F, so betrachten wir U = g~'(V). Fiir
(z,w) € 75" (U) gilt dann p(w) = g(z) € V, also kénnen wir eine fasertreue
Abbildung h : 7, (U) — U x Z durch

W, w) = (,r(k(w)))

definieren, wobei r : V' x Z — Z die natiirliche Projektion bezeichnet. Unter
Benutzung von p(k~!(y, z)) = y priift man leicht nach, dass die durch

(z,2) = (2.k™ (g(2), 2))

definierte Abbildung U x Z — U x F ihr Bild in Ej hat und das Inverse zu
h ist. Damit ist h eine lokale Trivialisierung. Im Fall von Mannigfaltigkeiten
sind h und ihr Inverses Morphismen beziiglich der Einschrankung der Struk-
turgarbe von X x F' auf Ey. Variieren wir (V, k), so sehen wir, dass E, eine
Untermannigfaltigkeit ist, und dann sind 7y und fy; Morphismen.

Ist e : (E,X) — (Ep, X) ein Morphismus von Faserungen iiber X mit
pof=gom undist f = fyoe, so gilt offenbar

T=poe, f=gqoe.

Umgekehrt sei ein Morphismus f : (E,X) — (F,Y) von Faserungen mit
po f = gom gegeben. Dann gibt es nach der Charakterisierung von Produkt-
raumen bzw. Produktmannigfaltigkeiten (s. Satz 6) genau eine stetige Abbil-
dung bzw. einen Morphismus e : F — X x F' mit den obigen Eigenschaften.
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Aus po f = gom folgt e(F) C Ep, und aus der Definition von Untermannig-
faltigkeiten folgt, dass e ein Morphismus £ — Ej ist. Man priift leicht, dass
m = my o e (dass also e ein Morphismus von Faserbiindeln iiber X ist) und
f=loe

Im Fall eines Vektorbiindels F' ist auch Ej auf natiirliche Weise ein Vek-
torbiindel, und die mit Hilfe einer faserweise linearen lokalen Trivialisierung
k von F' konstruierte lokale Trivialisierung h von FEjy ist ebenfalls faserweise
linear. O

Ahnlich wie im Falle von Produktmannigfaltigkeiten folgt, dass Ey durch
g bis auf kanonische Isomorphismen bestimmt ist. Mann nennt es das indu-
zierte Faser- bzw. Vektorbiindel und schreibt Ey = g*(F).

Satz 22 Sind Faserbindel (E, X) und (F,Y) gegeben, so ist E'x F mit der
Produktabbildung Ex F — X XY ein Faserbiindel mit folgender Eigenschaft.
Fiir beliebige Morphismen (G,Z) — (E,X) und (G,Z) — (F,Y) von K-
Vektorbiindeln gibt es genau einen Morphismus (G,Z) — (Ex F, X xY),
der das Diagramm

E'/EXF\‘F
N

kommutativ macht.

Dies ist leicht zu beweisen. Im Fall von Vektorbiindeln ist £ x F' wieder ein
Vektorbiindel mit den Fasern (£ x F' )(a,b) = FE,® F,, darum schreibt man es
auch als FH F.

Satz 23 Sind Vektorbiindel E und F' tber X gegeben, so gibt es genau ein
Vektorbiindel Gy tiber X und Homomorphismen Gq — E und Gy — F mit
folgender Figenschaft. Fiir beliebige Vektorbiindel G iiber X und Homomor-
phismen G — E und G — F' gibt es genau einen Homomorphismus G — Gy,
der das Diagramm

Go

SN

E F

N

G
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kommutativ macht.

Beweis. Wir setzen
Go={(v,w) € EX F|m(v) = p(w)},

wobei m : & — X und p : ¥ — Y die Projektionen der Vektorbiindel
bezeichnen. Nun folgt die Behauptung leicht aus der Universalitdt des Pro-
duktraumes bzw. der Produktmannigfaltigkeit. O

Man schreibt Go = E @ F, denn dieses Biindel hat die Fasern
(E®F)y=E, ® F.

Bezeichnen wir mit A : X — X x X die Diagonaleinbettung A(z) = (z, x),
so gilt
E®F=A(EBF).

Natiirlich ist auch diese Konstruktion fiir beliebige Faserbiindel moglich, hat
aber dann keine Standardbezeichnung.

Lemma 7 Gegeben sei ein topologischer Raum bzw. eine Mannigfaltigkeit X
und fiir jedes a € X ein Vektorraum E,. Es sei

E:|_|Ea

aeX

und 7 : . — X die natiirliche Projektion. Weiter sei ein Vektorraum Z und
eine Familie von Paaren (U, h) gegeben, wobei die U eine Uberdeckung von
X bilden und h : 7= YU) — U x Z jeweils bijektiv und fasertreu ist und fiir
jedes a € X die durch h(v) = (a,hq(v)) definierte Abbildung h, : E, — Z
linear ist.

Ist fiir beliebige (U, h) und (U, ') aus der Familie die Abbildung h' o h™*
ein Automorphismus von (UNU") x Z, so kann man E auf eindeutige Weise
mat einer Topologie bzw. auch mit einer Funktionengarbe versehen, so dass
m: E — X ein Vektorbiindel in der jeweiligen Kategorie ist.

Beweis. Wir versehen E mit der kleinsten Topologie, fiir die alle Abbil-
dungen h stetig sind, und im Falle von Mannigfaltigkeiten mit der kleins-
ten Funktionengarbe, fiir die alle Abbildungen h Morphismen von Funktio-
nengarben sind. Wie in Satz 5(ii) zeigt man, dass dann X eine Mannigfaltig-
keit ist und die A Morphismen von Mannigfaltigkeiten sind. a
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Folgerung 4 Fir Vektorbiindel E und F' iiber X existieren Vektorbindel
E®F, Hom(E,F), N(E),
deren Fasern tber einem Punkt a € X durch
E,®F,  Hom(E, F,) baw. N'(E,)
gegeben sind.

Bemerkung. Dies beruht im Wesentlichen darauf, dass @, Hom und /\k Funk-
toren sind. Haben wir z. B. Morphismen f : V; — V5 und g : W; — W, von
Vektorrdumen, so erhalten wir einen Morphismus f®g: Vi@ W; — Vo W,
von Vektorrdumen. Ist ndmlich by : Vo x Wy — Vo ® W, die kanonische bili-
neare Abbildung, so ist auch die Abbildung by o (f,g) : Vi x W1 — Vo @ Wy
bilinear, und nach der Charakterisierung des Vektorprodukts gibt es einen
Morphismus, den man g ® f nennt, so dass byo(f,g) = (f ®g)ob;. Schreiben
wir by (v, w) = v ® w, so gilt (f ® g)(vRw) = f(v)® g(w).

Beweis der Folgerung. Sind Trivialisierungen h : 7= (U) — U x Z von
Eund k : p7Y(U) — U x T von F gegeben, so fiigen sich die Abbildungen
lo =h,®k,: E,® F, — Z®T zu einer bijektiven Abbildung

U | |E.®@F, - Ux (Z&T)

acU

zusammen. Man kann nachpriifen, dass die Familie der (U,[) die Vorausset-
zungen von Lemma 7 erfiillt. Im Fall von Hom und /\k geht man analog vor.
O

Man kann auch F & F und F H F wie in der Folgerung beschreiben,
aber unsere fithere Definition ist unabhéngig von der Wahl von Trivialisie-
rungen. Um die Definition von E® F' usw. von der Wahl von Trivialisierungen
unabhéngig zu machen, miisste man die Familie aller Trivialisierungen be-
trachten (analog zu einem maximalen Atlas). Es entsteht die Frage, ob man
auch £ ® F' usw. durch eine Universalititseigenschaft charakterisieren und
ob man ein Biindel £ X F' definieren kann.

Satz 24 Gegeben seien Vektorbiindel (E,X) und (F,Y). Dann gibt es ein
Vektorbiindel (Go, Zo) und einen faserweise bilinearen Morphismus fo : (E X
F,X xY) — (Go, Zy) von Faserbiindeln, so dass fir ein beliebiges Vek-
torbiindel (G, Z) und einen beliebigen faserweise bilinearen Morphismus f :
(E x F, X xY) — (G,Z) von Faserbiindeln ein Morphismus von Vek-
torbindeln e : (Go, Zy) — (G, Z) mit der Eigenschaft f = e o fy existiert.
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Bezeichnung: Go = EX F.
Bewers. Wir setzen Zp = X XY,

Gy = |_| E, ® Iy,

(a)b)EZO

und fy sei die Abbildung, deren Einschrinkung auf E, x F, gerade die ka-
nonische Abbildung aus der obigen Bemerkung ist. Sind Trivialisierungen
h:m Y (U) - UxSvon Eund k: p~ (V) — V x T von F gegeben, so fiigen
sich die Abbildungen l,; := h, ® ky : B, ® F, — S ® T' zu einer bijektiven
Abbildung
L2 || E@R—-UxVx(SeT)
(a,b)eUxV

zusammen. Man kann nachpriifen, dass die Familie der (U x V1) die Vor-
aussetzungen von Lemma 7 erfiillt, so dass GGy zu einem Vektorbiindel wird.

Ist nun (G,Z) ein Vektorbiindel und f : (E'x F,X xY) — (G, %)
ein faserweise bilinearer Morphismus von Faserbiindeln, ist also fiir jedes
(a,b) € X x Y die Einschrankung von f auf die Faser E, x Fj, eine bilineare
Abbildung nach einer Faser GG, von G, so gibt es wegen der Universalitit des
Tensorprodukts von Vektorraumen genau eine Abbildung e, ;, : £,&F, — G,
so dass f|g,xm = €ap© fo|m, xr, ist. Wenn die gesuchte Abbildung e also exis-
tiert, so miissen ihre Einschréankungen auf die Fasern durch die e,; gegeben
sein. Um die Existenz zu beweisen, miissen wir priifen, dass die e,y sich
zu einem Morphismus topologischer Raume bzw. Mannigfaltigkeiten zusam-
menfiigen. Mit Hilfe der Trivialisierungen lauft das auf dieselbe Frage fiir
triviale Vektorbiindel hinaus. Aber die natiirliche Abbildung aus dem Raum
der bilinearen Abbildungen S x T"— R in den Raum der linearen Abbildun-
gen S ®T — R ist linear und somit analytisch. O

Analog beweist man

Satz 25 Es seien E und F' stetige oder glatte Vektorbiindel tiber X. Dann
gibt es ein Vektorbiindel Gy tiber X und einen faserweise bilinearen Morphis-
mus fo : B X F — Gy von Faserbiindeln iber X, so dass fiir ein beliebi-
ges Vektorbiindel G und einen beliebigen faserweise bilinearen Morphismus
f+ Ex F — G von Faserbiindeln tiber X ein Homomorphismus von Vek-
torbiindeln e : Go — G mit der Figenschaft f = e o fy existiert.

Dieses Vektorbiindel Gy ist natiirlich £ ® F.
Als Spezialfall von Hom(FE, F') erhalten wir im Fall des trivialen Biindels
F = X x K das duale Biindel E*. Ist F/ ein Geradenbiindel, so ist fiir ganze
Zahlen k£ >0
Ef=FE® --®F
k
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wieder ein Geradenbiindel. (Manchmal wird es zur Unterscheidung vom k-
fachen Kartesischen Produkt auch mit E®* bezeichnet.) Wir setzen E° gleich
dem trivialen Geradenbiindel X x K — X. Die Abbildung

E®E* — E°,

deren Einschrénkung auf die Fasern die natiirliche Paarung £, ® £} — K
ist, ist ein Isomorphismus von Geradenbiindeln. Definieren wir also fiir £ > 0

E*=F® .- E*,
~—————
k

so folgt fiir alle k, [ € Z
EF @ E' x> EFH

Ein Beispiel fiir ein Geradenbiindel ist das kanonische Biindel
Kx = N"(T"(X))

einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit X. Im Fall K = R sind seine Schnitte
gerade die Volumenformen auf X.

Definition 25 Fin Unterbiindel eines Vektorbiindels m : E — X st ein
Vektorbiindel p : F' — X mit folgenden Eigenschaften: F' ist ein topologischer
Unterraum bzw. eine Untermannigfaltigkeit von E, p ist die Einschrdinkung
von w und fiir jedes a € X ist F, mit seiner Vektorraumstruktur ein linearer
Unterraum von E,.

Ist f : E — F ein Homomorphismus von Vektorbiindeln iiber X, so
definieren wir

Kerf:UKerfa, Imf:|_|1mfa.

aeX aeX

Dieser Begriff von Unterbiindel ist angepasst an die Kategorie der Vek-
torbiindel iiber X. Man miisste einen analogen Begriff in der Kategorie aller
Vektorbiindel definieren, um z. B. das Tangentialbiindel einer Untermannig-
faltigkeit als Unterbiindel des Tangentialbiindels der umgebenden Mannig-
faltigkeit zu bezeichnen.

Satz 26 Ist f : E — F ein Homomorphismus von Vektorbiindeln tber X
und ist der Rang von f, unabhdngig von a, so sind Ker f und Im f Un-
terbiindel.
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Beweis. Mit Hilfe von lokalen Trivialisierungen kann der Beweis leicht auf
den Fall von trivialen Biindel £ = X x Z und F' = X x T zuriickgefiihrt
werden. Wir halten a € X fest und wéhlen ein Komplement 7, zu Ker f, in Z
und ein Komplement Ty zu Im f, in T'. Es sei ¢ : Zy — Z die Einbettung und
p: T — T/T, die Projektion. Nun hingt die lineare Abbildung po f,0i : Zy —
T/Ty glatt von = ab, und die Menge U der xz € X, fiir die diese Abildung
ein Isomorphismus ist, ist eine offene Umbegung von a. Wir bezeichnen ihr
Inverses mit g,.

Fiir x € U ist f o4 injektiv, und wegen der Konstanz des Ranges ist ihr
Bild gleich Im f,. Also hat die durch (x, z) — (z, f.(2))gegebene Abbildung
Ux Zy — (Im f)|y das Inverse (z,t) — (z,9.(p(t))), welches eine lokale
Trivialisierung von Im f ist.

Es sei q : Z — Z/Z, die Projektion und h, : Z — Z gegeben durch
hy =1id —g, opo f,. Fiir z € Z, gilt h,(z) = 0, so dass wir h, = h, o q fiir
eine Abbildung h, : Z /Zy — Ker f, mit schreiben konnen. Fir z € Ker f,
gilt h,(z) = z, so dass h, o ¢. = id, wenn ¢, die Einschrinkung von ¢ auf
Ker f, bezeichnet. Wegen der Konstanz des Ranges von f, ist h, das Inverse
von ¢,. Somit ist die durch (z,z) — (x + Zy, ha(2)) gegebene Abbildung
U x Z/Zy — Ker f|y eine lokale Trivialisierung von Ker f,.

Kombinieren wir die erhaltenen lokalen Trivialisierungen mit Kartenab-
bildungen fiir (Teilmengen von) U, so sehen wir, dass die besagten Un-
terbiindel glatt sind. a

Definition 26 Ein Schnitt einer Faserung w : E — X st ein Morphismus
s: X — FE, so dass mos = idx. Ist E ein Vektorbiindel, so definieren wir
fiir zwei Schnitte s und t und eine Funktion f € S(X)

(s +t)(z) = s(z) +t(x),  (fs)(x) = f(x)s(z).

Damit wird der Raum der Schnitte zu einem S(X)-Modul, den man héufig
mit I'(F) bezeichnet. Sein Nullelement nennt man Nullschnitt 0. Ein Schnitt
s ist eindeutig durch sein Bild s(X) bestimmt und wird manchmal mit ihm
identifiziert. Letzteres ist eine Untermannigfaltigkeit, die jede Faser trans-
versal schneidet und durch 7 isomorph auf X abgebildet wird.

Die Schitte der oben konstruierten Biindel haben oft eine konkrete In-
terpretation. Die Schnitte von T'(X) sind Vektorfelder, die Schnitte von
A"(T*(X)) sind alternierende Differentialformen auf X. Jedem Schnitt s
von Hom(F, F') kann man einen Homomorphismus f : £ — F von Vek-
torbiindeln zuordnen, indem man f|g, = s(a) setzt. Damit erhalten wir eine
Bijektion von I'(Hom(E, F')) auf die Menge der Homomorphismen E — F
von Vektorbiindeln (iiber X). Um das Biindel Hom(F, F') nicht mit dieser
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Menge von Homomorphismen zu verwechseln, wird es von manchen Autoren
mit HOM(E, F') bezeichnet.

Man kann glatte Vektorbiindel auch iiber Manigfaltigkeiten mit Rand auf
naheliegende Weise definieren.

Lemma 8 Ist X eine kompakte glatte Mannigfaltigkeit mit Rand, so ist je-
des glatte Vektorbiindel E iber X x [0,1] isomorph zu p*(F') fir ein glattes
Vektorbiindel F iber X, wobei p : X x [0,1] — X die natiirliche Projektion
bezeichnet.

Beweisskizze. Wir definieren p; : X x [0,1] — X x {t} durch p;(z,u) = (z, 1)
und setzen E; = pf(E|x ). Jeder glatte Schnitt von Hom(E, E})| x x4y lésst
sich mit Hilfe einer Zerlegung der Eins glatt auf X x [0, 1] fortsetzen. Fiir den
Schnitt id ist die Fortsetzung noch in einer Umgebung U invertierbar, und
wir erhalten einen Isomorphismus Ey — p;(E;). Wegen der Kompaktheit
von X enthélt diese Umgebung eine Menge der Form X x I, wobei I eine
Umgebung von ¢ ist. Aus der Uberdeckung von [0, 1] durch solche I kénnen
wir eine endliche Teiliiberdeckung auswéhlen und durch Verkettung einen
glatten Isomorphismus £ — p*(E) gewinnen. O

Folgerung 5 Jedes glatte Vektorbiindel iber [0,1]" ist trivial.
Dies folgt einfach durch Induktion.

Definition 27 Zwei stetige Abbildungen g, g1 : X — Y heiffen homotop,
wenn es eine stetige Abbildung g : X x[0,1] — Y gibt, so dass g(x,0) = go(z)
und g(z,1) = ¢1(x) fir alle x € X. Sind gy und g Morphismen glatter
Mannigfaltigkeiten, so heiffen sie glatt homotop, wenn es eine Abbildung g
wie oben gibt, die ein Morphismus glatter Mannigfaltigkeiten mit Rand ist.

Folgerung 6 Sind die glatten Morphismen gy, g1 : X — Y glatt homotop
und ist F' ein glattes Vektorbiindel ber' Y, so sind g5(F') und gi(F) als glatte
Vektorbiindel isomorph.

Dies folgt durch Anwendung von Lemma 8 auf E = ¢*(F'), wobei g(z,t) =
g+(z) die Homotopie bezeichnet.

Satz 27 Es sei X eine Hausdorffsche glatte Mannigfaltigkeit mit abzhlbarer
Basis und k € N. Dann gibt es einen endlichdimensionalen reellen Vektor-
raum V mit folgender Figenschaft. Fiir jedes glatte Vektorbindel E tiber X
vom Rang k gibt es einen Morphismus g von X in die Grassmannmannigfal-
tigkeit G der k-dimensionalen Unterrdume von V', so dass

E= g*(EO)v

wobei Ey das universelle Vektorbiindel iber G bezeichnet (daher der Name).
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Beweis fiir kompaktes X. BEs sei {U, | o € A} eine endliche Uberdeckung
von X durch offene Mengen, deren Bilder unter geeigneten Kartenabbildung
relativ kompakt sind, und {p, | @ € A} eine glatte Zerlegung der Eins mit
supp Yo C U,. Weiter sei Z ein k-dimensionaler Vektorraum und V = Z4 =
{(20)aca | 2o € Z}. Wir bezeichnen mit p, : V' — Z die Projektion auf die
a-Komponente.

Fiir jedes o € A gibt es nach der Folgerung aus Lemma 8 eine lokale
Trivialisierung h, : 71 (U,) — U, X Z, die wir als hy(v) = (w(v), 1, (v))
schreiben. Wir definieren eine glatte Abbildung f : £ — V durch

f@) = (@a(m()hy(v) e 4
Dann ist f|g, linear, und fiir ¢,(a) # 0 ist py © flg, = @a(a)hl |, ein
Isomorphismus. Da fiir jedes a € X ein solches « existiert, ist f|g, injektiv.
Wir setzen
gla) = f(E.) € G.

Um die Glattheit von g zu beweisen, konnen wir uns auf eine der Mengen
U, einschrénken. Eine Basis von Z liefert mittels h/, glatte Schnitte sq, ...,
s, von Ely,, die faserweise linear unabhéngig sind. Setzen wir

Fo(a) = (f(s1(a), ..., f(sk(a))-

so erhalten wir eine glatte Abbildung F,, von U, in die Stiefelmannigfaltigkeit
S der linear unabhéngigen k-Tupel in V. Eine Funktion auf einer offenen
Teilmenge von G ist nach Definition genau dann glatt, wenn ihr Pullback
unter der natiirlichen Projektion p : S — G glatt ist. Wegen g|y, = po Fy
ist dann auch ihr Pullback unter g glatt auf U,. Somit ist g ein Morphismus
glatter Mannigfaltigkeiten.

Setzen wir fo(v) = (g(7(v)), f(v)), so ist f(v) € g(m(v)), also fo(v) € Ep.
Da Ej eine Untermannigfaltigkeit von G x V' ist, ist auch fy : E — Ej ein
Morphismus glatter Mannigfaltigkeiten, er hat die Eigenschaft

mo fo=gom,

und seine Einschriankung auf die Fasern von F ist linear. Mit anderen Worten,
fo ist ein Morphismus glatter Vektorbiindel.

Nun sei F; ein weiteres Vektorbiindel iiber X und f; : Fy — FEy ein
Morphismus glatter Vektorbiindel mit der Eigenschaft

Ty o fi = gom.

Fir vy € Ey mit m(v1) = a gilt fi(v) € g(a), d. h. fi(v) = f(v) fiir ein
eindeutig bestimmtes Element v € E,. Es gibt also eine eindeutig bestimmte
fasertreue Abbildung b : EF; — F mit f; = fy o b, und ihre Einschrinkung
auf jede Faser ist linear. O
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10 Fast komplexe Mannigfaltigkeiten

Jeden komplexen Vektorraum V' koénnen wir auch als reellen Vektorraum
auffassen. Die Multiplikation mit der imaginédren Einheit ¢ ist dann ein R-
linearer Endomorphismus .J, so dass J? = —I. Umgekehrt kann man jeden
reellen Vektorraum V', der mit einem Endomorphismus J mit der Eigenschaft
J? = —I ausgestattet ist, in einen komplexen Vektorrauum verwandeln, in-
dem man fiir a, b € R und v € V setzt

(a+ib)v = av + bJv.

Die Komplexifizierung eines R-Vektorraums V' kann man definieren als
die additive Gruppe
Ve=Vav,

deren Elemente (z,y) wir nach der Vorschrift
(a +b)(z,y) = (ax — by, ay + bx)

mit komplexen Zahlen a + ib multiplizieren und in den V' mittels x — (x,0)
eingebettet ist. Damit wird V¢ zu einem C-Vektorraum, und jede R-Basis
von V ist eine C-Basis von V. Die Komplexifizierung ist wie folgt charakte-
risiert: Jeder R-lineare Homomorphismus von V' in einen C-Vektorraum W
(aufgefasst als R-Vektorraum) lésst sich als Verkettung der Einbettung V' —
Ve mit einem eindeutig bestimmten Homomorphismus von C-Vektorrdumen
Ve — W darstellen. Letzterer ist nichts anderes als die C-lineare Fortsetzung.
Wir definieren die komplexe Konjugation auf Vi durch (z,y) = (x, —y). Man
kann V¢ auch als V ® C definieren, dann ist v ® z = v ® Z.

Ist vq, ..., v, eine Basis von V', so ist vy, ..., Uy, 101, ..., 10, eine Basis
von V¢ als R-Vektorraum. Ist ein C-linearen Homomorphismus f : Ve — W
beziiglich der Basen vy, ..., v, von V und wy, ..., w, von W durch eine
Matrix C' = A + iB dargestellt, wobei A und B reelle Eintrige haben, so
wird f in den entsprechenden Basen von V und W als reelle Vektorrdume

durch die Matrix
A —-B
B A
dargestellt.

Hat der reelle Vektorraum V' bereits eine komplexe Struktur J, so erfiillt
die C-lineare Fortsetzung von J auf Vi die Gleichung (J — iI)(J + i) =
0. Darum zerfillt V¢ in die direkte Summe des Eigenunterraums V1° zum

Eigenwert ¢ und des Eigenunterraums V%! zum Eigenwert —i. Offensichtlich
gilt V10 = V%! Die identische Abbildung I : V' — V, bei der wir den ersten
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Raum als reellen und den zweiten als komplexen Vektorraum betrachten, hat
eine C-linearen Fortsetzung Ve — V, deren Kern gleich V%! ist, wihrend V10
bijektiv auf V' abgebildet wird.

Die Riaume AP(V1%) und AP(V?!) sind auf natiirliche Weise in AP(V)
eingebettet. Es sei

NAV) = (wAd [we AV, e AY(VO))e
(C-lineare Hiille). Dies definiert eine Z @ Z-Graduierung auf A(Vc), es gilt

NTV] = A(V)
N (V) = @y A1)

Wir wollen auf jeder holomorphen Mannigfaltigkeit die Struktur einer
glatten Mannigfaltigkeit definieren. Dies ist klar im Fall eines komplexen
Vektorraums V', der nicht nur die Funktionengarbe O trigt, sondern, wenn
wir ihn als reellen Vektorraum auffassen, auch die Funktionengarbe £. Fiir
eine holomorphe Mannigfaltigkeit (X, S) sei 7 die kleinste Funktionengarbe
auf X derart, dass fiir jeden komplexen Vektorraum V und jede offene Menge
U in X ein beliebiger Morphismus (U, S|y) — (V, O) auch ein Morphismus
(U, T|y) — (V,€) ist. Dann ist (X, 7T) eine glatte Mannigfaltigkeit, und jede
Karte von (X,S) ist auch eine Karte von (X, 7). Auf dhnliche Weise kann
man jeder reell-analytischen Mannigfaltigkeit eine glatte Mannigfaltigkeit zu-
ordnen.

Wir werden einem allgemeinen Brauch folgen und die Garbe der holo-
morphen Funktionen auf einer beliebigen komplexen Mannigfaltigkeit X mit
O oder Ox sowie die Garbe der glatten Funktionen auf einer glatten Man-
nigfaltigkeit X mit £ oder £x bezeichnen.

Héufig ist es niitzlich, die Garbe &: der C-wertigen glatten Funktionen zu
betrachten. Jede Derivation v : £, — R des Halmes in einem Punkt a € X
setzt sich zu einer C-linearen Derivation v : (&), — C fort und schrankt sich
zu einer Derivation O, — C ein. Auf diese Weise erhalten wir eine lineare
Abbildung T,(X, &) — T,(X, O) von R-Vektorraumen. Im Fall X = C" folgt
aus der Definition, dass

of _of  of of

= 11—

a_l'j N aZj’ 8_yj 62’]"

Dies zeigt, dass die R-Basis {2, aiy | 7 =1,...,n} von T,(C" &) auf die
R-Basis {%,i% | 7 =1,...,n} von T,(C" O) abgebildet wird. Da jede
holomorphe Mannigfaltigkeit lokal zu C" isomorph ist, erhalten wir einen ka-

nonischen Isomorphismus 7,(X, ) — T,(X, O), so dass wir nur noch 7, (X)
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schreiben, worauf wir eine komplexe Struktur J, haben. Im Fall von C" is
natiirlich J (887];) = g—yfj, J (g—;j) ——] Unter Benutzung von Tr1v1ahs1erun—
gen sieht man, dass sich die Endomorphismen J, zu einem glatten Schnitt J
von End(7'(X)) zusammenfiigen.

Wie schon im Fall eines abstrakten Vektorraums hat die identische Ab-
bildung von T,(X) eine C-lineare Fortsetzung oy, : T,(X)c — To(X), welche
TH(X) mit T,(X) identifiziert und T2:'(X) auf 0 abbildet. Im Fall X = C"
wird die Projektion von a%j € T,(X) auf T}(X) durch o, auf den Vektor

% € T,(X) abgebildet und darum ebenfalls mit % bezeichnet, wihrend die
J J
komplexen Konjugation die beiden Projektionen vertauscht, so dass man die

andere Projektion von 88 mit 5= bezelchnet Man findet leicht die expliziten

o 1[0 .0 g 1,0 .0

9z (axj ayj) 9z, 2 (axj “ayj) |
Bekanntlich ist eine glatte Funktion f auf einer offenen Teilmenge U von C"
genau dann holomorph, wenn sie die Cauchy-Riemann-Gleichungen % =0
fiir alle j erfiillt. Es folgt, dass eine Funktion f € &Ec(U) fir eine offene
Menge U in einer holomorphen Mannigfaltigkeit X genau dann zu O(U)
gehort, wenn sie von allen Tangentialvektoren v € T%'(U) annulliert wird.

Die Aufspaltung T, (X)c = TH(X) @ T%(X) induziert eine Aufspaltung

T X)c = T X) T (X) des komplexifizierten Kotangentialraums. Ist
UcCCrund f € &(U), soist df ein Schnitt von T%(U)c. Wegen

Formeln

8Zk azk

a_Zj = Ojk, 8_2] = 07
0% _ o2 -
0z om

ist {dz; | 7 = 1,...,n} die duale Basis von T}'°(U) zur Basis {8%]_ | j =
1,...,n} von TH(U), wihrend {dz; | j = 1,...,n} die duale Basis von
T;0N(U) zur Basis {;Z | j = 1,...,n} von T (U) ist. Man rechnet leicht

nach, dass
df = Z d +Z dz]

Allgemeiner sei w ein Schnltt von /\p 4 T*(U ). Dann haben wir eine Darstel-
lung
W = Z f’il ..... Ipaflseems jquil A A dZip A del A A dgjq

i <<y
J1<<Jq
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oder abgekiirzt
w = Z f[,JdZ] A dEJ.
1,J

Nun gilt dw = dw + Ow, wobei

Zzaf”dzi/\dzmdzj,

=1 I,J 82’1

g E afIJdZ]/\dZ[/\dZJ
0z,
j=1 1,J

Definition 28 Fine fast komplexe Mannigfaltigkeit ist eine glatte Mannig-
faltigkeit (X, E) mit einem glatten Schnitt J von End T'(X, E), der faserweise
die Eigenschaft J*> = —I hat.

Auch fiir fast komplexe Mannigfaltigkeiten (X, &, J) haben wir die Auf-
spaltung T, (X )¢ = TH(X)®T* (X) in glatte C-lineare Unterbiindel und die
Z & Z-Graduierung von A (7*(X)c). Wir bezeichnen den Raum der Schnitte
U — APUT(X)) mit £P9(X), so dass

£'(X)= & e(X).

ptg=r
Wir definieren 0, 0 : £*(X) — £°(X), indem wir fiir w € EP9(X) setzen
Ow = 7P (dw), Ow = 7P (dw),

wobei 77? die Projektion £°(X)c — EP9(X) bezeichnet. Im Allgemeinen
kann dw Komponenten in £79 (X) fiir beliebige p/, ¢’ mit p' +¢ = p+q+1
haben. Es ist offensichtlich, dass

Era(X) = E1°(X),  Ow = 0.
Aus der Definition von d folgt fiir w € EL(X) und ¢ € E2(X)

AN wAY)=0wAYp+ (—=1)'wA Y,
OwAY) = 0w A+ (=1)w A .

Satz 28 (Newlander-Nirenberg) Es sei (X, E,J) eine fast komplexe Man-
nigfaltigkeit. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) Das Unterbiindel T*°(X) (oder T*' (X)) von T(X)c ist involutiv, d. h.
der Kommutator von zweien seiner Schnitte liegt wieder in diesem Un-
terbiindel.
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(ii) Es gilt d =0+ 0 auf EY°(X) (oder auf E%(X)).
(i4i) Es gilt d = 0 + 0.
(iv) Die Krimmung S von J (siehe Aufgabe 24) ist identisch gleich Null.

(v) Auf X ezistiert eine Struktur O einer komplezen Mannigfaltigkeit, wel-
che € und J induziert.

Bemerkung. Eine fast komplexe Struktur J, die eine der dquivalenten Bedin-
gungen (i)—(iv) erfiillt, heifit integrabel. Fiir dimg X = 2 ist jede fast kom-
plexe Struktur integrabel, denn dann ist (ii) wegen & = 20 @ V! @ £92
erfiillt, und (i) ist wegen tk T%'(X) = 1 erfiillt, denn

[fv,gv] = (folg) = gu(f))v.

fiir Funktionen f und g.
Falls die Funktionengarbe O wie in (v) existiert, so ist sie eindeutig be-
stimmt, denn

OU) ={f € &(U) |v(f) =0Yv e T*(U)} ={f € &(U) | 0f = 0}.
Aus der Eigenschaft (iii) folgt
0=d*=09"+00+ 00+

und, wenn wir die Komponenten beider Seiten beziiglich der Graduierung

vergleichen, o B
0? =0, 00+ 00 = 0, 0% = 0.

Beweis, dass aus (v) alle anderen Bedingungen folgen. Es geniigt, den Fall
X = C" zu betrachten. Jeden Schnitt von T%!(U) kann man in der Form

—~ 0
v = nya—z
=1 !

mit f; € £(X) schreiben, und die Involutivitét folgt durch Nachrechnen. Dass
(iii) erfiillt ist, haben wir bereits vor der Definition fast komplexer Mannig-
faltigkeiten nachgepriift, und (ii) ist ein Spezialfall von (iii). Aussage (iv)
bleibt als Hausaufgabe. O

Beweis der Aquivalenz von (i)-(iii). BEs ist natiirlich gleichgiiltig, ob
wir in (i) bzw. (i) den Bigrad (1,0) oder (0,1) betrachten, denn beide wer-
den durch die komplexe Konjugation vertauscht. Nun seien v und w glatte
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Schnitte von T%Y(U) und w € EM°(X). Nach Satz 17 (C-linear fortgesetzt)
gilt

w([v,w]) = Ly(w(w)) = tw(Ly(w)) = —ty(d(w(v)) + t,(dw)) = —dw(v, w).

Gilt (i), so verschwindet an jeder Stelle a € X die Einschrankung von dw auf
TOHX)xT> (X), denn jeder Tangentialvektor ldsst sich zu einem Vektorfeld
auf einer Umgebung U ausdehnen. Somit ist 7%2(dw) = 0, und (ii) folgt.

Gilt (ii), so wird der Kommutator zweier Schnitte v, w von T%(U) von
jedem w € EM(U) annulliert. Da man zu jedem Vektor in u € T}(U) ein
w € EY(U) mit w(u) # 0 finden kann, hat [v,w] keine Komponente in
TH(U), also folgt (i).

Aus (ii) folgt (iii) auf E¢(X) durch Induktion, da jede r-Form eine Line-
arkombination von Produkten von Formen kleineren Grades ist. O

11 Grundbegriffe der Homologie und Koho-
mologie

Es sei (X, €) eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine glatte singulire p-Kette in X
ist ein Paar (Y, c¢) bestehend aus einer endlichen disjunkten Vereinigung Y
von p-dimensionalen orientierten kompakten Polyedern und einem glatten
Morphismus ¢ : Y — X. Man definiert die Summe zweier p-Ketten (Y1, ¢;)
und (Y3, ¢o) als die p-Kette (Y1 UY3, ¢) mit ¢|y, = ¢; und c|y, = ¢o. Die Menge
der glatten singulidren p-Ketten ist ein Monoid mit der p-Kette ) — X als
Nullobjekt. Wir faktorisieren nach dem von allen Summen (Y, ¢) + (=Y, ¢)
erzeugten Ideal aus und erhalten eine abelsche Gruppe® C,(X).

Der Rand einer p-Kette (Y, ¢) ist (9Y, dc), wobei 0Y die disjunkte Verei-
nigung der maximalen Seiten von Y mit der Randorientierung ist und dc =
cloy. Auf diese Weise erhalten wir eine Abbildung 9, : Cp(X) — Cp_1(X).
Wir schreiben meist nur ¢ statt (Y, ¢). Eine Kette heifit Zykel, wenn ihr Rand
gleich Null ist. Zwei glatte p-Zykel heilen homolog, wenn ihre Differenz ein
Rand ist. Wir bezeichnen die Gruppe der p-Zykel mit Z,(X) und die Grup-
pe der p-Réinder mit* B,(X). Die Homologieklassen der Dimension p bilden
dann eine Gruppe

Hy(X) = Z,(X)/Bp(X).

Eine alternierende p-Form w € EP(X) heifit geschlossen, wenn dw = 0,
und sie heiit exakt, wenn es ein ¢ € EP~1(X) gibt, so dass di) = w. Zwei

3C steht fiir “chain”.
4B steht fiir “boundary”.
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geschlossene p-Formen heiflen kohomolog, wenn ihre Differenz exakt ist. Wir
bezeichnen den Vektorraum der geschlossenen p-Formen mit Z7(X,R) und
den der exakten p-Formen mit B?(X,R). Die Kohomologieklassen vom Grad
p bilden dann einen Vektorraum

HP(X,R) = Z°(X,R)/B"(X,R).

Die Gruppen der glatten singuldren Ketten mit dem Randoperator 0
bilden eine Folge von linearen Abbildungen

B Ou(X) 2 O (X)) 2 (X)) — 0,

mit der Eigenschaft 0, o 9, = 0. Eine solche Folge von abelschen Gruppen
und Homomorphismen, bei der die Verkettung von je zwei aufeinanderfol-
genden Homomorphismen gleich Null ist, nennt man Komplex. Es ist klar,
dass

Z,(X) = Ker 0,, B,(X) =Im0p41.

Auch die Vektorraume der duleren Differentialformen mit dem aufleren
Differential d bilden einen Komplex

0— £(X) 2 gy(X) & &2(x) &

denn d,1; o d, = 0. Natiirlich gilt wieder
ZP(X,R) = Kerd,, BP(X,R) =Imd, ;.

Es ist niitzlich, die Vektorrdume EP(X), ZP(X,R) bzw. B?(X,R) zur Algebra
E°(X) und ihren Unterrdumen

Z*(X,R) = Kerd und B*(X,R) =Imd
zusammenzufassen.

Lemma 9 Ist X eine glatte Mannigfaltigkeit, so ist Z*(X,R) eine graduierte
Unteralgebra in E°(X) und B*(X,R) ein graduiertes zweiseitiges Ideal in
Z*(X,R). Folglich ist auch

H*(X,R) = Z*(X,R)/B*(X,R) @HP (X,R)

eine graduierte Algebra.
Das Pullback unter einem glatten Morphismus f : X — X' induziert
einen Homomorphismus von Algebren f*: H*(X' | R) — H*(X,R).

49



Beweis. Da d eine Derivation vom Grad 1 ist, gehért w genau dann zu
Z*(X,R), wenn das fiir jede homogene Komponente von w gilt, also ist
Z*(X,R) ein graduierter Unterraum. Analoges gilt fir B*(X,R).

Firw € ZP(X,R) und ¢ € Z9( X, R) folgt aus Satz 13(d) sofort d(wAy) =
0, also wA Y € ZPT9(X,R). Somit ist Z*(X,R) eine graduierte Unteralgebra.
Ist w € BP(X,R), also w = dwy, so gilt nach derselben Formel wegen dy) = 0

d(wo ANY) =w A .

Also ist B(X,R) ein Rechtsideal, und wegen Satz 10(ii) auch ein Linksideal.

Fiir einen glatten Morphismus f : X — X' ist das Pullback f*: £*(X’) —
E°(X) nach Satz 12 ein Homomorphismus von graduierten Algebren, und
nach Satz 13 gilt d o f* = f* o d. Eine Abbildung zwischen Komplexen mit
diesen Eigenschaften nennt man Kettenabbildung. Sie bildet geschlossene
Formen auf geschlossene Formen und exakte Formen auf exakte Formen ab
und induziert somit einen Homomorphismus zwischen den Kohomologiealge-
bren. O

Auf den Homologiegruppen gibt es keine natiirliche Algebrenstruktur,
obwohl der Randoperator von Polyedern die Eigenschaft

OW xY)=0W xY U (=)W x gy

hat. Trotzdem fasst man auch die Gruppen der Ketten zu einer graduierten
Gruppe C,(X) zusammen und erhilt daraus die totale Homologiegruppe

Ho(X) = Zu(X)/Bu(X) = €D Hy(X).

Ein glatter Morphismus f : X — X' induziert auch eine Abbildung f, :

C(X) — C(X') durch f,(c) = f oc. Dies ist ebenfalls eine Kettenabbildung,
d. h. sie erhélt die Graduierung und erfiillt

f*Oazaof*.

Somit induziert f, eine Abbildung zwischen den entsprechenden Homologie-
gruppen.

Lemma 10 Wir definieren eine Paarung

EP(X) x C)(X) — R

o= [ )

20

durch



(i) Die Einschrinkung dieser Paarung auf ZP(X,R)x Z,(X) hdngt nur von
Kohomologie- bzw. Homologieklassen ab, wir erhalten also eine Paa-

rung
HP(X,R) x Hy(X) — R.

(i1) Ist f: X1 — Xo ein glatter Morphismus, so gilt

(f*(w), ) = {w, fu(c)).

Beweis. (i) Sind ¢; und ¢y homolog, also ¢; — ¢y = 0b fiir eine (p + 1)-Kette
b: W — X, so ist

w@—@:Aqm—A@w

:/8Wb*(w):/Wd(b*(w))z/wb*(dw):07

weil dw = 0, wobei wir die Verallgemeinerung von Satz 20 auf Polyeder und
Satz 13 benutzt haben. Sind hingegen w; und wy kohomolog, also wy —ws = d
mit ¢ € EP~H(X), so ist

=) = [ ) = [ aewn= [ cw=o

weil Y = (), wobei wir wieder Satz 13 und die Verallgemeinerung von Satz 20
benutzt haben.

(ii) folgt unmittelbar aus c* o f* = (f o ¢)*. O

Ein glatter p-Zykel ist ein Paar (Y, ¢) bestehend aus einer glatten kom-
pakten p-dimensionalen Mannigfaltigkeit ¥ ohne Rand und einem glatten
Morphismus ¢ : Y — X. Bekanntlich existiert eine Triangulierung von Y,
d. h. ein Homoomorphismus von Y mit einem endlichen Simplizialkomplex.
Sind Y3, ..., Y, die Simplexe maximaler Dimension und ist ¢; = cly;, so ist
c=c+-+¢ € Z,(X), dasich die Terme von J¢; gegenseitig wegkiirzen.
Der singuldre Zykel ¢ hangt zwar von der Wahl der Triangulierung ab, aber
man kann zeigen, dass seine Klasse in H,(X) eindeutig durch ¢ bestimmt ist.

Ist X kompakt und orientiert, so erhalten wir aus dem glatten Zykel
(X,id) die fundamentale Klasse von X. Weitere Beispiele von glatten Zykeln
in projektiven Rdumen sind die natiirlichen Einbettungen P(W) — P(V),
wobei W ein Unterraum des reellen, komplexen oder quaternionischen Vek-
torraums V ist. Im reellen Fall muss die Dimension von W gerade sein, denn
sonst ist P(W') nicht orientierbar. Man kann allerdings auch nichtorientierte
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Ketten betrachten und so eine andere Version von Homologiegruppen defi-
nieren.

Homotope glatte Zykel ¢g, ¢; : Y — X sind homolog. Sei namlich b :
[0,1] x Y — X die Homotopie. Dann gilt

9([0,1] xY) = {1} x Y U {0} x (-Y),

und durch Triangulierung dieser Mannigfaltigkeit mit Rand erhalten wir eine
singuldre Kette b mit 0b = ¢; — ¢y. Fiir glatte singulédre Zykel ist der Begriff
einer Homotopie nicht erkléart, statt dessen hat man folgendes Resultat.

Lemma 11 Sind fy, fi : X — X' glatt homotope Morphismen, so gibt es
Abbildungen
D, : Cp(X) — Cpa(X),

die sich zu einer Abbildung ® mit der Figenschaft
QoP+Pod = fi.— fou
zusammengfiigen, und es gibt Abbildungen
WP (X' R) — EP7H X, R),
die sich zu einer Abbildung W mit der Eigenschaft
doVU+Vod=f—f;

zusammenfiigen. Fir ¢ € Z,(X) sind fo.(c) und fi.(c) homolog, und fiir
w e ZP(X',R) sind f§(w) und f{(w) kohomolog.

Abbildungen ® und ¥ mit den angegebenen Eigenschaften nennt man Ket-
tenhomotopien.

Beweis. Es sei F': [0,1] x X — X’ die Homotopie. Ist ¢ ein glatter Zykel
auf X, so ist die Homotopie b : [0,1] x Y — X' zwischen fy.(c) und fi .(c)
gegeben durch

b(t,y) = F(t, c(y)).
Diese Formel definiert sogar fiir eine p-Kette ¢ eine (p + 1)-Kette b = ®(c).
Wegen

([0, 1] xY)={1} xY U {0} x (=Y) U [0,1] x (=Y

folgt
a(b) = fl,*(c) - fO,*(C) - @(8(0))

Ist ¢ ein Zykel, so verschwindet der zweite Term auf der linken Seite.
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Zur Definition von ¥ betrachten wir die Einbettung i; : X — [0,1] x X
und das Vektorfeld v auf [0, 1] x X, die gegeben sind durch

_of

2t<x> = (t,:L'), U(f) T

Wir definieren ¥ durch

\If(w):/o iy (L, F* (w)) dt,

Dann gilt nach den Satzen 13 und 17
1
V@) + V() = [ i (o0 + 10 )P (@) de
0

_ /0 (Lo F*(w)) dt = /0 %z’j(F*(w))dt
=i (F"(w)) —ig(F7(w)) = fi(w) — fo(w).

Ist w geschlossen, so verschwindet der zweite Term auf der linken Seite. O

12 Pragarben und Garben

Definition 29 Fiir jede offene Menge U eines topologischen Raumes X sei
eine Menge F(U) gegeben, und fiir jedes Paar V- C U offener Mengen von X
sei eine Abbildung ¥ : F(U) — F(V) gegeben. Die Zuordnung F zusammen
mit den Abbildungen r heifst Prdagarbe auf X, wenn folgendes gilt:

(i) rY ist die identische Abbildung von F(U) fiir alle U,
(ii) Y, ol = vl fir alle W CV C W.

Ein Morphismus von h : F — G Prdagarben auf X ist eine Familie von

Abbildungen hy : F(U) — G(U), so dass die Diagramme

FU) — G(U)
7l oY (11)
FV) — G(V)

fiir offene Mengen V. C U kommutativ sind, wobei p die entsprechenden
FEinschrdinkungsabbildungen von G bezeichnet.

Sind die F(U) Teilmengen von G(U) und werden sie von den pY in F(V)
abgebildet, so nennt man F zusammen mit den Einschrdinkungen von p eine
Unterprdgarbe von G.
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Ist U eine offene Teilmenge von X, so definieren wir die Finschrinkung
Flu der Prigarbe F durch Flyg(W) = F(W) fir alle offenen Mengen W
von U.

Beispiel 1. Jede Funktionenprégarbe ist eine Pragarbe.
Beispiel 2. Ist m: E — X eine stetige Abbildung und setzen wir

F(U)={s:U — E| s ist stetig, mo s = idy},

so ist F eine Préagarbe. Als Spezialfall erhalten wir die Préagarbe der Schnitte
eines lokal-trivialen Faserbiindels.

Definition 30 FEine Prigarbe (F,r) heifst Garbe, wenn fir jede Familie of-
fener Mengen {U, | a € A} in X folgendes gilt, wobei wir

U=,
acA
setzen:
(i1i) Sind s, t € F(U) mit
g (s) =1, ()

fiir alle o € A, so gilt s =t.
() Ist fiir jedes a € A ein s, € F(Uy) gegeben und gilt

U
7"530@3(3&) = 7“UZmUﬁ (sa)

fir alle o, € A, so gibt es ein s € F(U) mit ry_(s) = sq fiir alle
a € A.

Ein Morphismus von Garben ist ein Morphismus der entsprechenden Prigar-
ben.

Die Einschriankung einer Garbe auf eine offene Teilmenge ist eine Garbe.
Eine Funktionenpréigarbe ist genau dann eine Garbe, wenn sie eine Funktio-
nengarbe im Sinne der Definition 5 ist. Die Prigarbe aus Beispiel 2 ist eine
Garbe. In beiden Beispielen von Pagarben ist die Eigenschaft (iii) erfiillt.

Definition 31 Ist (F,r) eine Garbe und sind die Mengen F(U) mit der
Struktur von Gruppen versehen, wobei die Abbildungen r$, Gruppenhomo-
morphismen sind, so nennt man F eine Garbe von Gruppen. Ein Morphis-
mus h von Garben, bei dem jedes hy ein Gruppenhomomorphismus ist, heifst
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Morphismus von Garben von Gruppen. Analog definiert man (Prd-) Garben
von abelschen Gruppen, von Ringen usw.

Ist (R, p) eine Garbe von kommutativen Ringen und (M,r) eine Garbe
von abelschen Gruppen auf demselben Raum X, und ist fiir jede offene Menge
U in X die Gruppe M(U) mit der Struktur eines R(U)-Moduls versehen, so
dass fir V.Cc U, A € R(U) und s € M(U) gilt

rv(As) = pr(N)ri(s),
so heifst M eine Garbe von R-Moduln.

Bemerkung. Ein Funktor ordnet jedem Objekt der einen Kategorie ein Objekt
der anderen und jedem Morphismus der einen Kategorie einen Morphismus
der anderen zu, wobei identische Morphismen in identische Morphismen und
Kompositionen in die entsprechenden Kompositionen der Bildmorphismen
iiberfithrt werden. Wir erhalten beispielsweise eine Kategorie, wenn wir als
Objekte die offenen Mengen eines vorgegebenen topologischen Raumes X
und als Morphismen die Inklusionsabbildungen V' <— U nehmen. Man kann
eine Préagarbe von Mengen bzw. Gruppen usw. auch als einen kontravarianten
(d. h. richtungsumkehrenden) Funktor aus der Kategorie der offenen Mengen
von X in die Kategorie von Mengen bzw. Gruppen usw. definieren. Alle
Funktoren zwischen zwei vorgegebenen Kategorien bilden die Objekte einer
neuen Kategorie. Ein Morphismus zwischen zwei Funktoren F und G ist eine
Familie von Morphismen hy @ F(U) — G(U), so dass das Diagramm (11)
kommutiert. Ein Morphismus von Prégarben ist also nichts anderes als ein
Morphismus von Funktoren.
Beispiel 3. Essei E — X ein Vektorbiindel iiber der Mannigfaltigkeit (X, S)
und F die Garbe der Schnitte von E. Dann ist F eine Garbe von S-Moduln.
Im Zusammenhang mit Strukturgarben von Mannigfaltigkeiten hatten
wir den Keim einer Funktione eingefiihrt. Dies verallgemeinert sich wie folgt
auf Pragarben.

Definition 32 FEs sei F eine Prdagarbe auf X und a € X. Auf der Menge
der Paare (U, s), wobei U eine Umgebung von a und s € F(U) ist, fihren wir
eine Aquivalenzrelation ein, indem wir festlegen, dass (U,s) ~ (V,t) genau
dann, wenn es eine Umgebung W von a in U NV gibt, so dass

Die Aquivalenzklasse von (U, s) nennen wir den Keim von s an der Stelle a
und bezeichnen ihn mit r¥(s). Die Menge der Aquivalenzklassen nennen wir
den Halm F, von F an der Stelle a.
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Ist F eine Prégarbe von Gruppen, Ringen usw., so erbt F, die Struktur
einer Gruppe, eines Ringes usw., und die Abbildungen r¥ : F(U) — F, sind
Homomorphismen.

Lemma 12 Ist F eine Garbe und s, t € F(U), so gilt s =t genau dann,
wenn rY(s) = rY(t) fir allea € U.

Beweis. Ist rY(s) = rY(t), so gibt es eine Umgebung U, von a, so dass

rf, (s) = rf (t). Da die Mengen U, eine Uberdeckung von U bilden, folgt aus
der Garbeneigenschaft (iii), dass s = t. Die Umkehrung ist offensichtlich. O

Definition 33 Sind F und G (Prd-) Garben von abelschen Gruppen, so de-
finieren wir die (Prd-) Garben von abelschen Gruppen F & G durch

FogU)=FU)aGU).
FEine Garbe von R-Moduln heifst frei, wenn sie isomorph zu

RFP=R®---OR
—_————
p

fiir ein p € N ist, und lokal frei, wenn jeder Punkt von X eine Umgebung U
besitzt, so dass M|y frei ist.

Zur Formulierung des folgenden Satzes brauchen wir den Begriff einer Aqui-
valenz von Kategorien A und B. Dies ist ein Funktor 7' : A — B, fiir den
es einen Funktor S : B — A gibt, so dass S o T isomorph zum identischen
Funktor von A und T o S isomorph zum identischen Funktor von B ist.

Satz 29 Ist (X,S) eine zusammenhdngende Mannigfaltigkeit, dann ist die
Kategorie der S-Vektorbiindel tiiber X dquivalent zur Kategorie der lokal frei-
en Garben von S-Moduln tiber X .

Beweis. Es sei m: E — X ein Vektorbiindel iiber X. Dann definieren wir eine
Garbe auf X, indem wir einer offenen Menge U den S(U)-Modul I'(U, E) der
Schnitte von FE iiber U zuordnen. Aus der lokalen Trivialitdt von E folgert
man leicht, dass die Garbe I'(E) lokal frei ist. Dies definiert einen Funktor
I.

Ist a € X, so definieren wir

S, =1{fa € 8u| fa) = 0}.

Dies ist ein Ideal im Halm S,, und S,/S} ist isomorph zum Grundkérper K.
Nun sei £ eine lokal freie Garbe von S-Moduln auf X. Wir setzen

By = Lo/S!L,.
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Mit Hilfe eines Isomorphismus L|y = SP|y findet man, dass E, = K?. Nun
definiert man eine Strukturgarbe auf

E:LJ&

aeX

genau wie bei der Konstruktion des Tangentialbiindels. Auf diese Weise ent-
steht ein lokal-triviales Vektorbiindel £ = B(L), und wir erhalten einen
Funktor B.

Um zu zeigen, dass I' und B zueinander inverse Aquivalenzen von Ka-
tegorien sind, muss man noch kanonische Isomorphismen f : B(I'(E)) — E
und h : £ — I'(B(L)) konstruieren. Ist v € B(I'(E)), so wihlen wir einen Re-
prisentanten s € I'(U, E) mit r¥(s) + SIT'(F), = v und setzen f(v) = s(a).
Ist U offen in X und s € L(U), so definieren wir hy(s) : U — B(L) durch
hy(s)(a) = rY(s) + SLL,. O

Man kann jeder Pragarbe auf kanonische Weise eine Garbe zuordnen. In
einem Zwischenschritt wird dazu {iblicherweise eine Uberlagerung konstru-
lert.

Definition 34 FEine stetige Abbildung m : Y — X zwischen topologischen
Réiumen heifit Uberlagerung, wenn sie surjektiv und ein lokaler Homdomor-
phismus ist. Fin Schnitt von w iber der offenen Menge U von X ist eine
stetige Abbildung f : U — Y mit der Figenschaft wo f = idy.

Ist g : Z — X eine stetige Abbildung, so ist die induzierte Uberlagerung
die natirliche Projektion g*(Y') — Z, wobei

gY)={(y,2) €Y x Z | n(y) = g(2)}.

Natiirlich kann man auch die induzierte Uberlagerung durch eine Universa-
litdtseigenschaft charakterisieren. Jeder Schnitt f : U — Y ist ein Homdomor-
phismus von U auf f(U). Man erhélt daraus einen Schnitt ¢~ *(U) — ¢g*(Y)
der induzierten Uberlagerung durch z — (f(g(2)), 2).

Lemma 13 FEs sei F eine Prigarbe auf X. Wir setzen

F=|]7

aeX

und bezeichnen mit  : F — X die natirliche Projektion. Fiir jede offene
Menge U von X und s € F(U) definieren wir 5 : U — F durch 5(a) = r¥(s).

Die Familie aller Mengen der Form 5(U), wobei U offen in X und s €
F(U) ist, bildet die Basis einer Topologie von F, beziiglich derer m eine Uber-
lagerung ist und die Abbildungen § Schnitte sind.
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Es sei A X — X x X die Diagonaleinbettung A(x) = (x,z), so dass
A(F x F)={(o,7) € Fx F | n(o) = n(1)}.
Ist F eine Prdgarbe von abelschen Gruppen, so ist die Abbildung
p: AN(F x F)— F, plo,7)=0—r,
stetig.

Beweis. Fiirs € F(U)und t € F(V)ist W = {z € UNV | 7Y (s) =rY ()}
nach Definition der Keime offen, und 3(U) N#(V) = §(W) = t(W), also ist
die Familie dieser Mengen die Basis einer Topologie. In derselben Situation
gilt 571(#(V)) = W, also ist 3 stetig. Offensichtlich gilt 7o 3 = idy, also ist 3
ein Schnitt und somit injektiv. Natiirlich ist auch 7|5 stetig, also ist 7 ein
lokaler Homoéomorphismus.

Es sei (o,7) € F, x F,. Eine Umgebung von (o, 7) enthélt eine Menge
der Form @(W'), wobei W eine Umgebung von a und v € F(W) mit @(a) =
p(o, 7) ist. Wir wéhlen Repréasentanten (U, s) von ¢ und (V,t) von 7. Wegen

ra(s) =1y (t) =0 —7 =1 (u)

gibt es eine Umgebung R von a in U NV NW | so dass

ri(s) = rr(t) =g (u).
z),

Dies bedeutet, dass fiir alle z € R gilt u(3(z),t(x)) = (z), so dass

5(R) x t(R) N A*(F x F) € p~ Y a(W)).

Links steht eine Umgebung des Punktes (o, 7) in A*(F x F), also ist  an
dieser Stelle stetig. O

Satz 30 Es sei F eine Prigarbe auf X. Dann gibt es eine Garbe F auf X
und einen Morphismus ho : F — F von Prdgarben auf X, so dass fir jede
Garbe G auf X und jeden Morphismus h : F — G von Prdgarben auf X genau
ein Morphismus b : F — G von Garben auf X existiert, so dass h = b o hy.
Analoges gilt fiir Pragarben von abelschen Gruppen usw.

Natiirlich ist F dadurch bis auf kanonische Isomorphismen bestimmt. Ist
F bereits eine Garbe, so konnen wir fiir A die identische Abbildung von F
nehmen und erhalten F = F.

Beweis. Wir setzen



Nach Beispiel 2 ist F eine Garbe. Auierdem definieren wir hoy @ F(U) —
F(U) durch hg(s) = 5. Dann ist hy ein Morphismus von Prigarben.

Ist F eine Prigarbe von abelschen CGruppen und f, g € F(U), so de-
finieren wir (f — g)(x) = f(x) — g(z). Dann ist f — g als Verkettung der

Abbildungen
UYL A(F x F) LS F

nach Lemma 13 stetig, also f — g € F(U), und F wird zu einer Garbe von
abelschen Gruppen. Analoges zeigt man fiir andere algebraische Strukturen.

Zum Beweis der Universalitiat betrachten wir eine Garbe G und einen
Morphismus h : F — G von Priagarben. Fiir jede offene Menge U und jedes
f € F(U) miissen wir by (f) € G(U) konstruieren. Ist a € U, so wihlen wir
einen Reprisentanten (V,s) von f(a) € F,. Dann ist U, = f~(5(V)) eine
Umgebung von a, und setzen wir s, = 7y (s), so gilt fly, = S,. Wenn b
existiert, so muss gelten

by, (flv.) = bu, (hou,(84)) = hu,(54),

und da A ein Morphismus von Pragarben ist,

P, (bu (f)) = hu,(sa)-

Da die Mengen U, eine Uberdeckung von U bilden, ist aufgrund der Gar-
beneigenschaft (iii) damit by (f) eindeutig bestimmt, also existiert hochstens
ein Morphismus b.

Um die Existenz zu beweisen, betrachten wir zwei beliebige Punkte a,
be U. Fiir alle z € U, N U, gilt

Sw) = f(2) = &lw).

Da h auch eine Abbildung h, : F, — G, mit h, or¥ = pY o hy induziert,
folgt
Py (hu,(sa)) = pit (hu, (b)),

also wegen Lemma 12

ngﬂUb(hUa<Sa)> = ngﬂUb (hUb(Sb))'

Aufgrund der Garbeneigenschaft (iv) existiert also ein ¢t € G(U), so dass

P (1) = hu, (s4),
und wir konnen hy (f) =t setzen. O

Bemerkung. Offensichtlich gilt F, = F, fiir jeden Punkt a € X.
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Lemma 14 Isth : F — G ein Morphismus von Garben und ist h, : Fo — G,
fiir jedes a € X bijektiv, so ist h ein Isomorphismus.

Beweis. Es sei t € G(U). Fiir jedes a € U gibt es wegen der Surjekti-
vitdt von h, eine offene Umgebung U, von a in U und ein s, € F(U,),
so dass hy, (sa) = pf, (t), also hy(S,(x)) = i(z) fir € U,. Ist b ein ande-
rer Punkt in U, so folgt fiir alle x € U, N Uy, dass h,(5,(x)) = he(Sp(2)),
wegen der Injektivitdt von h, also S,(z) = Sp(x), und nach Lemma 12 ist
TmeUb(sa) = rmeUb(sb). Aufgrund der Garbeneigenschaft (iv) von F gibt es
ein s € F(U) mit 1] (s) = sq, also pf, (hu(s)) = p§. (t), und aufgrund der
Garbeneigenschaft (iii) von G gilt hy(s) = t. Somit ist hy surjektiv, und
die Injektivitét folgt aus Lemma 12. Man priift leicht, dass die Abbildungen
Ju = hljl mit den Einschrénkungsabbildungen vertréglich sind, also einen
Morphismus g : G — F definieren, der zu h invers ist. O

13 Exakte Folgen

Definition 35 Fine Folge

PR R =

von Homomorphismen abelscher Gruppen heifit exakt, wenn fiir jedes p gilt
Im f,_1 = Ker f,.

Analog definiert man die Exaktheit einer unendlichen Folge. Eine nach beiden
Seiten unbeschrdinkte exakte Folge nennt man lange exakte Folge.

Beispiel. Die Folge
0— A-SB

ist genau dann exakt, wenn ¢ ein Monomorphismus ist. Die Folge
h
B—C—0

ist genau dann exakt, wenn h ein Epimorphismus ist. Eine exakte Folge der
Form

0—A—B—(C—70.

nennt man kurze exakte Folge. Vernachléssigt man die konkreten Abbildun-
gen, so sagt sie aus, dass man A mit einer Untergruppe von B identifizieren
kann und dass dann B/A = C ist.
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Wir wollen analoge Begriffe fiir Folgen von Morphismen von (Pra-) Gar-
ben von abelschen Gruppen iiber einem festen topologischen Raum X defi-
nieren. Hier gibt es eine triviale Garbe und zwischen beliebigen Garben einen
trivialen Morphismus, die wir beide mit 0 bezeichnen. Im Folgenden meinen
wir mit (Pré-) Garben immer (Pra-) Garben von abelschen Gruppen iiber X.

Definition 36 Fs sei f: A — B ein Morphismus von Garben.

e Die Garbe IC mit dem Morphismus i : KK — A heifit Kern von f, wenn
foi=0 gilt und es fir jeden Morphismus g : G — A von Garben mit
fog=0 genau einen Morphismus h : G — K mit g =10 h gibt.

e Die Garbe Q mit dem Morphismus q : B — Q heifit Kokern von f,
wenn qo f = 0 gilt und es fiir jeden Morphismus g : B — G von Garben
mit go f =0 genau einen Morphismus h : @ — G mit g = h o q gibt.

Analog definiert man Kern und Kokern in der Kategorie der Prdgarben.

Man kann natiirlich auch fiir Homomorphismen abelscher Gruppen Kern
und Kokern auf diese (etwas umsténdliche) Weise definieren, und es ist eine
amiisante Ubung, sich klarzumachen, dass dies mit der klassischen Definition
iibereinstimmt. Natiirlich sind Kern und Kokern nun wie alle universellen
Objekte nur bis auf kanonische Isomorphismen definiert, und ihre Existenz
ist nicht offensichtlich.

Satz 31 Es sei f: A — B ein Morphismus von Prdigarben. Fir jedes offene
U in X setzen wir

K(U) = Ker fy, P(U) = Koker fy
und bezeichnen mit
iv: K(U) — AU),  pv:BU)—PU)

die natirlichen Abbildungen. Dann ist K mit i : I — A der Kern von f und
P mit p: B — P der Kokern von f in der Kategorie der Prédgarben.

Ist f ein Morphismus von Garben, so ist IC auch der Kern von f in der
Kategorie der Garben. Weiter sei r : P — P der natiirliche Morphismus aus
Satz 30. Dann ist P mit dem Morphismus q = rop der Kokern von f in der
Kategorie der Garben.
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Bewers. Es ist klar, dass K eine Prégarbe und ¢ ein Morphismus ist. Nun sei
g : G — A ein Morphismus mit f o g = 0. Wenn der gesuchte Morphismus
h existiert, so muss fiir alle U gelten gy = iy o hy. In der Tat gibt es wegen
fu o gv = 0 genau einen Homomorphismus hy : G(U) — K(U) mit dieser
Eigenschaft, denn wir konnten auch Ker f;; als universelles Objekt definieren.
Um die Existenz von h zu zeigen, nehmen wir diese Homomorphismen hy. Fiir
V C U gilt (wobei wir die Einschrénkungshomomorphismen verschiedener
Priagarben von U nach V' mit r bezeichnen)

iyohyor=gyor=rogy=roiyohy=1ty0rohyg.

Wegen der Injektivitdat von iy folgt hy or = r o hy, also bilden die hy einen
Morphismus h von Préagarben. Damit hat i : K — A die Universalitétseigen-
schaft des Kerns.

Nun seien A und B Garben. Ist eine Familie s, € K(U,) wie in der
Garbendefinition gegeben, so gibt es wegen der Garbeneigenschaft (iv) von .4
ein s € A(U) mit 7] (s) = sq. Es gilt

1t (fo(s)) = fua(sa) =0,

und wegen der Garbeneigenschaft (iii) von B ist fy(s) = 0. Somit hat auch
K die Eigenschaft (iv). Die Eigenschaft (iii) fiir & sicht man leicht.

Die Aussagen iiber den Kokern p : B — P des Morphismus von Prégarben
beweist man wie fiir den Kern. Insbesondere gibt es zu jedem Morphismus
g: B — G mit go f =0 genau einen Morphismus k£ : P — G mit g =k o p.

Nun seien A, B und G Garben. Nach Satz 30 gibt es genau einen Mor-
phismus A : P — G mit k = hor, also g = hoq Um zu zeigen, dass h
durch letztere Eigenschaft eindeutig bestimmt ist, geniigt es, den Fall g =0
zu betrachten. Dann ist horop =0, also hy ory o py = 0 fiir alle U. Wegen
der Surjektivitdt von py folgt hy o ry = 0, also hor = 0, und wegen der
Eindeutigkeit von h folgt h = 0. O

Beispiel 1. Es sei (X,S) eine Mannigfaltigkeit und Z eine Untermannigfal-
tigkeit von X. Definieren wir eine Pragarbe P auf X durch P(U) = {¢|vnz |
¢ € S(U)}, so erhalten wir einen Morphismus f : & — P von Prigarben,
und Z = Ker f ist eine Idealgarbe in §. Nun ist P der Kokern des natiirli-
chen Morphismus Z — § in der Kategorie der Pragarben auf X. Im Falle
parakompakter glatter Hausdorffscher Mannigfaltigkeiten ist P automatisch
eine Garbe, aber im Allgemeinen ist das nicht der Fall. Wir erhalten eine
Folge von Pragarben

0—7Z—S—P—0.
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Mitunter schreibt man ¢ = ker f und ¢ = koker f, so dass wir eine Folge

OHKerfMALBkOkifKokeerO

erhalten. Es gilt
Ker(ker f) =0, Koker(koker f) = 0.

Ist ndmlich h : G — Ker f ein Morphismus mit ker(f) o h = 0, so ist A im
Sinne der Definition des Kerns dem Morphismus 0 : G — A zugeordnet.
Dasselbe gilt auch fiir den Nullmorphismus anstelle von h, und wegen der
Eindeutigkeit ist A = 0. Der Beweis fiir den Kokern ist analog.

Lemma 15 Fir jeden Punkt x € X gilt
(Ker f), = Ker f,, Koker f, = (Koker f),.

Beweis. In den Bezeichnungen von Satz 31 ist P, = P,, darum geniigt es,

den Beweis fiir den Fall von Priagarben zu fithren. Es gilt p, o f, o 7¥ =

rY opy o fy = 0, und da A, die Vereinigung der Bilder der r¥ ist, folgt
peo fr = 0, so dass es genau einen Homomorphismus u, : Koker f, — P, mit
Pz = U, o koker f,. gibt.

Ist o € Kerp, mit Représentant (U, t), so gibt es eine Umgebung V' von
z in U, so dass py(r¥(t)) = rY(py(t)) = 0, also r¥(t) € Kerpy = Im fy.
Wihlen wir s € A(V) mit fi(s) = r¥(t), so folgt o = f.(rYV(s)) € Im f, =
Ker(koker f,). Also ist u, injektiv. Man sieht leicht, dass p, surjektiv ist, und
darum ist auch wu, surjektiv.

Der Beweis fiir den Kern ist dhnlich, aber einfacher. O

Um auch fiir Folgen von Morphismen von (Pri-) Garben den Begriff der
Exaktheit definieren zu konnen, fehlt uns noch der Begriff des Bildes. Da
alles dualisiert werden kann, gibt es auch noch ein Kobild.

Definition 37 Man setzt
Im f = Ker(koker f), Koim f = Koker(ker f).

Im Fall eines Gruppenhomomorphismus f : A — B ist Im f = f(A) und
Koim f = A/ Ker f, und der Homomorphiesatz besagt Koim f = Im f. Auch
im Falle von Garbenmorphismen gibt es einen kanonischen Homomorphismus

1 : Koim f — Im f.
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Wegen koker(f) o f = 0 gibt es ndmlich genau einen Morphismus g : A —
Im f mit f = im(f)og. Nun gilt im(f)ogoker(f) = foker(f) =0, also lasst
sich g o ker(f) durch Ker(im(f)) schicken, was aber gleich Null ist. Somit ist
goker(f) =0, und die Existenz von i folgt.

All dies gilt in beliebigen Kategorien, in denen Kerne und Kokerne existie-
ren, aber im Fall von Garben von abelschen Gruppen ist ¢ wegen Lemma 14
ein Isomorphismus, und wir identifizieren das Kobild mit dem Bild.

Nun betrachten wir zwei Morphismen

AL B

mit der Eigenschaft ho g = 0. Dann ist hoim(g) o koim(g) = ho g = 0, und
wegen Koker(koim g) = 0 folgt hoim(g) = 0, so dass genau ein Morphismus
f :Img — Kerh mit der Eigenschaft ker(h) o f = im(g) existiert. Wegen
Ker(im g) = 0 ist auch Ker f = 0.

Definition 38 Fin Komplex von (Morphismen von) Garben

A0 o, g1 Dot gn
heifst exakte Folge, wenn die natiirlichen Morphismen Imd, 1 — Kerd, fir
alle p Isomorphismen sind. Analog definiert man unendliche exakte Folgen.
Fiir die Exaktheit gibt es ein einfaches Kriterium.

Lemma 16 Fine Folge von Morphismen von Garben auf X ist genau dann
exakt, wenn fiir jedes x € X die Folge der Halme exakt ist.

Beweis. Angenommen, die Folge der Halme ist exakt. Dann ist (d,),o(d,—1), =
0. Wegen Lemma 12 ist dann auch d,od,_; = 0, also ist die Folge von Garben
ein Komplex. Auflerdem sind die natiirlichen Abbildungen

Im(d,_1), — Ker(d,),

Isomorphismen. Mit Hilfe von Lemma 15 kénnen wir diese Isomorphismen
als
(Imd,_1), — (Kerd,),

schreiben. Letztere Abbildungen sind von den natiirlichen Morphismen
Imd,_; — Kerd,

induziert. Nach Lemma 14 sind auch diese Isomorphismen, also ist der Kom-
plex von Garben exakt. Die Umkehrung ist trivial. O

Manche Autoren geben das Kriterium aus Lemma 16 als ad-hoc-Definition
der Exaktheit von Folgen von Garben. Wir haben gesehen, dass dies die einzig
verniinftige Definition ist.
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Lemma 17 Ist
0—A-L B Cc—0

eine exakte Folge von Garben von abelschen Gruppen auf einem topologischen
Raum X, so ist die Folge von abelschen Gruppen

0 — AX) 25 B(X) 2% ¢(X)
exakt.

(Beweis als Ubungsaufgabe 29.)
Beispiel. Es sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit mit Strukturgarbe O und
O* die Garbe der nirgends verschwindenden Funktionen (d. h. O*(U) ist die
multiplikative Gruppe der invertierbaren Elemente in O(U)). Wir betrachten
die Folge von Garben von abelschen Gruppen

0—>ZL>OL>OX—>O,

wobei ey (f)(xz) = exp(2mif(z)) ist und Z die (lokal) konstante Garbe mit
Werten in Z bezeichnet, d. h. Z(U) = Z fiir alle zusammenhéngenden U.
Diese Folge ist exakt. Man findet z. B. ein Urbild eines Keimes g, € O}
unter e, mit Hilfe eines eines Zweiges des Logarithmus in einer Umgebung
von g(x) # 0. Die induzierte Folge der Gruppen globaler Schnitte

0—Z -5 0(X) <5 0%(X) — 0

ist z. B. im Fall X = C\ {0} nicht exakt. Gébe es ndmlich ein Urbild f der
Funktion g(z) = z unter ex, so wire f'(z) = 5=, also fiir jeden Zykel ¢ in X

, 1 dz
0—/Cf(z)dz—ﬁ s
was zum Widerspruch fiihrt, wenn ¢ der Einheitskreis ist.

Wie wir sehen, ist die von einer kurzen exakten Folge von Garben indu-
zierte Folge von Gruppen globaler Schnitte nicht immer exakt rechten Glied.
Es gibt aber eine Klasse von Garben, fiir die das doch der Fall ist. Dazu
miissen wir zundchst den Begriff eines Keims verallgemeinern.

Definition 39 Es sei F eine (Prd-) Garbe auf X und S C X. Auf der
Menge der Paare (U,s), wobei U eine Umgebung von S und s € F(U) ist,
fiihren wir eine Aquivalenzrelation ein, indem wir festlegen, dass (U,s) ~
(V,t) genau dann, wenn es eine Umgebung W von S in U NV gibt, so dass

riv(s) = riv ().
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Die Menge der Aquivalenzklassen bezeichnen wir mit F(S), die natirlichen
Abbildungen F(U) — F(S) mit rY.

Eine Garbe F heifit weich, wenn die Abbildungen ri fiir alle abgeschlos-
senen Teilmengen S von X surjektiv sind, und sie heiffit welk, wenn die Ab-
bildungen r{¥ fir alle offenen Teilmengen U von X surjektiv sind.

Ist F eine Priagarbe von abelschen Gruppen, so erbt F(S) diese Struktur,
und die Abbildungen 7§ sind Homomorphismen. Bei einer weichen Garbe
ist natiirlich 7Y fiir jede abgeschlossene Teilmenge S einer beliebigen offenen
Menge U surjektiv, denn 75 = rY¥ o r¥. Aus der letzten Gleichung folgt,
dass jede welke Garbe weich ist, denn jedes Element von F(S) hat einen
Reprisentanten (U, s). Natiirlich kann man sogar r% fiir beliebige Mengen

S C T definieren.

Satz 32 Ist
O—>Ai>BL>C—>O

eine kurze exakte Folge von Garben auf einem parakompakten Hausdorffschen
topologischen Raum X und ist A eine weiche Garbe, so ist die Folge abelscher
Gruppen

0 — AX) 25 BX) 25 ¢(x) — 0

ebenfalls exakt.

Beweis. Wir wollen ein Urbild von ¢ € C(X) unter hy finden. Aufgrund
der Exaktheit ist dies lokal moglich, aber die lokalen Stiicke miissen auf den
Uberlappungsmengen nicht iibereinstimmen. Haben wir aber Urbilder auf
abgeschlossenen Teilmengen, also b’ € B(S") mit h(b') = ¢|sr und b” € B(S")
mit h(b”) = c|gr, so kénnen wir in der Tat ein b € B(S" U S”) mit h(b) =
c|srugr finden. (Der Kiirze halber schreiben wir c|s anstelle von 73 (c) usw.)

Das Element b'|sng7 — b"|s/ns» wird nédmlich von hg/ng» auf Null abgebil-
det, und das Gleiche gilt fiir einen Représentanten auf einer geniigend kleinen
Umgebung U von S’ N'S”. Wenden wir Lemma 17 auf die Folge

0—=Aly = Bly = Cly — 0

an, so folgt, dass ein a € A(S' N S”) mit g(a) = b'|sngr — b"|sngr existiert.
Da A eine weiche Garbe ist, gibt es ein a” € A(S”) mit a”|gns» = a. Nun
haben O’ und b” 4 g(a”) dieselbe Einschriankung auf S’ N S”, und da B eine
Garbe ist, gibt es ein b € B(S’US”) mit den vorgegebenen Einschrankungen
auf S' und S”. Die Einschriankungen von h(b) auf S’ und S” stimmen mit
denen von c¢ iiberein, also ist h(b) = ¢|susr
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Wie schon angedeutet, ist h lokal surjektiv. Genauer ist jede Halmab-
bildung h, wegen Lemma 16 surjektiv. Also gibt es zu jedem z € X eine
Umgebung U, und ein b, € B(U,), so dass h(b,) = c|y,. Da X parakompakt
ist, existiert eine lokal endliche Uberdeckung & von X durch abgeschlossene
Mengen, so dass jedes S € & in einem U, enthalten ist.

Es sei § die Menge aller Paare (S,b), wobei S die Vereinigung einer Teil-
familie von & und b € B(S) mit h(b) = c|s ist. Wegen der lokalen End-
lichkeit der Familie der S, ist jedes solche S abgeschlossen. Wir schreiben
(S,b) < (S,V), wenn S C S" und b = V/|g ist. So wird § zu einer nichtleeren
geordneten Menge. Ist 8 C § eine Kette (d. h. linear geordnete Teilmenge)
und Sg die Vereinigung aller S mit (S,b) € K, so wird durch

balg = b fiir jedes (S,b) € &

auf korrekte Weise ein Schnitt bg : Sg — B, also ein bg € B(Sg) mit h(bg) =
c|s, definiert. Somit ist (Sg,bg) € § eine obere Schranke von R. Nach dem
Zornschen Lemma hat § ein maximales Element (Sy, by). Wére Sy # X, so
gibe es ein S € G mit S ¢ Sy, und wir kénnten ein (Sy U S,b*) € F finden,
was der Maximalitit von Sy widerspricht. O

Es ist klar, dass der Beweis fiir welke Garben A ohne die Voraussetzung
der Parakompaktheit funktioniert.
Folgerung 7 Ist
0—-A—-B—-C—0
eine exakte Folge von Garben auf einem parakompakten topologischen Raum

und sind A und B weich, so ist auch C weich.

Beweis. Es sei S eine abgeschlossene Teilmenge von X und ¢ € C(.S). Wir
wéhlen einen Reprisentanten (U, ¢) und schrianken alle drei Garben auf U
ein. Da A|y weich ist, liefert Satz 32 ein Urbild b € B(U) von ¢ und b|g ist
ein Urbild von ¢. Da B weich ist, setzt sich b zu einem Element von B(X)
fort, dessen Bild in C(X) die gesuchte Fortsetzung von c ist. a

Folgerung 8 Ist
O—>A0—>A1—>A2—>,,,

eine exakte Folge weicher Garben auf einem parakompakten topologischen
Raum X, so ist die Folge abelscher Gruppen

0— A%X) - A (X) — A*(X) — ...

ebenfalls exakt.
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Beweis. Die zweite Folge ist zumindest ein Komplex. Man kann beide Kom-
plexe nach links durch Nullen Fortsetzen. Wir beweisen durch vollstédndige
Induktion, dass K7 = Ker(A? — APT!) fiir alle p eine weiche Garbe ist. Nach
Aufgabe 30 ist die Folge von Garben

0— KP — AP — KPP — 0

exakt, und nach Induktionsvoraussetzung ist P weich. Nach der vorigen
Folgerung ist auch KP*! weich. Nach Satz 32 ist die Folge von abelschen

Gruppen
0— KP(X) — AP(X) — KPTH(X) — 0

exakt, und durch nochmalige Anwendung von Aufgabe 30 folgt die Behaup-
tung. O

Es ist schwer direkt nachzupriifen, ob eine Garbe weich ist. Der folgende
Begriff ist besser handhabbar.

Definition 40 Eine Garbe F auf einem parakompakten topologischen Raum
heifit fein, wenn es fir jede lokal-endliche offene Uberdeckung {Uy, | o € A}
von X eine Familie von Garbenmorphismen n, : F — F mit folgenden
FEigenschaften gibt:

(i) ZaeA Mo = id.
(11) Fiir jedes « ist der Trager von n(F) in U, enthalten.

(Der Triger einer Garbe G wvon abelschen Gruppen ist der Abschluss der
Menge aller x € X mit der Eigenschaft G, # 0.)

Es ist klar, dass fiir eine weiche Garbe R von Ringen jede Garbe von R-
Moduln weich ist. Mit Hilfe einer Zerlegung der Eins zeigt man, dass die Gar-
be der stetigen Funktionen auf einem parakompakten topologischen Raum
und die Garbe der glatten Funktionen auf einer glatten parakompakten Man-
nigfaltigkeit fein sind. Die Garbe der analytischen Funktionen auf einer ana-
lytischen Mannigfaltigkeit nicht weich, also auch nicht fein. Dies folgt im
komplexen Fall aus Satz 2, angewendet in einer Karte, und im reellen Fall
durch Fortsetzung von einer offenen Teilmenge von R™ auf eine Umgebung

in C™.
Satz 33 Jede feine Garbe ist weich.

Beweis. Es sei S abgeschlossen in X und s € F(S). Wir wéhlen einen Re-
prasentanten (Uy, sq) fiir s. Dann bilden U; und Uy = X'\ S eine offene Uber-
deckung von X, und da F eine feine Garbe ist, existieren 7; und 7, mit den
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obigen Eigenschaften. Wir setzen ¢, = n1(s1) € F(U;) und to = 0 € F(V),
wobei V' das Komplement des Tragers von t; bezeichnet.

Wegen Lemma 12 und Eigenschaft (ii) gilt ¢1|y,nv = 0 = t2]y,nv, also
fiigen sich t; und ¢5 zu einem ¢t € F(X) ausammen. Aus Eigenschaft (i) folgt

s = s1|ls = ti|s + m2(s1)]s-

Der erste Term ist gleich t|g, der zweite verschwindet wegen Eigenschaft (ii).
O

14 Kohomologie von Garben

Zunéchst definieren wir die Homologie von Komplexen als Maf fiir die Ab-
weichung von der Exaktheit. Es sei

o AT g ey g T

ein Komplex von Garben. Man fasst ihn oft zu einer graduierten Garbe .A°®
mit einem Endomorphismus d : A* — A®* vom Grad 1 zusammen.

Definition 41 Die p-te Homologiegarbe eines Komplexes A* von Garben ist
die Garbe HP(A®) = Kokeri,, wobei i, : Imd, ; — Kerd, der natiirliche
Morphismus aus Definition 38 ist.

Ein Morphismus f : A* — B* von Komplexen von Garben heifst Ho-
mologismus, wenn die induzierten Morphismen HP(f) : HP(A®) — HP(B®)
Isomorphismen sind.

Auch die Homologiegarben kann man zu einer graduierten Garbe H*(A*)
zusammenfassen. Wir erinnern daran, dass Keri, = 0. Somit ergibt sich aus
Lemma 14, dass ein Komplex A® genau dann exakt ist, wenn H*(A*) = 0.

Lemma 18 Ein Morphismus von Garben f : F* — A°®, wobei FP = 0 fiir
p # 0 und A? = 0 fir p < 0, ist genau dann ein Homologismus, wenn die
Folge

0— FO T, 0 o, g1 B, g2,

exakt ist. (In diesem Fall nennt man den Komplex A® eine rechte Auflosung

der Garbe F°.)

Beweis. Wegen Lemma 14 ist f genau dann ein Homologismus, wenn

HO(f) : HA(F®) 2 HO(A®),  HP(AT) =0 (p>0).
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Mit den natiirlichen Isomorphismen
HO(F) = F°, HO(A®) = Ker d,
lasst sich dies umformulieren als
Ker fo = 0, Im fy = Kerd,, Imd, ; = Kerd, (p>0),

was gerade Exaktheit der besagten Folge ausdriickt. a

Definition 42 Es seien f, g : A* — B* Morphismen von Komplezen. Eine
Homotopie s zwischen f und g ist eine Familie von Morphismen s, : AP —
B~ so dass

g— f=sod+eos,

wobei d : A* — A® und e : B* — B* die Komplexabbildungen bezeichnen.

Zwei Morphismen von Komplexen heiflen homotop, wenn es zwischen ih-
nen eine Homotopie gibt. Ein Morphismus f : A®* — B® heifit Homotopismus,
wenn es einen Morphismus h : B® — A® gibt, so dass foh und ho f homotop
zum identischen Morphismus sind.

Ist s eine Homotopie zwischen f und ¢ und ist ¢ eine Homotopie zwischen
g und h, so ist s + t eine Homotopie zwischen f und h. Homotope Mor-
phismen induzieren denselben Morphismus auf den Homologiegarben. Jeder
Homotopismus ist also ein Homologismus.

Definition 43 FEine Garbe T heif§t injektiv, wenn es fiir beliebige Morphis-
men von Garben f: A — B und g: A— T mit Ker f = 0 einen Morphismus
h:B — T gibt, so dass g =ho f.

Anstelle der Bedingung Ker f = 0 geniigt es, zu verlangen, dass goker f = 0,
denn dann gibt es ein g; : Im f — Z mit g = ¢; o koim f, und wir kénnen die
Definition auf f; =im f : Im f — B und ¢g; anwenden.

Satz 34 Es seien A* und B* Komplexe, und fiir j < p seien Morphismen
fi+ Al — B gegeben, so dass

fiodi—1 =ej_10 fj_1.

Ist B injektiv fiir j > p und ist HY(A®) = 0 fiir j > p, so setzt sich f zu einem
Morphismus von Komplexen fort, und beliebige zwei solche Fortsetzungen
sind homotop.
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Beweis. Angenommen, fiir ein j > p existieren s; : A7 — B~! und s._; :
) j j
A7t — B2 50 dass

fi-1=sj0d;j_1+ej 2085 1.
Wir wollen zeigen, dass dann auch ein s;,; : A7 — B7 existiert, so dass
fi=sjt10dj+ej10s;
Dazu setzen wir g; = f; — e;_1 0 s;. Dann gilt

gjodj = fjodjn—ej10s50d;

=ej10(fi-1—sjodj1) =e€j10€, 5051 =0,

also gjokerd; oijokoimd;_; = 0. Da Koker(koimd;_;) = 0 und da i; wegen
H(A®) = 0 ein Isomorphismus ist, folgt g;okerd; = 0. Weil B7 eine injektive
Garbe ist, existiert ein s, mit g; = s,410d;, wie behauptet. Wenden wir dies
auf die Differenz von zwei Fortsetzungen an und setzen s; = 0 fiir j <p+1,
so folgt, dass sie homotop sind.

Betrachten wir den Spezialfall, dass alle f; = 0 sind, und setzen t; =
(—1)s;, so ist die Bedingung an s, eine Homotopie zwischen 0 und 0 zu
sein, dquivalent dazu, dass ¢t ein Morphismus von Komplexen ist, wenn wir
die Indizes von B® um Eins verschieben. Die Existenz der Fortsetzung von f
folgt also aus demselben Argument. O

Folgerung 9 Sind f : F* — A®* und g : F* — I° zwei rechte Auflésungen
der Garbe F°, wobei I® injektiv ist (d. h. dass alle IP injektiv sind), so gibt es
einen Morphismus h : A* — Z°* von Komplexen, so dass g = ho f, und zwei
solche Morphismen sind homotop. Insbesondere gibt es zwischen zwei belie-
bigen injektiven Auflosungen von F° einen bis auf Homotopie eindeutigen
Homotopismus.

Lemma 19 (i) Jede injektive Garbe ist welk.

(i1) Fiir jede Garbe F gibt es eine injektive Garbe Z und einen Morphismus
f:F—=1T mitKer f =0.

Beweisidee. (i) Ist eine injektive Garbe Z und eine offene Menge U gegeben,
so definieren wir Garben A und B durch

I(V), fallsV C U,

0 andernfalls,

A(V) = { B(V) =Z(VNU).
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Dann haben wir natiirliche Morphismen f : A — Bund g : A — Z, und
aus der Definition erhalten wir einen Morphismus h : B — Z mit ho f = g.
Die Abbildung hx : B(X) = Z(U) — Z(X) ist die gesuchte Ausdehnungs-
abbildung. Nach Einschriankung der Garben auf U erfiillen die Morphismen
namlich die Gleichung h|y = (hly) o (f|v) = g|lv = id.

(ii) Man definiert den Begriff der injektiven abelschen Gruppe analog zu
dem der injektiven Garbe und zeigt, dass jede abelsche Gruppe in eine injek-
tive abelsche Gruppe eingebettet werden kann, genannt ihre injektive Hiille.
Nun definiert man Z als die Menge der unstetigen (d. h. nicht notwendig
stetigen) Schnitte von | |, v Iz, wobei I, die injektive Hiille des Halmes F,
bezeichnet.

Folgerung 10 Jede Garbe besitzt eine injektive Auflosung.

Beweis. Bezeichnen wir némlich die injektive Garbe aus dem Lemma mit Z°
und setzen F' = Koker(F — ZY), so erhalten wir eine kurze exakte Folge

0—-F =1 F' —0.

Durch wiederholte Anwendung des Lemmas findet man fiir jedes p > 0 eine
kurze exakte Folge
0— FP —IP — FPTl -,

wobei Z? injektiv ist. Diese Folgen verbindet man mit Hilfe von Aufgabe 30
zu einer langen exakten Folge wie in Lemma 18. a

Analog zu den Homologiegarben eines Komplexes von Garben definiert
man Homologiegruppen H?(A*) eines Komplexes A* abelscher Gruppen.

Definition 44 Die p-te Kohomologiegruppe einer Garbe F auf einem topo-
logischen Raum X ist definiert als

HY(X, F) = H"(Z*(X)),

wobei I* eine injektive Auflosung von F und Z°(X) den Komplex abelscher
Gruppen
0 —7I%X) — IHX) — T*(X) — ...

bezeichnet. Die Garbe F heifst azyklisch, wenn HP(X,F) =0 fir alle p > 0.

Folgerung 11 (i) Ein Morphismus von Garben induziert einen Morphis-
mus zuischen thren Kohomologiegruppen.

(i1) Zwischen den Kohomologiegruppen derselben Garbe, die mit Hilfe ver-
schiedener injektiver Auflosungen definiert sind, gibt es einen kanoni-
schen Isomorphismus.
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(i1i) Die natiirliche Abbildung
F(X) — H(X, F)
ist ein Gruppenisomorphismus.

(iv) Jede weiche Garbe auf einem parakompakten topologischen Raum wie
auch jede welke Garbe ist azyklisch.

Behauptungen (i) und (ii) ergeben sich aus Folgerung 9. Aus der exakten
Folge von Lemma 18 erhalten wir mit Aufgabe 30 und Aufgabe 29 die exakten
Folgen

0— F(X)—IX) — KYX), 0 — KHX) — T(X) — K*(X),
so dass

H(X,F) =Ker(Z°(X) — T'(X)) = Ker(Z°(X) — K'(X)) = F(X).
Behauptung (iv) ergibt sich aus Folgerung 8 und Lemma 19(i).

Satz 35 Es sei
0— AL B —0
eine kurze exakte Folge von Komplexen abelscher Gruppen. Dann haben wir

die lange exakte Folge

0 — (A% 9 mo(pey T oy o grany Y

1A Y gy T gr(oey L g (an) T
mit kanonischen Verbindungshomomorphismen 9,.
Letzteres bedeutet, dass jeder Morphismus zwischen kurzen exakten Folgen
von Komplexen einen Morphismus zwischen den langen exakten Homologie-
folgen induziert.

Beweis. Die kurze exakte Folge von Komplexen kann man explizit durch
folgendes kommutatives Diagramm darstellen:

0 _>Ap+1@>Bp+1hp_+l>0p+1_> 0
po Tep Tfp

0—A? Ipr eor
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Ist ¢ € C? mit f,(c) = 0 gegeben, so gibt es wegen der Exaktheit der pten
Zeile ein b € BP mit h,(b) = ¢, und wegen der Kommutativitit des Dia-
gramms ist e,(b) € Ker h, ;. Wegen der Exaktheit der (p + 1)ten Zeile gibt

es genau ein a € AP mit g,11(a) = e,(b). Wegen der Kommutativitit
folgt gp+2(dpr1(a)) = 0, und wegen der Exaktheit der (p + 2)ten Zeile ist
dp+1(a) = 0.

Nun zeigt man durch dhnliche Diagrammjagd, dass die Klasse von a in
H?*(A*) nur von der Klasse von ¢ in H?(C*) und nicht von der Wahl von b
und c abhéngt, also eine Abbildung ¢, definiert, und dass die entstehenden
Folgen exakt sind.

Fiir einen Morphismus von kurzen exakten Folgen von Komplexen liefern
die Bilder der obigen Elemente a, b und ¢ in den Bildkomplexen die Kon-
struktion des dortigen Verbindungshomomorphismus, so dass der induzierte
Morphismus der langen exakten Folgen mit den Verbindungshomomorphis-
men vertraglich ist. O

Folgerung 12 Ist

0—A—B—C—0

eine kurze exakte Folge von Garben auf einem topologischen Raum X, so ist
die Folge

0— HX,A) — H°(X,B) — H"(X,C) — H'(X,A) — ...
. — H?(X, A) — H?(X,B) — HP(X,C) — H"" (X, A) — ...
exakt (genannt lange exakte Kohomologiefolge).
Definition 45 FEine Komplex A* heifit azyklisch, wenn fir alle ¢ und fir
alle p > 0 gilt
HY (X, AP) =0.

Ein Komplex von weichen Garben auf einem parakompakten Hausdorffschen
topologischen Raum (wie auch ein Komplex von welken Garben) ist nach
Satz 8 azyklisch.

Satz 36 Ist A® eine azyklische Auflosung der Garbe F auf dem topologischen
Raum X, so sind die natiirlichen Homomorphismen

HP(A*(X)) — H?(X, F)

Isomorphismen.
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Beweis. Nach Aufgabe 30 haben wir fiir p > 1 kurze exakte Folgen
0— KPPt — AP — kP — 0,
wobei K? = Kerd, = Imd,_1, und K° = F. Weil A* azyklisch ist, zerfillt
die lange exakte Kohomologiefolge in die exakten Folgen
0 — KPH(X) — AHX) — KP(X) — HY(X,KP™) — 0,
0 — HT"YX,KP) — HYX,KP') — 0
fiir ¢ > 1. Somit ist
HP(X,F) =~ HP(X,K°) =2 HP (X, KN = ... 2 HY(X,KP )

= KP(X)/ Im(A"H(X) — KP(X)).

Nach Aufgabe 29 ist die Folge
0 — KP(X) — AP(X) — KPPH(X)

exakt, so dass

HP (X, F) = Ker(AP(X) — KPTHX))/ Im(APH(X) — KP(X))
~ HP(A*(X)).

Man kann sich davon iiberzeugen, dass der konstruierte Isomorphismus mit
der kanonischen Abbildung iibereinstimmt. O

Um diesen Satz auf eine Garbe anzuwenden, muss man eine azyklische
Auflésung (beispielsweise eine weiche Auflosung fiir parakompaktes X)) ken-
nen.

Ist X eine glatte Mannigfaltigkeit, so definieren wir die Gruppe der glat-
ten singuldren p-Koketten mit Koeffizienten in einer abelschen Gruppe A
als

C?(U, A) = Hom(C,(U), A),

wobei C,(U) die Gruppe der glatten singuléren p-Ketten ist. Dann erhalten
wir eine Pragarbe CP(A), die aber im Allgemeinen keine Garbe ist. Die Ab-
bildung CP(U, A) — CP(U, A) ist surjektiv, ihr Kern besteht aus den f, fiir
die eine Uberdeckung {U,} von U existiert, so dass rf (f) = 0 fiir alle a.
Die transponierte Abbildung von 0, : C,(U) — C,_1(U) bezeichnen wir mit
dy—1: CP" YU, A) — CP(U,A), d. h. dp_1(f) = f 0 0,

Lemma 20 Der Komplex
0 — COA) & 01 (A) & C2(A) -2

ist eine welke Auflosung der konstanten Garbe A auf einer glatten Mannig-
faltigkeit.
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Beweis. Die Einschrankungsabbildungen der Prigarbe C?(A) und die natiirli-
chen Abbildungen CP(U, A) — CP(U, A) sind surjektiv, also ist CP(A) eine
welke Garbe.

Es sei x € X mit glatt kontrahierbarer Umgebung U. Sind also ¢ : U —
{z} und i : {z} — U die offensichtlichen Abbildungen, so gilt g o i = id,,
und die Abbildung 7o q ist glatt homotop zu idy. Mit Lemma 11 erhalten wir
eine (Ketten-) Homotopie zwischen dem identischen Endomorphismus des
Komplexes Co(U) und i, o g.. Durch Dualisierung erhalten wir eine Homoto-
pie zwischen dem identischen Endomorphismus des Komplexes C*(A, U) und
q* o 4*, wihrend i* o ¢* = id. Dasselbe gilt fiir die auf dem Halm C2(A) in-
duzierten Endomorphismen, also ist der natiirliche Morphismus A — C*(A)
ein Homologismus. O

Folgerung 13 Fiir eine glatte Mannigfaltigkeit X gilt
HP(X,A) = H'(C*(X, A)).

Man kann mit Hilfe wiederholter baryzentrischer Unterteilung zeigen, dass
der natiirliche Morphismus C*(X, A) — C*(X, A) ein Homotopismus ist, so
dass

HP(C*(X,A)) = HP(C*(X, A)),

d. h. die Kohomologie der konstanten Garbe A stimmt mit der glatten sin-
guldren Kohomologie iiberein.

Lemma 21 (Poincaré) Der Komplex
0— &0y gt g2 2y

ist eine feine Auflosung der konstanten Garbe R auf einer glatten Mannig-
faltigkeit.

Beweis. Sind x, U, ¢ und ¢ wie im Beweis von Lemma 20, so erhalten wir
mit Hilfe von Lemma 11 eine Kettenhomotopie zwischen dem identischen
Morphismus des Komplexes £°(U) und ¢* o i*, und analoges gilt fiir den
Komplex der Halme. Folglich ist der natiirliche Morphismus R — £° ein
Homologismus. O

Folgerung 14 Fiir eine glatte Mannigfaltigkeit X gqilt
HP(X,R) = H?(E°(X)),

d. h. die Kohomologie der konstanten Garbe R stimmt mit der Kohomologie
H?(X,R) von de Rham iberein.
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Lemma 10 gibt uns einen Morphismus von Komplexen
E* — C*(R).
Dieser induziert den kanonischen Isomorphismus
HP(E*(X)) — H"(C*(X,R))
der De-Rham-Kohomologie auf die glatte singuldre Kohomologie.

Lemma 22 (Dolbeault) Der Komplex
0 — gr0 D, gpt D g2 By

ist eine feine Aufiosung der Garbe OP der holomorphen p-Formen auf einer
komplexen Mannigfaltigkeit.

Folgerung 15 Fiir eine komplexe Mannigfaltigkeit X gilt
HY(X,0P) = HIEP*(X)).

15 Zusammenhinge in Vektorbiindeln

Zunéchst betrachten wir ein lokal-triviales Faserbiindel 7 : £ — X {iber einer
K-Mannigfaltigkeit (X,S), wobei K =R oder K = C.

Definition 46 Fin Zusammenhang im Faserbiindel w : E — X st ein Un-
tervektorbiindel S von T(FE), so dass T(E) die direkte Summe von V und S
ist, wobei V' das durch V, = To(Er() definierte vertikale Teilbiindel bezeich-
net.

Ist g : Z — X ein Morphismus, so definieren wir den induzierten Zusam-
menhang im induzierten Biindel

g (E) ={(e,2) € Ex Z | m(e) = g(2)}

durch
9" (S)(e,) = {(v,w) € Se x To(Z) | 7'(e)v = g'(2)w}.

FEine horizontale Hebung eines Morphismus g1 : Z — X ist ein Morphismus
fi:Z — E, sodass g1 = mo fi und Im f{(2) C Sy,(») fiir alle z € Z.

Man priift leicht, dass ¢*(S5) tatséchlich ein Zusammenhang ist und dass
fiir jede ¢g*(S)-horizontale Hebung f; eines Morphismus ¢; : Z; — Z nach
g*(E) die Verkettung f o fi eine S-horizontale Hebung von g o ¢; ist, wobei
f:¢"(E) — E den natiirlichen Morphismus bezeichnet.

Nun sei H D K eine K-Divisionsalgebra und F ein H-Vektorbiindel.
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Definition 47 FEin linearer Zusammenhang in einem H - Vektorbiindel ist ein
Zusammenhang S mit folgenden Eigenschaften: Er ist invariant unter dem
Automorphismus von E, der durch faserweise Multiplikation mit einem be-
liebigen A € H induziert wird, und die Additionsabbildung E® E — E bildet
den Zusammenhang A*(S x S) in S ab. Hier bezeichnet A : X — X x X die
Diagonalabbildung.

Lemma 23 FEs sei S ein Zusammenhang in E, U eine kontrahierbare Um-
gebung von 0 in K, g : U — X ein Morphismus und e € Egq). Angenommen,
die Fasern von E sind kompakt oder S st linear. Dann gibt es genau eine
horizontale Hebung f von gly mit f(0) = e. Setzen wir u,.(e) = f(z) und
variieren e und f, so ist die induzierte Monodromie-Abbildung® i, : Eq0) —
Ey.y ein Diffeomorphismus und im Falle eines linearen Zusammenhangs ein
linearer Isomorphismus.

Beweis. Es geniigt wegen der vorangehenden Bemerkung, eine ¢g*(.S)-horizon-
tale Hebung des identischen Morphismus von U in ¢*(F) zu finden. Da U
kontrahierbar ist, konnen wir annehmen, dass ¢*(E) = U x F trivial ist,
aber S; = ¢*(S) ist nicht notwendig trivial. Es sei my : U x F — U die
Projektion. Das Inverse von i, eingeschrankt auf T(. (U x F), ist von der
Form v +— (v, h(z,e)v) und eine Abbildung fi(z) = (2, ¢(z)) ist genau dann
eine horizontale Hebung, wenn

¥'(2) = h(z,(2)).

Die Abbildung A ist genau dann linear im zweiten Argument, wenn S ein
linearer Zusammenhang ist. Nun folgen die Behauptungen aus den Satzen
iiber gewohnliche Differentialgleichungen fiir Funktionen einer reellen oder
komplexen Variablen. O

Bemerkung. Fiir jedes Vektorfeld v auf einer offenen Teilmenge U von X gibt
es genau ein Vektorfeld o auf E (genannt die horizontale Hebung von v), so
dass 0, € S, und 7'(e)v, = Ur(e)- Ist g eine Integralkurve von v, so ist eine
Hebung f von g offensichtlich eine Integralkurve von o.

Definition 48 Fine kovariante Ableitung in einem H-Vektorbiindel E iber
einer K-Mannigfaltigkeit (X,S) ist ein Morphismus von Garben von H -
Vektorriumen V : S(E) — SY(E) = S(E @k T*(X)) mit der Eigenschaft

V(fs)=df -s+ fVs

fir alle f € S(UH) und s € S(U,E). Ist v € T,(X), so schreiben wir
Vps = (Vs)(v).

°Im Fall g(z) = g(0) nennt man sie auch Holonomie-Abbildungen
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Lemma 24 Ist V eine kovariante Ableitung und 6 € SY(X,Endy E), so ist
auch V + 0 eine kovariante Ableitung. Auf diese Weise wirkt S*(X, Endg E)
transitiv auf der Menge der kovarianten Ableitungen in E.

Beweis. Offensichtlich ist V460 H-linear und erfiillt die Produktregel, ist also
eine kovariante Ableitung. Sind nun V und V' zwei kovariante Ableitungen,
so ist ihre Differenz H-linear, und es gilt

(V=V)(fs) =(df - s+ [Vs) = (df - s+ [V's) = f(V = V')(s),

d. h. V — V" ist ein Morphismus von Garben von S(H)-Moduln. Diesem
entspricht nach Satz 29 ein Morphismus von Biindeln £ — F ®x T*(X),
also ein Schnitt 6 von Hompy(F, E @k T*(X)) (vgl. die Bemerkung nach
Definition 26). O

Beispiel. Ist E = X x H" ein triviales Biindel, so ist das komponentenweise
Differential d eine kovariante Ableitung. Jede andere kovariante Ableitung
ist dann von der Form

V=d+0

mit einer Differentialform 6 € S'(X,End(H")), genannt die Zusammen-
hangsform. Ist V ein Zusammenhang in einem beliebigen Vektorbiindel, so
haben wir fiir jede lokale Trivialisierung eine Zusammenhangsform auf der
jeweiligen Trivialisierungsumgebung.

Lemma 25 Ist S ein linearer Zusammenhang in einem Vektorbindel E und

definieren wir V,, : S(U, E) — E, firv € T,(X) durch

Vps = §'(a)v,

wobei w — w die Projektion T(E) — V mit Kern S bezeichnet, so ist V eine
kovariante Ableitung. Jede kovariante Ableitung entsteht auf diese Weise aus
einem Zusammenhang.

Ist g : U — X ein Morphismus mit g(0) = a, ¢’(0) = v, so gilt

d

Vs = -5 1 (5(9(2))) oo

Beweis. Wir beweisen zunéchst die letzte Behauptung. Ist W eine Umgebung
von e = s(a) und ¢ € S(W), so gilt
d —1 d —1\x*
7Py (3(9(2)) =0 = = ((15,2)"0) (s(9(2)) =0
d d —1y\*
= (592D om0 + (152 ) e)
/

= (s'(a)v)(p) — Te(sp).
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Da s'(a)v und o, dasselbe Bild v unter #’(e) haben, ist © die Projektion von
§'(a)v auf S entlang V', und §'(a)v — 0, = s'(a)v = V,s.

Da die Monodromieabbildungen linear sind, folgen die Ableitungsregeln
fiir den kovarianten Zusammenhang aus den Ableitungsregeln fiir Abbildun-
gen U — E,.

Umgekehrt sei ein Morphismus V mit den obigen Eigenschaften gegeben.
In einer lokalen Trivialisierung {iber einer offenen Menge U C X haben wir
V = d + 6 mit einer eindeutig bestimmten Zusammenhangsform 6. Wir

definieren das Unterbiindel S von T'(E|y) durch
Se ={=0)e | v e Tre(X)}.

Dann ist V die zum Zusammenhang S gehorige kovariante Ableitung. Der
Zusammenhang S ist eindeutig dadurch bestimmt, dass Vs = 0 genau dann,
wenn s'(a) € Sy fiir alle v € T,(X), also unabhéngig von der lokalen
Trivialisierung. a

Definition 49 FEine Metrik auf einem Vektorbiindel ist eine faserweise nicht-
ausgeartete positiv definite H-hermitesche Bilinearform, so dass fiir beliebige
Schnitte s, t € S(U, E) gilt h(s,t) € S(U, K). Ein metrischer Zusammenhang
in einem Vektorbiindel mit Metrik ist ein linearer Zusammenhang, dessen
Monodromieabbildungen Isometrien sind.

Es ist klar, dass dies genau dann der Fall ist, wenn die zugehorige kovariante
Ableitung die Eigenschaft

v(h(s,t)) = h(Vys,t) + h(s, V,t).
fiir beliebige s, t € S(U, E), a € U und v € T,(X) hat.

Lemma 26 Aufjedem Vektorbiindel iiber einer (parakompakten) glatten Man-
nigfaltigkeit existiert eine Metrik und dazu ein metrischer Zusammenhanyg.

Beweis. Die Basis X hat wegen ihrer Parakompaktheit eine lokal-endliche
Uberdeckung durch Trivialisierungsumgebungen {U, | o € A} und eine
zugehorige glatte Zerlegung der Eins {n, | o € A}. In jeder Trivialisie-
rung wéahlen wir eine konstante Metrik h,. Dann setzt sich n,h, zu einer
glatten faserweisen Bilinearform iiber ganz X fort, und die Bilinearform
h =73 .caNaha ist offensichtlich positiv definit.

Eine Trivialisierung ist gleichbedeutend mit einer Wahl von r Schnit-
ten, die faserweise linear unabhéngig sind. Wenden wir das Gram-Schmidt-
Verfahren an, so erhalten wir eine faserweise h-Orthonormalbasis von Schnit-
ten. Wir kénnen also annehmen, dass in den obigen Trivialisierungen iiber
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U, die Metrik h faserweise konstant ist. Dann ist das duflere Differential
beziiglich einer gegebenen Trivialisierung ein metrischer Zusammenhang V,,
iitber U,. Da die Menge der kovarianten Ableitungen nach Lemma 24 ein af-
finer Raum ist, definiert V = 3" __, 7.V, auf korrekte Weise eine kovariante
Ableitung und somit einen Zusammenhang. a
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