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Finden Sie eine obere und eine untere Abschitzung fiir die Losung f der
Differentialgleichung
Y =z +cosy

mit dem Anfangswert f(0) = 0.

Es seien X, Y und Z metrische Rdume und F': X XY — Z eine Funktion,
die sowohl beziiglich der ersten Variable als auch beziiglich der zweiten
Variable Lipschitz-stetig ist, wobei die Metrik auf X x Y durch

d((21,41), (22, 42)) = d(1, 72) + d(Y1,92)

definiert ist. Zeigen Sie, dass F' dann Lipschitz-stetig ist.

Geben Sie eine Funktion F : R? — R an, die nicht Lipschitz-stetig ist, ob-
wohl fiir jedes y die Funktion f,(z) = F(x,y) sowie fiir jedes = die Funktion
9z(y) = F(x,y) Lipschitz-stetig ist.

Es sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, D eine offene Teil-
menge von R x V und F' : D — V stetig sowie beziiglich des zweiten
Arguments lokal Lipschitz-stetig. Fiir (zo,v0) € D sel fogyo * Lugye — V die
maximale Losung der Differentialgleichung

Yy =F(z,y)
mit dem Anfangswert f;, ,,(20) = yo. Wir definieren fiir zo, z; € R
D;C; = {yo eV | (l‘o,yo) € Da T € Ixmyo}

und G5t 2 D7t — 'V durch G3L(y0) = froy(71). Beweisen Sie fiir reelle

Zahlen xg, 1 und x5 die Inklusion
(Go)~H(D32) € D
und die Gleichheit der auf der linken Menge definierten Abbildungen
G220 G = G2



49. Es sei a < b, und das Intervall [a,b] werde durch eine endliche Menge 7
offener Intervalle iiberdeckt. Zeigen Sie, dass es Zahlen

a=xg<rT1<...<x,=0

mit folgender Eigenschaft gibt: Fiir jedes i € {1,...,n} existiert ein Inter-
vall I € Z, das x;_1 und z; enthélt.

50.* Es sei [ ein Intervall und g, h : I — R stetige Funktionen, so dass fiir alle
x € I gilt (g(x),h(z)) # (0,0). Zeigen Sie, dass dann stetige Funktionen
r:1 —]0,00[ und ¢ : I — R existieren, so dass fiir alle x € I gilt

g(x) = r(x)sinp(x), h(z) = r(z) cos p(z).



