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Quadratische Formen, der Gegenstand dieser Vorlesung, sind Polynome
mit bestimmten Figenschaften. Darum werden wir zunéchst den Begriff des
Polynoms genauer betrachten.

1 Polynome

Verkniipft man Zahlen durch Rechenoperationen, so entstehen Rechenaus-
driicke, auch Terme genannt. Wiederholt sich derselbe Rechenweg mit ver-
schiedenen Ausgangswerten, so bildet man Rechenausdriicke mit Variablen,
fiir die dann die Ausganswerte eingesetzt werden kénnen, zum Beispiel

r? Flacheninhalt eines Kreises mit dem Radius r
myima Gravitationskraft zwischen zwei Massen der
r2 GroBle my; und mo im Abstand r
n! Anzahl der Permutationen von n Dingen

JET TR Lénge .der “D1agonale in einem Rechteck mit
den Seitenlédngen a und b

Hier sind r, my, ms, n, a und b Variablen, auch Unbestimmte genannt,
wéhrend 7 und  feste Zahlen sind, auch Konstanten genannt. (Wir iiberge-
hen der Einfachheit halber die Tatsache, dass zur Angabe von physikalischen
Groflen neben Zahlen auch noch Mafieinheiten gehoren.)

Polynome sind grob gesprochen solche Terme, in denen nur die Operatio-
nen Addition und Multiplikation vorkommen, wie z. B.

T, (Bzx + 2zy) (5x + yy + 4y), (5xx + yxy + 4xy)(2y + 3z).

Terme, in denen Potenzen mit natiirlichen Exponenten sowie Differenzen
vorkommen, sind auch zugelassen, da wir z. B. 72 als rr und a — b als a +



(—1)b schreiben konnen. Wenn keine Verwechslungen zu befiirchten sind,
lasst man das Multiplikationszeichen meist weg. Mehrfache Produkte oder
Summen ohne Klammersetzung werden von links nach rechts berechnet. Von
den eingangs genannten Termen ist iibrigens nur der erste ein Polynom.

Die letzten beiden Ausdriicke ergeben immer den gleichen Wert, egal wel-
che Zahlen man fiir x und y einsetzt, weil man sie unter Benutzung der
Rechengesetze ineinander umformen kann:

(3zz + 22y) (5 + yy + 4y) = (3zx + 2y2)(5x + yy + 4y)
2 (3x 4 2y)x(bx + yy + 4y) 2 (3z + 2y) (x5 + xyy + x4y)
£ (bxx + yry + 4xy)(3z + 2y) i (bxx + yry + 4zy)(2y + 3z).

Hier bezeichnen wir mit K+ das Kommutativgesetz der Addition, mit K
das der Multiplikation und mit D das Distributivgesetz. Hétten wir noch
sorgféltiger gearbeitet und bei allen Summen und Produkten die Reihen-
folge der Berechnung durch Klammern angegeben, so hétten wir noch die
Assoziativgesetze AT und A" benétigt.

Definition 1. Zwei Terme, in denen Zahlen und Variablen durch die Zei-
chen + und - verkniipft sind, nennen wir dquivalent, wenn man den Finen
unter Benutzung der Rechengesetze fir die Addition und die Multiplikation
sowie durch die Ausfiihrung von Rechenoperationen in den Anderen umfor-
men kann. Die Aquivalenzklassen von solchen Termen nennen wir Polynome.

Mit dem Ausfithren von Rechenoperationen meinen wir auch, dass man
das Produkt von 0 mit einem Term durch 0 ersetzen kann und dass man das
Produkt von 1 mit einem Term durch diesen Term ersetzen kann. Ublicher-
weise fithrt man fiir die Aquivalenzklassen keine neue Bezeichnung ein, son-
dern benutzt das Gleichheitszeichen, um anzugeben, dass zwei Terme dqui-
valent sind.

Man kann jeden Term in eine dquivalente Standardform bringen. Solange
in dem Ausdruck noch ein Produkt vorkommt, bei dem einer der Faktoren
eine Summe ist, wandeln wir dieses mit Hilfe des Distributivgesetzes um:

(3zx + 2zy) (5x + yy + 4y) = 3zx(5x + yy + 4y) + 2zy(5bx + yy + 4y)
= 3xxdr + 3zxryy + 3xxdy + 2xydr + 2xyyy + 2zydy.

Auf diese Weise erhalten wir eine Summe von Produkten. In jedem Summan-
den fassen wir unter Benutzung des Kommutativgesetzes die Zahlenfaktoren
zu einer Konstanten und gleiche Variablen zu Potenzen zusammen, wobei wir



uns an eine feste Reihenfolge der Variablen halten. Ein Produkt von Poten-
zen der Variablen nennt man Monom und die Konstante, die man taditionell
davor schreibt, den Koeffizienten des Monoms. Schliellich fassen wir noch
die Terme mit den gleichen Monomen mit Hilfe des Distributivgesetzes zu-
sammen und berechnen die entstehenden Summen von Zahlen. In unserem
Beispiel erhalten wir

1523 4 322y? + 222%y + 229 + 8z,

Kommt ein Monom nicht vor, wie hier z. B. xy, so konnen wir es mit dem
Koeffizienten 0 hinzuaddieren. Steht vor einem Monom kein Zahlenfaktor,
so kénnen wir den Koeffizienten 1 davorschreiben. Kommt eine Variable in
einem Monom nicht vor, so kénnen wir sie mit dem Exponenten 0 dazu-
schreiben. Einen konstanten Summanden schreiben wir als Koeffizienten des
Monoms, in dem jede Variable mit dem Exponenten Null auftritt.

Wenn wir die Klammern in anderer Reihenfolge auflosen, konnen sich
dann die Koeffizienten der Monome dndern? Wie erkennt man, ob zwei Terme
aquivalent sind? Hier sind die Antworten auf beide Fragen:

Satz 1. Die Koeffizienten der Monome eines Termes wie in Definition 1
sind eindeutig bestimmt. Zwei Terme sind genau dann dquivalent, wenn ein
beliebiges Monom in beiden den selben Koeffizienten hat.

Der Beweis dieses Satzes erfordert weitere Begriffe. Wir werden spéter die
Beweisidee andeuten.

2 Ringe

Bisher haben wir allgemein von Zahlen gesprochen. Fiir manche Anwendun-
gen sind nur Zahlen aus einem bestimmten Zahlbereich sinnvoll. Bei der Be-
rechnung eines Ausdrucks mit Zahlen aus einem gegebenen Zahlbereich wird
auch das Ergebnis in diesem Zahlbereich liegen, wenn er unter den beteiligten
Operationen abgeschlossen ist. In unserem Fall sind das die Addition und die
Multiplikation. Eigentlich kommt es gar nicht darauf an, dass die Objekte,
die wir addieren und multiplizieren, Zahlen sind.

Definition 2. Fin Ring ist eine Menge R, auf der zwei Operationen + und
- mit folgenden Eigenschaften gegeben sind.

(i) Fir beliebige Elemente a, b und ¢ von R gilt
a+b="0b+a, (a+b)+c=a+(b+c),
a-b="b-a, (@a-b)-c=a-(b-c),
(a+b)-c=a-c+b-c



(ii) Es gibt Elemente 0 und 1 von R, so dass fir alle Elemente a von R gilt

0+a=a, l-a=a.

(111) Fir jedes Element a von R gibt es genau ein Element b von R, genannt
das entgegengesetzte Element von a, so dass a+ b = 0.

Héufig wird in der Definition eines Ringes die Kommutativitat der Mul-
tiplikation und die Existenz des Einselements nicht gefordert. In dieser Vor-
lesung werden wir den Begriff des Ringes aber in dem eben definierten Sinn
benutzen.

Beispiele fiir Ringe sind der Bereich Z der ganzen Zahlen, der Bereich
Q der rationalen Zahlen und der Bereich R der reellen Zahlen. Hingegen
sind die Bereiche der natiirlichen Zahlen und der Bruchzahlen keine Ringe.
Strenggenommen miisste man die Operationen Addition und Multiplikation
sowie das Nullelement und und das Einselement fiir jeden Ring anders be-
zeichnen. Meist ist aber die Bedeutung der Symbole +, -, 0 und 1 aus dem
Zusammenhang klar.

Das einfachste Beispiel eines Ringes ist die Menge {0}. Hier ist 0 sowohl
das Null- als auch das Einselement.

Als weiteres Beispiel eines Ringes betrachten wir die Menge {g,u} mit
den Operationen

+]g u g u
gl g u g1 g8 8
uju g ulg u

In diesem Ring ist g das Nullelement und u das Einselement.

Man kann sich leicht iiberzeugen, dass es in einem Ring nur ein Nullele-
lent geben kann. Ist ndmlich 0’ ebenfalls ein Nullelement, so gilt nach Eigen-
schaft (ii) und dem Kommutativgesetz der Addition 0/ =0+0 =0"4+0 = 0.
Genauso zeigt man, dass es nur ein Einselement geben kann. Aulerdem gilt
fiir alle Elemente a von R, dass

0-a=0.
Nach dem Distributivgesetz und Eigenschaft (ii) ist ndmlich
0-a+0-a=(0+0)-a=0-a.
Mit dem Assoziativgesetz folgt fiir alle Elemente b
(b+0-a)+0-a=b+0-a+0-a)=b+0-a.
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Nun geniigt es, fiir b das entgegengesetzte Element von 0 - a zu wéhlen.

Alles im vorigen Abschnitt iiber Zahlen gesagte lisst sich auf die Elemen-
te eines Ringes R anwenden. Wir konnen also Terme betrachten, in denen
Elemente von R und Variablen durch die Zeichen + und - verkniipft wer-
den. Man muss hier Variablen gut von den Buchstaben unterscheiden, die
Ringelemente bezeichnen. Die Aquivalenz von Termen ist wie in Definition 1
erklirt, wobei jetzt die Ringoperationen zur Anwendung kommen. Aquivalen-
te Terme ergeben den selben Wert, wenn wir fiir die Variablen Ringlelemente
einsetzen und die mit 4+ und - notierten Operationen ausfithren. Man spricht
dann von Polynomen mit Koeffizienten in R.

Fiir den genannten Ring {g,u} und Variablen = und y gilt

(ur + uy)? = v?2® + vloy + v’yz + uly® = ur® + gry + uy’

Wenn man wie iiblich das Nullelement g mit 0 und Einselement u mit 1
bezeichnet, wird es fiir Anfianger schon etwas verwirrend. Wenn man dann
noch 1z durch z abkiirzt und Oxy weglisst, so sieht man, dass in diesem Ring
die ungewohnte binomischen Formel

(z+y)* =2 +y*

gilt. Die beiden Seiten der Gleichung sind dquivalente Terme und ergeben
somit beim Einsetzen von Ringelementen den selben Wert, wovon man sich
auch direkt iiberzeugen kann.

Mit Termen aus Variablen und Elementen eines gegebenen Ringes R kann
man mehrere Operationen ausfithren: Man kann sie addieren, miteinander
multiplizieren, und man kann eine Variable in einem Term durch einen an-
deren Term ersetzen (man sagt auch ,substituieren). Wenn man einen der
beteiligten Terme durch einen dquivalenten ersetzt, dann geht in all diesen
Féllen das Ergebnis in einen dquivalenten Term iiber. Folglich kann man die-
se Operationen auch mit Polynomen ausfiithren. Insbesondere ist die Menge
der Polynome in' x und y mit Koeffizienten in einem gegebenen Ring R
wieder ein Ring, den man mit R[x,y] bezeichnet. Das Gleiche gilt natiirlich
auch fiir jede andere Menge von Variablen. Es ist iiblich, ein Polynom durch
einen Buchstaben abkiirzen, hinter den man die vorkommenden Variablen in
Klammern schreibt, z. B.

p(z,y) = (32% 4 22y) (5x + y* + 4y).
Setzen wir hier 7z + z fiir y ein, so schreiben wir

p(z,Tr + 2) = (32° + 22(Tx + 2)) 5z + (Tx + 2)* + 4(Tx + 2)).

!Man sagt zwar ,, Funktion von den Variablen z und %, aber ,, Polynom in den Variablen
x und y“.



Ersetzt man alle vorkommenden Variablen durch Elemente von R, so erhélt
man ein Element von R, z. B.

p(2,1)=(3-224+2-2-1)(5-2+ 12 +4-1) = 16- 15 = 240.

Hier erhalten wir also eine Funktion, die z. B. dem geordneten Paar (2,1)
den Wert 240 zuordnet. Allgemein liefert ein Polynom in n Variablen mit
Koeffizienten in einem Ring R also eine Funktion p : R" — R, fiir die man
das selbe Formelzeichen benutzt. Es entsteht die Frage, ob verschiedene Po-
lynome die selbe Funktion darstellen konnen. Zur Beantwortung benotigen
wir einen weiteren Begriff.

Definition 3. Ist R eine Teilmenge eines Ringes S, die das Null- und das
Finselement von S enthdlt, abgeschlossen unter den Operationen von S ist
und mit jedem Element auch sein entgegengesetztes Element enthdlt, dann
nennen wir R einen Teilring oder Unterring von S.

Diese Situation liegt im Fall der Zahlbereiche vor. So ist Z ein Unterring
des Ringes Q und dieser wiederum ein Unterring von R. Es ist klar, dass
Terme mit Koeffizienten im Unterring R, die iiber R &quivalent sind, dann
auch {iber dem gesamten Ring S dquivalent sein miissen. Jedes Polynom mit
Koeffizienten in R konnen wir also auch als Polynom mit Koeffizienten in S
ansehen, in das wir Elemente von S einsetzen konnen.

Aufgabe 4(b) zeigt uns, dass die Terme z und z* mit Koeffizienten im
Ring {g,u} beim Einsetzen von Elementen eines grofieren Ringes manchmal
verschiedene Werte annehmen. Also kénnen sie auch iiber dem urspriinglichen
Ring nicht dquivalent gewesen sein, obwohl sie dort nach Aufgabe 4(a) gleiche
Werte annehmen. Das beantwortet unsere Frage mit ,,nein“. Es zeigt auch,
dass es unklug wére, Polynome als Funktionen zu definieren, weil dann ein
Polynom mit Koeffizienten in einem Unterring nicht auf eindeutige Weise als
Polynom mit Koeffizienten im gesamten Ring betrachtet werden konnte.

Um den Beweis von Satz 1 anzudeuten, brauchen wir noch einen Begriff.

Definition 4. Es seien R und S Ringe. Eine Abbildung h : R — S wird
Homomorphismus genannt, wenn sie folgende Eigenschaften hat.

(i) Es gilt h(0) =0 und h(1) = 1.
(ii) Fir alle Elemente a und b von R gilt

h(a+0b) = h(a) + h(b),  h(a-b) = h(a) - h(b).



Man beachte, dass hier die Symbole 0, 1, + und — auf verschiedenen
Seiten der Gleichung verschiedene Bedeutung haben: Links beziehen sie sich
auf den Ring R und rechts auf S. Als Beispiel betrachten wir die Abbildung
h:Z — {g,u}, die jeder geraden Zahl den Wert g und jeder ungeraden Zahl
den Wert u zuordnet. Dann ist A ein Homomorphismus. Hier ist ein weiteres
Beispiel: Fiir jeden Unterring R eines Ringes S ist die durch i(a) = a gegebene
Abbildung i : R — S ein Homomorphismus.

Lemma 1. FEs sei R ein Unterring des Ringes S und n eine natirliche Zahl. Des weiteren
seien 1, ..., Ty Variable und by, ..., b, Elemente von S. Dann g¢ibt es genau einen
Homomorphismus h : R[xy,...,2,] = S, so dass h(x1) = b1, ..., h(x,) = b, und h(a) = a
fiir alle a € R.

Zum Beweis des Lemmas nur soviel: Ist ein Polynom mit Koeflizienten in R gegeben,
so konnen wir es nach dem Gesagten als Polynom mit Koeffizienten in S betrachten und
fiir die Variablen x4, ..., x, die Elemente by, ..., b, einsetzen. Der entstehende Wert in
S ist dann das Bild des gegebenen Polynoms unter der Abbildung h.

Die meisten Autoren definieren einen anderen Begriff des Polynoms, den wir zur Un-
terscheidung Standardpolynom nennen wollen. Ein Standardpolynom in n Variablen mit
Koeflizienten in einem Ring R ist eine Abbildung a, die jedem n-Tupel (i1,...,4,) von
natiirlichen Zahlen ein Element a;, .. ;, von R zuordnet, wobei nur endlich viele Werte
von Null verschieden sind. Fiir den Moment bezeichnen wir die Menge dieser Standardpo-
lynome mit R,. Es sei g : R, — R[z1,...,x,] die Abbildung, die einem Standardpolynom

a das Polynom
i1 7
E Qiyoing Ty - Ty
(1150 s0n)

zuordnet. Es gibt nur eine Moglichkeit, eine Addition und eine Multiplikation von Stan-
dardpolynomen zu definieren, so dass R,, zu einem Ring und g zu einem Homomorphismus
wird. Fiir diesen Ring beweist man ein Analogon von Lemma 1, und ¢ ist der darin vor-
kommende Homomorphismus im Fall S = R[zy,...,z,]) und by = 21, ..., by, = 2. Nun
konnen wir das urspriingliche Lemma 1 im Fall S = R,, anwenden und erhalten einen Ho-
momorphismus h : R[z1,...,2z,] = R,. Die Verkettung g o h erfiillt dann ebenso wie die
identische Abbildung die Bedingungen von Lemma 1 im Fall S = R[z4,...,z,], also muss
wegen der Eindeutigkeitsaussage goh = id sein. Ebenso beweist man, dass hog = id. Somit
sind g und h zueinander inverse Homomorphismen und folglich die Ringe R[z1,...,zy]
und R, isomorph (,,von gleicher Gestalt*), so dass die Bezeichnung R,, letztlich iiberfliissig
wird.

Aus der Bijektivitéit von g folgt, dass zwei Terme in Standardform genau dann aqui-
valent sind, wenn die Koeffizienten eines beliebigen Monoms in beiden iibereinstimmen.

Daraus folgen sofort die Aussagen von Satz 1.

3 Formen

Im Namen dieser Vorlesung steckt der Begriff ,,Form*. Das ist ein veraltetes
Wort fiir ,,homogenes Polynom*.



Definition 5. Es seien n und k natiirliche Zahlen und x+, ..., x, Variablen.
Man sagt, ein Polynom p(x1,...,x,) mit Koeffizienten in einem Ring R sei
homogen vom Grad k, wenn im Ring R[z1, ..., x,,t] die Gleichheit

p(twy, ... te,) =t p(xy, ..., z,)
gilt, wobei t eine beliebige von x4, ..., x, verschiedene Variable ist.

Bringen wir ein Polynom in Standardform, z. B.
p(z,y) = 152° 4+ 32%y* + 2222y + 22y° + Sx1/?,
so erhalten wir sofort
p(tz, ty) = 156%2° + 3t*ay® + 226302y + 2t 2> + 8t3xy?.

Der Exponent von ¢ ist in jedem Monom gleich der Summe der tibrigen Expo-
nenten. In der Standardform von t*p(x, %) hingegen hat ¢ in allen Monomen
den gleichen Exponenten k. Wir schlielen mit Satz 1, dass ein Polynom ge-
nau dann homogen vom Grad k ist, wenn in allen vorkommenden Monomen
die Summe der Exponenten gleich k ist. Das erklért den Namen ,homogen*.
Natiirlich ist ein Monom selbst ein homogenes Polynom, wobei sein Grad
gleich der Summe der Exponenten ist.

Fassen wir in einem beliebigen Polynom Monome von gleichem Grad zu-
sammen, so konnen wir das Polynom als Summe von homogenen Polynomen
schreiben, die wir seine homogenen Komponenten nennen. Der Grad eines
Polynoms ist der hochste Grad, der bei seinen Monomen vorkommt.

Ein homogenes Polynom vom Grad 1, 2 bzw. 3 nennt man auch heute
noch Linearform, quadratische Form bzw. kubische Form. Beispiele sind

8x + by — 3=z,
72?4 22y — 1oz — 4y + 3yz + 22,
22% — day 4 3x2% — > + 9?2 + 525,
Im Fall von n Variablen lédsst sich eine Linearform so ausdriicken:
l(z1,...,2) = 11 + GoTa + -+ - + apTy.

Dabei stehen aq, ..., a, fiir Elemente des Ringes, die durch die Linearform [
festgelegt sind, wiahrend xq, ..., x, unbestimmte Variablen sind. Nach dem
Distributivgesetz hat eine Linearform die Eigenschaft

Wy gy, n +yn) = W, wn) + U Un)- (1)

Der Name ,Linearform®“ kommt daher, dass fiir eine nichtverschwindende
Linearform I(z,y) mit reellen Koeffizienten die Losungsmenge der Gleichung
[(z,y) = 0 eine gerade Line (kurz gesagt, eine Gerade) ist.
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Definition 6. Es seien m und n natirliche Zahlen und xv, ..., Tpm, Y1, - .,
yn Variablen, die in zwei disjunkte Mengen aufgeteilt sind. Ein Polynom

(1o Ty Y1y -+ -5 Yn)

mit Koeffizienten in einem Ring R heifst Bilinearform, wenn in dem Ring
Rlxy,...,Zm, Y1, .-, Yn,t| die Gleichheiten

b(txy, ... tTm, Y1y Yn) = t0(T1, o Ty Y1y oy Yn),s
(a1, Ty Y1, o tYn) = EO(T1, o Ty YLy - -y Yn)

gelten, wobei t eine beliebige von xy, ..., Tm, Y1, --., Yn verschiedene Va-
riable ist.

Angenommen, zwischen den Variablen der ersten und der zweiten Menge
besteht eine umkherbar eindeutige Zuordnung (gegeben durch die Nummerie-
rung, wobei natirlich m = n sein muss). Die Bilinearform wird symmetrisch
genannt, wenn

(X1, Ty Y1y e oy Yn) = 0(Y1, ooy Yny Ty e ey )

An der Standardform kann man leicht erkennen, dass ein Polynom genau
dann eine Bilinearform ist, wenn in jedem Monom genau eine Variable aus
der ersten Menge und eine aus der zweiten Menge jeweils in der ersten Potenz
auftritt, z. B.

b(xy, To, Y1, Y2,Ys) = 3T1y1 — 2T1Y2 + 421Y3 + Tays + DTays — Toys.

Besteht eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den Variablen der
ersten und zweiten Menge, so entsteht — durch Ersetzung jeder Variablen
durch die korrespondierende Variable — aus jedem Monom wieder ein Monom,
z. B. aus dem Monom z,y; das Monom ysx3. Eine Bilinearform ist genau
dann symmetrisch, wenn je zwei in dieser Beziehung stehende Monome den
gleichen Koeffizienten haben, z. B.

s(x1, 2, Y1, y2) = 20191 + 3T1Y2 + 3T2y1 + Taye.

Ist m = n, so erhalten wir aus einer Bilinearform b(z1, ..., Zn, Y1, .., Yn)
durch sogenannte Symmetrisierung eine symmetrische Bilinearform

S(T1y ey Ty Yty ey Yn) = 0(X1, o Ty Y1y e Un) FO(Y1 e Yn, Ty e, )

und durch Spezialisierung (nédmlich Gleichsetzen korrespondierender Varia-
blen) eine quadratische Form

q(z1,. .. xn) =b(xy, . T, T, X).



Umgekehrt gewinnen wir aus einer quadratischen Form ¢(z1,...,z,) durch
sogenannte Polarisierung das Polynom

P(T1y e Ty Yty ey Yn) = (1Y, - T Yn) — (T, ) — (YY)

Satz 2. (i) Ist b(z1,...,Tm,Y1,--.,Yn) €ine Bilinearform, so gilt

b(xy + Uty ooy Ty + Uy Yty o5 Yn) = 0(T1, o Ty Y1y e -+, Yn)
+b(ur, . Uy Y1y -+ 3 Yn),

(X1, Ty Y1 F UL, ooy Y+ 0n) = 0(T1, o Ty YLy - Yn)
+0(T1, e Ty V1, ey U).

(i1) Wenden wir auf eine Bilinearform erst die Spezialisierung und dann
die Polarisierung an, so erhalten wir das Selbe wie durch Anwendung
der Symmetrisierung.

(111) Aus einer quadratischen Form entsteht durch Polarisierung eine sym-
metrische Bilinearform. Wenden wir darauf die Spezialisierung an, so
erhalten wir das Doppelte der urspriinglichen quadratischen Form.

Beweis. Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass n = 2 ist. Eine beliebige
Bilinearform lésst sich dann so schreiben:

b(x1, %2, Y1, Y2) =  Q11Z1Y1 + Q122192
+ a21%2Y1 + A22T2Y>. (2)

Dabei bezeichnen die Variablen a;; feste Elemente des zugrunde liegenden
Ringes. Die Aussagen (i) beweist man genauso wie die Eigenschaft (1) von
Linearformen mit Hilfe des Distributivgesetzes. Wir lassen die Einzelheiten
weg.

Nun folgt durch Anwendung der beiden Aussagen (i)

b(z1 4+ y1, T2 + Yo, T1 + Y1, T2 + Yo)
= b(x1, T2, 1 + Y1, T2 + Y2) + b(Y1, Y2, X1 + Y1, T2 + Y2)
= b(%, 902@1@2) + 5(901, 902,91,?/2) + b(yhyz,%, 902) + b(y17y27 Y1, yg).

Bezeichnen wir die Spezialisierung mit ¢ und die Symmetrisierung mit s, so
erhalten wir

q(x1 4+ y1, 2 + y2) = q(z1, 22) + s(x1, 2, y1, ¥2) + ¢(y1, y2)-

Bringen wir alle Terme mit ¢ auf die linke Seite, so erkennen wir dort die
Polarisierung von ¢, und Aussage (ii) ist bewiesen.
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Zum Beweis von Aussage (iii), wobei wir wieder n = 2 annehmen, be-
trachten wir eine beliebige quadratische Form, die wir wie folgt schreiben
konnen:

q(acl, 33'2) = Cl’ll'% + C1,2T1%2 + 0272.1'%. (3)

Dabei sind die ¢; ; wieder Elemente des Ringes. Durch Polarisierung erhalten
wir die Bilinearform

b(z1, 22, y1,y2) = c11(z1 + y1)2 + cr1a(x1 +y1) (22 + y2) + coo(x2 + y2)2
—(clef + 101170 + 02,2:10%)

—(01,1y% + C1201Y2 + 02,2y§)-

Nach dem Ausmultiplizieren kiirzen sich alle Monome weg, in denen beide
Variablen zur ersten oder beide zur zweiten Gruppe gehoren, und es verbleibt

b(z1, T2, Y1, Y2) = 2c11T1Y1 + C1221Y2 + C12%2Y1 + 2C20T2Yo,

wobei wir das Ringelement 1 + 1 mit 2 abkiirzen. Dies ist in der Tat eine
symmetrische Bilinearform, und durch Spezialisierung erhalten wir 2q.

Es ist leicht, diesen Beweis auf beliebiges n zu verallgemeinern, wobei die
Formeln allerdings etwas unhandlich werden. O]

Folgerung 1. Ist das Element 1 + 1 im Ring R invertierbar, so ist jede
quadratische Form mit Koeffizienten in R die Spezialisierung einer symme-
trischen Bilinearform.

Dabei wird ein Element a von R invertierbar in R genannt, wenn es ein
Element b von R mit der Eigenschaft a-b = 1 gibt. Bezeichnen wir das Inverse
von 2 mit %, so ist die in der Folgerung gemeinte Bilinearform das %—fache2
der Polarisierung.

Wie wir wissen, definiert jedes Polynom in n Variablen mit Koeffizienten
in einem Ring R eine Funktion R" — R, wobei im Allgemeinen verschiedene
Polynome die selbe Funktion definieren kénnen (vgl. Aufgabe 4). Aus den
Darstellungen im obigen Beweis erhalten wir aber:

Lemma 2. FEine Linearform, Bilinearform oder quadratische Form ist durch
die zugehorige Funktion eindeutig bestimmd.

2Viele Autoren nennen dies die Polarisierung, wofiir sie die Invertierbarkeit von 1 + 1
von Anbeginn voraussetzen.
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Beweis. Wir zeigen, dass die Koeffizienten der Form durch die Funktionswer-
te eindeutig bestimmt sind. Setzen wir z. B. in Gleichung (1) fiir die Variable
x; den Wert 1 und fiir alle anderen Variablen den Wert 0 ein, so erhalten wir

1(0,...,0,1,0...,0) = a;.

Setzen wir in Gleichung (2) fiir #; und y; den Wert 1 und fiir alle anderen
Variablen den Wert 0 ein, so erhalten wir a; ;.

Bei einer quadratischen Form kann man die Bezeichnung ¢;; als Synonym
fiir ¢; ; betrachten, weil sich die Monome z;2; und x;x; nicht unterscheiden.
Setzen wir in Gleichung (3) fiir z; den Wert 1 und fiir alle anderen Variablen
den Wert 0 ein, so erhalten wir ¢;;. Setzen wir hingegen fiir ; und y; den
Wert 1 und fiir alle anderen Variablen den Wert 0 ein, wobei ¢ # j, so erhalten
wir ¢;; +c¢; j+¢; ;. Da ¢;; und ¢; ; bereits eindeutig bestimmt sind, ist es auch
Cij- ]

Der Einfachheit halber ldsst man die Kommas in den doppelten Indizes
meist weg. Aus dem Zusammenhang wird klar, dass a5 nicht a mit dem
Index zwolf bedeuten soll und a;; nicht @ mit dem Index ¢ - 5.

4 Diagonalisierung

Manchmal lassen sich Polynome durch Substitutionen vereinfachen. Setzen
wir etwa Linearformen in den Variablen zq, ..., x, an Stelle der Variablen
U1, ..., U, in ein Polynom q(uy,...,u,) ein, so erhalten wir ein Polynom
p(zy,...,x,), z. B.

q(z1 + 3xe + 4x3, 21 + 4y + B3, 11 + 29 + x3) = p(T1, T2, T3).

Hat man das einfachere Polynom untersucht, méchte man die Substitution
umkehren, um die Ergebnisse auf das urspriingliche Polynom zu iibertragen.
Das ist in unserem Beispiel moglich. Es gilt ndmlich, wie wir gleich begriinden
werden,

p(uy — ug + uz, —4uy + 3ug + usz, 3u; — 2us — uz) = q(ug, . .., Up).
Meist schreibt man einfach
p(T1y . xn) = q(ug, ..o uy),
wobei die Variablen durch die Substitution

Uy = 1 + 319 + 43
Ug = T1 +4$2+5[E3

U3 = a1+ T2+ X3
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zusammen héngen. Dann gilt in der Tat

up — ug +ug = (1 + 3z2 + 4das) — (21 + 4xo + dx3) + (1 + 2 + 23) = 271,
—4uq 4 3ug + uz = —4(x1 + 3xo + 4x3) + 3(x1 + 4wg + 5xs) + (21 + 22 + x3) = 29,
3up — 2us — ugz = 3(331 + 329 + 4],‘3) — 2(3)1 + 4x9 + 5333) — ($1 + 19 + 333) = rs3,

Die Frage ist, wie man eine geeignete Substitution und ihre Umkehrung
findet.

Strenggenommen sind die Variablen x; und u; nicht gleichberechtigt, denn die ersteren
bezeichnen unabhéngige Variablen, die letzteren hingegen bezeichnen Linearformen in den
unabhéngigen Variablen. Diesen Schonheitsfehler kann man aber beseitigen. Wir kénnten
von Anfang an Terme in den unabhiingigen Variablen x1, xo, x3, u1, us, ug betrachten
und die Aquivalenz von Termen neu definieren, indem wir neben den Rechengesetzen auch
die drei ersten obigen Gleichungen zur Umformung zulassen. Die Aquivalenzklassen bilden
dann einen Ring, der sowohl zum Ring der Polynome in z1, x3, z3 als auch zum Ring der
Polynome in w1, ug, us isomorph ist und in dem die obigen sechs Gleichungen gelten. Nun

sind auch die Rollen von p und ¢ vertauschbar.

Wir betrachten hier den Fall einer quadratischen Form, z. B.
p(1, 19, 3) = 22 + 62,29 — 2173 + TT3 — 27273,

Mit Hilfe der aus der Schule bekannten Methode der quadratischen Ergén-
zung konnen wir die ersten beiden Summanden % + 6125 zu einem vollstéin-
digen Quadrat ergénzen, namlich

27 4 62119 + 925 = (21 + 312)°.

Subtrahieren wir hier auf beiden Seiten die Erginzung 9z2%, so erhalten wir
einen Ausdruck, den wir fiir die ersten beiden Summanden in unsere quadra-
tische Form einsetzen konnen. Das Ergebnis ist (nach Vereinfachung)

p(z1, 29, 13) = (21 + 339)? — 22125 — 205 — 27573,

Das gemischte Monom, das die Variablen x; und x5 enthielt, ist verschwun-
den. Statt dessen hétten wir auch das gemischte Monom mit x; und 3 ver-
schwinden lassen kénnen, indem wir das Quadrat von x; —x3 betrachten. Man
kann aber auch in einem Schritt sdmtliche gemischten Monome beseitigen,
in denen x; vorkommt. Dazu beginnen wir von vorn und betrachten

(z1 + 3wy — 23)* = 23 + 62179 — 20103 + 975 — 6973 + 3.

Losen wir diese Gleichung nach dem unterstrichenen Term auf und setzen
das Ergebnis in unsere quadratische Form ein, so erhalten wir

p(z1, 29, 73) = (21 + 319 — 13)* — 205 + dwprs — 75
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Nun wenden wir die selbe Methode auf die gemischten Monome an, die x5
enthalten. Den stérenden Koeffizienten vor x3 klammern wir zunichst aus:

—205 4+ 4x9x3 = —2(15 — 2T973) = —2((w2 — x3)* — 23) = —2(35 — 73)* + 273,
Einsetzen ergibt dann
p(z1, 20, 23) = (w1 + 339 — 13)* — 2(39 — 13) + 23.

Damit haben wir die gesuchte lineare Substitution gefunden. Setzen wir
namlich

Uy = I —+ 31’2 — I3,
Uy = Ty — I3,

Uz = T3,
so ergibt sich p durch Einsetzen dieser Linearformen in die quadratische Form
2 2 2
q(uy, ug, usz) = uj — 2us + uj,

die keine gemischten Monome hat.

Um unsere Substitutionen umzukehren, ersetzen wir gemafl der dritten
Gleichung die Variable z3 in den anderen Gleichungen durch u3. Dann stellen
wir die zweite Gleichung nach x5 um und eliminieren mit Hilfe der gewonne-
nen Formel z5 aus der ersten Gleichung. Schliellich stellen wir diese nach xy
um. Hier sind die Ergebnisse zusammengefasst:

Tr1 = Uy — 3U2 - 2U3,
To = Uz + Us,
T3 = us.

Es gibt aber ein Hindernis, wenn der Koeffizient von z? gleich Null ist.
Auch nach der Beseitigung der gemischten Monome mit x; haben wir an-
scheinend ein Problem, wenn der entstehende Koeffizient von 3 gleich Null
ist. Solange aber das Quadrat einer spiteren Variablen vorkommt, kénnen

wir uns dadurch aus der Affire ziehen, dass wir die Rollen der Variablen
vertauschen, etwa bei der quadratischen Form

T1T9 — ac% + 2x913.

Scheinbar ausweglos ist die Situation, wenn nur gemischte Monome vorkom-
men. Dann hilft eine andere Methode: Die Substitution

T = V1 + Vg,

Tg = U1 — VU2
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liefert nach der dritten binomischen Formel

2 .2
also eine quadratische Form ohne gemischte Monome. Diese Substitution
ist auch umkehrbar, denn indem wir die beiden Gleichungen addieren bzw.
voneinander subtrahieren, erhalten wir

1 1

v = §$1 + §$27
1 1

V1 = 5%‘1 — §$2.

Wenn jetzt noch gemischte Monome vorkommen, lasst sich unsere obige Me-
thode anwenden. Mitunter sind also mehrere Substitutionen nétig, aber diese
lassen sich zu einer einzigen verketten.

Dass all unsere Umformungen Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten
ergaben, ist ein zufilliger Umstand. Betrachten wir ndmlich die quadratische
Form

3x% — T1T9,

so liefert die Methode der quadratischen Ergénzung

1 1 2 1 1 2 1
3(x? — gxlxg) =3 ((:rl — 6.732) — %ﬁ) = 3<x1 — 61:2) — Ex%

Um beliebige quadratische Formen mit Koeffizienten in einem Ring behan-
deln zu koénnen, muss dieser eine Zusatzeigenschaft haben.

Definition 7. Ein Ring wird Korper genannt, wenn jedes Element aufer
dem Nullelement invertierbar ist.

Die Bereiche der rationalen Zahlen und der reellen Zahlen sind Korper,
der Bereich der ganzen Zahlen nicht. Weitere Beispiele fiir Korper sind die
Ringe aus Aufgabe 3 und Préasenzaufgabe 2.

Natiirlich tibertragt sich die beschriebene Methode auf quadratische For-
men in einer beliebigen Anzahl von Variablen mit Koeffizienten in einem
Korper. Damit haben wir Folgendes bewiesen.

Satz 3. Es sei

_ 2
p(x1, ..., x,) = c11x] + C10T1T2 + . ..+ CLaT1 Ty

2
+ Cooxy;  + ...+ CopXaTy

2
+ Cuny,
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eine quadratische Form mit Koeffizienten c;; in einem Kérper K, in dem
1+ 1+ 0 ust. Dann gibt es eine umkehrbare lineare Substitution

Uy = a1171 + 19T + -+ - + A1, Ty,

U = A21T1 + A22T2 + + * * + A2, Ty,

Up = Ap1T1 + ApaTe + -+ AppTy
mit Koeffizienten a;; € K, die p in eine quadratische Form der Art
q(u, ... uy) = diui + dous + - - + dpu? (5)
mit Koeffizienten d; € K dberfiihrt.

Ordnet man die Terme von ¢ in einem quadratischen Schema an wie die
von p, so stehen sie alle auf der Diagonalen. Daher spricht man von einem
Diagonalisierungsverfahren.

Betrachtet man quadratische Formen und Substitutionen mit reellen Ko-
effizienten, so lédsst sich eine diagonalisierte Form noch weiter vereinfachen.
Wir hatten oben zum Beispiel die Form

2 2, .2
uj — 2u; + uj

erhalten. Wegen 2u2 = (v/2us)? erhalten wir vermittels der Substitution

V1 = Uy
Vg = \/§U2
V3 = U3

die quadratische Form

2 2 2

Man kann die v; natiirlich auch direkt durch die z; ausdriicken und umge-
kehrt. Ganz allgemein kann man durch umkehrbare lineare Substitutionen
mit reellen Koeffizienten eine diagonale Form gewinnen, in der nur die Koef-
fizienten 0, 1 und —1 vorkommen.

5 Moduln und Vektorriaume

Wir hatten gesehen, dass ein Polynom p(z1, ..., z,) mit Koeffizienten in ei-
nem Ring R eine Funktion von n Variablen definiert. Thr Definitionsbereich
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ist die Menge R™ aller n-Tupel (zi,...,x,) mit Eintrdgen z; € R. Haufig
kiirzt man ein solches n-Tupel auch durch einen einzelnen Buchstaben x
ab, den wir durch Fettdruck hervorheben.® Man definiert eine Addition von
n-Tupeln und eine Multiplikation mit Elementen a von R, genannt Skalar-
multiplikation, wie folgt:

(@1, ) + (Y1, oY) = @1+ Y1, T+ Yn),
a-(r1,...,x,) = (a-21,...,0- ).

Diese Operationen haben gewisse Eigenschaften. Sie treten auch bei anderen
Objekten auf, die man als Moduln bezeichnet.

Definition 8. Auf einer Menge V' sei eine Operation + gegeben, fir die das
Kommutativgesetz und das Assoziativgesetz gelten, wobei es ein Nullelement
0 gibt und zu jedem Element von V genau ein entgegengesetztes Element.
Auflerdem sei ein Ring R mit seinen Operationen + und - gegeben sowie
eine weitere Operation, die einem Element a € R und einem FElement x € V
ein Element a - x € V' zuordnet, wobei fir alle a, b € R und X,y € V qilt

a-(x+y)=a-x+a-y, (a+b)-x=a-x+b-x,
a-(b-x)=(a-b)-x, l-x=x.

In diesem Fall nennt man V' einen Modul iiber dem Ring R. Ist R ein Kérper,
so nennt man V' einen Vektorraum, und seine Elemente nennt man Vektoren.

Insbesondere ist die Menge R™ mit den oben definierten Operationen ein
Modul. Es gibt aber auch andere Beispiele.

So kann man die Menge der Verschiebungen einer Ebene als Vektorraum
iiber dem Korper R der reellen Zahlen auffassen. Dabei wird die Addition
definiert als Nacheinanderausfithrung von Verschiebungen und die Skalarmul-
tiplikation als Streckung der Verschiebungsldnge. Wéhlt man zwei nichtpar-
allele Vektoren v, und vy, so kann man auf intuitivem Niveau begriinden,
dass sich jeder Vektor x in der Form x = vy + x9vy schreiben ldsst. Die
Zahlen z; und x; nennt man dann die Koordinaten von x beziiglich der
Basis vy, vo. Auf diese Weise entspricht jedem Vektor ein geordnetes Paar
(z1,79) € R? und umgekehrt. Wir erhalten also eine umkehrbar eindeutige
Zuordnung zwischen dem Vektorraum der Verschiebungen und dem Vektor-
raum R2.

Ahnlich beschreibt man Verschiebungen des Raumes durch Tripel reeller
Zahlen (1, xs,x3). Betrachtet man nur diejenigen Verschiebungen, die ein
gegebenes Kristallgitter in sich iiberfithren, so erhélt man einen Modul {iber
dem Ring Z der ganzen Zahlen.

3Auch die Schreibweise Z ist iiblich.
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Definition 9. FEine Folge von Elementen vy, ..., v, eines Moduls V 1iber
einem Ring R heifit Basis, wenn sich jedes Element x von V in der Form

X=o1Vi+ -+ T,V (6)

mit eindeutig bestimmten Elementen x, ..., x, von R schreiben lisst. Ein
freier Modul vom Rang n ist ein Modul, der eine Basis aus n Vektoren besitzt.

Es gibt tatsdchlich Moduln, die unendliche Basen oder iiberhaupt keine
Basen besitzen, aber die werden uns hier nicht interessieren. Den Ausdruck
auf der rechten Seite der Gleichung (6) nennt man iibrigens eine Linearkom-
bination der Elemente vy, ..., v,.

Ist wi, ..., W, eine weitere Basis* des Moduls V, so kann man das selbe
Element x auch in dieser Basis ausdriicken, ndmlich

X =U1Wi + -+ U, Wy

mit Koordinaten u; € R. Wie lassen sich diese aus den Koordinaten z;
beziiglich der urspriinglichen Basis errechnen? Nach Definition lésst sich auch
jedes Element der alten Basis durch die neue Basis ausdriicken, also

Vi =a11W1 + -+ a1 Wp

Vo = A12W1 + - -+ + ApoWy,

Vi = Q1 W1 + 0+ AW,
mit gewissen Elementen a;; € R. Setzen wir dies ein, so erhalten wir

x = x1(awy + -+ + anwy)

+ Jfg(algwl + -+ (anWn)

+ xn(alnwl + -+ annwn)
und nach Ausmultiplizieren und Ausklammern der w;

X = (a11x1 + -+ alnxn)wl

+ (ag1x1 + - - + agpx,)Wo

+ (an1$1 + - annajn)wn

4Fiir viele Ringe (insbesondere fiir alle Kérper) kann man zeigen, dass alle Basen eines
Moduls die gleiche Anzahl von Elementen haben.
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Da die Koordinaten beziiglich einer Basis eindeutig bestimmt sind, erhal-
ten wir schlielich die selben Formeln wie in Gleichung (4) in Satz 3. Der
Ubergang zu einer anderen Basis bedeutet fiir die Koordinaten eines Ele-
mentes also eine lineare Substitution. Da wir die Rollen der beiden Basen
vertauschen konnen, ist diese Substitution umkehrbar.

Beispiel. In einem Modul V iiber dem Ring Z mit der Basis vy, vo wihlen
wir die Elemente

Wi = 2V1 — Vo

Wy = —3V1 + 2V2

Wir kénnen diese Gleichungen nach v; und vy auflésen: Aus der ersten Glei-
chung erhalten wir vo = 2v; — wy. Damit konnen wir v, aus der zweiten
Gleichung eliminieren:

Wo = —3V1 + 2(2V1 - Wl) =V — 2W1.

Losen wir dies nach v; auf und setzen das Ergebnis in die umgestellte erste
Gleichung ein, so ergibt sich

V1 = 2W1 + Wy

Vo = 3W1 + 2W2

<7

"

>
N

RSy
N

RIRIRIKTE

Ist nun x = x1vy + 22vs, so folgt nach den obigen allgemeinen Berech-
nungen, dass X = u1wy + usws, wobei

Uy = 25(31 + 3.172

Ug = X1 +23§‘2

19



Ist umgekehrt eine Linearkombination x = u;wy 4+ uswo gegeben, so berech-
net man ihre Koordinaten beziiglich der Basis vy, vy zu

T = 2U1 — 3U2

To = —Up + 2uy

Die Zahlen u; und us sind als Losung dieses Gleichungssystems eindeutig
durch x1, z9, also durch x bestimmt, und somit ist auch w;, wy eine Basis
von V.

6 Formen auf Moduln

Wir definieren nun die Begriffe Linearform und Bilinearform auf scheinbar
neue Weise.

Definition 10. Es seien V und W freie Moduln iber einem Ring R. Eine
Abbildung | 'V — R heifst Linearform, wenn fir alle x, v.€ V und alle
te R qilt

I(x+v)=1x)+1(v), I(t-x)=1-1(x).
Fine Abbildung b:V x W — R heifst Bilinearform, wenn fir alle x, v € V,
alley, w € W und allet € R gilt

bx+v,y)=bxy)+b(v,y), bxy+w)=0bxy)+bxw),
b(tX,y):tb(X,y), b(thy) :tb<X7y>
Kennen wir die Werte einer Linearform [ auf allen Elementen einer Basis
von V', sagen wir
l(vi)=c1, ..., Uvn) =cy,

so konnen wir den Wert auf einem Element x € V aus seinen Koordinaten
x1, ..., T, beziiglich dieser Basis errechnen. Nach Definition ist ndmlich

v+ +apvy) = Wavy) + -+ U x,vy)
=zl(vy) + -+ 2l (vy),

so dass
l(x) =c1my + -+ + cpp.

Der Wert einer Linearform im neuen Sinne auf einem Element x ist also gleich
einer Linearform im alten Sinne, ausgewertet auf den Koordinaten von x.

20



Ahnliches gilt fiir Bilinearformen. Ist vy, ..., v,, eine Basis von V und
Wi, ..., W, eine Basis von W so errechnet sich der Wert einer Bilinearform
auf Elementen x € V und y € W aus den Werten

b(vi, wj) = gij
nach der Formel

b(X,y) = guiz1th + g12T1Y2 + - - + G1nT1Yn
+ go1T2Y1 + GooXoYo + - - + GonTaYn

+ Im1TmY1 + IGm2Tm Y2 +-+ ImnTmYn-

Der Wert einer Bilinearform im neuen Sinne auf Elementen x und y ist also
gleich einer Bilinearform im alten Sinne, ausgewertet auf den Koordinaten
von x und y.

Nun betrachten wir den Fall, dass W der selbe Modul wie V' ist. Dann
kénnen wir die Symmetrisierung einer Bilinearform b : V' x V' — R durch

s(x,y) = b(x,y) + b(y, x)

und die Spezialisierung von b durch

q(x) = b(x,x)
definieren.

Definition 11. Fine quadratische Form auf einem Modul V iiber einem Ring
R ist eine Funktion q : V — R, die durch Spezialisierung aus einer Bilinear-
formb:V xV — R entsteht.

Definieren wir die Polarisierung einer quadratischen Form durch

p(x,y) = q(x+y) —q(x) —qly),

so gilt Satz 2 sinngeméfl. Die dort vorkommende umkehrbbar eindeutige Zu-

ordnung zwischen den Variablen, welche die Koordinaten von x und von y

beschreiben, entsteht dadurch, dass wir gleiche Basen wihlen, also wy = vy,
C, Wy, = V.

Die Spezialisierung ¢ einer symmetrischen Bilinearform b wird in einer
Basis vy, ..., v, durch eine quadratische Form in n Variablen beschrieben.
Gehen wir zu einer anderen Basis wy, ..., w,, iiber, so dndert sich diese qua-
dratische Form mittels einer linearen Substitution, wie im vorigen Abschnitt
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beschrieben. Dabei wird die quadratische Form genau dann diagonalisiert,
wenn

b(w;,w;) =0 fir i # 7.
Eine Basis mit dieser Eigenschaft nennt man eine Orthogonalbasis fiir die
Form b. Der in Satz 3 vorkommende Koeffizient von u? ist dann

d; = q(w;).

Definition 12. Es sei b eine symmetrische Bilinearform b auf einem Vek-
torraum V' idiber einem Korper K und q thre Spezialisierung.

e Man sagt, b sei ausgeartet, wenn es ein von Null verschiedenes Element
x € V gibt, so dass fiir alley € V' gilt b(x,y) = 0.

Nun sei K der Kéorper R der reellen Zahlen und die Bilinearform b nicht
ausgeartet.

e Man sagt, b sei definit, wenn die Werte q(x) fir alle x # 0 das selbe
Vorzeichen haben. Andernfalls nennt man b indefinit.

Bei definiten Bilinearformen kann man offensichtlich zwischen positiv de-
finiten und negativ definiten unterscheiden.

Satz 4. Es sei b eine symmetrische Bilinearform b auf einem Vektorraum V
tiber einem Korper K und q ihre Spezialisierung. Weiter sei d; = b(v;,v;),
wobet vy, ..., v, eine Orthogonalbasis fiir b ist.

(i) Die Form b ist genau dann ausgeartet, wenn unter den Elementen dy,
..., d, das Nullelement vorkommt.

Nun ser K der Kérper R der reellen Zahlen und die Bilinearform b nicht
ausgeartet.

(i) Die Form b ist genau dann positiv definit, wenn d; >0, ..., d, > 0.
(i1i) Die Form b ist genau dann negativ definit, wenn dy <0, ..., d, <O0.

Beweis. (i) Ist der Koeffizient d; gleich Null, so gilt b(v;,y) = 0 fiir alle
y € V, also ist b ausgeartet. Ist umgekehrt b ausgeartet, so gibt es einen von
Null verschiedenen Vektor x € V', so dass fiir alle i gilt d;x; = b(x,v;) = 0,
wobei z; die ite Koordinate von x bezeichnet. Wegen x # 0 gibt es ein ¢ mit
der Eigenschaft z; # 0, und dann ist d; = 0.

(ii) Ist b positiv definit, so gilt d; = g(v;) > 0 fiir alle 7. Sind umgekehrt
alle d; positiv, so sind in Gleichung (5) alle Terme nichtnegativ. Ist auflerdem
x # 0, so ist wenigstens eine Koordinate x; nicht Null. Also ist wenigstens
ein Term positiv und somit ¢(x) > 0. Analog beweist man (iii). O
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Wie schon erwahnt, lauft die Diagonalisierung einer quadratischen Form
darauf hinaus, eine Orthogonalbasis fiir die zugehorige symmetrische Biline-
arform zu finden. Dieses Verfahren lasst sich auch in der Sprache von Basen
formulieren und wird Gram-Schmidtsches® Orthogonalisierungsverfahren ge-
nannt. Dabei betrachtet man gewohnlich eine positiv definite Bilinearform b
auf einem reellen Vektorraum V' und eine gegebene Basis vy, ..., v, von V.
Man setzt wy = v; und sucht einen Vektor der Form

Wy = Vy + A1 Wi,
der zu w; beziiglich b orthogonal ist, d. h.
b(va, W1) + agb(wy, wy) = b(wy, wy) =0,
und weil b(wy, wy) > 0 ist,

oy = — b(va, W) _
b(wi, W)
Durch Einsetzen erhélt man einen eindeutig bestimmten Vektor wy. Dieser
kann nicht Null sein, weil sich sonst v, durch v; ausdriicken liefe, was bei
einer Basis unmoglich ist. Somit ist auch b(wy, wy) > 0.

Als Néchstes sucht man einen Vektor der Form

W3 = V3 + a32W3o + a3 Wi,
der zu w; und zu wy orthogonal ist, d. h.

b(vs, Wa) + a3ab(Wa, Wa) + az1b(wy, wy) =

b(Vg, Wl) -+ CL32b(W2, Wl) -+ aglb(Wl, Wl) =
und wegen b(wy, wa) = b(ws, w;) = 0 erhalten wir

b(Vg,Wg) b(Vg,Wl)

432 = _b(Wg,W2>’ 431 = _b(Wl,Wl)'

Wie oben sieht man, dass ws # 0 ist, weil sich sonst vs durch v, und v,
ausdriicken liele, und somit ist b(ws, w3) > 0.
Hat man bereits wq, ..., wj,_; bestimmt, so sieht man analog, dass man

b(vkawkfl) N b(vkawl)

Wi = Vi — mwk—l -

b(Wl, Wl) Wi

"nach Jorgen Pedersen Gram (1850-1916), der es in der Wahrscheinlichkeitstheorie
benutzte, und Erhard Schmidt (1876-1959), der es auf unendlichdimensionale Rdume ver-
allgemeinerte.
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setzen muss, solange k < n ist. Am Ende hat man eine Orthogonalbasis wy,
.., w, gefunden, denn man kann die Vektoren vy, ..., v, durch wy, ...,
w,, ausdriicken, also einen beliebigen Vektor x € V in der Form

X =W +...+u,w,

darstellen, und wegen
b(x, w;) = u;b(w;, w;)
sind die Elemente

b(Wi, Wl)

eindeutig bestimmt.

7 Kurven und Fliachen zweiter Ordnung

Eine algebraische Gleichung ist eine Gleichung zwischen Termen, in denen
Variablen x1, ..., x, mit Elementen eines Ringes durch Addition und Mul-
tiplikation verkniipft sind. Da man alle Terme auf eine Seite bringen kann,
hat eine solche Gleichung die Form

p(z1,...,x,) =0,

wobei p ein Polynom ist. Man interessiert sich fiir die Losungsmengen von
algebraischen Gleichungen.
Ist der Ring ein Korper, so konnte man Terme zulassen, in denen die Division vor-

kommt. Man kann aber jeden solchen Term als Quotienten zweier Polynome p; und po
schreiben, und die Losungsmenge der Gleichung

pl(xlv"'vxn) -0
p2(X1y ..., Tp)

ist die Differenzmenge aus den Losungsmengen der Gleichungen

p1(z1,...,2,) =0 und p2(x1,...,2,) =0.

In der Schule werden Gleichungen ersten und zweiten Grades in einer Va-
riablen behandelt, wobei man letztere durch die Methode der quadratischen
Ergénzung einer Losung zufithrt. Wir wollen nun Gleichungen zweiten Gra-
des von mehreren Variablen betrachten. Es sei also ein Polynom p(xy, ..., z,)
zweiten Grades mit Koeffizienten in einem Korper K gegeben. Dieses kénnen
wir in seine homogenen Komponenten zerlegen:

p(1, .. xn) = q(ze, . x,) + Uz, .. 2,) o
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wobei ¢ eine quadratische Form, [ eine Linearform und ¢ eine Konstante
ist. Wir nehmen nun an, dass in K gilt 1 + 1 # 0. Dann kénnen wir nach
Satz 3 die quadratische Form ¢ durch eine umkehrbare lineare Substitution
diagonalisieren, d. h.

q(z1,. .., 2,) = dud + ..+ dud.

Nehmen wir die selbe Substitution in der Linearform [ vor, so erhalten wir
wieder eine Linearform, also

(z1,. .., ) = a1uy + ... + aply.

Betrachten wir nun die Terme mit einer Variablen wu;. Ist der Koeffizient
d; # 0, so hat 2d; ein Inverses b;, und wir finden die quadratische Ergénzung:

Mit der umkehrbaren Substitution

wird dies zu w? — d;a?b?. Tst hingegen d; = 0, aber a; # 0, so ist die Substi-
tution
Wi = —a;U;

umkehrbar. Im Fall d; = a; = 0 setzen wir einfach w; = u;.

Wir bezeichnen die Anzahl der Indizes ¢, fiir die d; # 0 ist, mit k. Des
Weiteren bezeichnen die Anzahl der Indizes i, fiir die d; # 0 oder a; # 0 ist,
mit m. Wir kénnen durch Umnummerierung erreichen, dass die Koeffizienten
d; fiir ¢ < k von Null verschieden und fiir + > £ gleich Null sind, und dass
die a; fiir £ < ¢ < m von Null verschieden und fiir ¢ > m gleich Null sind.
Fassen wir die Konstanten zusammen, so erhalten wir

p(x1,. . 1) = diwd + . A dpW; — Wy — . — Wy — €
mit e € K. Ist m > k, so kann man die Definition von wy; abédndern:
W41 = —AQp+1UE+1 — - -« — AUy — €.
Dann erhalten wir
p(zy, ... 2n) = diwd + ...+ dpwi — Wiy

Ist K der Korper der reellen Zahlen, so konnen wir die Definition von wy; fiir
1 < k so abéndern, dass an Stelle von d; hier 1 oder —1 steht. Kommen keine
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linearen Monome vor, also im Fall k& = m, so ist ein n-Tupel (wy,...,w,)
genau dann eine Losung, wenn (—wy, ..., —w,) eine Losung ist.
Um Informationen iiber die Losungsmenge der vereinfachten Gleichung

dywi + ... +dawi =e oder dyw? + ...+ dpwi = Wy

in Informationen iiber die Losungsmenge der urspriinglichen Gleichung zu
iibersetzen, miissen wir die vorgenommenen Substitutionen miteinander ver-
ketten. Man sieht, dass sich die Variablen wy, ..., w, durch Polynome ersten
Grades in den Variablen x4, ..., x, ausdriicken lassen und umgekehrt. Dies
nennt man eine umkehrbare affine Substitution. Der Grad eines Polynoms
andert sich bei einer affinen Substitution nicht.

Wir wollen nun die erhaltenen Erkenntnisse geometrisch deuten, wobei
zunédchst n = 2 sei. Dazu betrachten wir eine Ebene und interpretieren die
Menge ihrer Verschiebungen als reellen Vektorraum V. Sind P und ) Punkte
der Ebene, so gibt es genau eine Verschiebung, die P auf @) abbildet. Wir
bezeichnen sie mit P().

Nun halten wir in der Ebene einen Punkt O fest. Dann kann man jedem
Vektor x € V einen Punkt P der Ebene zuordnen, ndmlich das Bild von
O unter der Anwendung von x. Umgekehrt kann man jedem Punkt P der
Ebene den Vektor O? zuordnen, genannt Ortsvektor von P. Auf diese Weise
erhalten wir eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den Punkten
der Ebene und den Elementen von V. Diese Zuordnung héngt natiirlich von
der Wahl des Punktes O ab. Ersetzt man O durch einen Punkt N, so un-
terscheiden sich fiir j_e<>ien Punkt P die Ortsvektoren beziiglich O und N um
den selben Vektor ON, denn

OD = ON + ND.

Waihlen wir eine Basis vi, v, von V, so konnen wir jedem Punkt P die
Koordinaten (x, z3) seines Ortsvektors zuordnen. Damit haben wir ein Ko-
ordinatensystem in der Ebene definiert. Den Punkt O nennt man in die-
sem Zusammenhang den Koordinatenursprung. Bei der Wahl eines anderen
Punktes N als Korodinatenursprung hat ein Punkt P andere Koordinaten
(u1,us). Sind (c1, ¢2) die Koordinaten des Punktes N beziiglich O, so héngen
die verschiedenen Koordinaten von P durch die umkehrbare Substitution

Ty =cC1+up

x2262+u2

zusammen. Wechseln wir zudem noch die Basis von V', so ist auf die Ko-
ordinaten eine weitere umkehrbare (lineare) Substitution anzuwenden. Beim
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Wechsel des Koordinatensystems héngen die neuen und alten Koordinaten
eines Punktes also durch eine affine Substitution zusammen.

Nun sei ein Polynom p(z,x2) mit reellen Koeffizienten gegeben. Wir
betrachten die Menge X der Punkte der Ebene, deren Koordinaten (z1,x2)
der algebraischen Gleichung

p('rlaxQ) =0

geniigen. Wechseln wir das Koordinatensystem, so miissen wir in p eine af-
fine Substitution vornehmen. Dabei entsteht aus p wieder ein Polynom. Wir
stellen fest, dass X in jedem Koordinatensystem durch eine algebraische Glei-
chung gegeben ist.

Definition 13. FEine Menge in einer Ebene heifit algebraische Kurve, wenn
sie in einem Koordinatensystem durch eine algebraische Gleichung beschrie-
ben werden kann. Den kleinstméglichen Grad einer solchen Gleichung nennt
man die Ordnung der Kurve. Gibt es einen eindeutig bestimmten Punkt O,
so dass fiir jeden Ortsvektor x eines Punktes der Kurve auch —x Ortsvektor
eines Punktes der Kurve ist, so nennt man O den Mittelpunkt der Kurve.

Eine Kurve zweiter Ordnung hat offenbar genau dann einen Mittelpunkt,
wenn die quadratische homogene Komponente von p nicht ausgeartet ist.

Wir wollen nun die algebraischen Kurven zweiter Ordnung klassifizie-
ren. Nach unseren obigen Ergebnissen haben ihre Gleichungen bei geeigneter
Wahl des Koordinatensystems eine der folgenden Formen.

° x% + x% =c
Die Kurve ist fiir ¢ > 0 eine Ellipse, fiir ¢ = 0 ein Punkt und fiir ¢ < 0
die leere Menge.
o 1l —1i=c
Durch die umkehrbare lineare Substitution
Wy = 1 + To
Wy = T — T2
wird diese Gleichung zu
wi1Wo2 = C.
Die Kurve ist fiir ¢ # 0 eine Hyperbel und fiir ¢ = 0 eine Vereinigung
zweier sich schneidender Geraden.
® Q?% = T2
Die Kurve ist eine Parabel.
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Die Kurve ist fiir ¢ > 0 eine Vereinigung zweier paralleler Geraden, fiir
¢ = 0 eine Gerade und fiir ¢ < 0 die leere Menge.

Man kann noch beide Seiten dieser Gleichungen mit —1 multiplizieren, aber
das fiihrt zu keinen neuen Losungsmengen. Man kann iibrigens durch ei-
ne geeignete Substitution erreichen, dass an Stelle von ¢ hier 1, 0 oder —1
steht. Genaugenommen miisste man noch untersuchen, welche der aufgezéhl-
ten Gleichungen durch eine umkehrbare affine Substitution ineinander um-
geformt werden konnen.

Nun wollen wir die Losungsmengen algebraischer Gleichungen in drei Va-
riablen geometrisch interpretieren. Dazu betrachten wir ,,den”“ Raum und
interpretieren die Menge seiner Verschiebungen als Vektorraum V. Die obige
Diskussion iibertrégt sich auf den dreidimensionalen Fall. Wahlen wir ei-
ne Basis vy, vo, v3 von V und einen Koordinatenursprung O im Raum, so
konnen wir jedem Punkt seine Koordinaten (z1, s, z3) zuordnen.

Definition 14. Eine Menge im Raum heift algebraische Fliche, wenn sie
in ewnem Koordinatensystem durch eine algebraische Gleichung beschrieben
werden kann. Den kleinstmoglichen Grad einer solchen Gleichung nennt man
die Ordnung der Fldche. Gibt es einen eindeutig bestimmten Punkt O, so dass
fiir jeden Ortsvektor x eines Punktes der Fliche auch —x Ortsvektor eines
Punktes der Fliche ist, so nennt man O den Mittelpunkt der Fliche.

Eine Kurve zweiter Ordnung hat offenbar genau dann einen Mittelpunkt,
wenn die quadratische homogene Komponente von p nicht ausgeartet ist.

Wir wollen nun die algebraischen Fléchen zweiter Ordnung klassifizie-
ren. Nach unseren obigen Ergebnissen haben ihre Gleichungen bei geeigneter
Wahl des Koordinatensystems eine der folgenden Formen.

e titaitai=c
Die Fléche ist fiir ¢ > 0 ein Ellipsoid, fiir ¢ = 0 ein Punkt und fiir ¢ < 0
die leere Menge.

e i+l —ai=c
Die Fléache ist fiir ¢ > 0 ein einschaliges Hyperboloid, fiir ¢ = 0 ein
Doppelkegel und fiir ¢ < 0 ein zweischaliges Hyperboloid (dann ist
|z3| > +/—c fiir alle seine Punkte).

° x% + ac% =3
Die Fléche ist ein elliptisches Paraboloid.

28



2 2 _

Durch die umkehrbare lineare Substitution

w1:x1+332
Wy = T1 — X2

W3 = T3

wird diese Gleichung zu
wi1We = Ws.

Die Fléche ist ein hyperbolisches Paraboloid.

2 .2 _

rit+x3=c

Die Flache ist fiir ¢ > 0 ein elliptischer Zylinder, fiir ¢ = 0 eine Gerade
und fiir ¢ < 0 die leere Menge.

2 2 _

Die Fléche ist fiir ¢ # 0 ein hyperbolischer Zylinder und fiir ¢ = 0 eine
Vereinigung zweier sich schneidender Ebenen.

13%:.%2

Die Fléche ist ein parabolischer Zylinder.

2 =c

Die Flache ist fiir ¢ > 0 eine Vereinigung zweier paralleler Ebenen, fiir
¢ = 0 eine Ebene und fiir ¢ < 0 die leere Menge.

Die nach der Klassifikation von Kurven gemachten Bemerkungen gelten hier
ebenfalls. Bilder der Fliachen zweiter Ordnung findet man z. B. auf der Seite
von M. Stroppel. Auch fiir grofleres n interpretiert man die Losungsmengen
von algebraischen Gleichungen in n Variablen geometrisch als sogenannte
Hyperflichen im n-dimensionalen reellen affinen Raum, wenngleich die An-
schauung dann versagt. Eine (Hyper-)Fldche zweiter Ordnung nennt man in
neuerer Zeit auch Quadrik. Was aber ist ein affiner Raum?

Definition 15. Es sei A eine Menge, deren Elemente wir Punkte nennen, bei der fir
jedes Quadrupel von Punkten (P,Q, R, S) festgelegt ist, ob sie ein Parallelogramm bilden.

Wenn ja, schreiben wir PgS. Die Menge A heifit affiner Raum, wenn folgendes gilt.

(a) Fiir belicbige Punkte P, Q) und R gibt es genau einen Punkt S, so dass P

Q

RS,

P
(b) Es gilt immer P _Q.

Q
(c) Es gilt genau dann PgS, wenn PgS.
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S
(d) FEs gilt genau dann PgS, wenn RPQ.

Q S Q
P P .
(e) Wenn RS’ und RTU, dann TU

Eine Teilmenge B eines affinen Raumes A heif§t affiner Unterraum, wenn die Menge B
mit der Finschrinkungen der Parallelogramm-Relation ein affiner Raum ist.

Fiir gegebene Punkte P und @ definieren wir eine Abbildung von A in sich selbst,
genannt Verschiebung ]@, wie folgt. Ist R ein beliebiger Punkt, so ist das Bild von R
derjenige Punkt S, fiir den PgS. Nach (b) und (c) ist das Bild von P unter PT; gleich Q.

Nach (d) und (e) ist eine Verschiebung, die P auf @ abbildet, gleich F@ Die Nacheinan-
derausfiithrung von Verschiebungen (erst x und dann y) wird mit x 4+ y bezeichnet. Dann

gilt
PG+ QR = PR.

Satz 5. Es sei A ein affiner Raum und V die Menge seiner Verschiebungen.
(i) Die identische Abbildung (die wir mit O bezeichnen) gehdrt zu V.
(i) Firallex,ye€V giltx+y=y+x
(i5) Firallex,y,zeV gilt(x+y)+z=x+(y+2z).
(iv) Fiir jedesx € V gibt es einu € V (den entgegengesetzten Vektor), so dass x+u = 0.

(v) Ist B ein affiner Unterraum und W die Menge der Verschiebungen 1@ fiir Punkte
P, Q € B, so ist W abgeschlossen unter + und enthdlt 0 sowie zu jedem seiner
Vektoren den entgegengesetzten Vektor.

Beweis. Es sei P ein beliebiger Punkt.
(i) Nach (a) ist PP dic identische Abbildung.
(ii) Es sei @ das Bild von P unter x und R das Bild von P unter y, und es sei S der

Punkt mit der Eigenschaft PgS . Dann ist S das Bild von R unter x, also das Bild von

P unter y + x. Nach (c) gilt PSS, also ist S das Bild von @ unter y und somit das Bild

von P unter x +y.
(iii) folgt aus allgemeinen Eigenschaften von Abbildungen.

(iv) Es sei @ das Bild von P unter x. Dann ist x = P@), und
PG+QP=PP=0.

(v) folgt direkt aus den Definitionen und dem Bewiesenen. O

Beispiel. Es sei A eine Kreislinie. Fiir Punkte P, @, R und S von A sagen wir, dass

PQS , wenn die Drehung um den Mittelpunkt von A, welche P in @ iiberfiihrt, auch R

in S iiberfithrt. Dann ist A ein affiner Raum im Sinne der obigen Definition, wobei die
Drehungen als Verschiebungen bezeichnet werden.

Wir miissen also den Begriff des affinen Raumes noch einschrinken, um das zu erhal-
ten, was wir uns intuitiv darunter vorstellen.
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Definition 16. Ein reeller affiner Raum ist ein affiner Raum A, bei dem fiir jede Ver-
schiebung x und jede reelle Zahl a eine Verschiebung a - x definiert ist, so dass die Menge
der Verschiebungen V' zu einem reellen Vektorraum wird. Die Dimension von A ist die
Dimension von V.

Ein reeller affiner Unterraum von A ist ein affiner Unterraum B, dessen Menge von
Verschiebungen abgeschlossen unter der Skalarmultiplikation ist.

Bisher haben wir Geraden und Ebenen im Raum intuitiv betrachtet. Streng genommen
handelt es sich um eindimensionale und zweidimensionale reelle affine Unterraume in einem

dreidimensionalen reellen affinen Raum.

Es sei beispielsweise B eine Ebene im Raum A und W die Menge der
Verschiebungen von A, die alle Punkte von B in Punkte von B iiberfiihren.
Wir kénnen einen Koordinatenursprung N in B und eine Basis wi, wy von
W wahlen. Dann besteht die Ebene B aus allen Punkten P, fiir die

ﬁ = t1W1 + t2w2

mit geeigneten reellen Zahlen ¢, to ist. Andererseits kann man einen Koor-
dinatenursprung O € A und eine Basis vy, va, v3 des Vektorraums V' der
Verschiebungen von A wéhlen, so dass

OE‘ = T1V1 + T2Vo + T3V3

mit geeigneten reellen Zahlen xy, x5, x3 ist. Da hier zwei Koordinatensysteme
im Spiel sind, bezeichnet man der Ubersicht halber die Zahlen t;, t5 nicht
als Koordinaten, sondern als Parameter des Punktes P auf der Ebene B.
Driicken wir alle Vektoren durch die Basisvektoren von V' aus, also

Wi = b11vi + by vy 4 b31v3
Wy = b1oVvy + boovo + b3a vy
—
ON = C1V1 + CaVay + C3V3

mit ree@ Zahlen b;; und ¢;, so ergibt sich durch Einsetzen in die Gleichung
ﬁ =ON + ﬁ dghnlich wie auf S. 18 die so genannte Parametrisierung

T = blltl + b12t2 +

Ty = borty + baota + ¢

x3 = barty + baala + 3
Um die Schnittkurve der Ebene B mit einer algebraischen Flédche zu bestim-
men, miissen wir diese Parametrisierung in die Gleichung einsetzen, welche

die Flache im Koordinatensystem 1, x9, x3 beschreibt, und die entstehende
Gleichung in den Variablen t;, t5 untersuchen.
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8 Skalarprodukte und Normen

Definition 17. Ein Skalarprodukt auf einem endlichdimensionalen reellen
Vektorraum V ist eine positiv definite Bilinearform b auf V. Die Norm eines

Vektors x € V' beziiglich b ist ||x|| = /b(z, ).
Offensichtlich gilt fiir t € R
I[# - x| = [¢] - I

Satz 6 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Fiir belicbige Vektoren x,y in einem
Vektorraum V' mat Skalarprodukt gilt

b6, y)I < (1] - [ly [l

Dieser Satz wurde zuerst von Augustin Louis Cauchy (1789-1857) bewie-
sen. Die Verallgemeinerung durch Hermann Amandus Schwarz (1843-1921)
wurde eigentlich schon vorher von Wiktor Jakowlewitsch Bunjakowski (1804
1889) gefunden.

Bewers. Ist einer der Vektoren gleich 0, so wird die Behauptung zu 0 = 0.
Also sei x # 0. Da b positiv definit ist, gilt fiir die Spezialisierung ¢ von b

9(¢(x)y — b(x,y)x) = 0.
Wegen der Bilinearitdat von b bedeutet dies
q(x)*q(y) — 29(x)b(x,¥)* + ¢(x)b(x,y)* = 0,
also nach Division durch ¢(x)

a(x)q(y) > b(x,y)>.

Nun folgt die Behauptung aus der Monotonie der Wurzelfunktion fiir nicht-
negative Argumente. n

Folgerung 2. In der Situation des Satzes gilt
Ix+yll < lIxl + llyll

Es ist namlich

q(x+y) = q(x)+2b(x,y)+q(y) < [IxI[*+2[Ix[[lyll+ [y ]I* = (I=[l+[y])*
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Nun sei A ein affiner Raum und V' der Vektorraum der Verschiebungen
von A. Wéhlt man auf V' eine Norm, so kann den Abstand zweier Punkte P
und @ von A durch

a(P.Q) = | PG|
definieren. Man bezeichnet A zusammen mit dieser Abstandsfunktion d als

Euklidischen Raum. Die Folgerung aus Satz 6 kann man nun auch so formu-
lieren, dass fiir beliebige Punkte P, () und R von A gilt

d(P,Q) +d(Q,R) <d(P,R).

Dies (und auch die Aussage der Folgerung) bezeichnet man als Dreiecksun-
gleichung.

Mit Hilfe der Abstandsfunktion konnen wir folgende Begriffe einfiihren,
die wir spéater bendtigen werden.

Definition 18. Fine Funktion f auf einer Teilmenge X von A heifit deh-
nungsbeschrdankt, wenn es eine positive Zahl C' gibt, so dass fiir alle P, QQ € X
qilt

f(P) = f(Q)] < C-d(P,Q).

Offenbar ist jede polynomiale Funktion vom Grad héchstens 1 dehnungs-
beschrénkt. Bei Polynomen hoheren Grades ist das nur der Fall, wenn man
sie auf eine geniigend kleine Menge einschrénkt.

Definition 19. Fine Teilmenge U von A heifst Umgebung des Punktes P,
wenn es eine positive Zahl e gibt, so dass alle Punkte () mit der Eigenschaft
d(P,Q) < e zuU gehoren.

Auf den ersten Blick scheinen die Begriffe der Umgebung und der Deh-
nungsbeschrinktheit von der Wahl der Norm abzuhéngen. Dies ist aber an-
gesichts von Aufgabe 25 nicht der Fall.

9 Differentiale

Es sei f eine Funktion auf einem reellen affinen Raum A mit Werten im
Korper R der reellen Zahlen. Grob gesagt heifit die Funktion f differenzier-
bar in einem Punkt P von A, wenn sie sich in einer Umgebung dieses Punktes
gut durch ein Polynom vom Grad 1 anndhern lédsst. Die genaue Definition
benotigt den Begriff des Grenzwertes und soll hier nicht gegeben werden.
Statt dessen begniigen wir uns mit einem einfacheren Differenzierbarkeitsbe-
griff. Dazu wéhlen wir eine Norm auf dem Vektorraum V' der Verschiebungen
und bezeichnen die zugehorige Abstandsfunktion auf A mit d.
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Definition 20. FEs sei X eine Teilmenge eines affinen Raumes A und P ein
Punkt von X. Fine Funktion f : X — R heifit stark differenzierbar an der
Stelle P, wenn es eine polynomiale Funktion p vom Grad hochstens 1 auf 'V,
eine Umgebung U von P in X und eine positive Zahl C gibt, so dass fir alle
Qe U gilt

F(Q) = p(Q)] < C-d(P,Q)

Bezeichnen wir die Differenzfunktion f — p mit r, so kénnen wir die Be-
dingung auch in der Form

f=p+r.  [r(@Q)<C-dPQ)

schreiben. Da ein Punkt @ eindeutig durch den Vektor P@ bestimmt ist und

umgekehrt, konnen wir p auch als Funktion von F@ auffassen und dann in
homogene Komponenten zerlegen. Es ist also

p(Q) = ¢ +1(PG),

wobei ¢ eine Konstante und [ eine Linearform auf V' ist.
Lemma 3. Das Polynom in der obigen Definition ist eindeutig bestimmt.

Das gilt dann natiirlich auch fiir die Linearform [. Man nennt sie das
Differential von f an der Stelle P.

Bewers. Setzen wir () = P, so erhalten wir

r(P) <0,  f(P)=p(P), p(P)=c

also ist ¢ = f(P) eindeutig bestimmt. Gibt es ein weiteres Polynom vom

Grad 1
4(Q) = ¢+ m(PQ)

und eine Konstante D > 0, so dass ebenfalls

f=a+s  [s@Q)|<D-dPQ),

so folgt nach der Dreiecksungleichung

12(Q) = p(Q)] = Q) = s(Q)] < ["(@)] + 1s(Q)] < (C' + D)d(P,Q)*.

Setzen wir die Formeln fiir p und ¢ ein, so kiirzt sich ¢ weg, und wir kénnen
alles durch den Vektor F@ ausdriicken, den wir mit t bezeichnen. Wahlen
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wir die positive Zahl e wie in der Definition der Umgebung, so ergibt sich fiir
alle t € V mit der Eigenschaft ||t|| < e, dass

[1(t) —m(t)] < (C'+ D)[t]*.

Hier kénnen wir t durch st ersetzen, wobei 0 < s < 1, und wegen der
Homogenitét von [ und m folgt

s|i(t) = m(t)] < s*(C + D)It[]*,

und fir 0 < s <1
1(t) —m(t)| < s(C + D)||t]>.

Angenommen, die linke Seite ist fiir einen Vektor t nicht Null. Dann muss
t # 0 sein, also ||t|]] > 0 wegen der Definition der Norm, und wir kénnen
beide Seiten durch (C + D)||t||? dividieren. Setzen wir s gleich der kleineren
der beiden Zahlen

|(t) — m(t)]

— d 1

A0+ D)
so erhalten wir einen Widerspruch. Fiir ||t|| < e folgt also [(t) = m(t), und
wegen der Homogenitét gilt dies fiir alle t € V. O]

Die Begriffe der starken Differenzierbarkeit und des Differentials héngen
angesichts von Aufgabe 25 nicht von der Wahl der Norm ab. Die starke
Differenzierbarkeit ist eine lokale Figenschaft einer Funktion: Stimmen zwei
Funktionen in einer Umgebung von P {iiberein, so haben sie auch das selbe
Differential an der Stelle P. Eine wichtige Anwendung ist durch folgenden
Satz gegeben.

Satz 7. Ist die Funktion f an der Stelle P stark differenzierbar und hat dort
ein lokales Extremum, so ist P ein stationdrer Punkt von f, das heifit, das
Differential von f an dieser Stelle ist gleich Null.

Beweis. Angenommen, f hat an der Stelle P ein lokales Minimum, das heif}t,
es gibt eine positive Zahl e, so dass fiir d(P,Q) < e gilt f(P) < f(Q).
Schreiben wir f(Q) = f(P) + l(@) + (@), wobei [ das Differential ist, so
folgt

~I(PG) < 1(Q).

Wenn wir e klein genug wéhlen, so gibt es eine Konstante C' > 0, so dass fiir
t € V mit der Eigenschaft [[t|| < e gilt

—1(t) < Clt]%
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Ersetzen wir t durch —t, so erhalten wir
I(t) < CJIt]%,

zusammengefasst also

1(t)] < Clt]*.

Fiir 0 < s <1 folgt, indem wir t durch st ersetzen und durch s dividieren,
U(t)] < sClIt]*.
Wire t # 0, aber [(t) # 0, so konnten wir s gleich der kleineren der beiden

Zahlen It
w

S 1
2[|¢]]2

setzen und erhielten einen Widerspruch. Also ist [(t) = 0, falls ||t]| < e, und
wegen der Homogenitét gilt das fiir beliebige t.

Der Beweis fiir ein lokales Maximum ist dhnlich, kann aber auch durch
Anwendung des Bewiesenen auf die Funktion — f ersetzt werden. O

Es ist offensichtlich, dass das Differential einer polynomialen Funktion
vom Grad hochstens 1 gleich der linearen homogenen Komponente des Poly-
noms ist. Um die Differentiale weiterer Funktionen praktisch zu bestimmen,
benutzt man Differentiationsregeln wie die folgenden.

Satz 8. Die Funktionen f und g auf einer Teilmenge X eines affinen Raumes
A seien an der Stelle P stark differenzierbar, und ihre Differentiale seien |
und m. Dann sind auch die Funktionen f+ g und f - g stark differenzierbar,
und ihre Differentiale sind l+m bzw. g(P)-l+ f(P)-m. Ist zudem g(P) # 0,
so st auch die Funktion § an der Stelle P stark differenzierbar.

Man kann das Differential von g, nennen wir es n, wie folgt bestimmen.

Wegen g - § = f ist nach der Produktregel aus dem Satz

e o
m +g(P) [
also
B S A U .
9(P) g(P)?
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Beweis von Satz 8. Wir beweisen zunéchst die Produktregel. Laut Definition
gilt
f=p+r.  g=aq+s,
wobei
P@Q) = F(P)+UPG), 4@ = g(P)+m(PQ)
und es Konstanten B, C' und e gibt, so dass fiir d(P, Q) < e gilt

Wegen der Dehnungsbeschrianktheit von Linearformen (Aufgabe 26) gibt es
Konstanten D und E, so dass

I(PQ)| < D-d(P,Q),  |m(PQ)| < E-d(P,Q),

also nach der Dreiecksungleichung

P@)] < [f(P)[+ Be,  |g(Q)] < [g(P)]+ Ce.

Wir bezeichnen die rechten Seiten mit F und G.
Wir untersuchen nun die Produktfunktion

f-9=p-q+p-s+q-r+r-s
Fir d(P, Q) < e gilt

p(Q) - 5(Q) +a(Q) - 1(Q) +7(Q) - s(Q)| < (FE +GD + €*)d(P, Q).

AuBlerdem ist

p(Q)a(Q) = F(P)g(P) + g(PY(PQ) + F(Pym(PG) + L(PQ)m(PQ),

wobei der letzte Term wegen

1(PQ)m(PG)| < DE - d(P,Q)*

dem Restglied zugeschlagen werden kann. Mit der Definition des Differentials
folgt die Behauptung.

Der Beweis der Summenregel ist dhnlich, aber viel einfacher.

Die starke Differenzierbarkeit von Quotientenfunktionen brauchen wir nur fiir den
Zahler 1 zu beweisen, weil der allgemeine Fall dann mit der Produktregel folgt. Wir miissen
also zeigen, dass ﬁ in einer Umgebung von P gut durch

L (P

g(P) g(P)?
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approximiert wird, genauer gesagt, dass der Absolutbetrag der Differenz

11
9(P) 9(Q)

fiir d(P, Q) < e durch ein Vielfaches von d(P, Q)? beschriinkt ist. Nun ist aber

1
- ppm(Pd) (")

g(P) 9(Q  gP9@Q —  9(P)9@Q)

Nach der Dreiecksungleichung ist

L1 g@-g(P) _m(PQ)+s(Q)

19(P)] < 19(Q)] + [m(PQ)| < |g(Q)| + Ee.

Da die Zahl a = |g(P)| positiv ist, kénnen wir e so klein wihlen, dass auch die Zahl
b = a — Fe positiv ist, und fiir d(P, Q) < e folgt

1 1 E+Ce
@1z |- | <5

Andererseits kénnen wir den Ausdruck (7) in der Form

m(PQ)+5(@ 1 m@):muﬁ)( L)

- g(P) \g(Q) g(P)

d(P, Q).

9(P)g(Q) 9(P)?

schreiben, und sein Absolutbetrag ist beschriankt durch

E(E+Ce) C ,

Fiir praktische Rechnungen wéhlt man meist ein Koordinatensystem auf

dem affinen Raum A, also einen Koordinatenursprung O und eine Basis vy,

.., vy von V. Da uns die Wahl der Norm auf V freisteht, wahlen wir der
Einfachheit halber

Htlvl—l-—i-thnH = \/t%—F—l—t%

Ein Punkt P ist durch seine Koordinaten z1, ..., x, gegeben, und statt f(P)
schreiben wir f(zy,...,x,). Das Differential [ von f an der Stelle P ist dann
durch die Zahlen

a; = l(Vz)

bestimmt. Wie kann man sie ermitteln? Bezeichnen wir die Koordinaten von
PQ mit t;, so ist laut Definition des Differentials

flor+t,. o xn +tn) = f(xg, . xn) Farty + oo 4 antn +7(t, ..o ),

wobei
[r(ty, ... ty)| S O3+ ... +13)
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fiir geniigend kleine Werte von 3 + ... + 2.
Betrachten wir zunéchst den Fall n = 1. Dann brauchen wir keine Indizes,
und unsere Bedingung wird zu

flx+1t) = f(x) + at +r(t), Ir(t)] < Ct?

fiir kleine |t|. Die Zahl a nennt man dann die Ableitung von f an der Stelle =
und bezeichnet sie nach Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) mit f’(z). Aus
Satz 8 folgen die bekannten Ableitungsregeln

N _f9-f-¢
(f+9)=f+9, (-9 =f-9+fd, (E -z
die gelten, sobald die rechten Seiten definiert sind. Des weiteren gilt die
Kettenregel: Ist f an der Stelle z stark differenzierbar und ist g an der Stelle
y = f(x) stark differenzierbar, so ist die durch g o f(x) = g(f(x)) definierte
Verkettung f o g an der Stelle = stark differenzierbar, und es gilt

(go f)(z)=4d'(y) f(x).

Betrachtet man die Ableitungen wieder als Funktionen, so kann man die
Kettenregel auch in der Form

(gof) =(gof)-f

schreiben.

Die Bezeichnung , Differential“ geht auf Leibniz (1646-1716) zuriick, der
darunter allerdings eine unendlich kleine Gréfle verstand, die es in der Stan-
dardmathematik nicht gibt. Spater hat man das Differential df der Funktion
f an der Stelle P als die o. g. Linearform [ umgedeutet. Man kann die Varia-
ble x als Funktion auf R interpretieren, die somit ebenfalls ein Differential
besitzt, und dann gilt

df = f'(x) dz,

was Leibniz’ Schreibweise % (gelesen ,,d f nach d =) und die Bezeichnung
,, Differentialquotient fiir die Ableitung halbwegs rehabilitiert. Traditionell
ist es allerdings uniiblich, die Abhéngigkeit des Differentials df vom Punkt x
und der Variablen ¢ auszudriicken.

Nun betrachten wir einen affinen Raum A von beliebiger Dimension n. Ist
von den Koordinaten ¢; nur eine von Null verschieden, so wird die Bedingung
an das Differential zu

floy, . i+t . xn) = f(xy, .. xn) +aiti +7(0,. . t, ..., 0),

39



wobel
17(0,... tiy...,0)| < C -t

fir kleine |t;|. Wir sehen, dass a; nichts anderes ist als die Ableitung von
f als Funktion der iten Variablen, wobei alle anderen Variablen konstant
gehalten werden. Dies nennt man die partielle Ableitung von f nach der ¢ten
Variablen. Gegen die klassische Schreibweise g—i (gelesen ,,d f nach d = i“)
von Gustav Jacobi (1804-1851) konnte sich keine einheitliche Schreibweise
durchsetzen, welche die Abhéngigkeit von (x1, ..., z,) zum Ausdruck bringt.
Auch im mehrdimensionalen Fall ist die Bezeichnung df fiir das Diffe-
rential der Funktion f iiblich. Hier kann man die Variable z; als Funktion
interpretieren, die einem Punkt seine ite Koordinate zuordnet. Dann ist das
Differential dx; eine Linearform, die auf v; den Wert 1 und auf allen anderen
Basisvektoren den Wert 0 annimmt. Somit gilt
of of

df = —d
f 8$1 zt +8$n

dx,,.

Man kann die Ableitungsregeln aus Satz 8 in der klassischen Schreibweise
von Differentialen ausdriicken:

d(f+g)=df +dg,  d(f-g)=df-g+f-dg, d(g)zw-

Beispiel. Wir betrachten die Funktion

f(x1,29) =3¢ /2t + 23+ 1 — 21 — 2,.

Dann sind die partiellen Ableitungen gegeben durch

af . 3.1'1 1
O 2 rai+1l
af . 3372 _9

Oy 3+ a3 +1

Hier haben wir neben den bereits genannten Ableitungsregeln auch die Ket-
tenregel benutzt. An einem stationdren Punkt miissen die partiellen Ablei-
tungen verschwinden, d. h.

31‘1 —1
i+ a3+ 1
L:Q
i+ a3+ 1
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Es folgt 221 = x9. Damit kénnen wir x5 aus der ersten Gleichung eliminieren.
Multiplizieren wir beide Seiten mit dem positiven Nenner, so folgt

31’1 = \/55(3%—#1

Quadrieren ergibt 92% = 5% + 1, also 2% = }1. Als Quadratwurzel muss 3z
positiv sein. Die Funktion f hat somit nur den stationédren Punkt (%, 1).
Strenggenommen muss man zunéchst priifen, ob eine gegebene Funktion tatséchlich

stark differenzierbar ist. Dies geschieht praktisch meist unter Benutzung des folgenden
Kriteriums.

Satz 9. Es sei f eine Funktion in der Umgebung eines Punktes P in einem affinen
Raum, auf dem ein Koordinatensystem gewdhlt ist. Wenn f in einer Umgebung von P
beziiglich jeder Koordinate stark partiell differenzierbar ist und die partiellen Ableitungen
dehnungsbeschrdankt sind, dann ist f an der Stelle P stark differenzierbar.

Damit ist die Frage auf die starke Differenzierbarkeit von Funktionen einer Varia-
blen zuriickgefiihrt. Die elementaren Funktionen, die man aus Konstanten, der identischen
Funktion, den Winkelfunktionen, der Exponentialfunktion und der Logarithmusfunktion
durch Rechenoperationen und Verkettung bilden kann, sind auf ihren natiirlichen Defini-

tionsbereichen séamtlich stark differenzierbar.

10 Zweite Differentiale

Bisher haben wir das Differential [(t) einer Funktion f nur an einer festen
Stelle P betrachtet. Wenn wir sagen, dass f auf einer Menge X stark diffe-
renzierbar ist, so meinen wir, dass dies an jeder Stelle () von X der Fall ist.
In diesem Fall hangt das Differential natiirlich von @) ab, und wir schreiben

1(t, Q).

Definition 21. Es sei X eine Teilmenge eines affinen Raumes A und P ein
Punkt von X. Fine Funktion f : X — R heiAfSt zweimal stark differenzierbar
an der Stelle P, wenn sie an jeder Stelle () einer Umgebung U von P stark

differenzierbar ist und ihr Differential fir jeden festen Vektor als Funktion
von @ wiederum stark differenzierbar an der Stelle P ist.

Fiir festes t ist das Differential der Funktion [(t, Q) an der Stelle P eine
Linearform, deren Argument wir mit einer neuen Variablen u bezeichnen.
AuBlerdem héngt es immer noch von t ab, und wir bezeichnen es mit h(t, u).
Man nennt es das zweite Differential von f an der Stelle P.

Ausfiihrlich bedeutet die starke Differenzierbarkeit von f an einer Stelle @), dass es
eine Zahl C1(Q) gibt, so dass fiir R in einer Umgebung von @ gilt

F(R) = F(Q) +1QE,Q) +m(Q.R),  [m(Q,R) < C1(Q)d(Q, R).
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Fiir festes t bedeutet die starke Differenzierbarkeit von [ an der Stelle P, dass es eine Zahl
Cs(t) gibt, so dass fiir @ in einer Umgebung von P gilt

1(£,Q) = (&, P) + h(6, PQ) + ra(6,Q),  Ira(t, Q)] < Co(t)d(P, Q).
Wegen

(s+t,Q)=1IsQ)+1(t,Q), lla-t,Q)=a-I(tQ)
fiir alles, t € V,a € R und Q) € X folgt mit Satz 8, dass
h(s 4+ t,u) = h(s,u) + h(t,u), h(a-t,u) =a- h(t,u).

Somit ist das zweite Differential eine Bilinearform, die man nach Otto Hesse
(1811-1874) auch Hesse-Form® nennt.

Satz 10 (Schwarz). Ist f in einer Umgebung von P zweimal stark diffe-
renzierbar und ist das zweite Differential h(t,u) fir feste t und u in einer
Umgebung von P dehnungsbeschrinkt, so ist es im Punkt P eine symmetri-
sche Bilinearform.

Wir weichen hier etwas von der urspriinglichen Formulierung durch Her-
mann Amandus Schwarz ab.

Satz 11. Die Funktion f sei auf einer Teilmenge X des affinen Raumes
A zweimal stark differenzierbar, und ihr zweites Differential sei dehnungsbe-
schrdankt. Dann gibt es fir jeden Punkt P von X eine polynomiale Funktion
p vom Grad hochstens 2 und eine Konstante C, so dass

F(Q) —p(@)] < C-d(P.Q).

Ist | das (erste) Differential und h das zweite Differential von f an der Stel-
le P, und ist q die Spezialisierung von h, so gilt

P(Q) = F(P) +1(PG) + Ja(PQ).

Man nennt p das Taylor-Polynom zweiten Grades von f an der Stelle P
nach Brook Taylor (1685-1731), der eine solche Formel mit Polynomen be-
liebigen Grades entdeckt hat. Die Beweise der Sétze 9, 10 und 11 benutzen
den Mittelwertsatz der Differentialrechnung und werden hier nicht gegeben.

6Hesse hatte behauptet, dass eine Form, deren zweites Differential an jeder Stelle ausge-
artet ist, sich durch umkehrbare lineare Substitutionen auf eine Form zuriickfithren l&sst,
in der eine der Variablen fehlt. Obwohl sich dies als falsch herausstellte, blieb es bei der
Bezeichnung.
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Satz 12. In der Situation von Satz 11 sei P ein stationdrer Punkt von f.
Dann gilt:

(1) Ist h positiv definit, so hat f an der Stelle P ein lokales Minimum.
(i1) Ist h negativ definit, so hat f an der Stelle P ein lokales Mazimum.
(i1i) Ist h indefinit, so hat f an der Stelle P kein lokales Extremum.

Beweis. Fiir d(P,Q) < e haben wir

£(Q) = F(P) + 5a(PG) +r(PQ)
wobei fiir ||t|| < e gilt
(6)] < Clle)P.

Ist 0 < s < 1 und R das Bild von P unter der Verschiebung st, so ist
d(P,R) < e, und ist auflerdem

lg(t)|
<
el T EN
so gilt
1 1
r(st)] < Ol < getate) = |a(st)]
also hat

FR) = F(Q) = Jalst) + r(st)

das selbe Vorzeichen wie £g¢(st), d. h. wie ¢(t). Fiir R in einer Umgebung
von P kommen somit bei dieser Differenz die selben Vorzeichen vor wie bei
der quadratischen Form ¢. Hieraus folgt bereits die Behauptung (iii). Ist h
definit, so gibt es laut Aufgabe 25 eine positive Zahl ¢, so dass c|q(t)| > ||t]|
fiir alle t, und dann gelten die obigen Abschétzungen fiir alle Punkte R mit
der Eigenschaft d(P, R) < min(e, ﬁ) O]

Der Graph einer nichtausgearteten quadratischen Form auf einem zwei-
dimensionalen Vektorraum ist ein Hyperboloid, und zwar ein elliptisches im
definiten Fall und ein hyperbolisches im indefiniten Fall. Da letzteres an einen
Sattel erinnert, nennt man P im Fall (iii) einen Sattelpunkt von f (sogar fiir
beliebige Dimension).

Es stellt sich wieder die Frage, wie man das zweite Differential praktisch
berechnet, wenn auf dem affinen Raum A ein Koordinatensystem vorgege-
ben ist und f als Funktion von n Variablen 1, ..., x, interpretiert wird.
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Betrachten wir zunéchst den Fall n = 1. Dann ist das (erste) Differential
gegeben durch

I(t,z) = f'(x)t.

Das Differential dieser Funktion von z fiir festes ¢ ist
h(t,u) = f"(x)tu,

wobei f” die zweite Ableitung (also die Ableitung der Ableitung) bezeichnet.
Die Spezialisierung ist dann ¢(t) = f”(x)t*>. Wir erinnern uns, dass Leibniz
das Differential [ mit df bezeichnet hat, was auf die Formel df = f'dx fiihrte.
Fiir die Spezialisierung ¢ des zweiten Differentials h schreibt man traditionell
d*f (gelesen d zwei f), so dass sich ergibt

&Pf = f"da®.
Dies rechtfertigt halbwegs die Leibnizsche Schreibweise
d*f

dx?

(gelesen ,,d zwei f nach d = [zum] Quadrat®) fiir die zweite Ableitung.
Nun kommen wir zum Fall von n Variablen. Das erste Differential hat die
Form

Wty ooyt 1,y xy) = a1(Ty, . )ty 4 o an(T1, o Tp) .
Bilden wir hiervon das Differential fiir feste ¢4, ..., t,, so erhalten wir

h(ti, ... to,ur, .., un) = hintiug + hagtiug + ... + hagtiu,
+ h21t2u1 + h22t2u2 + ...+ hgntgun

+ hnltnul + thtnUQ + ...+ hnntnunu

wobei h;; die partielle Ableitung von a; nach z; ist. Da a; selbst die par-
tielle Ableitung von f nach z; ist, handelt es sich um eine zweite partielle
Ableitung, fiir die sich die Schreibweise

02 f

" 81’281‘]

(gelesen ,,d zwei f nach d z ¢ d x j“) eingebiirgert hat. Hier haben Zé&hler
und Nenner fiir sich genommen allerdings keinen Sinn.
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Interpretieren wir wieder die Variablen x; als Funktionen, die ebenfalls
Differentiale besitzen, so ergibt sich die klassische Schreibweise fiir das zweite
Differential (genauer gesagt, seine Spezialisierung)

0% f o0 f o0 f
Pf==—=da?+2—2dxid o2 dridx,
! or? Tt 01102 Tt 10Ty, e
o*f o0 f
—da? .12 drodx,
+ 8x§ x5 + + Dydr, Todx
Pf o,
—i—a?da:n

Beispiel. Wir betrachten wieder die Funktion

f(x1,29) =3¢ /at + 23+ 1 — 21 — 219

aus dem vorigen Absatz. Thre zweiten partiellen Ableitungen sind gegeben
durch

>Pf 3+ 1
0x? (2% + a3+ 1)3/2
52f o T1T2
Ox10xy (224 2%+ 1)3/2
O f i +1

or3 (2 + a3+ 1)3/2

Im stationdren Punkt (%, 1) haben sie die Werte

0?f 16 0 f 4 o?f 10
6_56%:3’ 0710z 9’ 8_1’325
Die Hesse-Form ist somit gleich
16 4 4 10
h(t,u) = gtlul - §t1u2 - §t2u1 + gtgug
und ihre Spezialisierung gleich
Et% — §t1t2 + Et%.
9 9 9
Durch quadratische Ergénzung wird letztere zu
%6(151 - itg)"’ + 3.

Diese quadratische Form ist positiv definit, also hat f an der Stelle (l, 1)

2
nach Satz 12 ein lokales Minimum.
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11 Matrizen

Das Rechnen mit linearen Substitutionen und Bilinearformen bringt viel
Schreibarbeit mit sich. Die wesentliche Information iiber eine lineare Sub-
stutution, z. B.

Uy = x1 + 319 + 4xg
Ug = T1 +4ZL’2+5ZL’3

U3 =x1+ T2+ X3

(vgl. S. 12) ist in dem Schema von Zahlen

— s W
— Ot

1
1
1

enthalten, das man eine Matrix nennt. Verkettet man die obige lineare Sub-
stutution mit einer weiteren, z. B.

1 :tl +2t2
o =1
T3 :tl —3t2

deren Matrix
1 2

1 0
1 -3

ist, so ergibt sich die lineare Substitution

Uy = 8t1 — 10t2
Ug = 10t1 - 13t2
Uz = 3t1 — tQ

deren Matrix man das Produkt der gegebenen Matrizen nennt:

1 3 4 1 2 8 —10
1 4 5 1 0 ]=110 —-13
1 11 1 -3 3 -1

Anstelle von Zahlen konnten hier auch Elemente eines Ringes stehen. Wir
werden Matrizen mit fettgedruckten Groflbuchstaben bezeichnen und den
Eintrag einer Matrix A, der in der iten Zeile und jten Spalte steht, mit a;;.
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Definition 22. Das Produkt von Matrizen A und B mit Eintrdagen in einem
Ring R ist definiert, wenn A genau so viele Spalten hat, wie B Zeilen hat
(sagen wir n). Die Matric C = AB hat dann genau so vielen Zeilen wie A
und genau so vielen Spalten wie B, und thre Fintrige sind

Cij = ailblj 4+ ...+ ambnj.

Die Multiplikation von Matrizen ist assoziativ, aber nicht kommutativ.
Der trivialen Substitution w; = z1, ..., u, = x, entspricht die Einheits-
matrix E (oder E,, wenn man die Anzahl der Zeilen und Spalten angeben
will), bei der auf der Diagonalen Einsen und an allen anderen Stellen Nullen
stehen. Fiir alle Matrizen gilt AE = A, EB = B, falls die Produkte definiert
sind.

Eine Matrix, die nur eine Zeile (bzw. nur eine Spalte) hat, bezeichnet man
als Zeilenvektor (bzw. Spaltenvektor). Man kann eine lineare Substitution
auch durch Matrizenmultiplikation ausdriicken, z. B. die eingangs angefiihrte

’LL]_ 1 3 4 x]_
U2 = 1 4 5 i)
Us 1 11 Z3

Deshalb ordnet man Koordinaten bevorzugt in Spaltenvektoren an. Zeilen-
vektoren erscheinen hingegen, wenn man eine Linearform durch Matrizen-
multiplikation ausdriickt:

|

Hxy, ... xn) =a1x1 + ...+ apxy, = (a1 an)

Auch bei einer Bilinearform, z. B.

b(x1, 72, Y1, Y2, Y3) = 311 — 2212 + 421Y3
+ xoy1 + Dxalys — Tays3

(vgl. S. 9) kann man die wesentliche Information platzsparend in einer Matrix
wiedergeben, im gegebenen Fall

3 -2 4
B_(l 5 —1>

Man nennt sie die Gramsche Matrix der Bilinearform b. Vertauscht man die
Buchstaben x und y, so entsteht wieder eine Bilinearform

C($175€2,$37?}1>yz) = b(@/lay%ﬂ?l’@;iﬁs)-
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Ihre Gramsche Matrix hat die Eintrdge ¢;; = bj;. Man nennt sie die transpo-
nierte Matrix B'. Natiirlich ist eine Bilinearform genau dann symmetrisch,
wenn ihre Gramsche Matrix symmetrisch ist in dem Sinne, dass B = BT gilt.
Man kann sich leicht klar machen, dass

(AB)" =B'AT.

Auch den Wert einer Bilinearform kann man durch Matrizenmultiplika-
tion ausdriicken, im obigen Beispiel etwa

Y1

3 =2 4
b($1;$2>ylay2793) = (xl x2) (1 5 _1) Y2
Y3

Bezeichnet man die aus den Variablen gebildeten Spaltenvektoren mit x
bzw. y, so ist der Wert einer Bilinearform mit Gramscher Matrix B gleich

x' By.

Ist die Anzahl der - und y-Variablen gleich, so ist der Wert der Spezialisie-
rung gegeben durch
x ' Bx.

Wir wissen, dass jede quadratische Form mit Koeffizienten in einem Ring
R durch Spezialisierung aus einer Bilinearform entsteht, und nach Folge-
rung 1 sogar aus einer eindeutig bestimmten symmetrischen Bilinearform,
wenn 2 in R invertierbar ist. Man kann dann von der Gramschen Matrix
einer quadratischen Form sprechen. Nehmen wir eine Substitution x = Au
vor, so ist der Wert der quadratischen Form in den Variablen uq, ..., u,
wegen der Assoziativitdt der Matrizenmultiplikation gleich

(Au) ' B(Au) =u' (A"BA)u.

Die Gramsche Matrix in den neuen Variablen ist also die symmetrische Ma-
trix

A'BA.
Eine solche Matrix nennt man zur Matrix B kongruent (vorausgesetzt, A ist
regulér). Eine Quadratische Form hat genau dann Diagonalform, wenn ihre
Gramsche Matrix im offensichtlichen Sinne eine Diagonalmatrix ist.

Als Anwendung des Begriffs der Bilinearform hatten wir die Hessesche
Form einer Funktion f an einer Stelle des Definitionsbereiches betrachtet.
Wihlen wir ein Koordinatensystem xy, ..., z,, so hat die Hesse-Form eine
Gramsche Matrix H, genannt Hesse-Matrix, mit den Eintrdgen

0% f

J 8@(%]
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12 Lineare Gleichungssysteme
Wir betrachten lineare” Gleichungssysteme, z. B.

r1+ 3x9 + 4x3 =2
r1+4xs +br3 =1

T+ To+ Igzl

In der Schule werden solche Gleichungssysteme meist durch Elimination
gelsst. Dabei ist es nicht leicht, die Ubersicht dariiber zu behalten, welche
Gleichungen noch gebraucht werden. Statt dessen kann man das System in
aquivalente Systeme umformen und dabei schrittweise vereinfachen.

Um z; aus der zweiten und dritten Gleichung zu eliminieren, subtrahieren
wir die erste Gleichung von jenen Gleichungen:

ZE1+3$2+4J}3:2
To+ x3=—1

—2!132 - 3£L'3 =-1

Nun eliminieren wir z5 aus der dritten Gleichung, indem wir zu ihr das Dop-
pelte der zweiten Gleichung addieren:

1+ 319 + 43 =2
172+ ZE3:—1

—T3 = -3

Wir haben hier das Gaufische Eliminationsverfahren angewendet, das nach
Carl Friedrich Gauf (1777-1855) benannt ist und das System im Idealfall in
eine Dreiecksform bringt.

Wir konnen die Losung fiir x3 aus der letzten Gleichung ablesen und in
die anderen einsetzen. Wir bleiben aber bei unserer Methode und addieren
die letzte Gleichung zur zweiten sowie das Vierfache der letzten Gleichung
zur ersten:

T+ 31’2 =-10
i) =—4
—T3 = -3

"Wenn man alle Terme auf die linken Seiten bringt, entstehen genaugenommen nur
dann Linearformen, wenn die rechten Seiten vorher gleich Null waren. In diesem Fall
spricht man von homogenen Gleichungen.
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Nun subtrahieren wir das Dreifache der zweiten Gleichung von der ersten
und multiplizieren die letzte Gleichung mit —1:

T =2
To =—4

1'3:3

Da alle Operationen umkehrbar waren, ist das vereinfachte Gleichungssystem
aquivalent zu dem Ausgangssystem. Die beschriebene Methode nennt man
nach Gau und Wilhelm Jordan (1842-1899) und mitunter den GauB-Jordan-
Algorithmus.

Auch hier kann man sich durch Verwendung von Matrizen viel Schreibar-
beit sparen. Das Gleichungssystem lésst sich in der Form Ax = b schreiben,
wobei A die sogenannte Koeffizientenmatrix des Systems und b ein Spalten-
vektor von Konstanten ist. Um die die gesamte Information aufzuzeichnen,
benotigen wir die erweiterte Koeffizientenmatrix, die neben A den Spalten-
vektor b enthilt:

1
1
1

— s W
— Ot

2

1

1

Unsere Umformungen erscheinen nun als Zeilenoperationen. Wir kénnen
e cin Vielfaches einer Zeile zu einer anderen Zeile addieren und

e cine Zeile mit einer von Null verschiedenen Zahl multiplizieren.

Die Folge der obigen Umformungen lésst sich nun wie folgt notieren:

13 42 1 3 4 2 13 4 2
145 1), o1 1 -1], o1 1 -1],
1111 0 -2 -3 —1 00 -1 -3
13 0 —10 10 0 2 100 2
01 0 —-4],{o1 0 —4]fo10 —4
00 —1 -3 00 -1 -3/ \0o01 3

Wir kénnen mit dieser Methode nicht nur Gleichungssysteme losen, son-
dern auch lineare Substitutionen umkehren, falls diese umkehrbar sind. Be-
trachten wir wieder unser Beispiel

r1 + 319 + 43 = Uy
r1 + 49 + by = Us

Tr1+ T2+ x3= Us
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Diesmal gehen wir sofort zur Matrizenschreibweise iiber und fiihren die sel-
ben umkehrbaren Zeilenoperationen wie oben aus, die man sich natiirlich als
Operationen auf dem Gleichungssystem vorstellen kann:

134100 13 4 1 00 13 4 1 00
145010),{60 1.1 -1 10),f01 1 =11 0],
111001 0 -2 -3 -1 0 1 00 -1 =3 21
13 0 —-11 8 4 10 0 1 —-11 100 1 -1 1
601 0 -4 31,101 0 -4 3 1],{010 -4 3 1
00 -1 =3 21 00 -1 -3 2 1 06001 3 -2 -1

Damit haben wir unser Gleichungssystem in das dquivalente System

1 = U — U+ ug,
) = —4U1 + ?)UQ + us,
T3 = 3U1 — 2162 — Uus.

umgewandelt. In dem Beispiel am Anfang von Abschnitt 4 war dieses Ergeb-
nis ohne Rechenweg mitgeteilt (und nachgepriift) worden.

Man kann das vorangehende Ergebnis auch so interpretieren, dass wir
nacheinander zwei lineare Substitutionen vornehmen und im Ergebnis die
triviale Substitution erhalten. Dabei kommt es nicht einmal auf die Reihen-
folge an. In der Sprache der Matrizenmultiplikation bedeutet dies

1 3 4 1 -1 1 1 -1 1 1 3 4 1 00
1 4 5 -4 3 1 |=1-4 3 1 1 45|=1010
1 11 3 -2 -1 3 =2 -1 1 11 0 01

Definition 23. Fine Matriz, die ber Multiplikation mit einer gegebenen Ma-
trix A die Einheitsmatriz ergibt, heifit inverse Matriz von A. Wenn A eine
inverse Matrix besitzt, so nennt man A eine requldre Matriz, andernfalls eine
singuldre Matrix.

Sind B und C inverse Matrizen von A, so ist B = B(AC) = (BA)C = C.
Die inverse Matrix ist also eindeutig bestimmt und wird mit A~! bezeichnet.

Der GauB-Jordan-Algorithmus ist auf lineare Gleichungssysteme mit Ko-
effizienten in einem beliebigen Korper anwendbar. Allerdings fithrt er mitun-
ter nicht auf eine Diagonalform, so z. B. bei folgendem Gleichungssystem.

2x1—3x2+2x3+ $4:4
41’1— $2—6373+6334:5
QZL'l— ZE2—2I3+21’4:3

xr, + $2—4LE3+ ;U421
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In Matrizenschreibweise beginnt der Algorithmus mit folgenden Schritten:

2 =3 2 14\ /2 -3 2 1 4\ /2 -3 2 1 4
4 -1 -6 6 5|0 5 —-10 4 =3[0 5 —10 4 -3
2 -1 -2 2 3[|0 2 -4 1 -1[|0 0 0 =2 4
1 1 —411/\0 5 -5 45 -1/\0o 0 o -3 1

In der dritten Zeile kommt erst an der vierten Stelle ein von Null verschie-
denes Element. Wére das in der vierten Zeile nicht so, dann miisste man die
dritte und vierte Zeile vertauschen und wie gewohnlich fortfahren. In der vor-
liegenden Situation aber ignoriert man die dritte Spalte und eliminiert den
untersten Eintrag in der vierten Spalte. Dann multipliziert man jede Spalte
mit dem Inversen des ersten von Null verschiedenen Eintrags:

2 -3 2 1 4 1 -3 1 1 2
0 5 —-10 4 -3| (o 1 -2 2% -2
00 0 -2 z]'lo 0o o0 1 —4
00 0 0 0 00 0 0 0

In der letzten Zeile stehen nur noch Nullen, und die zugehorige Gleichung ist
immer erfiillt. Hatten wir auf der rechten Seite eine von Null verschiedene
Zahl erhalten, so wére diese Gleichung unerfiillbar, und die Losungsmenge
des Systems wire leer.

Man koénnte die Nummerierung der Variablen &ndern und dadurch die
zweite und dritte Spalte vertauschen. Dann hitte man eine Dreiecksform, in
der auch Nullen auf der Diagonalen vorkommen.

Nun beseitigen wir die Eintrige oberhalb der Diagonalen, soweit moglich,
durch weitere Zeilenoperationen:

1 -2 1 0 £ 10 -20 2
01 -2 0 —3 01 -2 0 —3
00 0 1 —3[’l0O0 0 1 —3
00 0 0 0 00 0 0 0

Unser Gleichungssystem ist also dquivalent zu dem System

)
T —2563 = 5
1
To — 21E3 = —g
1
Ty = —g
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Waéhlen wir fiir die Variable x5 einen beliebigen Wert, beispielsweise 7, so
sind die Werte der anderen Variablen eindeutig bestimmt, ndmlich

5 1 1
$1:§+277 $2:—§+27, 1’3:7, 1’4:—5.
Man nennt x3 darum eine freie Variable und die anderen gebundene Varia-

blen. Die Losungsmenge ist die unendliche Menge

{(2t+3,2t -1 t,-1) |t e Q},

falls wir nach rationalen Losungen suchen. Vor Einfithrung der Mengen-
schreibweise sagte man, die allgemeine Losung sei von der Form

x1:2t+§, $2:2t—%, l’3:t, ZL’4:—%
und nannte ¢ einen Parameter.

Die angegebene Darstellung und die Wahl von freien Variablen ist aller-
dings nicht eindeutig. Mit einer umkehrbaren Substitution, z. B. t = 3s + 1,
erhalten wir

11 5 1
T :68-}-?, ZE2:6S—|—§, r3 =3s+ 1, x4:—§.
Es kann auch mehrere freie Variablen geben. So hat z. B. das System, das

aus der einzigen Gleichung
3r1 — bxy + 223 =3
besteht, die allgemeine Losung
T =11+ 2+ 1, x9=1t, x3=1t — 3o,
die von zwei Parametern abhéngt, vgl. Aufgabe 23.

Satz 13. Es sei A eine Matriz. Das lineare Gleichungssystem Ax = b ist
genau dann fir einen beliebigen Spaltenvektor b eindeutig l0sbar, wenn A
requldr ist, und in diesem Fall hat A genauso viele Zeilen wie Spalten.

Beweis. Die Matrix A habe m Zeilen und n Spalten. Wenn wir die Variablen
x1, ..., T, geeignet nummerieren, so ist das Gleichungssystem &quivalent zu
einem System, dessen Koeffizientenmatrix folgende Form hat:

1 0 e 0 al,k—H e Cll,n

0 1 e 0 CLQJC_H Ce (lg,n

00 ... 1 Ak k+1 -+ QAkn (8)
00 ... 0 0 . 0

0 0 0 0 0
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Dies folgt durch Anwendung des GauB-Jordan-Algorithmus. Die linke obere
Untermatrix der Grofle £ x k ist nun eine Einheitsmatrix. Ist £ < m, so hat
das System fiir b,, # 0 keine Losung. Ist & = m, so hat die allgemeine Losung
die Form

T1=b — a1 myrts — ... — Gtk

Tp =br — apps1ti — ... — AQppln_i
Tyl = t

Tp = tn—k

Die Losung ist nur eindeutig, wenn k = n ist. In diesem Fall gilt also m = n,
der Gau-Jordan-Algorithmus verwandelt A in die Einheitsmatrix, und wenn
man ihn auf die Matrix (A, E) anwendet, liefert er (E, A7),

Ist umgekehrt A regulér, so ist das Gleichungssystem Ax = b dquivalent
zu dem System x = A~'b, welches fiir beliebige b eindeutig losbar ist. [

13 Unterriaume und Basen

Am Ende von Abschnitt 7 haben wir im Kleingedruckten bereits den Begriff
des affinen Raums und des Unterraums eingefiihrt, wobei nur ein anschauli-
ches Verstédndnis verlangt war. Nun wollen wir dieses Versténdnis vertiefen.

Definition 24. Eine Teilmenge W eines Vektorraums V' iiber einem Korper
K heifit (linearer) Unterraum, wenn sie abgeschlossen unter den Operatio-
nen der Addition und der Skalarmultiplikation mit Elementen von K ist.
Fine Teilmenge A von V' heifst affiner Unterraum, wenn es einen linearen
Unterraum W gibt, so dass fiir jedes Element a von A gilt

A={a+t|teW}.

Gilt die letzte Gleichung fiir ein Element a einer Teilmenge A, so gilt sie
fiir alle. Ein linearer Unterraum eines Vektorraums ist natiirlich selbst ein
Vektorraum, ein affiner Unterraum im allgemeinen nicht.

Satz 14. Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems mit m Glei-
chungen in n Variablen mit Koeffizienten in einem Korper K ist leer oder ein
affiner Unterraum von K™ der Dimension mindestens n —m. Ist das System
homogen, so ist die Losungsmenge ein linearer Unterraum.
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Beweis. Ist die Losungsmenge nicht leer, so ist die allgemeine Losung, wie
wir im Beweis von Satz 13 gesehen haben, gleich

T by a1 k+1 A k41
Tk - bk ¢ Ak n+1 ¢ X Qpn+1
= —t —t
Tt 0 1 " 0 ’
T, 0 0 1

wobei a;; und b; die Koeffizienten des umgeformten Gleichungssystems be-
zeichnen. Natiirlich muss b; fiir ¢ > k gleich Null sein, damit eine Losung
existiert.

Ist nun b; = 0 fiir alle 4, so hat die allgemeine Losung die Form

X=t1Wi+...+th_tWn_s,

wobei sich die Spaltenvektoren w; aus der obigen Formel ablesen lassen und
t; € K beliebig ist. Die Menge solcher Vektoren bildet offensichtlich einen
Unterraum W von K™. Die Vektoren wy, ..., w,,_ bilden eine Basis von W,
denn die Koordinaten t; eines Vektors x beziiglich dieser Basis lassen sich als
t; = x4 ablesen und sind somit eindeutig durch x bestimmt. Insbesondere
ist die Dimension von W gleich n — k > n —m.

Sind hingegen b, ..., by beliebig, so ist jeder Losungsvektor von der Form

X=a+t;Wi+ ...+t Wn_s, (9)

wobei a gegeben ist durch a; = b; fiir ¢ < k und a; = 0 fiir ¢ > k. Diese
Vektoren bilden laut Definition einen affinen Unterraum. O

Folgerung 3. Sind Iy, ..., l,, Linearformen auf einem Vektorraum der Di-
mension n, so ist die Teilmenge der Vektoren x mit den Figenschaften

Lx)=0, ..., ln(x)=0
ein Unterraum der Dimension mindestens n — m.

Beweis. Jeder Vektor lasst sich beziiglich einer fest gewahlten Basis in der
Form
X=I1Vi+...+T,Vy,

darstellen, und dann ist
ll(X) = a1+ ...+ QinTp.
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Die Bedingungen [1(x) = 0, ..., l,(x) = 0 lassen sich nun als homogenes
lineares Gleichungssystem schreiben, deren Koeffizientenmatrix die Eintrége
a;; hat. Die Spaltenvektoren w; aus dem Beweis von Satz 14 sind die Koor-
dinatenvektoren gewisser Vektoren von V. Nennen wir diese ebenfalls w;, so
besteht die gesuchte Menge aus allen Vektoren der Form (9), wobei ¢; € K,
ist also ein Unterraum von V' der Dimension n — k. [

Sind U und W Unterrdume eines Vektorraums V', so ist zwar der Durch-
schnitt U N W ein Unterraum, die Vereinigung U U W aber im Allgemeinen
nicht. Statt dessen ist die Summe der beiden Unterrdume

U+W={u+w|uelU welV}
wieder ein Unterraum.

Definition 25. Wir sagen, der Vektorraum V sei die direkte Summe der
Unterrdume U und W, wenn sich jeder Vektor x € V in der Form x = u+w
schretben lisst, wobei u € U und w € W eindeutig bestimmt sind.

Lemma 4. Ist U+ W =V und UNW = {0}, so ist V die direkte Summe
von U und W, und umgekehrt.

Beweis. Die erste Bedingung besagt, dass sich jedes x € V in der Form
X = u + w schreiben lisst, wobei u € U und w € W. Gibt es eine weitere
solche Darstellung x = u’ + w/, so ist u — u’ = w/ — w ein Element sowohl
von U als auch von W, also von U N W. Ist dieser Durchschnitt gleich 0, so
folgt u =1’ und w = w’.

Umgekehrt sei V' die direkte Summe von U und W. Jedes Element x von
UNW lasst sich in der Form x 4+ 0 mit x € U und 0 € W und auch in der
Form 0 + x mit 0 € U und x € W schreiben. Aus der Eindeutigkeit folgt
x = 0. [

Wir miissen auch den Begriff der Basis eines Vektorraums V' vertiefen. Sie
ist durch zwei Eigenschaften charakterisiert. Nun betrachten wir jede dieser
Eigenschaften getrennt.

Definition 26. Es sei V' ein Vektorraum tber einem Koérper K.

(i) Ein Vektor x € V' heifst linear abhdngig von den Vektoren vy, ..., v,
von V', wenn er sich als Linearkombination

X=x1Vy+...+2,V,

mit Elementen xq, ..., x, € K darstellen lisst. Der von den Vektoren
Vi, ..., v erzeugte Unterraum ist die Menge aller Vektoren, die von
Vi, ..., V, linear abhdngig sind.
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(i) Eine Menge von Vektoren vq, ..., v, eines Vektorraums heifit linear
unabhdngig, wenn fir beliebige Elemente x4, ..., x, des Korpers K mit
der Figenschaft

rvi+...+x2,v, =0

qilt, dass xt1 =0, ..., x, =0.

Lemma 5. Eine Menge von Vektoren in einem Vektorraum ist genau dann
eine Basis, wenn sie linear unabhdingig ist und den Vektorraum erzeugt.

Beweis. Erzeugen vy, ..., v, den Vektorraum V', so lasst sich jeder Vektor x
als Linearkombination wie in (i) darstellen. Angenommen, es gibt eine weitere
Darstellung

X=z\vi+...+ 2 v,

wobei x; € K. Dann folgt
(vq —2)vi+ ...+ (x, —2))v, = 0.

Sind die gegebenen Vektoren zusétzlich linear unabhéngig, so folgt z;—z} = 0,
also ist die Darstellung eindeutig.

Umgekehrt sei vy, ..., v, eine Basis. Nach Definition erzeugt sie den
Vektorraum, und die Koeffizienten in der Darstellung jedes Vektors als Line-
arkombination dieser Vektoren sind eindeutig bestimmt. Dies gilt inbesondere
fiir den Nullvektor, und wegen

Ovi+...+0v,=0
folgt die lineare Unabhéngigkeit. O]

Satz 15. Jede linear unabhdingige Teilmenge eines endlich erzeugten Vektor-
raums ldsst sich zu einer Basis ergdnzen.

Da die leere Menge linear unabhéngig ist, besitzt folglich jeder endlich
erzeugte Vektorraum eine Basis.

Beweis. Angenommen, die Elemente vy, ..., v, sind linear unabhéngig. Da
V' endlich erzeugt ist, brauchen wir nur endlich viele Vektoren vi,q, ..., v;
hinzuzufiigen, so dass V von vy, ..., v; erzeugt ist. Ist £ = [, so sind wir
wegen Lemma 5 fertig. Nun betrachten wir den Fall £ < [.

Ist der Vektor v linear abhéngig von vy, ..., vi, so ldsst er sich in jeder
Linearkombination von vy, ..., v; durch die iibrigen Vektoren ausdriicken.
Letztere erzeugen also immer noch den Vektorraum V.
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Ist hingegen vy nicht linear abhéngig von vy, ..., vk, so behaupten wir,
dass die Elemente vy, ..., v linear unabhéngig sind. Ist ndmlich

Tvi+ .o+ T Ve =0

fiir irgend welche x; € K, so muss zj,; = 0 sein, denn sonst wire

L1 Tk
Vit+1 = — Vi—...— Vi,
Tk+1 Lh+1
also vi1 linear abhéngig von vy, ..., vi. Wegen der linearen Unabhéngigkeit

dieser Vektoren miissen dann aber auch die iibrigen Koeffizienten z; gleich
Null sein.

Wir haben in beiden Fillen die Differenz [ — k um eins verringert. Fahren
wir auf diese Weise fort, erhalten wir schliellich eine Basis. n

Driicken wir die Vektoren einer Basis wie im Anschluss an Definition 9
als Linearkombination der Vektoren einer anderen Basis aus, so bilden die
Koeffizienten eine Matrix A, genannt Basiswechselmatrix. Vertauschen wir
die Rollen der beiden Basen, so erhalten wir eine weitere Basiswechselma-
trix B. Fiihren wir erst den einen und dann den anderen Basiswechsel durch,
so wird das Ergebnis duch das Produkt dieser Matrizen beschrieben. Wegen
der Eindeutigkeit der Koordinaten folgt AB = E, BA = E. Die beiden Ba-
siswechselmatrizen sind also regulédr. Aus Satz 13 erhalten wir nun die schon
erwahnte Tatsache, die erst die Definition der Dimension rechtfertigt:

Folgerung 4. In einem endlich erzeugten Vektorraum hat jede Basis die
gleiche Anzahl von Elementen. Die mazimale Anzahl von linear unabhdngigen
Vektoren st gleich der Dimension.

Man kiirzt die Dimension von V' mit dim V' ab. Statt ,,endlich erzeugt*
sagt man im Fall von Vektorrdumen meist ,,endlichdimensional®. Nur solche
betrachten wir hier.

Folgerung 5. Ist W ein Unterraum von V, so ist dimW < dimV. Gilt
dimV =dimW, so ist V =W.

Eine Basis von W ist ndmlich auch in V' linear unabhéngig, lasst sich also
nach Satz 15 zu einer Basis von V' ergénzen. Bei Gleichheit der Dimensionen
muss sie schon selbst eine Basis von V' sein.

Folgerung 6. Ist V' die direkte Summe der Unterrdume U und W, so gilt
dimV =dimU 4 dim W.
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Vereinigen wir ndmlich eine Basis von U mit einer Basis von W, so erhal-
ten wir eine Basis von W, was direkt aus den Definitionen folgt.

Noch ein paae Worte dazu, wie man eine Basis eines Unterraums W
praktisch bestimmen kann. Ist W wie in Folgerung 3 gegeben, so lauft es auf
die Losung eines Gleichungssystems hinaus. Alternativ kann W gegeben sein
als der von gewissen Vektoren vy, ..., vi erzeugte Unterraum. In diesem Fall
kann man

e cinen der Vektoren mit einem von Null verschiedenen Element von K
multiplizieren,

e ein Vielfaches eines dieser Vektoren zu einem anderen addieren,
e zwei dieser Vektoren vertauschen,

ohne dass sich der von den Vektoren erzeugte Unterraum &ndert. Ist z. B.
V = K" der Raum der Spaltenvektoren und fiigt man die Spaltenvektoren
Vi, ..., Vi zu einer Matrix A zusammen, so dndert sich also der von den
Spalten von A erzeugte Unterraum W nicht, wenn man Spaltenoperationen
vornimmt. Mit solchen Operationen (und der Umnummerierung von Koordi-
naten) lisst sich die Matrix auf eine Form bringen, die zu der in Gleichung (8)
transponiert ist. Die nicht verschwindenden Spalten bilden dann eine Basis
von W. Man kann nédmlich die Koeffizienten einer Linearkombination von
ihnen an den oberen Eintridgen des entstehenden Spaltenvektors ablesen.

14 Orthogonalkomplemente

Der aus der Euklidischen Geometrie bekannte Begriff der Orthogonalitét ldsst
sich durch das Skalarprodukt ausdriicken. Dessen positive Definitheit ist fiir
viele Ergebnisse unerheblich.

Definition 27. Es sei b eine symmetrische Bilinearform auf einem Vektor-
raum V.

(i) Wir sagen, dass Vektoren x und 'y beziglich b orthogonal sind, wenn
b(x,y) =0 ist.

(i1) Ein Vektor x heifit isotrop beziiglich b, wenn er zu sich selbst orthogonal
ist, d. h. wenn q(x) = 0 ist, wobei q die Spezialisierung von b bezeichnet.

(i1i) Die Menge der Vektoren, die zu allen Vektoren eines Unterraums W or-
thogonal sind, nennt man das Orthogonalkomplement von W beziiglich b.
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In Anlehnung an die Euklidische Geometrie schreibt man x 1 y, um
auszudriicken, dass x orthogonal zu y ist, und bezeichnet das Orthogonal-
komplement von W mit W+. Leider geht die Abhéingigkeit von der Wahl von
b aus dieser Schreibweise nicht hervor. In Formeln kann man schreiben:

W+ ={xeV|bw,x) =0 fiir alle w € W}.

Wenn W von vy, ..., vi erzeugt wird, so gehort ein Vektor x genau dann
zu W+, wenn b(vy,x) =0, ..., b(vy,x) = 0 ist. Dies folgt aus der Linearitit
von b beziiglich des ersten Arguments. Aus der Linearitdt von b beziiglich
des zweiten Arguments folgt, dass W+ ein Unterraum von V ist.

Direkt aus der Definition folgt, dass b genau dann ausgeartet ist, wenn der
sogenannte Ausartungsraum V- ungleich {0} ist. Selbst fiir nicht ausgeartete
Bilinearformen hat der Begriff der Orthogonalitidt ungewohnte Eigenschaften,
wenn man keine Definitheit verlangt.

Beispiel. Auf dem Vektorraum K? der geordneten Paare aus dem Korper K
ist die Bilinearform

b(x,y) = z1y2 + Z2ls

symmetrisch und nicht ausgeartet. Alle Vektoren der Form (¢,0) oder (0, 1)
sind isotrop. Das Orthogonalkomplement des Unterraums W = {(¢,0) | t €
K} ist wieder der Unterraum W.

Lemma 6. Fs sei b eine symmetrische Bilinearform auf V. und W ein Un-
terraum von V. Dann ist dim W + dim W+ > dim V. Ist auferdem b nicht
ausgeartet, so gilt dim W + dim W+ = dim V.

Beweis. Wir wihlen eine Basis vy, ..., v von W und ergénzen sie geméf
Satz 15 zu einer Basis vy, ..., v, von V. Wir betrachten die Linearformen
l; auf V| die durch [;(x) = b(v;,x) gegeben sind. Dann gehért x genau dann
zu W wenn [1(x) =0, ..., [x(x) = 0. Nach Folgerung 3 ist dim W+ > n—k.

Nun sei m; die Einschrinkung von [; auf W+. Ist x € W+ und auerdem
mey1(x) =0, ..., mu(x) = 0, so ist x € V. Ist also b nicht ausgeartet, so
ist wegen Folgerung 3 nun 0 > dim W+ — (n — k), also dim W+ <n—k. O

Satz 16. FEs sei b eine symmetrische Bilinearform auf einem endlichdimen-
sionalen Vektorraum V und U, W Unterrdume von V.

(i) Es gilt (U+ W)t =U+rnw.
(ii) Ist b micht ausgeartet, so gilt W+ =W.

(iii) Ist b micht ausgeartet, so gilt (UNW)L =U+ + W+,
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Beweis. (i) Ist ein Vektor x orthogonal zu allen u € U und allen w € W,
so ist er auch orthogonal zu allen u + w. Die Umkehrung folgt, indem wir u
oder w gleich 0 setzen.

(i) Fiir alle w € W und x € W+ gilt wegen der Symmetrie von b, dass
b(x,w) = 0, also ist w € WL und W C W+, Nach Lemma 6(ii) ist

dim W+ =dimV —dim W+ = dimV — (dim V — dim W) = dim WV,

und mit Folgerung 5 erhalten wir die Behauptung.
(iii) Wenden wir (i) auf U+ und W+ an, so ergibt sich mit (ii)

UL+ WHEr=Unw.

Bilden wir auf beiden Seiten das Orthogonalkomplement, so folgt wieder mit
(ii) die Behauptung. O

Folgerung 7. Ist W ein Unterraum mit der Eigenschaft W NW=+ = {0}, so
ist V die direkte Summe von W und W+. Die Bedingungen sind automatisch
erfullt, wenn b definit ist.

Der Unterraum W + W+ ist dann nimlich nach Lemma 4 die direkte
Summe von W und W+, nach Lemma 6 und Folgerung 6 ist dim W + W=+ >
dim V', und mit Folgerung 5 ergibt sich die Behauptung.

Zur praktischen Bestimmung von Orthogonalkomplementen wéhlt man
meist eine Basis von V' und betrachtet die Gramsche Matrix B von b. Nehmen
wir der Einfachheit halber an, dass V' = K™ ist. Wie wir gesehen haben, gilt
dann b(x,y) = x'By. Wird nun ein Unterraum W von Vektoren vy, ..., vy
erzeugt, so ist genau dann x € W+, wenn

viBx =0,

viBx = 0.

Dies ist ein homogenes lineares Gleichungssystem. Fiigt man die Spalten vy,
..., vV, zu einer Matrix A zusammen, so kann man es auch in der Form

A'Bx =0

schreiben.

Eine geometrische Interpretation der Orthogonalitét beziiglich einer nicht
ausgearteten Bilinearform b wird in Aufgabe 24 beschrieben. Dazu betrachtet
man die algebraische Hyperflache

X ={xeV]qx) =0}
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Eine Gerade (einen eindimensionalen affinen Unterraum) durch einen Punkt
x mit dem Richtungsvektor y # 0 kann man in der Form

g={x+ty|te K}

parametrisieren. Setzen wir diese Parametrisierung in ¢ ein, so erhalten wir
ein quadratisches Polynom in ¢, also hat g im Allgemeinen zwei Schnittpunk-
te mit X. Gehort nun x selbst zu X, so ist y ist genau dann orthogonal
zu X, wenn ¢ eine Tangente von X ist. Dies wird in der Aufgabe im Fall von
nicht isotropem y bewiesen, in dem die Tangente ohne Infinitesimalrechnung
charakterisiert werden kann. Die Vereinigung der Tangenten nennt man den
Tangentialraum an X im Punkt x. Das Orthogonalkomplement des eindi-
mensionalen Unterraumes, der von x erzeugt wird, ist somit die Menge der
Verschiebungen des Tangentialraumes im Punkt x.

15 Die Signatur

Wenn man eine indefinite quadratische Form diagonalisiert, so miissen in der
entstehenden Form sowohl positive als auch negative Koeffizienten vorkom-
men. Bei mehr als zwei Variablen wére es denkbar, dass die Anzahl der po-
sitiven Koeffizienten davon abhéngt, welche Substitution man benutzt. Das
wird aber durch folgenden Satz von James Joseph Sylvester® (1814-1897)
ausgeschlossen.

Satz 17 (Trégheitssatz). Diagonalisiert man eine quadratische Form mit
reellen Koeffizienten durch eine umkehrbare lineare Substitution, so ist die
Anzahl der positiven, der megativen und der verschwindenden Koeffizienten
in der diagonalisierten Form unabhdngig von der Wahl der Substitution.

Beweis. Eine quadratische Form in n Variablen definiert eine quadratische
Form auf dem Vektorraum R"™. Wir wissen bereits, dass die Anzahl der ver-
schwindenden Koeffizienten in einer diagonalisierten Form gleich der Dimen-
sion k des Ausartungsraumes ist, also hdngt sie nicht von der Substitution
ab. Wir kénnen ¢ durch eine lineare Substitution auf die Form

G= B4 A BBy

bringen, wobei die [y, ..., l,_; Linearformen auf R" sind und ein Vektor, auf
dem all diese Linearformen den Wert 0 annehmen, im Ausartungsraum liegt.
Angenommen, es gibt eine andere Darstellung

— o2 2 2 2
q=mi+...+m; —mi g — ... =My g

8Er fiihrte iibrigens den Begriff ,Matrix“ in die Mathematik ein.
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mit Linearformen my, ..., m,_;. Dann gilt
B+ 4+ G+mig 4+ +miy=mi+...+mi+ G +... .+,
Hat nun x € R” die Eigenschaft
hx)=...=lhx) =mi1(x) =... = my_(x) =0,
so ist auch [y, 1(x) = ... 1,_k(x) = 0, also ist x im Ausartungsraum. Mit der
Folgerung aus Satz 14 ergibt sich
k>n—(h+(n—%k—1)), dh h>i
Durch Vertauschung der Rollen erhalten wir
k>n—(i+(n—k—~h)) d h i>h.
Es folgt h = 1. ]
Damit ist die folgende Definition gerechtfertigt.

Definition 28. Ist q eine quadratische Form, in deren Diagonalisierung @
positive, j negative und k verschwindende Koeffizienten vorkommen, so nennt
man das Tripel (i, 7, k) die Signatur von q.

Natiirlich ist diese Definition auch sinngeméaf auf eine Bilinearform b auf
einem abstrakten Vektorraum und auf ihre Spezialisierung ¢ anwendbar.

Ist V' die direkte Summe von Unterrdumen V; und V5, die zueinander
beziiglich b orthogonal sind, so héngt die Signatur (i, 7, k) von ¢ mit den
Signaturen (i1, j1, k1) und (is, j2, ko) ihrer Einschrinkungen auf V; und V,
offensichtlich wie folgt zusammen:

i =11 + 19, J=J1+ Jo2, k =k + ks.

Satz 18. Hat die quadratische Form q auf dem Vektorraum V die Signatur
(1,7, k), so ist i die mazximale Dimension eines Unterraums, auf dem die
FEinschrdankung von q positiv definit ist, und j die mazrimale Dimension eines
Unterraums, auf dem die Einschrinkung von q negativ definit ist

Beweis. Es sei W ein Unterraum, auf dem die Einschréinkung von ¢ positiv
definit ist. Dann ist V nach Folgerung 7 die direkte Summe von W und W+.
Nun folgt die erste Behauptung aus der obigen Bemerkung. Genauso beweist
man die zweite Behauptung. [l

Folgerung 8. Ist (i, 7, k) die Signatur einer quadratischen Form auf einem
reellen Vektorraum V und (i, 7', k') die Signatur ihrer Einschrdinkung auf
einen Unterraum W, so gilt 1" < i und j' < j.

Ist b definit, so gilt das offenbar auch fiir die Einschrankung von b auf
einen Unterraum W. Im Allgemeinen gilt aber nicht £’ < k. Wir werden auf
diese Frage noch zuriick kommen.
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16 Lineare Abbildungen

Genau so, wie wir den Begriff der (Bi-)Linearform aus der Sprache der homo-
genen Polynome in die Sprache der Funktionen auf Vektorrdumen iibersetzt
haben, wollen wir nun den Begriff der linearen Substitution iibersetzen.

Definition 29. Es seien V und W Vektorrdume tiber einem Korper K. Fine
Abbildung f : V. — W wird linear genannt, wenn fir alle x, y € V und alle
a€ K gilt

fx+y)=fx)+fly),  fle-x)=a- f(x).

Im Spezialfall, wenn W = K ist, erhalten wir den Begriff einer Linearform.
Im allgemeinen Fall kénnen wir eine Basis vy, ..., v,, von V und eine Basis
Wi, ..., W, von W wihlen und die Bilder der Basisvektoren von V' durch
die Basisvektoren von W ausdriicken:

f(vi) = aiwy + ... 4 QWi

Hat x die Koordinaten zy, ..., x, und f(x) die Koordinaten yi, ..., y,, so
ergibt sich dhnlich wie auf S. 18

Y1 = a11T1 + ... + A1nTn

Ym = @m1T1 + ... + CGmpTy

Dies ist in der Tat eine lineare Substitution, die durch eine Matrix A mit den
Eintrégen a;; beschrieben wird. Ist g : U — V eine weitere lineare Abbildung,
die beziiglich der obigen Basis von V' und einer Basis uy, ..., u, von U durch
eine Matrix B dargestellt wird, so wird die Verkettung f o ¢ in den obigen
Basen von W und U durch die Produktmatrix AB dargestellt.

Zur Beschreibung von Abbildungen eines Vektorraums V' in sich selbst

benutzt man gewohnlich ein und die selbe Basis fiir Definitionsbereich und
Zielbereich. Dann wird z. B. die identische Abbildung durch die Einheitsma-
trix beschrieben. Ist in den obigen Ausfiihrungen U = V', so ist f o g genau
dann die identische Abbildung, wenn AB = E ist. Eine lineare Abbildung
ist also genau dann umkehrbar, wenn Definitions- und Zielbereich die selbe
Dimension haben und die beschreibende Matrix regulér ist.
Beispiel. Ist V' die direkte Summe von Unterrdumen U und W, so definieren
wir die Projektion p von V' auf W langs U wie folgt. Jeder Vektor x € V lédsst
sich auf eindeutige Weise in der Form x = u + w schreiben, wobei u € U
und w € W, und fiir dieses x setzen wir dann p(x) = w.
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Nun bringen wir symmetrische Bilinearformen ins Spiel. Aus der elemen-
taren Geometrie ist folgendes Beispiel bekannt.
Beispiel. Auf dem reellen Vektorraum V sei ein Skalarprodukt, d. h. eine sym-
metrische Bilinearform b mit Spezialisierung q gegeben. Ist W ein Unterraum,
so ist V die direkte Summe von W und dem Orthogonalkomplement W+=. Die
Projektion p lings W+ heit dann Orthogonalprojektion von V' auf W. Fiir
ein beliebiges x € V' ist dann p(x) unter allen Vektoren w € W derjenige,
fiir den ||[x — w|| den kleinsten Wert annimmt. Wegen x — p(x) € W+ ist
néamlich

q(x—w) = q((x—p(x))+(p(x)—W)) = ¢(x—p(x))+q(p(x)—w) < q(p(x)—x),

wobei Gleichheit genau dann eintritt, wenn ¢(p(x) — w) = 0.

Ist V' ein Vektorraum iiber einem beliebigen Korper K, so gibt es keinen
Begrift der Definitheit, und fiir manche Unterrdume ergibt die Orthogonal-
projektion keinen Sinn.

Definition 30. Ein Unterraum W von V' heif§t isotrop beziiglich der sym-
metrischen Bilinearform b, wenn die Finschrinkung von b auf W ausgeartet
188.

Offensichtlich ist W genau dann nicht isotrop, wenn W N W+ = {0}.
Unter dieser Bedingung ist V' nach Folgerung 7 die direkte Summe von W
und W+, und die Orthogonalprojektion auf W ist definiert. Ist W nicht
isotrop und b nicht ausgeartet, so ist mit Satz 16(ii) auch W+ nicht isotrop.

Wird W von einem einzigen nicht isotropen Vektor v erzeugt, so ist ¢(x) =
av mit einer reellen Zahl a. Die Bedingung x — p(x) € W+ bedeutet nun

b(x —av,v) =0, also b(x,v) = aq(v).

Daraus ergibt sich die explizite Formel

o) — b(x,v)v
p( >_ q(V)

fiir die Orthogonalprojektion auf den Vektor v.

In der Geometrie sind vor allem lineare Abbildungen wichtig, bei denen
die Norm erhalten bleibt. An Stelle von Skalarprodukten betrachten wir be-
liebige symmetrische Bilinearformen.

Definition 31. FEs seien V und W Vektorrdume 1iber einem Koérper K, b
eine symmetrische Bilinearform auf V und c eine ebensolche auf W. FEine

65



lineare Abbildung f : 'V — W heifst Isometrie beziiglich b und ¢, wenn fir
allex, y € V qlt

c(f(x), f(y)) = b(x,y).
Gibt es eine umkehrbare Isometrie beziiglich b und ¢, so heiffen b und ¢ dqui-
valent.

Beispiel. Es sei W ein nicht isotroper Unterraum von V. Die Spiegelung von
V in W ist die folgendermaflen definierte Abbildung s : V' — V. Da V die
direkte Summe von W und W+ ist, ldsst sich jeder Vektor x € V in der Form
x = w + u schreiben, wobei w € W und u € W+. Wir setzen s(x) = w — u.
Wegen b(w,u) = 0 gilt

q(w+1u) = q(w) + q(u) = ¢(w — u),

also ist s eine Isometrie beziiglich b, und wegen s(s(x)) = x ist sie umkehrbar.

Angenommen, W+ wird von einem einzigen nicht isotropen Vektor v
erzeugt. Dann ist u die Projektion von x auf v. Setzen wir die obige Formel
in s(x) = x — 2u ein, so erhalten wir

b(x, V)
q(v)

s(x) =x—2

Dies definiert eine umkehrbare Isometrie fiir jeden nicht isotropen Vektor v.

Sind Basen der Vektorrdume V und W gegeben, so wird eine lineare
Abbildung f : V' — W durch eine Matrix A gegeben, und die Bilinearformen
b und ¢ haben beziiglich dieser Basen Gramsche Matrizen B und C. Wir
nehmen einmal der Einfachheit halber an, dass V und W selbst Rdume von
Spaltenvektoren sind. Dann ist

f(x) = Ax, b(x,y) = x' By, c(u,v) =u' Cv,

und es folgt
c(f(x), f(y)) = (Ax)" C(Ay).

Die Abbildung f ist also genau dann eine Isometrie beziiglich b und ¢, wenn
ATCA =B.

Letzteres gilt auch ohne die vereinfachende Annahme.

Da man auch einen Basiswechsel als lineare Abbildung interpretieren
kann, sollte die Ahnlichkeit zu den Ausfithrungen auf S. 48 nicht verwun-
dern.

Eng verwandt mit linearen Abbildungen sind affine Abbildungen:
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Definition 32. Es seien A und B affine Riume. Eine Abbildung g : A — B heif$t affine
Abbildung, wenn sie Parallelogramme auf Parallelogramme abbildet. Mit anderen Wor-

ten, fiir beliebige Punkte P, QQ, R und S von A mit der Eigenschaft PgS muss gelten

o(P) 0 o(5).

Sind V und W die Vektorrdume der Verschiebungen von A bzw. B, so erhalten wir
eine Abbildung f : V — W, indem wir setzen

(PQ) = g(P)g(Q).

fx+y)=f(x)+ f(y)

Sie hat die Eigenschaft

fir alle x, y € V.

Definition 33. Es seien A und B reelle affine Riume. Fine affine Abbildung g: A — B
ist eine reelle affine Abbildung, wenn die zugehorige Abbildung f : V — W zwischen den
Vektorrdumen ihrer Verschiebungen eine lineare Abbildung ist.

Man kann jeden reellen Vektorraum als affinen Raum betrachten, und dann sind alle
linearen Abbildungen auch reelle affine Abbildungen. Es gibt aber reelle affine Abbildungen
zwischen Vektorrdumen, die nicht linear sind, wie z. B. die fiir einen festen Vektor v € V
durch g(x) = x + v gegebene Abbildung g : V' — V|, die man eine Verschiebung nennt.

Nun kénnen wir endlich den Begriff der Bewegung streng definieren, der im Schulun-
terricht eine wichtige Rolle spielt.

Definition 34. Es sei A ein Fuklidischer Raum mit der Abstandsfunktion d und B ein
Euklidischer Raum mit der Abstandsfunktion e. Fine Abbildung g : A — B heifst Isometrie,
wenn fir alle Punkte P und Q von A gilt

e(9(P),9(Q)) = d(P,Q).

Eine umkehrbare Isometrie A — A heif$t Bewegung von A.

Mit Hilfe von Aufgabe 50* kann man zeigen, dass jede Isometrie zwischen Euklidischen

Raumen eine reelle affine Abbildung ist.

17 Der Satz von Witt

Im Folgenden sei b eine symmetrische Bilinearform auf einem Vektorraum V'
iiber einem Korper K, in dem 2 invertierbar ist, und ¢ die Spezialisierung
von b. Ist b # 0, so gibt es immer einen von Null verschiedenen nichtisotropen
Vektor, denn sonst wire die Polarisierung 2b von ¢ gleich Null. Der Kiirze
halber fithren wir noch folgende Bezeichnung ein.
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Definition 35. Es seien U; und Uy Unterrdume von V. Unter einer Iso-
metrie Uy — Us beziiglich b verstehen wir eine Isometrie beziiglich der Ein-
schrankungen von b auf Uy und auf Uy. Die Unterrdume Uy, und Uy werden
beziiglich b dquivalent genannt, wenn es eine umkehrbare Isometrie Uy — U,
beztiglich b gibt, d. h. wenn die beiden Einschrinkungen von b dquivalent sind.

Folgender Satz wurde von Ernst Witt (1911-1991) bewiesen.

Satz 19. Sind U, und U, nichtisotrope und beziiglich b dquivalente Un-
terrdume von 'V, so sind auch Ui und U= beziiglich b dquivalent.

Beweis. Laut Definition gibt es eine umkehrbare Isometrie f : Uy — U,
beziiglich b. Wir beweisen den Satz durch Induktion nach der natiirlichen
Zahl k = dim U; = dim U,. Fiir k = 0 ist nichts zu beweisen. Wir betrachten
nun den Fall, dass £ = 1 ist. Dann wéahlen wir einen von Null verschiedenen
Vektor u; € U; und setzen uy = f(uy), so dass g(u;) = ¢(uz). Nach der
Parallelogramm-Identitét (Présenzaufgabe 22) gilt

q(uy +uz) + gq(u; —uz) = 2¢(uy) + 2¢(uz) = 4q(uy),

was nicht Null ist, weil U; nicht isotrop ist. Somit kénnen g(u; + uy) und
q(u; — uy) nicht beide gleich Null sein. Indem wir notfalls uy durch —u,
ersetzen, konnen wir annehmen, dass der Vektor v = u; — u, nicht isotrop
ist. Dann wird durch
b(x, V)

q(v)
eine Spiegelung s : V' — V definiert. Es gilt

s(x) =x—2

q(v) = q(uy) + q(uy) — 2b(uy, 1) = 2(q(wy) — b(uy, uy)) = 2b(uy, v),

also
s(ul) = Uu; —V = Us.

Die umkehrbare Isometrie s von V' auf sich selbst beziiglich b bildet also
Uy auf Uy und somit Uit auf Uy~ ab. Thre Einschriinkung ist eine umkehrbare
Isometrie U- — Us- beziiglich b, und der Induktionsanfang ist abgeschlossen.

Nun kommen wir zum Induktionsschritt. Es sei also & > 1, und der Satz
gelte bereits fiir Unterrdume kleinerer Dimension. Da die Einschrankung von
b auf den Unterraum U; nicht Null ist, enthélt dieser einen nicht isotropen
Vektor u; # 0. Der von u; erzeugte Unterraum V; ist ebenso wie sein Bild
Vo = f(V1) nicht isotrop. Laut Induktionsanfang gibt es eine umkehrbare
Isometrie h : V2 — Vb beziiglich b.

Das Orthogonalkomplement von V; beziiglich der nicht ausgearteten Ein-
schrinkung von b auf U; ist der nicht isotrope Unterraum W; = Vﬁ NU;. Da
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U, die direkte Summe von V; und Wi ist, gilt dimW; = k — 1. Ahnlich ist
Wy = f(W;) das Orthogonalkomplement von V3 beziiglich der Einschrankung
von b auf Us, also Wy = V2L N Us.
Das Orthogonalkomplement von W; beziiglich der Einschriankung von b
auf Vit ist
Wi NVt = (W + W)t = U,

wobei wir Lemma 16 benutzt haben. Analog ist das Orthogonalkomplement
von Wy beziiglich der Einschriinkung von b auf Vi- gleich Us-, wihrend das
von h(W)) gleich h(Ui") ist, denn h ist eine Isometrie.

Die Unterraume Wy = f(W;) und k(W) sind dquivalent beziiglich b, also
auch beziiglich der Einschrinkung von b auf V. Nach Induktionsvoraus-
setzung gilt das auch fiir ihre Orthogonalkomplemente Us- und h(Ui"), die
somit auch beziiglich b dquivalent sind. Der Unterraum h(Uj") ist beziiglich b
dquivalent zu Ui, und die Behauptung folgt mit der Transitivitit der Aqui-
valenz. ]

Fiir isotrope Unterrdume gilt der Satz leider nicht.

Definition 36. Ein Unterraum W von V' heifit vollstindig isotrop, wenn die
FEinschrinkung von b auf W gleich Null ist. Wir sagen, dass b zerfdllt, wenn
b nicht ausgeartet ist und V die direkte Summe von zwei vollstindig isotropen
Unterrdumen ist.

Offensichtlich ist W genau dann vollstéindig isotrop, wenn W C W+, Ist
V' die direkte Summe von zueinander orthogonalen Unterrdumen V; und V5
und zerfallen die Einschrankungen von b auf Vi und V5, so zerfallt auch b. Ein
Beispiel fiir eine zerfallende Form auf K2 haben wir bereits kennengelernt,
namlich b(x,y) = x1y2 + z2y1. Man sieht leicht, dass jede zerfallende Bi-
linearform auf einem zweidimensionalen Vektorraum zu dieser Bilinearform
dquivalent ist. Mehr noch:

Lemma 7. Es sei b nicht ausgeartet und U ein vollstindig isotroper Unter-
raum.

(i) Es gibt einen vollstindig isotropen Unterraum W, so dass U NW =
{0}, dimU = dim W wund die Finschrankung von b auf U + W mnicht
ausgeartet 1st.

(ii) Ist auflerdem dim U = %dim V', so ist V eine orthogonale direkte Sum-
me von zweidimensionalen Unterrdumen, auf denen die Finschrinkung
von b zerfdllt.
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Beweis. Wir beweisen zunéchst (i) durch vollstéindige Induktion nach k =
dimU. Ist k = 0, so konnen wir W = {0} setzen. Nun sei k£ > 0. Dann gibt
es einen Vektor u # 0 in U. Da b nicht ausgeartet ist, gibt es einen Vektor
v, so dass b(u,v) # 0. Wir kénnen annehmen, dass b(u,v) = 1. Setzen wir
W =V +au mit a € K, so ist b(u,w) = 1 und

q(w) = 2a +q(v).

Da 2 invertierbar ist, kénnen wir a so wéhlen, dass ¢(w) = 0. Die linear
unabhéngigen Vektoren u bzw. w erzeugen eindimensionale Unterraume U’
und W’ und die Einschrinkung von b auf den Unterraum V' = U’ + W’
zerfallt.

Nun sei V” = V. Wegen u ¢ V” hat U” = U N V" kleinere Dimen-
sion als U. Auflerdem gilt U = U’ + U”, denn fiir x € U ist x — b(x, w)u
orthogonal zu u und w, also in V”. Laut Induktionsvoraussetzung gibt es
einen vollsténdig isotropen Unterraum W” von V", so dass U” N W" = {0}
und die Einschrankung von b auf U” + W” nicht ausgeartet ist. Setzen wir
W =W'+W", so folgt die Behauptung (i).

Nun beweisen wir (ii) durch vollsténdige Induktion nach k. Wieder ist
fir £k = 0 nichts zu beweisen. Fiir & > 0 liefert der Beweis von Teil (i)
eine Zerlegung von V' in eine orthogonale direkte Summe eines zweidimen-
sionalen Unterraums V', auf dem die Einschrankung von b zerfallt, und eines
Unterraumes V", der einen vollstindig isotropen Unterraum U” enthélt, wo-

bei dimU” = k — 1 = 5 dim V", Nach Induktionsvoraussetzung ist V" eine
orthogonale direkte Summe von zweidimensionalen Unterrdumen, auf denen
die Einschriankung von b zerfallt. O]

Folgerung 9. Zwei zerfallende quadratische Formen by und by auf Vek-
torriumen Vy und V5 sind genau dann dquivalent, wenn dim V) = dim V5.
Ist V; die direkte Summe von vollstindig isotropen Unterrdumen U; und W,
so gibt es eine Isometrie f : Vi — Vy beziiglich by und by, so dass f(Uy) = Us
und f(Wy) = Ws.

Definition 37. Eine symmetrische Bilinearform heifit anisotrop, wenn der
ewnzige 1sotrope Vektor der Nullvektor ist.

Folgerung 10. Ist b eine symmetrische Bilinearform auf einem Vektorraum
V', dann gibt es Unterraume Vi und Vs, so dass V die orthogonale direkte
Summe von Vi, Va und V* ist, wobei die Einschrinkung von b auf Vi zerfillt
und die Finschrankung auf Vo anisotrop ist.

Beweis. Nach Satz 15 gibt es einen Unterraum V', so dass V' die direkte Sum-
me von V' und V1 ist. Wegen V/NV'L C VNV = {0} ist die Einschrinkung
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von b auf V' nicht ausgeartet. Nach Lemma 5 muss jede aufsteigende Folge
von vollstindig isotropen Unterrdumen U; C Uy C ... in V' irgendwann
abbrechen, da V' endliche Dimension hat. Es gibt also in V' einen maxima-
len® vollstindig isotropen Unterraum U, und nach Lemma 7 finden wir einen
Unterraum W, so dass die Einschrankung von b auf V; = U + W zerfillt.
Nach Folgerung 7 ist V' die direkte Summe von V; und Vo = V' N V1. Ist
u € V5 ein isotroper Vektor, so ist der von U und u erzeugte Unterraum
vollstandig isotrop, und wegen der Maximalitdt von U folgt u = 0. Somit ist
die Einschriankung von b auf V5 anisotrop. O

Die Unterriume V; und V5 sind im Unterschied zu V* nicht eindeutig
bestimmt. Wie steht es mit ihren Dimensionen?

Satz 20. Ist b nicht ausgeartet und sind Uy und Uy vollstindig isotrope Un-
terraume gleicher Dimension, so gibt es eine umkehrbare Isometrie g : V —
V' beziiglich b, die Uy auf Uy abbildet.

Beweis. Wir finden Unterraume W; und W, wie im Lemma und setzen V; =
U; +W;. Nach der Folgerung 9 gibt es eine umkehrbare Isometrie f : V; — V5
beziiglich b, so dass f(U;) = U,. Nach Satz 19 gibt es eine umkehrbare
Isometrie h : Vit — Vit beziiglich b. Da V' die direkte Summe von V; und V;*
ist, konnen wir die gesuchte Isometrie g durch

9(x+y) = f(x) + h(y)
fir x € V; und y € Vi definieren. O

Folgerung 11. Alle maximalen vollstindig isotropen Unterrdume haben die
gleiche Dimension.

Beweis. Es seien U; und U; maximale vollsténdig isotrope Unterrdume. Da
beide den Ausartungsraum enthalten, geniigt es in den Bezeichnungen von
Folgerung 10 zu zeigen, dass dimU; NV’ = dim U, N V', Wir kénnen also
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass b nicht ausgeartet
ist. Ist nun z. B. dim U; > dim Us, so gibt es einen Unterraum U] von Uj,
so dass dim U] = dimU,. Natiirlich ist auch Uj vollsténdig isotrop, und
nach Satz 20 gibt es eine umkehrbare Isometrie g, so dass g(U;]) = U,, also
Uy C g(Uy). Da g eine Isometrie ist, ist auch g(U;) vollstdndig isotrop, und
aus der Maximalitét von Us folgt g(U;) = Us. Wegen der Umkehrbarkeit von
g ist dim U; = dim Us. O

9der also in keinem vollstéindig isotropen Unterraum echt enthalten ist
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Definition 38. Die maximale Dimension eines vollstindig isotropen Unter-
raums beziiglich einer symmetrischen Bilinearform heif$st Index (manchmal
auch Witt-Index) dieser Bilinearform.

Da jeder vollsténdig isotrope Unterraum eines Unterraums auch ein voll-
stdndig isotroper Unterraum des gesamten Vektorraums ist, erhalten wir:

Folgerung 12. Der Index der Einschrdinkung einer symmetrischen Biline-
arform b auf einen Unterraum ist nicht grofler als der Index von b.

Ist V' die orthogonale direkte Summe von Unterrdumen, so ergibt sich der
Index von b im Allgemeinen nicht als Summe der Indizes der Einschrankungen
von b, wie das Beispiel ¢(x1,72) = 23 — 23 zeigt.

Folgerung 13. In den Bezeichnungen von Folgerung 10 ist der Index von b
gleich

1
3 dimV; + dim V.

Die Einschrinkung von b auf Vs ist bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmt;
man nennt sie den anisotropen Kern von b.

Die erste Behauptung folgt aus Satz 20 und Lemma 7. Nach Folgerung 9 ist
die Einschriankung von b auf V;, also auch auf Vi 4+ V*, bis auf Aquivalenz
eindeutig bestimmt, und die zweite Behauptung folgt aus Satz 19.

Wir betrachten nun den Fall eines reellen Vektorraums V. Beziiglich einer
geeigneten Orthogonalbasis vy, ..., v, erhalten wir die quadratische Form

2 2 2 2
$1+...+$Z—ZBZ+1—...—ZL’H_].

Die Vektoren v;yj1, ..., v, erzeugen den Ausartungsraum. Die Vektoren v;
und v,y fiir alle Indizes [ mit den Eigenschaften [ < ¢ und [ < j erzeugen
einen Unterraum, auf dem die Einschrankung von b zerfillt. Die verbleiben-
den Basisvektoren erzeugen einen Unterraum, auf dem die Einschrinkung
von b definit und somit anisotrop ist. Wir erhalten:

Folgerung 14. FEs sei b eine symmetrische Bilinearform mit der Signatur
(1,7, k) auf einem reellen Vektorraum. Dann ist der Index von b gleich

min(i, j) + k.

Mit Folgerung 12 ergibt sich eine zusétzliche Bedingung zu den bereits in
Folgerung 8 formulierten Bedingungen, denen die Signatur der Einschrankung
einer symmetrischen Bilinearform geniigen muss. Hier sind z. B. fiir jede Si-
gnatur auf einem dreidimensionalen Raum V' die méglichen Signaturen der
Einschrankung auf einen zweidimensionalen Unterraum W:
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1% 114

(3,0,0) | (2,0,0)

(2,1,0) | (2,0,0), (1,1,0), (1,0,1)

(2,0,1) | (2,0,0), (1,0,1)

(1,1,1) | (1,1,0), (1,0,1), (0,1,1), (0,0,2)
(1,0,2) | (1,0,1), (0,0,2)

(0,0,3) | (0,0,0)

(Man erhélt die fehlenden Signaturen, indem man das Vorzeichen der Form
dndert, also i und j vertauscht.) Fiir reelle Vektorrdume beliebiger Dimen-
sion sind die genannten Bedingungen noch nicht hinreichend; die endgiiltige
Antwort findet man in Aufgabe 55.

Mit Hilfe dieser Uberlegungen kann man Informationen iiber die Durch-
schnitte zwischen einer algebraischen Fliache X in einem reellen affinen Raum
A und Ebenen B in A gewinnen. Wir erinnern uns, dass X als Nullstellen-
menge einer polynomialen Funktion p definiert war, wobei wir nur Polyno-
me vom Grad 2 betrachtet haben. Wéhlen wir einen Koordinatenursprung
O € A, so kénnen wir p als Funktion von Ortsvektoren betrachten und in
homogene Komponenten zerlegen. Die Komponente ¢ vom Grad 2 ist eine
quadratische Form, deren Signatur bereits eine grobe Klassifikation von X
ermdglicht. Der Schnitt von X mit der Ebene B ist die Nullstellenmenge
der Einschrankung von p, und die Signatur der Einschrinkung von ¢ liefert
bereits wichtige Informationen.

Weitere Betrachtungen, die wir hier nicht ausfiihren wollen, liefern fol-
gende Moglichkeiten:

Fliche X ebene Schnitte X N B

Ellipsoid Ellipsen, Punkte, leere Mengen
einschaliges Hyperboloid | alles aufler Punkten und leeren Mengen
Doppelkegel alles aufler zwei parallelen Geraden

und leeren Mengen

zweischaliges Hyperboloid | alles aufler zwei Geraden

elliptisches Paraboloid Parabeln, Ellipsen, Punkte, leere Mengen
hyperbolisches Paraboloid | Parabeln, Hyperbeln,

zwei sich schneidende Geraden

Da sich fast alle Kurven zweiter Ordnung als ebene Schnitte eines Doppelke-
gels realisieren lassen, der sich leicht geometrisch konstruieren lésst, werden
sie seit dem griechischen Altertum Kegelschnitte genannt.
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18 Reduktion

In diesem Abschnitt interessieren uns quadratische Formen mit ganzzahligen
Koeffizienten. Da dies ein schwieriges Thema ist, beschrinken wir uns auf
quadratische Formen in zwei Variablen, die wir in der Form

q(z,y) = ax® + bry + cy’ (10)

mit ganzen Zahlen a, b und c¢ schreiben kénnen. Klassische Ergebnisse der
Zahlentheorie geben an, welche ganzen Zahlen als Werte einer solchen Form
angenommen werden. Wir werden uns statt dessen mit der Frage der Klassifi-
kation befassen, die ndher an unserem bisherigen Stoff liegt. Die Polarisierung
von ¢ ist iibrigens

p(r,s,t,u) = q(r+t,s+u) —q(r,s) — q(t,u) = 2art + b(ru + st) + 2csu.

Die ganze Zahl d = b? — 4ac bezeichnet man als Diskriminante!® der qua-
dratischen Form ¢. Wir behaupten, dass Formen mit negativer Diskriminante
definit und Formen mit positiver Diskriminante indefinit sind, wihrend For-
men mit verschwindender Diskriminante ausgeartet sind. Dies beweist man
im Fall a # 0 mit der Methode der quadratischen Ergénzung:

b\’ Y\ b \2 Y2
q(m,y)-a(m—l—Qay) +<C 4a)y —a<<x+2ay> d<2a> >’
Im Fall a = 0, aber ¢ # 0 vertauscht man einfach die Rollen von z und v,

und im Fall a = ¢ = 0 ist die Behauptung offensichtlich.

Wir konnen auch quadratische Formen ¢y im Sinne von Definition 11 als
Funktionen auf einem freien Modul V' iiber dem Ring Z der ganzen Zahlen
betrachten. Ist V' ein freier Modul vom Rang 2 und wéhlen wir eine Basis v,
W, SO ist

Qo(av +yw) = a(, y),

wobei ¢ eine quadratische Form im Sinne von Polynomen ist.
Wir erinnern uns daran, wie sich diese Darstellung beim Ubergang zu
einer anderen Basis v/, w’ dndert. Es gibt ganze Zahlen r, s, t und u, so dass

v =rv + sw

w =tv + uw

0Djie Zahl # ist die Diskriminante des Polynoms @7 und die Zahl (2(5)2 ist die
a(Ly)

Diskriminante des Polynoms ==
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Ist v + yw = 2'v/ 4+ y'W’', so egibt sich die umkehrbare lineare Substitution
x=ra +ty
y = sz’ + uy

und durch Einsetzen erhalten wir ¢(z,y) = ¢/(2/,y’), wobei

q,(l’/,y/) — a/x/Q + b/x/y/ + C/y/2

mit
a =q(r,s), V' =p(r,s,t,u), d =q(t,u).
Die Diskriminante von ¢’ ergibt sich nach langerer Rechnung zu

d =b?—4d'd = (ru— st)*d.

Die ganze Zahl ru — st nennt man {ibrigens die Determinante der Matrix

()

Man kann den Basiswechsel der Koordinaten auch durch
x\  (r t '
y)  \s u)\¥
beschreiben.

Gehen wir von v/, w’ zu einer weiteren Basis v, w” iiber, so gilt fiir die

Koordinaten
(/I/J ,r./ t/ x//
(y/) = <S/ u/) (y//) )

mit ganzen Zahlen 7/, ', t und «/, und der durchgehende Basiswechsel von
v, w zu v’, w” wird durch die Matrix

ot r o t\ [(r t
(8” u//) = (8 u> <8/ u/)
beschrieben. Man rechnet leicht nach, dass

r"u" — """ = (ru — st)(r'u’ — s't),

mit anderen Worten, die Determinante eines Produktes von Matrizen ist das
Produkt der Determinanten.

Das Gesagte gilt insbesondere, wenn v’/ = v und w” = w ist. In diesem
Fall ist die Produktmatrix die Einheitsmatrix, deren Determinante gleich 1
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ist. Wir sehen, dass das Produkt der Determinanten gleich 1 ist. Da diese
Determinanten ganze Zahlen sind, folgt

ru — st = x1

und
d =d.

Quadratische Formen ¢ und ¢/, die wie hier durch eine umkehrbare lineare
Substitution zusammenhéngen, nennt man &quivalent, weil sie dquivalente
quadratische Formen auf dem Modul Z? definieren. Wir haben gesehen, dass
dquivalente Formen die gleiche Diskriminante besitzen.

Wir wollen nun versuchen, eine beliebige positiv definite quadratische
Form durch die Wahl einer geeigneten Basis auf eine moglichst einfache Form
zu bringen. Die denkbar einfachste Form ist

q(z,y) = az® + cy?,

wobei man die Bezeichnungen so wihlen kann, dass 0 < a < ¢ ist. Dann gilt
offensichtlich Folgendes.

(i) Fiir alle z und y, die nicht beide gleich Null sind, ist
q(1,0) < gq(z,y).
(ii) Fiir alle 2 und y mit der Eigenschaft y # 0 gilt

q(0,1) < q(z,y).

Viele Formen lassen sich aber durch umkehrbare ganzzahlige Substitutionen
nicht diagonalisieren.

Definition 39. FEine positiv definite quadratische Form q in zwei Variablen
heifit reduziert, wenn sie die obigen Eigenschaften (i) und (ii) hat.

Ubersetzt in die Sprache der Formen auf Moduln bedeutet das Folgendes.

Definition 40. Gegeben sei eine quadratische Form qq auf einem freien Mo-
dul V' vom Rang 2 iiber dem Ring Z. Eine Basis v, w von V' heifit reduziert,
wenn v am kiirzesten unter allen von 0 verschiedenen Vektoren ist und wenn
w am kiirzesten unter allen Vektoren ist, die kein Vielfaches von v sind.

Fiir praktische Rechnungen ist die Sprache der Polynome zweckméfiger.
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Lemma 8. Fine positiv definite quadratische Form in der Darstellung (10)
st genau dann reduziert, wenn

b <a<ec.
Beweis. Angenommen, ¢ ist reduziert. Dann gilt
q(1,0) <q(0,1),  q(0,1) < q(1,£1),

also
a <c, c<azxb-+ec

Subtrahieren wir bei der zweiten Gleichung +b + ¢ auf beiden Seiten, so
erhalten wir die im Lemma angegebenen Ungleichungen.

Umgekehrt sei ¢ eine positiv definite Form, deren Koeffizienten diesen
Ungleichungen gentigen, und z, y ganze Zahlen. Fiir y # 0 ist

1
a:2:i:xy+y2:§(:c2+y2+(:c:|:y)2) > 0,

also die ganzzahlige linke Seite sogar grofier oder gleich 1, und es folgt
q(z,y) — c = ax® + bry + c(y? — 1) > ax® — alzy| +a(y® — 1) > 0.
Fiir  # 0 gilt offensichtlich
q(z,0) = ax® > a.
Daraus folgt, dass ¢ reduziert ist. [l

Satz 21. Jede positiv definite quadratische Form in zwei Variablen mit ganz-
zahligen Koeffizienten ist dquivalent zu einer reduzierten Form.

Beweis. Man kann eine gegebene positiv definite quadratische Form schritt-
weise durch lineare Substitutionen reduzieren, oder mit anderen Worten eine
gegebene Basis in eine reduzierte Basis iiberfithren. Wir beginnen mit der
Substitution

T = Yy
y=21'+uy
welche ¢ in die Form ¢’ mit den Koeffizienten

a =c, b = b+ 2cu, ¢ =a+bu+ cu?
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iiberfithrt. Konnen wir erreichen, dass b = 0 ist, so erhalten wir eine Dia-
gonalform ¢'. Dazu miisste die ganze Zahl u gleich der rationalen Zahl —2%
sein, was im Allgemeinen unmdoglich ist. Wir kénnen aber die ganze Zahl u

so wéhlen, dass

b
ut+ —| <

1
5

Dann ist [b'| < c¢=d’, d. h. eine der Ungleichungen aus Lemma 8 ist bereits
erfiillt. Ist auch die andere Ungleichung o’ < ¢ erfiillt, so ist ¢’ reduziert.
Andernfalls ist ¢ < o’ = ¢, und wir fiihren einen weiteren Reduktionsschritt
aus. Auf diese Weise erhalten wir positiv definite quadratische Formen ¢, ¢”,
¢", ¢ usw. Es kann nicht fiir alle i gelten ¢ < ¢~ weil die Koeffizienten
¢ fir alle 4 nicht negativ sind. Also muss es ein i geben, so dass ¢® >
=D = ¢ und dann ist ¢ reduziert. O

Wenden wir die Reduktion auf eine bereits reduzierte Form an, so kénnen
wir v = 0 wéhlen, und nach zwei Schritten erhalten wir die urspriingliche
Form.

In der Sprache der Basen bedeutet die Reduktion das Folgende. Man be-
ginnt mit einem primitiven'! Vektor vy (im vorliegenden Fall w) und wihlt
unter allen Vektoren, die kein Vielfaches von v; sind, einen kiirzesten Vek-
tor vo. Dann wéahlt man unter allen Vektoren, die kein Vielfaches von v,
sind, einen kiirzesten Vektor vs usw. Fiir alle ¢ bilden v;, v;;; eine Basis,
und fiir gentigend grofle ¢ sind diese Basen, eventuell nach Vertauschung der
Vektoren, reduziert.

Beispiel. Wir betrachten die quadratische Form

q(z,y) = 362% — 43zy + 131>
Die néchste ganze Zahl bei —2% = % ist u = 2, und wir erhalten
a =13, b =—-43+2-13-2=09, d=36-43-2+13-22=2.

Die Form
q'(a:’,y’) — 13:17/2 +9$/y/ + 2y/2

ist noch nicht reduziert, also fahren wir fort. Die néchste ganze Zahl bei

’ . .
—2 =~ ist v’ = —2, und wir erhalten

a" =2, V'=9-2.2.2=1, d=13-9-24+2.22 =3,

Ein Vektor heifit reduziert, wenn er kein positives Vielfaches eines anderen Vektors
ist.
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Nun haben wir die reduzierte Form

q/l(x//7 yl/) — 21‘//2 + x/ly// + 3y/l2

erhalten.

Satz 22. Sind zwei verschiedene reduzierte positiv definite quadratische For-
men dquivalent, so handelt es sich um

az® + bry + cy? und ax® — bry + cy’.

Beweis. Angenommen, ¢ und ¢ sind positiv definit, reduziert und zueinander
aquivalent. Wir konnen annehmen, dass a > a’. In den obigen Bezeichnungen
ist a’ = q(r, s) fiir ganze Zahlen r und s. Wegen der Reduziertheit von ¢ folgt

a>ar® +brs+cs® > a(r* + s*) — a|rs| > alrs|.

Wegen ru — st = £1 kénnen 7 und s nicht beide gleich Null sein.
FErster Fall: |rs| = 1. Dann ist a = o’ = a + brs + ¢, also |b| = ¢, und wegen
der Reduziertheit a = c. Nun ist

b =p(r, s, t,u) = a(2rt — rs(ru+ st) + 2su) = a(rt + su),
und die Zahl |[rt+su| = |(rt+su)rs| = |st+ru| kann wegen der Reduziertheit

von ¢ hochstens 1 sein. Sie muss wegen st+ru = 2st+ 1 ungerade sein. Somit
ist |b| = a.
Zweiter Fall: s = 0. Dann ist |r| = |u| =1, ' = q,

b =p(r,0,t,u) = (2at + bu)r.
Wegen der Reduziertheit von ¢ und ¢’ muss |b| < a und |V/| < o’ sein. Mit
der Dreiecksungleichung folgt

12at| < |2at + bu| + |bu| < 2a,

also [t| < 1. Ist t =0, so gilt || = |b], und ist ¢ = %1, so gilt in den letzten
Ungleichungen das Gleichheitszeichen, also |b] = a und |b'| = d'.

Dritter Fall: v = 0. Dann ist |s| = [t| = 1, @’ = ¢, und wegen der Reduziertheit
von ¢ folgt a = c¢. Auflerdem gilt

b = p(0,s,t,u) = (bt + 2cu)s.
Wieder muss |b] < a und |V/| < o sein, so dass
|2cu| < |bt + 2cu| + |bt] < 2,

also |u| < 1. Ist u = 0, so folgt |[b'| = |b], und ist u = £1, so gilt in den
letzten Ungleichungen das Gleichheitszeichen, also |b| = a und |V'| = o'
Mit d = d folgt in allen drei Féllen ¢ = ¢. O
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Nun kann man fiir zwei gegebene positiv definite quadratische Formen in
zwei Variablen feststellen, ob sie dquivalent sind. Dazu ist zunédchst einmal
notwendig, dass sie die selbe Determinante haben. Wenn ja, sollte man beide
reduzieren und mit Hilfe von Satz 22 priifen, ob die reduzierten Formen
dquivalent sind.

Nicht jede ganze Zahl kann als Diskriminante einer quadratischen Form in
zwei Variablen auftreten. Wenn es eine quadratische Form mit Diskriminante
d gibt, so ist d von der Form 4k oder 4k+1 mit k € Z. Die Zahl b hat ndmlich
eine der Formen 41, 41 + 1, 4] + 2 oder 4] + 3, und d ist dann 4(41* — ac),
4(41% + 21 — ac) + 1, 4(412 + 41 + 1 — ac) bzw. 4(41* + 6l + 2 — ac) + 1.

Folgerung 15. Es gibt nur endlich viele Aquivalenzklassen von positiv defi-
niten quadratischen Formen mit vorgegebener Diskriminante.

Beweis. Nach Satz 21 enthilt jede Aquivalenzklasse eine reduzierte Form,
also ist die Anzahl der Aquivalenzklassen mit Diskriminante d nicht gréfer als
die Anzahl der reduzierten Formen mit Diskriminante d. Fiir eine reduzierte
Form mit Diskriminante d gilt

4b? < dac = b* — d,

also 3b? < —d. Somit gibt es nur endlich viele Moglichkeiten fiir b, und die
Zahl b*> — d kann nur auf endlich viele Arten als 4ac dargestellt werden. [

Ist n eine ganze Zahl, so erhalten wir aus einer quadratischen Form ¢
eine Form ¢, indem wir ¢'(x,y) = ng(x,y) setzen. Da alle Eigenschaften von
¢’ leicht aus denen von ¢ folgen, kann man sich eigentlich auf das Studium
von ganzzahligen quadratischen Formen beschrénken, die nicht Vielfaches
einer anderen Form sind. Solche nennt man primitive Formen; sie sind da-
durch charakterisiert, dass ihre Koeffizienten teilerfremd sind. Insbesondere
wird der Fall negativ definiter Formen auf den Fall positiv definiter Formen
zuriickgefiihrt.

Folgerung 15 gilt auch fiir indefinite Formen und wird fiir jene mit ei-
ner anderen Art von Reduktion bewiesen, die wir hier aber nicht behan-
deln werden. Beide Arten von Reduktion wurden von Carl Friedrich Gaufl
(1777-1855) behandelt. Es gibt auch eine Reduktionstheorie fiir positiv defi-
nite Formen in einer beliebigen Zahl von Variablen, die von Charles Hermite
(1822-1901) und Hermann Minkowski (1864-1909) entwickelt wurde.

19 Spezielle Relativitidtstheorie

Um diese Theorie zu motivieren, beginnen wir mit der Vorgeschichte. Die
Kinematik ist das einfachste Teilgebiet der Physik, das die Bewegung von
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Korpern beschreibt, ohne auf die Ursachen der Bewegung einzugehen. Tradi-
tionell stellt man sich das Weltall als dreidimensionalen Euklidischen Raum
E vor. Auf dem Raum V' der Verschiebungen von FE ist ein Skalarprodukt s
mit der zugehorigen Norm gegeben, und der Abstand zwischen zwei Punkten
P und Q ist'?

a(P.Q) = | PQ|.

Die Zeitachse stellt man sich als eindimensionalen reellen affinen Raum 7°
vor. Ist U der Raum der Verschiebungen der Zeitachse T', so ist fiir jeden
von 0 verschiedenen Vektor festgelegt, ob er in die Vergangenheit oder die
Zukunft zeigt. Eine Basis von U besteht aus einem Vektor u, den wir in die
Zukunft zeigen lassen. Dann ist durch die Festlegung [(tu) =t fiir t € R eine
Linearform [ auf U definiert. Die Dauer von einem Zeitpunkt ¢; € T" bis zu
einem Zeitpunkt ¢, € T ist dann®? l(tl—t;) und kann auch negativ sein.

Ein Ereignis geschieht zu einem Zeitpunkt ¢ an einem Ort P, ist also durch
ein geordnetes Paar (¢, P) im vierdimensionalen affinen Raum A = T x E
(der sogenannten Raumzeit) gegeben. Ordnen wir jedem Ereignis seinen Ort
zu, so erhalten wir eine affine Abbildung o : A — FE. Ordnen wir jedem
Ereignis seinen Zeitpunkt zu, so erhalten wir eine Abbildung z : A — T

Nun wollen wir die Bewegung eines Teilchens beschreiben. Bezeichnen wir
seinen Ort zum Zeitpunkt ¢ € T mit f(¢), so erhalten wir eine Abbildung
f:T — E. Den Graphen dieser Abbildung, also die Menge

{(t, f(t)) |teT}CTxFE

bezeichnet man als Weltlinie. Wir wollen hier nur geradlinige gleichformige
Bewegungen betrachten, deren Weltlinien Geraden sind, auf denen die Ab-
bildung z nicht konstant ist. Eine solche hat einen Geschwindigkeitsvektor
v € V, so dass fiir alle Zeitpunkte ¢; und ¢, gilt

Flt) F(t2) = 1(Eits)v

(Weg gleich Zeit mal Geschwindigkeit).

Befindet man sich in einem leeren Weltall, so kann man nach den Ge-
setzen der Newtonschen Mechanik nicht entscheiden, ob man sich geradli-
nig gleichférmig bewegt oder sich in Ruhe befindet. Das zeitunabhéngige
Weltall ' und die oben beschriebene Abbildung o : A — E haben also kei-
nen physikalischen Sinn. Man muss sich von der Beschreibung der Raumzeit

12Der Abstand ist genaugenommen d(P, Q) multipliziert mit der durch s festgelegten
Léngeneinheit.

3Die Dauer ist genaugenommen diese Zahl multipliziert mit der durch u festgelegten
Zeiteinheit.
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als Kreuzprodukt 7" x E verabschieden. Statt dessen findet die Newtonsche
Mechanik in einem vierdimensionalen affinen Raum A statt, wobei eine affine
Abbildung z : A — T gegeben ist, die jedem Ereignis F' seinen Zeitpunkt
zuordnet. Wir sagen, dass zwei Ereignisse F' und G gleichzeitig geschehen,
wenn z(F) = z(G) ist. Fiir jeden Zeitpunkt ¢ bilden die Ereignisse zum Zeit-
punkt ¢ einen dreidimensionalen affinen Unterraum E; = {F € A | z(F) =t}
von A.

Dass z eine affine Abbildung ist, bedeutet, dass es eine lineare Abbildung
2 vom Vektorraum W der Verschiebungen der Raumzeit A in den Vektor-
raum U der Zeitverschiebungen gibt, so dass fiir alle Ereignisse F' und G

gilt
4 (1@) = z(F)z(G;.

Die Vektoren x € W mit der Eigenschaft z/(x) = 0, die wir rdumliche Ver-
schiebungen nennen, bilden einen Unterraum V' von W, und auf diesem ist ein
Skalarprodukt s mit der zugehorigen Norm gegeben. Der raumliche Abstand
ist nur zwischen gleichzeitigen Ereignissen F' und G erklért als

d(F,G) = ||FC.

Bewegt sich ein Teilchen geradlinig und gleichférmig, so ist seine Weltli-
nie eine Gerade in der Raumzeit W, auf der die Abbildung 2z nicht konstant
ist. Sie hat dann einen eindeutig bestimmten Richtungsvektor w € W mit
der Eigenschaft z/(w) = u, den wir Vierergeschwindigkeit nennen. Bewegen
sich zwei Teilchen geradlinig gleichférmig mit den Vierergeschwindigkeiten
w; und wy, so nennt man wy —w; € V die Relativgeschwindigkeit des zwei-
ten Teilchens beziiglich des ersten. In der klassischen Mechanik spielen nur
Relativgeschwindigkeiten eine Rolle. Offensichtlich gelten folgende Aussagen:

(i) Hat das zweite Teilchen beziiglich des ersten die Relativgeschwindig-
keit v, so hat das erste Teilchen beziiglich des zweiten die Relativge-
schwindigkeit —v.

(ii) (Additionstheorem) Hat das zweite Teichen die Relativgeschwindigkeit
vy beziiglich des ersten und hat ein drittes Teilchen die Relativge-
schwindigkeit vy beziiglich des zweiten, so ist die Relativgeschwindig-
keit des dritten Teilchens beziiglich des ersten gleich

V =V] + Vs.
Ende des neunzehnten Jahrhunderts mehrten sich die Hinweise, dass die
relative Lichtgeschwindigkeit im Vakuum immer den selben Betrag hat, ndm-

lich ¢ = 299792458 m/s, egal ob man sich auf die Lichtquelle zu oder von
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ihr weg bewegt. Dies widerspricht eklatant dem genannten Additionstheorem
fiir Geschwindigkeiten und zeigt, dass die oben dargestellte relative Kinema-
tik hochtens fiir kleine Geschwindigkeiten die Wirklichkeit annéhernd richtig
beschreibt.

Albert Einstein (1879-1955) fand mit seiner speziellen Relativitatstheo-
rie den Ausweg. Man muss sich nicht nur vom absoluten Ort verabschieden,
sondern auch von der absoluten Zeit, d. h. die Zeitachse T' und die Abbildung
z : A — T haben keinen physikalischen Sinn. Statt dessen wird der Raum W
der Verschiebungen der Raumzeit A mit einer symmetrischen Bilinearform b
der Signatur (1, 3,0) versehen. Die isotropen Vektoren sind genau die Vierer-
geschwindigkeiten von Lichtstrahlen. Den Raum A mit dieser Zusatzstruktur
nennt man Minkowski-Raum. Vektoren, auf denen die Spezialisierung ¢q von b
nichtnegative Werte annimmt, heiflen zeitartig, diejenigen mit negativen Wer-
ten von ¢ raumartig. Wir sagen, dass zeitartige Vektoren w; # wy die selbe
Zeitorientierung haben, wenn b(wy, wy) > 0 ist. Dies ist eine Aquivalenzrela-
tion mit zwei Aquivalenzklassen. Vektoren in der einen Klasse bezeichnen wir
als in die Zukunft, Vektoren in der anderen als in die Vergangenheit gerich-
tet. Als Vierergeschwindigkeiten von Weltlinien fiir geradlinige gleichférmige
Bewegungen kommen nur zeitartige Vektoren in Frage, die in die Zukunft
gerichtet sind.

Um festzustellen, ob zwei Ereignisse F' und G gleichzeitig stattfinden,
betrachten wir den Mittelpunkt M ihrer Verbindungsstrecke in A. Dies be-
deutet, dass m = m Eine naive Definition der Gleichzeitigkeit wiirde
besagen, dass die von F' und G gegenseitig ausgesandten Lichtstrahlen sich
auf der Weltlinie von M treffen. Diese Weltlinie hiangt aber von der Wahl
einer Vierergeschwindigkeit w ab, und das Selbe gilt somit fiir den Begriff
der Gleichzeitigkeit. Bezeichnen wir das Ereignis des Zusammentreffens der
Lichtstrahlen mit /N, so bedeutet die Isotropie der Lichtstrahlen, dass

g(FM + MN)=0,  q(GM + MN) =0.

Subtrahieren wir beide Gleichungen voneinander, so erhalten wir unter Be-
— —
achtung von GM = —F M, dass

b(FM, MN) = 0.

Wir sehen also, dass Ereignisse F' und G genau dann gleichzeitig beziiglich
der Vierergeschwindigkeit w stattfinden, wenn

b(FC,w) = 0.

Bezeichnen wir das Orthogonalkomplement des von w erzeugten Unterraums
mit Vi, so konnen wir die Gleichzeitigkeit von zwei Ereignissen F' und G

beziiglich w durch die Bedingung F?; € Vv ausdriicken.
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Ist g(w) > 0, so ist die Einschrankung von —q auf V4, ein Skalarprodukt.
Wir bezeichnen es mit sy, und kennzeichnen auch die zugehorige Norm mit
einem Index w. Fiir alle zu M gleichzeitigen Ereignisse F', von denen die
Lichtstrahlen im Augenblick N eintreffen, gilt ¢(F'M) + (M N) = 0, also

e e
IFM ||y = \/q(MN).

Ist die Dauer von M bis N gleich ¢, so haben die Strahlen nach unseren
physikalischen Annahmen die Entfernung ct zuriickgelegt. Es liegt also nahe,
die Dauer von einem Ereignis M bis zu einem Ereignis N ldngs einer geraden

Weltlinie durch .

e
zu definieren. Dann folgt, dass der Abstand zwischen zwei Ereignissen F'
und G, die beziiglich der Vierergeschwindigkeit w gleichzeitig stattfinden,

gleich
— —
||FM||W = _Q(FM)

ist. Man beachte, dass rechts kein w mehr auftaucht. In der Tat findet man
fiir beliebige Ereignisse F' und M mit der Eigenschaft q(m ) < 0 eine
Vierergeschwindigkeit, beziiglich derer sie gleichzeitig stattfinden, wahrend
Ereignisse M und N mit der Eigenschaft q(]\ﬁ\f ) > 0 auf einer Weltlinie
liegen. Insbesondere sieht man, dass auf einem Lichtstrahl die Zeit stehen
bleibt.

Wir kommen nun zum Begriff der Relativgeschwindigkeit. Gegeben seien
zwei Weltlinien mit Vierergeschwindigkeiten w; und wy, wobei g(wy) > 0.
Wir normieren wy so, dass q(w;) = ¢, und schreiben wy = aw; + v, wobei
v € Vi,. Nun ist ac® = b(wy,wy) > 0, also kénnen wir w, so normieren,
dass a = 1. Mit dieser Normierung bezeichnen wir v .= wy — w; als Re-
lativgeschwindigkeit von wy beziiglich wy. Wir erhalten 0 < ¢(w; + v) =
q(w1) + q(v), also ||V|lw, < ¢, wobei genau dann Gleichheit gilt, wenn wo
isotrop, also die zweite Weltlinie ein Lichtstrahl ist.

Satz 23. (i) Ist v die Relativgeschwindigkeit von wy beziiglich wi und u
die Relativgeschwindigkeit von wy beziglich wa, so gilt | V]w, = ||u]/w,-

(11) (Additionstheorem) Ist vy die Relativgeschwindigkeit von wy und vo die
Relativgeschwindigkeit von wo, beide beziiglich einer Vierergeschwindig-
keit w, so gilt fiir den Betrag v der Relativgeschwindigkeil zwischen w
und Wo

Vi — Vallw
<
Y= Sw(v1i,va)/c?
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wobei genau dann Gleichheit gilt, wenn vy und vy kollinear sind.

Beweis. Es gilt

gwi)=c*  qwa) = —|Iv[Z,,  b(wi,wa) =

Daraus folgt
Viw: _ a(wi)g(w2)

|
1— - .
c? b(wy, wy)?

Die rechte Seite bleibt unverindert, wenn wir w; und wy vertauschen, und
Behauptung (i) folgt.

Die rechte Seite bleibt auch unveridndert, wenn wir w; oder wo mit einer
reellen Zahl multiplizieren. Die Formel gilt also auch ohne die beschriebene
Normierung. Insbesondere kénnen wir w; und wy in Bezug auf eine Vierer-
geschwindigkeit w normieren, so dass w; = W+ vy, W = W + Vy. Setzen wir
die Ausdriicke

g(wi) = = [vill3,  a(w2) = = |[valli,  D(W1,Wa) = ¢ = sw(vi, Vo)
ein, so erhalten wir

v (@ = InlR)(€ — Ivalls)

1— = =
c? (c? — sw(vy,va))?
Umstellen ergibt
0P (@ = sw(vi,v2))® — (¢ — [[va] ) (€ — [[v2I%)
c? (® — sw(v1,va))?

Sw(vi, v2)? — [villallvallz + E(IvillE — 25w(vi, va) + [[v2[l%)
(2 — sw(v1,v2))?
E(lIvalls = 25w(vi, va) + [[val3)

(? — sw(v1,v2))?

)

wobei wir im letzten Schritt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung benutzt haben,
in der genau dann Gleichheit gilt, wenn vy und vy kollinear sind. O]

Satz 24 (Langenkontraktion). Sind zwei Weltlinien mit der selben Viererge-
schwindigkeit w um den Vektor x € V4, versetzt und hat die Vierergeschwin-
digkeit w' die Relativgeschwindigkeit v beziiglich w, so ist der Abstand der
Teilchen beziiglich w' gleich

VX2 = sw(x,v)?/c2.

Sind x und v kollinear, so erhalten wir

[l v/ T = IvI[% /e
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Beweis. Angenommen, F' und G sind gleichzeitige Positionen der beiden Teil-
chen beziiglich w. Dann ist x = F'G. Liegt G’ auf der Weltlinie des zweiten

B
Teilchens, so ist X' = FG' = x + tw fiir eine Zahl ¢. Wir wahlen ¢ so, dass G’
beziiglich w’ gleichzeitig mit F' stattfindet, also

0=0b(x',w')=0b(x,w)+th(w,w).

Wir normieren ¢(w) = ¢ und w' = w+ v mit v € V4,. Nun ist b(w, w’) = ¢?

und tc* = —b(x, w’). Wegen b(x, w) = 0 folgt b(x, w’) = b(x,Vv) sowie

g(x') = q(x) + t*q(w) = q(x) + b(x,v)?/*.
Mit der Definition von sy, folgt die Behauptung. O]

Satz 25 (Zeitdilatation). Es seien M und N Eregnisse auf einer Weltli-
nie mit der Vierergeschwindigkeit w sowie M’ und N’ Ereignisse auf einer
Weltlinie mit der Vierergeschwindigkeit w', die zu M bzw. N beziiglich w
gleichzeitig stattfinden. Weiter seit die Dauer von M bis N und t' die Dau-
er von M’ bis N'. Ist v der Betrag der Relativgeschwindigkeit zwischen w

und W', so ist
t'=ty/1—0v2/c

—
Beweis. Normieren wir w durch ¢(w) = 2, so gilt M N = tw, und normieren

ct’

Al
ir w durch w = w + v mit v € Vi, so gilt M'N’ = w’. Es folgt
W 8 Vatw g

! ! Ctl /
NN — MM = w — tw.
q(w’)
Da die linke Seite in V, liegt, ist
ct’'b(w', w
blor, w) - ) _ tq(w).
q(w')

Wegen b(v,w) = 0 gilt b(w’, w) = ¢(w) und

q(w') = q(w) +q(v).

Nun folgt die Behauptung mit g(v) = —v?. O
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